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Sevilla, 24-28 septiembre 2007
(pp. 1–8)

Un modelo unidimensional de flujo sangúıneo obtenido
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Resumen

En este trabajo presentamos un modelo unidimensional del movimiento de un fluido
newtoniano a través de un tubo elástico no necesariamente rectiĺıneo. En particular,
el modelo obtenido es aplicable al estudio del flujo sangúıneo. Para obtener el modelo
propuesto explotamos el hecho de que el área de la sección transversal del tubo es
mucho menor que su longitud, lo que nos permitirá introducir un pequeño parámetro
adimensional y utilizar el método de desarrollos asintóticos. El modelo aśı obtenido
incorpora un nuevo término dependiente de la curvatura de la ĺınea media del tubo,
que no hemos encontrado en la literatura, y que se opone al avance del fluido.

1. Introducción

El interés en modelar el comportamiento de la bioloǵıa humana es muy antiguo. Ya
en 1775 Euler introdujo un modelo unidimensional del flujo sangúıneo y, desde entonces,
muchos autores han estudiado este mismo problema (véase la introducción de [12] para un
breve resumen). Básicamente estamos estudiando el movimiento de un fluido newtoniano
a través de un tubo de paredes elásticas cuya sección es pequeña si la comparamos con su
longitud. Uno de los modelos unidimensionales más completos que se pueden encontrar en
la literatura (véase [8] para su deducción, o [12] donde se propone otro muy similar) es el
siguiente, válido cuando la curvatura de la ĺınea media del tubo es localmente pequeña y
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la sección transversal es circular:

∂A

∂t
+

∂Q

∂x
= 0 (1)

∂Q

∂t
+

∂

∂x

(
α

Q2

A

)
+

A

ρf

∂P

∂x
+ Kr

Q

A
= 0 (2)

ρse
∂2η

∂t2
+

eE

(1− ν2
s )(r0)2

η = P − Pext (3)

donde A = A(t, x) es el área de la sección transversal, Q = Q(t, x) es el flujo (Q = Aū,
donde ū es la velocidad media en la sección transversal), P = P (t, x) es la presión media
en cada sección transversal, ρf es la densidad del fluido, Kr es un parámetro de resistencia
relacionado con la viscosidad del fluido y α es un coeficiente de corrección del momento
(según la forma del perfil del fluido α puede variar entre 1 y 2, y como Kr se suele usar el
valor 8πνf , donde νf es la viscosidad cinemática del fluido). Por último, ρs es la densidad
de la pared del tubo, e es su espesor, E su modulo de Young, νs su coeficiente de Poisson,
r0 = r0(x) es el radio de la sección transversal en t = 0, η = η(t, x) es el incremento del
radio en cada instante (de modo que el radio de la sección transversal en un instante dado
es r0 + η) y Pext es la presión exterior.

En general se asume en (3) que se llega muy rápidamente al estado de equilibrio, por
lo que se desprecian las derivadas en t y se tiene que

P − Pext =
eE

(1− ν2
s )(r0)2

η (4)

lo que permite eliminar la presión del sistema (1)-(2).
Cuando el tubo no es rectiĺıneo aparece un flujo secundario que se puede observar ex-

perimentalmente y que fue analizado en primer lugar por Dean (véase [3]) y a continuación
por diversos autores (véase [7] para una breve reseña histórica y [1] para más detalles sobre
la forma del flujo secundario). Dicho flujo secundario, que no es unidimensional, influye
en el comportamiento del flujo principal, por lo que debeŕıa de ser tenido en cuenta de
alguna manera en (1)-(3) cuando la curvatura de la ĺınea media del tubo es importante.

Nuestro objetivo en este art́ıculo es obtener un modelo similar a (1)-(3), pero que sea
válido también cuando la curvatura de la ĺınea media del tubo no es pequeña. Para ello
utilizaremos el método de desarrollos asintóticos, lo que nos permitirá obtener un modelo
unidimensional, válido para cualquier curvatura, reduciendo al mı́nimo las hipótesis a
priori necesarias sobre el comportamiento del fluido.

2. Problema de partida

Estamos interesados en estudiar el movimiento de un fluido en el interior de un tubo
elástico y queremos que el tubo sea delgado si lo comparamos con su longitud. Por ello
definimos el tubo como sigue:

Ωε = {(xε
1, x

ε
2, x

ε
3) ∈ R3|

(xε
1, x

ε
2, x

ε
3) = c(s1) + εs3r(t, s1, s2)[(cos s2)v2(s1) + (sin s2)v3(s1)], (5)

(s1, s2, s3) ∈ [a, b]× [0, 2π]× [0, 1]}
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donde c : [a, b] → R3 es la ĺınea media del tubo (y hemos escogido s1 de modo que
sea parámetro natural, es decir, ‖c′(s1)‖ = 1). Con el supeŕındice ε queremos indicar
la dependencia de dicho parámetro adimensional de las variables xε

i y del dominio Ωε.
Definimos v1(s1) = c′(s1), escogemos v2(s1) ortogonal a v1(s1) (y unitario) y v3 = v1×v2.
De ese modo forman una base ortonormal de R3 para cada s1. Cuando v′

1 6= 0, podemos
escoger v2 = v′

1/‖v′
1‖, y entonces {vi} es el triedro de Frenet-Serret, por lo que verifica:

v′
1 = κv2, v′

2 = −κv1 + τv3, v′
3 = −τv2 (6)

donde κ(s1) = ‖v′
1(s1)‖ es la curvatura y |τ(s1)| = ‖v′

3(s1)‖ es la torsión. Obsérvese que
aún cuando v′

1 = 0, se puede escoger v2 de modo que se verifique (6).
Suponemos ahora que el fluido se mueve en Ωε obedeciendo las ecuaciones de Navier-

Stokes y que la pared lateral de Ωε (s3 = 1) obedece el modelo evolutivo lineal de Koiter (en
[4] se justifica que cuando el espesor de la pared (e) tiende a cero el modelo de elasticidad
lineal tridimensional y el modelo lineal de Koiter se comportan asintóticamente igual).

Las ecuaciones de Navier-Stokes pueden escribirse:

∂uε

∂tε
+ (∇εuε)uε =

1
ρf
∇ε ·Tε + Fε (7)

∇ε · uε = 0 (8)

en Ωε, donde uε es el vector de velocidades, Tε es el tensor de tensiones y Fε es la fuerza
exterior por unidad de masa. Como es conocido, el tensor de tensiones para un fluido
newtoniano es de la forma

Tε = −pεI + µf [∇εuε + (∇εuε)T ] (9)

donde pε es la presión y µf es la viscosidad absoluta (recordemos que νf = µf/ρf ).
Las condiciones de contorno propuestas son que la velocidad y la presión son conocidas

en s1 = a y s1 = b, la componente normal de la velocidad en s3 = 1 viene dada por el
desplazamiento de la pared:

uε · nε =
∂rε

∂tε
[(cos s2)v2(s1) + (sin s2)v3(s1)] · nε en s3 = 1 (10)

donde rε = εr y nε es la normal exterior unitaria. La condición de que la componente
tangencial de la velocidad sea nula sobre la pared, la sustituimos por

(Tεnε) · tε = −f ε
R · tε en s3 = 1 (11)

para cualquier vector tε tangente a la pared del tubo, donde −f ε
R es la fuerza de roza-

miento que actúa sobre el fluido en la pared del tubo (t́ıpicamente será f ε
R = γεUε

τ o
f ε
R = γε‖Uε

τ‖Uε
τ , siendo Uε

τ la componente tangencial de la velocidad en s3 = 1 y γε un
coeficiente (pequeño) a determinar experimentalmente).
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3. Método asintótico

Usualmente, para deducir los modelos unidimensionales, se hace un promedio en la
sección transversal del tubo que, debido al carácter no lineal de las ecuaciones de Navier-
Stokes, requiere de hipótesis adicionales sobre el comportamiento del fluido (véase [8] y
[12] para la deducción del modelo (1)-(3)).

El uso del método de desarrollos asintóticos nos permite prescindir (al menos inicial-
mente) de esas hipótesis sobre el comportamiento del fluido. Aplicamos el método de
desarrollos asintóticos como en [4] y [13], es decir, haciendo un cambio de variable previo
a un dominio de referencia (en [9] y [10] puede verse un ejemplo de aplicación de este
método para deducir las ecuaciones de aguas poco profundas).

Para aplicar el método de desarrollos asintóticos, primero escribimos el problema (7)-
(11), sin adimensionalizar, en su forma variacional. A continuación hacemos el cambio de
variable

tε = t, xε = c(s1) + εs3r(t, s1, s2)[(cos s2)v2(s1) + (sin s2)v3(s1)] (12)

a un dominio de referencia Ω = [a, b]× [0, 2π]× [0, 1], y asociamos a cada función escalar
en el dominio original una función en el dominio de referencia del siguiente modo:

pε(tε, xε
1, x

ε
2, x

ε
3) = p(ε)(t, s1, s2, s3) (13)

Cuando las funciones son vectoriales o tensoriales, al asociar a las funciones definidas en
el dominio original con las funciones definidas en el dominio de referencia, en lugar de
hacerlo componente a componente, además hacemos un cambio de base:

uε = uε
iei = ui(ε)vi = u(ε), Tε = T ε

ijei ⊗ ej = Tij(ε)vi ⊗ vj = T(ε) (14)

donde los ı́ndices repetidos indican suma de 1 a 3, y donde {ei} es la base ortonormal
asociada a la variable original xε.

A continuación realizamos la hipótesis fundamental en el método de desarrollos asintóti-
cos: suponemos que las incógnitas (y los datos) admiten un desarrollo en serie de potencias
de ε:

ui(ε) = u0
i + εu1

i + ε2u2
i + · · · , Tij(ε) = T 0

ij + εT 1
ij + ε2T 2

ij + · · · ,

p(ε) = p0 + εp1 + ε2p2 + · · · , Fi(ε) = F 0
i + εF 1

i + ε2F 2
i + · · · (15)

etc.

Se obtienen de este modo una serie de ecuaciones que nos permiten identificar (al
menos en parte) los diferentes términos de las series de potencias (15). Las ecuaciones
aśı obtenidas son:

M0
0 (s1)

∂2η

∂t2
+ I0

0 (s1)η = L0
0(s1)P̄ 0(t, s1) (16)
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donde

r(t, s1, s2) = r0(s1, s2) + η(t, s1) (r0(s1, s2) = r(0, s1, s2)) (17)

M0
0 (s1) =

∫ 2π

0
eρs

√
(r0)2 +

(
∂r0

∂s2

)2

ds2 (18)

L0
0(s1) =

∫ 2π

0

√
(r0)2 +

(
∂r0

∂s2

)2

ds2 (19)

I0
0 (s1) =

∫ 2π

0

eE

1− ν2
s

[2(∂r0
∂s2

)2 − r0
∂2r0

∂s2
2

+ (r0)2]2

[(r0)2 + (∂r0
∂s2

)2]5/2
ds2 (20)

P̄ 0(t, s1) =
1
L0

0

∫ 2π

0
(p0

Γ − Pext)

√
(r0)2 +

(
∂r0

∂s2

)2

ds2 (21)

p0
Γ(t, s1, s2) = p0 + 2µf

∂u0
1

∂s1
+ 2µf

[
r2 +

(
∂r

∂s2

)2
]−1 [

∂

∂s2
(r cos s2)

∂u1
2

∂s2

+
∂

∂s2
(r sin s2)

∂u1
3

∂s2

]
(valorado en s3 = 1) (22)

y también

∂A0

∂t
+

∂Q0

∂s1
= 0 (23)

∂Q0

∂t
+

∂

∂s1

[
(Q0)2

A0

]
− 1

ρf

∂

∂s1

[
A0

(
−p̄0 + 2µf

∂u0
1

∂s1

)]
+ νfκ2Q0 + νfκt021

= −L0

ρf
f̄0

R − 1
ρf

γ0
p + 2νf

∂u0
1

∂s1

∂A0

∂s1
− 2νfγ0

u + A0F̄ 0
1 (24)

donde

A0 =
1
2

∫ 2π

0
r2ds2, Q0 = A0u0

1, F̄ 0
1 =

1
A0

∫ 2π

0

∫ 1

0
F 0

1 s3r
2ds3ds2 (25)

p̄0 =
1

A0

∫ 2π

0

∫ 1

0
p0s3r

2ds3ds2, L0(t, s1) =
∫ 2π

0

√
r2 +

(
∂r

∂s2

)2

ds2 (26)

t021 =
∫ 2π

0

∫ 1

0

[
−(r sin s2)

∂u1
1

∂s2
+

∂

∂s2
(r sin s2)s3

∂u1
1

∂s3

]
ds3ds2 (27)

f̄0
R =

1
L0

∫ 2π

0
[f1

R1 − f0
R1rκ cos s2]

√
r2 +

(
∂r

∂s2

)2

ds2 (28)

γ0
p =

∫ 2π

0

(
p0
|s3=1

)
r

(
∂r

∂s2
τ − ∂r

∂s1

)
ds2 (29)

γ0
u =

∫ 2π

0

[
r2 +

(
∂r

∂s2

)2
]−1 [

∂

∂s2
(r cos s2)

∂u1
2

∂s2

+
∂

∂s2
(r sin s2)

∂u1
3

∂s2

]
|s3=1

r

(
∂r

∂s2
τ − ∂r

∂s1

)
ds2 (30)
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y f0
R1 y f1

R1 son los dos primeros términos del desarrollo en serie de potencias de ε de la
componente de la fuerza de rozamiento en la dirección v1.

Se observa que para cerrar las ecuaciones (16)-(30) hace falta determinar u1 y la
relación entre la presión media en la sección transversal p̄0 y la presión en la pared del
tubo p0

|s3=1. Para ello necesitamos conocer como depende p0 de s3 y como se comporta
el flujo secundario (u1). En [1] se describe el comportamiento de la presión y del flujo
(principal y secundario) cuando hay curvatura, pero dicha información no nos permite
determinar nuestras incógnitas.

Con el ánimo de generalizar el modelo (1)-(3), en la siguiente sección realizaremos
algunas hipótesis adicionales que, aunque restringen la validez del modelo obtenido, nos
permitirán proponer un modelo unidimensional del estilo de (1)-(3), pero añadiendo un
nuevo término que tiene en cuenta la curvatura.

4. Modelo propuesto

Es usual suponer en este tipo de modelos que tanto la presión p0 como la presión
exterior Pext son constantes en cada sección transversal (véase, por ejemplo, [8] o [12], o
[1] cuando el producto εκ es pequeño). En ese caso tenemos que

p0 = p0(t, s1), Pext = Pext(t, s1) (31)

y como consecuencia p̄0 = p0
|s3=1 = p0 y γ0

p = −p̄0 ∂A0

∂s1
. Si además suponemos que

[
∂

∂s2
(r cos s2)

∂u1
2

∂s2
+

∂

∂s2
(r sin s2)

∂u1
3

∂s2

]
|s3=1

= 0 (32)

(lo que se consigue si, por ejemplo, u1
2 y u1

3 son cero en s3 = 1), obtenemos que γ0
u = 0 y

P̄ 0 = p̄0 + 2µf
∂u0

1
∂s1

− Pext. Por último, si suponemos también que

t021 = 0 (33)

(lo que ocurre si, por ejemplo, u1
1 = u1

1(t, s1)), entonces el modelo (16)-(30) se escribe:

M0
0 (s1)

∂2η

∂t2
+ I0

0 (s1)η = L0
0(s1)

[
p̄0 + 2µf

∂u0
1

∂s1
− Pext

]
(34)

∂A0

∂t
+

∂Q0

∂s1
= 0 (35)

∂Q0

∂t
+

∂

∂s1

[
(Q0)2

A0

]
+

A0

ρf

∂p̄0

∂s1
− 2νfA0 ∂2

∂s2
1

[
Q0

A0

]
+ νfκ2Q0

= −L0

ρf
f̄0

R + 4νf
∂A0

∂s1

∂

∂s1

[
Q0

A0

]
+ A0F̄ 0

1 (36)

Observaciones.- Si f ε
R = γεUε

τ o f ε
R = γε‖Uε

τ‖Uε
τ (con γε = εγ0) entonces f̄0

R = γ0u0
1

o f̄0
R = γ0|u0

1|u0
1, respectivamente. Si Fε = −ge3 entonces F̄ 0

1 = −ge3 · v1. Si la sección
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transversal es circular (∂r0
∂s2

= 0), y si las distintas constantes que aparecen en (34) no
dependen de s2, entonces se escribe:

eρs
∂2η

∂t2
+

eE

(1− ν2
s )(r0)2

η = p̄0 + 2µf
∂u0

1

∂s1
− Pext (37)

que es exactamente igual a (3) salvo por el término en ∂u0
1

∂s1
.�

El modelo (34)-(36) está planteado en el dominio de referencia, al que hemos llegado
tras hacer un cambio de escala. Si escribimos este modelo en las dimensiones originales
(para lo que definimos rε = εr y rε

0 = εr0), resulta:

M ε
0 (s1)

∂2ηε

∂t2
+ Iε

0(s1)ηε = Lε
0(s1)

[
p̄0 + 2µf

∂u0
1

∂s1
− Pext

]
(38)

∂Aε

∂t
+

∂Qε

∂s1
= 0 (39)

∂Qε

∂t
+

∂

∂s1

[
(Qε)2

Aε

]
+

Aε

ρf

∂p̄0

∂s1
− 2νfAε ∂2

∂s2
1

[
Qε

Aε

]
+ νfκ2Qε

= −Lε

ρf
f̄ε

R + 4νf
∂Aε

∂s1

∂

∂s1

[
Qε

Aε

]
+ AεF̄ 0

1 (40)

donde ahora

rε(t, s1, s2) = rε
0(s1, s2) + ηε(t, s1) (41)

Aε =
1
2

∫ 2π

0
(rε)2ds2, Qε = Aεu0

1 (42)

M ε
0 (s1) =

∫ 2π

0
eρs

√
(rε

0)2 +
(

∂rε
0

∂s2

)2

ds2 (43)

Lε
0(s1) =

∫ 2π

0

√
(rε

0)2 +
(

∂rε
0

∂s2

)2

ds2 (44)

Iε
0(s1) =

∫ 2π

0

eE

1− ν2
s

[2(∂rε
0

∂s2
)2 − rε

0
∂2rε

0

∂s2
2

+ (rε
0)

2]2

[(rε
0)2 + (∂rε

0
∂s2

)2]5/2
ds2 (45)

Lε(t, s1) =
∫ 2π

0

√
(rε)2 +

(
∂rε

∂s2

)2

ds2, f̄ε
R = εf̄0

R (46)

Observación Si f ε
R = γεUε

τ o f ε
R = γε‖Uε

τ‖Uε
τ (con γε = εγ0) entonces f̄ε

R = γεu0
1 o

f̄ε
R = γε|u0

1|u0
1, respectivamente.�

5. Conclusiones

El objetivo de este trabajo es obtener un modelo del movimiento de un fluido newto-
niano en el interior de un tubo elástico. Realizando únicamente la hipótesis habitual en
el método de desarrollos asintóticos (15), obtenemos un modelo (16)-(30), del que des-
conocemos alguno de los términos. Nuestra intención es, en futuros trabajos, determinar
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dichos términos para aśı obtener un modelo general que dependa sólo de la hipótesis (15).
De momento nos hemos visto en la necesidad de realizar a mayores las hipótesis (31)-(33),
lo que nos ha permitido obtener el modelo (38)-(40), que generaliza claramente al modelo
usual (1)-(3), y que sigue siendo válido en el caso de grandes curvaturas. La principal
novedad de este modelo es la incorporación del término νfκ2Qε, cuyo efecto es oponer-
se al movimiento del fluido si la curvatura del tubo es distinta de cero (su efecto no es
demasiado perceptible salvo cuando la curvatura es grande).

Agradecimientos

Este trabajo ha sido financiado parcialmente por el Ministerio de Educación y Ciencia
mediante el proyecto MTM2006-14491.

Referencias

[1] S. A. Berger, L. Talbot, L.-S. Yao. Flow in curved pipes. Ann. Rev. Fluid Mech. 15 (1983), 461–512.
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