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Resumen

Nuestro objetivo es estudiar la existencia de solución positiva w ∈ H1
0 (Ω) de alguna

desigualdad variacional con una no linealidad singular cuyo modelo t́ıpico es

w(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω

|∇w|2

w
∈ L1

loc(Ω),
|∇w|2

w
(w − ψ+) ∈ L1(Ω)

∫
Ω

∇w∇(v − w) +
∫

Ω

|∇w|2

w
(v − w) ≥

∫
Ω

a(x)(v − w), ∀v ∈ K1


donde Ω es un conjunto abierto y acotado en RN (N ≥ 3), ψ ∈W 1,p(Ω) (p > N) tal que
ψ+ ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω), a ∈ Lq(Ω) con q > N/2 es una función estrictamente positiva
y el conjunto de las funciones test K1 consta de las funciones v ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω)
tal que v(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω y supp (v − ψ+) ⊂⊂ Ω. Consideramos también clases
más amplias de funciones test además del caso en el cual la inecuación variacional se
reduce a una ecuación.

1. Problema y resultado principal

Sean Ω un conjunto abierto y acotado de RN (N ≥ 3), ψ ∈ W 1,p(Ω) (p > N) de
manera que ψ+ ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) y a ∈ Lq(Ω) con q > N/2 satisfaciendo

ess inf {a(x) / x ∈ ω} > 0, ∀ω ⊂⊂ Ω. (1)
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Estudiamos la existencia de solución positiva w ∈ H1
0 (Ω) de la desigualdad variacional

w(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω

g(w)|∇w|2 ∈ L1
loc(Ω), g(w)|∇w|2(w − ψ+) ∈ L1(Ω)∫

Ω
∇w∇(v − w) +

∫
Ω
g(w)|∇w|2(v − w) ≥

∫
Ω
a(x)(v − w), ∀v ∈ K1


(2)

donde

K1 ≡
{
v ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) :
v(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω
supp (v − ψ+) ⊂⊂ Ω

}
,

y g : (0,+∞) −→ [0,+∞) satisface

ĺım sup
s→0

sg(s) < +∞. (3)

EL problema de obstáculo para operadores no lineales cuadráticos aparece, entre otros
casos, en los problemas estocásticos de control (ver [4]).

El modelo básico de no linealidad singular g que nos interesa es g(s) = 1/s. Para
el conocimiento de los autores, el problema de obstáculo con no linealidades g teniendo
singularidad en s = 0 no ha sido tratado en la literatura. Mencionamos que el caso de
términos g no singulares ha sido estudiado en [3, 5, 6, 8]. Concretamente en [3] y [8]
consideran un operador de Leray-Lions y un operador general g(x,w,∇w) en lugar de
g(w)|∇w|2. En el caso particular del operador de Laplace considerado en estas notas, estos
autores suponen a ∈ L1(Ω), g : R −→ R una función continua satisfaciendo la condición
de signo g(s)s ≥ 0, para cada s ∈ R y ψ : Ω −→ [−∞,+∞) una función medible. Prueban
que si

K ≡ {v ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) : v(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω} 6≡ ∅

entonces existe solución w ∈ H1
0 (Ω) del problema de obstáculo

w(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω, g(w)|∇w|2, g(w)|∇w|2w ∈ L1(Ω)∫
Ω
∇w∇(v − w) +

∫
Ω
g(w)|∇w|2(v − w) ≥

∫
Ω
a(x)(v − w) ∀v ∈ K.

 (4)

En [5, 6] se estudia la existencia de solución del problema de obstáculo para operadores
en los cuales se añade el término a0(x)w al operador diferencial, siendo a0(x) una función
acotada inferior y superiormente por constantes positivas.

Nuestro resultado principal [1] es el siguiente.

Teorema 1.1 Sean ψ ∈ W 1,p(Ω) con p > N y ψ+ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Sea a ∈ Lq(Ω)

con q > N/2 satisfaciendo (1). Supongamos también que g : (0,+∞) −→ [0,+∞) es una
función continua verificando (3). Entonces, existe w ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) solución de (2).
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Además, si ψ ∈W 1,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) entonces w también verifica

w(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω

g(w)|∇w|2 ∈ L1
loc(Ω), g(w)|∇w|2(w − ψ) ∈ L1(Ω)∫

Ω
∇w∇(v − w) +

∫
Ω
g(w)|∇w|2(v − w) ≥

∫
Ω
a(x)(v − w), ∀v ∈ K2


(5)

donde el conjunto no vaćıo K2 está definido como

K2 ≡
{
v ∈ H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) :
v(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω
supp (v − ψ) ⊂⊂ Ω

}
.

Nuestro procedimiento para la prueba se basa en considerar una sucesión de problemas
construidos a partir de una sucesión conveniente de funciones continuas gn (para n ∈ N)
en R. Concretamente,

gn(s) :=


g(s), s ≥ 1

n
,

n2s2g(s), 0 < s ≤ 1
n
,

0, s = 0,
−gn(−s), s < 0.

Por el teorema de Leray-Lions [7, Téorème 8.2], existe solución wn ∈ H1
0 (Ω) del problema

de obstáculo

w ∈ H1
0 (Ω), w(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω∫

Ω
∇w∇(v − w) +

∫
Ω
gn(w)

|∇w|2

1 + 1
n |∇w|2

(v − w) ≥
∫

Ω
a(x)(v − w)

∀v ∈ H1
0 (Ω) : v(x) ≥ ψ(x) a.e. x ∈ Ω


(6)

Además, wn verifica:

1. existe C̃q > 0 tal que ‖wn‖H1
0 (Ω) ≤ C̃q, ∀n ∈ N. De donde podemos suponer, pasando

a una subsucesión, que wn ⇀ w en H1
0 (Ω).

2. wn ∈ L∞(Ω) y ‖wn‖L∞(Ω) ≤ Cq.

3. wn ∈ Cα
loc(Ω), para cada 0 < α < mı́n{1−N/p, 2−N/q}.

4. wn(x) > 0 a.e. x ∈ Ω.

Para probar que w es solución del problema (2) es fundamental comprobar que wn está lejos
de cero en cada subconjunto Ω0 compactamente contenido en Ω. Para ello, se prueba:

Proposición 1.1 Supongamos que se satisfacen las hipótesis del Teorema 1.1 y sea Ω0

un subconjunto contenido compactamente en Ω. Entonces existe cΩ0 > 0 independente de
n tal que cada solución wn del problema de obstáculo (6) satisface

wn ≥ cΩ0 , ∀x ∈ Ω0.
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Prueba. Como g es una función continua satisfaciendo (3), existe Λ > 1 tal que

g(s) ≤ Λ
s
, ∀s ∈ (0, Cq]. (7)

El resultado se sigue de [2, Proposition 2.3], una vez que probamos que wn es una super-
solución para el problema casilineal

−∆w + Λ
w |∇w|

2 = a(x), x ∈ Ω
w ∈ H1

0 (Ω).

Para verlo, sea ϕ ∈ H1
0 (Ω) una función no negativa. Usamos v = wn + ϕ como función

test en (6) y, teniendo en cuenta que gn(s) ≤ g(s) ≤ Λ/s para cada s ∈ (0, Cq], deducimos
que wn ∈ H1

0 (Ω) ∩ C(Ω) satisface en sentido débil

0 ≤ a(x) ≤ −∆wn + gn(wn)
|∇wn|2

1 + 1
n |∇wn|2

≤ −∆wn +
Λ
wn
|∇wn|2, x ∈ Ω.

2

Ahora, tomando como funciones test wn− [wn − w]+ y wn−ϕγ(zn)ξ, para γ ≥ c2

4 , con
la función real ϕγ(s) = seγs2

para cada s ∈ R y zn ≡ [wn−w]−, obtenemos la convergencia
fuerte a una w ∈ H1

0 (Ω) en H1(Ω0) para cada abierto Ω0 compactamente contenido en Ω.
Finalmente, pasando al ĺımite cuando n tiende a ∞, probamos que w es una solución

de (2). En efecto, escogemos v ∈ K1 y la tomamos como función test en (6) para obtener∫
Ω
∇wn∇v +

∫
Ω
gn(wn)

|∇wn|2

1 + 1
n |∇wn|2

(v − ψ+)−
∫

Ω
a(x)(v − wn)

≥
∫

Ω

[
|∇wn|2 +

gn(wn)|∇wn|2

1 + 1
n |∇wn|2

(wn − ψ+)

]
. (8)

Puesto que wn es débilmente convergente a w en H1
0 (Ω), la sucesión

∫
Ω∇wn∇v tiende

a
∫
Ω∇w∇v. También implica la convergencia fuerte de wn a w en L2(Ω) y por lo tanto la

convergencia de
∫
Ω a(x)(v−wn) a

∫
Ω a(x)(v−w). Por otro lado, escogiendo un subconjunto

abierto Ω0 compactamente contenido en Ω, tal que supp (v − ψ+) ⊂ Ω0 y usando la
Proposición 1.1, tenemos wn(x) ≥ c0 > 0 para cada x ∈ Ω0 para algún c0 > 0. Por lo
tanto, usando que gn ≤ g y la desigualdad (7) tenemos que

gn(wn) ≤ Λ
c0
.

Esta estimación unida a la convergencia fuerte de wn a w en H1(Ω0) para todo Ω0 ⊂⊂ Ω
nos permite aplicar el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue para deducir
que

ĺım
n→+∞

∫
Ω

gn(wn)|∇wn|2

1 + 1
n |∇wn|2

(v − ψ+) =
∫

Ω
g(w)|∇w|2(v − ψ+).

4



Desigualdades variacionales casilineales eĺıpticas

Consecuentemente, tomando ĺımites en (8) cuando n tiende a infinito, concluimos del
lema de Fatou que∫

Ω
∇w∇v +

∫
Ω
g(w)|∇w|2(v − ψ+)−

∫
Ω
a(x)(v − w)

≥
∫

Ω

[
|∇w|2 + g(w)|∇w|2(w − ψ+)

]
,

para cada v ∈ K1, y por lo tanto que w es una solución de (2).
Finalmente, para probar que si, además, ψ ∈W 1,p

0 (Ω)∩L∞(Ω), entonces w es también
una solución de (5), sólo tenemos que repetir el argumento reemplazando ψ+ por ψ y K1

por K2. 2

2. Notas adicionales

En el caso en el cual el dato ψ fuera más regular es posible fortalecer el concepto de
solución. Aśı, si ψ ∈W 1,p

0 (Ω) con p > N y supp ψ ⊂⊂ Ω, entonces w también es solución
del problema (4) y extendemos a no linealidades singulares g los resultados de [3] (para el
caso ψ ∈ W 1,p

0 (Ω), a ∈ Lq(Ω) con p > N , q > N/2 y supp ψ ⊂⊂ Ω). Se puede probar el
siguiente Teorema.

Teorema 2.1 Sean ψ ∈ W 1,p(Ω) con p > N y supp ψ+ ⊂⊂ Ω. Para q > N/2, sea a ∈
Lq(Ω) una función satisfaciendo (1). Supongamos también que g : (0,+∞) −→ [0,+∞)
es una función continua verificando (3). Entonces la solución w dada por el Teorema 1.1
es tal que g(w)|∇w|2 ∈ L1(Ω). En particular, si supp ψ ⊂⊂ Ω, entonces w es solución de
(4).

Como una consecuencia más, mejoramos un resultado previo de [2], donde se estudia
la existencia de solución del problema

−∆w + g(w)|∇w|2 = a(x) x ∈ Ω
w = 0 x ∈ ∂Ω

}
(9)

en el caso particular de a ∈ L∞(Ω).

Teorema 2.2 Sea a ∈ Lq(Ω) con q > N/2 satisfaciendo (1). Supongamos también que
g : (0,+∞) −→ [0,+∞) es una función continua verificando (3). Entonces, existe w ∈
H1

0 (Ω) ∩ L∞(Ω) solución de (9) en el sentido∫
Ω
∇w∇ϕ+

∫
Ω
g(w)|∇w|2ϕ =

∫
Ω
a(x)ϕ, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).
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