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Resumen

En este trabajo, analizamos el comportamiento de la dindmica asintética de una
ecuacion de reaccién-difusion con condiciones de contorno Neumann homogéneas cuan-
do el dominio se perturba de una forma singular, como en el caso de los dominios de
tipo “dumbbell”. Proporcionaremos un marco funcional adecuado para tratar este
problema y probaremos que los atractores son semicontinuos superiormente.

1. Introduccion

Consideremos una ecuacion de reaccion y difusién del tipo

u—Au+u=f(u) x€Q

ou (1)

— =0, T € 08

on
donde Q. ¢ RN, N > 2, es un dominio de tipo dumbbell, que consiste en dos dominios
disjuntos fijos, que denotaremos por €2, unidos por un canal fino, R, el cual se contrae a
un segmento de recta cuando el parametro € tiende a cero, ver Figura[l. Ver la referencia
[2] Secién 2, para una completa y rigurosa definicién del dominio dumbbell que estamos
considerando. Los canales R, que estamos considerando son bien generales.
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R

Figura 1: Dominio Dumbbell.

Pasando al limite cuando ¢ — 0, el “dominio limite” consistirda del dominio 2 y
el segmento de recta Ry, que sin perdidad de generalidad podemos suponer que Ry =
{(2,0,...,0): 0 <z < 1}, ver la Figura 2.

La ecuacion limite viene dada por

wy—Aw+w=f(w), z€Q, t>0
‘3—%’20, x € 01D
Ut—é(gvz)x‘}'vzf(v)v z € (0,1)

v(0) = w(F), v(1) = w(P)

(2)

donde w es una funcién definida en €2, v estd definida en el segmento Ry y Py, P; son
los puntos de J€) donde se junta el segmento Ry. La funcién g esta relacionada con la
geometria del canal R, mas exactamente, en la forma como el canal R, se contrae en el
segmento de recta Ry. Por ejemplo, en R? si el canal R, viene dado por R = {(z,y),0 <
x < 1,0 <y <eg(x)}, entonces la funcién g que aparece en la ecuacién limite (2) es la que
aparece en la definicién de R.. En general, si R, = {(x1,€ex’) : (z1,2) € R1}, entonces,
g(s) = |Ts|n_1 donde I'y = {a’ € RN=1;(s,2') € R1}, v | - |n—1 es la medida de Lebesgue
en RV=! ver [2] para los detalles.

Figura 2: “Dominio limite”

Sobre la nolinealidad f, asumiremos que es suficientemente regular, globalmente Lip-
schitz (i.e. 3L > 0, |f(u) — f(v)] < Llu — v|, Yu,v € R) y satisface la condicién de
disipatividad

(s)

lim sup —= < 0.
ls|—+oo  §
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Bajo estas condiciones, se puede probar que el problema (1)) tiene para cada e > 0 un atrac-
tor Ac C H'(2.) y que el problema limite (2) tiene un atractor Ay C H*(Q) @ H'(Ry).

En este trabajo analizaremos la relaciéon entre A y Ag cuando ¢ — 0. Obviamente,
los conjuntos A¢ y Ag estdn en distintos espacios y por lo tanto serd necesario en primer
lugar aclarar el significado de “cercania” o “convergencia” para elementos de distintos
espacios. Una vez aclarado este concepto, mostraremos la semicontinuidad superior de los
atractores.

En la seccién 2/ nos detendremos en plantear, de forma adecuada, el problema, definir
los espacios en los que vamos a trabajar. Luego, en la seccién (3, recogeremos los resultados
de [4] sobre el comportamiento de los operadores lineales, resolventes y los puntos de equi-
librio bajo esta perturbacion. En la seccién |4 probaremos tomando como punto de partida
los resultados obtenidos para el operador resolvente, la continuidad de los semigrupos lin-
eales. En la seccién 5, utilizaremos la férmula de variacion de las constantes para probar
la convergencia de los semigrupos no lineales y con esto probaremos la semicontinuidad
superior de los atractores.

2. Planteamiento del problema

Para comparar dos funciones ue y ug = (w,v) definidas en Q. y QU Ry respectivamente,
extendemos las funciones de Q U Ry a todo €2, con el operador de extension,

w(x), v €,
Ee(w,v)(z) =

v(s), = € R
y fijamos una norma en el espacio de funciones definidas en €2, donde compararemos u. y
Ec(ug). La eleccién de esta norma es fundamental y tiene que ser realizada de forma ade-
cuada para que el comportamiento de las funciones en el canal R, sea relevante. Por esto,
resulta natural considerar los siguientes espacios de Banach con sus respectivas normas

UE = LP(Q), |lullyr = llullLr@) +€ 7

+1
lull Lo (ry)

1

1

Uf = (@) @ LE(0, 1), L5(0, 1) = 120, 1), [lull2y ) = / g(s)u(s)[Pds) 7.
0

De esta forma, la norma de U? amplifica el comportamiento de una funcién en el canal
R.. Facilmente podemos ver que se verifica || Ec(w,v)|[yr = [|(u, ’U)HU(I;. En relacién a la

convergencia de funciones de U? a funciones de U}, consideramos la siguiente definicién,

Definicion 2.1 Decimos que la sucesion {ue}ee(()’l], ue € U, E.—converge a uy € U} si

se tiene ||uc — Eecuol|yr =%0.

En relacién a los operadores lineales, sea 0 < € < 1 y consideremos el operador lineal
Ac: D(A) CU? — UP, 1 < p < oo definido por

D(Ac) ={ue W2P(Q,) : du/dn =0 in 0.}

3
Acu=—Au+u, ue€ D(A) )
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Para p > I, definamos el operador A : D(Ag) C UY — U} por

D(Ag) = { (w,v) € U :w € D(AR), (9v')' € 17(0,1), 0(0) = w(Ry), v(1) =w(P)} (4)

Ap(w,v) = ( — Aw + w, —; (gv/)/ + v), (w,v) € D(Ap), (5)

donde A% es el operador de Laplace con condiciones de Neumann homogeneas en LP(Q2)
com D(AL) = {u € W2P(Q) : % =01in 00}.

Para p > & tenemos la inmersién continua D(AL) — C(Q). Esto garantiza que las
funciones de D(A%) tienen traza en Py and Py, y por tanto el operador estd bien definido.

El operador A. genera un semigrupo analitico {e4<! : ¢t > 0} en U? mientras (de
los resultados de [3]) Ag genera un semigrupo singular en U que lo denotaremos por
{edot . t > 0}.

Las ecuaciones (1) y (2) las podemos escribir de forma abstracta

(P) {ug + Acue = fo(ue) (R) {u + Aou = f(u) ©)

ue(0) = u§ € U? uw(0) =ug € UY

Asociados a estos dos problemas tenemos los semigrupos no lineales {T.(¢) : t > 0},
{To(t) : t > 0}. Utilizando ahora las propiedades de disipacién y compacidad de los
semigrupos 1. y Ty, se prueba facilmente que estos tienen atractores globales compactos
Ac € Ul y Ay C U} respectivamente, ver [6] para una referencia general sobre atrac-
tores y [3] para este problema en particular. Utilizando las propiedades de regularidad

del semigrupo se puede obtener que los atractores tienen estimaciones en la norma C(£2.)
uniformemente en e.

Probaremos la semicontinuidad de los atractores, es decir,

Definicién 2.2 Sea A. C U?, € € [0,1] y Ay C Ul. Denotemos por dist(-,-) la métrica
inducida por la norma en UL, € € [0,1], es decir dist(ue,ve) = |[ue — vellyr. Decimos
que la familia de conjuntos {Ac}ecjo,1) €s Ee- semicontinua superiormente en € = 0 si

e—0

sup dist(ue, EeAg) — 0.
UeeAe

3. Algunas resultados sobre los operadores resolvente

La semicontinuidad superior de los atractores se obtendra de un analisis exhaustivo de
la parte lineal del operador.
Para e € (0, 1] fijo, el operador A es sectorial y verifica la siguiente desigualdad

_ C
I+ A9 ™ llee(n) < np Paa A€ (7)

Al
donde X9 = {A € C: 0 < |arg(\)| <7}, 0 <0 < T y C es una constante que no depende
de €, aunque si depende de p y explota quando p — oo.

Tambien vale el siguiente resultado
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Lema 3.1 Para todo \ € ¥y tenemos que

—N+1
€ P

Al

I+ A) ey S NO+A) N wrinwry <C para A €Xg. (8

Para el problema limite, de la Proposicién 2.1 in [3], tenemos el siguinte resultado.

Proposicién 3.2 El operador Ay definido por (4)) tiene las siguientes propiedades
i) Ao es densamente definido, cerrado y tiene resolvente compacto

i1) Ag es tal que, p(Ag) D g para todo 0 < 6 < T donde ¥g = {A € C: 0 < |arg())| <
T}, Yy parap > q > % se tiene

_ C
I+ A0) s r) < P (9)

con0<a<l-—N_1d_1y-q

También se tiene,

C

_ C _
1A+ 40) " Hlzwse) € v 1O+ A0) e vm) < o

i) 1o

Para poder comparar operadores definidos en U y en U} vamos a necesitar también
el operador M, : UF — U} definido por

Ye(2),2 € Q
= 1
W) =4 [0z p)dy. € 0,1), (1)
’Fg Iz
donde I'? = {y:(z,y) € R.}. Podemos ver facilmente, usando el Teorema de Fubini-

Tonelli y la desigualdad de Holder que M, es un operador bien definido y limitado com
[Mell z@p,ury = 1. También se tiene que Mc o Ec = I, el operador identidad en ub.

Por tanto, podemos probar el siguiente resultado sobre la convergencia de los oper-
adores resolventes,

Teorema 3.3 Para p > N, existe una constante C' independiente de € tal que, para todo
A E Xy,

1

I+ A) ™ = Ee(A + A0) ™ M|l (e op) < Cer (12)
Demostracién. Observemos que mediante la siguiente descomposicién
A+ A) P = BN+ Ag) "M = Ac(M+ A) HAZ — BAAGTMO)[T — EA + Ag) M,

y utilizando las estimaciones (8), (9), (10), reducimos el problema a obtener una buena
estimacién de AZ! — E Ay ' M,, que fue obtenida en [2].
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4. Convergencia de los semigrupos lineales

Del Lemmal3.1se deduce que el operador — A, genera un semigrupo analitico {e‘Aet > O}

en U? dado por
_ 1 -1
e At = 2m,/e>‘t A+ A)7hdN, t>0, (13)
r

donde I' C p(—A,) es la frontera de Yy orientada tal que la parte imaginaria quando A
recorre I', y ¥y es el sector definido en la Proposicién 3.2 (ii).
Por otra parte, en [3], se prueba que el operador Ay no genera un semigrupo fuertemente
continuo. Sin embargo es generador de un semigrupo singular como veremos brevemente.
Sea Yy el sector definido en la Proposicién 3.2 (ii) y sea I la frontera de —¥y orientada
de tal forma que la parte imaginaria crezca quando A recorre I'. Observese que la integral

1
,/e)‘t (A+ Ag) " tdA,
2mi Jr

converge en la Topologia uniforme de operadores de L£(U}) para todo ¢ > 0. Siguiendo
como en [3] definimos

1
A= — [ M (N + Ag)hdN, t>0. 14
e 27Fi/1“e (A + Ap) , >0 (14)

Entonces, e~40! satisface todas las propiedades de semigrupo excepto por la con-

tinuidad fuerte en t = 0 para datos iniciales que no sean suficientemente regulares. Sin
embargo, varias de las propiedades de semigrupo analitico se verifican para datos suficien-
temente regulares. Diremos que {e‘AUt :t > 0} es un semigrupo generador por Ay e no
haremos mencién alguna sobre la continuidad.

El semigrupo {e~4%" : t > 0} es la soluicién para el siguiente problema lineal

d
@(w, v) + Ap(w,v) =0

(w(0),v(0)) = (wo, vo) € Ug.

Con las estimaciones de la convergencia de los operadores resolventes de la seccién
anterior y la expresién de los semigrupos dada en (13) y (14) se puede probar el siguiente
resultado

Teorema 4.1 Para cada 3 € [0,1], existe una constante C, independiente de € y t, tal

que
B
||€—Aet _ Ege_AOtMEHL:(C(Qe),Uep) < CEPt_B’ \V/t > 0. (15)

5. Convergencia de los semigrupos nolineales y semicon-
tinuidad superior de atractores
Ahora que ya tenemos la continuidad de los semigrupos lineales dada por el Teorema

4.1, vamos a obtener la continuidad de los semigrupos no lineales usando la Férmula
de Variacion de las Constantes. Después de obtener la continuidad de los semigroups no
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lineales podremos obtener la continuidad superior de la familia de attractors {A. : € €

[0,1]}.
Para € € [0,1], sea {T.(t) : t > 0} el semigrupo no lineal definido en U? por la formula
de variacién de las constantes

t
T.(t,ue) = e Atu, + / e A=) (T.(s,uc))ds. (16)
0

Mostraremos el siguiente resultado

Proposicién 5.1 Ezxiste 0 < v < 1 y una funcion c(e) con c(e) 90 tal que, para cada
T > 0 tenemos

| Te(t, ue) — ETo(t, Meue)|lgp < M(T)c(e)t™, te€(0,7], ue€ A, €€ (0,e0]. (17)
Ademds, la familia de atractores { A, : € € [0, €]} es semicontinua superiormente en e = 0
en el espacio UY, en el sentido que

sup [ inf {||ue — EeuoHUp}} — 0, quandoe — 0 (18)
uc€A, Luo€Ao €

También, se & denota el conjunto de puntos de equilibrio de (6), € € [0, €], entonces
{€: € €0,e0]} es semicontinuo superiormente en € = 0 en el espacio UY; es decir,

sup [ inf {]|ue —EEUOHUP}} — 0, quandoe — 0 (19)
uc€E. Luo€€o €

Demostracién: Seguiremos las ideas contenidas en [I, [5] para probar este resultado.
Obsérvese que los semigrupos no lineales T¢(t) vienen dados por (16). Por lo tanto, esti-
mando T¢(t,ue) — ETp(t, Mcue) y con algunos calculos elementales obtenemos

T (t, ue) — ETo(t, MEUE)HUf < He_Aetue - Eee_AOtMEUEHUf"'

t
/ | (e — Boe ML) fu(Tu(s,ue)) o
0
t
4 /0 | Eee 20! (M fu(Tu(5,ue)) — fo(To(s, Mewe))) oz
t
6 [ _
< Mert~uclloqa, + Mes /0 (t = 5) (T, u) ey

t
+ MC’/ (t— s)a71||Te(S,uE) — EToy(s, MEUE)HUeP
0

Como tenemos cotas de los atractores A, en C(€2¢) que son uniformes en el pardmetro e,

los dos primeros terminos en la desigualdad anterior pueden ser acotados por M (T)e%t*(’.
El resultado se obtiene aplicando el Lema de Gronwall singular (ver [7]).

Para obtener la semicontinuidad superior de los atractores lo hacemos de la siguiente
forma.

Si consideramos el conjunto B = {M)e, . € A, 0 < € < 1}, que es un conjunto
acotado en U} y por las propiedades de atractividad de Ay, fijado un pardmetro n > 0
suficientemente pequeno, tendremos que existe un ty > 0 tal que

sup distye (To(to, @), Ao) = sup  distye (To(to, Meue), Ag) < 1.
B 0 ue€A,0<e<1 0

7
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Utilizando ahora la estimacién (17) y las propiedades del operador de extensién E,
eligiendo un €y = €p(n) > 0 suficientemente pequeno tendremos

distye (Te(to, ue), EeAo) <21, uc € A, 0<e<e(n)

Utilizando ahora la invarianza del atractor A, bajo el semigrupo no lineal T, probamos
que
distyp (ue, BeAo) <21, ue € A, 0 <e<en(n)

lo que demuestra la semicontinuidad superior de los atractores.
La semicontinuidad superior de los puntos de equilibrio, (19) se obtiene de (18) y del
hecho de que si u, € & entonces T¢(t, ue) = u,, for all ¢. [ |
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