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Resumen

En este trabajo presentamos un teorema de punto fijo que generaliza a espacios
de dimensién infinita el resultado principal de [2]. Como consecuencia probamos la
existencia de al menos una solucién peridédica y positiva de una ecuacién diferencial
ordinaria.

1. Existencia de puntos fijos positivos

Dado un espacio de Banach real N decimos que K C N es un cono si K es cerrado,
K+ K C K, \K C K para todo A >0y KN (—K) = {6}. Por ejemplo en R™ podemos

considerar el cono
R = {(z1,22,...,2m) E R™ 1 x; > 0 parai=1,2,...,m}.

Un cono K induce en N el orden parcial z < y si y sélo si y — x € K. Diremos que K es
normal si existe una constante ¢ > 0 tal que ||z|| < ¢||y|| para todo z,y € N con z < y. Si
int(K) # 0 el stimbolo x > y significa que  —y € int(K). Por ejemplo si K = R es facil
comprobar que x > 6 quiere decir

z; >0parat=1,2,...,m.

El operador T' : D € N — N es completamente continuo si es continuo y aplica
conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos. Si Tx < Ty siempre que x < y
diremos que T' es un operador creciente.
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A continuacién enunciamos el conocido teorema de punto fijo de Krasnoselskii de ex-
pansién en conos (véase [4, Teorema 13.D]).
Teorema 1 Sea N un espacio de Banach real con un cono K. Supongamos que el operador
T : K — K es completamente continuo y ademds es una expansion del cono, es decir,
existen 0 < r < R tales que

Tz #x para todo z € K con |z|| =r

Tz £ para todo x € K con |z|| = R.

Entonces existe al menos un punto fijo del operador T, x € K con r < ||z|| < R.
Recientemente en [2], H. Persson, usando la teoria del grado topolégico, ha probado el
siguiente teorema de punto fijo para funciones crecientes.
Teorema 2 Supongamos que f : R — R es continua y creciente. Sea S = {x > 0 :
flx) <z}. Si S es acotado y existe T € S tal que T > 0 entonces existe x > 0, x # 0, tal
que x = f(x).
En [1], usando el Teorema 1, obtenemos la siguiente generalizacién del resultado ante-
rior a espacios de dimensién infinita.
Teorema 3 Sean N un espacio de Banach real, K un cono normal con interior no vacio
yT: K — K un operador completamente continuo y creciente.
Definamos S = {x € K : Tx < x} y supongamos que

(i) Eziste T € S tal que T >> 0.
(ii) S es acotado.

Entonces existe x € K, x # 0, tal que x = Tx.

2. Aplicacion a un problema de frontera periédico

Como consecuencia del Teorema 3 probaremos en esta seccidn la existencia de al menos
una solucién positiva del problema de frontera periédico

2"(t) +at)z(t) = f(t,z(t)) ,t € I =1[0,T], x(0)=az(T), 2'(0) =2'(T), (1)

donde a(t) € LP(0,T), 1 < p < ooy f :[0,7] x R es una funcién L!-Carathéodory, es
decir,

(i) para c.t.p. x € R, f(-,z) es medible;
(ii) para todo t € I, f(t,-) es continua;

(iii) para cada r > 0 existe h,.(t) € L'(0,7T) tal que |f(t,z)| < h,(t) para c.t.p. t € [0, 7]
y para todo x € [—r,7].

Asumiremos la siguiente lista de hipdtesis:

(a0) La ecuacién de Hill 2" () +a(t)z(t) = 0 tiene una tnica solucién periédica (la trivial)
y ademds su correspondiente funcién de Green G(t, s) es estrictamente positiva para
todo (t,s) € [0,7T] x [0,T].
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(fo) f(t,z) >0 parac.t.p.t€lytodoxz>0.

(f1) f(t,-) es creciente para c.t.p. t € 1.

t
(f2) lim ft2) +00 uniformemente en t.
r——400 €T

(f3) Existe un r > 0 tal que
0 < M||hyl1 <,

siendo h, la aplicacién que aparece en el apartado (iii) de la definicién de funcién

L'-Carathéodory y M = max G(t,s) > 0.
t,s€[0,T]

Denotaremos por m = min G(t,s) > 0 = .
P t,5€[0,T (¢, ) v M+1

férmula explicita para computar los valores de m y M).

(En [3] puede verse una

De la hipdtesis (a0) se sigue que una solucién del problema (1) es equivalente a un

punto fijo del operador T': C(I) — C(I) definido como

T
Tx(t) = /0 G(t,s)f(s,z(s))ds para todo t € I.

Cuando la funcién a(t) no es constante no se conoce explicitamente la expresién de
G(t, s), si bien existe un criterio, basado en la acotacién en la norma LP de la funcién a(t),
que nos permite garantizar que G(t, s) es no negativa (véase [3, Corolario 2.3]).

Consideremos en C(I) el cono

K={zxeC(): z(t) > 7| | para todo t € I}.

No es dificil verificar que K es un cono normal con interior no vacio.
Teorema 4 Supongamos que las hipdtesis (a0), (f0), (f1), (f2) y (f3) se satisfacen.
Entonces el problema (1) tiene al menos una solucion positiva no trivial.

Proof. Afirmacion 1. T(K) C K.
Por la condicién (f0) calculamos

T
minT'z(t) = ml’n/O G(t,s)f(s,z(s))ds

tel tel
T
> ; min G(t, s) f(s, z(s))ds
T
> /vméxG(t,s)f(s,x(s))ds
0 tel
T
> fyméx/ G(t,s)f(s,z(s))ds
tel Jo
z T/l

y por tanto Tx € K para todo z € K.
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Afirmacion 2. T : K — K es creciente.

Puesto que G(t,s) > 0, usando la hipétesis (f1) y realizando célculos similares a los
de la Afirmacion 1 podemos deducir que T es un operador creciente con respecto al orden
parcial inducido por el cono K.

Afirmacion 8. T : K — K es completamente continuo.
La afirmacién se sigue de argumentos estandar.

Afirmacion 4. Existe z € S = {x € K : Tx < z} tal que T > 0.
Sea r > 0 dado en las hipétesis (f3) y definamos & como la tinica solucién del problema

2"(t) + a(t)z(t) = he(t) enc. t.p. t €I, z(0) = z(T), 2'(0) = 2'(T),
es decir
T
z(t) = / G(t,s)h,(s)ds paratodot € I.
0
Por consiguiente
m||hr|1 < z(t) < M|hy||1 paratodot € I.

Dado que G(t,s) > 0, de la hipétesis (f3) y realizando cdlculos similares a los hechos en
la Afirmacidn 1 se sigue que

Itnel}l(a_:(t) —Tz(t) = yllz(t) = Tzl

y por tanto & < T'Z, es decir T € S.
Finalmente, de la definicién de funcién de Carathéodory y la condicién (f3) deducimos
que

T
minz(t) = ml’n/ G(t,s)hy(s)ds
0

tel tel
T
> i t,s)hy(s)d
= min G(t, s)hr(s)ds
T
> /WméxG(t,s)hr(s)ds
0 tel
T
S .
> fyr?éalx/o G(t,s)h(s)ds
z 77l

y en consecuencia = € int(K).

Afirmacion 5. El conjunto S es acotado.
Por (f2) existe o > 0 tal que

ft,x) > %MLT para todo = > a.

Sea x € K tal que Itrn}l z(t) > a. Entonces
€

f(t,z(t)) > RV para todo t € 1.
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Por consiguiente obtenemos para todo t €

T
Ta(t) = /0 G(t, 5)f (s, 2(s))ds

r 1
> /0 G(t, s)fyme(s)ds

r 1
> [ Gt —alaleds
r
> [ m— s
= |zl
> x(t).

Luego

Sc{re K :minz(t) < a}.
tel

Por otro lado, six € K y 1{11}1 z(t) < « se tiene que
€

a > minz(t) > v|[zl o,
tel

y por tanto ||z]/c < 5. Por consiguiente S C (0, %) y S es acotado.
Finalmente, de las afirmaciones anteriores y del Teorema 3 se sigue la existencia de al
menos un punto fijo positivo (distinto de cero) para el operador T, que serd una solucién

positiva no trivial del problema 1.
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