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Resumen

Esta comunicaéin se centrax en el estudio de problemas de convéanaiatural.

En primer lugar se recordam los modelos matefticos implicados en los fémenos de
transporte de un fluido; como caso particular se obtienemémelos mateiicos implicados
en los procesos de convegninatural. Los modelos se resuelven @uicamente sobre un
dominio bidimensional.

Dado el caacter evolutivo del problema que se quiere analizar y la itapeia de la con-
veccbn en el mismo, hemos utilizado urétodo de caractesticas de orden dos en combina-
cion con nétodos de elementos finitos, para resolver adcamente el problema acoplado de
las ecuaciones de consené@tide la cantidad de movimiento y de la eriarg

Para mostrar la eficacia delétodo propuesto se ha resuelto un problema bidimensional
de convecdn natural en una cavidad cuadrada donde las paredes lertsgaencuentran a
distintas temperaturas. Los resultados obtenidos hancsigiparados con los que aparecen
en Vahl Davis [3].

Modelo matenatico

En esta secbn introduciremos los modelos mataticos que hemos considerado. Supondre-

mos un fluido compresible, viscoso y Newtoniano en movimiento.

Denotamos pof0, t¢] el intervalo de tiempo en el que estudiaremos el procesof2per

dominio ocupado por el fluido y pdt su frontera, dividida como sigu€:= T'L uT%, = TH U
Iy, Uk, conT, NIy =I5 NIy NTL = 0. Denotaremos por=(zy,zs) los puntos
deQy por v(z,t)=(u(x,t),v(z,t)), m(z,t) y O(x,t) la velocidad, la preén y la temperatura,
respectivamente, de un puntce 2 en el instante € [0, ] .
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1.1. Problema Termico

El modelo materatico para la conservami de la enerig es una formuladin del tipoentalda
con un érmino convectivo que incluye el campo de velocidades (que se supnaeido cuando
se estudia dicha ecuaci de forma independiente). Este modelo permite contemplar la posibilidad
de un cambio de estado (ver [2]). Hemos adoptado la rtaanpleada en [1].
Supondremos que el fluido es hordogo con lo que los pametros fisicos dependé@ninicamen-
te de la temperatura y no de la variable espacial.
Entonces la ecuain de la enefig en funcbn de la entalia o adopta la siguiente forma:

o —div (k(@)gradf) = f enf x (0,ty), (1)
o€ H(0), (2)

siendok la conductividad@&rmica yH una funcon, posiblemente miuitoca, que relaciona la tem-
peratura con la entaip.

En (1) o denota la derivada material de definida para una funoh escalar en coordenadas
Eulerianasy, por

. 0
¢(xa t) = a (X(p7 t)v t)‘p:P(w,t)v (3)
dondeX es el movimiento correspondiente al campo de velocidadeP su aplicachn de refe-
rencia (ver por ejemplo [4]).

Planteamos un problema de valor inicial con condiciones de contornoréfamente:

PT : Encontrar una funéiné : Q x (0,t¢) — Rtal que

o —div (k(@)gradf) = f enf x (0,ty), 4

e H(h), (5)
00 T

EO) 5 =gr enth x (0,1), ©)

0(x,t)=0p (z,t) enT], x (0,t), (7)

0 (x,0) =06 (v) enQ, (8)

siendon = (n1,n2) el vector normal unitario exterioril;, y 6o, 0p y gr funciones dadas.

1.2. Problema Fluidodiramico

Para el caso general de un movimiento bidimensional, el fluppdeterminado por el vector
velocidad con dos componentes= (u,v), la preson 7 y la densidad. Para la determinaon
de estas cuatro magnitudes disponemos de la douae conservaon de la masa, de las dos
ecuaciones del movimiento (conseracde la cantidad del movimiento) y de la ec@eciermo-
dinamica de estado
Para el movimiento no estacionario la ecéacile conservadn de la masa se expresa de la si-
guiente forma no conservativa

p+ pdivv = 0. 9)

En realidad debemos considerar ta@mhcomo inégnita la temperatur@, puesto que eatpresente en la ecuaai
de estado. Por tanto hay quadir la ecuadin de la eneng a las ecuaciones anteriores.
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Por otra parte, la ecudsi del movimiento es
pv + gradm = div(2nD) + div(&tr(D)I) + b, (10)

dondeD = % (gmdv + gradvt), v es la derivada material de y n representa la viscosidad
dindmica del fluido que suponemoeicamente dependiente de la temperatura.
En los casos que consideramos,gefinodiv(&tr(D)I) en la ecuadin (10) es peqgu® compa-
rado con los otrosrminos de la ecua@n por lo que sér despreciado.

A continuacén planteamos un problema de valor inicial con condiciones de contorme. Co
cretamente,

PF : Encontrar dos funciones: Q x (0,t) — R?y 7 : Q x (0,t7) — R tales que

pv + gradm = div(2nD) + b, (11)
divv = g, (12)
Tn>=F enT}, x (0,ts), (13)
(Tn')_=Tn'-7=gr enT}, x (0,t5), (14)
v-nl=gr en Fﬁl x (0,ty), (15)
v(z,t) = vp(z,t) enThH x (0,ty), (16)
v(z,0) =vo(z) enq, 17)

siendol’ = —= I +2nD el tensor de tensiones de Cauchy,= (ni,n}) el vector normal unitario
exterior al'y, , n? = (nf,n3) el vector normal unitario exterior B, y 7 = (71, 72) un vector
unitario tangente Hﬁl, y las funciones de respuestage 1, vo, vp, 9r, g, F, g dadas.

1.3. Aproximacion de Boussinesq

A continucbn recordaremos las ecuaciones de Boussinesq que modelan looprdeesn-
veccbn natural en un fluido (ver [1]). Se trata de una aproxidadie los modelos anteriores para
un proceso termodamico pbximo a un estado de equilibrio nadco, cuyalnica fuerza es la
gravitatoria, es decibh = pg.

= Ecuacdn del movimiento:
pov + gradm — div(2noD) = po(1 — ap(0 — bp))g, (18)
siendoa = —% (%) el coeficiente de exparisi ttrmica a presin constante.
s

= Ecuacon de la eneng:

o = div(kograd®) + f, (19)
o = Hy(0) = pocrob, (20)

dondec, denota el coeficiente de calor esffieo a presbn constante.
= Ecuacdn de conservaon de la masa:

divv = 0. (22)
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El sukindiceO significa que el valor del campo éstalculado en la configurdgi inicial de equi-
librio.

A continuacon determinaremos los anetros adimensionales de los que dependen las varia-
bles buscadas. Para ello se introducen en las ecuaciones (18) 219 hyagnitudes sin dimensio-
nes cuyos factores de escala son elegidos convenientemente (vigmplor[8]).

Entonces se sigue que las soluciones de las ecuaciones (18),(19)def2hden de las dos
magnitudes adimensionales siguientes:

_ goo(A0)oL? pp_ M _ W (22)

Ra : =,
)\0 120 £0 )\O )\0

siendo)\ la difusividad €rmica Qg = po’io 0) Yy = Z—g la viscosidad cine#tica. La primera de

las magnitudes se conoce comomero de Rayleigh y la segunda comiomero de Prandtl.

2. Formulacion variacional

2.1. Formulacion débil del problema termico

Obtengamos la formula@n variacional del problemBT. Multiplicando la ecuaén (4) por
una funcén testz € Hi, (Q) = {z € H'(Q) /2lrr = 0}, integrando erf) y aplicando una
D
formula de Green en la parte correspondientérahino de difugin, resulta

PTV : Encontrad (-,t) € H.r () + 0 (-,t) tal que
D

/dzdw—i—/k(@)grad9~gradzdx:/fzda:—i—/ grzdl,
Q Q Q rr

N

Vz € H;E (Q),Vt € (0,ty), (23)
o€ H(H), (24)

siendod (-,t) € H' () tal qued (-, 1) [z = Op (-,1) [pr ¥t € (0, ).

2.2. Formulacion déebil del problema fluidodinamico

Definimos los siguientes espacios funcionales :
() = {o € H' (@) /olg =0}
W= {cb € Hip () x Hlp (2)/@ ! =0 enrﬁl}.

Multiplicando la ecuadin (11) por una funéin testw € Wy la ecuaddn (12) por una funéin
testq € L%(Q), integrando ambas €ny aplicando unadrmula de Green en la parte correspon-
diente al tensor de esfuerzos de Cauchy, reésulta

2Hemos tomach;F (Q) x H;F (€2) como el espacio de las funciones test para la ebnael movimiento y
D D
hemos éadido dosé&rminos de penalizain para imponer la condin de frontera dada en (15).
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PHF : Encontraw (-,t) € Hpp (Q) X Hlp () +V (-, 1) y 7 (-, t) € L*(Q) tales que:
D D

1
/ pv - wdr + 5/ n(gradv + gradv') - (gradw + grad w') dz
Q Q
1
—/ wdivwdx—i——/ v-nlw-nldF:/b-wdx—i—/ gr(w)-dl’ (26)
Q €Jrg, Q Iy,

1
+/ F-wdr+—/ grw-n'dl', VYw € Hlp x Hlp, YVt € (0,ty),
L €Jrk = =

2 1

/ divvg dx = / ggdx, ¥g € L*(2), Vt € (0,t5), (27)
Q Q

v(z,0) = vo(z), (28)

dondes denota un pa@metro suficientemente pedigey siendov (-,¢) € H! () x H' (Q) tal
quev (-,t) [pr = vp (1) [pr VE € (0, tf).

3. Resolucon numeérica

3.1. Problema ermico

Los pasos que hemos seguido para resolverénigamente el problem#itmico son los si-

guientes:

= Se introduce un cambio de variable en ladgoita que nos permita eliminar la no linealidad
del ttrmino de difusin (transformadin de Kirchoff). Concretamente, se defiie= 3 (0)
dondeg es una primitiva de la conductividaérimica :

B(r)= /07“ k(s)ds. (29)

= Se propone una discretizaai temporal de orden dos utilizando eétodo de las carac-
teristicas. Concretamente considerandt(z) = X (P (z, t"*1),#™). Hemos utilizado

e Aproximacbn en el instante':

o' () = (@)

5 (x, t) o~ 30
e Aproximacbn en el instant¢” ™!, n > 1:
n+1 — A" (™ n—1/,n—1
()~ @ AT @) T T @) gy

2At

= Se utiliza una discretiza@n espacial de orden dos. Para ello se introduce una familia regular

de triangulacioneer,}b)h y se consideran los siguientes espacios de elementos finitos:

Vi = {on€C%Q)/ on) € P2(K), VK € 1)}, (32)
Vi, = {eneVi2/en=0enT]}. (33)

= Se emplea un algoritmo iterativo de dualidad para resolver el problematiiadee
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3.2. Problema fluidodinamico

Los pasos que hemos seguido para resolverémigamente el problema fluidodimico son
los siguientes:

= Discretizacbn temporal de orden dos utilizando ebtmdo de las caracisticas.

e Aproximacbn en el instante':

v (@) = V(@)

. 1
>~ 4
e Aproximacbn en el instant¢® !, n > 1:
n+1 — AV (™ n—1/,n—1
O i o) e S ) SRS

2At

= Discretizacbn espacial empleando unétodo de elementos finitog’(-burbuja para cada
componente de la velocidadB; para la pregin). Para ello hemos introducido una familia
regular de triangulacionds?);, y hemos considerado los siguientes espacios:

Xp = {Wh € COW)? [ wy,, € PP(K)*, VK € T,f}, (36)
Xon = {wheXh/thOenfg}, (37)
Vi = {oneCQ)/ pn), € P (K), VK €12}, (38)

donde
P'(K)={q+a):qe P (K), aeR},

siendoAf = 27[T2_, AKX la funcion burbuja asociada al elemerftg donde{ M, A5 AK)
denotan las coordenadas béritricas con respecto a loéntices del elementé’.

= Aproximacibn de la viscosidag por una funddn constante por elemento.
v ., . . +1 .. - +1 . Jrl.
= Introduccbn de una nueva idgnitaw, " definida a partir der, ™" y divv, ™

fzﬂ = 7r2+1 - nhdz’vvzﬂ. (39)

= Resolucbn del problema discretizado. Para ello hemos empleado dtslos:

e Un algoritmo iterativo.

e Un método directo (utilizando las librers MKL).

3.3. Problema acoplado

En la figura se muestra un esquema del algoritmoéarign propuesto para resolver el proble-
ma acoplado.
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Inicializacion

Resolucbn del problema
fluidodinamico (primer paso)

I

Resolucdn del problema
térmico (primer paso)

Resolucbn del problema&rmico

Bucle l
(n>0) Resoluobn del problema

fluidodinamico

Fin
4. Un Ejemplo test de convecdin natural

4.1. Descripcon del problema

Hemos considerado el problema bidimensional de la convecwtural en una cavidad cua-
drada de ladd., de un fluido viscoso, newtoniano, incompresible, denaro de PrandtPr =
0.71 y para el que suponemoélida la aproximadin de Boussinesq (ver Secnil). El problema
considerado se ilustra en la Figura 1.

90*
u*=0, v*=0, 923 =0

t*=0

u*= u*=v*=0*=1 ur=
v*=0 v*=0
0*=1 0*=0

.
u*=0, v*=0, 22.=0
’ ' 9z

Figura 1: Condiciones iniciales y de contorno.

4.2. Resultados nuraricos

En la Tabla 1 presentamos los errores cometidos al comparar nuestritsd@s nuraricos
con los obtenidos por Vahl Davis [3] para la media dehero de Nusselt sobre la frontera vertical
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de la cavidad em; = 0y Ra = 10*. Hemos utilizado mallados uniform@s x 25 y 49 x 49 para
resolver la parte&rmica y17 x 17y 33 x 33 para resolver la parte fluidodimica (escribiremos
24\16 para referirnos a que hemos utilizado la maliax 25 para resolver la part&tmica y la
mallal7 x 17 para resolver la parte fluidodimica del problema acoplado, yi asicesivamente).
Se obtiene un error cuyo orden oscila enft@y y 1,82.

Malla
Delta 24\16 48\32
0.01 1.35FE — 01 | 9.50F — 02
0.005 8.76F — 02 | 3.83F — 02
0.0025 9.08E —02 | 2.71FE — 02
0.00125 1.01E —01 | 3.20FE — 02
0.000625 1.08F — 01 | 3.79F — 02

Tabla 1: Error comparado con Vahl Davis [3] de la media deharo de Nusselt sobre la frontera
vertical de la cavidad em; = 0 paraRa = 10%.

A continuacon se muestran las curvas de nivel de la temperatura y la velocidad hatizon
paraRa = 10* y Ra = 10°.

1

Ra = 10*

Ra = 10°

Isotermas Curvas de nivel pasa
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