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Resumen

En este trabajo se propone y analiza un método numérico eficiente para la re-
solucion de problemas parabdlicos semilineales que contienen derivadas mixtas y se
plantean sobre dominios que pueden ser no rectangulares. El proceso de semidiscre-
tizacion en espacio se efectiia mediante un esquema de diferencias finitas centrado
en celdas. Esta primera etapa de discretizacién es localmente conservativa y, tras ser
combinada con una integraciéon temporal de tipo direcciones alternadas, nos permite
obtener un esquema totalmente discreto que involucra conjuntos de sistemas tridia-
gonales desacoplados cuya resolucion es facilmente paralelizable. El articulo incluye
algunos resultados tedricos de convergencia incondicional (de segundo orden en espa-
cio y primer orden en tiempo) y se completa con un experimento numérico que ilustra
el comportamiento del método propuesto.

1. Introduccion

El presente articulo versa sobre la resolucién numérica eficiente de problemas parabdli-
cos de caracter semilineal en cuya formulacion aparecen derivadas mixtas. En particular,
consideramos un modelo evolutivo de flujo en medios porosos basado en una version sim-
plificada de la ecuacién de Richards (cf. [4, 7]). Dicho modelo, que supone la existencia
de direcciones de flujo preferente debido a la naturaleza anisétropa del medio, admite la
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siguiente formulacién: Hallar v : ) x [0,T] — R tal que

¢ WS}"” + V- (R(%) V%, 1) = f(&.8) +§(0), (k1) € Qx (0,T),
Qé(f(, 0) = @?0(}2)7 X € Q’ A (1)
Y%, 1) = Yo%), (%,t) € 90 x (0,77,

donde 1& = 1&(&, t) es la presién capilar, ¢ > 0 denota la constante de humedad especifica y
K=K®&) = (K,j(ﬁ))zje (1,2} €s un tensor simétrico y definido-positivo que representa la
conductividad hidréulica del medio. Por su parte, f(%,t) es un término fuente/sumidero
y g(z/}) constituye una funciéon no lineal suave que modeliza, por ejemplo, la absorcién
radicular en perfiles de suelo (cf. [9]). Suponemos que (1) estd definido sobre un dominio
abierto y acotado Q) C R? de geometria no rectangular, cuya frontera se denota por on.
Finalmente, las condiciones inicial y de contorno vienen dadas por las funciones 1[10()2) y
VD (x, 1), respectivamente.

El método numérico desarrollado combina los procedimientos de semidiscretizacion
espacial e integracion temporal que se describen en las secciones 2 y 3, respectivamente.
Su contenido se completa con algunos resultados tedricos de convergencia incondicional
para los esquemas semidiscreto y totalmente discreto. Por udltimo, la seccién 4 incluye un
experimento numérico que ilustra el comportamiento del algoritmo en la simulacién de
modelos de flujo como el formulado previamente.

2. Semidiscretizacion en espacio

Para la resolucién numérica del problema (1) sobre un dominio de flujo Q) de geometria
no rectangular, proponemos una transformacion previa del mismo que permita plantearlo
sobre un dominio computacional €2 de geometria rectangular. Sea F : R?> — R? una
transformacion inversible y suficientemente regular (al menos C?) que satisface F(x) = %
para x € Q y % € €. Denotemos por J = J(x) a la matriz jacobiana de F', siendo
d = d(x) = |det(J)|. Si {7, }n>0 representa una malla de elementos finitos rectangulares
cuasi-uniforme definida sobre €2, donde h designa el didmetro maximo de los elementos que
la componen, entonces {7, }r>0 = F(75,) serd una malla rectangular légica definida sobre
Q. Es decir, I transforma la estructura rectangular de un elemento E € 7 en la estructura
curvilinea de su correspondiente E e ’j}L, manteniendo la proporciéon entre E y E. Para
toda funcién escalar ((x) definida sobre E, tenemos que ¢(x) = F(p)(X) = p o F~1(X).
Por su parte, para las funciones vectoriales aplicamos la transformacién de Piola (cf. [10]):
dada q(x) definida sobre E, tenemos que §(%) = G(q)(x) = (d~'Jq) o F~1(%).

Por tanto, es posible reformular (1) a través de F y G sobre el dominio rectangular €2
del modo siguiente: Hallar 1) : Q x [0,7] — R tal que

0Y(x,t) 1

c + V- (Kx)Vi(x,t) = f(x,t) +9(¥), (x,t) € Qx(0,T],

ot d(x) @)
¥(x,0) = Yo(x), x €,
Y(x,t) = ¥p(x,1), (x,t) € 99 x (0,T],

donde K = K(x) = dJ_lk(J_l)T. Noétese que, en general, el tensor K es no diagonal
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Figura 1: Estructura de la malla que discretiza el dominio computacional 2.

incluso en el caso de que K sea diagonal, lo que da lugar a la aparicion de derivadas mixtas
en la nueva formulacion.

La semidiscretizacién espacial del problema (2) se basa en una variante del método de
elementos finitos mixtos que permite aproximar explicitamente tres variables: la presién
1, su gradiente cambiado de signo a1 y el flujo u = Ku (cf. [1]). Considerando los espacios
de Raviart-Thomas-Nédélec de orden mas bajo, si en la formulacién variacional del pro-
blema semidiscreto se aproximan los productos escalares entre vectores por determinadas
reglas de cuadratura (e.g. véanse las propuestas en [8]), es inmediato obtener un esquema
de diferencias finitas centrado en celdas para la variable 1. Dicho esquema preserva las
propiedades esenciales de los métodos mixtos estandar (precisién asintética y conservati-
vidad local), reduciendo notablemente su coste computacional. A continuacién se realiza
una descripcion detallada del mismo.

Si denotamos los nodos de la malla por (z;11/2,Yj4+1/2) parai = 0,1,..., Ny y j =
0,1,..., Ny, es posible definir x; = (v;_1/2 + Tiy1/2)/2, hi = Tiy1/2 — Tic12 € Yj =
(Yj—1/2 + Yjr1/2)/25 WY = yjp1/2 — Yj—1j2 parai=1,2,..., Ny y j = 1,2,..., N,. La Fig.
1 muestra la estructura de la malla para el dominio computacional 2.

En lo que sigue, ¥, (t) es el vector formado por las aproximaciones de la funcién escalar
1¥(x,t) en los centros de las celdas, asi como por las evaluaciones de 1)p(x,t) en los puntos
medios de los segmentos de contorno. Por su parte, us(t) = (uf(t),uj(t)) v ap(t) =
(4} (t), ) (t)) aproximan a las funciones vectoriales u(x,t) = (u”(x,t), u¥(x,t)) y u(x,t) =
(@*(x,t),uY(x,t)) en los puntos medios de los segmentos entre nodos; en concreto, uj (t)
y @} (t) se localizan en los segmentos verticales, mientras que uj (t) y 4 (t) se sittan en
los horizontales. Finalmente, K} contiene las evaluaciones nodales de las componentes del
tensor K (x).

La discretizacién del operador lineal eliptico A = —V - KV se realiza en tres fases
sucesivas. La primera de ellas permite obtener una aproximacién de las componentes de
u = —V en los puntos interiores (i + %,j) e(i,5+ %) de la forma

.  Ungit1j — Vhiyg _y  Unigrr — Vniyg
Uit i = "L (e o gz ) Uil = ’ (3)
T 5 (hf +hiyy) IR 3 (hjy + h?+1)
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Figura 2: Stencil asociado a: (a) @} (t), (b) @} (t), (¢) uf(t) y (d) Vj - up. Simbologia: e,
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PYn(t); <, ag(t) y ap(t); O, uf(t) y

~ - ~ 7 ~y ~ 7
donde ¥p;; ~ V(wi,y;,t), U,fﬁ%’j Rtz y5t) Y Upget ™ (i, Y54 1,1). En los

puntos de frontera, tenemos las siguientes expresiones:

. @Zih,l,j - @ﬁh,%,j o ¢h,Nz+%,j - ¢h7NzJ
Yhga T T Tpr 0 ThNerdy T T Ihg ’
21 2 B (4)
) Phin = U o Uhi,Ny+3 — VhiiNy
u = - U = —
hyi, % Lpy ’ hyi,Ny+3 Lpy ’
2 D) h‘l v 2 hNy

donde wh,%,j? wh,NIJr%,j, z/)h’i’% y th,i’Nﬁ% se deducen de las condiciones de contorno de
tipo Dirichlet. Los stencils correspondientes a las componentes x e y se muestran en las
Figs. 2(a) y 2(b).

En la segunda fase, obtenemos una aproximacién de las componentes de u = Ku a
partir de las discretizaciones previas. Asi, la expresion de uj (¢) en el punto interior (z'—l—%, J)
viene dada por

1
Wiy = g (Enisgimy K sey) Ty,

~y ~y @
+ (((K12)h,i+;,j§ Upiprgot T (K12)niid jil “h,i+1,j+;> hin
1
+ | (K 11w+ (K 1 aad hi | ———
(K12)nis 4,54 hiij—3 (Biz)pi g4 hig+s ) " ) 2(hE + ¥, )
(5)
donde (Klf)h,zﬂr%,g’i% ~ Ky (a:H%,yji%), ¢ =1,2. En el contorno, se tiene

1 -
“Z,H%,j - 3 (<(K11)h,i+%,j—$ + (Kll)h,z’+§,j+%> “i,w%,j (6)
=y ~y
+ <(K12)h,i+§,j§ uh,i—i—l,j—% T (K12)h,i+%,j+% uh,i+1,j+§>) ’

parai=i=0ei=17i+ 1= N,. La Fig. 2(c) muestra el stencil asociado a esta discretiza-
cién. Andlogamente, es inmediato obtener las expresiones correspondientes a “Zij +1/2 €0
el interior de €2 y en su frontera.
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La tercera fase permite calcular la aproximaciéon de V-u = -V - (KV4) = Ay, que
denotamos por Vy, - up, como

T T Y Yy
hﬂ""%v] h,Z—%,] h727‘7+% hvlﬂ_%

(Vh-up)ij = = - (7)
E 7Y

Si combinamos las ecuaciones (3)-(7), obtendremos una aproximacién de A que con-
tendrd unicamente a la variable ¢ (t) y, por tanto, podra representarse en forma compacta
como un stencil de nueve puntos (véase Fig. 2(d)).

Considerando la semidiscretizacién descrita, el problema (2) puede aproximarse por la
siguiente familia de problemas de valor inicial stiff:
dW,(t) 1

L a0 (ApVUn(t) + Bu(t)) + Fu(t) + Gn(¥r),  t€ (0,717,
Up(0) = rpo(x) = ¥,

C

(8)

donde Wy (t) es un vector que contiene las aproximaciones de 1)(x,t) en los centros de las
celdas. Con esta notacién, A, Wy, (t)+ By, () representa la discretizacion del término difusivo
At basada en (3)-(7). Nétese que, a diferencia de ¢y (t), ¥y (¢) no incluye la contribucién
de ¥p(x,t) que, en el esquema (8), estd contenida en By, (t). Por su parte, G5 (¥},) designa
las aproximaciones en los centros de las celdas del término no lineal g(v)). Finalmente,
si denotamos por r; la restricciéon a dichos centros, tenemos que Fj(t) = rp f(x,t) y
dh =Ty d(X)

Sea H}, un espacio finito-dimensional de funciones discretas que toman sus valores en los
centros de las celdas y denotemos por ||-||; la norma L? discreta asociada a Hj,. Asumiendo
condiciones suficientes de suavidad y compatibilidad en los datos f(x,t), ¥o(x) y ¥p(x,t)
y suponiendo que la solucién ¥ (x,t) es suficientemente regular, se puede demostrar que
len(x,t) — ¥p(t)||n < Ch2Vt € [0,T], donde C es una constante independiente de h
(véase [2]).

3. Integracion en tiempo

La aproximacion en espacio da lugar al sistema (8), cuya integracién temporal se realiza
mediante un método de direcciones alternadas linealmente implicito. Para ello, el término
AUy (t)+ Bp(t) es descompuesto en tres sumandos: dos de ellos agrupan las derivadas de
segundo orden discretas con respecto a cada una de las variables espaciales, mientras que
el tercero contiene las discretizaciones de las derivadas mixtas.

En particular, consideramos sendas descomposiciones de la matriz Ay y del vector
By (t) de la forma A = Agp + A1p + Aoy v Bp(t) = Bop(t) + Bin(t) + Bap(t), de modo
que Agp W (t) + Bon(t) ~ (02(K120y¢) + 0y (K120:¢)), A1pWa(t) + Bin(t) ~ (02(K110:1))
y Aop W (t) + Bap(t) =~ (0y(K220y1)). Ademas, particionamos F,(t) en dos sumandos
suficientemente regulares, i.e. Fp(t) = Fip(t) + Fop(t). Nétese que los vectores Bip(t),
i = 0,1,2, contienen las contribuciones de las condiciones de contorno a cada uno de los
operadores discretos A, ¢ = 0,1,2. Si el vector de incégnitas Wy (t) se ordena siguiendo
las filas de la malla, la matriz Aq; presenta una estructura tridiagonal, mientras que si la
ordenacion se realiza por columnas, dicha estructura recae en Agy,.
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El integrador temporal elegido para discretizar (8) es una variante del esquema de
Euler implicito fraccionario que admite la siguiente formulacién:

(1= £LAw) U = Wp + 2L (" + duGalWR) + AonWf + BYy, + B

(I - WA%) W2 = gl AL (g prl gty 9)

dpc

Uptt = Up?, paran =0,1,...,Np — 1 (Nr = [£])

donde At denota el paso en tiempo y W} es una aproximacién de Wy(t,,), siendo t,, = nAt.
Los vectores \I/h y \I/ ? contienen la solucién de las etapas internas, mientras que F}; =
Fip(tn), i =1,2, me:Bzh( n)y @ =0,1,2.

Aligual que en los esquemas clasicos de direcciones alternadas, los operadores discretos
Aip vy Ay, actian en (9) de modo implicito; sin embargo, tanto Ay, como el término no
lineal discreto G (¥}) contribuyen al esquema explicitamente. El tratamiento explicito
de los términos que discretizan las derivadas mixtas ha sido estudiado en [5, 6] para
algunos esquemas de direcciones alternadas aplicados a problemas parabdlicos lineales.
Por su parte, en [3] se analiza la contribucién explicita de términos no lineales para una
familia de métodos Runge-Kutta de pasos fraccionarios linealmente implicitos. El esquema
totalmente discreto asi obtenido estd compuesto por un conjunto de sistemas lineales (uno
por cada etapa interna), cada uno de los cuales puede ser descompuesto en subsistemas
tridiagonales desacoplados facilmente paralelizables.

El andlisis cldsico de convergencia del esquema (9) implica un estudio previo de las
propiedades de consistencia y estabilidad. Para analizar la consistencia, introducimos el
concepto de error local en el instante de tiempo t,,41 como sigue: eZH = U (tht1) — \iJZ'H,
donde \i/;;“ es la solucién numérica obtenida con (9) considerando W} = W,(t,). Bajo
hipétesis adecuadas de regularidad y compatibilidad en los datos, es facil probar que
lef ™ < C(At)2 VAL € (0,Atg) y n = 0,1,...,Np — 1, donde C' es una constante
independiente de h y At. Por tanto, la variante del método de Euler implicito fraccionario
formulada en (9) es uniformemente consistente de orden uno.

Para estudiar la estabilidad, definimos en primer lugar el operador de transicion como

Ry (dhcAOhad} Ay, dht A2h> ( dhCAQh) ( dhCA1h>7l< dhCAOh)

Tal como se describe en [2], es posible demostrar la estabilidad del integrador temporal
aplicado a un problema parabdlico lineal de coeficientes constantes mediante un analisis
de von Neumann, obteniendo que

HRh (d,CAOh, i LLA L, 2 o Qh) H (10)

En lo que sigue, asumiremos que esta propiedad es extensible a un problema de tipo (8).
Introducimos a continuacién el esquema perturbado

(I - mA1h> TPl = By 4 AL (thfh“ + dpGr(I7) + Agp U7 + BY, + B”*l) + a0,
(I - —AQh) L 2L (dnFytt + By + 52,
\P"H \I/Z 2 paran=0,1,..., Ny — 1, siendo U9 = W+ 89
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Suponiendo que la funcién no lineal g(v) satisface una condicién de Lipschitz, i.e. ||g(¢1)—
g(2)|| < L1 — e Y1, : Q x [0,T] — R, y que el operador de transicién satisface
(10), es inmediato demostrar la siguiente cota de estabilidad (cf. [2]):

n
195t = wp < | IoRln + Y (163 I + 19320 |+ pawan =0,1,..., Np — 1.
=0

Finalmente, si definimos el error global en el instante de tiempo t,11 como E,’ZH =
r,(Y(x, tht1)) — U7 y combinamos los resultados de convergencia del esquema semidis-
creto con los de consistencia uniforme y estabilidad del integrador temporal, es sencillo
demostrar que ||E; |, < C(h% + At) VAt € (0,Atg) y n=0,1,..., Ny — 1.

4. Experimento numérico

En esta seccién aplicamos el método descrito a un problema parabdlico de tipo (1)
en el que (%,t) € Q x[0,1], donde Q = {(&,9) : 1 < @+ 9> < 4, % > 0,5 > 0}.
Denotamos por K= (Kij)i,je (1,2} ¢l tensor de conductividad hidraulica cuyos coeficientes
son R’H = Kgg =2y Klg = Rgl =1, siendo ¢ = 1 la constante de humedad especifica. El
término no lineal §(1p) = 1/(1 + 1/*) reproduce la funcién de absorcién radicular asociada
al modelo de infiltracién en suelos de van Genuchten. Finalmente, el término fuente f (X, t)
y las condiciones inicial ¢A0(§c) y de contorno 121,3(5(, t) han sido elegidos de tal modo que
D(x,t) = % (g (@2 +9°—1) (&> +9* - 4))2 es la solucién exacta del problema.

Aplicando la transformaciéon F(x) = (zcosy, xsiny), definida del dominio compu-
tacional Q = {(z,y) € R? : 1 < 2 < 2,0 < y < 7m/2} en el dominio de flujo Q, ob-
tenemos un nuevo tensor K(x) = (K;j(X));je{1,2) con coeficientes variables Kii(x) =
x (2+5sin(2y)), Ki2(x) = K21(x) = cos (2y) y Kaa(x) = 271 (2 —sin (2y)), asi como las
correspondientes funciones transformadas g(v), f(x,t), ¥o(x) y ¥p(x,t).

A continuacién hacemos uso del esquema totalmente discreto (9) para aproximar
numéricamente la solucién del problema dado. Con el fin de estudiar el comportamiento
asintético del método, calcularemos los errores globales en norma L (0, 1; L?()) discreta,
definidos como

N, N 2 1/2
A .
ENE,Ny = max Z Z hahy (Tzz)(xi,yja tn) — ?!)Z) )
ne{12,..Nr} \ = =
asumiendo que los pardmetros hi y h‘? son constantes e iguales a hy = 1/N, y hy =

7/(2Ny), respectivamente. El término ¢ (z;,y;,t,) denota la solucién exacta evaluada en
(zi,y;) para t, = nAt, mientras que 1;; designa la solucién numérica obtenida en dicha
posicién espacial para el mismo instante de tiempo.

La Tabla 1 contiene los errores globales E]%Zi N, (fila superior) y érdenes numéricos de
convergencia p (fila inferior) para diferentes mallados en los que N, = Ny. Los érdenes de
convergencia han sido obtenidos como p = log, (Eﬁi Ny/ E2A ]\% ?‘2 Ny). Al objeto de preser-
var el mismo orden de magnitud en los errores en espacio y tiempo, hemos impuesto la
relacion At NN, = 10. De los resultados expuestos, se puede deducir que el algoritmo es
convergente de segundo orden en espacio y primer orden en tiempo.
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Finalmente, la Tabla 2 describe la influencia de la discretizacién temporal en el esquema,
numérico, de nuevo en términos de errores globales y érdenes numéricos de convergencia.
En este caso, se considera una malla suficientemente fina (N, = N, = 300), con el fin de
que los errores asociados a la discretizacién espacial puedan asumirse despreciables. La

estructura de esta tabla es andloga a la de la Tabla 1, siendo p = log, (E]%f N, /Ey. N,

’

Los resultados mostrados ilustran la estabilidad incondicional del esquema, asi como su
convergencia de primer orden en tiempo.

N, =N, 20 40 80 160 320
At At Ato/d  Ato/16  Atg/64  Atg/256
B!y, 6:833E-1 1,860E-1 4,760E-2 1,197E-2 2998E-3
p 1,8772 19663  1,9915 19974  —

Tabla 1: Errores globales y 6rdenes numéricos de convergencia para Aty = 2,5 - 1072.

At Aty Ato/Q At0/4 At0/8 At0/16 At0/32

E]%i,Ny 3,062E-1 1,937E-1 1,012E-1 5,190E-2 2,629E-2 1,326E-2
D 0,8789 0,9366 0,9634 0,9812 0,9874 —

Tabla 2: Errores globales y érdenes numeéricos de convergencia para N, = N, = 300 y
Aty =2,0-1072.
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