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Resumen

Estudiamos el comportamiento asintdtico de una viga eldstica delgada cuando su
anchura, ¢, tiende a cero. La viga estd fijada en la totalidad de una de sus bases,
mientras que en la otra, sélo lo estd en la unién de N pequenas zonas de talla er®, r¢
tendiendo a cero. Sobre el resto de la frontera se impone una condicién de Neumann.
El comportamiento depende de 7, el nimero de zonas de fijacién y su distribucién.

Para N = 1 aparecen tres tallas criticas, €3, € y €!/3, y por tanto siete regimenes
distintos. Si ¢ < €% el comportamiento es el mismo que cuando no existe la pequena
zona de sujecién. Si 7€ > /3 el comportamiento es el que obtendriamos si fijaramos
en toda la base. En los demas casos aparecen comportamientos intermedios.

Para N > 2 el resultado es diferente. Asi, si las zonas se concentran alrededor de
tres puntos no alineados sélo aparecen dos tallas criticas, €2 y €. Esto prueba que es
preferible fijar la viga alrededor de tres puntos no alineados de una base a hacerlo
alrededor de tan sélo uno, atin cuando usemos una zona de mucho mayor grosor.

1. Introduccion

En el presente trabajo consideramos el sistema de la elasticidad lineal planteado en la
viga delgada QF = (0,1) x €5, donde S es un dominio acotado regular de R? y ¢ > 0 es un
parametro destinado a tender a cero. En uno de sus extremos (x; = 1) la viga estd fijada
en la totalidad de su base I'{ = {1} x £S. En el otro extremo (z; = 0) la suponemos fijada
solamente en el conjunto pequeno

Iy = ij <5y" + ({0} X 57“55’”)),
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donde ¢ > 0 converge a cero, y',--- ,y"~ son puntos diferentes de {0} x S,y S',--., SN

son subconjuntos cerrados de R? tales que la capacidad en R3 de {0} x S, n € {1,--- , N},
es positiva. Sobre el resto de la frontera de 2° imponemos una condicién de Neumann.

Para formular matematicamente este problema necesitamos las siguientes notaciones:

Descomponemos los elementos de R? en = (z1,2), con 1 € R, 2’ = (29, 13) € R

Denotamos la base canénica de R? por {e!, e?, e?}.

Representamos por R3*3 el espacio de las matrices simétricas de dimensién 3 x 3. El
producto escalar de dos matrices R y .S se denota por R : S.

Por £(R2*3) denotamos el espacio de las aplicaciones lineales de R3*3 en sf mismo (i.e.
el espacio de los tensores de cuarto orden).

Adoptamos el convenio de Einstein sobre indices repetidos. Los indice griegos (a 'y [3)
s6lo toman los valores 2 y 3, mientras que los indices latinos (i y j) toman los valores 1,
2y 3.

Tomamos = (0,1) x S, A € CO(Q; L(R3*3)) tal que existe m > 0 con

A(Q)& : 5 > m’§|27 \V/f € R§X3’ Vy € Q.

Definimos A° € C°(Q¢; L(R3*3)) por

/

A% (x) = Az, %), Vz € QF.

Similarmente, tomamos también f € L?(2)3, h € L?(;R3*3), y definimos F* € L?(02¢)3,
H? € L?(Q%;R2*3) por

/ / /
X

Fi(a) = filar, =)e' +efaler, D)e®, H(2) =h(e1,2),  ae.we Q.
Finalmente, para I'* = I'y UT'], con I'j, I'] definidos més arriba, introducimos el espacio
Hi(Q°)={V e H Q") : V=0 en I'}.

El problema de elasticidad que consideramos en este trabajo se escribird entonces como

U® € Hp- ()3,

1
Ace(UF) : e(V)dm:/ FVdx + | H®:e(V)dx, YV € Hp(Q°)3, e

QE £ QE

siendo e el tensor de deformaciones linealizado. Obsérvese que la solucién U® de (1) sa-
tisface una condicién de Neumann no homogénea en 90 \ I'?, ya que la integracién por
partes de H¢ : e(U?) en Q° (cuando h, y entonces H®, es suficientemente regular) produce
tanto fuerzas de volumen como de superficie. Andlogamente a las fuerzas de volumen F*¢,
podiamos haber introducido fuerzas de superficie explicitas G° sobre 90Q° \ I'¢, pero por
simplificar hemos preferido no hacerlo.

Es bien conocido que el problema (1) admite una tnica solucién (ver por ejemplo [5]).
En el presente trabajo vamos a describir el comportamiento asintético de U® y dar un
resultado de corrector para e(U¢) cuando ¢ tiende a cero. Cuando N = 1, el problema ha
sido estudiado en [2] donde mostramos que el resultado depende de ¢, existiendo 3 tallas

criticas, €3, e y £1/3, y por tanto 7 regimenes diferentes: ¢ < &3, 7€ ~ €3, &3 < 1° < &,
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e et LellB e el3 vy el/3 <« rf < C. Aqui r€ < e significa que ré/e* — 0
(v equivalentemente e < r° que 7°/e* — 400), mientras que r° ~ * significa que
r¢ /e’ — p, con 0 < p < +o0.

Para N > 2, el resultado es diferente. En particular, si

M = dim(Spcm{y2 — yl, e 7ZJN - yl})

es 2 (luego N > 3) entonces sélo hay 2 tallas criticas, €2 y ¢, y por tanto 5 regimenes
diferentes: r° < €3, ¥ ~ €3, 3 < 1 K g, r° ~ e, ¢ € r°. Como consecuencia deducimos
que fijar la viga en tres zonas de didmetro er® con € < 7° concentradas alrededor de
tres puntos no alineados de una de sus bases es asintéticamente equivalente a fijarla en la
totalidad de dicha base. Sin embargo, si quisiéramos el mismo resultado usando sélo un
punto de sujecién, necesitarfamos una zona de didmetro er, con e!/? < re.

2. Principales resultados

En esta seccién enunciamos el Teorema 2.2 que describe el comportamiento asintético
de la solucién de (1). Como es usual en este tipo de problemas (ver por ejemplo [6], [10],
[11], [12]), consideramos el cambio de variables y; = x1, ¢ = z’/e que transforma Q° en
el domino fijo Q. Definimos entonces u® € H'(Q)3 por

ui(y) =Ui(yi,ey’), ui(y) =eUs(yr,ey’), Vo € {2,3}, pct.yeQ,
y ef(uf) € LQ(Q;R§X3) por

1 1
eir(u) = en(u), efp(u’) = —e1p(u’), egp(u’) = eap(u’), VYo, 5 € {2,3}.

Para enunciar nuestro primer resultado necesitamos ademads el espacio funcional D =

BNy(Q) x Ry(Q) x RD5 () definido por (ver [7], [8], [10], [11])

BN = {u= (0): X € 012 (1) = 5o-(1) =0, w/ly) = ),
5 € /0.1, G =0, m(y) = i) — 1)y}

Ry () = {v = (v1,v2,v3): v1 € LQ(O7 1; Hl(S)), /Svl(yl,y/)dy/ =0ect. y €(0,1),

Se€ HY(0,1), e(1) =0, va(y) = cly)ya, valy) = —c(yn)ye }-
RDy (Q) = {w = (w,w'): w; =0, w' € L*(0,1; H'(S)?), /Sw'(yl,y')dy’ =0,

/S (yswa(y1,y") — yows(y1,y')) dy'= 0 p.c.t. y1 € (0, 1)}-

En lo que sigue, a cada u € BN,(Q2) le asociaremos una funcién ¢ € H'(0,1) x H?(0,1)?
en las condiciones de la definicién de BNy(2). Anédlogamente, a v € Rp(2) le asociaremos
c € H'(0,1) en las condiciones de la definicién de R,(€2). Dado (u,v,w) € D, definimos
también E(u,v,w) € L*(Q;R3*3) por

Eii(u,v,w) = e11(u), Eig(u, v,w) = e13(v), Eqp(u,v,w) = eqp(w), Vo, € {2,3}.
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Razonando como en [10] y [11], se puede entonces probar el siguiente resultado

PROPOSICION 2.1. Exzisten una subsucesion de e, que sequimos denotando por e, y
(G, 0,w) € D tales que
uf — G en H(Q)3,
e (uf) — E(a,d,w) en L?(Q;R3*3),
Ademds, la terna (u,0,w) satisface

(i, 9,0) € D,

/QAE('EL,f),w) s E(u,v,w)dy = /qudy —i—/ﬂh : E(u,v,w)dy, )
(u0,w) € D5 C(0) = 52-(0) =0, G(0) = c(0) = 0.

Cabe observar que el problema (2) no permite obtener las funciones 4, v, w. De hecho

asociadas a @ y ¥ aparecen (ver la definicién de D) las funciones @-, ZCTT’ ¢, las cuales tienen
traza en cero y sobre las cuales (2) no proporciona ninguna condicién de contorno. Esto
se debe a que el cambio y; = 1, ¥ = 2’/¢ no basta para describir el comportamiento
asintético de las funciones U® cerca de I'§. Para salvar esta dificultad vamos a considerar
para cada n € {1,---, N} un nuevo cambio de variable dado por z = (x — ey™)/(er®),
que transforma el dominio variable ¢ en otro dominio variable Z%™, el cual crece hacia
Z = (0,+00) x R2. Obsérvese que este cambio transforma la pequefia zona de sujecién
ey™ + ({0} x ercS™) en la zona fija {0} x S™. Para N = 1 el cambio correspondiente
fue usado con éxito en [1] para estudiar el problema de difusién (en una geometria mas
general) y en [2] para el problema de elasticidad (1). Cambios de variables relacionados
han sido también considerados en [3] y [9].
Denotando por D%2?(Z) al espacio de Deny

DY*(2)={p:p e L%(Z), Vpe L*(2)},

se tiene entonces el siguiente resultado que describe el comportamiento de las soluciones
de (1).

TEOREMA 2.2. Ezisten un subespacio lineal cerrado & C D, una funcion P¢ € L?(F; R3*3),
y una forma bilineal continua no negativa B sobre (BN,(Q) x Ry(€2)) x (BN,(Q) x Ry(€2))
tal que, definiendo (G, 0,w) como la solucion del problema variacional

(4, 9,10) € &,

) s E(u,v,w)dy + B((4, ), (u,v)) = /qudy + /Q h: E(u,v,w)dy,

se tiene
1 O
il_{%@ o (‘Uf(l‘) — iy (1, ;) + 22 eUs(x) — ﬁa(xl)\2> dx =0,
1 y z 2
iiﬂ% ] o e(U®)(x) — E(a, 0,0) (21, ;) — P(z)| dz=0.
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Las definiciones de £, P* y B no dependen de las funciones f y h que definen F€ y
HE, sino solamente de los puntos y", de los conjuntos S™, del tensor de cuarto orden A, y
del comportamiento de ¢ cuando € tiende a cero. Se presentan las siguientes situaciones:
o Sir® < &3, entonces E =D, P° =0, B=0.

e Sirf ~ e conrf/ed — p, entonces & =D. Ademds, definiendo ™", i € {1,2,3}, como
la solucion de

€ DM(Z)3, o™ =e' en {0} x S",

/ A(0)e(@™) s e(n)dz =0, Vne DY*(Z)3, =0 en {0} x S, 8)
z

y denotando (para (u,v) € BNy(Q) x Rp(22), n € {1,--- ,N}) @y, = Ca(0)™*, se tiene

1 & x—ey”
e Yoelii) (T22) . pet s
n=1

Pe(x) = —

B((u,v), (u,v)) = ,02/ A(0)e(qy ) : elgnz)dz,  Y(u,v), (@,0) € BNy(Q) x Ry(Q).

o Sic? < rf < ¢, entonces

E={(u,v,w) eD:'(0)=0}, (4)
pPe=0, B=0.
e Sirt = € con r°/e — p, entonces £ estd dado por (4). Ademds, denotando (para
(u,v) € BN(Q) X Ry(Q), n € {1, ,N})

n dCOé n n n n n n
@y = <a(0) 7, O > @ (0% 4 c(0)y5) ™% + (b7 — c(0)y5) ™,

con @™ dada por (3), y b* € R elegida de tal forma que se verifique

Z/ e(qr,) e(¢™®)dz =0, o€ {23},

se tiene

’ ETE

N n
Pf(x) = —726((]3@) <:1: — <y > , p.c.t.x e,

N
W@WMMWszléMWM%%dﬁwwvVWwaweBvaRMH(M

o Siekgre, M > 2, entonces

d/
5:{(u,v,w) EDC/( ) d;'( )_O, Cl(O):C(O):O}, PEZO, BZO (6)
o Sic<re < el/3 M =1, entonces

dcs

g:g%umED:wmzacm» o

(0)y}s = c(0) = 0, ¥nefl, - ,N}}, (7)

5
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Pc=0,B=0.
o Sic<rtel/3, M =0, entonces

S:{(u,v,w) eD:¢(0)=0, 41(0)—7(0)%:0}, (8)

PE—0, B=0.
o Sirt ~e'/3 con (r°)% /e — p, M =1, entonces £ estd dado por (7). Ademds, definiendo
P, o € {2,3}, por

Y € DY2(Z)3, ™ = z1e® — z4e! en {0} x S™,

/ZA(O)e(iﬁ”’a) e(n)dz=0, VYneDY(Z)3 n=0 en {0} xS", ©)

y denotando

no_ %a

=g (0)™ + b¥i™ Y(u,v) € BNy(Q) x Ry(Q), ne{1,--- ,N},
1

con @™ dada por (3) y b™ € R elegida de tal forma que se verifique

/ZA(O)e(qu) : e(@”’l)dz =0, [le€{1,2,3},

se tiene
N

1 _ n
Pe(x) = —gZe(QS,@) (a: =Y ) , p.c.t.x €

ere

n=1

N
B((“?”)v (Ev @)) = pZ/ZA«))e(qZ,v) : e(qgﬁ)d'zv V(u, U), (ﬂaﬁ) € BNb(Q) X Rb(Q) (10)
n=1

o Sirt ~e'/3 con (rf)3 /e — p, M =0, entonces & estd dado por (8). Ademds, definiendo

¢ por
¢ € DVY2(2)3, ¢ = z3e® — 20€% en {0} x ST,

/ A(0)e(9) s e(n)dz =0, Vne DY(Z)3, n=0 en {0} x S,
Z

y denotando

dCa _—y
Qo = c(0)p + dzm)wm + b Y(u,v) € BN(Q) x Ry(9),
1

con b, Y1 dadas respectivamente por (3) y (9), y b4 € R elegida de tal forma que se
verifique

/ A(O)e(qi’v) : e(gol’l)dz =0, l€{1,2,3},
Z

se tiene
14

r—¢& 1
PA(2) = —elah ) (=

g ), p.ct.x €O,

B((u’ U)v (ﬂ7 @)) = p/ZA(O)e(qqi,v) : G(Q%,E)dz’ V(u, U)v (ﬂ7 @) € BNb(Q) X Rb(Q)
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o Sicl3 < e <C, M€ {0,1}, entonces E, P* y B estdn dados por (6).

OBSERVACION 2.3. Por definicién de BN,(€2), Ry(Q2) RDy (£2), nétese que las funciones
u U, w, que aparecen al describir el comportamiento limite de U*®, son tales que tan

sélo él, 62, 63, g—ﬁ, 376? y ¢ tienen trazas en x; = 0. El niimero de estas funciones que
se anulan en z; = 0 crece con r°. Cuando 7. < &3, las zonas a las que se impone la
condiciéon de tipo Dirichlet en la base izquierda de la viga son tan pequenas que ésta
se comporta como si hubiésemos impuesto una condicién de Neumann en toda la base.
Cuando 7, ~ €3 la condicién de tipo Dirichlet ya no es despreciable y asi en la ecuacién
limite encontramos una condicién de tipo Fourier que tiene en cuenta los valores 62(0),
63(0). Cuando €® < r® < ¢ las zonas son ya lo suficientemente grandes para que en el
limite tengamos (5(0) = (3(0) = 0. Cuando r¢ ~ e y M = 0, en la definicién de 0y las
cantidades b? + ¢(0)y3, b® — ¢(0)y} dependen linealmente de ¢;(0) — %= (0)yl. Asi, en (5)

dy1
- %(O)yé para cada uno de los

pares (u,v) y (4, ). Sin embargo, si ¢ ~ ¢, M > 1, ademés de los valores (1 (0) — %(O)yg,
n € {1,---, N}, B también depende de ¢(0). Si € < 7. observamos que las expresiones de
By P¢ dados por el Teorema 2.1 para M = 1 son también vélidas para M = 2. De hecho,
la definicién de £ que aparece en (7) implica si M = 2 que (1(0) = Z—%(O) = %(O) =0.
Hemos preferido distinguir los casos M = 1 y M = 2 para enfatizar el hecho de que para
M =2y e < r. lasolucién U® de (1) se comporta como si impusiéramos condiciones de
Dirichlet homogéneas en la totalidad de las dos bases de €2* mientras que cuando M =0
o M = 1, necesitamos tomar /3 < r. para tener este resultado. Finalmente observamos
que para € < . < /3y /3 ~ r., la definicién de € para M =0y M = 1 es diferente.
En ambos casos (2(0) = (3(0) = 0, pero para M = 1 sélo una de las tres cantidades (;(0),

9% (0), %3(0) es independiente y ademds ¢(0) = 0, mientras que para M = 0 dos de las

B sélo depende de los correspondientes valores de (1(0)

dyi \70 dyy
cantidades ¢ (0), %(0), %(O) son independientes y ¢(0) es distinto de cero en general.
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