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Resumen

En esta comunicaciéon proponemos y analizamos un esquema numérico totalmente
discreto con elementos finitos en espacio y diferencias finitas en tiempo para aproximar
un modelo de cristales liquidos nemdticos (de tipo Eriksen-Leslie) por medio de un
modelo penalizado de tipo Ginzburg-Landau. Se muestra la estabilidad y convergencia
de dicho esquema hacia una solucién débil del problema continuo, respecto de los
parametros de discretizacién y del parametro de penalizacion.

1. Introduciéon

Supongamos © C R? un dominio acotado y de frontera 9§ poliédrica tal que el
problema de Stokes tenga regularidad W1 x L>® en velocidad y presién. Denotamos
Q=0x(0,T)yX=Ix(0,T), donde [0,T] es el intervalo temporal de observacién, para
T > 0. Las incégnitas son: u : Q — R? el campo de velocidades, p : Q@ — R la presién del
fluido y d : Q@ — R? la orientacién de las macromoléculas de cristales liquidos, verificando
el siguiente problema en derivadas parciales:

ld|=1, 0 d+u-Vd—~yAd—~|Vd|?’d = 0 enQ,

du+u-Vu—vAu+Vp+AV-((Vd)'Vd) = 0 enQ,
Vu = 0 enQ, (1)

u=0, d =1 en X,

Uji=0 = U0, d|t:0 = dyp en(,

donde ug : @ — R? y dy : @ — R? son las condiciones iniciales, I : 9Q — R? es la
condicién de Dirichlet para el vector de orientacién d, v > 0 es una constante dependiente
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de la viscosidad del fluido, A > 0 es una constante de elasticidad y v > 0 es una constante
del tiempo de relajacién. (Vd)! denota la matriz traspuesta de Vd.

Decir que se supone la condicion de Dirichlet para d independiente del tiempo, luego
en consecuencia dj ‘ aq = . En principio los argumentos que desarrollaremos no son validos
para el caso dependiente del tiempo.

Imponiendo que |dy| =1 en @ y |I| = 1 sobre 3, se tiene existencia de solucién global
en tiempo de (1) con la siguiente regularidad:

de L>®0,T; H'(Q), ue L>®(0,T;L*(Q)) N L*0,T; HY(Q)).

Esta solucién se encuentra mediante un proceso asintético [5], a partir del modelo penal-
izado, de tipo Ginzburg-Landau, que se obtiene de (1) relajando la restriccién |d| = 1
por |d| < 1, y en el sistema para d cambiando el término més no lineales |Vd|*d (depen-
diente del multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién|d| = 1) por el término de
penalizacién f_(d) = e~2(|d|? — 1)d, asociado al pardmetro ¢ > 0, llegando

d| <1, Od+u-Vd+~(f.(d)—Ad) = 0 enQ,
du+u-Vu—vAu+Vp+ AV - (Vd)'Vd) = 0 enQ, (2)
V-u = 0 en(Q,

junto con las condiciones iniciales y de contorno de (1). Obsérvese que f.(d) = Va(F:(d))
para cada d € R? con F la funcién potencial:
F(d) = (1?17
42

Las principales dificultades para diseniar esquemas numeéricos estables y convergentes
para el modelo penalizado (2) son: aproximar d con elementos finitos sélo globalmente
continuos aunque la regularidad de d es H? y obtener informacién de la restriccién |d| <
1 aunque el esquema numérico no verifique puntualmente dicha restriccién. En [3] se
introduce un esquema (lineal) con una variable auxiliar para aproximar —Ad, que resulta
ser incondicionalmente estable y convergente hacia (2), obteniéndose ademés estimaciones
de error y convergencia de métodos iterativos para desacoplar el esquema. Ver también
los trabajos previos [6, 7] para otros esquemas menos eficientes para (2).

El objetivo de este trabajo es disefiar esquemas numéricos estables y convergentes hacia
(1) a través del modelo penalizado, haciendo tender € — 0 junto con los pardmetros dis-
cretos en espacio y tiempo (h, k). Para ello, nos encontramos con las siguientes dificultades
principales:

1. Obtener estimaciones de estabilidad independientes de ¢, ya que las estimaciones de
los esquemas anteriores explotan cuando € — 0.

2. Se pierde la regularidad H? para d, que dificulta primero la compacidad L? para u,
que se usa en el paso al limite en el sistema para d y segundo la compacidad L? para
Vd fundamental para pasar al limite en el sistema de momentos.

Presentaremos un esquema numérico lineal aunque completamente acoplado, condi-
cionalmente estable bajo restricciones que involucran los tres pardametros (h, k,€) y con-
vergente hacia una solucién débil del problema (1).
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2. Esquema numérico

Denotaremos por <-, ) al producto escalar en L%(Q).

El esquema que proponemos para aproximar las incgnitas (velocidad, presién y vector
de orientacién) estd basado en la siguiente formulacién variacional mixta del problema (2)
(ver [3] para més detalles):

(atu,a) + V(V’u,, Vﬁ) + ((u : V)u,ﬁ) _ ((v ) ( @) = 0, VacH),
<atd,ﬁ;>+((u.V) )+7(f5( ) ) < w) = 0, Vwe L?
( u,q) = 0, Vge L}
(Vd,w) — ( d) = 0, vdeH]},
donde hemos usado previamente la igualdad
V- ((Vd)'Vd) = %V(Wdﬁ) + (Vd)'Ad,
modificado la presién p ~ p + %\Vd]z e introducido la variable auxiliar w = —Ad.

Suponemos por simplicidad, una particién uniforme de [0, 7] siendo ¢, = nk, donde
k =T/N es el paso de tiempo con N € N. En cada etapa de tiempo, la velocidad, la presién
y el vector de orientacién (u,p,d) son aproximados en espacios de elementos finitos de
funciones globalmente continuas (X, Qp, D) C (HS(Q), L3(Q), H*(Q)) y el laplaciano
del vector de orientacién w es aproximado en un espacio de elementos finitos de funciones
discontinuas a trozos W, € L?(Q). Los elementos finitos estdn asociados a una familia
regular y quasi-uniforme de triangulaciones {7, }x~o de Q2 tales que (X}, Q) verifican la
condicién inf-sup discreta y (W, Dy,) satisfacen:

(Xh . V)Dh CWy, v Dy C Wy
Por ejemplo, la siguiente aproximacion verifica las hipdtesis anteriores:
Py + bubble/ Py para (X, Qp),
Py + bubble(discontinuos) /Py para (W, Dy,).

Ademas, suponemos las restricciones (de estabilidad) sobre los parametros (k, h, €):
(S)

Entonces, el algoritmo numérico que presentamos consiste en:

h
im -————0 lim — — 0.
(hk,e)—0 h2eb S (hk,e)—0 &4

Inicializacién: Sea (u,d))) € (X, D) determinadas aproximaciones de (ug,dp), con
d%\ag = l;, para l;, una aproximacion frontera de I.

Etapa n + 1: Dado (u},d}) € (X, D) con dj|sn = lj, encontrar (u ZH Z“) €
Xy x Wiy (ppth,di™) € Qy x Dy, (con dfaq = 1) tal que:

(Wuh> + ((u’,"; - V)ug“,ah) (v ujl up ﬁh> + u(Vu”“,Vﬂh)
—)\((Vd”) w *h> +)\(V-ﬂh,F€(dﬁ)) - (“ﬂ“ v uh) —0, Va,e X
(3)
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(ﬁh,v : u’;l’“) =0, Vpn € Qn, (4)

dn+1 . dn
(Wﬁ,h) (V)i wp )+ (£o(di) +wp @) =0, Vo, € Wi, (5)

(Vd’,;ﬂ, v&h) - (w;;“,&h) —0, VYdye Doy, :=Dj,nHL\Q), (6)

donde p} = pit! + AF.(d}!) es una presién modificada debido al termino estabilizador
de tipo potencial A(V - Up, Fs(d’ﬁ)) Notar que d’g“ —dj € Dy, gracias a que el dato de
contorno I para el vector de orientacién no depende del tiempo.

Ya que el esquema (3)-(6) es un sistema lineal algebraico es facil comprobar la existencia

y unicidad de soluciéon una vez que las estimaciones a priori sean obtenidas en la Seccién
siguiente.

3. Estabilidad condicional

En lineas generales, tomando primero @, = 2 k:'u,Z+1 en (3), pp = pZH en (4), y luego

wy, =2k (w4 P (f.(d}))) en (5) conjuntamente con dj, = d}** — d}} € Dy, en (6),
donde P, es el proyector en L2(€) sobre W, y usando las igualdades

(V) wit upt) + (wptt Vg, witt) =0,

(et g fo(di) + (V- up ™ Feldg) ) =0,

llegamos al siguiente resultado (ver [4] para los detalles). Denotamos por | - | a la norma
en L2(Q).

Lema 1 Supongamos que existe una constante Cyq > 0 independiente de (h,k,e) tal que
[uhl* + A Vg |* < Ca.

Entonces, existen hg > 0, kg > 0 y g9 > 0 tales que para todo h < hg, k < kg ye < &g
satisfaciendo la hipdtesis (S), la solucion correspondiente (uZH, d;”rl, 'wZJrl

discreto (3)-(6) verifica la siguiente desigualdad:

) del problema

(It 12 = fait? + fuge =i ?) + vk g2

(V2 = Vg 2 + [V (gt = dp)[2) + Mkl Pa(F.(d7) + wp (7)
o [ (P@) = B+ 5 [ (U F =g + a4y - di?) <.
Q e”Ja

A continuacion, por un proceso de induccién sobre la etapa de tiempo apoyandonos
en el lema anterior establecemos el siguiente resultado:
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Teorema 2 Fxisten hg, ko y €9 de modo que para cualquier h < hg, k < kg ye < g9
satisfaciendo (S), la solucion del problema discreto (3)-(6) verifica las estimaciones:

N—
. ¢ n .. n+1,2 n+1 n|2
i) onax, lup| < C, i)k g Vup ™ < C, 1i1) g lup ™ —up|” < C,

n=
N-1

w) max |dylme) <C, vk Do IB(fdp) twpt P <O ) Z e = il (@)

nO

<,

vit) max /F (dp) <C wiii) - = Z/ (|2 — |dp?)? < zw) 2 /\dn+1 dy?<C

0<n<N

donde C > 0 es una constante independiente de (k,h,e).

4. Compacidad para v y d

Eligiendo como funcién test w;, = Pyw en (5), con w € L3(Q), y usando las estima-
ciones del Teorema 2 y la estabilidad en L3(Q) del proyector ortogonal en L? sobre W,
([2]), obtenemos

Lema 3 Bajo las condiciones del Teorema 2, se tiene

’fZ

donde C > 0 una constante independiente de (k,h,¢).

n—+1 m
dpt! —dy _c

L3/2()

Como consecuencia de este lema y de las estimaciones de estabilidad del Teorema 2,
conseguimos la compacidad de la sucesién (dj ) en L9(0,7;L"(2)) con 1 < r < 6y
1 < ¢ < 00, donde dj, - es la funcién continua y lineal a trozos que vale dj, , -(t,) = dj.

Para la compacidad de la velocidad discreta {uh+ } consideramos el espacio de veloci-
dades de divergencia discreta cero

Vi ={vn € Xp: (V'vh,%) =0, Vgn € Qn}
y consideramos Agl : Vi, — V7, el inverso del operador de Stokes discreto definido como
(VAﬁluh»VUh> = <uh,vh)a Vop € Vi,

Se puede probar que |V A; 'uy| y [[un v son normas equivalentes (V7 es el dual de V7).
Multiplicando (3) por k, sumando (localmente) para n = m,...,m — 1+ r, seleccionado

ay, = Ay (w7 — u) como funcién test y finalmente sumando (globalmente) para m =
0,...,N —r, llegamos a la siguientes estimaciones de una derivada fraccionaria para wp

(la funcién constante a trozos que vale up k- (t) = uZH en (tn,tnt+1]):

Lema 4 Bajo las hipotesis del Teorema 2, se tiene
T—6
/ ||uh’;€’5(t + (5) — uh,k‘ﬂc"(t)”%/;l dt < 051/2 Vé:0<d<T, (8)
0

donde C > 0 es independiente de (h,k,e).
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Noétese que la derivada fraccionaria en tiempo para la velocidad discreta ha sido acotada en
la norma V7, la cual “se mueve” con respecto al pardmetro de espacio h. Luego, no podemos
aplicar los resultados de compacidad para espacios L? en tiempo con valores en espacios de
Banach, dados por J. Simon en ([8]). Por tanto, la siguiente idea es encontrar una norma,
que no dependa de los parametros de discretizacién, donde la derivada fraccionaria en
tiempo pueda ser acotada. Para ello, consideramos el espacio

V={ucH)Q) : V-u=0}
y la proyeccién ortogonal
R,:V,—V tal que (V(Rhuh — ), vu) —0, YveV.
Usando las siguientes propiedades del operador Ry:
» |Rpup| < ||lup|| (dependencia continua en H?),
s [Rpup — up| < Ch|V - uy| (estimacién de error en L?),

se prueba ([4]) que
|Rnunlly: < € (BIV - unl + funllyy ).

Tomando wj, = u]'""" — u}" y usando (8), se tiene

T-96
| IRunctt +6) = Ruwnsc®)fy e < C6Y2 + C
0

Entonces, la convergencia fuerte de sucesiéon (Rpup k) en L?*(L?) se deduce a partir
del siguiente resultado obtenido por P. Azérad y F. Guillén-Gonzélez [1], para la tripleta
de espacios V < H < V'’ donde H = {u € L*(Q) : V-u =0, u- n‘aﬂ = 0}.

Teorema 5 Sea T" > 0, y sea X — B — Y, con la primera inyeccién compacta y la
segunda continua. Sea { fc}¢>o una familia de funciones de LP(0,7;X), 1 < p < oo tal que

(H1) {fe}eso estd acotada en LP(0,T;X),
(H2) [[fe(t +0) = fe®)llLromx) < #(0) +(e) con lim (8) = 0y lim4(e) = 0.
Entonces, la familia { f }¢~0 posee un punto de acumulacién en LP(0,7’; B) cuando € — 0.

Finalmente, gracias a la aproximacién (externa) de V7, a V, se tiene ([4]) la conver-
gencia fuerte de (up k) en L2(L*(Q)).

5. Convergencia del esquema para d

La convergencia para (5) estd basado en el siguiente resultado:

Lema 6 Los dos sistemas siguientes son equivalentes:

od+u-Vd—~yAd —4|Vd*d =0 enQ, (9)

d =1, ddrd+u-VdAd—V-(VdAd)=0 enQ. (10)
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Que el vector de orientacién limite d, es decir, el vector de orientaciéon obtenido como
consecuencia del Teorema 2, verifique la restriccién (10), se deduce tomando limite en la

estimacién
maX/F (dp) = /(]d”“]? N2<c,

Luego, basta probar (10),

Usando P, : L?(2) — W, el proyector respecto de los producto escalar en L?(€2) sobre
W, las hipdtesis sobre los espacios discretos y el hecho que f.(d}) A dj = 0, llegamos a
la siguiente versién discreta de (10), a partir de (6):

dn+1 —dr 3 _
("kh A d”,dh> + (( L)) A d”,dh)

+ (w”‘|r1 A [dn+1 + (dp — dZ—H)L ah) + <(Ph(fa(d2)) — fo(dy)) Ay, ah’) =0

(11)

Por otra parte, queremos obtener la version discreta de la siguiente identidad en con-
tinuo
—AdNd=-V-(VdANd)—-VdAVd=-V-(VdAd).

Ello se obtiene usando P,} - H (1)(9) — Dy, el proyector respecto del producto escalar en
H(Q), llegando a

(Ve ndit d) = (with Adytdy ) + R+ RS (12)

donde B
RrH = ( ntl pl [ ® dp] — [dzﬂ ©dh]),
RTL+1 <Vd v[dn+l ® dh])

donde @ denota el producto vectorial tal que:
(witt Adytdy) = (wp ™ dit o i) (13)

Luego, usando (12) en (11), multiplicando por k y sumando en (11) paran =0,..., N—
1, conseguimos

n+1 mn
k Z {(d — /\dﬁw_ih) + (™ V) A dfdy) 4+ (Vi Adﬁ“’va}‘)}

=k Z R"+ R 4+ RO+ R,
n=0
donde - -
"= (F.d7), Pa(d © dy) — df @ dy)

R”H ’Y( ntl o (dzﬂ B dZ),&h).

Teniendo en cuenta las convergencias obtenidas se puede pasar al limite en la formu-
lacién débil anterior y mostrar que los términos residuales del segundo miembro van a
cero.
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6. Compacidad para el gradiente de d

Definimos zj, 4 (t) = wi ™ + P (f.(d}}) v dppe(t) = d) ! sit € (tn,tn41]. Entonces,
dp 1,c(t) es caracterizado por el siguientes problema de optimizacién (sin restricciones):

Ihke(dnre(t)) = min Jyp(en) (14)
eheDlh

donde Jj, ;. : Dy, — R es definido como

1
Inacten) = [ (§1enf + Fulen) = 2unct) -

Dlh = {dh € Dy, : dy, = 1;, sobre 89}
Por otro lado, definimos d*(t) : [0,7] — H}(Q) como la solucién del problema de
optimizacién (con restricciones):

@)= min_J(e) (15)

J(e) = /Q <;|v82 —z(t)-e) (16)

y z es una funcién limite de zj, 1 -, que existe ya que zj, ;. estd acotado en L2(Q) gracias
al Teorema 2.

Se prueba ([4]) que Jp, i <(dp k) converge a J(d) y que d* se identifica con el vector
de orientacién limite d conseguido por las estimaciones de (dj, i -). Entonces, tenemos que
Vdj, .. converge débil a Vd en L?(L?) y también converge en norma, de donde deducimos
la convergencia fuerte en LQ(LQ)7 con la que se puede pasar al limite en el sistema de
momentos discreto (3).

donde
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