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Resumen

En primer lugar probamos la existencia y unicidad de atractor para sistemas
dindmicos multivaluados abstractos, tanto en el caso no auténomo como en el ca-
so aleatorio. La hipdtesis habitual de compacidad de tales sistemas es sustituida por
la hipétesis méas débil de compacidad asintética. Posteriormente aplicaremos la teoria
abstracta para tratar una ecuacién de reaccién-difusion con memoria donde el retardo
puede incluso ser infinito. Otra particularidad de nuestros resultados es que tampoco
supondremos unicidad de solucién para dichas ecuaciones.

1. Preliminares

A continuacion presentamos las definiciones y resultados que consideramos fundamen-
tales para sistemas dindmicos multivaluados no auténomos y aleatorios y formulamos
condiciones suficientes para la existencia de un atractor pullback para tales sistemas, el
cual es un conjunto aleatorio si la perturbacion aleatoria es un ruido.

A un par (2,0) donde 0 = (0;)¢cr es un flujo sobre €, es decir,

0:RxQ— 0
0y = idg, Oryr =000, =:0,0, parat, T €R
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se le denomina una perturbacion no autéonoma.

Sea P := (Q,F,P) un espacio de probabilidad. Consideremos ademds un flujo no
auténomo medible 6, dado por 6 : (R x Q,B(R) @ F) — (Q,F). A (Q,F,P,0) se le
denomina un sistema dindmico métrico.

A partir de ahora supondremos que X = (X, dx) es un espacio Polaco.

Sea D : w — D(w) € 2% una aplicacién multivaluada. Al conjunto de todas las
multifunciones D : w — D(w) € 2% con iméagenes no vacias y cerradas lo vamos a denotar
por C(X). Denotemos por Py (X) al conjunto de todos los subconjuntos no vacios y
cerrados del espacio X.

Una aplicacién multivaluada D : w — D(w) se dice que es un conjunto aleatorio si

inf dy(z,
wﬁyélg(w) X(«T y)

es una variable aleatoria para cada x € X.

Definicién 1 Una aplicacion multivaluada U : RT xQx X — Py(X) se denomina sistema
dindmico no auténomo multivaluado (MNDS de las siglas inglesas) si verifica:

i) U(0,w, ) =idx,

i) U(t+7,w,2) CU(t,0;w,U(T,w,z)) (propiedad de cociclo) para todo t,7 € RT x €
X,we Q.

Se dird que el MNDS es estricto si en ii) se verifica la igualdad. Un MNDS se dice
que es un sistema dindmico aleatorio multivaluado (MRDS) si (t,w,z) — U(t,w,x) es
B(RT) @ F @ B(X) medible, i.e. {(t,w,z): U(t,w,z)NO # 0} € B(RT) @ F @ B(X) para
cada abierto O de X.

A continuacién vamos a introducir algunas propiedades topoldgicas para un MNDS U,
para lo que recordamos la definicion de semidistancia de Hausdorff entre dos conjuntos
no vacios A, B:
distx (A, B) = sup inf dx(z,y).
tcAYEB

Decimos que U(t,w,-) es semicontinuo superiormente en xy si para cada entorno U de
U(t,w,xq) existe 6 > 0 tal que si dx(zo,y) < ¢ entonces U(t,w,y) € U. Por otro lado,
U(t,w,-) es semicontinuo superiormente si es semicontinuo superiormente en cada zg € X.

Formulamos ahora un resultado general asegurando que un MNDS define un MRDS.
Para ello necesitamos que 2 sea un espacio Polaco y F sea la o—dlgebra de Borel asociada.

Lema 2 Sea Q2 un espacio Polaco y F su o—dlgebra de Borel. Suponganos que (t,w,x) —
U (t,w,x) es semicontinuo superiormente, entonces esta aplicacion es medible en el sentido
de la Definicidn 1.

Otra definicién que necesitamos para estudiar la existencia de atractores para los sis-
temas dindmicos es el concepto de invarianza. Diremos que una aplicaciéon multivaluada
D es negativamente, estrictamente o positivamente invariante para el MNDS U si

C
D(0w) = U(t,w,D(w)) paraw €, t € RT.
D)
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Sea D una familia de aplicaciones multivaluadas con valores en C'(X). Decimos que K € D
es pullback D-atrayente si para cada D € D

, H—IP distx (U (t,0_4w, D (0_4w)), K(w)) = 0, para todo w € Q.

B € D se dice pullback D-absorbente si para cada D € D existe T = T'(w, D) > 0 tal que

U(t,0_w,D (0_4w)) C B(w), para todo t > T. (1)

Consideremos a partir de ahora una familia D de aplicaciones multivaluadas en C'(X)
verificando la propiedad de inclusién cerrada (ver SchmalfuB [3])): si D € Dy D’ es una
aplicacién multivaluada en C(X) tal que D'(w) C D(w) para w € 2, entonces D’ € D.

Definicién 3 Una familia A € D es un D-atractor pullback asociado a un MNDS U si:
1) A(w) es compacto para cualquier w € §;

2) A es pullback D-atrayente;

3) A es negativamente invariante.

A se dird que es ademas global si la propiedad de invarianza en el tercer item es estricta.

Definicion 4 Supongamos que U es un MRDS y que las propiedades de la Definicion &
se cumplen. En concreto, supongamos que D es un sistema de conjuntos aleatorios y que
A es también un conjunto aleatorio con respecto a P¢, el completado de P. Entonces A es
un D-atractor aleatorio (global) asociado a U.

La principal herramienta para probar la existencia de un atractor es el denomina-
do conjunto omega-limite (en sentido) pullback para el MNDS U. Definimos el conjunto
omega-limite pullback por

A(D,w) = JU 60w, D (6_w)).

s>0t>s
Podemos probar el siguiente resultado:!

Teorema 5 Supongamos que el MNDS U(t,w,-) es semicontinuo superiormente para

t>0yweN Sea B una aplicacion multivaluada tal que el MNDS es asintoticamente

compacto con respecto a B, i.e., para cada sucesion t, — 400 y w € ) cada sucesion

Yn € U(ty,0_4,w, B(0_4,w)) es pre-compacta. Supongamos también que B € D es pullback

D—absorbente. Entonces, A (w) := A (B,w) es el inico D-atractor pullback asociado a U.
Si ademds U es un MNDS estricto, entonces A es global.

Con respecto a la medibilidad de la Definicién 4 podemos probar el siguiente resultado:

Lema 6 Bajo las hipdtesis del Teorema 5, sea w — U(t,w, B(w)) un conjunto aleatorio
para t > 0. Supongamos también que U(t,w, B(w)) es cerrado para todo t > 0 y w € .
Entonces el conjunto A introducido en el Teorema 5 es medible.

'En general todas las demostraciones pueden consultarse en [1].



T. Caraballo, M. J. Garrido Atienza, B. Schmalfuf}, J. Valero

2. Ecuaciones de evolucion abstractas

Consideremos la siguiente ecuacién de evolucién aleatoria con memoria

% = Ay + f(Ow, yt). (2)

A se supone que genera un Cp semigrupo de contracciones (S(t)):>0 en un espacio de
Banach separable (H, || - ||), de ahi que

1S(t)x| < ||zlle”*, paraalgin a >0 y cadat > 0.

Supondremos ademés que para todo t > 0, S(t) son compactos.
El término no lineal f depende de w y del término retardado y; definido por

| ylt+s) forsel-t0]
yels) = { zo(s+1t)  s<—t

donde ¢t > 0. Para 7 > « introducimos el espacio

Cy ={u € C((—00,0]; H) : existe TEI_DOO’U,(T) ey,

y definimos [[ully := sup,¢(_o 0] €77 [[u(7)|| < oco. Dicho espacio es un Banach separable [2,
p.15].

Supondremos que zy € C,, y dotamos entonces la ecuacién (2) con la condicién inicial
y(t) = xo(t), t < 0. Finalmente sea f : Q x C, — H tal que la aplicacion w — f(w,y) es
F medible para cualquier y € C, fijo, y la aplicacién y — f(w,y) es continua de C,, en H
para cualquier w fijo.

Supongamos que existen dos funciones no negativas ¢; : 2 — R, i = 1, 2, medibles respecto

a F. Supongamos ademds que ¢t — ¢;(6,w) es integrable con respecto a cualquier intervalo
finito (a,b) y subexponencialmente creciente para t — +oo y w € €, es decir, que ¢ es
una variable aleatoria temperada. Para co supongamos que Ecy < 0o y que

1 t
lim / c2(Orw)dr = ¢o.
0

t—+o0

Finalmente supongamos que se satisface la condicion
[f(w, yll < er(w) +ca(w)llylly paraw e, yel,. (3)

Queremos enfatizar que no suponemos que f sea Lipschitz continua en ningin sentido.

Bajo las condiciones anteriores, y usando el teorema del punto fijo de Schauder, se
puede probar que para cada xg la ecuacién (2) posee al menos una solucién débil en C,
sobre cada intervalo [0, T], entendiendo que para w € Q 'y z¢ € C,, la funcién [0,T] 3 ¢t —
y: € C, es solucién débil de (2) con condicién inicial xg si satisface

S+ 8)xo(0) + [TTSE+ s —T)f(Brw,ys)dT 2 s € [—t,0]
ls) = { ’ Oxo(s +t) ! Dos < —t, ()

para todo t € [0, 7.
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Ademas se puede deducir la siguiente estimacién a priori para la solucién de (2): si y;
satisface (4) sobre [0,T), T € RT U {+occ}, entonces

R t R
lyelly < e= 0tCQ(QTW)dT||9UOHV +/ emem :CQ(qu)dqm (Orw)dr. (5)
0

Una consecuencia inmediata de esta cota es que cada solucién de (2) es global.

Definimos U (¢, w, x¢) como el conjunto de soluciones débiles (4) en el instante ¢t > 0, es
decir, U(t,w, xp) = U y, donde la unién es tomada en el conjunto de las soluciones débiles
[0,+00) 3t — y; € C, tales que yo = xo. Un primer resultado que se puede probar es que
la aplicacion U asi definida es un MNDS estricto. En particular, para cualquier ¢ > 0 fijo
se verifica que U(t,w, D (w)) € C(Cy) si D € C(C,).

A partir de ahora consideraremos el sistema D dado por las aplicaciones multivaluadas
D de C(Cy) tales que D(w) C Be, (0, 0(w)), la bola cerrada de C,, de centro cero y radio
0, el cual se supone que tiene un crecimiento subexponencial, i.e.,

710g+ o(6w) =0 paraw €
. .

t—+oo

Teniendo en cuenta la estimacién a priori (5) podemos demostrar la existencia de una bola
absorbente. En concreto

Lema 7 Supongamos que
Eco = < a. (6)

Entonces la bola B(w) de C, con centro cero y radio aleatorio (respecto de F) dado por
0 Ry
R(w) =2 / et - ex)dse (9 w)dr (7)
—00

estd contenida en D. Ademds B es pullback D—absorbente en el sentido de (1) y verifica
U(t,w,Bw)) C B(Ow) parat >0 yw € (.

A partir de aqui podemos probar que, bajo la condicién (6), el sistema dindmico multival-
uado U es semicontinuo superiormente y pullback asintéticamente compacto con respecto
a B definido en el Lema 7, y que el MNDS generado por (2) tiene asociado un D-atractor
pulback A en C(Cy).

Ahora queremos demostrar la existencia de un atractor aleatorio para (2). A partir
de aqui supondremos que podemos dotar a {2 de una métrica de forma que tengamos un
espacio Polaco. F es la o—-élgebra de Borel de (), y 6; se supone continua sobre ) para
t € R. Supondremos ademas que

AxCy3 (wy)— f(wy) € H (8)

es continua.
Veamos una condicién suficiente bajo la cual el MNDS generado por (2) es un MRDS.
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Teorema 8 Supongamos (8) y que para cada wy €  y tog € R existe un entorno V. =
V (wo, to) tal que para algin p > 1

¢
/ (e1 (Brw)! + ca (rw)!) dT < C (wp, to) < 00,  para todo (w,t) € V. 9)
0

Entonces la aplicacion (t,w,xo) — U(t,w,xo) es B(RT) @ F @ B(Cy) medible.
Finalmente vemos que el atractor pullback es también atractor aleatorio:

Teorema 9 Supongamos las condiciones (8), (6) de tal modo que existe el D—atractor
pullback A en C,. Supongamos ademds que para algin pn > 1

t
/ (1 (Orw)! 4+ co (Brw)!")dr < C (t) < 00, para todo w € Q, (10)
0

y que el radio de la bola absorbente R (w) es uniformemente acotado sobre w € §). Entonces:
1) UyenA (w) es pre-compacto en C.,.

2) La aplicacion w — A (w) es semicontinua superiormente.

3) La aplicacion w — A (w) es F medible en C..

Queremos senalar que podemos también probar que A es el atractor aleatorio usando el
Lema 6 pero en dicho caso necesitariamos que el espacio de probabilidad fuera completo.

3. Ecuacion aleatoria de reaccion-difusion con retardos

En esta seccién vamos a aplicar los resultados abstractos para demostrar la existencia
de atractor pullback y aleatorio asociado a una ecuacién aleatoria de reaccién-difusién con
memoria.

Sea O C R™ un abierto acotado con frontera suficientemente regular. Sea H = L?(0),
y denotemos por ||-|| su norma. Sea —A el operador de Laplace A con condiciones Dirichlet
homogéneas. Entonces se sabe que

D(A) = {u € HYO) : Au € L*(0)},
o = inf{||Vulr2(0) - u € Hy (O), [Jul| = 1}.
HE(O) es el espacio de Sobolev de las funciones en H con derivadas generalizadas en H

las cuales se anulan sobre la frontera 0O. Entonces A es el generador de un C semigrupo
de contracciones (S(t))¢>0 sobre H verificando

1S#)v]| < e *|[¢|], paracadat >0y v € H,

siendo @ > 0 el primer autovalor de A en H}(O). Ademds S(t), t > 0, son operadores
compactos sobre H.

Supongamos que ) es un espacio Polaco sobre el cual 6; son continuas y sea F la
o—algebra de Borel de ). Sea v > a.

Consideremos una funcién continua g : H — H tal que

[lg(w)|| < di + da||u||, para todo z € H,
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donde d;,ds son constantes reales positivas. Sea o :  x R~ — RT tal que para a € R~
fijo la aplicacién o(-,a) es medible, y para w € Q fijo, (w, s)—0c(w, s) es suficientemente
regular de forma que la integral

G (w) := /D o(w,s)e ¥ds

—00
es finita para w € €, siendo ¢y una variable aleatoria tempererada con Ecy < d%. De
ahi que la aplicacién f : Q x C, — H dada por

0
f(w,6) = / o(w, 5)g(£(s))ds,

—00
esta bien definida para w € Q, £ € C,. Definiendo ademas ¢; (w) := ono o(w, s)ds entonces

0 0

o(w,s)ds —|—d2/ o(w,s)e” 7%e78||€(s)]|ds

—0o0

(@8] <d1/_

= dic1(w) + daca(w)|[€]]y =1 e1(w) + ca(w)[[E]]4-

Claramente w — f(w,§) es medible para cualquier ¢ € C, fijo.
Probemos ahora que para cualquier w fijo la aplicacién § — f (w, &) es continua de C,
en H. Supongamos que &, — £ en C,. Notemos que entonces

o(w,$)g(&n(s)) — o(w,s)g(&(s)), para todo s < 0,
y para cualquier M >0
o, 8)9(€n(s)) — 0w, 8)g(€(s))]| < o (w, 5) C(M), para cualquier 5 € [~M,0].

Entonces usando el teorema de Lebesgue obtenemos

0
/_M lo(w, $)g(&n(s)) — o(w, s)g(&(s))|| ds — 0, para cualquier M > 0.

Ademds, para cualquier € > 0 existe M = M (¢) tal que

-M
/_ 0w, £)g(En(s)) — 0w, $)g(E(s))]] ds
~ M

-M
< 2d1/ o(w, s)ds + d (sup 1nlle, + ||§”Cv) / e Po(w,s)ds < e.

— 00 —0o0

De ahi que para cualquier € > 0 existe N (&) tal que

1f (wns&n) = f (W, §)]| < 2¢,sin > N,

con lo cual la continuidad esta probada.

Ya que ¢;(w) < ¢2(w) para todo w € , gracias a las hipdtesis sobre ¢3, sabemos que ¢;
estan bien definidas y son variables aleatorias positivas y temperadas. Ademads f satisface
la condicién (3). Suponemos que ¢ — ¢;(6;w) es integrable con respecto a cada intervalo
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finito (¢1,t2) y w € Q. Por el teorema ergédico lo mismo es cierto para ¢. Claramente se
verifica (6).

Por tanto, hasta ahora tenemos garantizado que la siguiente ecuacion aleatoria de
evolucién con memoria

dy

P —Ay + f(Ow, yt)

genera un MNDS que tiene asociado un tnico atractor pullback A. Queremos probar que
este MNDS es también un MRDS y que A es su tinico atractor aleatorio asociado. Para ello
supongamos que 2 x R™ 3 (w, s) — o(w,s) > 0 es continua y verifica o(w, s) < D (w) e,
con § > v siendo w — D (w) una funcién acotada. En particular suponemos

Dw)<C:= M, para todo w € . (11)
2ds
De manera similar a como antes se demostré la continuidad de f de C, en H se puede
probar la condicién (8).
Ahora probemos la condicién (9). Sea p > 1. Teniendo en cuenta que § > v y las
definiciones de ¢;(w) y c2(w), obtenemos que para todo w € Q

t t 0
/ (c1 (Brw)! + ¢ (Brw))dr < / / D(B,w)! et (d + die %) dsdT < oo,
0 0 J—o0

asi que la condicién del Teorema 8 se cumple, y por tanto tenemos un MRDS.
Para probar que A es ademas un atractor aleatorio para este MRDS tengamos presente
que R(w) viene definido por

0 Ro(a, %0 o0 —¥7dr)d 0
R(w) = 2/ o7t 7 (d2 2o o(Ose )™ dr)ds <d1/ U(HTw,s)ds> dr.

Por tanto
0 R, R 0
Ry < [ ermon (e, (/ 658d3> dr
0 cd
< 20d1 / B a_ﬁ TdT _ QCdl _ 4Cd1’
0 Jow 5 (a el ) da

asi que R(w) es uniformemente acotado sobre w € (2, y entonces las condiciones del
Teorema 9 se verifican. Por tanto, A es el atractor aleatorio asociado al MRDS.
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