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Resumen

En este trabajo introducimos un método de descomposicion de dominio sin so-
lapamiento con penalizacién, que viene motivado a partir de un andlisis del error a
posteriori del método estudiado por T. Chacén y E. Chacén en [5] y [6].

Con el objetivo de mejorar la tasa de convergencia del método de [6], en este
trabajo, introducimos una nueva version de este método en la cual un término de
penalizacién H&éQ(F) reemplaza el término L?(I") del original de [6]. Usando este
nuevo término, el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar una solucién con un
error del mismo orden que el error de discretizacién, se reduce significativamente.

Realizamos ademéas un andlisis de error a posteriori, que nos permite desarrollar
un estrategia para determinar simultdaneamente un parametro de penalizaciéon 6ptimo
y una malla optimal, para reducir el error por debajo de un valor prefijado.

Varios test numéricos muestran los buenos resultados de nuestras aproximaciones.

1. El problema penalizado

Sea  C R%(d = 2, 3) un dominio simplemente conexo y acotado con una frontera 95
Lipschitz-continua. Consideramos una descomposiciéon simple de €2 en dos subdominios
Q1 y Qo que no se solapan. Sean I' = 9Q1 NI, I'; = 0Q; N O, i = 1,2, fronteras que
suponemos que todas son dominios (d — 1)-dimensionales Lipschitz-continuos, con medida
(d — 1)-dimensional positiva. Denotamos por n;; el vector normal exterior a I' que apunta
desde €); hacia €); y sea n = nya.
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Consideramos ademas los espacios de Sobolev
Xi:Hl(Qi;Fi):{’UEHI(Qi) tal que Ul :0}, i=1,2; X =X; x Xo.

Para u = (u1,u2),v = (v1,v2) € X definimos el producto escalar y la norma sobre X
2

((w,v))x = Z(vui’vvi)ﬂm HuH?X = ((u,v))x,
i=1
Consideramos el problema de Poisson en {2 con condiciones de contorno homogéneas:
Dada f € L?(2), hallar u € H () tal que
(Vu,Vo)o = (fiv)a, ¥V v e Hj(Q) (1)
Para introducir la nueva versiéon del método estudiado por T. Chacén y E. Chacén en
[6], recordemos que HSéQ (') es el subespacio de funciones de H'/?(T") cuya extensién por

cero a, por ejemplo, 9Q; pertenece H'/2(9Q1). Un producto escalar intrinseco en H(%Q ()
viene definido por

ool = [ w@)o@de + [ [

D) —w) @) =vw) 40 )

(w(
r |z —yl
w(z) v(z)
———d
“
donde el primer usando es el producto escalar usual en L?(T") (Cf. [1]).

Por simplificar, denotamos también por [[-,-]]r el producto escalar L*(T), y estudia-
mos a la vez tanto la penalizacién L?(I") como la HééQ (T") utilizando la misma notacién.
Distinguiremos cada caso cuando sea preciso.

Introducimos entonces nuestro problema penalizado con penalizacién Héé 2(F) 6 L*(I),
como

Hallar u€ € X tal que

(P.) 1. 2
(0, v))x + - [[u§ — u§y o1 — valle = 3 (f, vi)a, para todo v € X.

€

i=1
con € un parametro destinado a tender a cero. Este problema tiene una tnica para cada
€ > 0 debido al Lema de Lax-Milgram.

Observacion 1 El método original introducido en [6] consideraba solo un término de pe-
nalizacion L*(T) para asegurar la continuidad de u® = (u,u$) a través de T'. Nosotros
aqui consideramos ademds un término de penalizacion Hééz(f’) para garantizar la con-
tinuidad en un sentido mds fuerte. Em ambos casos, el método puede ser interpretado como
la formulacion variacional de un sistema acoplado de PDEs con la siguiente estructura

—Auy = f en —Auy = f en o,
Uq =0 sobre T'q, U = 0 sobre T's,
OnppU1 = Eb(ul —ug) sobre T, Ony U2 = Eb(w —uy) sobre T,

donde b es un operador lineal, acotado e inyectivo definido sobre I', que se reduce a la
identidad cuando se usa penalizacion L*(T). En consecuencia, el método asegura la con-
tinuidad de los flujos mormales a través de I' y fuerza por penalizacion la continuidad de

uE
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2. Discretizacion del problema penalizado

Para discretizar el problema (P,), consideramos una familia regular de triangulaciones
{ZTin} {(h>0} de cada ; tales que I' sea la unién de caras o lados completos de elementos K
en cada 7. Sea Ty, = Ty U Tap,.

Suponemos que los conjuntos de trazas de 775, y Zop sobre I' son iguales a un mismo
conjunto, que denotamos por &} . Entonces, {75} (h>0} constituye una familia de triangu-
laciones regulares de €2.

Ahora sobre las triangulaciones 7;;, construimos una familia de subespacios de elemen-
tos finitos X;, de X; (i = 1,2). Sea Xp, = Xy X Xop.

Entonces, nuestro problema penalizado discretizado es la aproximacién por ele-
mentos finitos Galerkin estandar uj = (ug,,us;,) € X, de u®, solucién de

Hallar uj, € X}, tal que
((uf,,vh))e = F(vy) para todo v € Xp,.

(Pen) {

Este problema admite una tinica solucién para cada ¢ > 0.
Para resolver numéricamente (P, 5 ), consideramos ahora la técnica paralela mediante

aproximaciones sucesivas introducida en [6] siguiente:

Para n = 0,1,2,..., los términos u?“ = uﬁrl’e e Xy u’gﬂ = ug}fl’e € Xop se

computan a partir de u};, y u3, resolviendo (quitamos los indices € y h por simplificar),
1
(VU?+1’ vvlh)Ql + E[[u?l’LJrl - U’g, 'Ulh]]l—‘ = (fv /Ulh)Qn v Vip € tha
(Pon) (3)
(Vuld ™, Vogy) Lpuntt — g = v X
2 ’ 2h )2 + € [[UZ Uy, ’Ugh]]f‘ — (f7 /U2h)927 Vop S 2h-

Para el analisis que realizaremos en las secciones siguientes, supondremos que cada
espacio de discretizacién X;;, contiene el espacio X} definido por

Xy = {wn € HY(Q); w, € Py (K), VK € Tip, wpy, =0}, (4)
donde Py, (K') denota el espacio de las restricciones a K de los polinomios con d variables

y grado total < k; para k; entero positivo.
Ademds asumiremos que su espacio de trazas sobre I' es

Win = {’Uh S H&(F) © Un, S sz.(e), Ve € 5]5 } (5)

3. Analisis de error a posteriori

En esta seccion realizamos un andlisis de error a posteriori de ambos métodos, con el
objetivo de estudiar la optimalidad tanto de un indicador del error de penalizacién como
de un indicador del error de discretizacién, que definimos como sigue:

s Una familia de indicadores locales del error de discretizacion, es:
Para cadai=1,2 yK € T,

0l = e 1+ Dullreiey + Y b 0nicuin]lze),

e€lk
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donde

e hi v he son el didmetro de K y e, respectivamente,
e nx es el vector normal unitario exterior a 0K, y

o [On us,] es el salto de Op,uf;, a través e si e no estd incluido en I', y
Ont]), — Ongusy, si e estd incluido en I

e &x es el conjunto de los lados (d = 2) o caras (d = 3) de K que no estén
contenidas en I'.

Entonces, un indicador del error de discretizacion es la suma hilbertiana de los

nk:
1/2

2
D _ K \2
My = E , E : (m:")
i=1 KET,
s Un indicador del error de penalizacién, es:
P € €
= ||u —Uu 1/2 .
M = lluip 2hHHOé ()
Para analizar la optimalidad de ambos indicadores de error, consideramos el error de

penalizacion E. y el error de discretizacién Fj,, definidos respectivamente por

2

2
Be=) |u—uflo, En=>_uf—ufla,.
=1 i=1

Entonces, en primer lugar, establecemos las siguientes acotaciones:

Teorema 1 Los indicadores de error 77,113 Y n,?, verifican las siguientes estimaciones

1/2
2
P < LB (YN BRI Al : (6)
i=1 KeT;p
2
ny < O u— e, < OBy + Eo), (7)

i=1
para ciertas constantes C > 0 y C' > 0 que son independientes de € y h.

La demostracién puede verse en [2].

Nuestro resultado principal de estimaciéon de error a posteriori, que prueba la cuasi
optimalidad de ambos indicadores, es el siguiente:

Teorema 2 Supongamos que los espacios de trazas Wiy y Way, definidos en (5) coinci-
den. Entonces, la solucion del problema penalizado discreto (Pp, ) satisface la siguiente
estimacion de error a posteriori

1/2
9 /

2
€ 2
Z|U*U¢h‘1,ﬂi <C 775+ Z Z (MKUZK) +h%< I1f = fh||%2(K) )
i=1 i=1 KE€T;p,
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. (I+ X)) st KNT #0,
con,uK—{ 1 si KNI =40. ; donde

i) En el caso de penalizacion L*(T) es,

M= (har/ho) %, con hy = méx hg, hm= min hg;
KNT#£) KNI'#£)

it) En el caso de penalizacion H&éQ(F) es,
A = (g /hom + b D)Y2,

La demostracién también puede verse en [2].
Observacién 2

» Los teoremas (1) y (2) prueban la cuasi optimalidad de nuestros indicadores de error.
La optimalidad se tendria st pg = 1, pero no la hemos podido probar por dificultades
técnicas.

s Fn el caso de penalizacion H&P(F), hay ademds una perdida de optimalidad de

h,}lﬂ. No obstante, esta perdida se limita también a los elementos, lados o caras que
intersectan a la interface I'.

4. Experimentos numéricos

Para analizar el rendimiento practico de nuestros métodos, hemos realizado varios en-
sayos numéricos para el problema de Poisson como problema modelo, en dimensién
d = 2. Estos ensayos han sido desarrollados sobre el cédigo de elementos finitos FreeFEM-++,
usando elementos finitos P1-Lagrange.

Cada experimento numérico ha sido validado en el caso del dominio €2 la L-shape
10, 1[?\[1/2, 1[2, descompuesto en dos subdominios, con interface I' su interseccién con la
recta y = x. Ademads, hemos considerado un problema de Poisson con condiciones de
contorno homogéneas con solucién analitica conocida, definido sobre la L-shape.

Finalmente, debido a la dificultad para computar el producto escalar H&f (T") definido
en (2), en los experimentos numéricos hemos utilizado un producto escalar que lo discretiza,
construido usando férmulas de cuadratura (Cf. [4]).

4.1. Mejora de la tasa de convergencia:

.. 12 , , .
Observacion 3 Cuando usamos penalizacion Hoé (T"), es necesario un nimero de itera-

ciones de orden O(|log h| h=*) para obtener un error O(h*). Por contra, en [6] se demues-
tra que si se usa penalizacion L?(T') son necesarias del orden de O(|log h| h=2F) iteraciones
para obtener un error del mismo orden (Cf. [2]).

Para verificar esta mejora, hemos tenido en cuenta que, segun los resultados tedricos,

. L 1/2 . ., o
mientras que en el caso de penalizacién Hoé (T") la estimacién de orden 6ptimo corresponde

a e = O(hY), en el caso L?(I") este orden corresponde a ¢ = O(h?*). Entonces, hemos
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LShape test: Influence of the penalty parameter in the number of iterations (h=1/64)
2500 T T

1000 B

500 b

100 B

: —— No Iter (Pen. H0012)
—— No lter (Pen. L2)
1 1

0.025 0.05 0.1 0.2
Epsilon

Figura 1: Influencia del pardmetro de penalizacién sobre el niimero de iteraciones.

considerado una malla fija uniforme y hemos hecho varios ensayos variando el pardmetro
de penalizacién entre € = 0,2 y € = 0,025 en el caso HééQ(F), y entre € = 0,22 y € = 0,0252
en el caso L?(I"). Hemos calculado para cada ensayo el niimero de iteraciones necesarias
para obtener el error relativo entre la solucién exacta y la obtenida por nuestro cédigo en
seminorma H'(£2). Dibujamos, en el eje de abcisas, los valores de € para el caso H&?(F),
y los de /e en el caso L*(T).

La figura 1 muestra el test para h = 1/64. Observamos que para valores de € menores
que un valor ¢y ~ 0,04, el ntimero de iteraciones necesarias para alcanzar un determinado
error es notablemente inferior cuando se usa penalizacién H, éé 2 (T") (linea azul) que cuando
se usa penalizacién L%(T') (linea roja). Resultados similares se obtienen para mallas de

otras tallas h.

4.2. Eficiencia de los indicadores de error:

Para ello comparamos los indicadores de error 77,1; y 77{? , con los errores

2 2
Y T —uflmey v Y I Thu—uiyllze,),
=1 =1

siendo Zpu el interpolado P1-Lagrange de la solucién exacta u.

Por un lado, para verificar la eficiencia del indicador del error de penalizacién, hemos
realizado varios tests mantenido fija la malla y haciendo variar el parametro de penalizacion
entre € = 0,005 y € = 15.

La figura 2 muestra el test para h = 1/64, en el caso de penalizacién Hé[<2(F). Obser-
vamos que el indicador de error 775 (trazo rojo continuo) decrece con e hasta que el error
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. 112 _
LShape test: Influence of the Hég penalty parameter (h=1/64) LShape test: Influence H, " of the mesh size (eps=0.01)
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Figura 2: Eficiencia del indicador del error Figura 3: Eficiencia del indicador del error
de penalizacién. de discretizacién.

debido a la penalizacién es comparable con el error debido a la discretizacién. Hasta este
valor, las curvas correspondientes a este indicador y a los errores (trazo verde seminorma
H'y trazo azul norma L?) son paralelas. Por contra, el indicador del error de discretizacién
17,? (trazo rojo discontinuo) se mantiene practicamente constante y totalmente indepen-
diente de e.

Por otro lado, para comprobar la eficiencia del indicador del error de discretizacion,
cuando se usa cada tipo de penalizacion, hemos fijado el valor del pardmetro de penali-
zacion € y hemos hecho variar la talla de la malla entre h = 0,02 y h = 0,5, para mallas
cuasi uniformes.

La figura 3 muestra el test para ¢ = 0,01 en el caso de penalizacién HS(P(F). Observa-
mos el mismo comportamiento cualitativo que en la figura (2), intercambiando los papeles
de g y 1y -

Los resultados obtenidos en el caso de penalizacién L?(T') son cualitativamente simi-
lares.

4.3. Optimizacién del parametro de penalizacion con respecto a la adap-
tatividad de la malla:

Con el objetivo de equilibrar los errores provenientes de discretizacion y de penali-
zacion, consideramos la siguiente estrategia computacional, que fue propuesta por C. Bernar-
di et al. en [3] y consta de tres etapas. Primero elegimos una tolerancia n*, hacemos una
primera computacién sobre una malla cuasi uniforme y computamos 77}1LD .

Etapa 1 Inicializacién: Si 7],113 < n* entonces vamos a la Etapa 2. Si NO dividimos € por el
cociente n,f) /n* y realizamos un nuevo célculo.

Etapa 2 Adaptacion de malla: Computamos los 77¢K y su valor medio 77}’? . Entonces, para
cada K tal que mK es mayor que ﬁ}? , dividimos K en tridngulos (o tetraedros en
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dimension d = 3) més pequenos, de modo que el didmetro de estos nuevos elementos
se comporta como hx multiplicado por el cociente 77}’? / 772-K .

Etapa 3 Penalizacion: Calculamos 77,1; y n}? . 51 Si 77}1; < 77,? entonces volvemos a la Etapa 2.
Si NO dividimos € por un niimero constante de veces el cociente 77,15 / 17}? y volvemos
a la etapa 2.

Hemos desarrollado varios test numéricos, en las que dado un error prefijado, usan-
do esta estrategia, siempre conseguimos alcanzar este error, para un valor éptimo del
parametro de penalizacién y una malla final adaptada. Observamos que, mediante esta
estrategia, el tiempo de cdlculo necesario para alcanzar este error se reduce drasticamente
con respecto al tiempo de cédlculo que necesitariamos, si realizaramos el cédlculo partiendo
de la malla final, del valor éptimo de € y de una solucién inicial u?f = 0.

En concreto, para alcanzar un error relativo de 0.003 entre la solucién exacta y la
obtenida por nuestro cédigo en seminorma H!(Q), el tiempo de calculo se divide aproxi-
madamente por 4.

Observacion 4 No obstante, el tiempo de cdlculo necesario para obtener un determinado
error, es netamente mayor en el caso de usar penalizacion HééQ(F) que cuando usamos
penalizacion L?(I'). Posiblemente, esto es debido al uso de FreeFEM++ que no permite
adaptar la programacion. Esto conduce a que, en especial, empleemos mucho tiempo de
cdlculo al calcular las normas Hol({Q(F) st la malla estd muy adaptada.

Aunque la figura 1 muestra un comportamiento asintdtico mejor para el caso de pe-
nalizacion Héé2(F), en cuanto al numero de iteraciones, los resultados anteriores indican
que esta mejora solo se va a traducir en una ganancia en tiempo de cdlculo para valores

muy pequenos de h y €.
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