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1. DEFINICIONES

El objeto del presente trabajo es completar mi anterior comuni-
cacién (1), en que plantedbamos la equivalencia de los counceptos de
funcién diferenciable y analitica definidos en 4lgebras de Abel,

Necesitamos integrar funciones definidas en un intervalo de R y
con valores en un algebra de Abel A. Podriamos usar 'a integral
débil pero serfa necesario exigir alguna condicién adicional a A.
Por eso preferimos usar la teoria desarrollada en nuestra tesis. Esen-
cialmente consiste ésta en la teoria desarrollada en Bourbaki, Fone-
tions d’une wariable réelle, capitulo II, pero sustituyendo e! espa-
cio de Banach por un espacio localmente convexo,

_' Llamaremos arco diferenciable en un algehra de Abel A a una
aph_camon v : [a, 8] > A continua, diferenciable y tal que '

v 1 [e, 8] >0

sea continua. (Suponemos por tanto que existe la derivada a la de-
recha en ¢ v a la izquierda en b.)

Una aplicacién v : [a, b] > A se dird arco diferenciable a tro-
zos si es continua y existe una particién del intervalo [a, b] tal que
en cada subintervalo parcial la restriccién de vy sea arco diferenciable.

(*) Dep. Teoria de Funciones. Univ. de Sevilla
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Sea A un algebra de Abel; f: Q—> A, una funcién continua
definida en una regién Q de A; y, un arco diferenciable a trozos
¥ : [8, b] > Q. Entendemos por integral de f a lo largo de y

ff@dz

a la integral

¥
fumeMda

Integral tomada en el sentido definido en mi tesis, cor. de la prop. 32
y prop. 30.
A partir de ahora todos los arcos que aparezcan en una integral
sé supondrin diferenciables a trozos implicitamente,
Las propiedades ordinarias de la integral a lo largo de arcos son
validas aqui.
Sea

¢t [, 81> [a, b]

una aplicacién creciente sobre y diferenciable a trozos. Entonces

ff(z)dz: ff(z)dz.

e

Por tanto, desde nuestro punto de vista, los dos arcos yy vyeoe
son equivalentes. Es ficil probar formalmente que esto es una rela-
cién de equivalencia y a veces llamaremos arcos a los elementos del
conjunto cociente, Podemos asi siempre considerar que un arco estz
definido en el intervalo [0, 1].

Podemos definir sin dificultad el ¢oncepto de arco opuesto a uno
dado. Se tiene entonces

rj(z)dz==~ /.f]zldz'
s .

-

Basta aplicar las definiciones y los resultados ya probados para este
tipo de integrales.



También es posible definir la suma de arcos y se obtiene el re-

su.tado
ff(Z)dz—ff(z)dz+ff(~)d~

Tx*h

Usaremos con mtcha frecuencia en’ este "‘capltulo las funciones
F: Q- A definidas en una regién del algebra de Abel A que sor
diferenciables en Q y verifican en Q las condiciones de Cauchy-Rie-
mann. Aunque probaremos que coinciden con las analiticas, para
distinguirlas mientras este resultado no esté probado las Ilamare-
mos funciones holomorfas. :

Hemos visto que toda funcién analitica en Q es holomorfa en Q.
Podemos dar ya una condicién que, relaciona el concepto .de funcién
ho'omorfa con la integracién,

Prorosicion 1.—Sea A wun dlgebra de Abel; { - Q> A, una
aplicacidn definida en wna region 'Q de A. Las dos condiciones st-
guientes son equivalentes si f es continua en compactos.
~a) f es la diferencial de una funcidn holomorfa F : Q> A.

b) La integral de f a lo largo de un arco en Q no depende mds
que de los exiremos de 7.

Ademds se tiene en ese caso si Y es un orco de a hasta b

[f(z)dz: F (6) — F (a).
‘

En primer lugar, debemos aclarar que cuando hablamos de apli-
caciones diferenciab'es siempre serd en el sentido definido en Arias
de Reyna J. (tesis). Al decir que f es la diferencial de F, estamos
identificando los elementos de 1. A con los de A, )

Probemos que a) ==> b). Supongamos que v : [«, 8] = Q ‘es in
arco diferenciable a trozos tal que.y () = a y y (8) = b .Bastard.
probar que ,

ff(z)\dz= F (5) — F ().
T .

para demostrar b).
Sabemos que F oy es continua én [«, 8] y primitiva de

Fr )y @)
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pues salvo en los puntos donde no es difeienciable y que son en
numero finito, se tiene:

DFE.yO@=DFE®) Dy @) =DF [y(®)] ¢ (®).

Usando ahora las condiciones de Cauchy-Riemann y la hipotesis
a) = f (y (1)) ¥ (¢). Por tanto, ‘

ff(S) de=FyB)—F(y()=F (@ —F.
4

Por dltimo b) => a). Tomemos un punto fijo @€ Q. Para todo
2 € Q, puesto que Q es region, existe un arco diferenciable a trozos
v de extremos ¢ y 2. Pongamos

F (z)‘ -=f f(a)de.
7

¥ es una aplicaciéni de Q en A, pues la integral por la hipétesis no
depende de la eleccién de y. »

Debemos probar que F es holomorfa en Q. Es decir, que es di-
ferenciable en todo punto de Q y

DF (5)%) = f(5) =

Sea y un arco de b a b + &, evidentemente se tiene

FA+2)—FB)=|] f(e)da
| /

Por -tanto,

F (b + 2)—F (b) — f(b) =f<f(z)—f(b)>dz.
h g

Considerando & fijo, debemos probar que la aplicacién
R FEEHOLE
hd

es un resto.
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Probemos que es continua en compactos en b. Sea K un com-
pacto en A que contenga a b. Tomemos un entorno de O en A,
dado por una seminorma p y un ¢ > 0, Debemos encontrar un en-
torno U de b tal que '

prrevnr=r( [G@—ronis)<a
B ¥

Sea A un entorno de b p, (z— b) < » contenido en Q. A es ce-

rrado en A. Sea K’ = A 1 K. K’ es compacto en A y contiene a b.
También lo es

R {trtb]b+r €K, te[0.1]};

por ser la imagen de un compacto por una aplicacién continua, Ade-
mas, KN 2 c K.

Si b + #€KNA, podemos tomar en lugar de vy el segmento . b,
b + x, pues estd contenido en Q. Como K es compacto, p tiene uﬁ

maximo en K, sea M. Como f es continua en compactos, existe um
entorno equilibrado V de b tal que

b+y€VNR = p((b+9)—7 () <e/M.
Sea ahora
b+r€(VNDNK,

entonces

3 f (f(z)-~.f(b»dz)=ﬁ( J(.f(b+ix)~f(b))xdt).

4
«gf‘p(f(b+m)—f<.b»p(x)dt.
: _

Usando las desigualdades anteriores, esto es, < e.
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" Veamos ahora que lim (1/¢) ¥ (¢ #) = 0 tomando el limite cuan-
do t - 0 y «€ K. Usaremos la misma notac10n que antes.

Sx b + tx €A, se tiene
4 1
1/t)r (t %) = (1/1) [f(b +Eta)—f()tadg =:f(f(b +EEN—fO)Nrde
[ 0

Sea 'V el entorno -equilibrado de & determinado como antes.

Existe 2 tal que .
0<it|<a y b+s€K=>0b+tx€VA.

Entonces si & + #€ K y [ ¢t]| <= para todo [£| <1 se tiene

b+Ettre VA

Ademis
pamrea < 10 et —foNrde<aM M=e
0

Con esto se tiene
FO4+2)=F@)+7f®)x+r),

luego F es continua en compactos-en b, Esto vale para todo b € Q,
luego » es continua en compactos en todo Q. Queda asi verlflcada
la tercera condicién impuesta a los restos, c. q. d.

2. TroreEMA DE CAUCHY

Comenzamos por- una observacién sobre la demostracion del dal-
timo teorema. Al probar que b) ==> a), s6lo ‘hemos necesitado par-
te de la hipétesis, de manera que de hecho hemos probado que
) =2 a), donde b) es la relacién:
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b’) La integral de f a lo largo de una poligonal en Q no de-
pende mis que de los extremos de ésta.

Naturalmente, entendemos por poligonal una suma de segmentos.

Vamos a demostrar el teorema de Cauchy para regiones conve-
xas. El camino que seguiremos consistird en ver que si f es holo-
morfa en una regidén convexa verifica b’) y usar entonces la pro-
posicién 1 modificada como acabamos de indicar. El primer paso
es, naturalmente, el tridngulo.

Sia, b y c son tres elementos de un algebra de Abel, entende-
mos por tridngulo de vértices ¢, b y ¢ el conjunto de los elementos
de la forma wa + ¥ b + 2 ¢ con x, y, & n0meros reales positivos
o nulos tales que # + y + 2 = 1. Todo tridingulo es evidentemente
compacto. Si T = (@, b, ¢) es el tridngulo anterior, entendemos por
borde de T, d T el arco (a, b) + (b, ¢) + (¢, @), donde (a, b) deno-
ta el segmento de o hasta b.

ProposiciON 2.—Sea f: Q > A una funcidn holomorfa, defini-

da en una regidn Q del dlgebra de Abel A. Sea T un tridngulo en
Q (T c Q). Entonces

f(&dz =0
or

Supongamos, por el contrario,

jf(z)dz-.yeo.
2T

Existe entonces una seminorma p tal que
P ( /'f(z)dz)-,ﬂi'o.
dT

"Sea T = (a, b, ¢). Pongamos entonces

T, =(a, (e + b)/2, (c + a)/2), T, = ((¢ + )/2, b, (b + ¢)/2),
T, = ((a + £)/2, (& + ¢)/2, (c + a)/2)
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y por dltimo

T, = ((c + 0)/2, (b + 0)/2, c.

Es trivial probar entonces que
[iea- [t@az+ [1@ass [1@ee+ [1@ee
o T dT, a2 T, dT, > T,

Asi, pues, existe i = 1, 2, 3, 4 tal que

» ( [f(z)dz) >(1/4)1>( /'f(z)dg).
> T, 2T

Sea uno de ellos T,. Pongamos T; = T'. Por el mismo proceso
aplicado a T* en lugar de a T obtenemos T? tal que

p( [1@as )><1/4u>(ff(z>dz)-

bT~
Obtenemos asi una sucesion

ToTtoHTz2oH ..o T ...

de tridngulos tales que

? ff(z)dz)>(1/4w( ff(z)dz
o T~ o>T

Usando los teoremas conocidos para acotar integrales, obtene-
mos para la integral de una funcién g en un tridangulo T = (a, b, ¢)

p( [e@iz) <@e—a+re—n+pa—oswr @6
dT

Observemos que para T' = (¢, ', ¢’) se tiene

PO —a) + P =)+ p @ — )= @ E—a)Fp (=8 + pla—c)-



*529.__

Asi, pues, si llamamos

1M =pl—a)+pc—b+p(@a—0)

se tiene

1(T7) = (1/2) 1(T"-1) = ... = (1/20)1(T).

Como los T" son compactos y no vacios, existe 2 € 1 T*, sea

h = f («) que existe, pues f es holomorfa en Q.
Sabemos que

f(f(@)—f’(a)(z—a))dz:
oT

)

pues el integrando admite una primitiva en A. Asi, pues,

#(ff(Z)dZ)<4”‘1>(ff(Z)dZ)
oT D T

=4'"!)(j'(f(Z)—f(a)—(2~a)f’(a))dz
o Tn

<A L(T") sup p (F (o) — fa) — (2 —2) /' (2)) <

zeTH"
<20 1(T) sup p (£(2) — f (@) — (2 —a) ' (o).
zeTH
Dado ¢ >0 y el compacto T —«, existe £, tal que

lti<t, 'y Z+a€T=>p (U@t ta)—fl)—txf (@) <e

Por tanto, si z€ T7

pUE —f@)—(E—a) f () <t

siempre que exista #€ T — « tal que

ettr=2z y [i]<t,

Sea z€T; pongamos

B(@y=mi{t|(z—a)/t€T—a y t>0};

esto define una funcién real en T.
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Debemos encontrar el supremo 7, de k (2) en T" y se fendri,
si 2€ T", que '

P —fla)—(g—a) f(a)) <7y
Pongamos

Mea+ A b+ c=a con A>0 y I =1

Sea z€ T,

Decir que ¢ 2 & (2) equivale adecir
A/8) (s, — Ai) + 2 > 0.
Supongamos que
Ty — 2 | <33
esto implica que k (2) < ¢ para los ¢ tales que
— (/)8 + A, >0,

si X; > 0. (Si algn 2, se anula, la condicion relativa a ese i se
cumple siempie), Esto es para los ¢ >'8/A. "

Asi, pues, para | m;— A | <3 es k (2) < 8/, siendo A el menor
2; positivo, ' )

Pero 5 tiene un extremo superior en T"; extremo que para T
es 1, para T* es 1/2 y para T* es 1/2". Por tanto,

r, = sup k(8) < 1/A 2"

n
zeTH

De aqui que

p( [r@as) <1men,
oT

lo que es una contradiccidén, pues ¢ es-arbitrario,
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Debemos mejorar algo esté teorema. Si G es uha -regién en C sa-
bemos que ¢! (G) = Q lo es en A, Sea G’'-una region obtenida- de:
G quitando un namero finito de puntos ¢, %,, ..., ,; llamemos Q’
a la regidon ¢! (G) de A. Queremos probar el teorema para una
funcién holomorfa en ', pero para tridngulos en Q. El enunciado
exacto es. el siguiente;

Prorosicion 3.—Sean G y G = G — {t,, t,, ..., ta} ‘dos vregi,o-
nes en C; Qo' (G) y Q =2 (G) las regiones correspondientes
en un digebra de Abel A. Sea f: Q"> A una funcidn holomorfa.
Supongamos que para cade i=1,2, .. existe (€A tal que
(@) =ty I

lim (z—§) f(2) =0
aes g,

Entonces si T es un tridngulo en Q tal que d T esté en ', se
tiene o

( [reas) =0

oT

La imagen por » de T es un tridngulo A en C. Si A no contiene
ningdn ¢;, T estd contenido en Q' y el teorema es consecuencia del
anterior,

Podemos reducirnos al caso en que A no contenga mis que un
t;. En efecto, si algfin ¢, estd en A, A no puede reducirse a un seg-
mento, pues no se tendria @ T < &', Podemos entonces dividir A
en tridngulos de manera que cada uno contenga a lo mas un #,.
Como 0T no es un segmento, ¢ es biyectiva entre A y T. Pode-
mos entonces dividir T en tridngulos con la propiedad deceada
T, Ty 0 T, ¥

1'=16Ti I

0T

Suponemos, pues, que A = ¢ (T) sblo contiene un ¢, que llama-
remos ¢.
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Podemos simplificar todavia més la situacidon, Sabemos que exis-
te { €A con ¢ ({) =t tal que

lim (z —¢) f (&) = 0.

Sean @, b y ¢ los vértices de T. { = ¢ + n. Entonces ¢ (y) = 0.
Sean ademas

p(@)=a, @) =8 o) =1
Pongamos
d=at+mn b=8+nc=y+n

Sea T’ el triangulo de vértices o', b y ¢/. La proposicién anterior
asegura que

ff(z)dz:ff(z)dz.
oT > T

Pues las integrales sobre los tridngulos de vértices (¢, a, D),
{a, b, ¥’), etc., son iguales a cero.
Sea h (v) la cuacién de d T". S tiene
() — @k (7)) =1,
pues

h(7)=’\10"+/\2b/+)‘35/=A1a+)‘208+‘)‘37+'l y o) =0,

y tanto A, como =, 8, Y y A; son nimeros complejos,

Se tiene entonces

[f(z)dz - ff(h(-r)) W) dr
b'i" my
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Llamemos g a la funcién g (#) = f (# + v) que esta definida y es
holomorfa igual que fen Q:

ff(z)dz=fg(h(.~)~q)h'(.—)dr=fg(z)dz.
bT’ #wy bT/r

Donde T” es el tridngulo de vértices «, § y y. Ademas, g verifica
evidentemente la relacidn

lim (s — ) g (2} = 0.
Z-t

Ahora se tiene T” = A, es decir, el arco toma valores comple-
jos, lo que serd de gran utilidad.

Consideremos un tridngulo A" equilatero de centro ¢ y de lado |
suficientemente pequefio para que esté contenido en A, Dividiendo
A en tridngulos se obtiene ficilmente

fg(z)dz:fg(z)dz.
A 2N

Supongamos que no fuesen nulos; existiria una seminorma p
tal que
o[ [was)>o
A

“Tomemos un ¢ > 0 arbitrario; existe un entorno de ¢ tal que # per-
tenece a este entorno: ‘

ple—Hgl)<e

Entonces

e ff(z)d.e) =] f(z—t)f(z)(1/(2~t))d2')é
: oA

1
h(r)—1t

|h'(r)dr<e-3-l. v
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Pues ki (t) y 4" (r) son complejos y esta integral es la longitud del
arco.

Con esto queda demostrado el teorema. Obsérvese que directa-
‘mente sin 4 no es complejo no podemos acotar

p W @D/ (7)) — 1)
Podemos ya probar el teorema de Cauchy para regiones convexas.

Prorosicion 4.—Sea A un dlgebra de Abel; Q, una regidn con-
véxa de A; £ : Q> A, una funcidn holomorfa. Pava todo arco di-
ferenciable a trozos y cerrado v en Q, se tiene

[f(z)dz:{).
¥

La conclusién del teorema equivale a decir que la infegral de f
a lo largo de un arco no depende mas que de sus extremos. Obser-
vemos que gracias a la proposicién 2 se cumple para f la condicién
b} enunciada antes que la proposicién 2. Si tenemos en cuenta las
consideraciones que hacfamos alli basta aplicar la proposicién 1 para
probar el teorema.

Debemos dar una forma modificada a este enunciado con el fin
de obtener la férmula de la integral de Cauchy.

Prorosiciéx 5.—Sea A un dlgebra de Abel; G, una vegidn con-
vexa de C:
¢ =G—{t,t, .t}

Sean Q@ = 971 (G) y O = 971 () las correspondientes vegiones en
A. Sea £ : Q> A wno funcién holomorfa. Supongamos que porc
cada t; existe un L€ A tal que o () =t 4 Se tenga

e

ot
lim (z—1Y) f(z) =0.
2 =L,

Entonces, si v es un arco diferenciable a trozos y cerrado en Q',
se tiene

ff(z)a‘-z:O
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Basta probar que se verifica ?”). Es decir, que 1a 1ntegra1 de f
a lo largo de una poligonal cerrada en Q' €s nula.

Sean a,, 44, ..., &, los vértices de v.

Si los bordes de los tridngulos

(a,, a5 8,), (a, a,,8,), (a,0,,8a,), etc...,

estin en Q’; el resultado es consecuencia directa de la proposicién 1..
En caso contrario, serd necesario descomponer de otro modo em:
tridangulos. .
Podemos s1empre suponer los a,€ C. Transformando en caso:
contrario la poligonal y en ¥’ de vértices

@ (ao), @ (al), < (a).

Esto siempre puede hacerse (usando la proposicién 3), pues los tri-
angulos

(‘P (ai)’ <P (ai+1)l ai+1) Y (Gi, ai+13 ‘P (ai))

tienen sus bordes en Q' por estar v en Q.

No cabe duda de que en C es posible descomponer y en triangu-
los que sigan estando en G’ y que y sea la suma de ellos.

3. APLICACIONES DEL TEOREMA DE CAUCHY

En primer lugar estudiaremos las propiedades de la funcién ex--
ponencial en un 4lgebra de Abel,

Llamaremos funcién exponencial en un algebra de Abel A a la
definida por el desarrollo en serie de potencias

e% = 2nn
n=0

Como consecuencia de la proposicién 14 (cap. I), la exponencial
es funcién continua. Por la proposicién 18 (cap. I) es analitica, Por
filtimo, por la proposicién 16 (cap. I), la funcién exponencial es ho--
lomorfa.
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PROPOSICION 6.—La funcidn exponencial es un homomorfismo
entre. el grupo aditivo de A y el grupo multiplicativo A* = A —
— M de A.

Por la proposicién 8 (cap. I) se tiene para z y w pertenecientes
a A, e#*+® = ¢% ¢¥ Ademds, directamente de la definicién ¢° = 1,
luego e e = ¢° = 1. Esto es, e € A¥ para todo 2 € A,

PrOPOSICION T.—S7 A es un dlgebra de Abel, el micleo del ho-
momorfismo definido por la funcidn exponencial es 2= 1Z.

La funcién g asociada a la exponencial segiin la proposiciéon 12
{cap. I) y que hace conmutativo el diagrama

exp
—_ A

A
‘| E
g
C C

—_—

es la exponencial ordinaria. Si ¢ € A es tal que ¢® = 1, se tiene
por tanto e® =1, Asi, puee, 9 (¢)€2wiZ. Si ¢7# 2= 1k para
todo k, esto es, @ o (@), se tendria b = a—¢ (@) tal que b %0,
(b)) =0 y ¢ =1 Sélo queda ver que si 9(b) =0 v e =1 se
tiene 6 = 0.

 Si e =1, se tiene
b+ b2/21 + b3/3) ... =0,
luego
b (14 b2/2! +02/80 + ..) = 0.
Como
o1+ b6/2! +52/8! +..) =1,

si A es de integridad es b = 0. Pero esta demostracién no sirve
cuando A no es de integridad. Daremos, pues, una demostracién
diferente.
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Consideremos las dos series de potencias

T =Z (b%/n 1) &m,

donde

by=1b =1/2,b,=1/6,b, =0, ..

son los niimero de Bernouilli, En cualquier algebra de Abe!, S tie-
me radio de convergencia oo y T tiene radio 2=. Ademas, ST = L
Las dos convergen en b. Aplicando entonces la proposicién 8 (ca-
Ppitulo I), se tiene ‘

1+ b/2) + b2/31 4 )T (b) = 1.

Multiplicando por &, queda

b=b1l=(b+b2/2! + b3/3! + .)T (b) = 0.

Antes de pasar a definir el indice, debemos estudiar las propie-
dades de la funciéon 1/z en un A4lgebra de Abel A,

ProOPOSICION 8.—Sea A un dlgebra de Abel; Q, la regidn
e~ (C—{0}).

La aplicacidn { : Q > A definida por ser £ (z) = 1/z, es analitica
en Q, continug y holomorfa por tanto. Si a € Q, su desarrollo en
el entorno de a es

f(z) =1/a—(1/a2) (z —a) + (1/a%) (z —a)2 —..,,



vdlido para
lez—a)[<|le@]
Naturalmente, f estd bien definida, pues sia’a =1y a"a =1
es (¢ —a”)a =0 y multiplicando por o se obtiene o’ —a” = 0.
Y si ¢€ Q existe una «, pues , (@) £ 0. '

El radio de la serie dada es | ¢ (@) |, puesto que si § es una se--
minorma, se tiene

i V3 (7% = p, () = | 9 (1/a) | = 1/] ¢ )

y basta aplicar la proposicién 7 (cap. I).
Multiplicando la serie por ¢ + (2 — @) se obtiene usando la pro--
posicién 8 (cap. I):
(@ +(z—a) (1/a) — (1/a?) (z —a) + (1/a3) (g —a)2 + ..0= 1.

Asi, pues, la serie vale 1/2 siempre que

le(—a)|<lo@] .

De aqui se obtiene que f es analitica, proposicion 13 (cap. I),
continua por la proposicién 14 (cap. I) y holomorfa por la propo--
sicién 16 (cap. D).

-ProposiCION 9.—Sea A un dlgebra de Abel v : [o,8] > A un
arco diferenciable a 1vozos y cerrado; a € A, un punto tal que pare

todo t€ [a, 8] sea

@ () #Z o (y ().

Entonces lg integral

..fVQ—Qﬁz

¥

es un multiplo entervo de 2= i.
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Puesto que 1/(2 — @) es continua y el arco verifica

ely () Z ()

la integral estd definida. Su valor es

8
f 1//(z—a)d z = f (Y@ —aly (Hdt.
Y o
"~ La funcién
4
b= [GO—ary@dr

<s primitiva de

@O —a) vy (@
Por .tanto,-

e (y () —a) |

-es funcién continua en [o, $]. Salvo en el nimero finito de puntos,
donde y no es derivable,

e POy () —a)
lo es; su derivada vale
— e PO @A) —a) Tty (DGO —a) + ey () =0
Aplicando el teorema fundamental del célculo se obtiene que
emt D (y () — )
es constante:

e~ (y (@) —a) = e=h ) (3 () —a).
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Ademas
e-h (%) = g0 = 1,
De aqui que como v («) — a es, por hipotesis, invertible,
er) = (y () —a)/(y () —a).
Finalmente, como y («) = v () es .4 () = 1. Aplicando la propo-
sicién 7 se tiene h (8) = 2 k= ¢ para alglin entero k.

Bajo las condiciones de la proposicién 9, llamaremos indice de v
respecto de @, y lo representaremos por # (y, @) al niimero entero

nly. @)= 1/2x) | (z—a)1da
J

Para el calculo de los indices es muy ftil la siguiente propo--

sicidn.

ProrosiciON 10.—Sea A un dlgebra de Abel; v : [«, ] > A, uw
arco diferenciable a trozos y cerrado; a € A, tal que para t'€ [, BJ
sea o (v (t) 7o (a). Se tiene entonces

n{v,;a) =n(pov, @)

En efecto, como # (v, a) es entero, se tiene:

n (v, 6) = @ (n(y ) = (1/2W¢7¢(f/(z—a)—1dz)=
=<1/2wi><p( _f(y(n—a)—ly'(t)dt):

8
- f o &y () — o @) ol D di=n(pey, @)

Son triviales algunas propiedades del indice. Por ejemplo, si
n (v, @) estd definido, también lo estd

n(—“)')a') =”“‘”(’Y;d).
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Si A es un disco en C, tal que para todo ¢,
Py (INEA v o) gA

se tiene % (y, @) = 0.

Sea v un arco diferenciable a trozos y cerrado en un algebra de
Abel A, Llamamos regidn determinado por y a cada una de las re-
gilones ¢! (G) en A, siendo G las componentes conexas en C del
complemento de la imagen del arco ¢ -+vy. Llamaremos regién no
acotada, determinada por v, a ¢~! (G), siendo G la regidn no aco-
tada de la anteriormente citadas,

Si ¥ es un arco diferenciable a trozos y cerrado en A, y Q una
de las regiones determinadas por y. Entonces # (y, 2) es constante
para z'€ Q y vale 0 si Q es la regién no acotada determinada por v.

Prorosicion 11.—Sea A un dlgebra de Abel; Q = ¢t (G), wna

regidn convexa de A; f: Q—> A, holomorfa; v : [«, 8] > Q, uw
arco diferenciable a trozos y cerrado en Q; a € Q, tal que

? (v (D) # ¢ (a)

pare t € [«, 8]. Entonces

n(%a)f@)=(L@nﬂ.[f@)@——a%1da

¥

Consideremos la funcién
(f(a) —f (@) (g —a)?
definida en
' (G—{e()}) =0
es holomorfa en Q' y se tiene
lim (2 — a) F (2) = 0.

siendo F (2) el cociente incremental.
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Como y estd en Q’, se tiene por la proposicién 5:

(1/2m'>f (G () — f (@) (g — @) d & = 0.
k1

Asi, pues,

(l/2ﬂi)ff(2)(3—a)“1d2= (l/2vri)ff(a) (r—a)rdz=](a)n(y a).

Si @, es una de las regiones determinadas por y y tales que
# (Y, @) =1 si ¢ €Q, Se tiene

f(z)=(1/2ﬂi)ff(§) C—2dt,
h

para g€ Q,. En particular esto ocurre si y es una circunferencia.
La consecuencia mis importante de este resultado es la demos-
tracién de la proposicién 17 del capitulo 1.

Proposicion 12.—Sea G una vegidn de C; Q = ¢~ (G) la re-
gidn correspondiente en el dlgebra de Abel A; f : Q—> A, una fun-
<idn holomorfa vy a € Q. Entonces puede representarse f por una
serie de potencias en el entorno de a:

f(z) =32, (z—ap,
<uyo radio es mayor o igual a
d(p @), [ o),
v que coincide con f en el disco de vadio

de@. [ &.

Obsérvese que con esto se demuestra también definitivamente la
proposicién 12. Aunque puede parecer que ya hemos formado un
<irculo, pues la proposicién 12 la hemos usado al probar la propo-
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sicién 7 y ésta para la féormula de la integral de Cauchy. Pero debe
tenerse en cuenta que la proposicién 12 es trivial para la funcidn
exponencial,

Sea b € Q tal que

o (®)—o (@) | <d(p@.[ G
Tomemos un # entre estos dos nameros y sea ¥y el arco

e+ re2m®it

para t€ [0, 1]. Se tiene
o =azed [FOg—amdg,
.]',
cuando
le@) —ep@) <7

por la proposicién 11.
Pero

§ —ay+t

1/—2) = 1(—a)—(s—a)) = Z(—~ 1y

(¢ —ay

uniformemente en { para ¢ y 2 fijos. Basta tener en cuenta que soéle
consideramos los puntos de la forma

;=a+fezvu't,

donde la serie es

S(—1npr—(a+1l) pg-2mi(r4+1) t (z__a)n’

que es una serie de potencia de radio
/(& —p @) | >1;

tomada en e?™‘* de médulo unidad y usar la proposicién 11 (cap. I).
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- Al multiplicar esta serie-por f ({) se obtiene una serie que con-
verge uniformemente, pues f €s continua en compactos,
Podemos entonces integrar término a término y se obtiene

9 — " R n (z——a)" — o . ”n
M—Z“/?““Tf“l) Wf<€>d€—2“n<~ a)

donde

a, = (1/2 i) (=1 j 7O @~ @)D d ¢,
' 7

El desarrollo obtenido para f(z) vale en b por tanto para todo
z del disco de centro ¢ (a) y radio

d(p@. [ G

ya que los coeficientes dados a, no pueden de hecho depender de 7,
ya que son las diferenciales sucesivas de f que son #nicas.

Otra consecuencia importante de este resu'tado es el teorema de
Morera, ' .

Prorosicion 13.—Sea Q wuna region de un dlgebra de Abel A,
f: Q= A, tal que para todo arco diferenciable a trozos y cerrado
Y en Q se tenga

T‘/‘]“(z)alz’ = 0.

Entonces { es analitica en Q.
Por la proposicién 1, f es la diferencial de una funcién holomor-
fa F. Por la proposicién 12, F es analitica, luego lo es f.
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