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Résumé. On étudie I’effet de la rugosité d’une paroi sur ’écoulement d’un fluide gouverné par les
équations de Stokes avec des conditions aux limites de Fourier. On calcule 1’écoulement
limite et on donne des estimations, en fonction de la taille € des aspérités, de I’écart entre
la vitesse, la pression et la trainée et leurs limites. Dans le cas particulier d’une plaque, la
trainée limite est strictement supérieure & celle de la paroi lisse, contrairement a ce que
donne la condition aux limites de Dirichlet. (¢) Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Effect of rugosity on the flow of a laminar fluid with Fourier
conditions

Abstract. The effect of tiny asperities covering a wall on a flow governed by Stokes equations
with Fourier boundary conditions is investigated. We calculate the limit flow and we
give estimates of the deviations of the drag, velocity field and pressure, in terms of the
size € of the asperities. In the particular case of a plate, the limit drag is larger than
the drag of the smooth wall, in contrast with the situation found for Dirichlet boundary
conditions. () Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Abridged English Version

The flow past an infinite rugose wall R. covered with periodically distributed asperities of size
¢ is investigated. The region occupied by the fluid is

O.={zcR®:z=(2,23), 2 = (x1,22) €EIR?, 0 < 25 <7.(2')}
where r-(z') = r(2')(1+en(z', ' /), the function n = n(z’, y') being periodic with respect to both
variables z’ and y’. The fluid is described by the following Stokes system and Fourier boundary

conditions:
—vAu. +Vp. =0, V.u.=0 in O,

0:.ne + ku. =0 on R.,
Oe -ne + k(us —g) =0 on P,
where o is the stress tensor, n. is the normal and k is a friction coefficient.

Note présentée par Evariste SANCHEZ-PALENCIA.
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More precisely, we consider the unique solution (ue,p:) € (Hper(Q:))? x L2,.(Q:), where HJ is

defined by (3), Q- = {z € O, : 2’ € S} and S = (0,¢1) x (0,¢3). The drag of the corresponding

part of wall is
T. = —g. / O: . neds,
R

where R, = {z:2' € S, z3 = r.(a')}.
The limit flow as e — 0 is the solution (uo,po) € (H}e(Q))? x L2, (Q) of the following Stokes
problem:
—vAug+Vpy =0, V.uy=0 in O,
(o) .n+Ku0 =0 OHR,
oo.n+k(up—g) =0 on P,
where O is the limit domain, which is bounded on the top by the wall without asperities R.

Notice that, in the condition on R, the drag coefficient K is different from k; this is the asymptotic
effect of rugosity. The limit drag is

To=—g. / op . nds.
R

Assuming that r € W3>°(IR?), we prove (théoreme 1) that
|TE - T0| S C\/g

for all sufficiently small € > 0.
We also prove that u. — ug and p. — py converge to zero at least as quickly as /2 in (H} (Q2))?

and L (€2), respectively. More precisely, we prove that for any § > 0 there exists C5 > 0 such
that

lue — wollm (ws) < Cs Ve, e — pollL2(ws) < Cs Ve

for all sufficiently small e > 0. Here, w; stands for the open set
ws={reR*:2' €8, 0<x3 <r(z') -6}

In the particular case of a flat plate covered with asperities, we check that the limit drag Ty is
strictly larger than the drag T of the associate smooth plate. More precisely, see (4), we find the
following :

. vl bk (m) |g]? vl k|gl®
T T T LA ) ek (m) 20+ sk

1. Modélisation d’une paroi rugueuse

On considere un fluide dont la vitesse u = (u1, us, u3) et la pression p satisfont les équations de
Stokes et les conditions aux limites de Fourier suivantes :

—vAu+Vp=0, V.u=0 dans O,
o.n+ku=0 sur R, (1)
o.n+k(u—g)=0 sur P.
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Le domaine
O={zecR’:z=(2,23), ' = (x1,22) ER?, 0 < z3 <r(z')}

est non borné et limité inférieurement par une plaque plane P et supérieurement par une paroi
R qui supportera les aspérités. Ici, v > 0, k > 0 et g = (¢’,0) sont constants et donnés et n est
la normale unitaire extérieure & O. Le tenseur des contraintes est défini par ¢ = 2ve(u) —pI ol
e(u) = $(Vu +'Vu) et o .n est le vecteur de composantes (o . n); = > 0ijn;. La fonction 7 est
lipschitzienne, strictement positive et périodique en x; et xs, de périodes ¢ et £>. On considere
alors les solutions (u,p) de (1) qui sont périodiques en 1 et 2, de périodes ¢ et .

Les conditions imposées sur P et R sont de type Fourier. Si le coefficient de friction & est “grand”,
elles sont, au moins formellement, des approximations des conditions d’adhérence usuelles u = 0
sur R et u = g sur P. Il serait plus “réaliste” de supposer que le fluide satisfait les conditions de
glissement suivantes

u.n=0, (0.n)i+ku=0 surR,
n=0, (c.n)i+k(u—g)=0 sur,

ou (o .n); est la composante tangentielle de o . n. Malheureusement, on ne sait pas démontrer un
résultat analogue au théoreme 1 lorsque u et p satisfont ces conditions.
On note S = (0,41) x (0,¢>) la section de base et

Q={zeR’: 2 €S, 0<m<r(@)}
la partie bornée du domaine limitée par les portions de parois
R={z:2'€ S, z3=r(")} e¢ P={x:2" €S, z3 =0}

et par la frontiere latérale immatérielle L = {(z/,r(z")) : ' € 0S}. La trainée engendrée par la

portion R de paroi est
T:—g./a.nds:g./kuds.
R R

On note R. la paroi supérieure une fois couverte d’aspérités de petite taille, d’ordre . Plus
précisément, son profil est donné par

!

x
re(z') = r(z) (1 + sn(m’, ?)),

ot la fonction 7 = n(a’,y’) est lipschitzienne sur S? et périodique par rapport & chaque variable et
ellnlle <%, e ! est entier. 2)

Cette derniere hypothese permet de disposer un nombre entier d’aspérités dans la section de base
S ; elle pourrait étre évitée.

On note O, le domaine correspondant, (ue,pe) la solution de (1) dans O., Q. la partie bornée
de base S, et T. la trainée correspondante. Plus exactement, on s’intéresse a I'unique solution telle
que

(uE,pE) € (Ii'lil)(er(ﬂf))3 X Lger(ﬂf)a

oll, pour m > 0,
HP(Q:) = {v e Hy(O) : U(CU + (81,0,0)) = ’U(CU + (0,[2,0)) =wv(x) p.p-}. (3)
L’existence et I'unicité d’une solution dans cet espace se démontre par une méthode variationnelle.
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2. Effet de la rugosité

On s’intéresse au comportement limite, quand ¢ tend vers 0, de la solution (u.,p.) et de la
trainée T.. Avec une condition aux limites d’adhérence sur R., l'effet de la rugosité est négligeable
puisque, d’apres [2], T. tend vers la trainée de la paroi lisse. Ici, au contraire, la limite T; obtenue
est distincte de la trainée de la paroi lisse. Notons

1+ V(@) + [r(@) V(! o )2 + 2r(2') Vr(e') . V@', y)\
1+ |Vr(a)|? ’

/_i mz' .y /
(m)e') = g7 [ mGa')

e’ = (

Le coefficient de friction “homogénéisé” K, qui differe de k et qui dépend de la position z', est
donné par
K =k {m).

L’écoulement limite est 'unique solution (ug, po) € (Hl..(2))® x L2..(Q) de

per per

—vAug+Vpy =0, V.ug=0 dans O,
oo-n+ Kug=0 sur R,
oo .n+k(ug—g) =0 sur P,

ou g9 = 2ve(ug) — pol. La trainée limite est

Toz—g./ao.nds:g./Kuods.
R R

Les vitesses u. et ug, ayant des domaines de définition distincts, sont comparées sur le domaine
suivant
ws={r€R3:2' €8, 0< 3 <r(z) -6}

Plus précisément, on a le résultat suivant.

THEOREME 1. — On suppose r € W (IR?). Alors, il existe un réel C' > 0 tel que, pour tout &
vérifiant (2), on ait :
|TE - T0| <C \/‘g

Pour tout § > 0, il existe Cs et ¢s > 0 tels que, pour tout € < ¢s vérifiant (2), on ait :
llue — wollm (ws) < Cs Ve, Ipe — pollL2(ws) < Cs Ve.

Remarque. — Le facteur géométrique qui intervient dans le coefficient de trainée homogénéisé est
encadré par

1 r?(z") 1 5 1/2
— < N < _rle) 1 il D)
1+ |Vr(@)]? = (m)(z") < <1+ TF V) 9] /5|Vy n(x',y")] dy)

Ce dernier terme est majoré par le rapport des surfaces des frontieres, & savoir

lim, 0 lim. o |R- N B(z',a)|
limgo |[RN B(z',a)]

(m)(z') <
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ou B(z';a) désigne la boule de rayon a centrée en (z',r(z")).

Si R est un plan et si les aspérités ont toutes la méme taille, i.e. si r(z') = ¢3 pour tout ' € S
et si la fonction 1 ne dépend pas de z’, la trainée T. du plan rugueux est supérieure a la trainée T
du plan lisse. En effet, alors,

2 2
i T, =y = Lalkmlgl vhlklgl

e—0 v(1+ (m)) + L3k (m) 2u4Llsk )

puisque (m) > 1 (sauf si n est constante).

Remarque. — Des estimations analogues a celles du théoreme 1, pour 'opérateur de Laplace avec
une condition aux limites de Fourier ou de Neumann, sont démontrées dans [3] et [4], voir aussi [5].

Principe de démonstration du théoréme 1. — On travaille sur la formulation variationnelle sui-
vante : pour tout ¢ € (Hp.(Q:))?,

QVAEe(uE).e(¢)—AEpEv.¢+k Raupug.qﬁzk/Pgmﬁ.

On commence par établir deux estimations dans ). uniformes en £. D’une part une inégalité de

N

Korn, d’oti on déduit que [|uc||(m1(q.))s reste borné. D’autre part, toute fonction ¢ € L*(2.) &
moyenne nulle peut étre représentée par 1) = V. ¢ avec ¢ € (Hg(Q2.))? et

18l (2.))2 < C 1Yl L2 .- ()

Ensuite, on se ramene au domaine fixe {2 par une homothétie dans la direction verticale, ce qui
introduit des coefficients oscillants. En notant avec un ~ les fonctions transportées, on montre par
des techniques d’homogénéisation que

||’ZL\E — Ug — €u1||(H1(Q))3 S C\/E_?

ouu; = z3n(z’,x'/e) O3ug. On obtient la valeur du coefficient de friction homogénéisé en observant
que, dans la formulation variationnelle transportée, la contribution de la paroi rugueuse s’écrit

1+|Vm/r5|2 1/2 ~
k/ e . pds = k/ 1+|w|2) G. . dds

et que (1 + |Vare2)/(1 4+ |Vr]?)/? = (m) quand £ — 0.
Avec (5), on en déduit que
1P — pollz2(o) < C Ve.

En revenant au domaine 2., on obtient les estimations de u. et p. annoncées.
Pour la trainée, on observe que T. = kg . fP g—uc.dset Ty =kg. fP g — ug ds, donc

ITe — To| < Ck|g| |lue — uol|(mr1 (ws))2-
Les détails seront donnés dans [1].0
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