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1 INTRODUCCION Y MOTIVACION.

ntes de comenzar con el estudio que se va a desarrollar, se van a explicar las causas que han
originado su tratado, y que han llevado a la resolucion del problema que se plantea.

A lo largo de las asignaturas de aerodinamica que se imparten en el grado en Ingenieria
Aeroespacial, siempre se estudian problemas aerodinamicos estacionarios, donde la variable tiempo no se tiene
en cuenta, y, por tanto, es necesario hacer aproximaciones del problema para poder resolverlo.

El hecho de que se consideren problemas Unicamente estacionarios es debido a que el comportamiento del aire
alrededor del ala de los aviones puede aproximarse de esa manera, obteniéndose soluciones de gran precision
de una forma simple y robusta.

Pero, por el contrario, esa hipétesis de considerar flujo estacionario no siempre es valida.

Existen numerosos casos que se dan en la naturaleza como el movimiento de las alas de los pajaros, el
movimiento de la cola de los peces y diversas situaciones similares, que no pueden estudiarse formulando un
problema estacionario, necesitan la variable tiempo para poder obtener resultados veridicos.

Es por ello, que la idea que se desarrolla en estas paginas, es formular el problema de la aerodinamica no
estacionaria siguiendo razonamientos similares a los que se han hecho para plantear los problemas
estacionarios que se han tratado a lo largo del grado, evitando aportar resultados a priori y justificando todos
los pasos a seguir.

Por otro lado, también se van a justificar las formas de resolucion de problemas que se han tratado en
asignaturas de aerodindmica, como pueden ser el uso de torbellinos como soluciones elementales de la
Laplaciana. Es decir, se pretende demostrar que esas soluciones elementales del problema aparecen de forma
natural durante la resolucién del mismo, sin necesidad de imponerlas como solucion, tal y como se ha hecho
hasta ahora.

Para terminar, a la vez que se formula el modelo matematico utilizado para resolver el problema, se va ir
explicando como implementar este modelo en un método numérico que permita obtener soluciones del
problema y verificar la veracidad del desarrollo matematico considerado.



2 Consideraciones Iniciales.

2 CONSIDERACIONES INICIALES.

ara comenzar con el desarrollo de las ideas fundamentales en las que se basa la resolucion
matematica del problema, se van a explicar en esta seccion, las consideraciones iniciales que son
necesarias para comprender el método de resolucién que se va a seguir.

La primera de las consideraciones o hipdtesis que se van a realizar es que las deformaciones que sufre el ala
debido a su movimiento no se van a tener en cuenta, es decir, se va a considerar el ala como un sélido rigido
(los esfuerzos a los que esta sometida no provocan deformaciones elasticas). Bien es sabido, que el ala si esta
sometida a deformaciones elasticas, pero para realizar este estudio aerodindmico no estacionario preliminar, no
se va a considerar tal efecto.

En segundo lugar, a lo largo de todo el desarrollo, se va a considerar que el fluido es incompresible, debido a
que en las situaciones que se van a tratar se verifica que M, <« 1, irrotacional y ademas, se desprecia la
viscosidad en todo el campo fluido, excluyendo las cercanias del cuerpo (capa limite). Por dltimo, se va a
considerar que no hay intercambio de calor entre el cuerpo y el fluido.

Se van a explicar ahora una serie de conceptos bésicos para poder entender el planteamiento del problema
considerado.
2.1 Ecuacion de conservacion de la masa.

La ecuacion de conservacion de la masa o de continuidad de la mecanica de fluidos en forma diferencial es
[véase Introduccion a la Aerodindmica Potencial (Gordillo & Riboux) Capitulo 2]:

dp
- LB = 2.1
P Vip-v)=0 (2.1)
Si se desarrolla dicha ecuacion:
dp N o
P pV(®) + vV (p) = 0 (22)

Mientras, por otro lado, la derivada sustancial de la densidad se expresa:

Dp 0dp
=43 2.3
Dt 7t + vV(p) (2.3)

Donde, se define D()/Dt como la derivada sustancial de una determinada magnitud, y representa la variacion
que se produce en esa magnitud considerada respecto al tiempo cuando se sigue a una determinada particula
de fluido a lo largo de su movimiento.

Sustituyendo la igualdad (2.3) en la ecuacion (2.2), se obtiene el siguiente resultado:

Dp
it D) = 2.4
T pV(@) =0 (24)

Por tanto, si se considera la hipdtesis de fluido incompresible, la derivada sustancial de la densidad es nula, y,
entonces, la ecuacion de conservacion de la masa (ecuacion (2.4)), puede reescribirse:

V(@) =0 (2.5)

Es decir, se tiene una condicion impuesta sobre el campo de velocidades que aparece en el problema para



garantizar que se cumple la ecuacion de conservacion de la masa.

2.2 Potencial de velocidades.

La ecuacion de conservacién de la energia de la mecénica de fluidos en forma diferencial puede expresarse
[véase Introduccion a la Aerodindmica Potencial (Gordillo & Riboux) Capitulo 2]:

De _ aT+ oV(T) = —pV - ¥ (2.6)
P =Py tPeV =-—pV-v :

Por otro lado, si se aplican el primer y segundo principio de la termodindmica:

De DS D (1) DS pDp
yo)

= T —pp—(=) = pr==+ =L 27
Pt =P Dc  PPhe N TRPYT: @7)

Teniendo en cuenta la ecuacion de conservacion de la masa (ecuacion (2.4)), la expresion (2.7) puede
reescribirse:

De DS
—+pV(W) = pT — (2.8)

Dt Dt

Por tanto, para gue se verifique la ecuacion (2.6), debe cumplirse:

DS
y 2.9
Pt Dr 29)

Segun esa expresion, el valor de la entropia permanece constante a lo largo del recorrido de una determinada
particula, luego:

p Poo
S=c,In (p—y) =cte=S, =¢C,ln (p_V) (2.10)

Para que se verifique la expresion (2.10), debe cumplirse:

P _ Po

riuirw (2.12)

Donde ()., representa el valor de la magnitud considerada en zonas alejadas lo suficientemente aguas arriba
del cuerpo como para despreciar los efectos que éste ejerce sobre ellas.

La expresion (2.11) puede reescribirse de la siguiente forma:
p 1/y
p=pu () (2.12)
Poo
Mientras que, a partir de la ecuacion (2.10), se obtiene:

S

p = pYec (2.13)
Entonces, el gradiente de p puede calcularse:
v=(2) v (214)
p = |— . p .
ap/

Si se calcula la derivada que aparece en la expresion (2.14), a partir de la igualdad (2.13):

3
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629) 4 Sy
- — ypy_ ecv = —. pyecv _ —. p 215
(6p s p p 213

Entonces, a partir de los resultados obtenidos en la expresion (2.15), finalmente se obtiene:

op 4
v =(—) Vop==-p-Vp=a2-V 2.16
p a0, p pp P p (2.16)

Asi pues, de esa igualdad (2.16) puede extraerse la siguiente expresion:

a? = (Z—Z)S 2.17)

Por otro lado, la ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento de la mecénica de fluidos puede
escribirse en forma diferencial [véase Introduccion a la Aerodindmica Potencial (Gordillo & Riboux) Capitulo
2]:

ov 7(p)
457D = ——2 2.18
etV == (218)
Desarrollando, se obtiene:
172
v-V@) =V <7) —vx (Vxv) (2.19)
Se va a definir la vorticidad como:
G=xv)=20 (2.20)

Siendo 42 la velocidad angular con la que rotan los puntos materiales adyacentes a un punto material del fluido.

Entonces, la ecuacién (2.19) puede reescribirse:
172
vV =" (7> - Ux® (2.21)
Sustituyendo la expresion (2.21) en la ecuacion (2.18), se obtiene:

ov v? V(p)
i “Neprxg = —— 2.22
at+|7<2> VX W p (2.22)

Asi pues, si se toma el rotacional en esa expresion y considerando la ecuacion (2.16), resulta:

0w 1 1 a?

Entonces, teniendo en cuenta que el rotacional de un gradiente y la divergencia de un rotacional son cero y
aplicando la ecuacién de continuidad, finalmente se obtiene:

D — —
—(9> - 2.vs (2.24)
Dt\p) p

Esta ecuacién impone que la derivada sustancial del vector w/p es igual al término «/p - V¥ , por tanto,



explica que la variacion de la vorticidad que aparece a lo largo del recorrido de una determinada particula, es
proporcional a la propia vorticidad que posee la particula. Asi, a una distancia lo suficientemente lejos del
cuerpo aguas arriba, se puede considerar que las perturbaciones que éste origina sobre las particulas fluidas son
despreciables, por lo que la vorticidad en el “infinito” seria nula:

B =0 (2.25)

Llegados a esta conclusidn, segun la ecuacion (2.24), se cumple:

D (w

Lo cual expresa que la vorticidad de las particulas fluidas se mantiene constante a lo largo del recorrido de
éstas. Y, como en el infinito, la vorticidad es nula, entonces, la vorticidad es nula a lo largo de todo el recorrido
de la particula.

Puesto que, por otro lado, la ecuacion (2.20) expresa:
@=(VxD) =20 (2.27)
Entonces, se puede decir que las particulas fluidas no modifican su velocidad angular a lo largo de su

recorrido, puesto que la vorticidad es constante.

Fisicamente, este efecto es debido a la inexistencia de viscosidad en zonas alejadas al cuerpo, ya que, sin
viscosidad, no hay fuerzas capaces de modificar la velocidad angular de las particulas, puesto que es la
viscosidad la que origina fuerzas transversales en las particulas que crean momentos distintos de cero, tal y
como se representa en la siguiente figura:

Fv Fp
Fv Fp
Fv Fp

Fv Fp
Fuerzas viscosas Fuerzas de presion

Figura 2.1. Representacion de fuerzas viscosas y fuerzas de presion.

En la figura se puede observar claramente, que las fuerzas viscosas si tienen la posibilidad de transformar la
velocidad angular de las particulas, mientras que, por el contrario, las fuerzas de presion no la modifican.

Por tanto, en regiones donde no es apreciable la viscosidad, las fuerzas que actGan sobre las particulas son las
fuerzas de presion, que son normales a la superficie y, por tanto, no originan momentos externos. Por €so,
Unicamente aparecerd vorticidad en aquellas regiones cercanas a la superficie del cuerpo donde si son
apreciables los efectos de viscosidad.

Por ello, en todo el dominio fluido exceptuando la capa limite puede escribirse:
w=0=Vxv (2.28)

Asi pues, como el rotacional del campo de velocidades es cero, se puede decir que el campo de velocidades
proviene de un gradiente:
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¥ =V (2.29)

Donde la funcién ¢ se denomina potencial de velocidades.

2.3 Teoria linealizada.

Para la resolucién del problema considerado, va a ser fundamental utilizar los resultados que propone la teoria
linealizada, es por eso importante explicar los fundamentos e hipdtesis en las que ésta se basa.

Se considera un ala sobre la que incide una corriente con velocidad "U,," segun la direccion del eje “x” , tal y
como se representa en la siguiente imagen:

Z

Figura 2.2. Ala con corriente incidente.

Si se hace un corte por un plano y = cte cualquiera, se obtiene un perfil de la forma:

Z.
. 7 hmax(y
Usc-ex., / mix(y)
Y X

Figura 2.3. Corte por un plano y = cte.

6



Como en el ala no existiran grandes variaciones a lo largo del eje y, se puede considerar:

hnax V) ~hmaxy = 0) = ho;  a(y)~a(0) = ap;  c(y)~c(0) = co; (2.30)

La hip6tesis fundamental de la teoria linealizada se basa en lo siguiente:

Si se verifica que: ag < 1; hy < Cy, b donde b es la envergadura del ala, entonces se puede suponer que el
ala provoca pequefias perturbaciones sobre la corriente incidente, de forma que el campo de velocidades,
presiones y densidades se puede expresar de la siguiente manera:

PR =Up +V(#);  PE) =D +0 &) p=pe+p @) (2.31)

Donde las variables identificadas con superindice ()’ , son las perturbaciones que el ala provoca sobre la
corriente incidente, que estan caracterizadas, como se dijo anteriormente, por ser pequefias perturbaciones:

V@ < Ul P < P P K poo; (2.32)
Por tanto, la ecuacion de continuidad para el caso incompresible (expresion (2.5)) se puede reescribir:
V@) =V(Us +v)=V(v) =0 (2.33)

En esa expresion, se ha considerado que la velocidad U, es constante, ya que no se ve afectada por la
presencia del ala.

De aqui en adelante, se considera:
vV=u-g+v e +w-e (2.34)
Ademas, el potencial de velocidades se podria representar de la forma:
¢=tdot¢ (2.35)
Donde ¢ se define:
v =V(p) (2.36)

Atendiendo a todos los resultados anteiores, para que se verifique la ecuacion de continuidad debe cumplirse:

v(v)=v¢ =0 (2.37)

2.4 Problema simétrico y antisimétrico.

De forma general en aerodinamica, cuando se estudia el movimiento de un fluido alrededor de un ala, el
problema suele dividirse en dos subproblemas mas sencillos, para asi facilitar la resolucion de éste, estos son el
problema simétrico y el problema antisimétrico.

La idea fundamental de este concepto es considerar que la solucion general del problema puede obtenerse
sumando las soluciones del problema simétrico y del problema antisimétrico.

Si se representa la cuerda media del ala como:

Zala * + Zala N

. (2.38)

Zm =

Y se expresa el espesor del ala:



8 Consideraciones Iniciales.

5, = M (2.39)

Siendo X, T el extradds del ala, y X, ~ el intradds de ésta.
Con esa notacion, el extrados del ala puede expresarse:

St =20+ 2, (2.40)
Mientras el intrad6s puede representarse:

LZoa =2m — 2. (2.41)
Segun las expresiones (2.40) y (2.41), la superficie del ala puede escribirse de forma general:

Lo =2 £ 2, (2.42)

Entonces, siguiendo el razonamiento anterior, el problema antisimétrico o sustentador, se va a centrar en
estudiar el efecto que produce la cuerda media del ala X, sobre la corriente incidente. Mientras el problema
simétrico o del espesor, se centra en estudiar el efecto que produce el espesor del ala X,. Por lo que uniendo
ambas soluciones, se obtiene la solucion general del problema.

Sin embargo, el problema simétrico y el antisimétrico, poseen peculiaridades que permiten simplificaciones
importantes.

En el problema antisimétrico, se considera que todas las perturbaciones del problema son antisimétricas
respecto a la cuerda media del ala. Es decir, las perturbaciones en el extradds del ala son antisimétricas
respecto a las del intradds:

ulext — _ulint
plext = _yfint
_ (2.43)
wlext — wllnt
rext _— rint
¢ =9

Siendo ¢’ la perturbacién de una variable fluida cualquiera.

Precisamente lo contrario ocurre con el problema del espesor, en este caso, las perturbaciones se consideran
simétricas respecto a la cuerda media del ala, de forma que se verifica:

ulext — ulint
plext — pfint
, (2.44)
W'ext = —y'int
qolexl: — qolint
Por otro lado, la fuerza que aparece sobre el ala puede calcularse:
F(t) — J (pint _ pext) . (—ﬁ)dS — f (print _ plext) . (_ﬁ)ds (245)
Z'ala Zala
De manera que si se considera el problema simétrico:
plext — plint (246)

Por lo que no aparece fuerza sobre el ala.



Mientras, si se considera el problema antisimétrico:
plext — _plint (247)

En ese caso, la fuerza resultante seria;

F() =2 f p'et . 7idS (2.48)

2qla

Como conclusidn, se va a remarcar que para estudiar las fuerzas que el fluido ejerce sobre el ala, Unicamente
es necesario considerar el problema antisimétrico.

2.5 Ecuacion de Euler-Bernouilli.

Aunque la ecuacion de Euler-Bernouilli es ampliamente conocida y utilizada en el ambito de la mecénica de
fluidos, se cree muy conveniente explicar la procedencia de ésta y obtenerla de forma natural, ya que va a
aparecer continuamente a lo largo de las siguientes paginas.

Se va a partir de la ecuacion de conservacion de cantidad de movimiento en forma diferencial (expresion
(2.18)):

-

av
Pt pv - V(@) = —Vp (2.49)

Si se considera la expresion (2.29) la ecuacion puede reescribirse:

a(Ve)

P pv - V(&) = —Vp (2.50)

p
Por otro lado, si se realiza el siguiente desarrollo:

- - 1 - - 1 2

v-VW) = EV(U V) = EV(v ) (2.51)

Sustituyendo la expresion (2.51) en la ecuacion (2.50), se obtiene:

a(V$) 1 ~
5% +§pV(v2) =-Vp (2.52)

p

Puesto que es indiferente hacer el gradiente de una derivada o la derivada de un gradiente, puede escribirse
entonces:

0 1
pV ((’)_(ff)) + EpV(vz) =-Vp (2.53)

Por lo que si se agrupan términos y se considera el caso incompresible:

d 1
V(p+pa—f+5pv2) =0 (2.54)

Por tanto, ya se tiene la expresion general de la ecuacién de Euler-Bernouilli:

ap 1

ptpo-+ Epv2 = cte = Cy (2.55)

En el caso estacionario:
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1
p+5pv?=cte=Co (2.56)

Por otro lado, si se linealizan las variables:

P=Do+D;
pP=pPotp;
= +¢

b =Uye;+ 7

(2.57)

Donde la variable ¥’ es:
- — —_— —
v =u-e+v-e+w e (2.58)

Sustituyendo las expresiones (2.57) en la ecuacion (2.55):
. [’ 1 n , 2
P +P )+ (poo +p) - |5+ 5 (U + ) e+ V-8 0" &,)) | = cte =
1 (2.59)
=P T Epoo(Uooe—x))z

Expresion donde se ha tenido en cuenta que el infinito se encuentra una distancia lo suficientemente alejada
respecto al ala como para despreciar los efectos que ésta produce sobre las magnitudes fluidas, de forma que a
esa distancia, el valor de las perturbaciones es nulo y las magnitudes fluidas seran constantes (valores
representados con (), ).

Si se opera y se desprecian términos de orden superior, la ecuacion (2.59) finalmente, queda:
) ¢’
P + P E + Uoou' =0 (260)

Asi pues, se denomina ecuacion de Euler-Bernouilli no estacionaria linealizada a la expresion:

= of + Ut/ (2.61)
P = P 9t U .
Mientras que en el caso estacionario, la ecuacion es:
P = —poUot (2.62)

10



3 PLANTEAMIENTO GENERAL DEL PROBLEMA.

lo largo de esta seccidn se pretende plantear el problema a resolver, identificando las variables y las
incAgnitas que aparecen y constatando las condiciones de contorno que afectan al problema,
utilizando, para ello las ideas explicadas a lo largo de la seccion anterior.

3.1 Determinacion de incégnitas del problema.
Se va a explicar en esta seccion cudles son las variables que se necesitan obtener (incognitas) para resolver el
problema considerado.
Como se sabe, el problema a resolver es un ala que sigue un determinado movimiento en el seno de un fluido.

Para obtener la solucién del problema, el objetivo es conocer las fuerzas que aparecen sobre el ala en funcion
del tiempo.

De forma general, la fuerza que aparece sobre el ala es:

F@©) = L (it — p'ert) - (—i)dS (31)

ala

Siendo 7 el vector normal a la superficie del ala.
Asi pues, la sustentacién y la resistencia que aparecen seran:

L=F- cos(a); D= F- sen(a) (3.2)

Donde « es el angulo de ataque del ala, tal y como se representa en la siguiente figura:

I

Figura 3.1. Fuerzas que aparecen en el ala.

Entonces, para resolver el problema bastaria con obtener el campo de presiones sobre la superficie del ala y
realizar la integral que aparece en la ecuacion (3.1).

Para calcular el campo de presiones se va a utilizar la ecuacion de Euler-Bernouilli no estacionaria con las

11
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variables linealizadas tal y como aparece en la ecuacion (2.61):

- o’ 0 09’ o¢’
P = P [W + Uoou] = P o + Uy a] (3.3)
Sustituyendo esa expresion en la ecuacion (3.1), se obtiene:
e o =), , W -9¢7)
=p - . 1 34
F(t) = poo Lm < P + Uy Ix as-n (34)

Siendo ¢’ * el valor de ¢" en el extradésy ¢~ el valor de ¢ en el intradés del ala.

Puesto que para calcular las fuerzas que aparecen sobre el ala, Gnicamente influye el problema antisimétrico,
tal y como se explicé en la seccion 2.4, entonces, puede considerarse:

pt=—¢" (35)
Introduciendo esos cambios en la ecuacion (3.4), finalmente resulta:
— ap' " ap'
= . -1 3.6
F(t) = 2po fxala < 5% + Uy % ds-n (3.6)

Es decir, para poder obtener las fuerzas que aparecen en el problema, es necesario obtener el valor del
potencial de velocidades sobre la superficie del ala.

Por tanto, el objetivo del método matematico que se va a utilizar para resolver el problema es obtener los
valores del potencial de velocidades sobre la superficie del ala, para posteriormente, obtener las fuerzas que
aparecen sobre ésta. Por lo que quedan identificadas asi las incognitas del problema (valores del potencial de
velocidades sobre la superficie del ala para cada instante de tiempo considerado).

3.2 Condiciones de contorno.

En esta seccion se van a explicar las condiciones de contorno que aparecen en el problema, que ademas, van a
ser fundamentales para la resolucion del mismo

3.21 Condicion de impenetrabilidad.

Se va a comenzar en primer lugar, por la condicion de contorno que aparece sobre la superficie del ala.

Esta condicion de contorno se basa en la idea de que la corriente no puede penetrar en el ala, es decir, el
producto escalar del vector normal a la superficie del ala y la velocidad del flujo alrededor de ella debe ser
nulo.

Si se denomina z = X, T(x,y) al extradds del alay z = %,,  (x,y) al intradés del ala, entonces, la
condicion se podria representar:

V(F)
IV(F)I

-

v .

=0 ConF(x,y)=z—-24, (3.7)

Siendo V(F)/|V(F) | el vector normal al extradds o al intradds del ala, por lo que despreciando términos de
orden superior, esa expresion se reescribe:
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+ +
Zala T — _ P~

V(F) T G ay 'ey+1-e_z’ az‘alai — az‘alai RN
= = ce, — ‘e, t+e
|[V(F)| ) ) 0x * ay y z (3.8)
az'alai aZalai + 1
0x dy
Por otro lado, la velocidad consta de las siguientes componentes:
b=Us+u) e +v & +w g (3.9

Finalmente, realizando el producto escalar que aparece en la ecuacion (3.7) y despreciando términos de orden
superior, se obtiene:

Xala ™~

0x

W (x, V,2 = Zyq (x, y)) = Uy - V(x,y) € Forma en planta del ala (3.10)

Generalmente, para simplificar las condiciones de contorno, se considera que el ala es practicamente plana, por
lo que la condicién anterior se podria escribir:

Zala ™

F V(x,y) € Forma en planta del ala (3.11)

w(x,y,z=0%)=U, -

Por otro lado, puesto que la superficie del ala puede expresarse en funcion de la cuerda media y del espesor de
ésta, la condicion de impenetrabilidad resulta:

2z, X,
— 4
ox ~— Ox

wx,y,z=0%)="U, - ( ) V(x,y) € Forma en planta del ala (3.12)

Sin embargo, para obtener las fuerzas que aparecen sobre el ala, Unicamente es necesario resolver el problema
antisimétrico, tal y como se ha explicado con anterioridad. Por tanto, la condicion de impenetrabilidad para el
problema antisimétrico se expresa:

d
w(x,y,z=0% =1U, c’)_;n V(x,y) € Forma en planta del ala (3.13)

Asi pues, esa es la primera de las condiciones de contorno a las que esta sometido el problema.

3.2.2 Condiciones de contorno en el borde de ataque y bordes laterales.

Una vez se ha explicado la condicion de contorno que aparece sobre la superficie del ala, se va a proceder
ahora, a explicar las condiciones de contorno en los bordes laterales y en el borde de ataque de ésta.

Para ello, se considera la particula fluida P aguas arriba del ala como se representa en la figura:
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14 Planteamiento General del Problema.

Figura 3.2. Particula P aguas arriba del ala.

Se va a considerar, ademas, un volumen fluido diferencial alrededor del punto P tal y como se aparece en la
siguiente figura:

.
\
\
[N

p(x.y.z-)

Figura 3.3. VVolumen fluido diferencial alrededor del punto P.

En la imagen se representa la presion en ambas caras del hexaedro diferencial que rodea al punto P, puesto que
aguas arriba respecto del ala el fluido esta en equilibrio y sin presencia de cuerpo alguno, las presiones en
ambas caras del hexaedro deben ser la misma:

p't=p"~ (3.14)

Cabe remarcar que ese equilibrio de presiones no sélo se cumple aguas arriba del ala, sino que se verifica en
toda la region del dominio fluido donde no hay cuerpo alguno.

Por tanto, si se aplica ahora la ecuacion de Euler-Bernouilli de la expresion (2.61) a la cara superior e inferior
del hexaedro, se obtiene:

14



a ’+ a ’+
N AN

at dx
s ' (3.15)
—_ ¢ ¢
p - .000< at + Uoo ax
Sustituyendo las expresiones (3.15) en la ecuacién (3.14), resulta:
AT -9~ (o -9 ") D@T—9¢~
¢ -9, , 0 —¢) D@ -¢)_, (3.16)
at dx Dt
Mientras que, por otro lado, si se considera el problema antisimétrico:
pt=—¢ " (3.17)
Sustituyendo la igualdad (3.17) en la ecuacion (3.16), finalmente resulta:
T+
e _, (3.18)
Dt

Esa expresion es valida en toda la region del espacio donde no exista ala, ya que se ha obtenido a partir del
equilibrio de presiones (ecuacion (3.14)). Por tanto, se verifica de la misma forma en la estela.

Por otro lado, aguas arriba a una distancia lo suficientemente alejada respecto del ala (infinito), los efectos que
ésta produce sobre la corriente incidente se pueden considerar despreciables, por lo que, en esa region, se
cumple ¢’ = 0.

Mientras que por otro lado, la ecuacion (3.18) expone que el valor de ¢'+ permanece constante aguas arriba
del ala cuando se sigue a una particula fluida como puede ser la anterior particula P representada en la Figura

3.2. Por tanto, si el valor de ¢’ * es constante a o largo de todo el recorrido de la particula P en la zona anterior

al ala, y en el “infinito”, el valor de ¢'* = 0, entonces, el valor de ¢'* a lo largo de todo el recorrido de P
aguas arriba del ala debe ser cero.

Ese valor de ¢’ * = 0 se va a mantener constante hasta que la particula P entre en contacto con el ala, es decir,
hasta el borde de ataque de ésta. Por lo que se puede decir, que en el borde de ataque, se verifica por condicion
de contorno:

¢ =0enelb.adel ala (3.19)

Por otro lado, si en lugar de la particula P, se considera una particula Q como la que se representa en la figura:

15



16 Planteamiento General del Problema.

Figura 3.4. Particula Q aguas arriba del ala.

Al igual gue en el caso anterior, se va a verificar que ¢'+ es constante a lo largo de todo el recorrido de la
particula e igual a cero. Pero la particula Q, no llega a tocar al ala, sino que recorre el borde lateral de ésta. Por

tanto, el valor de ¢'+ se mantendra constante a lo lardo del borde lateral del ala y serd precisamente cero.
Entonces, puede expresarse que por condicién de contorno se verifica:

¢’+ = 0 en los bordes laterales del ala (3.20)

Para terminar, de manera visual, las condiciones de contorno sobre los bordes del ala quedarian de la siguiente
forma:

| =0 =0

$=0

Figura 3.5. Condiciones de contorno en los bordes del ala.

Ya se tendrian por tanto, las condiciones de contorno que afectan al problema considerado.
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3.3 Formula de Green.

En esta seccion, se va a desarrollar la conocida como férmula de Green, que va a ser el punto de partida para
comenzar con la resolucion del problema considerado, y es por eso necesario explicar de donde procede y cuél
es su significado.

Para ello, se considera un ala sobre la que incide una corriente con velocidad U,,como se representa en la
siguiente figura:

—
oo T~
\ -
/,,/ \\\\
P N
v \\
p Uxrex \
o Estela N
/ — iy \

/ N

\

\ /
\ S
\\ //

‘\\‘ /./’
\ /
N >,

7
\\\ s p
\ - ~
\\ e
S /
\\ i
S . /
\_\ S
— o s
e

Figura 3.6. Ala delimitada por superficie X, , estela delimitada por superficie 2,..;, , €sfera delimitada por
superficie X y resto del espacio, delimitado por la superficie X,.

Tal y como se puede observar en la imagen, se distinguen principalmente cuatro regiones del espacio: El ala,
delimitada por su superficie 2, , la estela, cuya superficie es 2,1, ,» Una esfera de radio e delimitada por la
superficie X, en cuyo centro se encuentra un punto x, = (xg, Yo, Zo) , Y el resto del espacio, delimitado por la
superficie X, .

Sobre todos los puntos del espacio debe verificarse la Laplaciana en el potencial de velocidades, ya que debe
cumplirse la ecuacion de continuidad (ecuacion 2.37):

Vi =0 (3.21)

Asi pues, una posible solucion a la Laplaciana seria una funcion de la forma:

1
N CErN A Y A 822
Esa funcion es una solucion elemental de la Laplaciana, por lo que se cumple:
V24 =0 (3.23)
Por otro lado, segun la ecuacion de continuidad (ecuacion 2.37):
VW =0 (3.24)

Por lo que si calcula el gradiente de esa expresion, se obtiene:
17
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V21 =0 (3.25)
Se puede escribir entonces, la siguiente igualdad:
Yo - V2V —V2y v =0 (3.26)

Ahora, se va a integrar esa expresion en todo el volumen de dominio fluido, esto es el ala, la estela, la region
que rodea a un determinado punto del espacio y todo el resto de espacio, delimitado por la superficie X, :

f (o - V20" = V2 - v")dV = 0 (3.27)
N

Por otro lado, como se cumple la siguiente igualdad:

V(o V0 = Vg - v) = Vi - V0 + V20 — V2ihv” — Vi - V0

=1 - V2o — V24, 7 (3.28)
Entonces, la expresion (3.27) puede reescribirse:
fn V(o Vv —Vihy-v)dV =0 (3.29)
Aplicando el teorema de Gauss a esa expresion, resulta:
J (ol - Vv — 7 - Vipov')dS = 0 (3.30)
2ala UZ gstela U2

Donde se ha considerado que v es cero en X, al encontrarse esta superficie a una distancia lo
suficientemente alejada del ala como para considerar despreciables las perturbaciones que ésta ejerce sobre las
particulas fluidas.

Por otro lado, segun la definicion de vy (ecuacion (3.22)):

e,
Vipy = ——% (3.31)

Siendo 7 = /(x — x0)2 + (¥ — y0)? + (z — 7,)? la distancia desde un punto (x, y, z) al punto (x,, ¥o, Zo)
y e, un vector unitario en un sistema de coordenadas esféricas centrado en el punto (xg, v, Zg)-

Asi, si se realiza en primer lugar la integral para la superficie X, (que es la superficie de una esfera de radio €)
y se tiende a cero el valor de €, se tiene entonces:

1
lim f (oTie - V0))dS = lim f (=7, -Vv)dS - 0 (3.32)
e—0 5, e—0 5, €

Mientras que por otro lado:

. — - . 1 - —7 .. 1 et 1 2
lll’)% i N - VYgv - dS = _B—I;% i =V dS =-v ll_l:% i gds =-v 215)%6—2-4716 (3.33)
Por tanto:

18



lim —7i, - Vpov - dS = —v (Xg) - 4m (3.34)
(d z,

Con estos resultados, la ecuacion (3.30) puede reescribirse:

-G = | (ot - V7 — - Vv )dS (335
2Zaia U estela

Si se multiplica escalarmente esa expresion por el vector e, se obtiene:

4 - W' (Xg) = f (WYofi - Vo' — 11 - Vipyw)dS (3.36)
Zata UZestela

Asi pues, si se considera el problema antisimétrico, tanto para el ala como para la estela se verifica:

w(x,y,z=0")=w(xy,z=07)

N . (3.37)
nr Vi = -1 - Vi
Debido a esas igualdades, debe cumplirse:
j - Vipow'dS = f - Vipow'dS =0 (3.38)
Zala +Uxala B Zestela +Uzestela B
Por tanto, sustituyendo esos resultados en la ecuacion (3.36), resulta:
a1 - w'(xg) = f Yol - Vo dS (3.39)

2ala UZestela

Ahora la normal a las superficies 2, T Y Zosrera T €5 —€, Y a las superficies 2y, " Y Zostela €S €5, taly
como se ha representado en la Figura 3.6, sustituyendo estas normales en la ecuacion (3.39):

i (%) f " 0w dS+f 902 as
T-w(Xp) = Yo 0
Zala +U£estela + aZ Zaia  UZestela ~ aZ (340)
Por otro lado, la ecuacién de conservacion de la masa impone (ecuacion (2.37)):
ou' v dw'
— +— 3+ =0 341
dx + dy * 0z (341)
Esa ecuacion puede reescribirse:
0w’ ou' v
v % (3.42)

9z  ox dy

Sustituyendo la expresion (3.42) en la ecuacion (3.40), finalmente resulta:

47 - ' (xg) f Y <au'+ + o >dS f Y (_au'— + v ) (3.43)
mT-w (Xg) = — )
’ Zala +U£estela + ’ 0x ay Zala  UZestela ~ ° ox ay

Por otro lado, se verifican las siguientes relaciones:

19



20 Planteamiento General del Problema.

ou’' oy
ll)oa—_—(lpou) —u ==
X 0x
(3.44)
av ll)()
Yoo 3y (ll’o -
Asi pues, si se sustituyen las igualdades (3.44) en la ecuacion (3.43), se obtiene:
, d all’o Yy
. 7 — e /+ . /+ I+
a0 () Ll+w”+[ax<¢ )43 G~ 20— o+ 220 as
ata estela (3.45)

d d 0y 0Py
- —@Wou" )+ —@ov') —u' T ——V"" ] ds
Lala “UZestela ~ [ax 1,[)0 ay 1,[)0 ax ay

Se van a analizar ahora, algunos de los términos que aparecen en las integrales.

Para ello, se considera un ala sumergida en el seno de un fluido, donde la velocidad incidente de ese fluido es
U, . Asi pues, justo en el instante inicial (t = 0) en el que el fluido comienza a incidir sobre el ala, no habra
estela, ya que no ha transcurrido tiempo alguno (t = 0) para permitir que la estela se desarrolle.

En esa situacion, se considera una particula P, perteneciente al borde de salida del ala, tal y como se representa
en la siguiente figura:

P FLUJO
NO
PERTURBADO

Figura 3.7. Particula P perteneciente al borde de salida del ala en el instante t = 0.

Asi pues, la region fluida que se encuentra en la zona posterior a la particula P, segin la direccion del eje x, no
estara perturbada por el ala, ya que la estela aiin no se ha desarrollado.

Por otro lado, cuando ha transcurrido un instante de tiempo t, la particula P, habra recorrido una distancia
U, - t, pero, esa particula P, define la frontera entre la estela y el flujo no perturbado, es decir, la estela habréa

recorrido una distancia Uy, - t, segun la direccion de la corriente incidente, tal y como se representa en la
siguiente figura:
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ESTELA

FRONTERA

FLUJO
Ux-t 7 NO
PERTURBADO

Figura 3.8. Particula P, perteneciente a la frontera de la estela en el instante ¢.

Entonces, la region anterior a la particula P, segin la direccion del eje x, esta perturbada por la presencia del
ala, mientras que la region posterior a esa particula y toda la frontera, no estan perturbadas por el ala. Con lo
cual, en esa frontera a la que pertenece el punto P, las perturbaciones producidas por la presencia del ala son
nulas, es decir, se verifica:

pr=¢ " =
ut=u"=0 (3.46)
vt=v"=0

Una vez se han explicado estos conceptos, se va a analizar ahora, la siguiente expresion, extraida de la
ecuacion (3.45):

Considerando el primero de los términos de esa expresion:

b/2 Frontera
e I+ e I+
J e (1/) u'h)ds = j > [ jb e < (WYou )) dx] dy (3.48)

Zala Uzestela

d " 4 -
a(lpou )dS — f a@/)ou )dS (347)

Zala UEestela Zala UlZestela

Siendo b la envergadura del ala, b. ataque, el borde de ataque de ésta, y Frontera la region que delimita la
estela del flujo no perturbado posterior al ala.

Asi pues, si se realiza la integral respecto a x:

Frontera

—_ F — —

f a (l/}Ou’+) dx = lpOu,+Jb.1;10tZ€;e1Ig - ¢OUI+JFr0ntera - ¢Ou’+Jb.ataque =0 (349)
b.ataque

Esa integral es nula debido a que u" = 0 tanto en el borde de ataque (por condicién de contorno), como en la
frontera que delimita el flujo no perturbado de la estela, como se ha demostrado anteriormente.

Entonces, la integral de la expresion (3.48) es nula

] "
L — (pou')dS = 0 (3:50)

+
ala " UZestela
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El mismo razonamiento se puede aplicar en el intradds del ala, por tanto:

2
L o (hou')dS =0 (351)

ala UZestela

Finalmente, debido a los resultados proporcionados, la expresion (3.47) es nula.

Por otro lado, se van a considerar ahora, las siguientes integrales, extraidas de la expresién (3.45):

).

De nuevo, si se analiza el primero de los términos de la expresion:

o yas - [ 9 pov')ds (352)
ay ° 5 ay " ° '

+ + - -
ala " UZestela ala UZestela

Kol Frontera b/2
f a—(¢ov’+)d5 f — (zpov ) |dy|dx (3.53)
Zata YUZesteta * y b.ataque b/2
Si se realiza ahora, la integral respecto de y:
b2 (o b/2
—[b/ @(I/JOVHL) dy = ¢0U’+J_b/2 = YoV |y — Yo' b2 =0 (3.54)
—b/2

Esa integral es nula debido a que, por condicién de contorno, v = 0 para los bordes laterales del ala y de la
estela.

Entonces, se cumple:

K] Frontera b/2
J a—(lpov’+)d5 [f (— Wov' )) ]dx =0 (3.55)

Zata YU Z estela * b.ataque b/2

El mismo razonamiento puede aplicarse en el intradés del ala, resultando:
0 ,_
f — (v )dS =0 (3.56)
Zala  UZestela ~ ay

Por tanto, con los resultados proporcionados, la expresion (3.52) es nula.
Introduciendo estos cambios en la ecuacion (3.45), finalmente resulta:

a0/ G) = - | u "’Ods+f w20 g _
Zala +U£estela ax Zala UZestela ~ a
oy o (3.57)
—f v 0dS+f V- —dS
Zala +Uxestela ay Zala UlZestela ~ ay
Puesto que se esta considerando el problema antisimétrico:
ut=—u"; vVt==v"; ot =0'"; (3.58)
Finalmente, introduciendo las expresiones (3.58) en la ecuacion (3.57) se obtiene
1 d 1 d
w (xo) = —— u't Yo —dS —— v't ﬂdS (3.59)
ZT[ Zala +Uxestela a 27-[ Zala +U2estela * ay
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Sin embargo, si se define la variable v_s’):
v'=u e +v ‘e, (3.60)
La expresion (3.59) puede reescribirse:

W @)= — v VodS (361

27T Zala +Uzestela *

Este va a ser el resultado que se va a utilizar como punto de partida en el método empleado para la resolucion
del problema propuesto.

Por otro lado, la expresion (3.59) se podria modificar y reescribir de la siguiente forma:

w () =w+ 'y (3.62)
Siendo:

1 d
w'1=——'f u'+ﬂd5

2” Zala +Uxestela + ax

. o (3.63)
=t LT

ZT[ Zala +Uz‘estela + ay

Recordando la definicién de la funcion v, (ecuacion (3.22)):

1
Yo = (3.64)
V& —x0)% + (v — ¥0)? + (z — 20)?
Entonces, las derivadas parciales que aparecen en las expresiones (3.63) resultan:
(‘)1/)0 _ Xg — X
dx 3/2
VG %)+ 20+ (2~ 2)?
(3.65)
0Py Yo=Y

v 3/2
Y G20+ =) + (-2
Por otro lado, cabe recordar, que una de las soluciones elementales de la Laplaciana son los torbellinos. Asi

pues, si se tiene un torbellino situado en un punto (x, y, z) de intensidad I, y un punto del espacio (xg, ¥, Zg),
tal y como se representa en la siguiente figura:

(x0,y0,20)

Figura 3.9. Torbellino centrado en el punto (x, y, z) y un punto del espacio(xg, yg, Zg)-
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La velocidad de perturbacion que provoca el torbellino sobre ese punto situado a una distancia |7| de su centro
es:

=

x e3
713

r
> . 3.66
v 21 ( )

Por tanto, se va a considerar una distribucion continua de torbellinos sobre toda la superficie del ala y la estela
siguiendo la direccion de la corriente incidente y un punto P(xg, Vo, Zo) Situado en el plano en el que se

encuentran el ala y la estela, tal y como se considera en la figura:

Z

DH OO0

Figura 3.10. Distribucion de torbellinos sobre la superficie del ala y estela, segin la direccion de la
corriente incidente.

Segun la ecuacion (3.66), la velocidad que provoca uno de esos torbellinos sobre el punto P es:

I 7xej
V= —- 3.67
Yo TP (367)
Por tanto, si el torbellino esta centrado en las coordenadas (x, v, z), el producto escalar resulta:
21 e e
rxei=|[xg—x yo—y 0|=—-00—y)-e (3.68)
1 0 0
Por lo que la velocidad de perturbacion que provoca ese torbellino sobre el punto considerado es:
,_ T ~(o—y)-e3 .
V=27 = w-e3 (3.69)

VG =07+ o — )

Entonces, si se distribuyen hilos de torbellinos como el representado en la Figura 3.10 a lo largo de la
superficie del ala 'y de estela, la velocidad de perturbacion que produce esa distribucién sobre el punto P es:
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r —(o—y) €3
s VG — 02+ (v — ¥)?

D= 5dS = w'y - e3 (3.70)

ala UZestela

Mientras, por otro lado, si se considera una distribucion de torbellinos repartidos a lo largo de la superficie del
ala y de la estela segun la direccion de la envergadura, y un punto P (x, Yo, Zo), Situado en el plano que
determinan el ala y la estela como se representa en la siguiente figura:

Z

Figura 3.11. Distribucion de torbellinos sobre la superficie del ala y estela, segin la direccion de la
envergadura.

Si ahora se considera uno de esos torbellinos, la velocidad de perturbacién que provoca sobre el punto P
considerado es:

—

xe;)
|7

1

r
bP=—- (3.71)
21
Si se realiza el mismo procedimiento que para el caso anterior, se obtiene que la velocidad de perturbacion que
provoca el torbellino sobre el punto considerado sigue la siguiente expresion:

ﬁ_L —(xg—x) -e3 W
=50 3= 0" e3 (3.72)
" VG =07+ 0o — )2

Por tanto, si se considera una distribucion de torbellinos como los representados en la figura, distribuidos a lo
largo de las superficies del ala y la estela, la velocidad que esa distribucion produce sobre el punto P es:

r —(xp —x) - e3

J=—.
Uy oo =07+ O = )2

7dS = w'y €3 (373)

ala UZestela

Asi pues, recopilando la expresion (3.59), se puede considerar que la velocidad vertical del campo de
velocidades perturbado en un punto determinado w (xy) esta formado por los siguientes términos:

Una velocidad vertical de perturbacion originada por una distribucion de torbellinos situados sobre la
superficie de la estela y el ala, segin la direccion de la envergadura de ésta y con intensidad por unidad de
longitudde 'y = 2 - u'™*:
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1 0y
w'i=——-" u't——dS
1 27‘[ Zala + ax (3.74)
Mas una velocidad vertical de perturbacion originada por una distribucion de torbellinos situados tanto en la
superficie del ala como de la estela, segin la direccion de la corriente incidente y con intensidad por unidad de
longitudde T, = 2 - v'*:

1 0Py
wy=——- v't——dS 3.75
’ 27T Zala +Uzestela * ay ( )

Asi pues, la distribucion de torbellinos que origina la velocidad de perturbacion vertical en un punto
determinado, se representa de forma esquemética en la siguiente figura:

V4 1y

Figura 3.12. Distribucion de torbellinos que permite resolver el problema planteado.

3.4 Ecuacion de resolucion del problema.

En esta seccion se va a explicar como se va a proceder para resolver el problema considerado y cual es la
ecuacion fundamental que permite su resolucion.

En la seccién 3.2 se han determinado las condiciones de contorno, que permiten calcular los valores de ¢ en
algunos de los bordes del ala. Sin embargo, tal y como se ha explicado en la seccién 3.1, es necesario obtener
los valores del potencial de velocidades en toda la superficie del ala, para asi lograr resolver la integral:

4 "+
ﬁ:zpwf (aqb +U -GL)r_idS (3.76)

2qla

ot “ ox

Para ello, se va a partir de la ecuacion (3.61) demostrada en la seccion 3.3:

’ _1 —
w =—": vy’ - VipodS 3.77
ZT[ Zala Uz'estela ’ ° ( )
Donde:
" 1
P -l (3.78)
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Por otro lado, el valor de w'es impuesto por la condicién de impenetrabilidad sobre el ala:

w'(x,y) = —U, - a(t,x,y) V(x,y) € Formaen planta del ala (3.79)
Siendo a(t, x, y) el angulo de ataque del punto (x,y) en el instante “t”. Es decir, es el movimiento que va a
sequir el ala en el seno del fluido, que, en principio, es un movimiento conocido.
Entonces, la ecuacion a resolver en el problema considerado es la siguiente:

w'(x,y) =—U, -a(t,x,y) = —. U_’)-leodS
ZT[ Eala UEestela ’ (380)
V(x,y) € Forma en planta del ala

Donde las incégnitas del problema (valores de ¢ ') aparecen implicitas en las expresiones de v’ y v'.
La idea es obtener las incognitas del problema a partir de la condicion de impenetrabilidad.

Se tiene asi la ecuacion fundamental necesaria para resolver el problema y las condiciones de contorno que
afectan a éste. Por tanto, el siguiente paso seria explicar la forma elegida para despejar las incognitas de la
ecuacion anterior, para lo que se ha utilizado un método numérico que permite obtener resultados.
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28 Meétodo de Resolucion del Problema.

4 METODO DE RESOLUCION DEL PROBLEMA.

| objetivo principal de esta seccion es desarrollar el modelo matematico utilizado para resolver el
problema que se considera, y la forma en que éste modelo se ha implementado en un método
numeérico que permita obtener soluciones.

4.1 Discretizacion del ala y estela.
Para poder obtener una solucién de la ecuacién (3.80) siguiendo un método numérico, lo primero que se va a

hacer es dividir el ala y la estela en diferentes paneles, para asi conseguir una discretizacién de ambos y
simplificar el problema.

Por tanto, es necesario realizar un panelado como el que se muestra en la siguiente figura:

LADO IZQUIERDO LADO DERECHO
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Figura 4.1. Panelado del ala y estela.

Utilizando esta figura, se van matizar algunas ideas.

En primer lugar, se va a definir el lado izquierdo como la zona del ala y de la estela que se encuentren en la
parte negativa del eje y. Mientras que el lado derecho, sera la zona del ala y de la estela que se encuentren en
la parte positiva del eje y.

Ademés, en la figura aparecen nuevas variables: i, j, iala, iestela y Nyincog.

La variable j, se va a utilizar para numerar las lineas verticales en las que se divide el ala y la estela, tal y como
se observa en la imagen, de manera el valor de j = 1 se corresponde con la linea vertical situada en el lateral
izquierdo del ala y la estela, mientras que j = Nyincog + 2 es la linea vertical que se encuentra en el borde
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derecho del ala y la estela.

Por otro lado, la variable i se utiliza para numerar las lineas en las que se divide el ala y la estela segun la
direccion de j, tal y como se observa en la figura.

De esa forma, la variable iala es el nimero de lineas segun la direccion de j en las que se divide el ala, desde
el borde de ataque i = 1, hasta el borde de salida i = iala.

Mientras que iestela es el nimero de lineas en las que se divide la estela segun la direccion de j comenzando,
desde i = iala + 1, hasta i = iala + iestela.

La nomenclatura anterior va a ser utilizada para nombrar a los vértices de los paneles en los que se divide el
ala, de manera que el vértice (i, j) sera el que se encuentre en la posicion i partiendo desde el borde de ataque
del ala siguiendo la direccion del eje x, y en la posicion j partiendo desde el lateral izquierdo del ala y la estela
siguiendo la direccion de j.

Es importante aclarar, que el panelado del ala y de la estela se va a realizar estableciendo las coordenadas
(x,y) de todos los vértices que forman los paneles, por lo que éstas serian conocidas.

En el método numérico que se va a utilizar, el panelado del ala se ha realizado de forma que se concentren un
mayor nimero de paneles en las regiones donde haya mayores variaciones de las magnitudes fluidas, como
pueden ser los bordes de ataque, de salida y los bordes marginales.

4.2 Factores de influencia.

Una vez se ha explicado cémo se ha realizado el panelado del ala, es necesario comenzar a resolver la
ecuacion fundamental del problema:

' _1 —;
CU(X'}") =_Uoo 'a(t:x;Y) =Ef Vs Vl/)ods (41)
Zata UZestela .

V(x,y) € Forma en planta del ala
Ese valor de w'(x, y) es el valor de la velocidad de perturbacion vertical que aparece en un punto del ala en
concreto, y esta impuesto por la condicién de impenetrabilidad del ala a lo largo de toda su superficie.

Sin embargo, como se ha realizado una discretizacién del ala y de la estela a través del panelado de éstas, los
valores de w'(x,y) Gnicamente se van a imponer en unos puntos determinados del ala, y no en toda su
superficie. Esos puntos son los que se denominan puntos de colocacion.

4.21 Puntos de colocacion.
Se va a explicar en esta seccion qué se entiende por puntos de colocacion y cual es la distribucion que éstos
van a seguir en el ala.

En primer lugar, es importante aclarar que los puntos de colocacion son los puntos del ala donde se va a
imponer la condicion de impenetrabilidad.

Los puntos de colocacion, se han situado en unos paneles del ala en concreto, que son los representados en
color rojo en la siguiente figura:
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30 Meétodo de Resolucion del Problema.

Nyincog

j=Nyincog + 2

Figura 4.2. Paneles donde se sitGian puntos de colocacion.

Es decir, en el interior de cada uno de esos paneles, se sitla un punto de colocacion, cuyas coordenadas
(xc, yc) son conocidas, como se representa en la siguiente imagen:

ch/‘r
]

/

Figura 4.3. Posicion relativa de un punto de colocacion en un panel.

Ademas, también se han colocado en la linea central del ala puntos de colocacion tal y como se muestra en la
Figura 4.2 de color naranja.

Tal y como puede observarse en esa figura, se ha llamado Nyincog al nimero de puntos de colocacion que se
han colocado segln la direccion de j y se ha denominado Nxec = iala — 2 al nimero de puntos de
colocacion segun el eje x. Por lo que hay Nxec - Nyincog puntos de colocacion sobre el ala.

Cabe ahora preguntarse ¢Por qué se han situado puntos de colocacion en esos paneles en concreto y no en
todos los que forman el ala?

La respuesta a esta pregunta estd fundamentada en conocer cuales van a ser las incognitas del problema a
resolver. Como se explico con anterioridad, estas incognitas son los valores de ¢’ en todos los puntos de la
superficie del ala, pero, realmente, al haber discretizado el ala en paneles, las incognitas del problema seran los
valores de ¢’ en cada uno de los cuatro vértices que determinan un panel.

Por tanto, se han situado en esos paneles en concreto debido a las implicaciones de las condiciones de
contorno del problema. Como se ha explicado, tanto en el borde de atagque como en los bordes laterales del ala,
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se cumple que ¢ = 0, por tanto, no serfa necesario realizar méas célculos en esos bordes en los que el
problema estaria resuelto, por eso, no se instauran puntos de colocacion en los paneles colindantes con esos
bordes.

422 Método de resolucion de la integral.

Se va a explicar en esta seccion como resolver la integral que aparece en la ecuacion (4.1):

-1 J‘ _
—_— v’ - VipodS 4.2
ZT[ 2Zgia U estela ’ ( )

Esa integral contabiliza los efectos que producen el ala y la estela sobre el punto de colocacion que se esté
considerando.

Para calcular numéricamente esa integral, se han dividido cada uno de los paneles que componen el ala y la
estela en dos triangulos como los que se muestran en la siguiente figura:

TRIANGULO 2

TRIANGULO 1

TRANGULO 2 TRIANGULO 1

LADO IZQUIERDO LADO DERECHO

Figura 4.4. Tridngulos en los que se dividen los paneles.

La nomenclatura de esos tridngulos es la que se muestra en la imagen, y va a depender de si éstos se
encuentran en el lado izquierdo o derecho.

Lo que se pretende obtener con esta division de los paneles, es una simplificacion de la resolucién numérica de
laintegral (4.2).

Por tanto, como la superficie del ala y la estela es equivalente a la superficie de todos los paneles en los que
éstas se dividen, esa integral se puede expresar:

_1 N
-[ US”V'(/)()dS = —
by

21 2 j vs' - VipodS (43)
n ala UZestela T Superficie de todos los paneles

Es decir, seria equivalente realizar la integral sobre la superficie del ala y de la estela a realizarla sobre el &rea
que forman el conjunto de paneles en los que éstas se han dividido.

Por tanto, para conocer como se va a realizar esa integral en el conjunto de todos los paneles, se va a explicar
el procedimiento para uno de ellos en concreto.

Considerando un panel en concreto, la integral a resolver seria la siguiente:
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32 Meétodo de Resolucion del Problema.

_1 N
: vy - VipodS (4.4)

2m —Luperfic ie del panel
Donde la funcion v, sigue la expresion:

1

Yy = o (4.5)

Esa funcion v se define respecto al punto de colocacidn que se esté considerando, en el cual se va a imponer
la condicion de impenetrabilidad sobre el ala, siendo, asi 7 el vector posicién del punto de colocacion
considerado y 7 el vector posicion de un punto en concreto del panel que se esta estudiando.

Entonces, la integral (4.4) representa la velocidad vertical que provoca un panel determinado sobre el punto de
colocacion que se esté considerando, y sobre el que se va a aplicar la condicidn de impenetrabilidad.

Por tanto, para calcular la integral (4.4) en un panel determinado, habria que sumar la contribucion de los dos
triangulos que lo componen. Como el procedimiento es el mismo para ambos tridngulos, se va a explicar cdmo
se ha realizado considerando un triangulo en concreto.

Para ello, una de las principales hipotesis realizadas para lograr una simplificacion del problema es considerar
que la variable v," es constante en cada uno de los triangulos en los que se dividen los paneles, siendo v, el
valor que toma v, en el triangulo 1, y v, el valor que toma v’ en el triangulo 2.

Teniendo en cuenta esta hipotesis, la integral (4.4) se puede simplificar, ya que se cumple:

—

vy’ Vo = V(v 9o ) = V' - g (46)
Si VT' es constante en cada uno de los triangulos, entonces VZ" = 0 sobre cada triangulo, luego:

vy Vo =V (v - o) (@)

Asi pues, para cada uno de los triangulos, la integral a resolver es:
wt'=;—;- V(v - ,)dS (4.8)
Z
Si se aplica el teorema de Stokes a la expresion (4.8), se obtiene:
wt,=_.f¥.¢0.n—t’dl 4.9)
Ct

Siendo C, el contorno que rodea al tridangulo considerado y 7, el vector normal a ese contorno, como se
representa en la figura:
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Figura 4.5. Contorno de un tridngulo y vector normal al contorno.

La expresion (4.9), representa la velocidad vertical que provoca el tridngulo considerado sobre el punto de
colocacién que se esté tratando.

A su vez, como es necesario realizar la integral a lo largo del contorno de un triangulo, se va a explicar cémo
se ha resuelto considerando un segmento en concreto (de los tres que forman el triangulo), mientras que para el
resto de segmentos, se sigue un planteamiento equivalente.

Asi pues, la integral a resolver seria:

-1 f —
- v’-n~1/10dl 4.10
2m Segmento ° ( )

De nuevo, esa expresion es la velocidad vertical que provoca el segmento considerado sobre el punto de
colocacion gue se esté tratando.

Debido a las hipétesis anteriores, el término v,' -7 va a ser un escalar constante a lo largo de todo el
segmento considerado. Puesto que, por un lado, el segmento es recto y, por tanto, el vector 7 serd constante

mientras que, por otro lado, la variable v," se ha supuesto constante en cada triangulo. Entonces, se puede
extraer ese término de la integral anterior, resultando:

-1

1 ﬁf bodl (4.11)
2n ° Segmento

Antes de proceder a explicar la forma de resolucion de esta integral, es necesario aclarar algunos conceptos.

En primer lugar, la nomenclatura que se ha utilizado para nombrar a los Vértices y los lados de un panel
cualquiera es la siguiente:
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34 Meétodo de Resolucion del Problema.

2 1
J “ 2
1
™ |
Triangulo 1 Triangulo 2
2 4
2
4
Triangulo 2
st 3 ;
4
L
4 S
LADO IZQUIERDO LADO DERECHO 3

Figura 4.6. Nomenclatura de lados y vértices.

Ademas, para cada uno de los paneles, se han calculado las coordenadas de los vectores que unen los vértices
de un mismo segmento, tal y como se representa en la siguiente figura:

2 1

N

SEMIALA IZQUIERDA SEMIALA DERECHA

3

Figura 4.7. Definicion de vectores .

Esos vectores se calculan facilmente debido a que las coordenadas de los vértices que determinan los paneles
son conocidas.

Para poder resolver el problema de una forma general para todos los paneles considerados, se ha creado un
vector I, de seis coordenadas asociado a un panel en concreto, donde cada una de esas coordenadas
representa:

E(i) = Longitud del segmento i de un panel en concreto (Médulo del vector ;).

Una vez matizadas las consideraciones necesarias, se va a explicar la forma de resolucién de la integral (4.11)
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en un segmento cualquiera.
La integral a resolver es:
— f Wodl (4.12)
— v . n 0 i
2m ’ Segmento

Se tiene, por tanto, un segmento perteneciente a un panel cualquiera y un punto de colocacion aleatorio a partir
de los cuales se quiere calcular esa integral de forma general. El segmento y el punto de colocacion aleatorios
se representan en la siguiente figura:

A B

Figura 4.8. Segmento AB y punto x;.

Los puntos A y B serian dos Vvértices pertenecientes un panel cualquiera y x, el punto de colocacion
considerado. Cabe recordar que la distancia que hay entre A y B seria una de las componentes del vector [,,
para este desarrollo, a esa componente se le va a llamar [,

Si se une el punto de colocacién x, con los vértices A'y B aparecen dos segmentos como los que se muestran
en la figura:

2 B

Xo

Figura 4.9. Definicion de segmentos [; y I3.

De forma general, siempre uno de los segmentos va a ser mayor o igual que el otro, por ello, se va a
denominar I3 al mayor de los segmentos y [; al menor, por tanto, se verifica I3 > ;.

Asi pues, si se esta considerando el segmento i de un determinado panel, esas variables ; y I3 se han colocado
en la componente i de los vectores [; y I3, tal y como ocurrié con el vector 1, .

Por otro lado, la definicién de la funcién v, es la siguiente:
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36 Meétodo de Resolucion del Problema.

1
ll)O =1z = (413)

De manera que |7 — 7| es la distancia que hay entre el punto de colocaciéon que se esta tratando y un punto
general del segmento considerado. Por lo que se puede expresar de la siguiente forma:

(4.14)
Figura 4.10. Definicion de variables para resolver la integral.
Entonces, la integral (4.12) podria reescribirse:
11— (A
E-vs’-n-fsg @ds (4.15)
A continuacion, se va a realizar el cambio de variables:
s=1lytan(8); ds= l2° do  d(o) = o (4.16)
cos=(60) cos(8)
Si se introduce dicho cambio de variables en la integral que aparece en la expresion (4.15), resulta:
SA 1 02 1
N @dl = Ll c05(8) do (4.17)
Se va a realizar ahora, el cambio de variables:
x = sen(0); dx = cos(8)de; (4.18)

Por tanto, sustituyendo el cambio de variables (4.18) en la integral (4.17), se obtiene:
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fez 1 sen (67) 1 sen (67) 1
do = f ———dx = f dx =
0, cos(6) sen (61) cos%(6) sen(6;) 1= x?
sen (92) 1 1 1 1 1+ sen(6,) 1 —sen(6,)
:f —-[ + ]dxz—ln— —In|———=
seno) 2 11+x 1—x 2 1+ sen(6;) 1 - sen(6;)

Ahora, es necesario calcular los valores de sen(8,) y sen(8;) de forma general, para cualquier segmento y
puntos de colocacion considerados.

(4.19)

Para ello, se van a realizar una serie de calculos basados en la Figura 4.10.

Tal y como se puede comprobar en la imagen, se verifica:
6, —= =064 (4.20)

Por lo que entonces, se cumple:
sen(6;) = —cos(6,) (4.21)
Por otro lado:

L +lisen(6;) 1 —licos(6,)

6,) =
sen(0,) G L

(4.22)

Segun las expresiones (4.22) y (4.21), los valores sen(6;) y sen(8,) estan expresados en funcién del valor de
cos(6,).

Mientras, si se aplica el teorema del coseno, es posible determinar el valor de cos(6,), de la siguiente forma:
L2+ 12— 152

COS(HO) = T (423)

Donde, se verifica que I3 > [;, como se explicé con anterioridad, por lo que se tiene una forma general de
calcular la integral para cualquiera que sea el segmento considerado y para cualquier punto de colocacion.

Por tanto, ya se tiene el método para poder calcular la integral de influencia de un determinado segmento sobre
el punto de colocacidn en el que se va a aplicar la condicion de impenetrabilidad.

Entonces, en términos de notacion, se va a denominar faclog (i) a:

1+ sen(92)> I (1 - sen(92)>]

1+ sen(6;) 1 — sen(6;) (4.24)

faclog(i) = % [ln <

Ese término serd el valor de la integral asociada al segmento i del panel que se esté& considerando para calcular
la influencia que éste ejerce sobre el punto de colocacion elegido.

Es decir:

faclog(i) = f Yodl En el panel considerado (4.25)

Segmento (i)

Pero, sin embargo la contribucion a la velocidad vertical de un determinado segmento sobre el punto de
colocacion considerado, sigue la expresion (4.12):

-1 — _’f
— v -1 Podl 4.26
2m ° Segmento ( )
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38 Meétodo de Resolucion del Problema.

Se ha explicado una manera de calcular la integral de forma general para cualquier segmento y cualquier punto
de colocacién, pero ahora, es necesario realizar el mismo procedimiento para calcular el valor de v," - 71 .

4.2.3 Calculo de factores de influencia.

Tal y como se ha comentado anteriormente, para conocer la velocidad vertical que un segmento ejerce sobre
un punto de colocacion considerado, no basta con resolver la integral de la expresion (4.26), sino que también

es necesario obtener el valor de v, - 7, por lo que el objetivo de esta seccion es explicar el procedimiento
general que se ha utilizado para calcular esos valores y obtener definitivamente los factores de influencia.

En primer lugar, se va a explicar cdmo se han definido los vectores normales a los contornos de los triangulos
y qué procedimiento se ha utilizado para calcularlos.

Los vectores normales a los segmentos siempre se han definido hacia “fuera” de los triangulos, tal y como se
representa en la siguiente figura:

ol

SEMIALA IZQUIERDA SEMIALA DERECHA

Figura 4.11. Definicion de vectores normales.

[I3 1)

Asi pues, si se considera el eje “z” perpendicular al plano que forma el ala, esos vectores seran el producto
escalar del vector k (Segun la direccion del eje z) y el vector ¥ correspondiente a cada segmento.

Entonces, si se desea calcular el vector normal al segmento i:

1|t T K v; v;
m=—=]|0 0 1l=-=rT+=—-F (4.27)
Ui Ve vy O 1, (i) 1, (i)

Siendo v; el vector v del segmento i del panel considerado y E)(i) el modulo del vector 7;, ya que E(i) es la
longitud del segmento i del panel considerado.

En términos de notacidn, se van a denominar;
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ny () = — =2,
Lo

' - (4.28)
O 0’

Asi pues, como los vectores ¥ son conocidos para todos los segmentos, entonces, se ha conseguido una forma
sencillay metddica de calcular esos vectores normales.

La ultima variable que queda por calcular son los vectores v’ . En esas variables se van a introducir las
incdgnitas del problema.

Segun la expresion (3.60):

v =u g +v e (4.29)
Por tanto, el objetivo es determinar los valores de u" y de v" en cada uno de los tridngulos que, en principio,
serian las incognitas del problema.

Realmente, éstas son las incognitas del problema, pero para obtener la solucion de éste de una forma metddica,
se van a realizar una serie de operaciones que permitan modificar las incognitas del problema, de manera que
éstas sean el valor del potencial de velocidades en cada uno de los cuatro vértices que determinan un panel.

Es decir, para un panel determinado, las incognitas van a ser ¢, ¢,, ¢3 Y ¢4 tal y como se representan en la
siguiente figura:

¢3

Figura 4.12.Panel perteneciente al lado izquierdo.

Por tanto, la idea es expresar las velocidades que aparecen en cada uno de los dos tridngulos que forman un
panel w1, v;1, U2, Vo cOMo funcidn de las seran las incognitas del problema ¢4, ¢5, 3 Y Pa.

Se va a comenzar por un panel que se encuentre en el lado izquierdo como es el que se ha representado en la
Figura 4.12.

En ese caso, se puede decir que:
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40 Meétodo de Resolucion del Problema.

a - 1 1
ut1:_¢z¢3—> d)l:——» 1+ =" ¢3 (4.30)
0x  1(4) [>(4) 1>(4)
Esa expresion se reescribe:
L . (o
Yoy = 0 of-[?22| =, -6 431)

Donde 5(4) seria la longitud del segmento 4, del panel considerado.

De la misma forma debe verificarse que el gradiente de ¢ segln el segmento 1 cumpla:

Uiy " Up T V1y Ve o —

(1) (1)
Donde las componentes vy, Y vy, son las coordenadas x e y del vector vy.
Por tanto, si se opera y se sustituye la expresion (4.30) en la ecuacion (4.32), finalmente se obtiene:
1 Vi 1 > 1 Uiy 1
vpy=\—=s"———|" 91 +— Ppp——=—— ¢ 4.33
" <v1y L vy vy vy L@ 439
De nuevo, esa ecuacion puede reescribirse:
1 1 1 ’
v v _
m:[_'(*lx ”) ittt B M EE AR (4.34)
vy \[,(4) Viy  Viy [,(4) ¢3
4
Se van a realizar los mismos procedimientos para el triangulo 2:
0 ¢y— ¢ 1 1
Uy =50 = == " Prt="Ps (4.35)
* o L(2) 12(2) (2)
Por lo que:
L . 1
u, =10 —= 0 =—|-1%|=q,-& 4.36
t2 l2 (2) lz (2) ¢3 t2 ¢ ( )
4
De nuevo, el gradiente de ¢ segun el segmento 3 verifica:
U3y ’Mz_)"‘ V3y “Vez _ ¢3_>_ N (437)
12(3) 12(3)
Si se opera se obtiene:
U3y 1 1 ( 1 U3y 1 )
Vyp=—'5—"Prp+— P3—|— ==—+—| ¢ 4.38
Cuy L@ vy \my L@ vy (%)

Esa expresion puede escribirse:
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1
x 1 _
Vyy = 0 Vax . ! ! ( Vsx + 1)] . b2 =Ty @ (4.39)

V3y (2) vsy _E 1,(2) b3
4

Por tanto, se pueden expresar las velocidades de cada uno de los tridngulos en funcién del potencial de
velocidades en los Vértices de los paneles, que seran las incognitas del problema a resolver.

Esos calculos se corresponden a un panel que se encuentre en el lado izquierdo.

Un procedimiento similar se realiza para un panel que se encuentre en el lado derecho como el que se
representa en la siguiente figura:

Figura 4.13. Panel perteneciente al lado derecho.

Comenzando por el triangulo 1, ahora se verifica:

0p  ¢3— ¢y 1 1
Uy =5 F = =—=— 1+t =" P3 (4.40)
X LA 1>(4) l2(4)
Por tanto puede escribirse:
. . b1
U === 0 = o|-|%2( =z, -5 4.41
tl l2 (4) lz (4) ¢3 tl ¢ ( )
o
Igualmente, el gradiente de ¢ segun el segmento 3 debe verificar:
Vax “Uet + U3y Ve _ b3 — Py 4.42)

,(3) ;;(3)

Operando, se obtiene:
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42 Meétodo de Resolucion del Problema.

(ot
vz, 1 1 V3 1 b, _
vy == 0 —|—= +1 - =TV P (443)
U3y 1(4) Usy \ [,(4) vay] | ¥
4

Igualmente, en el tridngulo 2:

0p  ¢s— ¢ 1 1
U= oo eyt =y (4.44)
o L(2) 1>(2) 1>(2)
Puede expresarse:
) . (o}
Uy, =0 —= 0 —|-|%2|=q, ¢ 4.45
4
Por ultimo, el gradiente de ¢ en el segmento 1 debe cumplir:
Vix “Uz + Uiy " Vep _ b2 — b1 (4.46)
(1) (1) .
Lo cual se representa:
1 1 1 A
v v _
vtzz[__ _(*M +1> 0 -l 2=y (4.47)
iy Uiy \(2) viy ,(2)] |%3

4

Segun los calculos anteriores, se tiene la forma de expresar las velocidades de los triangulos en funcion del
valor del potencial en los vértices del panel, que seran las incognitas del problema. Entonces, por ejemplo, el
valor 7, (i) es la influencia que ejerce ¢; sobre v,,.

Cabe recordar que el objetivo es calcular:

-1 — _’f
— v 7 Podl (4.48)
2m * Segmento

Que es la velocidad vertical que un determinado segmento provoca sobre el punto de colocacién considerado.

Por tanto, para calcular la velocidad vertical que un panel provoca sobre el punto de colocacion considerado,
habria que calcular ese factor para cada uno de los seis segmentos que determinan el panel (3 segmentos por
cada triangulo).

La idea es calcular esa influencia que un determinado panel provoca sobre el punto de colocacion considerado
en funcion de las que serdn las incognitas del problema. Es decir, en funcion del valor del potencial de
velocidades en los cuatro vértices que determinan el panel.

Por tanto, el objetivo es obtener una expresion para cada panel de la forma:

4
Wpanel = z ¢, - factor(i) (4.49)
i=1

Donde w,qye; €s la velocidad vertical que provoca un panel determinado sobre el punto de colocacion que se
esta considerando.
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Entonces, hay que determinar el valor de factor (i) para los cuatro vértices de cada panel.

Después de todos los calculos que se han realizado con anterioridad, y teniendo en cuenta la expresion (4.49)
el valor de factor(i) en el caso en que el panel se encuentre en el lado izquierdo es el siguiente:

factor()) = = | (@ (® - (1) + T (@) -, (1)) faclog (1)

(T @ - n(8) + P (@) -, (5)) faclog (5)

(T1(0) - (9 + T (D) - 1y () Faclog (4)]

5| (#@® 3 + 72 - 1,(3)) faclog ) (450)
+ (T2 (D) - 1 (6) + Tz(i) - m, (6) ) faclog (6)

+ (T2 - 1 (2) +75(D) - 1y (2)) faclog (2)]

1
21
+
+

Mientras que si se encuentra en el lado derecho es:

factor(i) = = 5| (@ () - nx(5) + T (@) - n, (5)) faclog (5)

(T (@) - 1, (3) + T (D) - ny (3)) faclog (3)

(T (@) - 1 (9) + T (D) - ny () Faclog (4)]

(O () +7ED - n, (1) Factog () @s1)
+ (T2 () -1 (2) + T2 () - 1, (2)) faclog (2)

+ (T2 (D) - 1 (6) + T7(1) -, (6) ) faclog (6)

1
21
+
+

Esto es debido que el triangulo 1 esta formado por los segmentos 1,5 y 4 cuando esta en la parte izquierda y
5,3y 4 cuando esta en la parte derecha. Mientras el tridngulo 2 esta formado por los segmentos 3,6 y 2 cuando
esté en la parte izquierda, y 1,2 y 6 cuando esta en la derecha, tal y como se representa en la siguiente figura:
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44 Meétodo de Resolucion del Problema.

1
Triangulo 1 Triangulo 2
4 2 ! 2
Triangulo 2 Triangulo 1
LADO [ZQUIERDO LADO DERECHO

Figura 4.14. Segmentos que componen cada triangulo.

Con ese procedimiento se determina el valor de factor(i), que seria el factor de influencia asociado al
potencial de velocidades perteneciente al vértice i de un panel determinado sobre el punto de colocacion que
se esté considerando.

4.3 Montaje de matriz de resolucion del problema.

En la seccidon anterior, se ha explicado cédmo calcular el factor de influencia asociado al potencial de
velocidades que se encuentra en el vértice i de un panel determinado sobre el punto de colocacion que se esta
considerando.

Para lograr resolver el problema, es necesario crear un sistema de ecuaciones de la siguiente forma:
Mat - ¢ = o' (4.52)
Donde ¢ es una matriz compuesta por las incdgnitas del problema que son los valores del potencial de

velocidades en cada uno de los veértices que componen todos los paneles en los que se divide el ala y la estela.

Mat es la matriz que contiene los factores de influencia que ejercen los potenciales de velocidades que se
encuentran en los vértices de los paneles sobre los puntos de colocacién considerados.

Mientras que ' es la velocidad vertical que aparece sobre esos puntos de colocacion y que esta determinada
por la condicion de impenetrabilidad sobre el ala.

Por tanto, el objetivo de esta seccion es explicar como se produce el montaje de la matriz Mat y cuéles son sus
componentes.

Se va a comenzar, en primer lugar, por las filas de la matriz. En cada fila de la matriz se encuentran los
factores de influencia que ejercen todos los vértices que forman la estela y el ala sobre un punto de colocacion
considerado.

Antes de continuar con la explicacion es necesario aclarar cuél es la nomenclatura de los puntos de colocacion
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que se sittian sobre el ala.

Los puntos de colocacion se denominan con las variables (i, jo). La variable i, indica cuél es la posicion del
punto de colocacion respecto al borde de ataque, vy , j, indica la posicion en la que se encuentra respecto al
lateral izquierdo del ala. Esta idea se representa mejor en la siguiente figura:

}.'
jo X [

— 1
| —— .
:——d_ﬁ_'__—'dd_— ]
L ap (@D 27 e e T o)
v ff(z 2 @3 &Y Eﬂi?f_i @B @9 o1 |
21 (@D |7 — ’
e U N 2P NS CE R I R et
3. |32 (3-3) ’ (3,9) (3,10)

Figura 4.15. Nomenclatura de los puntos de colocacién.

Asi pues, las filas de la matriz Mat se van a organizar de modo que los factores de influencia que ejercen los
potenciales de velocidades de todos los vértices del ala y la estela sobre el punto de colocacion (i, jo) se
sittenen lafila (i — 1) - Nyec + j. Por tanto, las filas que ocuparian los factores de influencia que afectan a
los puntos de colocacién representados en la imagen anterior serian las siguientes:

7 3| T;i L I T e e
|1 10
e |15 L qef
1oy |13 | 16 17| 18 o T
11 ] I 20
o 25 —
| g 23 | 2’6 27 | g — ]
29 30

Figura 4.16. Filas de la matriz Mat en las que se colocan los factores de influencia asociados a los
puntos de colocacion de la figura anterior.

En la imagen se enumeran las filas donde se van a situar los factores de influencia que afectan a los puntos de
colocacion representados.

Ahora, queda por explicar como se organizan las columnas.

Sobre las columnas de la matriz, se van a colocar los factores de influencia que cada vértice ejerce sobre el
punto de colocacion considerado.

Tal y como se explico en la seccion 4.1 la nomenclatura utilizada para identificar los vértices de todos los
paneles en los que se divide el ala 'y la estela es la que se representa en la siguiente figura:
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46 Meétodo de Resolucion del Problema.

(3.1 (5.5)

6,2) (6,3)

(
(6D =8 | 65

Figura 4.17. Nomenclatura de los Vvértices del ala y estela.

Por otro lado, los paneles se identifican de tal forma que el panel (i, j) es aquel cuyo vértice superior izquierdo
es el vértice (i, j). Es decir, si se representa el ala y la estela anteriores, la nomenclatura de los paneles es:

I -

il an | B2 ¢ @3 | gy
22 | @3 | ag

.__(El—f'""\'\-

|

G.1) G2 | (33 G4
@.1) “42) | 43 4.4)

r/.\.\c

sy | &P 6 | sy

-/-.\.\a

Figura 4.18. Nomenclatura de paneles del ala y estela.

Asi pues, la forma de actuar va a ser la siguiente:

Se elige un punto de colocacion (iy,jo). Por lo que la fila de la matriz que se va rellenar es la fila
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(ip — 1) - Nyec + j,. Ahora hay que calcular los factores de influencia que ejercen los potenciales de
velocidades de todos los vértices sobre ese punto de colocacion elegido.

Por tanto, es necesario considerar cada uno de los paneles que forman el ala y la estela, de manera gue en un
panel determinado (i, j), se tienen los siguientes factores de influencia:

factor del vértice

j superior derecho
factor del vértice /
superior iquV
i \
Panel
(i.J)
\*\'factor del vértice
inferior derecho

factor del veértice
inferior izquierdo

Figura 4.19. Factores de influencia de cada panel.

Entonces, los factores de influencia del panel (i, j), se van a colocar en las siguientes columnas:

e El factor de influencia del vértice superior izquierdo, se coloca en la columna
(i —2) - Nyincog +j — 1.

o El factor de influencia del vértice superior derecho, en la columna
(i —2) - Nyincog + j

o El factor de influencia del vértice inferior izquierdo, en la columna
(i—1)-Nyincog+j—1

e El factor de influencia del vértice inferior derecho, en la columna
(i—1) - Nyincog + j

Donde los valores (i, j) seran los correspondientes a la nomenclatura del panel considerado.

Siguiendo ese procedimiento, habria que colocar en la matriz todos los factores de influencia de todos los
paneles que forman el ala y la estela.

En las formulas utilizadas para colocar los factores en las columnas de la matriz, se puede observar, que en
ocasiones pueden resultar columnas negativas, o, incluso el valor cero, lo cual no tiene sentido alguno.

Eso ocurre en los vértices superiores cuando i = 1. En este caso, no se colocara ese factor de influencia en la
matriz, ya que se corresponde con los potenciales de velocidades del borde de ataque, que, por condicion de
contorno, son cero.

Ademas, es necesario también destacar que cuando se tienen paneles en los que j = 1 (paneles colindantes con
el borde izquierdo del ala y estela) y j = Nyincog + 1 (paneles colindantes con el borde derecho del ala 'y
estela), los factores de influencia correspondientes a los vértices izquierdos y derechos respectivamente,
tampoco se colocaran en la matriz, ya que, de nuevo, por condicion de contorno, en los bordes laterales del ala
y de la estela, el potencial de velocidades es cero.
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48 Meétodo de Resolucion del Problema.

Por tanto, el orden de los factores de influencia de cada uno de los vértices en las columnas de la matriz es el
siguiente:

10 11 12

14

13 15

Figura 4.20. Columnas en los que se van a situar los factores de influencia asociados a los vértices
representados.

En la imagen, se representa la columna de la matriz donde se colocan los factores de influencia
correspondientes a esos Vértices. Se puede comprobar que tanto los valores del borde de ataque como los
bordes laterales del ala y la estela no se han tenido en cuenta.

4.3.1 Dimensiones del sistema resultante.
Segun todo lo que se ha explicado con anterioridad, el sistema de ecuaciones a resolver es el siguiente:

4.53
Mat - ¢ = o' (453)

Se van a analizar ahora las dimensiones de cada una de las matrices que aparecen.
Se va a comenzar por la matriz Mat que contiene los factores de influencia de todos los vértices.

El nimero de filas de esta matriz es el nimero de puntos de colocacion que se distribuyen sobre el ala, por
tanto, posee Nxec - Nyincog filas.

Mientras que el nimero de columnas de la matriz es el nimero total de vértices que componen el ala y la
estela, exceptuando aquellos que se encuentren en el borde de ataque del ala o en los bordes laterales del ala 'y
la estela, por tanto tiene [(iala — 1) + iestela] - Nyincog columnas.

Es por eso importante remarcar que la matriz Mat no es una matriz cuadrada y, por tanto, todavia no se esta en
disposicion de resolver el problema. La estructura general de la matriz Mat es la siguiente:
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iestela-Nyincog
AN

Factores de influencia de los Factores de influencia de los

|
|
|
|
|
3 vértices pertenecientes a los | vértices pertenecientes a los
Nxec:Nyincog <
¢ paneles del ala | paneles de la estela
I
|
I
I
|

(iala-1)-Nyincog

Figura 4.21. Estructura de la matriz Mat.

En las (iala — 1) - Nyincog primeras columnas se encuentran los factores de influencia asociados a los
vértices pertenecientes a los paneles del ala. Mientras en las Ultimas iestela - Nyincog columnas se
encuentran los factores de influencia asociados a los vértices pertenecientes a los paneles de la estela.

Por otro lado la matriz ¢ esta formada por los valores del potencial de velocidades en todos los vértices que
forman el ala y la estela excepto los que se encuentran en el borde de ataque del ala y los bordes laterales. Las
componentes de esta matriz serian en principio las incégnitas del problema.

Por eso, la matriz ¢ es una matriz columna formada por [(iala — 1) + iestela] - Nyincog componentes,
donde las primeras (iala — 1) - Nyincog componentes seran los valores de ¢ en vértices pertenecientes a
paneles del ala, mientras que las Ultimas iestela - Nyincog componentes, seran los valores de ¢ en vértices
pertenecientes a paneles de la estela.

Por dltimo, la matriz w’ es el término independiente del sistema, y estd formada por las condiciones de
impenetrabilidad que se imponen sobre cada uno de los puntos de colocacion. Por eso, es un vector columna
formado por Nxec - Nyincog componentes, tantas como puntos de colocacion, de manera que la componente
w' (k) serfa la condicion de contorno que se aplica en el punto de colocacién asociado a la fila k de la matriz
Mat.

De forma visual, la estructura del sistema es la que se representa en la siguiente imagen:

iestela-Nyincog - (iala-1)-Nyincog
Factores de Factores de
influencia de los influencia de los
o i SIDX pugn raricone — ' can Notes:
Nxec'Nyincog - | vértices vértices ° (0] -~ Nxec'Nyincog

pertenecientes a los pertenecientes a los

paneles del ala paneles de la estela

(b estel
(iala-1)-Nyincog

iestela:Nyincog

Figura 4.22. Estructura del sistema de ecuaciones.
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50 Meétodo de Resolucion del Problema.

Como se puede comprobar, no es posible resolver el sistema, ya que se poseen Nxec - Nyincog ecuaciones
mientras hay [(iala — 1) + iestela] - Nyincog incdgnitas, por lo que es imposible obtener una solucién al
problema. Por ello, es necesario introducir nuevas consideraciones que permitan obtener un sistema
compatible determinado.

4.4 Condicion de Kutta.

Segun los resultados obtenidos, el sistema a resolver es un sistema compatible indeterminado, ya que se
poseen mas incdgnitas que ecuaciones. Por eso, el objetivo de esta seccion es aplicar una condicion necesaria
para completar parcialmente el problema. Esa condicion es la conocida como condicion de Kutta.

En primer lugar, la ecuacion de Euler-Bernouilli no estacionaria (expresion 2.61) particularizada para el
extradds e intradds del ala proporciona las siguientes expresiones:

a '+ a '+

ot 0x
2 2 (4.54)

— ¢ ¢

po= (at U 55 >p°°
Si se restan ambas ecuaciones se obtiene:
o(p"—¢) A9 )

"ty = — 4.55
pr—p [ 5% + Us x Poo (4.55)

La condicién de Kutta impone que para evitar el rebordeo en el borde de salida, las presiones en el intradds y
en el extradds deben ser iguales, por lo que la expresion (4.55) resulta:

o+ - e
d(¢ a;qb )+Um d(¢ a;fib ) _, (4.56)

Por otro lado, como se estéa considerando el problema antisimétrico, se verifica:

o T=—¢'" (4.57)
Sustituyendo la igualdad (4.57) en la ecuacion (4.56), resulta:
bt b T
 cu,2% (459)
at Ox

Esa es la expresion general de la condicion de Kutta, que se verifica en el borde de salida del ala.

Por otro lado, en todos los desarrollos anteriores, no ha sido necesario tener en cuenta la presencia de la
variable tiempo. La condicion de Kutta es basica para considerar problemas no estacionarios, ya que va a
proporcionar las ecuaciones necesarias para modelar la variable tiempo en el problema.

Por ello, se va a distinguir entre el caso estacionario y el no estacionario.

441 Condicion de Kutta. Caso estacionario.

Si se considera, en primer lugar, el caso estacionario, se verifica entonces:
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=0 (4.59)

Por tanto, la ecuacion (4.58) queda:

¢ "
0x

x=b.s

—0 (4.60)

Es decir, esa condicion se cumple para todo el borde de salida.

A continuacion, se va a explicar como se ha implementado esa condicion en el método numérico que se esta
desarrollando.

En primer lugar, se ha aproximado la derivada que aparece en la expresion (4.60) de la siguiente forma:

0 M| 9,00, O)

(4.61)
dx b Axpg
Sustituyendo la expresion (4.61) en la ecuacién (4.60) se obtiene:
b5~ ¢ ps1 =0 (4.62)

Donde ¢’ ,.s €S el valor de ¢ en el vértice que se encuentran en el borde de salida del ala para un valor de y
dado. Mientras que ¢,b.s—1 es el valor de ¢ en el vértice que se encuentra un panel adelantado respecto al
borde de salida para un valor de y dado. Tal y como se representa en la siguiente figura:

7

}.'

b.sil—f | I

b.s &

Figura 4.23. Vértices pertenecientes al borde de salida (b. s) y a un panel de distancia del borde de
salida (b.s — 1).

Asi, se eligen los vértices de un y determinado como es el que se ha marcado de color rojo:
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52 Meétodo de Resolucion del Problema.

T — Para un y determinado:
1 ﬂiﬁ"‘“‘———l-_‘j O'bs-1
[P p—
I e Axbs
I —
-‘—_L_‘—_———\_
b.s1 -é’_‘ I '
o ¢ bs
R

Figura 4.24. Eleccion de variables para un valor de y determinado.

En la figura se puede comprobar que la derivada que aparece en la expresion (4.60), se puede aproximar
numéricamente de la forma representada en la ecuacion (4.61).

Asi pues, segun la expresion (4.62), el término independiente de la condicién de Kutta en el caso estacionario
es nulo.

Por tanto, segun estos desarrollos, la condicion de Kutta impondra tantas ecuaciones como Vértices haya en el
borde de salida. Pero si se aplican las condiciones de contorno, en los bordes laterales, el valor de ¢ , . = 0,

por lo que realmente, la condicion se impone en Nyincog Veértices en el borde de salida, sin considerar los dos
que se encuentran en los bordes laterales. Por ello, esta condicién proporciona Nyincog ecuaciones
adicionales.

4.4.2 Condicion de Kutta. Caso no estacionario.

Si se considera ahora el caso no estacionario, la condicion de Kutta es la que aparece en la expresion (4.58):

P P
| 1u, 2% —o (4.63)

ot b 0x bs

Esa condicion se verifica en todo el borde de salida del ala.
De nuevo se va a explicar como se ha implementado esta ecuacion en el método numérico considerado.

Para poder implementar numéricamente esa expresion es necesario, en primer lugar, aproximar las derivadas
que en ella aparecen. Se va a comenzar por la derivada respecto al tiempo.

La derivada de ¢ respecto del tiempo se va a aproximar de la forma:

09| ¢, O -9, (- a0

at bs At

(4.64)

Donde ¢'+ ».s () es el valor que toma ¢ * en el vértice perteneciente al borde de salida para un y dado, en un
instante t. Mientras que ¢'+ ».s (& — At) es el valor que tom6 ese mismo ¢ * un instante At anterior.

Mientras que, por otro lado, la segunda de las derivadas se va a aproximar de la siguiente forma:

(4.65)

a¢’+j =05 <¢,+b.s(t) — ¢,+b.s—1(t) + ¢,+b.s(t —At) — ¢’+b.s—1 (t — At))
b.s

0x Axbs
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Por tanto, si se considera adimensionalizando que el valor de U,, = 1 m/s, finalmente, la ecuacion de Kutta
en el caso no estacionario para un valor de y determinado es:

]—cp’* ()05 ar _
s b.s—1 Axpg
(4.66)

At]+ o (t—AD)-05 ar
Axbs d) b.s—1 ' Axbs

ot (- [1 +0.5 at
b.s X,

A

=¢' ", (t—AL)- [1 - 0.5

Donde se va a suponer que los valores de ¢’+b.s(t —At)yde ¢ +b.s—1 (t — At) son conocidos, ya que es el

valor que tomaron las variables ¢’ * Y ¢ b.s—1 Un instante At anterior al instante ¢ que se esta considerando.
Mientras que en el instante inicial (t = 0), esos valores son nulos. Por tanto, todo aquello que se encuentra a
la derecha de la igualdad es el término independiente de la ecuacion, que, ademas, es conocido para cada
instante t.

Entonces, para cada uno de los vértices que se encuentran en el borde de salida habria que imponer esa
condicion, exceptuando los dos Vvértices que encontrandose en el borde de salida del ala pertenecen, ademas, a
los bordes laterales de ésta.

Por tanto, de nuevo, la condicion de Kutta aporta Nyincog ecuaciones adicionales al problema para cada
instante t considerado.

4.4.3 Introduccion de la condicion de Kutta en la matriz de resolucion del problema.

Como se ha explicado anteriormente, la condicion de Kutta aporta Nyincog ecuaciones adicionales al
problema que se desea resolver. Una vez que se conocen estas ecuaciones, se va a explicar donde se van a
introducir en la matriz Mat de resolucién del problema

Esta matriz Mat estd compuesta por Nxec - Nyincog filas, tantas como puntos de colocacion existentes
sobre el ala. Asi pues, las ecuaciones de la condicion de Kutta, se van a afiadir en las filas posteriores.

Para colocar estas ecuaciones en la matriz, se va a comenzar por aquella asociada al vértice inferior izquierdo
(sin contar el perteneciente al borde lateral), y se va a ir avanzando segun la direccionj tal y como se
representa en la figura:

Figura 4.25. Orden en el que se colocan las ecuaciones asociadas a la condicion de Kutta en la
matriz Mat.

De manera que la ecuacion de la condicion de Kutta asociada al primer vértice, se va a colocar en la fila
Nxec - Nyincog + 1, mientras que la ecuacion asociada al vértice j — ésimo, se va a colocar en la fila
Nxec - Nyincog + j , resultando finalmente, (iala — 1) - Nyincog filas, es decir, habria (iala —1) -
Nyincog ecuaciones.
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54 Meétodo de Resolucion del Problema.

Por otro lado, las ecuaciones de la condicion de Kutta afectan a los valores del potencial de los vértices del
borde de salida, ¢’ ».s» Y también a los que se encuentran a un panel de distancia del borde de salida, ¢ bhs—1"
Por ello, si se considera la ecuacion de la condicién de Kutta del vértice j — ésimo del borde de salida, el
término que multiplica a (;b’b.s se va a colocar en la columna Nxec - Nyincog + j, mientras el término que
multiplica a ¢’ ps—10 S coloca en la columna (Nxec — 1) - Nyincog + j. Ademas, estos términos son
constantes para todos los instantes de tiempo considerados, por lo que no necesitan ser actualizados con el
tiempo.

Por Gltimo, los términos independientes de las ecuaciones se han afiadido al vector w siguiendo el mismo
orden que se ha utilizado para las filas de la matriz Mat, en el caso estacionario, el término independiente de
las ecuaciones es cero y no varia con el tiempo. Mientras, en el caso no estacionario, el término independiente
de las ecuaciones para un valor de y dado es:

At
Axbs

(4.67)

: At
¢ ", (t—AD) - [1 — 055

-
|+ #0005

S

Por eso, es necesario actualizar para cada instante de tiempo considerado este término.

El método utilizado para actualizar las variables en el caso no estacionario para cada instante de tiempo t es el
siguiente:
e Enelinstante inicial (t = 0), los valores ¢' ", ((0) —At) =0y o', . ,((0) — At) = 0.Porlo
que tras resolver el problema se conocen los valores de ¢’ * ».s(0)yde ¢ ps—1(0):
e Asf pues en un instante At posterior se actualizan las variables ¢ * b.s((t = At) — At) =¢ " b.s(0),
y ¢>'+b_s_1 ((t = At) — At) = ¢’b.s—1 (0) que ya son conocidos. Tras resolver el problema, quedan
determinadas las variables ¢' ¥, (t = Ay ¢, (¢t = Ab).

e Por tanto, de forma general, en un instante ¢, los valoresde ¢ *, (t —A)y ¢ ", . (¢ — AD)
serian conocidos, y asi, se actualiza el término independiente de la ecuacién de Kutta.

Finalmente, la estructura que tiene el sistema de ecuaciones tras introducir la condicion de Kutta, tanto en el
caso estacionario como en el caso no estacionario es la siguiente:

¢ala

iestela-Nyincog > (iala-1)-Nyincog
Factores de Factoresde | [ ] o
influencia de los influencia de los d

(iala-1)-Nyincog - | Vértices vértices o — cde | v
pertenecientes a los pertenecientes a los > (iala-1)-Ny
| paneles delala paneles de la estela -
Ecuaciones de la LN b estela o | .
condicion de Kutta [ Y1¢0g  Ceros |Euttz1 ~Nyincog
.. ) | L ,
7 > iestela-Nyincog
(iala-1)-Nyincog

Figura 4.26. Estructura del sistema de ecuaciones tras introducir las ecuaciones de la condicion de Kutta.

Como se puede comprobar, aunque se ha aumentado el nimero de ecuaciones del problema, el sistema sigue
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siendo compatible indeterminado, por lo que no es posible obtener todavia una solucién.

4.5 Desarrollo de la estela.

Hasta ahora, se tiene un sistema compatible indeterminado del cual no es posible extraer ain una solucion.
Esto se debe a que hay efectos gue no se han tenido en cuenta en el desarrollo matematico del problema.

En esta seccion, se va a estudiar la forma en la que se desarrolla la estela y los efectos que ésta produce. De
manera que al tener en cuenta esos resultados, el sistema va a pasar a ser compatible determinado, vy el
problema guedaria totalmente cerrado.

Tal y como se comentd en la seccion 3.2.2 en toda la region del espacio donde no hay ala, se verifica la
expresion (3.18):

Do’ ™"

_ (4.68)
ot 0

Es decir, si se tiene una particula P que recorre la estela, tal y como se representa en la figura:

Figura 4.27. Particula P perteneciente a la estela.

Segun la expresion (4.68), el valor de ¢'+ permanece constante a lo largo de todo el recorrido de P en la
estela.

Por otro lado, la particula P viaja con una velocidad U, por lo que en un instante At habra recorrido una
distancia U, - At. Por tanto, se va a suponer que en un determinado instante ¢, la particula se encuentra en un
punto de la estela en el que hay un potencial de velocidades ¢ ,, tal y como se representa en la figura:
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56 Meétodo de Resolucion del Problema.

P./q;p

Figura 4.28. Posicion de la particula P en el instante ¢ considerado, y potencial de velocidades
existente en el punto donde se encuentra la particula.

Cuando pase un instante At, la particula P habra recorrido una distancia U, - At, y, el valor de ¢'* es
constante a lo largo del recorrido de la particula (segun la expresion (4.68)), por lo que, en el nuevo punto
donde se encuentra la particula, de nuevo el valor del potencial de velocidades sera ¢' p» €5 decir, se puede
decir que el potencial de velocidades se traslada aguas abajo con la particula considerada:

Pc/q” . .

v
Ux- At
At o At
P\C/f"?‘b )
Ux- At

¢'p

Figura 4.29. Avance de la particula P con el tiempo y evolucion del potencial de velocidades.

Se ha explicado entonces, que el potencial de velocidades se traslada por la estela de forma conjunta con las
particulas de fluido que recorren a ésta. Pero ahora cabe preguntarse ¢Cual es el valor de ¢ ,?

Para responder a esa pregunta, basta con seguir el recorrido de la particula P. Asi, justo antes de recorrer la
estela, esta particula P se encuentra en el borde de salida del ala. Por tanto, justo en el instante en el que la
particula comienza a recorrer la estela, el valor del potencial de velocidades en el punto en el que se encuentra
la particula es ¢’ ,.s ara un valor de y dado. Por ello, cuando la particula comienza a recorrer la estela, el
valor de ¢’ p €S precisamente ¢ b5 PEro mientras la particula recorre la estela, el valor del potencial de
velocidades se traslada con ella, por lo tanto, el valor de ¢’ p Vaaser ¢ ».s @10 largo de todo el recorrido de la
particula por la estela. Esta idea se representa en la siguiente figura:
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(d)'bs(t'i'At) At

O'bs(t2-At)

Jo A L ¢'bs(t) UsAtl - 'bs(t+AL)

(o
U "/\t‘ L $'bs(t)
i

Figura 4.30. Evolucion del potencial de velocidades en la estela.

En cada instante, aparece un nuevo valor de ¢’ ».s due se traslada a lo largo de la estela, de forma que en el
instante t + k - At, el potencial de velocidades ¢' p.s(£), Se encuentra a una distancia U, - kAt del borde de
salida, mientras que en ese instante, aparece un nuevo valor ¢’ b.s(t + k- At), que se ira trasladando por la
estela.

Por tanto, siguiendo el razonamiento anterior, los valores que toma el potencial de velocidades en la estela,
seran los valores que éste ha tomado instantes antes en el borde de salida, por lo que si en instantes anteriores
se conocen los valores del potencial de velocidades en el borde de salida, los valores que éste toma en la estela
también seran conocidos, y, por tanto, no seran incognitas adicionales al problema.

Para tratar estos resultados numéricamente, el panelado de la estela se ha hecho de forma que los paneles estén
equiespaciados una distancia At - U, = At (en términos adimensionales, el valor de U, se considera
unitario), como se representa en la figura:

e

-—_—___-—-—"" ""--‘_._____ -
At
P
At

(/’r/"\\%\ 3
At

/_"_,\ v

Figura 4.31. Panelado realizado en la estela.

Por tanto, cada vez que transcurre un instante At, el valor del potencial en la estela se va a trasladar de un
vértice de los paneles a otro, tal y como se ha explicado con anterioridad.

De esta manera, los valores del potencial de velocidades que aparecen en los vértices de la estela, ya son
conocidos en todos los instantes de tiempo, excepto en el instante inicial, donde van a ser nulos, por tanto, se
reduce asi el nimero de incdgnitas del problema.

La forma de transformar el sistema considerado a un sistema compatible determinado se va a explicar a
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58 Meétodo de Resolucion del Problema.

continuacion.
Actualmente, el sistema de ecuaciones posee la estructura que se representa en la siguiente figura:

Mat_ala
Mat estela £ N
¢ala

> (iala-1)-Nyincog

iestela:Nyincog

Factores de
influencia de los
vértices
pertenecientes a los
paneles de la estela

Factores de
influencia de los
(iala-1)-Nyincog | - vértices
pertenecientes a los
paneles del ala

> (iala-1)-Nyincog

Ecuaciones de la
condicién de Kutta

-Nyncog  Ceros Kutta J"N)’incog

[iestela-Nyincog

(ialﬂ-l):N3'i1|cog
destela

Figura 4.32. Estructura del sistema de ecuaciones.

Es decir, se puede considerar que, a grandes rasgos, posee la siguiente estructura:

¢ala ] _
[Mat_ala Mat_estela] [ destelal = (4.69)
Las dimensiones de las submatrices son las siguientes:

Dim(Mat_ala) = [(iala — 1) - Nyincog, (iala — 1) - Nyincog]

Dim(Mat_estela) = [(iala — 1) - Nyincog, iestela - Nyincog|

Dim(¢ala) = [(iala — 1) - Nyincog, 1] (4.70)
Dim(¢pestela) = [iestela - Nyincog, 1]
Dim(w) = [(iala — 1) - Nyincog, 1]
Por tanto, el sistema anterior puede reescribirse:
(4.71)

Mat_ala - pala + Mat_estela - gpestela = w

Pero los valores de ¢pestela son conocidos, ya que son los valores del potencial de velocidades en el borde de
salida en instantes de tiempo anteriores. Por tanto, el sistema se reescribe:

Mat_ala - pala = w — Mat_estela - pestela 4.72)

Entonces, la estructura del sistema ahora es la siguiente:
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(iala-1)-Nyincog <

Factores de
influencia de los
vértices
pertenecientes a los
paneles del ala

Ecuaciones de la
condicion de Kutta

(iala-1)-Nyincog

dala -

(iala-i)'N yincog

iestela:Nyincog

<

|

Factores de
influencia de los
vértices
pertenecientes a los
paneles de la estela

Figura 4.33. Estructura definitiva del sistema de ecuaciones.

1 este

~iestela:M

Por ello, el sistema pasaria a ser compatible determinado con (iala — 1) - Nyincog ecuaciones e incognitas,
y es posible obtener una solucién. Por lo que de esa manera, quedarian determinados los valores de potencial

de velocidades en todos los vértices que conforman el ala, y el problema quedaria cerrado.

Todo lo explicado hasta ahora, es valido tanto para el caso estacionario como para el no estacionario, sin
embargo, en el caso estacionario, el problema se simplifica, ya que el valor de ¢ , . es constante respecto al

tiempo, y, por tanto, el valor que se traslada a la estela también lo serd, por lo que se tendra una situacion como
la que se representa en la siguiente figura:

(I)Ibsl

(I)Ibsz

(I)'sz

(/‘———/—.-\\..\\

Figura 4.34. Potencial de velocidades en la estela en el caso estacionario.

Es decir, para un valor de y determinado el valor de ¢ en la estela va a ser constante e igual al valor de ¢ del
vértice perteneciente al borde de salida para ese y determinado.

Se va a explicar ahora, el procedimiento utilizado para transformar la matriz de resolucién del problema en
este caso estacionario.

La matriz Mat, contiene los factores de influencia que ejercen los potenciales de velocidades que se
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60 Meétodo de Resolucion del Problema.

encuentran en todos los vértices que forman el ala y la estela sobre los puntos de colocacién situados en el ala.
Asi pues, se verifica:

Z by - Factor de influencia(i,j) = w(x,y) V(x,y) € ala (4.73)
V(i)

Pero, en ese caso, el valor de ¢ en la estela para un j determinado es el mismo que hay en el borde de salida
del ala para ese valor de j . Asi pues, se va a considerar los factores de influencia que ejercen los potenciales de
velocidades que se encuentran en la posicion j — ésima segun la direccion j y pertenecen al borde de salida y
a la estela, como se representa en la siguiente figura:

(I)'bsj I R

Figura 4.35. Potencial de velocidades en la estela, en la posicion j — ésima.

La influencia que esos potenciales representados ejercen sobre un determinado punto de colocacion seré:

iala +iestela

¢, - Factor de influencia(i,j) =

i=iala
iala +iestela (474)
=¢ps(j) - z Factor de influencia(i,j) =
i=iala

= ¢ps(j) - Factor de influencia b.s (j)
Donde se ha llamado:

iala +iestela

Factor de influencia b.s (j) = Z Factor de influencia(i, j) (4.75)

i=iala

Es decir, se considera que el factor de influencia que ejerce un potencial de velocidades situado en el vertice
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Jj — ésimo del borde de salida es la suma del factor de influencia asociado a ese Vértice del borde de salida,
mas la suma de los factores de influencia asociados a los Vértices de la estela para ese valor de j dado.

De esa forma, se logran eliminar incognitas del sistema y reducir las dimensiones de la matriz Mat. Ademas,
se ha cambiado su estructura, y es necesario recalcular los factores de influencia asociados a los Vértices
pertenecientes al borde de salida, lo cual se realiza numéricamente como se muestra a continuacion.

En primer lugar, cabe recordar que los factores de influencia asociados a los vértices del borde de salida, se
encuentran en las columnas (iala — 2) - Nyincog + j donde j toma los valores desde 1 hasta Nyincog. Asi
pues, la matriz se ha modificado de la siguiente forma:

Desde que i vale 1 hasta que vale Nxec - Nyncog:
Desde que j vale 1 hasta que vale Nyincog:

Desde que k vale 1 hasta que vale iestela:

Mat (i, (iala — 2) - Nyincog + j) = Mat(i, (iala — 2) - Nyincog + j) +

(4.76)
+ Mat(i, (iala — 2 + k) - Nyincog + j)
Es decir, lo que se ha hecho es sumar al factor de influencia asociado al vértice j — ésimo del borde de salida,
los factores de influencia de la estela que se encuentran en esa misma posicion j, tal y como se ha explicado
con anterioridad.

Por tanto, con ese proceso, se reducen las dimensiones de la matriz de resolucién del problema, ya que no es
necesario tener en cuenta a los factores de influencia de los vértices asociados a la estela, puesto que éstos ya
se han afiadido a los factores de influencia de los Vvértices del borde de salida. De la misma forma, los valores
de ¢ en los Vvértices de la estela tampoco serian incognitas del problema, ya que conociendo los valores del
potencial en el borde de salida, aquellos pertenecientes a la estela serian conocidos.

Con todas estas ideas, la estructura del sistema es la siguiente:

Nyincog
’ Factores de] 7] ]
Factores de influencia o'
influencia de los de vértices .
(i'lla 1) N\'incog vértices del b.s + cdc
ala=2)+INY h . estela ale _ - (iala=1}-Nvine
pertenecientes a los ° dala — > (iala-1)-Nyincog
paneles del ala
Ecuaciones de la = (iala-1)-Nyincog ' .
condicion de Kutta ‘ Kuttz1 ] Nyincog

N}.'incog

(iala-l):Nyincog

Figura 4.36. Estructura definitiva del sistema de ecuaciones en el caso estacionario.

Es decir, se tiene un sistema de (iala — 1) - Nyincog ecuaciones e incognitas, por lo que el sistema es
compatible determinado. Resolviendo el sistema, se obtienen los valores del potencial de velocidades
asociados a los Vvértices del ala y, por tanto, el problema quedaria cerrado.

4.6 Calculo del coeficiente de sustentacion.

El objetivo de todo este desarrollo, es estudiar la aerodinamica de un ala considerando régimen no
estacionario. Para ello, es primordial calcular las fuerzas aparecen en ésta, tal y como se explico en la seccion
3.1, donde se demostr6 que la fuerza que aparece sobre el ala sigue la expresion (3.6):
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62 Meétodo de Resolucion del Problema.

— ap' " ap' "
F(t) = 2pe f <— Uy - ——|dS -7 4.77)
s \ Ot ox
Y, la sustentacién, por tanto, se calcula:
. ap " ap "
L(t) = F - cos(a) = 2p, [ f (% + U, 25—36) dS] - cos(a) (4.78)
Zala

Para poder calcular esa sustentacion, es necesario conocer el valor del potencial de velocidades en todos los
puntos gque forman el ala. Y eso, precisamente, es lo que se ha resuelto en las secciones anteriores. Por tanto,
ya se estaria en disposicion de calcular la sustentacion del ala en la situacion considerada.

Asi pues, el objetivo de esta seccidn es explicar el procedimiento que se ha seguido para calcular el coeficiente
de sustentacion del ala, a partir de los resultados obtenidos anteriormente.

En primer lugar, el coeficiente de sustentacion se define de la siguiente forma:

L

€, = ———
7P U’

(4.79)

Se va a considerar un ala en flecha con las siguientes dimensiones:

e b/2

Cr

Ct

Figura 4.37. Definicion de la geometria del ala.

Asi pues, la superficie del ala es:

S:(Cr+Ct).

b (4.80)

Si se define el estrechamiento del ala de la forma:

E=— 4.81
c (4.81)

Entonces, la superficie se expresa:

_(1+E)_

§ =0

b (4.82)

Por otro lado, se considera en términos adimensionales que tanto C,. como U, toman valores unitarios. Por
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tanto, el coeficiente de sustentacion se calcula:

L + ¢
_p U.ls (1+E)b UE < +w>d5]'605(a) (4.83)

CL(t) =

Entonces, para calcular el coeficiente de sustentacion, es necesario resolver la integral:

0 '+ a b/2 b s /9 a '+
f ( ¢ ¢ > ds = f < ¢ ¢ ) dx] dy (4.84)
Luta at d0x b/2 dx
Para ello, se va a realizar en primer lugar, la integral respecto a x:
bs /9 '+ F '+ bs g bs g
[ (£—+EL>M—I iﬂqz+f 097 (4.85)
ba \ Ot dx ba Ot ba 0%
Asi pues, si se considera la segunda de las integrales de la expresion (4.85):
b,sa¢'+ 14 bs T+ T+
= C= — 4.86
'[b.a ax dx d) Jb.a (»b (bS’}’) (.b (ba'y) ( )

Por condicién de contorno se verifica que ¢'+ es cero en el borde de ataque, por lo que la expresion (4.86)
resulta:

b.s
j'a¢ — ¢ (bs,y) (487)
b

.a ax

Donde ¢'+(b. s,y) es el valor que toma el potencial de velocidades en un punto perteneciente al borde de
salida para un valor de y dado.
Por tanto, ya se tiene resuelta una de las integrales que es necesario calcular.

Ahora, se va a considerar la primera de las integrales de la expresion (4.85):

S '+
f "tod (4.88)
b

Jt

.a

Para calcular esa integral numéricamente, lo primero que se va a hacer es una aproximacion de la derivada que
aparece:

9p"" ¢ () ¢ (- 20 (4.89)
at At

Donde q.’>'+(t) es el valor que toma el potencial de velocidades en un punto del ala considerado en un instante

ty q,’>'+(t — At) es el valor que tenia el potencial de velocidades en ese mismo punto del ala un instante At
anterior al instante t.

Asi pues, la integral (4.88) se reescribe:

b.s b.s
f aidx—i i [ F@®) — ¢ T(t—Aat)] dx =
' @ (4.90)

b.s
¢ T(t—Ab) dx] = Integral(y)
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64 Meétodo de Resolucion del Problema.

Por tanto, si se conoce el valor del potencial de velocidades para todos los vértices de los paneles que forman
el ala y en todos los instantes de tiempo considerados, la integral anterior puede calcularse por la regla de los
trapecios.

Al resultado de esa integral para cada valor de y se le ha llamado Integral(y).
Por otro lado, segun la expresion (4.84) ahora es necesario calcular la integral respecto a y:

8 2[ (b5 (0’ g
(@) = m[_% U;m <T+W> dx] dy - cos(a) =

b2
= f [Integral(y) + ¢'*(b.s,y)] dy - cos(a)
~b/2

(4.91)

De nuevo, si se conocen los valores de Integral(y), <;b'+(b.s, y) en todos los vértices de los paneles que
forman el ala para cada valor de y considerado, es posible calcular esa integral con la regla de los trapecios.

Asi, con ese procedimiento, se calcula el coeficiente de sustentacion en un instante ¢ determinado. Por lo que
si se quiere calcular el valor de C; a lo largo de un periodo de tiempo, es necesario calcular con ese
procedimiento el coeficiente de sustentacion para cada instante de tiempo considerado.

4.7 Algoritmo de resolucion del problema.

Con todos los desarrollos anteriores, el problema queda totalmente cerrado. Asi pues, en esta seccion se van a
resumir los pasos a seguir para la resolucion numérica del problema, para aclarar todos los conceptos y tener
una vision general del método.

Los pasos a seguir serian los siguientes:
1. Definicion de la geometria del ala. Se define la flecha, el estrechamiento y la envergadura del ala.

2. Se define la ley a(t) (movimiento que va a seguir el ala). Se impone la condicion de
impenetrabilidad.

3. Panelado del ala y estela y distribucion de los puntos de colocacion. Se dividen tanto el ala como la
estela en paneles y se sittan los puntos de colocacion.

4. Calculo de factores de influencia. Se calculan los factores de influencia asociados a los potenciales
de velocidades de los vértices que componen los paneles del ala y de la estela respecto a un punto de
colocacidn considerado y se sitiian en la componente adecuada de la matriz Mat.

5. Se crea el incremento de tiempo At y el instante final de tiempo hasta el que va a durar la
simulacion tg;,, . Para cada instante de tiempo se realizan los siguientes pasos:

5.1. Se crea/actualiza el término independiente de las ecuaciones de Kutta y se introducen en
el sistema de ecuaciones.

5.2. Se actualizan los valores del potencial de velocidades en los vértices de los paneles de la
estela, y se reorganiza el sistema de ecuaciones.

5.3. Se resuelve el sistema de ecuaciones Mat - ¢ = w.
5.4. Se calcula el valor del coeficiente de sustentacion.

Esa es la estructura general del método numérico que se ha utilizado para resolver el problema.
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5 COMPROBACION DE RESULTADOS.

lo largo de todas las secciones anteriores, se ha explicado el modelo matematico utilizado para
resolver el problema planteado, y, ademas, se ha desarrollado la forma de implementar dicho modelo
en un método numérico que permita resolver el problema de forma réapida y robusta.

Ahora, el objetivo es ir mas alla, se quiere implementar el método numérico que se ha ido explicando
anteriormente para comprobar si el modelo matematico que se ha hecho es correcto.

Para conseguir tal propdsito, se van a resolver diferentes problemas cuyas soluciones ya son conocidas, tanto
estacionarios, como no estacionarios. Se van a utilizar esos problemas ya resueltos para comparar los
resultados que proporciona el método explicado con las soluciones reales del problema, y asi poder visualizar
la eficiencia del método.

Para la implementacién del método numérico, se va a utilizar el programa de célculo numérico MATLAB.

5.1 Caso estacionario.
El primer problema que se va a tratar para comprobar la eficiencia del método desarrollado, va a ser un
problema estacionario.

Para ello, se van a considerar alas con diferentes geometrias, en concreto, se va a estudiar como varia la
pendiente de la curva del coeficiente de sustentacion C;,, en funcion del alargamiento del ala para diferentes
valores de flecha.

Asi pues, los resultados obtenidos tras realizar la simulacion son los siguientes:

Figura 5.1. Pendiente de la curva de sustentacion C;, en funcion del alargamiento AR para diferentes valores
de flecha A.

Este mismo problema, esta resuelto en Low-Speed Aerodynamics (Joseph Katz-Allen Plotkin), donde los
resultados que aparecen son los siguientes:
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66 Comprobacion de Resultados.
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Figura 5.2. Imagen extraida de Low-Speed Aerodynamics (Joseph Katz-Allen Plotkin), donde
representa la pendiente de la curva de sustentacion C;, en funcion del alargamiento AR para
diferentes valores de flecha A.

Para verificar que los resultados obtenidos son adecuados, se van a superponer ambas imagenes, obteniendo la
siguiente figura:
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Figura 5.3. Superposicién de las figuras 5.1y 5.2.

Se puede comprobar que los resultados obtenidos son bastante buenos, ademas, se observan algunos
comportamientos caracteristicos.

En primer lugar, se verifica que para alargamientos pequefios los resultados son préacticamente idénticos,
mientras que a medida que el alargamiento aumenta, los resultados comienzan a divergir relativamente.

En segundo lugar, también se observa que para ala rectangular los resultados son practicamente idénticos,
mientras, a medida que la flecha aumenta, las diferencias comienzan a ser mayores.

Por tanto, tras la primera de las comparaciones considerando un problema estacionario, se puede decir que los
resultados son bastante buenos, y, al parecer, el método funciona correctamente para el caso estacionario.

5.2 Aceleracion repentina de placa plana.
Una vez se ha comprobado que para el caso estacionario el método funciona correctamente, se van a chequear
los resultados considerando ahora un problema no estacionario.

El problema a considerar es una placa plana que acelera de forma instantanea desde una velocidad cero hasta
una velocidad U,, con un angulo de ataque de 5°.

Se pretende estudiar la evolucion del coeficiente de sustentacion respecto del tiempo para placas planas con
diferentes valores de alargamiento.

Tras realizar la simulacion, los resultados obtenidos son los siguientes:
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Figura 5.4. Representacion del coeficiente de sustentacion C; en funcion del tiempo t, para alas
rectangulares con diferentes valores de alargamiento AR.

De la misma forma que ocurria con el caso considerado anteriormente, este problema también aparece resuelto
en Low-Speed Aerodynamics (Joseph Katz-Allen Plotkin), proporcionando los siguientes resultados:

d .
A= .
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Figura 5.5. Imagen extraida de Low-Speed Aerodynamics (Joseph Katz-Allen Plotkin), donde
representa el coeficiente de sustentacion C;, en funcién del tiempo t, para alas rectangulares con
diferentes valores de alargamiento AR.
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Por tanto, para visualizar los posibles errores y variaciones que puedan aparecer, se van a comparar y
superponer ambas gréaficas:

T T
00 1.0 20 30 40 50 60 70 80 90 o
Uat
C

Figura 5.6. Superposicién de las figuras 5.4y 5.5.

De nuevo la imagen permite observar algunos comportamientos.

El primero de ellos es que los resultados no son buenos en los primeros instantes, pero que convergen de forma
idéntica a medida que avanza el tiempo, estabilizandose por completo al final de la simulacion.

Por otro lado, también se puede comprobar que a medida que el alargamiento de la placa va aumentado los
resultados tardan mas tiempo en converger, pero finalmente se obtienen resultados muy precisos, incluso
mejores que para el caso estacionario.

Asi pues, se ha comprobado que el método funciona correctamente tanto para el caso estacionario como para
el caso no estacionario, obteniendo en ambos casos resultados muy precisos.

5.3 Placa plana oscilante.

El altimo de los problemas que se van a resolver es una placa plana oscilante respecto del tiempo.

Se va a considerar una placa plana que forma un angulo «, respecto a la corriente incidente con velocidad
U, ademas, esta placa sigue un movimiento vertical definido por la funcion h(t), tal y como se representa en
la siguiente figura:
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h(t)

ao

Ux

Figura 5.7. Placa plana con movimiento vertical h(t) sobre la que incide una velocidad U, .

Esa funcion h(t) vaa ser la siguiente:
h(t) =0.1-c-sin(w-t) (5.1)

Donde w se va a expresar de la siguiente forma:

Siendo k una constante arbitraria que modifica el valor de w y c la cuerda de la placa plana.

Sin embargo, para expresar el movimiento que sigue la placa en el método que se ha desarrollado, es necesario
obtener la expresion del &ngulo de ataque de la placa respecto del tiempo a(t).

Para ello, en lugar de considerar que la placa sigue un movimiento vertical definido por la funcién h(t), se va

a considerar que el fluido que incide sobre la placa posee una componente vertical de la velocidad A(t), tal y
como se representa en la siguiente figura:

oo

VI(t) =, ao
: h(t) '

Figura 5.8. Angulo de ataque real de la placa plana.

Asi pues, el objetivo es determinar a(t), por lo que a partir de la figura anterior, puede escribirse la siguiente
expresion:

a(t) = ag + a'(t) (5.3)

Por otro lado, el angulo a'(t) puede calcularse:

a (t) = atan <$> (54)

Por tanto, puesto que los valores de U,, Yy de ¢ se consideran unitarios en términos adimensionales, finalmente
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el angulo de ataque de la placa se expresa:

a(t) = ag +a'® = ay + atan(0.1 - 2k - cos(2k - t)) (5.5)

Con esas ideas, se ha resuelto el problema para una placa plana donde ay = —5° y donde los valores de k
considerados son 0.1, 0.3 y 0.5. Los resultados obtenidos se representan en la siguiente figura:

0.7 T T T T T T T T

—k=0.5

.

Figura 5.9. Representacion del coeficiente de sustentacion C; en funcién del tiempo t para diferentes
valores de k.

Sin embargo, este mismo problema aparece resuelto en Low-Speed Aerodynamics (Joseph Katz-Allen
Plotkin), donde los resultados proporcionados son los siguientes:
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Figura 5.10. Imagen extraida de Low-Speed Aerodynamics (Joseph Katz-Allen Plotkin), donde
representa el coeficiente de sustentacion C; en funcion del tiempo t para diferentes valores de k.
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72 Comprobacion de Resultados.

Para comprobar la eficacia y la veracidad de los resultados que ha proporcionado el método considerado, se
van a superponer ambas gréaficas, tal y como se muestra en la siguiente figura:

1.0

-0.8

-
I
- - Heaving amplitude =
: ] z | 1
0 W 3n 2n
: . 2
w !

Figura 5.11. Superposicion de las figuras 5.9 y 5.10.

A la luz de los resultados obtenidos, pueden destacarse algunas caracteristicas principales:

En primer lugar, puede comprobarse que a medida que aumenta la frecuencia de variacion del movimiento,
existen mayores diferencias entre ambos resultados, de forma que cuando k = 0.1, los resultados son
practicamente idénticos, mientras que a medida que aumenta el valor de k, las diferencias son mayores.

En segundo lugar, puede destacarse que la zona donde aparecen las maximas divergencias son aquellas donde
se alcanzan los valores maximos y minimos del coeficiente de sustentacion, a medida que los resultados se
alejan de esas regiones, convergen de manera significativa.

Por tanto, como conclusion, puede afirmarse que el método funciona correctamente y, por tanto, los
desarrollos matematicos que se han realizado son correctos, ademas, se obtienen resultados precisos y
adecuados, aunque existen zonas donde los resultados divergen relativamente.
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6 PROPUESTAS DE MEJORA Y TRABAJOS
FUTUROS.

uesto que ya se ha explicado el método matematico de resolucioén del problema y, ademas, se ha

comprobado que funciona correctamente. Ahora se van a comentar las principales deficiencias que

presenta el método empleado, y por donde seguir avanzando en el supuesto caso en que se quisiera
mejorar dicho desarrollo.

En primer lugar, el principal problema que presenta el método numérico descrito, es la extrema dependencia
de la geometria del ala. De manera que éste puede funcionar correctamente para unos valores determinados de
flecha y estrechamiento, y al cambiar esos valores, no proporciona resultados adecuados.

La causa de este problema es estrictamente numérica, ya que el desarrollo matematico es correcto como se ha
comprobado anteriormente.

Haciendo diferentes simulaciones, se ha verificado que esa dependencia de la geometria del ala estd muy
relacionada con la posicion que ocupan los puntos de colocacion.

Lo que ocurre es que si se eligen unos puntos de colocacién determinados para una geometria en concreto el
programa puede funcionar correctamente. Pero si se cambia la geometria y se mantienen fijos la posicion
relativa de los puntos de colocacion, los resultados no seran adecuados casi con toda probabilidad.

Por ello, uno de los temas a abordar para mejorar la eficiencia del método seria lograr identificar la causa raiz
de esta idea y solucionarla, de manera que con unos puntos de colocacion generales, el método proporcione
resultados adecuados y precisos.

Por eso, algunas de las ideas que se pueden utilizar para mejorar el método numérico podrian ser:

e Situar los puntos de colocacion en los bordes de los paneles, para mejorar la condicién de la matriz de
resolucion del problema y asi conseguir buenos resultados para todas las geometrias consideradas.

e Utilizar una forma mas precisa para aproximar las derivadas que aparecen, puesto que la manera que
se ha utilizado es:

Foo LTI o 6.)

X2 — X1

e Modificar la hip6tesis de que la variable v' permanece constante en todos los tridngulos en los que se

divide el ala. Esta hipdtesis provoca que la variable v' esté formada por valores constantes discretos a
lo largo de toda la superficie del ala. Si en lugar de considerarse constante, se considera lineal, los
resultados mejorarian de forma notable.

Por otro lado, aparte de conseguir mejorar la eficiencia numérica del método, otra posibilidad de trabajo seria
considerar las deformaciones que aparecen sobre el ala.

En este desarrollo, como se ha explicado, no se han considerado las deformaciones elasticas que sufre el ala
debido a los esfuerzos que aparecen, sino que se ha considerado el ala como un sélido rigido.

Por eso, seria interesante afiadir las ecuaciones de la membrana al método para considerar tales deformaciones
y obtener también, resultados mas precisos.
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Programas MATLAB Utilizados.

7 PROGRAMAS MATLAB UTILIZADOS.

n esta seccion, se encuentran los programas numéricos que se han implementado en MATLAB para
resolver los problemas que se explican en la seccion 5.

7.1

Programa 1. Caso estacionario.

Este programa se corresponde con el problema que se explica en la seccién 5.1 y su implementacion en

MATLAB es la siguiente:

29000¢

00000

o 990000
O OO0 0O0

for aux = 1:10

00000

©000<T

%%Se define la envergadura del ala

b

aux;

b cont (aux) = b;

(b) :

$%Se expresa que se estd considerando caso no estacionario:

UNSTEADY = 0;

%$%Se definen el numero de paneles que forman el ala en direccidn "x"

iala 31;

Nyincog 21;

[-8
00

Se define la flecha del ala:
60;

flecha

[-3
00

Se definen los paneles de la
casoestacionario o no estacionario:

if UNSTEADY==
50;

iestela

finT = 0;

Dt 200*b/iestela;

else

finT 80;

0.05;

Dt

iestela fix (10/Dt) ;
end

%%Se inicializa el tiempo con valor

estela,

cero:

74

e "y” .

dependiendo de si se considera



contT = 0;

$%Se define la posicidén central del ala segln la direccidén de la

o\©

%envergadura:
NO5 = (Nyincog+2)/2+1;
%Se define el &ngulo de ataque:

alpha0O = 5*pi/180;

o°

$Se definen pardmetros para realizar el panelado del ala de forma
$%discontinua:
dthetax = pi/(iala-1);

dthetay = pi/ (Nyincog+l) ;

o°

%Se definen el numero de incdégnitas que hay sobre el ala:
Nxec = iala-2;

Nyec = Nyincog;

o\°

%Se realiza el panelado del ala:
for i=l:iala
for j=1:(Nyincog+2)
my(i,j) = -0.5*b*cos((j-1)*dthetay);

mx(i,73) = 0.5* (1-cos ((i-1) *dthetax) )+ 1) *dthetax) )+ 1) *dthetax) )+
1) *dthetax) ) +abs (my (i, j)) *tan (flecha*pi/180);

end
end
%%Se realiza el panelado de la estela:
for i=l:iestela

for j=1:(Nyincog+2)

mx (iala+i,j) = mx(iala,j)+i*Dt;

my (iala+i, J) -0.5*b*cos ((j-1) *dthetay) ;
end
end
$%Se calcula la longitud segtn la direccién "x" del panel del borde de salida.
Dxbs = mx(iala,l) mx(iala-1,1);
%%Se sittan los puntos de colocacién sobre el ala y la estela:
for 1 = 1l:Nxec
for j = 2: (Nyec+l)
if j==fix (Nyincog/2+2)
mx0(i,j-1) = 0.75*mx (i+1,3) + 0.25*mx (i+2,7);
myO (i,j-1) = my (i, fix (Nyincog/2)+2);
else
if j<fix (Nyincog/2+2)
myO(i,j-1) = 0.75*my(i,]J) + 0.25*my(i,]j+1);

mx0 (1,9-1) = 0.75% (0.75%mx (i+1,3)+0.25%mx (i+1,§+1))
0.25% (0.75%mx (1+2,§) +0.25%*mx (i+2,3+1)) ;

else
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mx0 (i,3-1) = 0.75*(0.75*mx (1+1, ) +0.25*mx (i+1,3j-1)) +
0.25*(0.75*mx (1+2, ) +0.25*mx (1+2,3-1)) ;

my0 (i,3-1) = 0.75*my(i,3) + 0.25*my(i,3-1);

end
end
end

end

89900

o000 °

00000

©0000

999000

[CReRreRIeRNe)

99900

[CReRreRIeRNe)

00000 000000
©0000 000000

99000 8909000

Mat (1: (iala-1) *Nyincog, l: (iala+iestela) *Nyincog) = 0;
sol(l:(iala-1)*Nyincog) = O0;
Phiestela(l:iestela,l:Nyincog) = 0;
phibs (1: (Nyincog+2)) = 0;
phibstml (1: (Nyincog+2)) = 0;
phibsml (1: (Nyincog+2)) = 0;
phibsmltml (1: (Nyincog+2)) = 0;
intphiunsteadyml (1: (Nyincog+2)) = 0;
intphiunsteady (1: (Nyincog+2)) = 0;
intphitotal (1: (Nyincog+2)) = 0;
intphitotalml (1: (Nyincog+2)) = 0O;
ubsalidatml (1: (Nyincog+2)) = 0;
%% Se comienza a montar la matriz Mat:
for k=1: (Nxec)
for 1=1:Nyec

for j=1:(Nyincog+l)
il=1:(ialatiestela-1);
Jj1=3;
i0=k;
30=1;
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%%Se definen las coordenadas del punto de colocacidén que se va a tratar:
vx0=mx0 (10, 30) ;
vy0=myO0 (10, 30) ;

%%Se calculan las distancias desde el punto de colocacidén que se estd tratando a
los

$%vértices del panel que se estd considerando:
Ll=sgrt((mx(il,jl)-vx0) .2+ (my(il,3j1)-vy0)."2);
L2=sqgrt ((mx(il,31+1)-vx0) .2+ (my (il,31+1)-vy0) ."2);
L3=sgrt ((mx (i1+1,31)-vx0) .2+ (my (1i1+1,31)-vy0) ."2);
Li4=sqgrt ((mx (i1+1,31+1)-vx0) .2+ (my (11+1,31+1) -vy0) ."2);
%%Se calculan las componentes los vectores v:
vx(:,1)=mx(il,j1+1)-mx(il,31);
vy (:,1)=my(il,j1+1)-my(il,31);
vx(:,2)=mx(1i1+1,31+1)-mx(il,31+1);
vy (:,2)=my(il+1,31+1)-my(il,j1+1);
vx(:,3)=mx (il+1,j1)-mx(il1+1,3j1+1);
vy(:,3)=my(il+1,j1)-my(il+1,3j1+1);
vx(:,4)=mx(il,J1) -mx (il+1,31);
vy (:,4)=my(il,J1) -my(il+1,31);
if j1<NO05
v (:,5)=mx (il+1,J1)-mx(il,3j1+1);
vy (:,5)=my(il+1,J1)-my(il,3j1+1);
vx(:,6)=-vx(:,5);
vy (:,6)=-vy(:,5);
else
v (:,5)=mx (il+1,J1+1)-mx(il,j1);
vy (:,5)=my (il+1,J1+1)-my(il,j1);
vx (:,6)=-vx(:,5);
vy (:,6)=-vy(:,5);
end
%%Se calculan las componentes de los vectores 11, 12 y 13:
12(:,1:6)=sqrt(vx(:,1:6) .7"2+vy(:,1:6).72);
for contador=1l:length (il)
13 (contador, 1) =max (L2 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 1) =min (L2 (contador), Ll (contador)) ;
13 (contador, 2)=max (L4 (contador) , L2 (contador)) ;
11 (contador, 2)=min (L4 (contador) , L2 (contador)) ;
13 (contador, 3) =max (L4 (contador), L3 (contador)) ;
11 (contador, 3) =min (L4 (contador), L3 (contador)) ;
13 (contador, 4) =max (L3 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 4)=min (L3 (contador) , Ll (contador)) ;

end
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if j1<NO5
for contador=l:length (il)
13 (contador, 5)=max (L2 (contador) , L3 (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L2 (contador) , L3 (contador)) ;
end
else
for contador=l:length (il)
13 (contador, 5)=max (L4 (contador) , Ll (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L4 (contador), Ll (contador)) ;
end
end
13(:,6)=13(:,5);
11(:,6)=11(:,5);
%$%Se calcula el coseno de thetaO y el seno de theta? respectivamente:
for i=1:5
Rbas (:,1i)=(12(:,1i).72+11(:,1i).72-13(:,1i).72)./(2*11(:,1i).*12(:,1));
Sbas(:,1)=(12(:,1)-11(:,1).*Rbas(:,1))./13(:,1);
%$%Se calcula el valor de la integral:
for j=1l:length(il)
if (abs(Sbas(j,1))>(1-1e-14)) || (abs(Rbas(j,1))>(1l-1le-14))
faclog(j,1)=0;
else

faclog(j,1)=0.5* (log((1+Sbas(j,1))/(1-Sbas(j,1i)))+log((1+Rbas(j,1))/(1-
Rbas (j,1))));

end
end
end
faclog(:,6)=faclog(:,5);

%%Se calculan los valores de v:'n, necesarios para resolver el problema:
nx(:,1:6)=-vy(:,1:6).*faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
ny(:,1:6)=vx(:,1:6).*faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
phit(:,1:4)=zeros (length(il), 4);

%%Se realizan las modificaciones para cambiar las variables del problema
%% (pasar de las velocidades de perturbacién al potencial de velocidades) :
if J1<NO5
utl(:,1)=-1./12(:,4);
utl(:,2)=0;
utl(:,3)=—utl(:,1);
0;
vtl(:, 1)=(1./vy(:,1)) . *(vx(:,1)./12(:,4)-1);
vtl(:,2)=1./vy(:,1);

utl(:,4)
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vtl(:,3)=-vx(:,1)./(vy(:,1).*%12(:,4));
vtl(:,4)=0;

ut2(:,1)=zeros (length(il),1);
ut2(:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2(:,4)=-ut2(:,2);
vt2(:,1)=zeros(length(il),1);
vt2(:,2)=vx(:,3) ./ (vy(:,3).%12(:,2));
vt2(:,3)=1./vy(:,3);
vt2(:,4)=-(1./vy(:,3)) . *(1+vx(:,3)./12(:,2));

$%Se calcula la influencia que ejerce el potencial de velocidades que se
encuentra en un

$%vérticice del panel considerado sobre el punto de colocacién:

for i=1:4
phit(:,i)=(utl(:,i).*nx(:,1)+vt1(:,i).*ny(.,l))+(utl(.,i).*nx(:,5)+vtl(:,i).*ny(
:,0))+(utl(:,1) .*nx(:,4)+vtl(:,1) .*ny(:,4))+(ut2(:,1) .*nx(:,2)+vt2(:,1).*ny(:,2)
)+(ut2(:,i).*nx(:,3)+vt2(:,i).*ny(:,3)) (ut2(:,1) .*nx(:,6)+vt2(:,1) .*ny(:,6));

end

else
utl(:,1)=-1./12(:,4);
utl(:,2)=0;
utl (:,3)=-utl(:,1);
utl(:,4)
vtl(:,1)=(vx(:,3)./vy(:,3))./12(:,4);
vtl(:,2)=0;

0.7

vtel(:,3)=(1./vy(:,3)).*(1-vx(:,3)./12(:,4));
vtl(:,4)=-(1./vy(:,3));

ut2(:,1)=zeros (length(il),1);
ut2(:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2(:,4)=-ut2(:,2);

vt2(:,1)=-1./vy(:,1);
vt2(:,2)=(1./vy(:,1)) . *(1+vx(:,1)./12(:,2));
vt2(:,3)=0;

vt2 (:,4)==-(1./vy(:,1)) . *(vx(:,1)./12(:,2));

for i=1:4
phit(:,i)=(utl(:,1) .*nx(:,5)+vtl(:,1i).*ny(:,5))+(utl(:,1i).*nx(:,3)+vtl(:,1).*ny(
:,3))+(utl(.,1) *nx(:,4)+vtl(:,1i) .*ny(:,4))+(ut2(:,1) .*nx(:,1)+vt2(:,1).*ny(:,1)
Y+ (ut2(:,1) .*nx(:,2)+vt2(:,1) .*ny(:,2))+(ut2(:,1) .*nx(:,6)+vt2(:,1) .*ny(:,6));
end
end

$%Se define la fila de la matriz Mat donde se van a insertar los valores de phit
considerados:

nfila=(i0-1) *Nyec+30;
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$%Se definen las columnas de la matriz Mat, donde se van a insertar los valores
de phot considerados:

ncol(:,1)=(il-2) .*Nyincog+jl-1;
ncol(:,2)=ncol (:,1)+1;
ncol(:,3)=(il-1) .*Nyincog+jl-1;
ncol (:,4)=ncol(:,3)+1;
if jl==
ncol (:,3)=-10*%ones (length(il),1);
ncol(:,1)=ncol(:,3);
end
if jl==(Nyincog+l)
ncol(:,4)=-10*%ones (length(il),1);
ncol (:,2)=ncol(:,4);
end
for i=1:4
for contador=1l:length(il)
if ncol (contador,i)>0
%$%Se introducen esos cambios en la matriz MaT:

Mat (nfila, ncol (contador, i) )=Mat (nfila,ncol (contador,i)) -
1/ (2*pi) *phit (contador, i) ;

end
end

end

end
end
end
%%Se introducen las condiciones de Kutta en el caso no estacionario y
%%estacionario respectivamente:
if UNSTEADY==
for j=2: (Nyincog+l)

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-
1)+1;

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (1ala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-
1)-1;

else
for j=2: (Nyincog+l)

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (1ala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j—
1)+1+0.5*Dt/Dxbs;

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-
1)-0.5*Dt/Dxbs;

end
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end
$%Se realiza el desarrollo de la estela en el caso estacionario:
if UNSTEADY==
for j=2:(Nyincog+l)
for k=l:iestela

Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-2)*Nyincog+j-1)=Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-
2) *Nyincog+j-1)+Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala+k-2) *Nyincog+j-1);

end

end
end
%%Se define el numero total de incdgnitas que afectan al problema:
Ntot = (iala-1)*Nyincog;
%%Comienza a contar el tiempo:
while contT<=finT
%%Se va avanzando en el tiempo:

contT = contT+1;

vecT (contT) = Dt*contT;
%$%Se inicializa el vector w con valores nulos:
for i=1: (Ntot)

w(i) = 0;
end
%%Se define el &ngulo de ataque del problema:
if UNSTEADY==

alpha = alphaO;
else

alpha = alphaO;

for j=1:Nyincog

$%Se calculan los términos independientes de la condicidén de Kutta en el caso no
estacionario:

w (Nyec*Nxec+j) = phibstml (j)*(1-0.5*Dt/Dxbs)+0.5*Dt*phibsmltml (j) /Dxbs;
end
end
%$%Se introduce la condicidén de impenetrabilidad:
w(1l:Nxec*Nyec) = -alpha;
if UNSTEADY==
for i=1:Nxec*Nyec
for k=l:iestela
for j=1:Nyincog

$%Se realiza la reorganizaciédn del sistema debido a que los valores del
potencial en la estela son conocidos en el caso no estacionario:

w(i) = w(i)-Mat (i, (iala+k-2) *Nyincog+j) *Phiestela(k,]j);
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end
end

end

%$%Se resuelve el sistema de ecuaciones:

sol = Mat\w';

%%Se actualizan los valores requeridos:

for j=1:Nyincog
phibstml (j)=phibs (J) ;
phibsmltml (3)=phibsml (3) ;

phibs (j)=sol ((iala-2) *Nyincog+]j) ;
phibsml (j)=sol ((iala-3) *Nyincog+7j) ;
intphitotalml (j)=intphitotal (j);

intphiunsteadyml (j)=intphiunsteady (J) ;

ubsalidatml () =(Phiestela(l,Jj)-phibs(j))/Dt;

end

%$%Se actualizan los valores de la estela:

Puntero=Phiestela (iestela);

for i=iestela:-1:2
Phiestela(i)=Phiestela(i-1);

end

Phiestela (1)=Puntero;

for j=1:Nyincog
Phiesetela(1l,3j) = phibs(3j);

for j=1:Nyincog

if UNSTEADY==
intphiunsteady (j)=0;
for i=1:(iala-1)

nfilaO=(i-2)*Nyincog+j;
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nfilal=(i-1)*Nyincog+j;

%%Se resuelven las integrales que permiten calcular el coeficiente de
sustentacién:

if i==
intphiunsteady (j)=intphiunsteady (j)+0.5*so0l (nfilal) * (mx (i+1,Jj+1)-mx(i,3j+1));

else
intphiunsteady (j)=intphiunsteady(j)+0.5* (sol (nfila0) +sol(nfilal))* (mx (i+1,j+1) -
mx (i,3+1));

end
end

intphitotal (j)=2* ( (intphiunsteady (j)-intphiunsteadyml (j)) /Dt+phibs(j));

else
intphitotal (j) = 2*phibs(7j);
end
end
CL=0;
phibs (Nyincog+l) = 0;
intphitotal (Nyincog+l) = 0;

$%Se calcula el coeficiente de sustentacidén en el instante "t":
for j=2: (Nyincog+l)
alpha=alphal;
CL = CL+2*0.5* (intphitotal (j-1)+intphitotal (j))* (my(1,j+1)-my(1,3)) /b;
end
CL = CL+2* (0.5*intphitotal (1))* (my(1,2)-my(1,1)) /b;
CLT (contT) = CL;

%%Se calcula la pendiente de la curva de sustentacién:

CL_alpha(aux) = CLT (contT) /alpha
end

end

b cont = [0,b cont];

CL_alpha = [0,CL alpha];
b inter = linspace(b_cont(l),b cont(end),100);

CL alpha inter = spline(b cont,CL alpha,b inter);

figure (1)
plot (b _inter,CL alpha inter)

hold on
20000 200000
OO0 000 OO0 OO0
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7.2 Programa 2. Aceleracion repentina de placa plana.

Este programa se corresponde con el problema que se explica en la seccién 5.2 y su implementacion en

MATLAB es la siguiente:

290900 29909900
[CRIe e RIeRNe) O 000000

29090 2909000
o000 OO0 O00O00©

%%Se define que el problema es no estacionario:

UNSTEADY=1;

%%Se definen el numero de paneles en los que se divide el ala:
iala=21;

Nyincog=21;

%Se define el alargamiento del ala:

AR=12;

%Se define la flecha del ala:

flecha=0;

%Se define el estrechamiento del ala:

E=1;

%Se calcula la envergadura del ala:

b= (1+E) /2*AR;

%Se define un factor que va a influir en la situacién de los puntos de
%colocacion:

factor=0.7;

%Se definen los paneles de la estela, dependiendo de si se considera
estacionario o no estacionario:

if UNSTEADY==
iestela=50;
£inT=0;
Dt=20*b/iestela;
else
finT=100;
Dt=0.2;
iestela=fix (2.5*b/Dt) ;
end
%Se inicializa el tiempo con valor cero:
contT=0;

%%Se define la posicidén central del ala, segun la direccion de la
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$%senvergadura:

Z

05=(Nyincog+2) /2+1;

%%Se define el &ngulo de ataque:

alpha0=5*pi/180;

%%Se definen parédmetros para realizar el panelado del ala de forma
$%discontinua:

dthetax=pi/ (iala-1);

dthetay=pi/ (Nyincog+1) ;

%%Se definen el numero de incdgnitas que hay sobre el ala:
Nxec=iala-2;

Nyec=Nyincog;

%%Se realiza el panelado del ala:
for i=l:iala

my (i,1: (Nyincog+2))=-0.5*b*cos ((0: (Nyincog+l) ) *dthetay) ;
bataque (1: (Nyincog+2))=tan (flecha*pi/180) *abs (my (i, 1: (Nyincog+2)));

bsalida (1: (Nyincog+2))=bataque (1: (Nyincog+2))+1+ (E-
1) *abs (my (i, 1: (Nyincog+2)) /my (i,Nyincog+2)) ;

cuerda (1: (Nyincog+2))=bsalida(l: (Nyincog+2)) -bataque (1l: (Nyincog+2));

mx (i,1: (Nyincog+2))=(0.5* (1-cos( (i-
1) *dthetax) ) ) *cuerda (1: (Nyincog+2) ) +bataque (1: (Nyincog+2)) ;

end
%%Se realiza el panelado de la estela:
for i=l:iestela
mx (i+iala,1l: (Nyincog+2))=mx (iala,l: (Nyincog+2))+i*Dt;
my (i+iala,l: (Nyincog+2))=-0.5*b*cos ((0: (Nyincog+l)) *dthetay) ;
end
%%Se calcula la longitud segUn la direccién "x" del panel del borde de
$%salida.
Dxbs (1:1length (mx (iala, :)))=mx(iala,:)-mx(iala-1,:);
$%Se situan los puntos de colocacidén sobre el ala y la estela:
for i=1: (Nxec)
for j=2: (Nyec+l)
if j==(fix (Nyincog/2)+2)
mx0 (i, j-1)=factor*mx (i+1,j)+ (1l-factor) *mx (i+2,7);
my0 (i, J-1)=my(i,2+fix (Nyincog/2));
else
if j<(fix (Nyincog/2)+2)

mx0 (i, j-1)=factor*mx (i+1,j)+(1-
factor) *mx (i+2, ) ;

myO0 (i, j-1)=factor*my (i, j)+(l-factor)*my (i, j+1);

else
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mx0 (1, j-1)=factor*mx (i+1,j)+(l-factor)*mx (i+2,73);
myO0 (1, j-1)=factor*my (i, j)+(l-factor) *my (i, j-1);
end
end
end
end

9990 9o

oo

%%Se inicializan con valores nulos todas las variables que afectan al

$%problema:

Mat (1: ((iala-1) *Nyincog),1l: ((ialatiestela) *Nyincog))=0;
sol(l:((iala-1) *Nyincog),1)=0;

Phiestela(l:iestela, 1l:Nyincoqg)=0;

phibs (1: (Nyincog+2))=0;
phibstml (1: (Nyincog+2))=0;
phibsml (1: (Nyincog+2))=0;
phibsmltml (1: (Nyincog+2))=0;

intphiunsteadyml (1: (Nyincog+2))=0;
intphiunsteady (1: (Nyincog+2))=0;

intphitotal (1: (Nyincog+2))=0;

intphitotalml (1: (Nyincog+2))=0;

ubsalidatml (1: (Nyincog+2))=0;

vecT (1)=0;

%% Se comienza a montar la matriz Mat:

for k=1: (Nxec)
for 1=1:Nyec
for j=1: (Nyincog+l)
il=1: (iala+iestela-1);
Jj1=3;
i0=k;
30=1;
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%%Se definen las coordenadas del punto de colocacidén que se va a tratar:
vx0=mx0 (10, 30) ;
vy0O=my0 (10, 30) ;

%%Se calculan las distancias desde el punto de colocacidén que se estd %Stratando
a los vértices del panel gque se estd considerando:

Ll=sgrt((mx(il,jl)-vx0) .2+ (my(il,j1)-vy0)."2);
L2=sqrt((mx (i1, j1+1)-vx0) .2+ (my (il,31+1)-vy0) ."2);
L3=sgrt ((mx (i1+1,31)-vx0) .2+ (my (1i1+1,31)-vy0) ."2);
Li4=sqgrt ((mx (i1+1,31+1)-vx0) .2+ (my (11+1,31+1) -vy0) ."2);
%%Se calculan las componentes los vectores v:
vx(:,1)=mx(il,j1+1)-mx(il,31);
vy(:,1)=my(il,j1+1)-my(il,31);
vx(:,2)=mx(1i1+1,31+1)-mx(il,31+1);
vy (:,2)=my(il+1,31+1)-my(il,j1+1);
vx(:,3)=mx(i1+1,31)-mx(il+1,31+1);
vy(:,3)=my(il+1,j1)-my(il+1,3j1+1);
vx(:,4)=mx(il,3j1) mx(il+1,31);
vy (:,4)=my(il,J1) -my(il+1,31);
if j1<NO5
vx(:,5)=mx (i1+1,31)-mx(il,31+1);
vy (:,5)=my(il+1,J1)-my(il,3j1+1);
vx(:,6)=-vx(:,5);
vy (:,6)=-vy(:,5);
else
vx(:,5)=mx (i1+1,3j1+1)-mx(i1,31);
vy (:,5)=my (il+1,J1+1)-my(il,j1);
vx(:,6)=-vx(:,5);
vy (:,6)=-vy(:,5);
end
%%Se calculan las componentes de los vectores 11, 12 y 13:
12(:,1:6)=sqrt(vx(:,1:6) .7"2+vy(:,1:6).72);
for contador=l:1length(il)
13 (contador, 1) =max (L2 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 1) =min (L2 (contador), Ll (contador)) ;
13 (contador, 2) =max (L4 (contador), L2 (contador)) ;
11 (contador, 2)=min (L4 (contador) , L2 (contador)) ;
13 (contador, 3) =max (L4 (contador) , L3 (contador)) ;
11 (contador, 3) =min (L4 (contador), L3 (contador)) ;
13 (contador, 4) =max (L3 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 4) =min (L3 (contador), Ll (contador)) ;
end
if j1<NO5
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for contador=l:length (il)
13 (contador, 5)=max (L2 (contador), L3 (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L2 (contador) , L3 (contador)) ;
end
else
for contador=l:length (il)
13 (contador, 5)=max (L4 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L4 (contador), Ll (contador)) ;
end
end
13(:,6)=13(:,5);
11(:,6)=11(:,5);
%$%Se calcula el coseno de thetal y el seno de theta2 respectivamente:
for i=1:5
Rbas (:,i)=(12(:,1i).72+11(:,1i).72-13(:,1i).72)./(2*11(:,1i).*12(:,1));
Sbas(:,1)=(12(:,1)-11(:,1).*Rbas(:,1))./13(:,1);
%%Se calcula el valor de la integral:
for j=1l:length(il)
if (abs(Sbas(j,1i))>(1-1e-14)) || (abs(Rbas(j,1))>(1l-1le-14))
faclog(j,1)=0;
else

faclog(j,1)=0.5*(log((1+Sbas(j,1))/(1-Sbas(j,1i)))+log((1+Rbas(j,1i))/ (1-
Rbas (j,1))));

end
end
end
faclog(:,6)=faclog(:,5);

%%Se calculan los valores de v'n, necesarios para resolver el problema:
nx(:,1:6)=-vy(:,1:6).*faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
ny(:,1:6)=vx(:,1:6).*faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
phit(:,1:4)=zeros (length(il),4);

[e3e)

%%Se realizan las modificaciones para cambiar las variables del $%$%problema
%% (pasar de las velocidades de perturbacién al potencial de $%velocidades):
if J1<NO5
utl(:,1)=-1./12(:,4);
utl(:,2)=0;
utl(:,3)=-utl(:,1);
0;
vtl(:, 1)=(1./vy(:,1)) . *(vx(:,1)./12(:,4)-1);

utl(:,4)

vtl(:,2)=1./vy(:,1);
vtl(:,3)=-vx(:,1)./(vy(:,1).*12(:,4));
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vtl(:,4)=0;

ut2(:,1l)=zeros(length(il),1);
ut2(:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2(:,4)=-ut2(:,2);
vt2(:,1)=zeros(length(il),1);
vt2(:,2)=vx(:,3)./(vy(:,3).%12(:,2));
vt2(:,3)=1./vy(:,3);

vt2(:,4)=—(1./vy(:,3)) .* (1+vx( /12(:,2));

%%Se calcula 1la influencia que ejerce el potencial de velocidades que se
encuentra en un

$%svérticice del panel considerado sobre el punto de colocacidn:

for i=1:4

phit(:,i)=(utl(:,i).*nx(:,1)+vt1(.,i).*ny(.
:,0))+(utl(:,1) .*nx(:,4)+vtl(:,1) .*ny(:,4))
Y+ (ut2(:,1) .*nx (:,3)+vt2(:,1) .*ny (: 3)) (ut

,1))+ (utl(:,i).*nx(:,5)+vt1(:,i).*ny(
+(ut2(:,1) .*nx(:,2)+vt2(:,1) .*ny(:,2)
2(:,1) .*nx(:,6)+vt2(:,1) .*ny(:,6));

end

else
utl(:,1)=-1./12(:,4);
utl(:,2)=0;
utl (:,3)=-utl(:,1);
utl(:,4)
vtl(:,1)=(vx(:,3)./vy(:,3))./12(:,4);
vtl(:,2)=0;

0.7

vtel(:,3)=(1./vy(:,3)).*(1-vx(:,3)./12(:,4));
vtl(:,4)=-(1./vy(:,3));
ut2(:,1)=zeros(length(il),1);
ut2(:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2(:,4)=-ut2(:,2);

vt2(:,1)=-1./vy(:,1);
vt2(:,2)=(1./vy(:,1)) . *(1+vx(:,1)./12(:,2));
vt2(:,3)=0;

vt2 (:,4)==-(1./vy(:,1)) . *(vx(:,1)./12(:,2));

for i=1:4
phit(:,i)=(utl(:,1i) .*nx(:,5)+vtl(:, ').*ny(.,5)) (utl(. i) .*nx(:,3)+vtl(:,1) .*ny(
. 3))+(utl(:,1) .*nx(:,4)+vtl (:,1) .*ny(:,4))+(ut2(:,1) .*nx(:,1)+vt2(:,1) .*ny(:,1)
Yt (ut2(:,1) .*nx (:,2)+vt2(:,1) .*ny (: 2)) (ut2(:,1i) .*nx(:,6)+vt2(:,1) .*ny(:,6));
end
end

%%Se define la fila de la matriz Mat donde se van a insertar los $%%valores de
phit considerados:

nfila=(i0-1) *Nyec+30;
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$%Se definen las columnas de la matriz Mat, donde se van a insertar %%los
valores de phit considerados:

ncol(:,1)=(il-2) .*Nyincog+jl-1;
ncol(:,2)=ncol (:,1)+1;
ncol(:,3)=(il-1) .*Nyincog+jl-1;
ncol (:,4)=ncol(:,3)+1;
if jl==
ncol (:,3)=-10*%ones (length(il),1);
ncol(:,1)=ncol(:,3);
end
if jl==(Nyincog+l)
ncol(:,4)=-10*%ones (length(il),1);
ncol (:,2)=ncol(:,4);
end
for i=1:4
for contador=1l:length(il)
if ncol (contador,i)>0
%$%Se introducen esos valores en la matriz MaT:

Mat (nfila, ncol (contador, i) )=Mat (nfila,ncol (contador,i)) -
1/ (2*pi) *phit (contador, i) ;

end
end

end

end
end
end
%%Se introducen las condiciones de Kutta en el caso no estacionario y
%%estacionario respectivamente:
if UNSTEADY==
for j=2: (Nyincog+l)

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-
1)+1;

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (1ala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-
1)-1;

else
for j=2: (Nyincog+l)

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (1ala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j—
1)+1+0.5*Dt/Dxbs (7J) ;

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-
1)-0.5*Dt/Dxbs (J) ;

end
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end
$%Se realiza el desarrollo de la estela en el caso estacionario:
if UNSTEADY==
for j=2:(Nyincog+l)
for k=l:iestela

Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-2)*Nyincog+j-1)=Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-
2) *Nyincog+j-1) +Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala+k-2) *Nyincog+j-1);

end
end
end
%%Se define el numero total de incdgnitas que afectan al problema:
Ntot=(iala-1) *Nyincog;
%%Comienza a contar el tiempo:
while contT<=finT
%%Se va avanzando en el tiempo:
contT=contT+1;
vecT (contT)=Dt*contT;
%$%Se inicializa el vector w con valores nulos:
w(l: (Ntot+1l))=0;
%%Se define el angulo de ataque del problema:
if UNSTEADY==
alpha=alpha0;
else
alpha=alphal;
%%Se calculan los términos independientes de la condicidén de Kutta
%% en el caso no estacionario:

w (Nyec*Nxec+ (1:Nyincog) ) =phibstml (1:Nyincog) .* (1-
0.5*Dt./Dxbs (2: (Nyincog+1l)))+0.5*Dt.*phibsmltml (1:Nyincog) ./Dxbs (2: (Nyincog+1)) ;

end
$%Se introduce la condicién de impenetrabilidad:
w(l: (Nyec*Nxec) )=-alpha;
if UNSTEADY==
for k=l:iestela
for j=1:Nyincog

$%Se realiza la reorganizacidén del sistema debido a que los valores

o\

%del potencial en la estela son conocidos en el caso no
%%estacionario:

w(l: (Nxec*Nyec))=w(l: (Nxec*Nyec)) - (Mat (1: (Nxec*Nyec), (ialatk-
2) *Nyincog+j) *Phiestela(k,J))';

end
end

end
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%%Se resuelve el sistema de ecuaciones:

sol=Mat (1:Ntot,1l:Ntot)\ (w(l:Ntot)");
%%Se actualizan los valores requeridos:
phibstml (1:Nyincog)=phibs (1:Nyincoqg) ;
phibsmltml (1:Nyincog)=phibsml (1:Nyincog) ;
phibs (1:Nyincog)=sol ((iala-2) *Nyincog+ (1l:Nyincog)) ;
phibsml (1:Nyincog)=sol ((iala-3) *Nyincog+ (1:Nyincog)) ;
intphitotalml (1:Nyincog)=intphitotal (1:Nyincoqg) ;
intphiunsteadyml (1:Nyincog)=intphiunsteady (1:Nyincog) ;
ubsalidatml (1:Nyincog)=(Phiestela (1, (1:Nyincog))-phibs (1:Nyincog)) /Dt;
%%Se actualizan los valores de la estela:
Puntero=Phiestela (iestela);
Phiestelaauxiliar=Phiestela;
Phiestela (iestela:-1:2, :)=Phiestelaauxiliar((iestela:-1:2)-1,:);
Phiestela (1) =Puntero;

Phiestela (1, 1l:Nyincog)=phibs (1l:Nyincoqg) ;

00000
3555
290900
[CReRreRIeRNe)
29000
[CRcRreRIe RG]
29000
[CRcRreRIe RG]
299909 2999900
[CRC RG] [CRICRCRC RO RG]

$%$%% CALCULO DEL COEFICIENTE DE SUSTENTACION $%$%%%

for j=1:Nyincog
if UNSTEADY==
intphiunsteady (j)=0;
for i=1:(iala-1)
nfila0=(i-2) *Nyincog+j;

nfilal=(i-1) *Nyincog+7j;

o\

%Se resuelven las integrales que permiten calcularel coeficiente de
%%sustentacidn:

if i==
intphiunsteady (j)=intphiunsteady(j)+0.5*sol (nfilal) * (mx (i+1,j+1)-mx (i, j+1));

else
intphiunsteady (j)=intphiunsteady (j)+0.5* (sol (nfila0)+sol(nfilal))* (mx (i+1,j+1) -
mx (i,3+1));

end
end

intphitotal ()=2* ( (intphiunsteady () -
intphiunsteadyml (j)) /Dt+phibs (j)) ;
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else
intphitotal (j)=2*phibs (j);

end

end

CL=0;

phibs (Nyincog+1)=0;

intphitotal (Nyincog+1l)=0;

intphitotal (1)=intphitotal (Nyincog+l) ;

$%Se calcula el coeficiente de sustentacién en el instante "t":
for j=2: (Nyincog+1l)

CL=CL+2* ((0.5* (intphitotal (j-1)+intphitotal (j))*1))* (my (1, 3+1) -
my(1,3))/b;

end

CLT (contT) =CL;

end

%%Se rerpesenta el coeficiente de sustentacidn:

figure (2),plot (vecT, CLT)

7.3 Programa 3. Placa plana oscilante.

Este programa se corresponde con el problema que se explica en la seccién 5.3 y su implementacion en
MATLAB es la siguiente:

0O 00000 OO0 O00©°
29909 2990990
O©0OO0OO0O7© [SRCRCRCRIC RG]

o
o©

Se define que el problema es no estacionario:

UNSTEADY=1;

%%Se definen el numero de paneles en los que se divide el ala:
iala=41;

Nyincog=41;

%Se define el alargamiento del ala:

AR=4;

%$Se define la flecha del ala:
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flecha=0;
%Se define el estrechamiento del ala:
E=1;
%Se calcula la envergadura del ala:
b=(1+E) /2*AR;
%Se define un factor que va a influir en la situacién de los puntos de
%colocacion:
factor=0.89;
%Se definen los paneles de la estela, dependiendo de si se considera %caso
%estacionario o no estacionario:
if UNSTEADY==
iestela=50;
finT=0;
Dt=20*b/iestela;
else
finT=400;
Dt=0.05;
iestela=fix (10/Dt) ;
end
%Se inicializa el tiempo con valor cero:
contT=0;
%%Se define la posicidédn central del ala, segun la direccion de la
$%senvergadura:
NO5= (Nyincog+2) /2+1;
%%Se define el angulo de ataque:
alpha0=5*pi/180;
%%Se definen pardmetros para realizar el panelado del ala de forma
%%discontinua:
dthetax=pi/ (iala-1);
dthetay=pi/ (Nyincog+1l) ;
%%Se definen el numero de incdgnitas que hay sobre el ala:
Nxec=iala-2;

Nyec=Nyincog;

%%Se realiza el panelado del ala:
for i=l:iala
my (i,1: (Nyincog+2))=-0.5*b*cos ((0: (Nyincog+l) ) *dthetay) ;
bataque (1: (Nyincog+2))=tan (flecha*pi/180) *abs (my (i, 1: (Nyincog+2))) ;

bsalida (l: (Nyincog+2) )=bataque (1: (Nyincog+2))+1+ (E-
1) *abs (my (i, 1: (Nyincog+2)) /my (i, Nyincog+2)) ;

cuerda (1: (Nyincog+2))=bsalida(l: (Nyincog+2) ) -bataque (1l: (Nyincog+2));
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mx (i,1: (Nyincog+2))=(0.5* (1-cos ((i-
1) *dthetax))) *cuerda (1: (Nyincog+2) ) +bataque (1: (Nyincog+2));

end
%%Se realiza el panelado de la estela:
for i=l:iestela
mx (i+iala,l: (Nyincog+2))=mx (iala,l: (Nyincog+2))+i*Dt;
my (i+iala,l: (Nyincog+2))=-0.5*b*cos ((0: (Nyincog+l)) *dthetay) ;
end
%%Se calcula la longitud segUn la direccidén "x" del panel del borde de
$%salida.
Dxbs (1:1length (mx (iala, :)))=mx(iala,:)-mx(iala-1,:);
%%Se situan los puntos de colocacidédn sobre el ala y la estela:
for i=1:(Nxec)
for j=2: (Nyec+1l)
if j==(fix (Nyincog/2)+2)
mx0 (i, j-1)=factor*mx (i+1l,j)+ (l-factor)*mx (i+2,7);
my0 (i, J-1)=my(i,2+fix (Nyincog/2));
else
if j<(fix(Nyincog/2)+2)
mx0 (i, j-1)=factor*mx (i+1l,j)+(l-factor) *mx (i+2,73);

my0 (i, j-1)=factor*my (i, j)+(1l-factor)*my (i, j+1);

else
mx0 (i, j-1)=factor*mx (i+1,j)+(l-factor) *mx (i+2,73);
myO (i, j-1)=factor*my (i, j)+(l-factor) *my (i, j-1);
end
end
end
end

%%Se inicializan con valores nulos todas las variables que afectan al

o

$problema:
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Mat (1l: ((iala-1)*Nyincog),1l: ((ialatiestela) *Nyincog))=0;

sol(l:((iala-1)*Nyincog),1)=0;
Phiestela(l:iestela, 1l:Nyincog)=0;
phibs (1: (Nyincog+2))=0;
phibstml (1: (Nyincog+2))=0;
phibsml (1: (Nyincog+2))=0;
phibsmltml (1: (Nyincog+2))=0;
intphiunsteadyml (1: (Nyincog+2))=0;
intphiunsteady (1: (Nyincog+2))=0;
intphitotal (1: (Nyincog+2))=0;
intphitotalml (1: (Nyincog+2))=0;
ubsalidatml (1: (Nyincog+2))=0;

vecT (1)=0;

o

% Se comienza a montar la matriz Mat
for k=1: (Nxec)

for 1=1:Nyec

for j=1: (Nyincog+l)

il=1: (iala+iestela-1);
J1=3;
i0=k;
jo=1;

%%Se definen las coordenadas del punto de colocacidédn que se va a tratar:

vx0=mx0 (10, 30) ;
vyO=myO (10, 30) ;

%%Se calculan las distancias desde el punto de colocacidén que se estéa

$%%%tratando a los vértices del panel que se esta considerando:

Ll=sqgrt ((mx(il,J1)-vx0) ."2+ (my(il,Jj1)-vy0) ."2);
L2=sqgrt ((mx(il,j1+1)-vx0) .2+ (my(il,j1+1)-vy0) ."2);
L3=sgrt((mx(il+1,3j1)-vx0) .2+ (my(il+1,3j1)-vy0) ."2);

L4=sqgrt ((mx (1i1+1,31+1)-vx0) ."2+ (my (1i1+1,j1+1) -vy0) ."

%%Se calculan las componentes los vectores v:
v (:,1)=mx(il,j1+1)-mx(il,j1);
vy(:,1l)=my(il,jl+1) -my(il,j1);
vx(:,2)=mx(il+1,j1+1) -mx(il,j1+1);
vy (:,2)=my(il+1,j1+1)-my(il,j1+1);
vx(:,3)=mx (i1+1,31) -mx(1i1+1,31+1);
vy (:,3)=my(il+1,31)-my(il+1,31+1);
vx(:,4)=mx(il,jl) mx(il+1,7j1);
vy(:,4)=my(il,jl) my(il+1,7j1);
if J1I<NO5

vx (:,5)=mx (il1+1,J1) mx(il,j1+1);
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vy (:,5)=my (il1+1,J1)-my(il,3j1+1);
vx (:,6)=-vx(:,5);
vy(:,6)=-vy(:,5);
else
vX(:,5)=mx (il+1,3j1+1)-mx(il,j1);
vy (:,5)=my (il1+1,J1+1)-my(il,j1);
vx (:,6)=-vx(:,5);
vy(:,6)=-vy(:,5);
end
%%Se calculan las componentes de los vectores 11, 12 y 13:
12(:,1:6)=sqrt(vx(:,1:6) .%"2+vy(:,1:6).72);
for contador=l:length(il)
13 (contador, 1) =max (L2 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 1)=min (L2 (contador), Ll (contador)) ;
13 (contador, 2) =max (L4 (contador), L2 (contador)) ;
11 (contador, 2) =min (L4 (contador), L2 (contador)) ;
13 (contador, 3) =max (L4 (contador), L3 (contador)) ;
11 (contador, 3)=min (L4 (contador) , L3 (contador)) ;
13 (contador, 4) =max (L3 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 4)=min (L3 (contador) , Ll (contador)) ;
end
if j1<NO5
for contador=1:length(il)
13 (contador, 5) =max (L2 (contador), L3 (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L2 (contador) , L3 (contador)) ;
end
else
for contador=1l:length (il)
13 (contador, 5) =max (L4 (contador), Ll (contador)) ;
11 (contador, 5)=min (L4 (contador), Ll (contador)) ;
end
end
13(:,6)=13(:,5);
11(:,6)=11(:,5);
%%Se calcula el coseno de thetal y el seno de theta2 respectivamente:
for i=1:5
Rbas (:,1)=(12(:,1)."2+11(:,1i).72-13(:,1).72)./(2*11(:,1) .*12(:,1));
Sbas(:,1)=(12(:,1)-11(:,1) .*Rbas (:,1))./13(:,1);
%%Se calcula el valor de la integral:
for j=l:length(il)
if (abs(Sbas(j,1i))>(1-1e-14)) || (abs(Rbas(j,1i))>(1-1e-14))
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faclog(j,1i)=0;
else

faclog(j,1)=0.5*(log((1+Sbas(j,1))/(1-Sbas(j,1i)))+log((1+Rbas(j,1i))/ (1-
Rbas (j,1))));

end
end
end
faclog(:,6)=faclog(:,5);

%%Se calculan los valores de v-'n, necesarios para resolver el problema:
nx(:,1:6)=-vy(:,1:6).*faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
ny(:,1:6)=vx(:,1:6).*faclog(:,1:6)./12(:,1:6);
phit(:,1:4)=zeros(length(il), 4);

o0

%$%Se realizan las modificaciones para cambiar las variables del $%problema
%% (pasar de las velocidades de perturbacidén al potencial de %$%velocidades) :
if j1<N05
utl(:,1)=-1./12(:,4);
utl (:,2)=0;
utl(:,3)=-utl(:,1);
utl(:,4)
vtl(:, 1)=(1./vy(:,1)) . .*(vx(:,1)./12(:,4)-1);
vtl(:,2)=1./vy(:,1);

0;

vtl(:,3)=-vx(:,1) ./ (vy(:,1).%12(:,4));
vtl(:,4)=0;

ut2(:,1l)=zeros (length(il),1);
ut2(:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2(:,4)=-ut2(:,2);
vt2(:,1l)=zeros(length(il),1);
vt2(:,2)=vx(:,3)./(vy(:,3).%12(:,2));
vt2(:,3)=1./vy(:,3);

vt2(:,4)=—(1./vy(:,3)) . * (1+vx(:,3)./12(:,2));

%%Se calcula la influencia que ejerce el potencial de velocidades dque se
encuentra en un

s%vérticice del panel considerado sobre el punto de colocacidn:

for i=1:4

phit (:,i)=(utl(:,1).*nx(:,1)+vtl(:,1).*ny(:,1))+(utl(:,1).*nx(:,5)+vtl(:,1i).*ny(
:,5))+(utl (:,1) .*nx(:,4)+vtl(:,1) .*ny(:,4))+(ut2(:,1) . *nx(:,2)+vt2(:,1) .*ny(:,2)
)+ (ut2(:,1).*nx(:,3)+vt2(:,1) .*ny(:,3))+(ut2(:,1) .*nx(:,6)+vt2(:,1) .*ny(:,6));
end
else

utl(:,1)=-1./12(:,4);

utl(:,2)=0;
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utl(:,3)=-utl(:,1);

utl(:,4)=0.;
vtl(:,1)=(vx(:,3)./vy(:,3))./12(:,4);
vtl(:,2)=0;
vtl(:,3)=(1./vy(:,3)).*(1l-vx(:,3)./12(:,4));
vtl(:,4)=—(1./vy(:,3));

ut2(:,1l)=zeros(length(il),1);

ut2 (:,2)=-1./12(:,2);

ut2(:,3)=0;

ut2 (:,4)=-ut2(:,2);

vt2(:,1)=-1./vy(:,1);
vt2(:,2)=(1./vy(:,1)) . *(1+vx(:,1)./12(:,2));
vt2(:,3)=0;
vt2(:,4)=-(1./vy(:,1)) . *(vx(:,1)./12(:,2));
for i=1:4

phit(:,i)=(utl(:,1) .*nx(:,5)+vtl(:,1).*ny(: (utl (:,1) .*nx(:,3)+vtl(:,1) .*ny(

/9))+
:,3))+(utl(:,1) .*nx(:,4)+vtl (:,1) .*ny(:,4))+(ut2(:,1) .*nx(:,1)+vt2(:,1) .*ny(:,1)
Y+ (ut2(:,1) .*nx(:,2)+vt2(:,1) .*ny(:,2))+(ut2(:,1) .*nx(:,6)+vt2(:,1) .*ny(:,6));
end
end

%%Se define la fila de la matriz Mat donde se van a insertar los %%valores de
phit considerados:

nfila=(i0-1) *Nyec+30;

oo
—
O
)]

%%Se definen las columnas de la matriz Mat, donde se van a insertar %
%%valores de phit considerados:
ncol(:,1)=(il1-2) .*Nyincog+jl-1;
ncol (:,2)=ncol(:,1)+1;
ncol(:,3)=(il-1) .*Nyincog+jl-1;
ncol (:,4)=ncol(:,3)+1;
if jl==
ncol (:,3)=-10*%ones (length(il),1);
ncol(:,1)=ncol(:,3);
end
if jl==(Nyincog+l)
ncol (:,4)=-10*%ones (length(il),1);
ncol (:,2)=ncol(:,4);
end
for i=1:4
for contador=l:length(il)
if ncol (contador,i)>0
%%Se introducen esos valores en la matriz MaT:

Mat (nfila, ncol (contador, i) )=Mat (nfila,ncol (contador,i)) -
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1/ (2*pi) *phit (contador, i) ;
end
end
end
end

end
end
%$%Se introducen las condiciones de Kutta en el caso no estacionario y
%%estacionario respectivamente:
if UNSTEADY==

for j=2: (Nyincog+l)

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (1ala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j—
1)+1;

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-
1)-1;

else
for j=2:(Nyincog+l)

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-2) *Nyincog+j-
1)+1+0.5*Dt/Dxbs (7J) ;

Mat (Nyec*Nxec+j-1, (1ala-3) *Nyincog+j-1)=Mat (Nyec*Nxec+j-1, (iala-3) *Nyincog+j-
1) -0.5*Dt/Dxbs (j) ;

end
end
if UNSTEADY==
for j=2: (Nyincog+l)
for k=l:iestela

Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-2) *Nyincog+j-1)=Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala-
2) *Nyincog+j-1) +Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala+k-2) *Nyincog+j-1) ;

end

end
end
$%Se define el numero total de incdgnitas que afectan al problema:
Ntot=(iala-1) *Nyincog;
%%Comienza a contar el tiempo:
while contT<=finT
%%Se va avanzando en el tiempo:
contT=contT+1;
vecT (contT)=Dt*contT;
%%Se inicializa el vector w con valores nulos:
w(l: (Ntot+1))=0;
%%Se define el &ngulo de ataque del problema:

if UNSTEADY==
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alpha=alpha0;

else
%%Se calcula el angulo de ataque

kfrec=0.5;

Ua=0.1*2*kfrec*sin(2*kfrec*Dt*contT) ;

alpha=-alphalO-atan (Ua) ;
%%Se calculan los términos independientes de la condicién de Kutta
%% en el caso no estacionario:

w (Nyec*Nxec+ (1:Nyincog) ) =phibstml (1:Nyincog) .* (1-
0.5*Dt./Dxbs (2: (Nyincog+1l)))+0.5*Dt.*phibsmltml (1:Nyincog) ./Dxbs (2: (Nyincog+1l)) ;

end
%$%Se introduce la condicidén de impenetrabilidad:
w(l: (Nyec*Nxec))=-alpha;
if UNSTEADY==
for k=1l:iestela
for j=1:Nyincog
$%Se realiza la reorganizacién del sistema debido a que los valores

%%del potencial en la estela son conocidos en el caso no

o

%estacionario:

w(l: (Nxec*Nyec))=w(l: (Nxec*Nyec))- (Mat (1: (Nxec*Nyec), (iala+tk-
2) *Nyincog+]j) *Phiestela(k,j)) "'

end

end
end
$%Se resuelve el sistema de ecuaciones:

sol=Mat (1:Ntot,1:Ntot)\ (w(1l:Ntot)");
%%Se actualizan los valores requeridos:
phibstml (1:Nyincog)=phibs (1:Nyincog) ;
phibsmltml (1:Nyincog)=phibsml (1:Nyincog) ;
phibs (1:Nyincog)=sol ((iala-2) *Nyincog+ (1l:Nyincog)) ;
phibsml (1:Nyincog)=sol ((iala-3) *Nyincog+ (1:Nyincog)) ;
intphitotalml (1:Nyincog)=intphitotal (1:Nyincogqg) ;
intphiunsteadyml (1:Nyincog)=intphiunsteady (1l:Nyincogqg) ;
ubsalidatml (1:Nyincog)=(Phiestela (1, (1:Nyincog))-phibs(l:Nyincog)) /Dt;
$%Se actualizan los valores de la estela:
Puntero=Phiestela (iestela);
Phiestelaauxiliar=Phiestela;
Phiestela(iestela:-1:2, :)=Phiestelaauxiliar((iestela:-1:2)-1,:);
Phiestela (1)=Puntero;

Phiestela(1l, 1:Nyincog)=phibs (1:Nyincog) ;
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for j=1:Nyincog
if UNSTEADY==
intphiunsteady (j)=0;
for i=1:(iala-1)
nfila0=(i-2) *Nyincog+j;

nfilal=(i-1) *Nyincog+j;

o

%Se resuelven las integrales que permiten calcularel coeficiente de

o

$sustentaciodn:

if i==

intphiunsteady (j)=intphiunsteady(j)+0.5*sol (nfilal) * (mx (i+1, j+1)-mx (i, j+1));

else

intphiunsteady (j)=intphiunsteady(j)+0.5* (sol (nfila0)+sol(nfilal))* (mx(i+1,j+1) -
mx (i,3+1));

end
end

intphitotal (7)=2*( (intphiunsteady (j) -
intphiunsteadyml (j))/Dt+phibs (3));

else
intphitotal (j)=2*phibs (7);

end
end
CL=0;
phibs (Nyincog+1)=0;
intphitotal (Nyincog+1)=0;
intphitotal (1)=intphitotal (Nyincog+1l) ;
$%Se calcula el coeficiente de sustentacidén en el instante "t":
for j=2: (Nyincog+l)

alpha=alphal;

CL=CL+2* ((0.5* (intphitotal (j-1) +intphitotal (j))*1))* (my(1l,j+1) -
mY(llj) ) /br'

end

CLT (contT) =CL;
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end

o©
oo
o
o
oo
o

o\
e
o
o
oo

FIN DEL PROGRAMA
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