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Introduccion

Capitulo 1
Introduccion

1.1 Introduccion

El propodsito de esta tesis es evaluar problemas tridimensionales de
propagacion de ondas mecanicas en medios que pueden contener fisuras.
Para ello se ha empleado el Método de los Elementos de Contorno, en el
cual el problema es reducido a un conjunto de ecuaciones integrales de
contorno mediante la aplicacion de una relacién de reciprocidad entre el
problema en estudio y la solucion fundamental. La solucién empleada
sera en el dominio del tiempo. EI medio que se modelara sera elastico-
lineal, is6tropo y homogéneo. Se han empleado las hipotesis de la
Mecanica de la Fractura Elatico-Lineal, con la consecuente definicion del

Factor de Intensidad de Tension Dinamico.

Para resolver éste complejo problema se comenzara por uno mas sencillo:
ondas propagandose en un medio tridimensional que se puede representar
de forma escalar. Luego se pasara al problema elastodinamico. La
resolucion de estos problemas a través del Método de los Elementos de
Contorno en el dominio del tiempo es inestable para algunas
combinaciones de representacion espacial y temporal, por ello ha sido
necesario incorporar métodos que estabilizan la solucion. Por ultimo,

para representar los fuertes gradientes de tensiones en el vértice de la
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Introduccion

grieta, se ha empleado en la representacion espacial el elemento singular a

un cuarto.
1.2 Mecanica de la Fractura Elastico-Lineal

Los materiales que se emplean en aplicaciones de ingenieria contienen
normalmente defectos o grietas que pueden deberse a la fabricacion o
generarse durante el servicio. Muchas veces se debe tomar la decision si
es necesario o no eliminar dichas imperfecciones durante el proceso de
manufactura, o si la aparicion del defecto marca el fin de la vida tutil del
material. También se provoca la presencia de grietas al realizar pruebas
en los materiales a través de indentaciones o impacto. Para dar respuesta
a ésta necesidad se ha desarrollado la disciplina de la Mecanica de la

Fractura.

La Mecanica de la Fractura hace una descripcion del estado mecanico de
un cuerpo deformable que contiene una o varias grietas para asi
caracterizar y medir la resistencia de los materiales al crecimiento de las
mismas. El proceso de describir el estado mecanico de un sistema en
particular se realiza mediante un modelo del que se derivan conclusiones
a través de analisis matematicos o numéricos. Los modelos matematicos
consisten en una descripcion idealizada de la configuracion geomeétrica del
cuerpo deformable, junto con una relacion empirica entre las tensiones y
la deformacion y las leyes fisicas de equilibrio. Los modelos asi
constituidos, nos permitiran considerar la resistencia a la fractura de
materiales reales y formular hipotesis a partir de la observacion. Este
proceso nos lleva a métodos, donde la Mecanica de la Fractura se utiliza

para seleccionar materiales y disefhar en ingenieria.

Por otro lado, el campo de tensiones en las inmediaciones del vértice de

una grieta, calculado mediante la Teoria de la Elasticidad, tiene una

dependencia 1 /ﬁ con la distancia al mismo, por lo que debiera ser
infinito en el vértice de la grieta. En los materiales reales, por encima de
una cierta tension critica, se dan fenémenos de plastificacion, que relajan
las tensiones existentes en el entorno de la grieta. El modelo de Irwin

(1958) para un material elasto-plastico ideal, permite aprovechar la
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Introduccion

solucion elastica suponiendo la grieta es de longitud mayor que la
verdadera. Entonces las tensiones cerca del vértice de la grieta varian con
1/ Jr y se pueden calcular mediante la Teoria de la Elasticidad. Esta es
la llamada Mecanica de la Fractura Elastico-Lineal (MFEL). Asi que se
puede utilizar este modelo cuando la deformacion plastica ocurre en una
zona pequena y la solucién con el modelo de Irwin es suficientemente
aproximada. Lo anterior es valido en materiales fragiles o cuando se dan
condiciones de carga que impiden que se desarrolle una extensa zona

plastica.

Figura 1.1 Grieta plana y sistema de coordenadas de referencia

El campo elastico de tensiones cerca de una grieta esta caracterizado por
el Factor de Intensidad de Tensiones (FIT). En general para las tensiones

y desplazamientos se puede escribir,

_ Kr(6)

ﬁ
u = Kg(Oh/r

donde r y 0 son unas coordenadas polares colocadas sobre el vértice de la
grieta, figura (1.1), fy g son dos funciones universales del angulo 0, y K es
el parametro que se ha denominado FIT, y que recoge todos los aspectos
relativos a la longitud, forma y posicion de la grieta, geometria y
propiedades fisicas del material, y las condiciones de carga del problema
en estudio. Cada material queda caracterizado por una magnitud llamada
Factor de Intensidad Critico o tenacidad, K., que es el FIT maximo que
puede haber en material antes de que se propague la grieta. La MFEL se
basa en la hipétesis de que dos grietas distintas en dos dominios de
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Introduccion

geometrias diferentes, de materiales con la misma tenacidad, sometidos a
cargas distintas pero cuyos FIT son iguales, se encontraran igualmente
cerca de propagarse.

En la MFEL se parte de las siguientes hipotesis. Primero, en la ausencia
de una carga aplicada, los labios de la grieta coinciden en el espacio y se
definird como una curva cerrada cuando esta en el interior del medio o
una curva abierta que corta el contorno exterior en dos puntos cuando es
una grieta de borde. Segundo, los labios de la grieta no interaccionan
durante la deformacion. Tercero, el tamano de la grieta se considera
suficientemente grande comparado con la microestructura del material
para permitir modelar este Giltimo como un medio continuo. Y por ultimo,

la zona plastificada que se genera en el vértice de la grieta es pequena.

1.3 Mecanica de la Fractura Elastodinamica Lineal

Un fenémeno de especial interés aparece cuando se aplica una carga
dinamica a un medio que contiene una grieta. La sobrecarga dinamica o
sea, la intensidad de los campos en el vértice de la grieta, como resultado
de una carga aplicada subitamente, alcanza niveles mas altos que si la
carga es aplicada lentamente. La influencia de la carga se transfiere a la
grieta por medio de ondas mecanicas a través del material. En ésta
situacion, los efectos de la inercia deben ser tenidos en cuenta. No existe
un criterio estandar para decidir si se deben o no considerar dichos
efectos, normalmente se toma como criterio el tiempo que tarda la carga
aplicada en pasar de cero a su valor final, y si éste es mucho menor que el
tiempo que tarda la onda mecanica en propagarse una distancia
caracteristica del medio, por ejemplo el tamano de la grieta, entonces los

efectos de inercia son importantes (Achenbach, 1973).

La Mecanica de la Fractura Dinamica se dedica al estudio del fenémeno de
fractura cuando las fuerzas de inercia son importantes. Para poder
determinar si una grieta va a propagarse debido a las tensiones generadas
por la onda, es necesario determinar el FIT que actua en la grieta. En este
trabajo utilizaremos las hipotesis clasicas de la mecanica de la fractura

elastico-lineal, la variacion espacial del término dominante de los campos
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asintoticos del vértice de una grieta es universal, y es el valor del FIT el
que refleja la influencia de la geometria del medio y los detalles de la carga
en cada problema. En los problemas dinamicos se determinara el FIT en
funcion del tiempo, y recibira el nombre de Factor de Intensidad de

Tensiones Dinamico.

1.4 Aplicacion del Método de los Elementos de Contorno a
la Elastodinamica Lineal

El estudio de problemas de propagacion de ondas en materiales con
geometrias complejas, en los que se pretende predecir la respuesta
transitoria del sistema cuando éste esta sujeto a cargas y condiciones de
contorno que dependen del tiempo, requiere el uso de técnicas numeéricas.
El método mas empleado es el Método de los Elementos Finitos (MEF).
Este permite representar geometrias complejas, medios no homogéneos,
materiales no lineales y dinamica en el dominio de la frecuencia y el
tiempo (Zienkiewicz, 1977). Pero el MEF tiene una gran desventaja a la
hora de modelar medios infinitos o semi-infinitos con discretizaciones
finitas, ya que viola la condicion de radiacion. Ademas, el uso de
elementos tridimensionales incrementa extraordinariamente el tamano del

problema.

Una alternativa al MEF es el Método de los Elementos de Contorno (MEC)
cuya formulacion esta basada en la reduccion del problema
elastodinamico lineal a un conjunto de ecuaciones integrales de contorno
en términos de las variables de campo. Las ventajas del MEC se basan
en: la reduccion de la dimension del problema ya que solo los contornos
del solido deben ser representados; la satisfaccion automatica de la
condicion de radiacion en el infinito, por lo que no es necesario definir
contornos ficticios de cierre; y, por ultimo, la representaciéon adecuada de
grandes gradientes de tensioén con la sencilla y directa incorporacion de
elementos capaces de modelar los campos singulares de tensiones en la

inmediaciones del borde de una grieta.

El primer trabajo en elastodinamica mediante el MEC se debe a Banaugh

y Goldsmith (1963) para problemas planos en el domino de la frecuencia.
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Mas adelante, Cruse y Rizzo (1968) resolvieron un problema de ondas en
el semi-espacio infinito utilizando la trasformada de Laplace. Niwa,
Kobayashi y Azuma (1975) resolvieron diversos problemas elastodinamicos
planos en el dominio de la frecuencia y calcularon la respuesta en el
tiempo mediante la transformada de Fourier. Dominguez (1978) fue el
primero en emplear esta técnica para el estudiar la respuesta dinamica en
el dominio de la frecuencia de cimentaciones rigidas superficiales y
enterradas. En le mismo campo son de destacar los trabajos posteriores
de Apsel (1979), Abascal y Dominguez (1984) y Karabalis y Beskos (1984).
Cole, Kosloff y Minster (1978) presentaron por primera vez, una
formulacion general del MEC en el domino del tiempo aunque la aplicaron
Unicamente a problemas elastodinamicos anti-planos. Las primeras
aplicaciones de caracter general del MEC para problemas transitorios, en
problemas bidimensionales se deben a Niwa, Fukio, Kato y Fujiki (1980)
resolviendo el problema en el dominio de Fourier acompanado por la
reconstruccion de la respuesta transitoria mediante la sintesis de Fourier,
a Manolis (1983) que obtuvo la solucion del problema en el dominio de la
transformada de Laplace para luego invertir numéricamente y obtener la
respuesta en el tiempo, y a Mansur y Brebbia (1982, 1985) formulando
directamente en el domino del tiempo en combinacion con el método paso

a paso.

En el caso tridimensional el primer trabajo se debe a Karabalis y Beskos
(1984) empleando el MEC directamente en el tiempo, aunque
simplificando la formulacion para el caso de cimentaciones rectangulares
cargadas de forma transitoria. Una aplicacion mas general en el domino
del tiempo en problemas tridimensionales fue hecha por Banerjee, Ahmad
y Manolis (1986) empleando funciones de interpolacion para las variables
de campo, constantes en el tiempo y cuadraticas en el espacio. Luego,
Ahmad y Banerjee (1988), y Karabalis y Beskos (1990) emplean funciones
de interpolacion para las variables de campo, lineales en el tiempo y

cuadraticas en el espacio.

Nardini y Brebbia (1983, 1985) desarrollaron una formulacion del MEC en

elastodinamica basandose en la solucion fundamental estatica, el método
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de la reciprocidad dual o el método de la matriz de masa equivalente,

luego el trabajo fue extendido por Partridge, Brebbia y Wrobel (1992).

Muchos otros trabajos han sido escritos sobre la eficiencia y precision
cuando se aplica el MEC en el dominio del tiempo. Dominguez y Gallego
(1991) emplearon la formulacion directa en el tiempo en problemas
bidimensionales, Wang y Banerjee (1990) investigaron la aplicacion del
MEC en problemas axisimétricos transitorios en el estudio de la expansion
cavidades esféricas, y Cao, Zhu y Cheung (1990) en el semi-espacio. Rizos
(1993), Coda y Venturini (1995) emplean el MEC en el dominio del tiempo
en tres dimensiones con el método paso a paso. Mientras que Stamos y
Beskos (1995) realizan el analisis tridimensional en el dominio de la

frecuencia y la trasformada de Laplace.

En resumen, la solucién del problema transitorio se puede conseguir a
través de tres acercamientos: la soluciéon del problema en el dominio de la
frecuencia con el MEC y luego se invierte numéricamente para obtener la
respuesta en el tiempo, el método de la reciprocidad dual en elementos de
contorno y la formulacion directa en el domino del tiempo. En esta tesis
se empleara la formulacion directa en el dominio del tiempo mediante el

meétodo paso a paso.

1.5 Aplicacion del Método de los Elementos de Contorno a
la Mecanica de la Fractura Elastodinamica Lineal

Otro campo en el que se ha puesto de manifiesto que el MEC es eficaz es
en la Mecanica de la Fractura Elastodinamica Lineal. Ello se debe a su
gran capacidad para representar adecuadamente gradientes de tension
importantes como los que se producen el vértice de un grieta. Los
términos mas significativos de los campos asintéticos pueden incorporarse
al MEC en el dominio del tiempo mediante un elemento de contorno
especial, lo que permite resolver una amplia gama de problemas de

fractura elastodinamica, con muy buena precision.

Existen dos formulaciones de la ecuacion integral en el MEC en mecanica

de la fractura. Una es la formulacion convencional donde se discretiza la
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representacion integral de los desplazamientos en el contorno. La
segunda es la formulacion hipersingular donde son discretizadas las
representaciones integrales de los desplazamientos y las tracciones
(hipersingular).

La primera formulacion ha sido empleada en combinacion con distintas
técnicas para vencer la dificultad que surge del hecho que las ecuaciones
para puntos localizados en las superficies opuestas de la grieta son
idénticas, para los puntos con las mismas coordenadas. Entre las
técnicas se puede mencionar el trabajo de Snyder y Cruse (1975) que
derivaron una funcién de Green para un dominio que contiene una grieta
y la técnica de caracter mas general, la formulacion de los multi-dominios
desarrollada por Blandford, Ingraffea y Ligget (1981). Estos ultimos
dividen el dominio en subregiones cortadas a partir del vértice de la grieta,
dejando cada labio de la grieta en una subregion diferente. Este método
se emplea normalmente junto con el elemento singular a un cuarto para
modelar el borde la la grieta. El factor de intensidad de tensiones se
evalia de la apertura de la grieta Blandford, et al. (1981) o del las

tracciones ficticias en el borde de la grieta, Martinez, et al (1984).

Chirino y Dominguez (1989) utilizaron el MEC en el dominio de la
frecuencia en dos dimensiones, en conjunciéon con un elemento singular a
un cuarto, para representar la evoluciéon de las tensiones en las
inmediaciones del vértice, a partir del cual se obtiene directamente el FIT
dinamico con excelentes resultados. Mediante la anti-transformada de
Fourier estos autores resolvieron una serie de problemas en el dominio del
tiempo. Dichos elementos singulares han sido extendidos al problema
tridimensional por Ariza, Saez y Dominguez (1997) para problemas
dinamicos en el dominio de la frecuencia. También en el dominio de la
frecuencia estan los trabajos por Balas, Sladek y Sladek (1989) en dos
dimensiones, deformacion plana, y en caso tridimensional por Zhang y Shi
(1994) en el dominio de la transformada de Laplace y luego invirtiendo
numéricamente con el algoritmo de Durbin. Estos ultimos obtienen el

FITD de los desplazamientos de abertura de la grieta.
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Mediante el método de reciprocidad dual, Chirino, Gallego, Saez y
Dominguez (1994) resolvieron problemas de fractura bidimensionales.
Wen, Aliabadi y Rooke, (1995) emplean el método dual de elementos de
contorno en problemas tridimensionales, sus resultados son obtenidos en
el dominio de la transformada de Laplace invirtiendo los mismos con el
algoritmo de Durbin, y el FITD se determina de los desplazamientos de

apertura de la grieta.

Dominguez y Gallego (1992), e Israil y Dargush (1991) emplearon el
elemento singular en problemas bidimensionales directamente en el

dominio del tiempo.

La formulacion hipersingular, que da lugar a una Unica region, ha sido
empleada en elastodinamica por Gallego y Dominguez (1997) en dos
dimensiones en el domino del tiempo, Mykhaskiv (1996) en el problema
tridimensional en el dominio del tiempo, Barra y Telles (1999) en el
bidimensional con una funcién de Green en el domino de la frecuencia e
invirtiendo numeéricamente; y, Ariza y Dominguez (2000) en el problema
tridimesional en el dominio de la frecuencia. Por otro lado, Zhang y Gross
(1993), de forma similar, pero utilizado una formulacion que no es
hipersingular, resuelven problemas tridimensionales de mecanica de la

fractura en medios infinitos directamente en el tiempo.

El elemento singular propuesto por Ariza, Saez y Dominguez (1997) para
problemas dinamicos en el dominio de la frecuencia es el seguido en esta
tesis en el estudio de problemas dinamicos en el dominio del tiempo, con
un tratamiento especial durante la integracion numérica, ya que es
necesario representar correctamente la condicion de causalidad de la

ecuacion de ondas.
1.6 Estabilidad del MEC en el dominio del tiempo

El método de los elementos de contorno (MEC) en elastodinamica en el
dominio del tiempo es inestable para algunos problemas. Esto se debe a
que no se representa exactamente la propagacion en el espacio de las

perturbaciones  originadas por la  solucion fundamental @y,
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consecuentemente, no se satisface con precision la condicién de
causalidad, ya que la velocidad de propagacion de las perturbaciones en el
modelo numérico no es igual a la tedrica. Esta condicion no es facil de
conseguir con un modelo discreto, ya que con los modelos habituales al
menos una parte atenuada de la perturbacion se propaga
instantaneamente dentro de cada elemento. Los errores se pueden
controlar refinando la discretizacion espacial y temporal pero se debe
tener cuidado con la relacion espacio-tiempo de las discretizaciones, ya
que para una misma discretizacién espacial, si refinamos demasiado la
discretizacion temporal, apareceran errores que desestabilizan la solucion.
Una forma de representar esa relacion espacio-tiempo es el uso de un
parametro adecuado. Por ello, para establecer la fiabilidad del método, se
ha establecido un parametro que tiene en cuenta la relacion entre la

discretizacion espacial y la temporal, (Mansur, 1982),

B At c
AL

B

donde c¢ es la velocidad de propagacion de la onda, longitudinal o
transversal, At es el tamano del paso de tiempo y AL es la distancia de
nodo a nodo. Para valores de p< 0.6, el MEC se ha demostrado inestable,
tanto en el problemas escalares (Mansur, 1982) como en elastodinamicos
(Dominguez, 1993), Frangi y Novati (1999). Para B > 1.5 se pierde

precision, porque se suaviza demasiado la respuesta.

Diversos autores han desarrollado varios métodos para estabilizar la
solucién. Frangi (1999) propone una nuevas funciones de forma para
representar mejor el frente de las ondas en problemas bidimensionales.
Peirce y Siebrits (1995,1997) proponen un nuevo algoritmo que modifica el

método paso a paso.

De los métodos desarrollados por otros autores se han revisado en el
presente trabajo los mas relevantes: el método ¢(Birgisson, Siebrits y
Peirce, 1999), el método 6 (Yu, Mansur, Carrer y Gong,1998); Carrer y
Mansur, 1998) y la ponderacion en el tiempo (Yu, Mansur, Carrer y

Gong,1998). Se proponen dos procedimientos que pueden denominarse el
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meétodo de la velocidad constante y el método de la aceleracion constante.
Ambos se basan en una combinacion lineal de las integrales de contorno
discretizadas para tiempos anteriores y posteriores al evaluado. Para ello
es necesario aproximar los valores de las variables para pasos de tiempo
posteriores. Para obtener las relaciones entre los valores aproximados y
los conocidos se emplean las definiciones por diferencias finitas de la
segunda, tercera y cuarta derivadas de una funcion en un punto. Se
establece la segunda derivada de las variables con respecto al tiempo igual
a cero para el caso del método de la velocidad constante, y la tercera y
cuarta derivadas iguales a cero para el de la aceleracion constante. Los
procedimientos propuestos resultan ventajosos en comparacion con los ya

existentes.
1.7 Objetivo de este trabajo

Como se ha discutido en los apartados anteriores el MEC es una
herramienta eficaz para representar problemas de propagacion de ondas
en los que el medio puede contener grietas. En esta tesis se pretende
representar el problema tridimensional de un medio elastico-lineal,
isotropo y homogéneo. La solucion empleada sera en el dominio del
tiempo. Para representar los fuertes gradientes de tensiones en el vértice

de la grieta emplearemos el elemento singular a un cuarto.

En el segundo capitulo de esta tesis discutiremos el problema de
propagacion de ondas mecanicas en medios que se pueden representar de
forma escalar, sin amortiguamiento; es decir una particula en este medio
pasa la energia que recibe integramente a la siguiente. Se comenzara por
discutir las ecuaciones basicas de la propagacion de ondas y luego se
discutira la solucion numérica del problema a través del método de los
elementos de contorno. En la solucion numérica del problema se
describira en detalle la integracion numeérica, ya que la representacion del
frente de la onda no es sencilla debido a la propiedad de causalidad de la
ecuacion de ondas que implica que s6lo una parte del elemento estara
excitada por la onda. Finalmente, se analizaran los resultados del MEC

con el problema de un prisma sometido a un flujo en un extremo y
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potencial nulo en el opuesto. Los resultados se utilizaran para establecer
el efecto de las discretizaciones espaciales y temporales en el método.

En el tercer capitulo se discute el problema elastodinamico lineal, o sea la
determinacion de la deformacion y la distribucion de tensiones en funcion
del las coordenadas espaciales y el tiempo cuando una onda se propaga
en un medio elastico, lineal e is6tropo. Comenzaremos por establecer las
ecuaciones que rigen el problema: equilibrio, compatibilidad y
comportamiento. @ Luego se discutira la representacion integral en
elastodinamica en la que utilizaremos la solucién fundamental que
corresponde a un impulso unitario. Por ultimo veremos el desarrollo y la
aplicacion del método de los elementos de contorno para resolver
numéricamente el problema. Se resolveran algunos problemas de
elastodinamica en los que se estudiara el efecto de la discretizacion

espacial y temporal en la precision y estabilidad de los resultados.

En el cuarto capitulo, se presentan métodos para estabilizar la solucion.
Se proponen dos procedimientos nuevos que pueden denominarse de
velocidad constante y de aceleracion constante, ya que implican una
aproximacion lineal de la velocidad o de la aceleracion respectivamente.
Los procedimientos propuestos resultan ventajosos en comparacion con
los anteriormente existentes. Se muestran algunos resultados que ponen

de manifiesto la eficiencia y sencillez de los métodos propuestos.

En el Gltimo capitulo se discute la incorporacion al MEC en el dominio del
tiempo de un elemento singular que permite representar los términos mas
significativos de los campos asintoticos en el vértice de la grieta, lo cual va
a permitirnos resolver una amplia gama de problemas de fractura

elastodinamica, con muy buena precision.
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Capitulo 2
El Problema Escalar Transitorio

Tridimensional

2.1 Introduccion

En este capitulo discutiremos el problema de propagacion de ondas
mecanicas en medios que se pueden representar de forma escalar, como
por ejemplo ondas de presion propagandose en el aire o en el agua, y en el
que no existe amortiguamiento. Primero discutiremos las ecuaciones
basicas de la propagacion de ondas y luego se discutira la solucion
numeérica del problema a través del método de los elementos de contorno.
En la solucion numérica del problema se describira con detalle la
integracion numeérica, ya que la representacion del frente de la onda no es

sencilla.

En la definicion de los sistemas de ecuaciones se va a emplear la notacion
tensorial de Einstein: indice repetido indica sumatorio, una coma indica
derivacion con respecto a las variables que la siguen, y un punto sobre
una variable indica derivacion con respecto al tiempo. Para identificar a
los vectores y tensores de segundo orden se usan caracteres en negrita.
Una variable con subindices identifica a las componentes de vectores o

tensores.
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2.2 Ecuaciones basicas de la propagacion de ondas en
medios escalares

A continuacion se estudian las ecuaciones generales de la propagacion de
ondas en medios escalares. El comportamiento del dominio escalar Q con

contorno I' estara regido por la ecuacion de propagacion de ondas,

1 9*u
2
\ u+7b= c? ot2
o (2.1)
1
u;,+5b=-"u
i T .2 c?

donde u representa el potencial en el campo escalar, c es la velocidad de

propagacion de la onda y b las fuentes internas.
En el contorno conoceremos el valor del potencial,

u(x,t) = u(x,t)en T
o el flyjo, (2.2)
u(x, t)

d
qx.t) = an(x,t)

= g(x,t)en T,
donde n es la normal unitaria en el punto x, [1U T2 =Ty I'1NI2=J. Las

condiciones iniciales son,

v(x,0) = vy (x) (2.3)

Para resolver la ecuacion diferencial (2.1) se emplea una integral
ponderada. Tomando una funciéon escalar continua u'(x,f) de otro
problema de propagacion de ondas en Q que satisface la ecuacion de

ondas escalar se puede establecer la siguiente integral ponderada,

Capitulo 2 pdg. 2



El Problema Escalar Transitorio Tridimensional

J s s +f, L oourkia <], L oo 2.4

De la ecuacion anterior se obtiene la relacion reciproca entre el problema

real u(x,?) y el otro problema u*(x,1),

J'r(au* u*jdf +I9012(b* u' +uyu’ +v0u*)dQ = L(au* 5 quI“

in in

(2.5)
1 % * o *
+ QC—Q(b U+ u0u+v0u)d£2

Se puede ver el desarrollo de la ecuacion (2.5) en (Dominguez, 1993).

En el presente trabajo se toma la solucion de la ecuacion de ondas escalar
en un dominio infinito, que corresponde a un impulso unitario aplicado en

Xy t=0,

Clgb(x,t) - o(t)olix - ') (2.6)

la funcién § es una delta de Dirac. De la soluciéon anterior se obtiene la
solucion fundamental para el caso de tres dimensiones (Eringen y Sohubi,
1975),

u = 4:”{6& —1)- (;ﬂ (2.7)
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De la relacion reciproca entre el problema real u(x,f) y la solucion
fundamental, u*(x,t), se obtiene, escribiendo explicitamente la integracion

en el tiempo y los productos de convolucion,

u' (xi, t) = J; L u*(x,t -1, x' )q(x,r)dl“(x)dr

- Itj q*(x,t - X' )u(X,r)dI“(x)dr
Ot‘ r (2.9)
+ .[o Ig u*(x,t -5 x' )b(xﬂ)dg(x)dr

+ i[uo (x)u*(x, t;x' ) +U, (x)u*(x, t; x' )]dQ(x)

QC2

donde g =du/dny t = t+ ¢ con ¢ =0 para evitar integrar exactamente en el
punto singular de la delta de Dirac. Esta ecuacion da el valor de u en un

punto interno i en un tiempo t en términos de u, qy du/dt en el contorno I’

r
yt=t-—.
c

Para tener una ecuacion integral de contorno, el punto i debe estar en el
contorno. Cuando el punto de colocacion i esta en el contorno aparece
una singularidad, cuando x = x. Para analizar esta singularidad se
agranda el contorno con una semiesfera de radio ¢ cuyo centro es el punto
i. La esfera se hace tender a cero de forma que el punto pase a formar
parte del contorno I'. Las integrales se dividen en dos, una sobre el
dominio I'; y otra sobre el contorno I' - .. Se obtiene finalmente un valor,
c, que solo depende la geometria del contorno en el punto i. El desarrollo
detallado de este analisis puede verse en (Dominguez, 1993). Nos queda

entonces la siguiente integral en el contorno,

ciui(xl, t) = Jot L uw'(x,t - 1 x' g, T)dr (x )die

- ft.f q*(x,t -1, x' )u(x,r)dr(x)dr
O“ r (2.10)
* .[0 J.Q w (x’t -5 x' )b(x,‘t)dQ(x)dt

+ j i[uo(x)L'L*(x, t;xi)+ vo(x)u*(X, t;xi)]dg(x)

902
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Se sustituye en la ecuacion (2.10) la solucion fundamental para el caso de
tres dimensiones, ecuaciones (2.7) y (2.8), con valores iniciales vo = 0 y uo

= 0 y sin fuentes internas, b=0, y se obtiene

c'u’ ( IF rjt+ [ t-1) }q(x T)dvdl

+— Lporl 6[(t—r)—r}u(x,1:)drdl“ (2.11)
4wt on r? c

1 porlged {6[(t_r)_j}u(x,r)drdr

4n Togn rc’9 gt

2.3 Método de los Elementos de Contorno en el problema
escalar transitorio

Resolveremos numéricamente la ecuacion integral de contorno, ecuacion
(2.11). El primer paso para resolver el problema consiste en dividir el
contorno en elementos superficiales cuyos potenciales y flujos se expresan
en funcion de unos nodos que componen cada elemento, figura (2.1). Por
otro lado para resolver las integrales en el tiempo, se divide éste en
intervalos. O sea que el lapso de tiempo de interés, t, se divide en un

nuamero n de At.

El potencial escalar, u(x,t), y su derivada normal, g(x,t), se aproximan
sobre el contorno del elemento y en el lapso de tiempo usando funciones

de interpolacion,

u=Z;¢j(r)n (t)u™
q= ZZw (ru"@aq (2.12)

donde u™ y g™ son el potencial y el flujo respectivamente, del nodo j en el
tiempo tn = mAt. Las funciones ¢(r) y i) son las funciones de
interpolacion espacial. Las funciones n™(t) y wm(t) son funciones de

interpolacion en el tiempo dentro de cada paso de tiempo.
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.1||‘|||\

Figura 2.1 Cuerpo dividido en elementos de contorno.

La ecuacion (2.11) se puede escribir como

(2.13)

donde I'j es la superficie del elemento que contiene el nodo j, y Atn es el

lapso de tiempo en el que n™ (1) y u™ (t) son distintas de cero.

Si llamamos a las integrales en el tiempo,

gm o 11 [ 6[(1;1 —t)—}u’"d‘t (2.14)
4 r At
om - Lorl aé[(tn -1)- r}n’“dr
4w onrc ; Jt c
. . " (2.19)
-— K—Q 6[(tn —1)- r}nmdr
dnonr” o c

entonces podremos escribir la ecuacion (2.13),
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T T;

o Q
cu =37y {JU"mprdF} {jonmqﬂdr} (2.16)

y en una forma mas compacta,

=1j=1

- ii{G”my i umj} (2.17)

con

G J‘Unmwjdr; )= . J‘Q"mq)fdr (2.18)

T; T;
Si ahora llamamos

H"™cuandoi= jon=m

H™ = (2.19)

H"™ 4+c'cuandoi=jyn=m

la ecuacion para el punto i queda,

iiHnmijumj — iiGnmiquj (220)

m=1 j=1 m=1 j=1

El sistema de ecuaciones para todos los elementos del contorno se puede

expresar en forma matricial de la siguiente manera,

iH"’”um - anGnmqm (2.21)

m=1 m=1

los elementos de las matrices, Hm y Grm se han obtenido de la
integracion de los elementos de contorno en el intervalo de tiempo m
cuando un impulso ha sido aplicado en un nodo con una diferencia en

tiempo (n - m)At .
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El sistema de ecuaciones (2.21) se resuelve paso a paso, una vez son
conocidos umy gm para m=1,2,... n-1, la solucion para el paso de tiempo n

es obtenida de

H™u" = G™q" + S [G™g™ - H™um ] (2.22)

m=1

Las columnas Hrr y Gnn son reorganizadas de acuerdo con las condiciones
de contorno. Si dejamos todas las desconocidas para el paso de tiempo n
al lado izquierdo,

A"X" =F" (2.23)

donde F" contiene el ultimo término de la ecuacion (2.22), que
corresponde a los pasos anteriores sumados al producto de la matriz
reorganizada que contiene las condiciones de contorno conocidas en el

paso de tiempo n.

Las matrices, H™ yG™, dependen de la diferencia (n-m) y no en el valor
de n 6 m. En cada paso de tiempo sélo son calculadas las matrices H" y
G". Las restantes matrices H™ y G’ son conocidas de los pasos
anteriores. Si el tipo de condiciones de contorno en cada nodo no
cambian con el tiempo, H™ y G™ so6lo se tienen que reorganizar una vez,

obteniendo A" = A. El vector de las incognitas para cada paso de tiempo
se calcula,

X" = A F" (2.24)
2.4 Evaluacion de las integrales en el tiempo

Para determinar los valores de Uy Qrm hemos escogido las funciones de

interpolacion temporal como,

Mm (1:) =1 paratT,,=T=T7T, (225)
"(2)- 0 para t<,, 6v>
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y n™t) de tal forma que en cada paso de tiempo,

ule)= L[, - ) <r-rm>][”m-l} (2.26)

Nm

T Tm+ 1
At #

N

Figura 2. 2 Funcién de interpolacion lineal

Para determinar las componentes Urm  procedemos a integrar

analiticamente la siguiente expresion para cada paso en el tiempo,

I, - j 6[(tn _1)- r}q’"dr (2.27)
ks c
y para Qnm,
1 gl r m-1 m
12 = It T'[ 6|:(tn - t) - C:|[(Tm+1 - t)u’ + (T - tm )u’ }11: (228)
]. Tm+1 a r m—l m
13 = Xt J. a 6|:(tn - t) - C:l[(tmﬂ - t)u‘ + (T —Tn )u’ ]it (229)

De la integracion se obtienen,
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I - q’"{H[(tn o) j _ H{(tn ) j} 2.30)

(2.31)

L= el - C - -n)- T e

Sustituyendo las integrales en el tiempo en la ecuacion (2.13) obtenemos

(2.34)

(tn “Tm+1 )S%S(tn “Tm )

y aprovechando la propiedad de causalidad de la ecuacion de ondas se
puede definir,

o™ =t —rm* -l - Te) ooty 239

Para conseguir los términos GvW y H"mj de las matrices integraremos

numeéricamente en el espacio los términos anteriores.
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2.5 Integracion espacial

La integracion numérica se lleva a cabo en cada elemento. Por ello,
comenzaremos definiendo los tipos de elementos, sus funciones de forma
y como se integran numéricamente. Por ultimo, se discute el método de
las subdivisiones que se ha desarrollado en el presente trabajo. Este
permite representar mejor el frente de la onda dentro de cada elemento, ya
puede darse el caso de que so6lo una parte del elemento en el que se

integra esté excitada.

2.5.1 Descripcion general

Dentro de un elemento, que llamaremos j, las funciones u y g se definen

como

U

w=[o, 0, 05 - 0y}
u’N

(2.34)

a=lo. o 05 - 0, )P

dy

donde W y ¢ son los potenciales y flujos nodales del elemento de N nodos,

y ¢ es la funcion de interpolacion espacial.

La geometria del elemento también puede definirse con la posicion de los
nodos usando las mismas funciones de interpolacion,
x = dx’ (2.35)

donde @ es,
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9, 0 0 ¢, O O .. ¢y O O
-0 ¢, 0 0 ¢, O ... O ¢, O (2.36)
0 0 ¢, 0O O ¢, ... O O ¢,

Las funciones de interpolacion @ se expresan en un sistema de
coordenadas homogéneo, del tipo dibujado en la figura (2.3). Las
coordenadas necesitan ser transformadas desde el sistema homogéneo, &;
al sistema global x;, y dicha transformacion implica la introducciéon de un

jacobiano.

Figura 2.3. Transformacion de coordenadas cartesianas a naturales para problemas
tridimensionales: (a)elemento cuadrilatero en coordenadas cartesianas y (b) naturales; y
(c)el elemento triangular en cartesianas y (d) naturales

Se necesita establecer en primer lugar como pasar desde el sistema de
coordenadas global (x1, x2, x3), figura (2.3.a), al sistema (&1, &2) definido
sobre el elemento, donde &1 y &2 son coordenadas oblicuas, figura (2.3.b).

El vector n define la direccién normal.

Para el elemento cuadrilatero las funciones de forma cuadraticas en

funcién de las coordenadas naturales son

¢1 = ;IL_EI(EI - I)EZ(EQ - 1)
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con

b,

=l(1_§12)§2<§2 _1)

2

0, = 58 + (8, 1)

¢, = ;31(21 + 1)(1 _Eg)

o5 = ‘11_%1(21 +1)§2(§2 + 1)

1

b6 =*(1_§f)22(§2 +1)

2
1

¢, = *§1(§1 _I)EQ(EQ + 1)

4
1

¢8 = 7%1(‘%1 - 1)(1 _Eg)

2

b =(1_E12X1_§§)

-1<§, =1

Analogamente para los elementos triangulares se tiene

siendo

1eg =1 (2.37)

¢1 = 31(221 - 1)
¢2 = 22(232 - 1)

¢ = 33(223 - 1)

¢4 = 42132

b5 = 4§2E3

b6 = 4§3§1

%3 =1_§1_§2 (2-38)
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Para evaluar las integrales usaremos la féormula de Gauss estandar en
términos de las coordenadas &; y E2. Se precisa pues un cambio de
coordenadas para transformar el diferencial de superficie en el sistema

cartesiano a un diferencial expresado en las coordenadas homogéneas.

or

= loe, aEQdEdEQ G dE, dE, (2.39)

donde G es el jacobiano reducido y \G\ es el modulo del vector normaln;

esto es

af or
n=_—— (91192:93) (

dx, ax, ax3j
I, 352

on’ on’ on

donde

oF _(ax1 0x, axsj

o8, | 0g, "o, ot
oF =[ax1’ax2’ax3 (2.40)
9E, |\ oE, oE, ot

entonces los valores de g1, g2 y g3 son

g, = (ax2 0x; 0dx, ax3J
b0, 98, 0E, 9OE,

dx, 0 dx; 0
gf[ g i 2.41)

J9E, 95, 0§, 9§,
[axl ax, dx, 0x,
3 =

0, 0, 9E, &,

y el médulo |G| viene dado por

G = [lgf+95+93) (2.42)
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Estas relaciones son validas para integrar cualquiera de los términos de

las integrales de contorno.

2.5.2 Método de las subdivisiones

Debido a la condicion causalidad de la ecuacion de ondas, puede darse el
caso en el que so6lo una parte del elemento j, en el que vamos a integrar,
esté excitada debido al punto de colocacion i. Lo anterior se ilustra en la
figura (2.4), donde el frente de la onda viene definido como dos esferas
concéntricas de radios rm = (ti-tm)c ¥ rm+1 = (t-Ttm+1)c, teniendo que soélo

parte del elemento j esta excitado, zona de lineas entrecruzadas.

La integracion espacial so6lo se lleva a cabo en la parte del elemento j que
queda entre las dos esferas concéntricas con centro en el punto de
colocacion i, y radios rm y rm+1. En esta tesis para representar mejor la
zona del elemento que esta excitada se divide el elemento en D
subdivisiones. En la figura (2.5) se muestra el elemento, en coordenadas
naturales, subdividido. Las subdivisiones cuyo centro esta dentro del

rango(th-tm+1) <r/c< (t-tm) son incluidas en la integracion.
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Figura 2.4. Zona del elemento j excitada debido al punto de colocacién i, en un tiempo
tn—'Cm+1<r/C<tn—Tm

&
. ' 3 °
. o
Rhepe )
DeReiRbA
T

Figura 2.5 Elemento dividido en 100 subdivisiones, las subdivisiones cuyo centro esta
en la zona excitada son integradas usando la cuadratura de Gauss.

Ahora bien, ademas de la transformacion de coordenadas globales a
naturales, figura (2.6.b), necesitaremos dos transformaciones adicionales
para integrar el elemento. La primera transformacion, figura (2.6.d), nos
permite pasar a un sistema de coordenadas local en la subdivision y la
segunda, figura (2.6.e), utilizar la formula de Gauss estandar para integrar
numeéricamente.

La transformacion a coordenadas locales, figura (2.6.d), es
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Figura 2.6 Transformaciones adicionales para integrar el elemento cuadrilatero. El
elemento a) en coordenadas (xi,x2,x3), b) transformado a coordenadas naturales (§1,&2),
c) es dividido en D subdivisiones, d) coordenadas locales de la subdivision (s1,s2), €)
coordenadas para integrar usando la formula de Gauss estandar (t,b)
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g, =—+p (2.43)

donde s; es la coordenada local de la subdivision y p; es el valor de la
coordenada E; en la esquina inferior izquierda de la subdivision, figura
(2.6.c). La segunda transformacion nos permite integrar numéricamente

usando la féormula de Gauss estandar figura (2.6.¢),

s, =" (2.44)
El jacobiano final de las dos transformaciones es
1
dg,dg, = Bdtldt2 (2.45)

Encontramos una situacion especial cuando el punto de colocacion i
pertenece al elemento j, e integramos el instante m = n porque aparece
una singularidad del tipo (1/1) en u* y del tipo (1/72) en g'. Primero
discutiremos como tratar la singularidad, (1/7) y, en el apartado (2.6) la

singularidad (1/72).

Es importante destacar que al emplear las subdivisiones por elemento el
punto singular esta contenido por so6lo alguna de éstas. Dicho de otro
modo, las subdivisiones con el punto de colocacién en una de sus
esquinas son las Unicas que poseen la singularidad, y solo éstas necesitan

ser tratadas de forma especial, como se muestra en la figura (2.7).

La primera transformacion, figura (2.7.b), nos permite pasar a las

coordenadas locales de la subdivision

g = i + D; (2.46)

pi es el valor de la coordenada E; de la esquina inferior izquierda de la

subdivisién, o; es el sistema de coordenadas locales de la subdivision.
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Para eliminar la singularidad la subdivision es a su vez dividida en dos

triangulos cuyas esquinas, identificadas con un (1), la contienen,
0; = (1 -5 )Ei +S (1 -5 )Elg +5,8,E; (2.47)
El superindice identifica la esquina del triangulo. Los triangulos son

transformado en cuadrados con coordenadas s; y s2 cuyo jacobiano es

nulo en el lado del cuadrado que representa al punto singular, figura
(2.7.9).

Para poder usar la formula de Gauss estandar debemos trasladar los ejes,

figura (2.7.g),
s - fitd (2.48)
2
y el jacobiano final es
t, +1
dg,dg, = 12D dt,dt, (2.49)

Las transformaciones en el elemento triangular son similares a las del
elemento cuadrilatero, figura (2.8). Primero se pasara de coordenadas
cartesianas (x1,x%,x3), figura (2.8.a), a coordenadas naturales (§,5,), figura
(2.8.b). Luego se subdivide el triangulo en D subdivisiones. Se dan dos
tipos de triangulos, con coordenadas locales coincidentes con las
generales y el caso invertido. Para el primer caso del subtriangulo, figura

(2.8.d), la relacion es,

E =—=+Dp (2.50)
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Figura 2.7 Transformaciones del elemento cuadrilatero cuando contiene el punto de
colocacion; a)El elemento es transformado a coordenadas naturales (§1,&2) y dividido en
D subdivisiones; cuando la singularidad esta en el cuadrante I'y el punto de colocacion

en el nodo: b) 1, ¢) 2, d) 8, e) 9; f) coordenadas locales del triangulo transformado en

cuadrilatero, g) coordenadas para integrar usando la formula de Gauss estandar (ti,b)
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donde pi es el valor de la coordenada & en la esquina izquierda de la
subdivision, figura (2.8.c). Para poder integrar haciendo uso de
coordenadas de area se necesita una transformacion adicional (ver

Dominguez,1993),

S =t
(2.51)
s, =t,(1-1,)
por lo tanto tenemos que
t
Ei=—=+p
/D
2.52
ty (1 - tl) ( )
& = T p tP
Y finalmente el jacobiano de la transformacion es
1-t,
dg,dg, = dt,dt, (2.53)

Para el caso del triangulo invertido, figura (2.8.c), p: es el valor de la
coordenada E; en la esquina derecha de la subdivision, y la transformacion

es diferente,

t
E =D - 71D
£(-t) (2.54)
Ey=py - : '
/D
con su correspondiente jacobiano,
1-t,
d%ldE;Q = D dtldtg (255)

Cuando tenemos el punto de colocaciéon en el elemento triangular

realizaremos transformaciones similares a las del elemento cuadrilatero.
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Figura 2.8 Transformacion del elemento triangular a D subdivisiones triangulares. El
elemento a) en coordenadas (x1,x2,x3), b) transformado a coordenadas naturales (€1,&2), ¢)
en coordenadas naturales es dividido en D subdivisiones, d) y e) coordenadas locales de

la subdivision (si,S2).
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El subtriangulo que contiene el punto singular sera transformado en un
cuadrado con jacobiano nulo en el lado que corresponde al punto
singular, figura (2.9).

Una vez mas se comienza por pasar de coordenadas cartesianas a
coordenadas naturales, figura (2.9.a). Entonces se definen unos nuevos

ejes locales para cada subdivision, o1 y o2, figuras (2.9.b), (2.9.c)y(2.9.d),

0;
g = D + D, (2.56)

luego se procede a transformar el subtridngulo en un cuadrado con

coordenadas s1y S2, (2.9.€),
0, = (1~ +5,(1-5, JE} +5,5,E] (2.57)

el superindice identifica la esquina del triangulo. La esquina (1)

corresponde al punto singular en las figuras (2.9.b), (2.9.c) y (2.9.4d).

Por ultimo para poder integrar con coordenadas de area se necesita una

transformacién adicional figura (2.9.f), ecuacion (2.51).
El Jacobiano final de las transformaciones es

t, +1
8D

ds,dg, = dt,dt, (2.58)

2.6 Término libre

El término libre ¢ s6lo depende de la geometria en el punto i. Por ello
podremos utilizar el valor de c obtenido a partir de otro problema,
(Brebbia y Dominguez, 1989). Al resolver el problema estatico de un
medio con potencial constante se obtiene la condicion de flujo nulo, o sea

la perturbacion se propaga instantaneamente a todo el medio,
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Figura 2.9 Transformaciones del elemento triangular dividido en D subdivisiones cuando
contiene el punto singular; a)el elemento transformado a coordenadas naturales (§1,52) y
dividido en D subdivisiones; en coordenadas locales de la subdivision (01,02), cuando la
singularidad esta en el nodo: b) 1, ¢) 2, d) 3; e) coordenadas locales del triangulo
transformado en cuadrilatero, f) coordenadas para integrar usando la formula de Gauss
estandar (t,%)
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HI? = 0 (2.59)

donde IYes el vector que contiene el potencial de todos lo nodos, y todas
las componentes del vector son iguales. Asi que podemos plantear las

componentes de la ecuacion anterior como

H!=->H!

i=j

H!+ci=-) HY (2.60)

i=j

donde s se refiere al caso estatico y nos permite generar la siguiente

relacion,
c'=cl,=-) HY (2.61)
Ahora la ecuacion (2.19) cuando j=iy m=n se puede expresar como,

Hnnii - Hnnii _H;'i _ZH;J

i=]

(2.62)
Hnnii = Hdlf _ ZH;J

i=]

La relacion anterior permite evitar el calculo del punto singular en el
término H™", determinando en su lugar la diferencia entre el valor
dindmico y el estatico,H, . Esta diferencia vale cero justo en la

subdivision que contiene el punto de colocacion.
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2.7 Aplicaciones

A continuacion resolveremos un problema de geometria sencilla que es
normalmente utilizado para verificar la validez de los métodos numeéricos
en la solucién de problemas de propagacion de ondas en un medio escalar
para el que se conoce la solucion analitica. Se trata del problema un
prisma, figura (2.10.a), con potencial cero en uno de sus extremos y
sometido en el extremo opuesto a un flujo aplicado en t =0 y sostenido,
figura (2.10.b). Este problema aunque sencillo es muy sensible a
inestabilidades numéricas ya que es dificil representar la respuesta en

forma de escalon del flujo.

El prisma tiene las siguientes dimensiones: altura L =4m, ancho y

profundidad w, = w, =2m, ver figura (2.10.a). El flujo aplicado vale
g, =2.0m™. La velocidad de propagaciéon de la onda en el medio es

c =200m/s. Se usaron en la discretizacion 40 elementos cuadrados,

figura (2.11).

q(t)

. q(t)
Yo
L
W. 7
2 L
P 4)‘/ =

W // .

¥ = tiempo

(a) (b)

Figura 2.10 (a)Un prisma en un dominio escalar es sometido a (b) un flujo en forma de escalon.
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/

Figura 2.11 Malla de 40 elementos cuadrados

El problema fue resuelto con subdivisiones y sin éstas. Los resultados
mejoraron considerablemente al usar subdivisiones en vez del elemento
completo al definir el avance de la onda. En la figura (2.12) se muestran
los resultados sin subdivisiones y con 100 subdivisiones por elemento.
Por cada subdivision se emplearon cuatro puntos de integracion. En el
problema resuelto sin subdividir los elementos, se verificé cada punto de
integracién, si el mismo estaba dentro del frente de la onda era

considerado en la integracion.

O—— S e 0
E 2} € 2t
s 5
4+ 4}
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.00 0.64 0.68 O.‘12 0.16
tiempo (s) tiempo (s)
() (b)

Figura 2.12 El flujo en la cara libre del prisma es calculado con =1.0 (a) sin
subdivisiones y (b) con 100 subdivisiones por elemento
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a la combinacién de ambas.

—p=08
161
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0 P -
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0.00 004 008 012 _ 016
tiempo (s)
— p=15
0 L .
-2 b
4t
000 004 008 012 016
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Figura 2.13 Respuesta en el tiempo de un prisma sometido a una carga en forma de
escalon para distintos f, se han usado 100 subdivisiones por elemento

B

At c
AL

La precision y exactitud del MEC en el dominio del tiempo es sensible a la
discretizacion espacial y temporal, pero no de manera independiente sino
Por ello, para establecer la fiabilidad del
método, se ha establecido un parametro que toma en cuenta la relacion

entre la discretizaciéon espacial y la temporal, (Mansur, 1982),

(2.63)

Capitulo 2 pdg. 28



El Problema Escalar Transitorio Tridimensional

donde c es la velocidad de propagacion de la onda, longitudinal o
transversal, At es el tamano del paso de tiempo y AL es la distancia de
nodo a nodo. En nuestro problema utilizaremos el parametro f§ para
comparar los resultados obtenidos con distintas discretizaciones

temporales para una misma malla, figura (2.13).

Los resultados fueron estables a partir § = 0.6, figura (2.13). Estos
resultados son similares a los obtenidos por otros autores al resolver el
problema bidimensional con el método paso a paso, para <0.6 el que
MEC es inestable (Mansur, 1982) y (Gallego,1990). Por otro lado para f§ >
1.5 se pierde precision, ya que se suaviza demasiado la respuesta, figura
(2.13).
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Capitulo 3

Solucion en el Dominio del Tiempo
de Problemas Tridimensionales

de Propagacion de Ondas en
Medios Elasticos

3.1 Introduccion

En este capitulo discutiremos el problema elastodinamico lineal, o sea la
determinacién de los desplazamientos, la deformacion y la distribucion de
tensiones en funcion de las coordenadas espaciales y el tiempo cuando
existen ondas que se propagan en un medio elastico, lineal e isétropo.
Comenzaremos por establecer las ecuaciones que rigen el problema:
equilibrio, compatibilidad y ley de comportamiento. Luego se discutira la
representacion integral en elastodinamica, en la que utilizaremos la
solucién fundamental que corresponde a un impulso unitario. Por ultimo
veremos el desarrollo y la implementacion del método de los elementos de
contorno para resolver numeéricamente el problema. En este ultimo
apartado se describe en detalle la técnica paso a paso y la evaluacion
analitica de las integrales en el tiempo dentro de cada paso. En

elastodinamica también se empleara el método de las subdivisiones en la
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integracion espacial, como en el problema de ondas escalares discutido en
el capitulo anterior. Las subdivisiones permiten representar mejor el
frente de la onda. El capitulo concluye con la aplicacion del método a

varios problemas de propagacion de ondas.

En la definicion de los sistemas de ecuaciones se va a emplear la habitual

notacion tensorial.
3.2 Ecuaciones basicas de la elastodinamica lineal

Para puntos que pertenecen a un cuerpo elastico tenemos la siguiente

ecuacion de equilibrio,
0, ; +pPb; =p1:u (3.1)

en Qconi j=1,2,3

donde o; es el tensor de tensiones, b; representa las componentes del
vector de fuerzas por unidad de masa en un punto del dominio Q segtn la
direccion i, p es la densidad y u; es el vector de desplazamientos en un

punto del dominio Q segiin la direccion i.

Las ecuaciones de compatibilidad para pequenas deformaciones, en el

punto x del cuerpo Q, y en un tiempo ¢, se define

y LJ

6 =;(u, s (3.2)

enQconij=1,2,3ypor¢; se ha denotado el tensor de deformaciones.

Y por ultimo, de la relaciéon lineal entre las componentes del tensor de
tensiones y las componentes del tensor de deformaciones para cuerpos
isotropos y elasticos, o Ley de Hooke, obtenemos la ley de

comportamiento,
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v 1+v
81:]‘ = —Eckkﬁij +TOij
E v
%= (1)[@2)6 ' } 53

E es el modulo de elasticidad del material y v es el modulo de Poisson.

Sustituyendo las ecuaciones (3.2) y (3.3) en la (3.1) se obtienen las

ecuaciones de movimiento o ecuaciones de Navier,

(1-v)E

Aavioov) V8"

= VxV b=-pu 3.4
2(1+v) xVxu+p pu (3.4)

o escribiendo las propiedades del material en términos de las velocidades

de propagacion de las ondas longitudinales, ¢, y transversales, o,

pC2VVu - pc2VxVxu +pb = pu (3.5)

La solucion del problema debe satisfacer el sistema de ecuaciones anterior
y las condiciones de contorno. Si el dominio Q en estudio esta delimitado

por un contorno I' =T, +I,, de manera que para cada direccion i, I'1 es la

zona del contorno en que los movimientos son dato y I'z es la zona en que
las tracciones son conocidas, las condiciones de contorno pueden ser

descritas como:

u =u; enTli

1

p;=0,n;=p, enlz (3.6)

y

y las condiciones iniciales del problema estan definidas en Q en el tiempo

t =0, de tal manera que podemos llamar,

U, (x,0) = uOi(x)

0,(,0) = v (x) 8-7)

para todo punto x del cuerpo Q.
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3.3 Representacion integral en elastodinamica

La representacion integral del problema que se obtiene del teorema de
reciprocidad en elastodinamica, parte de una funcion residual ponderada

de la cual obtenemos la expresion matematica,

Ir (pk * u,i)dl" +J-Q p(bk * Uy + Uiy + UOku;) dQ = Ir (p; * u’k)dr

* L (3.8)
+ IQ p(bk U + Ug Uy + UOkuk)dQ

La expresion relaciona dos estados elastodinamicos, u () y u’(x,{), que
cumplen las ecuaciones de equilibrio, compatibilidad y ley de
comportamiento sobre un mismo dominio Q de contorno I'. u (x,f es el
estado real que se trata de resolver y u'(x,f) es un estado virtual,
denominado solucién fundamental. El desarrollo de la ecuacion anterior

esta detallado en (Dominguez, 1993).

En el presente trabajo utilizaremos la solucion fundamental que
corresponde a un impulso unitario aplicado en un tiempo t = 0en el punto
X en direccion del eje x; en una regiéon infinita,

pby = 8(t3(x — x, o, (3.9)

cuyas condiciones iniciales son cero. La funcion 0§ es la delta de Dirac y i

es la delta de Kronecker.

Los desplazamientos y las tensiones correspondientes a este segundo

estado son

u;; = u;k(x7 t;xi)el (3.10)
0:{]‘ = O;kj (x> t xi)el

donde e; es un vector unitario que indica la direccion de aplicacion de la

carga, u, representa el desplazamiento en la direccion k debido a una
carga unitaria en la direccion [, y G;kj representa la componente kj del

tensor de tensiones cuando una carga unitarial se aplica en la direccion [
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x es el punto para el que se describen los desplazamientos o las tensiones,
t es el tiempo, x; es el punto donde la carga se ha aplicado en un tiempo
t=0. Las componentes de la proyeccion del tensor de tensiones en un

punto x de la superficie con una normal n son
Pr = O:kj (x: £ X; )nj e = Py (x’ t; xi)el (3.11)

Al aplicar el Teorema de Reciprocidad entre el estado real y el

correspondiente a un impulso unitario en una region infinita, obtenemos,

UL (xi , t) = '[Ot _fr Uy, (x, t-T;x' )pk (3, T)dI(x )
_ J'; J'r i (x, t -1 x )uk (x, t)dr(x)dke

* J; IQ Pl (x, t-1x' )bk (x, T)de(x)ete

+ L: _[Q p[ul*k (x’ t-1x' )UOk (x) + Uy, (x, t; x' )UOk (x)]dQ(x)dt

(3.12)

donde t* =t + ¢ con ¢ —0 para evitar integrar exactamente en la
singularidad de la delta de Dirac. La expresion anterior proporciona una
representacion integral de los desplazamientos, ux, en cualquier punto
interno i de Q en un tiempo t, en funcion de la resultante de tensiones y
desplazamientos en el contorno I', las fuerzas aplicadas en el dominio y la
solucion fundamental.

Para tener una ecuacion integral en el contorno, el punto i debe estar
sobre él. Al igual que en el caso escalar aparece una singularidad cuando
(x-x)—0 y t=0. Aqui también se resuelve el problema agrandando el
contorno con una superficie esférica alrededor del punto de colocacion i

(Brebbia y Dominguez, 1989). La representacion integral para el punto i
es,
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e, t) = [ ] up i, ¢ - ), (x, D)l ()
] il t 5wy (3, T)dr (et
+ fof [ pus (o, t -5 x7 ) (x, 7)dx)ete
e ol e = )+ e, 5 g ()] (e

(3.13)

Las contribuciones de la parte singular son del mismo tipo que en el caso

estatico, por lo que se podra obtener cj, indirectamente de la solucion del

problema de movimiento de sélido rigido. Mas adelante en la seccién de

elementos de contorno discutiremos la forma en que se ha calculado c;,

en el presente trabajo.

La solucion fundamental corresponde al problema de Stokes,
fle)=5(t) (3.14)

con la que se obtiene el siguiente tensor de los desplazamientos,

* 7 3
e s KRGS
np |7 r r ¢, c,

(3.15)
rr
RSO LI NS PO I UL | LS L
dnp | r | ¢ c,) ¢ c, re; c,
y el tensor de tracciones,
. ; 1 ar ar
Py (x, t;x )= 475{[671 Oy + r,knle Tk %B + r,lnkc} (3.16)

con
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donde u, y p, representan el desplazamiento y la proyecciéon del tensor

de tensiones, respectivamente, en la direccion k debido a una carga

unitaria en la direccion . x es el punto para el que se describen los

desplazamientos o las tensiones, t es el tiempo, x; es el punto donde la

carga se ha aplicado en un tiempo t =0 y r = (x-x).

3.4 El Meétodo de los Elementos de Contorno en

Elastodinamica

La ecuacion integral de contorno (3.13) sin fuerzas internas y condiciones

iniciales iguales a cero se reduce a,

ciul(xi t)= J.Ot J.F uj, (x, ¢ - 7 x' )p, (x, ) (x ek

+ (3.18)
[, i o s ek
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en el dominio Q y contorno I, relaciona las componentes de los

desplazamientos u. en cualquier punto i del contorno con las

componentes de los desplazamientos, uk, y las tracciones, px, en todo el

contorno I' y las componentes de los desplazamientos, u, , y tracciones,
Py, de la solucion fundamental, una carga unitaria actuando en i. El

coeficiente ¢, depende sélo de la geometria del contorno en el punto i

Usando notaciéon vectorial la ecuacion (3.15) se puede escribir como

.. tt . t* %
cu'+| [ pudrde- | [u'pdrde (3.19)
donde
u;l ufz u;3 p;l p1*2 p1*3
U =|Uy Uy Uy |, P =Py P P (3.20)
Uzy Uz Ugg D31 P33 Pas

matrices cuyos coeficientes, w, y p,, son los desplazamientos y las

tracciones en la direccion k debidos a una carga unitaria actuando en i en

la direccion [, y donde

U, b,
u=\u,|; P=|p, (3.21)
Us Ds

Ci1 Cio Cy3
i

C =|Cy Cp Cp3

C31 Czp Cgj

ci = 2 I para puntos donde el contorno es suave y ¢t = I para puntos

internos, I es la matriz identidad.
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3.4.1 Discretizacion de la ecuacion integral de contorno

El proceso de discretizacion en elastodinamica es similar al del problema
escalar, la Ginica diferencia radica en el caracter vectorial de las variables.
El primer paso es dividir el contorno en elementos superficiales cuyos
desplazamientos y tracciones se expresan en funcion de una serie de

nodos definidos en cada elemento,

U = Z ;‘P] (r)']m (T)uzrcnj

pe = 2, 2w (P ()p (3.22)

donde ux™ y px™ son el desplazamiento y la traccion k respectivamente,

del nodo j en el tiempo t, =mAt. Las funciones ¢i(r) y ¢i(r) son las
funciones de interpolacion espacial que se toman normalmente
o’ (r) =y’ (r) Las funciones n™(t) y u(tr) son funciones de interpolacion en

el tiempo dentro de cada paso de tiempo.

Podemos escribir la ecuacion (3.18) en términos de las variables nodales,

-3y { [ [ Iurkumdr}wfdr}pzf - { [ { [ piknmdr}wdr}uzlf (3.23)

m=1 j=1 At,,

donde Tj es el elemento al que pertenece en nodo j, y Atn es el lapso de

tiempo en el que n™ (1) y u™ (t) no son cero.

Para simplificar, llamaremos a las integrales en el tiempo dentro de cada

paso de tiempo,

Uy" = qukumdt

At,,

P = [ pyn"dr (3.24)

At,
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la ecuacion (3.23) se puede escribir como

S n Q ) ) ) )
ciur = Y (3 [upmpldr tpp -4 [ Prme/dr puy (3.25)
m=1 j=1 I; T,

J

y en una forma mas compacta

T oA mmi
cpul = ZZ{G{;’"‘J Pl -Hix uwl (3.26)

m=1 j=1

donde

Gy = [Upmp/dr; AR = [ Brmgldr (3.27)
I T,

J J

Si definimos,

H™cuandoi=jyn=m

H™ = R 3.28

. H™ +c,cuandoi=jyn=m ( )
la ecuacion para el punto i se puede escribir como
n Q L n Q .. .

YD H WY =YY G py (3.29)

m=1 j=1 m=1 j=1

El sistema de ecuaciones para todos los nodos del contorno se puede

expresar en forma matricial,
> H"™u™ =) G"p" (3.30)
m=1 m=1

En esta ecuacion umy p™ son vectores que contienen las tres componentes
de los desplazamientos y las tracciones, respectivamente, de todos los

nodos en el paso de tiempo m. Los elementos Hjy™¥ y Gu™¥ de las
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matrices H y G se han obtenido de la integracion de los elementos de
contorno que contienen el nodo j en el intervalo de tiempo m, debidos a la
componente k de la solucion fundamental cuando una carga unitaria es

aplicada en el nodo i en direccion [ con una diferencia de tiempo (n — m)At.

El sistema de ecuaciones (3.30) se resuelve paso a paso. Una vez son
conocidos umy pm para m = 1,2,... n-1, la solucion para el paso de tiempo

n es obtenida de

H"u"=G"p" + nz_l(Gnmpm —H"mu'") (3.31)

m=1

Las columnas H™ y G™ son reorganizadas de acuerdo con las
condiciones de contorno. Si dejamos todas las desconocidas para el paso

de tiempo n al lado izquierdo,
A"X" =F" (3.32)

donde F" contiene el ultimo término de la ecuacion (3.31) que
corresponde a los pasos anteriores sumado a el producto de la matriz
reorganizada que contiene las condiciones de contorno conocidas en el

paso de tiempo n.

Las matrices H"™ y G"™ dependen de la diferencia (n — m) y no en el valor
de n 6 m. En cada paso de tiempo sé6lo las matrices H"” y G™ son
calculadas. Las restantes matrices H" y G™ son conocidas de los pasos
anteriores. Si el tipo de condiciones de contorno en cada nodo no
cambian con el tiempo las H™ y G™ soélo se tienen que reorganizar una

vez, obteniendo A" = A. El vector de las desconocidas para cada paso de
tiempo se calcula,

X" = A'F" (3.33)

3.4.2 Evaluacion de las integrales en el tiempo
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Para determinar los valores de Uyx"™iy Py"mi hemos escogido las funciones

de interpolacion temporal tal que,

u"(t)=1parat,  =t=T1,

(3.34)

u"(t)=0parat<t, 6T>T,

y n™(t) tiene la forma, figura (3.1),
um 1

O R (8.35)

Uy

MNm
I
T ’Em+1 !

At g

w~

Figura 3. 1 Funcién de interpolacion lineal

Es necesario resolver cinco tipos de integrales,

I - j (t. - T){H[(tn - Cr} _ H[(tn ) Cr}d 3.36)

m

I, - j 6[(tn _1)- Cr}dr (3.37)
j t -t - r){H{(tn —1)- r} - H[(tn —1)- r}}dr (3.38)
T Cl 02
j T - { ¢ —1)- r}dr (3.39)
T CQ
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I = | (t —t)é[(tn _1)- r}dr (3.40)

La evaluacion de las integrales esta detallada en el Apéndice A.
3.4.3 Integracion espacial

Para obtener los términos G"/ y Hmmi de las matrices integraremos
numéricamente en el espacio los resultados de la integracion analitica
dentro de cada paso de tiempo obtenida segin se ha descrito en el
apartado anterior. Usaremos dos tipos de elementos: triangulares y

cuadrilateros. Las funciones u y p se definen sobre un elemento j como
u=-%u; q=-Wq’ (3.41)
w y p/ son los desplazamientos y tracciones nodales del elemento, de

dimensiones 3xq, siendo g el numero de nodos del elemento, uy p son los

desplazamientos y tracciones en cualquier punto del contorno I', esto es

b, U,
P=1Py(; U=1U, (3.42)
Ds U

Usaremos ®=y en nuestro analisis,

U

U,

&, 0 0 ¢, O O o, 0 O |lu
u=/0 ¢, 0 0 ¢, O 0 ¢, Of:
0O 0 ¢, O O ¢, 0 0 ¢,|luf
uj

ug
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P

j25

$ 0 0 ¢, O O o, 0 O|lp;
p=/0 ¢ 0O 0 ¢, O 0 ¢, Of: (3.43)

0 0 ¢ O O ¢, 0 0 ¢,||p!

2

D3

La geometria del elemento también se puede definir con las mismas

funciones de interpolacion,
=0, & o 0, p = ®x (3.44)

Las funciones de interpolacion @ se expresan en un sistema de
coordenadas homogéneo, del tipo dibujado en figura (2.3). Las
coordenadas necesitan ser transformadas desde el sistema & al sistema
global x; . En este caso es necesario transformar de un sistema al otro, y
dicha transformacion implica la introduccion de un jacobiano, el

procedimiento de integracion espacial esta desarrollado en el Capitulo 2.

En elastodinamica también haremos uso de las subdivisiones por
elemento en la integracion espacial, ya que, al igual que en el problema
escalar, puede darse el caso de que solo parte del elemento en el que
vamos a integrar esté excitado debido a la condicion de causalidad de la
ecuacion de ondas. La aplicacion del método de las subdivisiones en
elastodinamica es muy similar a la del problema escalar y esta descrito en
detalle en el capitulo anterior. La unica diferencia radica en que ahora
estan presentes los cinco tipos de integrales descritos en el apartado
anterior en la solucion fundamental y deben ser evaluadas
individualmente por subdivision, con cuatro combinaciones posibles: no
han llegado las ondas o ya han pasado, han llegado s6lo las ondas
longitudinales, estan presentes las longitudinales y transversales, quedan

las transversales.

3.4.4 Término Libre
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El término libre cj, sélo depende de la geometria en el punto i. Por ello
podremos utilizar el valor de ¢, que se obtiene al resolver el problema de

movimiento de un sélido rigido, (Brebbia y Dominguez, 1989) que genera

la siguiente relacion,
lei). = - X A), (3.45)

donde s se refiere al caso estatico. Ahora la ecuacion (3.38) cuando j=1iy

m = n queda como

nnii _ ij nnii
Hy™ = _Z (Hlk )S + Hy

Hzrzinii = (sz )dif - Z (Hzl;c )s (3.46)

i=j

Cuando se calcula el punto singular no es necesario determinar H ™ sino

la diferencia entre el valor dinamico y el estatico, (H lk ) ar - Esta diferencia

vale cero justo en la subdivision que contiene el punto de colocacion,

evitando tener que evaluar el punto singular.

3.5 Aplicaciones

3.5.1 Cavidad esférica

Se ha resuelto numéricamente un problema sencillo de propagaciéon de
ondas en medios elasticos, se trata del problema de una cavidad esférica
dentro de un medio elastico infinito que es sometida a una explosion
repentina. Las ondas excitan los elementos casi por entero en m = ny
luego desaparecen en los siguientes pasos de tiempo. Las propiedades del
medio son: modulo de rigidez u = 40 MPa, moédulo de Poisson v = 0.25, y
la densidad p =1000 kg/m3. El radio de la cavidad es a=6 m. La presion
radial tiene la forma que se muestra en la figura (3.2.b) con po=6 kPa. La
malla de la discretizacion espacial se muestra en la figura (3.2.a).
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p(®) A

t=0 tiempo

(a) (b)

Figura 3.2. (a)Discretizacion de una esfera con 24 elementos cuadrilateros, (b) traccion

en forma de escaléon

Se ha determinado la variacion en el tiempo del desplazamiento radial en
la superficie de la cavidad. Los resultados obtenidos en el presente
trabajo, para Bp = 0.9 (fs = 0.52), guardan gran similitud con la solucién
analitica (Timoshenko y Goodier, 1934), figura (3.3). En la figura se
muestran los desplazamientos dinamicos normalizados con la solucion
estatica. En la solucion del problema no se han empleado las
subdivisiones por elemento ya que el elemento se excita casi por entero en

el primer paso de tiempo.

04

solucion analitica
* p=0.5 (ﬁp=0.9)

% 4 6 8

t cp/a
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Figura 3.3 Respuesta en el tiempo del desplazamiento radial de una cavidad sometida a
una presion interna

3.5.2 Medio semi-infinito

A continuacion resolveremos otro problema de geometria sencilla que es
normalmente utilizado para verificar la validez de los métodos numeéricos
en la solucion de problemas elastodinamicos. Se trata un medio elastico
semi-infinito, figura (3.4.a), sometido a una carga en forma de escalon,
figura (3.4.c).

p(®H) A

Po

t=0 tiempo

() (b) (©)

Figura 3.4 (a)Medio semi-infinito sometido a una traccion en forma de escalon, (b)malla de 40 elementos
cuadrados, (c)traccion en forma de escalon

Este problema es muy sensible a inestabilidades numéricas ya que es
dificil representar con un modelo numérico la respuesta en forma de
escalon de las tensiones. En el presente trabajo el medio se modelara con
un prisma formado por cuarenta elementos cuadrados, figura (3.4.b), que
tiene restringidos los desplazamientos en direccion perpendicular a las
caras. El prisma esta empotrado en uno de sus extremos y es sometido a
una traccion uniforme en el extremo opuesto, que corresponde a una
funciéon escalon en t=0, figura (3.4.c). La traccion aplicada, p,=2 kPa, es
normal a la cara superior del prisma. Las propiedades del material son:
densidad p=1000 kg/m’, médulo de rigidez u=40 MPa y médulo de Poisson
v=0.25. La altura del medio es 4 m.

A igual que en el problema escalar comprobaremos el efecto que tienen las
subdivisiones por elemento en la solucion, o sea si mejoran la

representacion del frente de la onda. Se ha encontrado que a partir de 16
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subdivisiones por elemento los resultados tienen buena precision, figura
(3.5).

sin subdivisjones —— 16 subdivisiones
() - 0F— QAN
© ©
o o
< =3
c -2f — -2
Q )
3 3
o o
Eo4l =4l
0 20m  40m _ 60m _ 80m 0 20m  40m  60m __ 80m
tiempo (s) tiempo (s)

—— 36 subdivisiones —— 100 subdivisiones

Traccion (kPa)
Traccién (kPa)
NS

|
N
T

0  20m  40m  60m  80m 0  20m  40m  60m  80m
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 3.5 La traccion en la cara libre del prisma es calculada con f, = 1.5 (Bs= 0.87).
En el problema resuelto sin subdividir los elementos, s6lo se consideran
en la integracion numérica los puntos de integracion que estan dentro del
frente de la onda. En este problema, a diferencia del problema anterior de
la cavidad en el medio infinito, es imprescindible emplear las
subdivisiones en los elementos. Aqui en cada paso de tiempo una porcion
pequena de los elementos esta excitada por las ondas transversales y
longitudinales, lo cual hace necesaria una mejor representacion del frente

de la onda para poder obtener resultados aceptables.

También en elastodinamica, como en el problema escalar, hemos probado
el efecto del parametro f en la solucion. Ahora estan presentes dos ondas,
las longitudinales y las transversales, asi que cabe esperar que tanto fp
como fs influencien en los resultados. Se ha resuelto el problema del
prisma con distintos modulos de Poisson, v=0.1, v=0.25 y v=04, y
empleando distintos valores de fp, y por tanto también de fs. Se puede
apreciar el efecto en las figuras (3.6), (3.7) y (3.8), usando 36 subdivisiones

por elemento. Se aprecia que el s controla en gran medida la estabilidad,
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no se pudieron obtener valores estables, en los tres modulos de Poisson
estudiados, para aproximadamente s < 0.6. Pero ademas del valor de fs,
la diferencia entre Pp y Ps altera la estabilidad, o dicho de otro modo el
método es sensible al valor del modulo de Poisson. A medida que se
incrementa el valor de v también crece la diferencia entre f, y fs y €s mas
dificil conseguir resultados aceptables, se afecta no so6lo la estabilidad sino
también la precision. También se puede apreciar que para un fp > 1.5 se
suaviza mucho la respuesta. De todas las pruebas realizadas se puede
establecer que el método esta limitado a fs > 0.6 y fp < 1.5.

(B, =0.47)
© ©
< e
c c
2 el
Q Q
Q Q
o o
0 20m 40m 60m 80m 100m 0 20m 40m 60m 80m 100m
tiempo (s) tiempo (s)
© ©
e e
c c
2 0
Q Q
[&] [&]
ol ol
0 20m 40m 60m 80m 100m 0 20m 40m 60m 80m 100m
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 3.6 La traccion en la cara libre del prisma con v=0.1.
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traccion (Pa)

traccion (Pa)

traccion (Pa)

traccion (Pa)

-2

-4

0 20m

(8, = 0.58)

40m

60m  80m
tiempo (s)
—B,=13

(B, =0.75)

4dm de
tiempo (s)

26m Bdm

traccion (Pa)

traccion (Pa)

46m 66m Sdm

tiempo (s)

0 20m

0 20m 40m 60m 80m

Figura 3.7 La traccion en la cara libre del prisma con v=0.25.

B, =12 (B, = 0.49)
-2
4t
0 26m 46m de
tiempo (s)
(B, = 0.57)
0 L A .
21
4t
0 20m 40m 60m
tiempo (s)

Figura 3.8 La traccién en la cara libre

traccion (Pa)

traccion (Pa)

tiempo (s)
(B, = 0.53)

0 20m

40m
tiempo (s)

4dm 66m

tiempo (s)

20m

del prisma con v=0.4.
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Capitulo 4
Meétodos para Estabilizar la
Solucion

4.1 Introduccion

En los Capitulos 2 y 3, en los que se ha discutido sobre la propagacion de
ondas en medios escalares y elasticos, se ha puesto de manifiesto que el
MEC en el dominio del tiempo es inestable para algunos problemas. Esto
se debe a que con el modelo numérico no se representa exactamente la
propagacion en el espacio de las perturbaciones originadas por la solucion
fundamental y consecuentemente no se satisface con precision la
condicion de causalidad. Esta condicion no es facil de conseguir con un
modelo discreto, ya que al menos una parte atenuada de la perturbacion
se propaga instantaneamente dentro de cada elemento. Se pueden
controlar los errores refinando la discretizacion espacial y temporal pero
se debe tener cuidado con la relacion espacio-tiempo de las
discretizaciones, ya que para una misma discretizacion espacial, si
refinamos demasiado la discretizacion temporal apareceran errores que
desestabilizan la solucion. Por ello en el presente capitulo también se

emplea el parametro que representa dicha relacion, f3,
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_Atc
AL

§ (4.1)

donde c es la velocidad de propagacion de la onda, longitudinal o
transversal, At es el tamano del paso de tiempo y AL es la distancia de

nodo a nodo.

Se han desarrollado anteriormente por otros autores varios métodos para
estabilizar la solucién de los cuales se han revisado en el presente trabajo
los mas relevantes: el método 6 (Yu, Mansur, Carrer y Gong,1998; Araujo,
Mansur y Nishikava, 1999), el método ¢(Birgisson, Siebrits y Peirce, 1999)
y la ponderacion en el tiempo (Yu, Mansur, Carrer y Gong,1998). El
método 0 se basa en aumentar el rango de integracion del primer paso de
tiempo, o sea éste ya no vale At sino 6At, con 6>1, ya que esta integracion
controla en gran medida la estabilidad. También el método ¢ aumenta el
rango de integracion en el primer paso, (1+¢)At donde O<e<1. Por otro lado
el método de la ponderacion en el tiempo realiza una integracion adicional
en esta variable de la ecuacion integral de contorno. EIl método & fue
probado por sus autores en un problema elastico monodimensional, el
método 6 en el problema escalar bidimensional y en el elastico
tridimensional con médulo de Poisson v=0; y por ultimo, el método de la
ponderacién en el tiempo resolviendo el problema bidimensional escalar.
En esta tesis se han probado los tres métodos en problemas
tridimensionales en medios escalares y elasticos, y se comparan los

resultados obtenidos.

Se proponen dos nuevos procedimientos que pueden denominarse el
método de la velocidad constante y el método de la aceleracion constante.
Ambos se basan en una combinacion lineal de las integrales de contorno
discretizadas para tiempos anteriores y posteriores al evaluado. Para ello
es necesario aproximar los valores de las variables para pasos de tiempo
posteriores. Para obtener las relaciones entre los valores aproximados y
los conocidos de pasos anteriores se emplean las definiciones por
diferencias finitas de la segunda, tercera y cuarta derivadas de una
funcién en un punto y se establecen éstas iguales a cero. Se establece la

segunda derivada de las variables con respecto al tiempo igual a cero para
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el caso del método de la velocidad constante, y la tercera y cuarta
derivadas iguales a cero para el de la aceleracion constante. Los
procedimientos propuestos resultan ventajosos en comparaciéon con los
anteriormente existentes. Se muestran algunos resultados que ponen de

manifiesto la eficiencia y sencillez de los métodos propuestos.

Todos los métodos que se discuten a continuacion son validos tanto en
problemas de propagacion de ondas en medios escalares o elasticos. Por
lo tanto las variables u y g pueden identificar tanto los potenciales y los
flujos en el caso escalar como los desplazamientos y las tracciones en
elastodinamica. Y se llamara método estandar al método paso a paso sin

modificaciones.
4.2 Revision de métodos existentes
4.2.1 El método 9

El método 6 se basa en mejorar la estabilidad mediante el aumento del
rango de integracion en el paso m = n. El rango de integracion tiene un
tamano B6At y 6>1 en la primera integracion en el tiempo. Para ello es
necesario cambiar el valor de t;, a un valor %, o dicho de otro modo, en
cada paso de tiempo se calculan las matrices G y H para un tiempo

(n-m-1+0)At en vez de (n-m)At. Entonces la ecuacion integral

discretizada queda,
9 . Qe o
cu® => [GU‘*’qf" —Hlﬁ"uﬁ]+ > [Glﬁ’”q”" - Hlﬁ’”uf’”] (4.2)

j=1 m=1 j=1

donde,
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A ] T
G*m = J.rwjj.;enm(r)u*(te —t)dtdl
H = [ I g e, e

G"™ = jrwjj;ene (t)u’(t, - t)dedr

(4.3)

Las funciones de interpolacion, n"(tr), que se emplean son lineales tanto

para los desplazamientos o potenciales como para las tracciones o flujos,

ecuacién (2.6). Las funciones n’(t) son sélo distintas en el rango de

validez, como se muestra en la figura (4.1), y se definen como,

u(t) = eit[(te -1) (-7, ){ul:el
at) = gy e -0) o=, )] %
No

P OAt +*

Figura 4.1. Funciones de interpolacion en el tiempo

(4.4)

El método 6, para poder emplear los valores de las matrices, G y H, y de

las variables, uy g, conseguidos en pasos de tiempo anteriores, corrige los

valores de las variables, u y g, suponiendo un comportamiento lineal de

las mismas en el rango t.1 hasta t, y se establecen las siguientes

relaciones,

14,0 4 014,01
1 Gu’i+9u‘i
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(4.5)

El método 6 es muy sencillo de incluir en un cédigo estandar ya que sélo
es necesario cambiar el valor de t, a un valor t, o dicho de otro modo, en
cada paso de tiempo se calculan las matrices G y H para un tiempo
(n-m-1+0)At en vez de (n-m)At. El método no implica un coste
computacional adicional, pero anade una variable al problema, 6. El
tamano de 0 influye no sélo la estabilidad sino también en la exactitud de
los resultados. A medida que 6 aumenta mejora la estabilidad pero se
pierde exactitud. El error del método se debe a que al no emplear un paso
de tiempo constante, se producen pequenas violaciones de la causalidad

en cada uno de los valores calculados.
4.2.2 E]l método ¢

El método ¢, a igual que el método 0, se basa en la amplificacion de la

primera integracion en el tiempo de las componentes de las matrices, G y

H,G'' yH'" 0 G™y H"™ Existen dos posibles interpretaciones del método
e: Birgisson, Siebrits y Peirce (1999); y Siebrits y Peirce (1997). La
primera interpretacion genera nuevamente el método 6 pero se define con
el nombre ¢ el incremento en el tamano del paso de tiempo. Se aumenta
el rango de integracion una cantidad &, donde O<e<1, figura (4.2). O dicho
de otro modo, en cada paso de tiempo se calculan las matrices G y H para
un tiempo (n+e&-m)At en vez de (n-m)At. No se muestran resultados
para este caso ya que coinciden con los del método 6.
()

o

At At —At——<—At+te/t > t

Figura 4.2. Funciones de interpolacion en el método &

En la segunda interpretacion del método, para la que si se muestran
resultados en la ultima seccién del Capitulo, s6lo es necesario cambiar el

valor de t, a un valor tw.. Se emplean los valores de las matrices, Gy H, y

Capitulo 4 pag. 5



Métodos para Estabilizar la Solucion

de las variables, u y g obtenidos en pasos anteriores, tnm+, Sin ser
corregidos para que se asemejen a los correctos, t..m, correccion que si se
realiza en el método 6, ecuacion (4.5).

4.2.3 El método de ponderacion en el tiempo

El método de ponderacion en el tiempo emplea una ecuaciéon del tipo:

J‘t” W, (t){ciuin + ii[HU’lm(t)uim - GIm(t)g™ ]}dt =0 (4.6)

0 m=1j=1

donde Wy(f) es la funcion de ponderacion en el tiempo. Escogiendo,

W(t) 1 t,,st=st, ., 4.7)
"0 t<t ;6tst, '

n-1>

la ecuacion (4.6) se convierte en
n+l
Itm{ciui + ZZ[Hﬁnm(t)uﬁ“ - G (t)g’™™ ]}dt =0 (4.8)

Los valores de untly gl se aproximan con una proyeccion lineal,

un+1 - 2un _ un—l
qn+1 — 2qn _ qn—l (4.9)

lo que junto con la propiedad de causalidad de la ecuacion de ondas,

J‘:"“ [sz(ml)m(t)ujm _ G"j("“)m(t)qu]dt _ It" [szn(m—l)(t)ujm _ GInlmD)(g)gm ]dt

n tno1

(4.10)

para m=2,3,4,...nt+1

permite escribir la ecuacion (4.8) como
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oAt +3 [ {3E"™ ()« He (ke - [3G7™ () + G0 (e) | e
2l

N Ltml[Hij(nu)l (t)ujl _ Gij(n+1)l (t)qjl }it

1 n-1

J‘:ﬂ {[Hijnm(t) N Hijn(m-l)(t)]ujm _ [Gijnm(t) + Gijn<m—1)(t)]qjm }dt
j=1m=2" "1

[ [Em (Ju™) - i (e)g " bt = 0

t,

j (4.11)

n-1

Mo

+

Mo

+

n-1

[
[
kN

El método de la ponderacion en el tiempo estabiliza los resultados sin
anadir ninguna variable como en los métodos ¢ y 6, pero implica una
integracion adicional en el tiempo. El método no es facil de incorporar en
un codigo estandar ya que, ademas de modificar el algoritmo que suma las
matrices G y H de pasos anteriores, anade una integracion en el tiempo.
Lo cual conlleva a un incremento en el coste computacional con respecto a

un codigo estandar.
4.3 Propuesta de métodos de estabilizacion

Se han desarrollado dos métodos para estabilizar los resultados: el
método de la velocidad constante y el de la aceleracion constante. El
meétodo de la velocidad constante se basa en una combinacion lineal de
las ecuaciones integrales de contorno para los tiempos ¢, t,1y t.1. Luego
es necesario aproximar los valores de las desplazamientos y las tracciones,
o los potenciales y flujos, para el tiempo t,.;. Para ello se emplea la
definicion por diferencias finitas de la segunda derivada de una funcion y
se establece ésta igual a cero. El método de la aceleracion constante
procede de manera similar. Este tltimo establece la tercera y cuarta
derivada de las variables u y g respecto al tiempo iguales a cero, y de las
definiciones de la segunda y tercera derivada de una funcion por
diferencias finitas, se aproximan los valores de las variables en los

tiempos &, 2y 1.

4.3.1 El método de la velocidad constante
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El método de la velocidad constante se basa en considerar, durante la
obtencion de las desconocidas para el instante de tiempo que se evalua, t,,
los valores de las variables obtenidos de los instantes anterior, t.1, y
posterior, t.+1. Para ello se realiza una combinacion lineal de las integrales

de contorno discretizadas para los tiempos tw1, th y ta-1,

n+l Q
Ciuin+1 — ZIZ[GU(rHI)m(t)qjm _ Hij(n+1)m(t)ujm] (412)
m=1 j=1
. n Q 3 A 3 A
clui™ = [Gljnm(t)qjm _ HU”m(t)qu] (413)
m=1 j=1
n-1 Q
ciyint Zz[Gij(n-l}m(t)qjm _ Hij(n—l)m(t)ujm] (4_14)

m=1 j=1

Para poder combinar las ecuaciones anteriores es necesario aproximar los
valores de las variables en el tiempo t.;. Asi que partiendo de los valores
obtenidos en pasos anteriores y las desconocidas en el paso de tiempo que
se esta evaluando se pueden aproximar u™! y g**l. Para predecir dichos
valores el método emplea la definicién por diferencias finitas de la segunda

derivada de una funcion f{x), figura (4.3), en el punto x=0,

f"(0)=f(h)_2f;(£)+f(_h) (4.15)
fx)
iK h h%
| . ‘ x

Figura 4.3. Funcion f{x)

En este problema el valor de h representa el tamafo del paso de tiempo, y
si se establece la segunda derivada de las variables, uy g, con respecto al
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tiempo igual a cero en t,, f(t)) = O, se pueden predecir los valores de las

variables para el tiempo tw1, como
u™ =2u" —u"! (4.16)
qn+1 = 2qn _ qn—l (417)

Se pueden combinar las ecuaciones (4.12) + 2x(4.13) + (4.14), figura
(4.4.a), y haciendo uso de las definiciones en las ecuaciones (4.16) y (4.17)

obtener,

iy i{[Hwnﬂ,n (t)+ 4H" (8 <[aT 0 (6) + ac (1))
j=1

n-1

Q
+ 3 S {EIm 1) 2HT (1) 4 FI (1) L
ol (4.18)

~[giem i) + 2G5 (1) + GO (1) ]

_ Z(_):{[Hynm(t)]“ﬂn_l) _ [Gijnn(t)]qj(n—u}= 0

La ecuacion anterior también se puede obtener del método de ponderacion
en el tiempo. Si al evaluar la segunda integral en el tiempo de la ecuacion
de contorno ponderada se establece que las componentes de las matrices,
G y H, varian linealmente en el tiempo dentro de cada paso, entonces la
segunda integral se obtiene de los valores de G y H en los extremos del

rango de integracion,
t nm At nm n-lm
[ =™ (bt ~ 5 (B + groim) (4.19)

luego de sustituir y reagrupar la ecuacion (4.11) pasa a ser la (4.18).
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(@)
W(t)
1 ,,,,,,,,,,,,,,
5 N /\
| At—— At— t
(b) (n-1)At nAt (n+1)At
W(0)
L ‘ | ;
S | | |
At i At - At o At t
(n-2)At (DAt nAt (1At (n+2)At

Figura 4.4. a)Funcion de ponderacién para el método de velocidad constante, b)funciéon
de ponderacion para el método de aceleracion constante.

4.3.2 El método de la aceleracion constante

El método de la aceleracion constante procede de manera similar al
anterior. Se basa en considerar, durante la obtenciéon de las desconocidas
para el instante de tiempo que se evalua, t,, los valores de los instantes
anteriores, tw2 y tw1, Yy posteriores, tr1 y two. Para ello se realiza una
combinacion lineal de las integrales de contorno discretizadas para los

tiempos tw2, th+1, th, t1 Y tr2.

Para poder combinar las ecuaciones integrales es necesario aproximar los
valores de las variables en tw2 y tw1. Para predecir dichos valores el
meétodo emplea la definicion por diferencias finitas de la tercera y cuarta

derivada de una funcion f{x), figura (4.3), en el punto x=0,

Fr(0)= F@R)-2f(n)+ thf(— h)- f(-2n)

F(0) < S2R)-45(R)+ 6f(;32 ~4fCh)+ fE2R) o)
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Se establece la tercera y cuarta derivada de las variables con respecto al
tiempo iguales a cero en t,, f(t) = 0y fiV(t) = 0, y se aproximan las

variables en tw2 y tr+1,

un+2 - 6un _ 8un—1 + 3un—2

(4.21)
un+1 — 3un _ Sun—l + un—2

n+2=6 n_8 n-1 3n—2
K 4 =°d *2d (4.22)

qn+1 — 3qn _3qn—l +qn—2

Si combinamos las ecuaciones integrales, discretizadas para los tiempos
tir2, tar1, th, th1 Y th2, Segun la ponderacion que se muestra el la figura
(4.4.b), v se aproximan los valores de las variables para pasos siguientes

con las ecuaciones (4.21) y (4.22) se obtiene la siguiente expresion,

ci(14u” -12u™" + 6u”'2)+
Q g 3 g ,
S {E 2 ) + SHICE) + 1457 () |u
j=1
~ G721 4 5GT (1) + 124G (1)) g}
Q y N g N ‘
+ Z{[Hy(rws)n (t) + 2Hy(n+2)n (t) _ Hy(n+1)n (t) _ 12Hynn(t):|u_7(n—1)
j=1
_ I:Gij(n+3)n (t) + 2Glj’(n+2)n (t) _ Glj(n+1)n (t) _ 12Gijnn (t)]qj(n—l)}
Q . N ‘ 3 N .
+ Z{[Hlj(nﬂ)n (t) + SHUnn(t)]uJ(n—Q)_ I:Gy(n+1)n(t) + SGynn(t)]q](n—Q)}

j=1

n-2 Q . . . . 3 .
+ 3 S EI I 1) 4 T () 4 2T ) 4 2HT (8 4 HI () i

m=1j=1
~ [GIm2m (1) + 2GH I ) 4 26T (£) + 2GT I (8) 4 GI2m () g b= 0
(4.23)

El método de la velocidad constante y el de la aceleracién constante
estabilizan los resultados sin anadir ninguna variable adicional como es el
caso de ¢ y 0, tampoco anaden una integracion adicional como es el caso
de la ponderacién en el tiempo. Los métodos son faciles de probar ya que
s6lo modifican el algoritmo que suma las matrices G y H de pasos
anteriores. De los dos métodos propuestos, el de la velocidad constante es
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el mas eficaz y eficiente, y no implica un gran coste adicional su

incorporacion a un codigo estandar.
4.4 Aplicaciones
4.4.1 Problema escalar

Una vez mas resolveremos el problema discutido en el Capitulo 2, un
prisma, figura (2.10.a), con potencial cero en uno de sus extremos y
sometido en el extremo opuesto a un flujo aplicado en t =0 y sostenido,
figura (2.10.b). Este problema aunque sencillo es muy sensible a
inestabilidades numéricas debido a la respuesta en forma de escalon del
flujo, como ya se vio en el Capitulo 2 el método estandar es inestable para
B < 0.6.

A continuacién se verifica la validez de los métodos de estabilizacion
discutidos en el presente capitulo, mediante pruebas con distintos valores
del parametro f y se discuten los resultados. En todos los métodos se

emplearon 36 subdivisiones por elemento.

El primer método que se analiza, por ser el mas sencillo, es el método e.
El método se ha probado empleando ¢ = 0.2 y ha generado resultados
estables a partir de = 0.4 pero los resultados son inexactos a partir de 3
= 0.6 y el error aumenta con f, figura (4.5). Se realizaron pruebas con
otros valores del parametro ¢ y los resultados son siempre inexactos. El
error se debe a que el paso de tiempo empleado no es constante, esta
condicion es imprescindible para poder aprovechar los valores previos de
las matrices, G y H, y de las variables, u y g, de pasos anteriores. El
meétodo ¢ estabiliza la solucion y no implica un coste adicional, pero anade
una variable al problema, ¢. El tamano de ¢ influye no s6lo la estabilidad
sino también la exactitud de los resultados, a medida que ¢ aumenta
mejora la estabilidad pero se pierde exactitud. El error del método

también crece con f.
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—p=04
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Figura 4.5. Meétodo €, con € = 0.2.

rrrrrrrrrrr 0
P‘\E/ ‘Té
2 o2
= =
4t
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.00 0.04 0.08 0.12 0.16
tiempo (s) tiempo (s)
—p=07 —p=10
0 P ol p
Tg ‘T\E/
o72f o2f
= =
4t 4
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.00 0.04 0.08 0.12 0.16
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.6. Método 6, con 6 = 1.2.

El siguiente método que se estudia es el método 6, que no es mas que el
método ¢ corregido. Este estabiliza los resultados a partir de p = 0.3, pero
también incurre en un error que altera la exactitud de los resultados y
crece con f, figura (4.6). A partir de p = 0.7 el flujo no alcanza el valor
maximo de -4 m™. Este error se debe a que, al igual que en el método ¢,
no se emplea un tamano de paso de tiempo constante, aunque intenta
corregir los resultados en cada paso de tiempo mediante la ecuacion (4.5).
Se realizaron pruebas con varios valores de 6 y la inexactitud de los

resultados, como se esperaba, crece con el tamano de 6. EIl método 6
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estabiliza la solucién sin anadir un coste computacional adicional, pero
aparece una inexactitud en la respuesta que depende del tamano de 6 y .
Lo cual hace necesario definir el tamano adecuado de 6 para cada
problema.

El método que se discute a continuacion es el que presenta la mayor
dificultad al incluirlo en un cédigo estandar, el método de la ponderacion
en el tiempo. En esta tesis se ha resuelto analiticamente la primera
integracion en el tiempo, a igual que en el método estandar, y la segunda
numéricamente con una funcion de interpolaciéon constante. Se
emplearon dos puntos de integracion por At. Los resultados son estables
a partir Bs = 0.4. Se genera una inexactitud en los resultados que crece
con f, figura (4.7), pero no se realizaron pruebas con mayor numero de
puntos de integracion porque el método incrementa considerablemente el
tiempo de solucion, con tan sélo dos puntos de integracion el método es

dos veces mas lento que el estandar.

—p=02
O gy e 0
E E
o2 272
= =
-4 -4
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.00 0.04 0.08 0.12 0.16
tiempo (s) tiempo (s)
—p=1.0
0 L. Y A
E
o2
=
4t
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.00 0.04 0.08 0.12 0.16
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.7. Ponderacion en el tiempo.
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Ahora se discuten los resultados obtenidos con los dos métodos
desarrollados en esta tesis, el método de la velocidad constante y el de la
aceleracion constante. Comenzaremos por el mas sencillo de los dos, el
método de la velocidad constante. Primero discutiremos que ocurre si se
simplifica el método combinando sélo las ecuaciones integrales para los
tiempos t, y t,.1 y se aproximan los valores de las variables en t,;;. De esta
forma, al determinar el valor de las variables en el tiempo t, influyen los
valores aproximados del tiempo siguiente, t,.;. El método simplificado
estabiliza los resultados a partir de § = 0.3, pero existe un leve desfase con
respecto a la solucién analitica que se muestran en la figura (4.8). Ahora
bien, si se incluye en la combinaciéon de ecuaciones también la ecuacion
integral para el tiempo t.; se elimina el problema de desfase del método
anterior porque en la determinacion de las variables en el tiempo t, se
consideran los valores obtenidos en un tiempo anterior y posterior al
evaluado, éste es el método de la velocidad constante. Los resultados son
estables a partir de p = 0.3 y no se genera ninguna inexactitud. Pero para
B>1 se suaviza la respuesta a una razén mayor que con el método
estandar, figura (4.9). Por ultimo, se discute la implementacién del
meétodo de la aceleracion constante. EI cual estabiliza los resultados a
partir de p = 0.2. Pero a medida que se incrementa el valor de  se
suaviza la respuesta a una razén mayor que en el método de la velocidad
constante, figura (4.10). . Esto se debe a que en este método se combinan
las ecuaciones integrales para los tiempos t.», t.1, ti+1 V 2, por ello en la
obtencion del valor de las variables en el tiempo ¢, influencian los valores
conseguidos en dos pasos anteriores y los aproximados para dos pasos

posteriores.

El método de la velocidad constante y el de la aceleracion constante
estabilizan los resultados sin anadir ninguna variable adicional como es el
caso de ¢ y 6, tampoco anaden una integracion adicional como en la
ponderacion en el tiempo. Los métodos son faciles de probar ya que sélo
modifican el algoritmo que suma las matrices G y H de pasos anteriores.
De los dos meétodos, el de la velocidad constante es el mas eficaz y
eficiente, y no implica un gran coste su incorporacion a un coédigo

estandar.
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Figura 4.8. Método de la velocidad constante combinando ecuaciones en t, y ty+1.
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Figura 4.9. Método de la velocidad constante combinando ecuaciones en t,.1 t, V t+1-
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flujo (m™)
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Figura 4.10. Método de la aceleracion constante.

4.4.2 Barra empotrada sometida a una traccion

El mismo problema discutido en el Capitulo 3, figura (3.3), sera resuelto
usando los distintos métodos para estabilizar la solucion estudiados en

esta tesis. El problema consiste en un prisma de altura h =4 m, ancho y
profundidad, 0.5 h, que esta empotrado en uno de sus extremos y
sometido a una traccion uniforme en el extremo opuesto que corresponde
a una funcién escalén en t=0, con f(t)=2kPa. El médulo de Poisson

del material es v =0.25, el moédulo de rigidez G =40 MPa y la densidad

p=1000 kg/m®. El prisma se ha representado con 40 elementos

cuadrados, figura (2.11), empleando 100 subdivisiones por elemento.

El problema se ha abordado utilizando los métodos descritos en el
presente capitulo. Es preciso recordar que el método estandar no genera
buenos resultados cuando se emplea un valor de Ps inferior a 0.6, figura
(4.11).
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$,=0.6

g =1.0
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Figura 4.11. Método estandar con 100 subdivisiones por elemento

Comenzaremos con el método mas sencillo, el método &, que genera
resultados estables a partir de s = 0.4 pero los resultados son inexactos y
el error aumenta con fs, figura (4.12). Se realizaron pruebas con otros

valores del parametro ¢ y los resultados son siempre inexactos.

El siguiente método que se presenta es el método 6, que también
estabiliza los resultados, figura (4.13). Se probaron distintos valores de 6
y se encontré que 6=1.2 genera buenos resultados. Se hizo un barrido en
Bs, los resultados fueron buenos para 0.3<fs <0.4 y a partir s > 0.7. Se
volvi6 a resolver el problema pero esta vez empleando 36 subdivisiones por
elemento en vez de 100 como en todos los métodos que aqui se discuten, y
se consiguieron buenos resultados para 0.3<fs <0.7, figura (4.14). A

partir Bs > 0.7 (Bp=1.2) los resultados se vuelven inexactos.

El método 0, al igual que el método anterior, estabiliza la solucion sin
anadir un coste adicional, pero aparece una inexactitud en la respuesta

que no depende del tamano de 6 o de 3, y que es imposible predecir.

El método de la ponderacion en el tiempo no se probd en el problema
elastodinamico debido a su complicada incorporacion al cédigo y ya que

no se consiguieron buenos resultados en el problema escalar.
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El método de la velocidad constante estabiliza los resultados a partir de ps
= 0.3 estandar, figura (4.15). No se genera ninguna inexactitud en los
resultados. Para ps>1 se suaviza la respuesta a una razén mayor que con
el método.

El método de la aceleracion constante estabiliza los resultados a partir de

Bs = 0.2. Pero a medida que se incrementa el valor de s se suaviza mucho
la respuesta, figura (4.16).

El método de la velocidad constante y el de la aceleracién constante
estabilizan los resultados sin anadir ninguna variable adicional como es el
caso de ¢ y 6, tampoco anaden una integracion adicional como en la
ponderacion en el tiempo. Estos métodos tampoco generan errores
aleatorios que dependan del numero de subdivisiones empleado, se
realizaron pruebas con 16, 36, 64 y 100 subdivisiones. Los métodos son
faciles de probar ya que s6lo modifican el algoritmo que suma las matrices
G y H de pasos anteriores. De los dos métodos, el de la velocidad
constante es el mas eficaz y eficiente, y no implica un gran coste su
incorporacion a un codigo estandar.

0 —p,=0.35 B,=0.6
T —_
& 5
5 <
3 2y S
& A 8
= [0
-4 AAAMM ,,,,,,,,,,,,,, .
I
0 20m 40m 60m 80m 0 26m 4dm de 86m
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.12. Método ¢, ¢ = 0.25
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Figura 4.13. Método 6, 6 = 1.2 con 100 subdivisiones por elemento
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Figura 4.15. Método de la velocidad constante
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Figura 4.16. Método de la aceleraciéon constante
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Para verificar la efectividad del método de estabilizacion desarrollado en
esta tesis, el método de la velocidad constante, se ha resuelto el problema
del prisma empotrado con distintas materiales, el modulo de Poisson que
sera v = 0.1 6 v = 0.4. Las otras propiedades del material seran las
mismas que en el caso anterior. También se empleara la misma
discretizacion espacial y 100 subdivisiones por elemento. En las figuras
(4.17) y (4.18) se muestras los resultados. Se obtienen buenos resultados
en ambos casos a partir de s = 0.3. Utilizando el método estandar no se

pudieron obtener resultados fiables para s < 0.6.
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= T
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tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.17. Método de la velocidad constante, v = 0.1

(7, =08)

——4,=0.33

o

traccion (kPa)
'I\’
traccion (kPa)

1
SN
T

0 20m 40m 60m 0 20m 40m 60m
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.18. Método de la velocidad constante, v = 0.4

4.4.3 Barra empotrada sometida a un cortante

Otro problema con el que verificaremos la efectividad del método de la
velocidad constante es el de un prisma empotrado sometido a un cortante.
Emplearemos el mismo prisma del problema anterior pero esta vez

sometido a un cortante, también descrito por una funcién escalon en
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t=0, con f(t)=2kPa. EI cortante actia paralelo a la cara superior del
prisma. Las propiedades del material seran las mismas excepto por el
modulo de Poisson que sera v=0.1 6 v=0.4. La discretizacion espacial
es la misma que en el problema anterior pero se han empleado 36
subdivisiones por elemento. En las figuras (4.19) y (4.20) se muestras los
resultados. Se obtienen buenos resultados en ambos casos a partir de

Bs=0.3. Utilizando el método estandar no se pudieron obtener resultados
fiables para s < 0.6.

——,=0.53 (§,=0.8) —— =10 (8,=1.5)

cortante (kPa)
N

0 30m 60m 90m 120m 150m 0  30m 60m 90m 120m 150m
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.19. Método de la velocidad constante, v = 0.1

——$.=0.33 (8,=0.8) ——p,=0.61 (B,=1.5)

2t

cortante (kPa)
)
cortante (kPa)

1
H
1

n

T

0 30m 60m 90m 120m 150m 0 30m 60m 90m 120m 150m
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.20. Método de la velocidad constante, v = 0.4
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4.4.4 Cavidad esférica

El tercer problema que vamos a resolver se trata del también planteado en
el Capitulo 3, una cavidad esférica dentro de un medio elastico infinito, la
cavidad es sometida a una explosion repentina y sostenida. La malla de la
discretizacion espacial se muestra en la figura (3.2). No se emplean las
subdivisiones por elemento, como se observd en el Capitulo 3 las
subdivisiones anaden ruido a los resultados ya que soélo actia la onda
longitudinal que excita los elementos casi por entero en m = n y luego

desaparece en los siguientes pasos.

En la figura (4.21) vemos la variacion en el tiempo del desplazamiento
radial de la superficie de la cavidad para f, = 0.9. También se muestran
los resultados analiticos (Timoshenko, 1953). Los desplazamientos
dinamicos estan normalizados con la solucion estatica. Para comparar, se
muestran nuevamente los resultados conseguidos con el método estandar,
figura (4.21.a) y en la figura (4.21.b) cuando se aplica el método de la
velocidad constante. Se puede apreciar una ligera mejoria en los
resultados, hay menos fluctuaciones de punto a punto y en general, los
valores obtenidos se acercan mas a la soluciéon analitica. No obstante, los
resultados son bastante precisos en ambos casos dadas las caracteristicas

del problema.

1.2 1.2 .
—~ 0.8 08
z s
El 3
0.4r solucién analitica 047 solucién analitica
- p=05(p,=0.9) - B=05(p,=0.9)
3 1 1 00 1 1 1
0 00 4 6 8 0 2 8
t cp/a t cp/a
(a) (b)

Figura 4.21. Desplazamiento radial normalizado de una esfera en un medio infinito
sometida a una explosion, (a) sin estabilizar, (b) método de la velocidad constante.
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Capitulo 5
Mecanica de la Fractura Dinamica

5.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos problemas relacionados con la propagacion
de ondas en un cuerpo elastico que contiene una grieta. El vértice de una
grieta es un lugar potencial para la concentracion de tensiones, si ademas
la carga se aplica subitamente, han de tenerse en cuenta los efectos de la
inercia. Normalmente se toma como criterio, para decidir si se debe
considerar la inercia en la definicion del problema, el tiempo que tarda la
carga aplicada en pasar de cero a su valor final. Si éste es mucho menor
que el que tarda la onda elastica en propagarse una distancia
caracteristica del medio, por ejemplo el tamano de la grieta, entonces los

efectos de inercia son importantes.

Un fenémeno de especial interés aparece cuando una carga dinamica es
aplicada a un medio que contiene una grieta, la sobrecarga dinamica. La
intensidad de los campos en el vértice de la grieta, como resultado de una
carga aplicada subitamente, alcanza niveles mas altos que si la carga es
aplicada lentamente. Por ejemplo en el caso de una grieta pequena
comparada con el medio que la contiene, en la etapa temprana del proceso

el nivel de sobrecarga es alto y luego decae en el tiempo hasta alcanzar el
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valor estatico. Por ello es de especial interés representar lo que ocurre en

la etapa temprana.

En este trabajo se utilizan las hipodtesis clasicas de la mecanica de la
fractura elastico-lineal. En la cual la variacion espacial del término
dominante de los campos asintoéticos del vértice de una grieta es universal
y es el valor del factor de intensidad de tensiones (FIT) el que refleja la
influencia de la geometria del medio y los detalles de la carga en cada
problema. En los problemas dinamicos, donde el tiempo es una variable
adicional que debemos considerar, se determinara el FIT en funcion del
tiempo, y recibira el nombre de factor de intensidad de tensiones

dinamico.

Los términos mas significativos de los campos asintoticos pueden
incorporarse al MEC en el dominio del tiempo mediante un elemento de
contorno singular, lo que va a permitirnos resolver con muy buena

precision una amplia gama de problemas de fractura elastodinamica.

En este trabajo se identifica con r, la distancia al vértice de la grieta,
para asi distinguirla de la variable r de los elementos de contorno que

representa la distancia del punto de colocacion al de recepcion.

5.2 Mecanica de la fractura elastico-lineal

Las expresiones asintoticas de los campos de tensiones y desplazamientos
en las inmediaciones del vértice de una grieta en un sélido is6tropo
pueden obtenerse superponiendo los tres modos de deformacion planos
Modo I o modo de apertura plano, Modo II o modo de deslizamiento y
modo III o modo de deslizamiento antiplano (Irwin, 1957), que se
muestran en la figura (5.1).

El comportamiento de los campos tridimensionales cerca del borde de una
grieta, referidos a wunos planos determinados, es idéntico a los
comportamientos plano y antiplano, (Kassir y Sih, 1966) y (Hartranft y
Sih, 1969). Por ello, comenzaremos presentando los problemas en dos

dimensiones y luego pasaremos al problema tridimensional.
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(b) (©)

6

Figura 5.1 (a)Modo I o modo de apertura plano, (b)Modo II o modo de deslizamiento y
(c)modo III o0 modo de deslizamiento antiplano.

Tan so6lo los modos I y II estaran presentes en un problema plano. Las

tensiones se obtienen de,
K, 0\ 0 30| K, 0 0 30
o, = —cos| — | 1-sen| — [sen| — || - —sen| — | 2+ cos| — |cos| —
2nr 2) 2 2 ~2mr 2 2 2
K, 0\ 0 30| K, 0 0 30
w —cos| — | 1+sen| — [sen| — ||+ — cos| — |sen| — |cos| —
2ntr 2)! 2 2 ) 2ar 2 2 2

o Byl o) S i3]
Y onr 2 2 2 onr 2 2 2

(5.1)

u, = 93 rcos(ej l(K —1)+sen2(6j + Ky rsen(ej l(K +1)+ 0082[ej
w U2 \2) 2 2)]" w Ver o 2) 2 2)|
u, = L% rsen(ej l(K + 1)—0032((9) _ Ky rcos(ej l(K —1)—sen2(ej
w l2x o 2) 2 2)|” w Vex T\ 2) 2 2)|
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donde k = 3-4v en deformacion plana y x = (3-v)/(1+v) para tension plana,
vy u son el modulo de Poisson y el médulo de rigidez respectivamente; las

variables ry 0, y los ejes de coordenadas estan definidos en la figura (5.2).

- Q

Xy

ﬁi\

x

Figura 5.2 Grieta plana y sistema de coordenadas de referencia

En un problema antiplano, sélo actua el modo III, asi que las tensiones

son

o = Ko sen(ej
¥ onr 2

K
O, = —= COS(GJ
2mr 2

(5.3)

y los desplazamientos

u, = K ; rsen(ej (5.4)
w | 2n 2

Ki, Kny Kmson los FIT que se definen como
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K, = éll)’ol 2nro,,

6=0

K, = éll)’ol 2nro,,

(5.5)

6=0

K, = éllrg 2aro,,

6=0

En la mecanica de la fractura elastico-lineal, la variacion espacial del
término dominante en el campo asintotico del vértice de una grieta es
universal, y es el valor del factor de intensidad de tensiones el que refleja
la influencia de la geometria del medio y los detalles de la carga en cada

problema.

Para definir el comportamiento de los campos tridimensionales de
desplazamientos y tensiones en las inmediaciones de una grieta, se
definen unos planos con la normal n, la binormal z y la tangente t, figura
(5.3), en cada punto con una posicion s en el vértice de la grieta se

obtendra un valor del FIT. Las tensiones vienen descritas como

HEEHES

S RS RO RS

@]

=

=

1l
l\)NN
a 172
SI|©»

o)

o

17
7\
N | @
N S
1

—t

|

»

I}

=)
7\
N @
N—

[/)]

I}

3
7\
> [\3‘%
N—
1

|
g2
—
Si»
N—

»

I}

=)

o 3)- -l el )

o, = ~Kuls) S)sen(e)

—

J2mr 2
_ KIII(S) 9
o, - Kute cos[zj (5.6)

y los desplazamientos,
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u, = 1 ; v \/f {K, (s)cos(gj_(l ~2v)+ senQ(g
0 0
2] (2

(5.7)

l+v [2r G
u, =2 B JIKm(s)sen(Qj

Figura 5.3 Grieta tridimensional y sistema de coordenadas de referencia

Las coordenadas ry 0 se definen como se muestra en la figura (5.3). Las

ecuaciones antes descritas son validas en el vértice de la grieta alejado de

los bordes libres, en otras palabras donde es valida la aproximacion de

deformacion plana. En la vecindad de la intersecciéon del vértice de la

grieta con las superficies libres las tensiones no son del orden (1/ Jr ) sino

proporcionales a 1/ s

ZV), por lo que la definicion anterior del FIT no se

puede aplicar, (Folias,1975).
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5.3 Elemento singular para Mecanica de la Fractura

En el apartado anterior se ha descrito como los campos de tensiones y
desplazamientos en el vértice de una grieta estan caracterizados por el
factor de intensidad de tensiones. De forma simplificada podemos reducir
las ecuaciones (5.6) y (5.7) a,

u

K(£)f (6, v, uplr 5.8)

o = K(t)g(6,v,w)//r '
donde r y 0 son coordenadas polares, r identifica la distancia al vértice de
la grieta y, fy g, son las funciones universales del angulo 6 y de las
constantes del material. Existen elementos que permiten representar este
comportamiento correctamente y determinar el valor del FIT en el MEC
para problemas tridimensionales. Como es el caso del elemento de ocho
nodos con funciones de forma especiales para desplazamientos y
tracciones en las inmediaciones de la grieta (Luchi y Rizzuti, 1997) o
elementos a un cuarto para modelar problemas de fractura con geometria

circular o eliptica (Gaugming y Yougyuan, 1988).

En este trabajo se utiliza el elemento a un cuarto de nueve nodos, que ha
sido empleado con anterioridad para resolver problemas elastoestaticos y
elastodinamicos en el dominio de la frecuencia con excelentes resultados
(Ariza, Saez y Dominguez, 1997). Este elemento representa los términos
mas significativos de los desarrollos que representan las tensiones y los
desplazamientos en las inmediaciones de una grieta. El elemento
permitira resolver un gran numero de problemas de mecanica de la

fractura elastodinamica.
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5.3.1 Elemento a un cuarto

En las inmediaciones de la grieta los desplazamientos varian con Jr,
donde r es la distancia al vértice de la grieta, y las tensiones con 1/ Jr.
Para poder representar correctamente dichos comportamientos se utiliza
el elemento a un cuarto y el singular a un cuarto respectivamente. Ambos
elementos de nueve nodos tienen sus nodos centrales desplazados una
distancia de un cuarto la longitud del elemento. A continuacion

discutiremos sus propiedades y sus caracteristicas geométricas.

El elemento con nodo a un cuarto se define con nueve nodos. Los nodos

1, 2,y 3 estan sobre el vértice de la grieta, figura (5.4).

&
7 6 5
@
8 9 |4
&
1T 2 3
(b)

Figura 5.4. Transformacion de (a) coordenadas cartesianas a (b) coordenadas naturales
en el elemento a un cuarto.

Este elemento se transforma a coordenadas naturales, & y &2, con
funciones de forma bicuadraticas, en nada distintas a las empleadas

hasta ahora,

¢1 = ‘11_31(21 - 1)32 (Ez - 1)

b, = ;(1—§f)§2(§2 _1)
¢3 = iil(il + 1)%2 (32 - 1)

¢4 = ;El(% + 1)(1_33)
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b5 = 411_21(21 + 1)§z(l+§2)

s =;(1_Ef)§2(1+22)
0, =55 -5, (4g,) (5.9

0, = &5 -1)1-53)

0 = (1-57)1-23)
-1<§ =1
-1=<§g, =1

El jacobiano de la transformacion es

Gl = /lg?+g2+92) (5.10)

con

g _(8)62 ax; 0x, axsj
bl og, 08, 9, 0E,

g, = (ax3 0x, 0dx; dx,
©o\eg o8, 0g aE,

_ {axax 0x, GXJ
° |9, 98, 9, oK,

(5.11)

Las siguientes relaciones entre las coordenadas de los nodos, que hacen el

jacobiano sea nulo en los nodos 1, 2 y 3, permiten eliminar la

singularidad 1/ Jr,

3 Ys

X,= 245X, Yy =2+

4 4 T4 Y, 4 4y3

x;, 3 y, 3

Xg=—"+—X, ="C 4+ — 5.12

8= 4 TN Ys =t U (5.12)
3

Xo 4_6+Zx2, Yo = Zif +Zyz
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Todos los nodos del elemento deben estar en un mismo plano. El nodo 4
debe estar situado en linea y a distancia un cuarto de la longitud entre los
nodos 3 y 5, lo mismo para el nodo 8 entre 1 y 7, y el nodo 9 entre 2 y 6.
Y los lados 1-8-7 y 3-4-5 deben ser perpendiculares a la curva 1-2-3 que
corresponde al vértice de la grieta, figura (5.5).

7
6 g
07 6 5
L 5
l8 9
L /ZI“ O 8 09 4

§

() (b)

Figura 5.5. Elemento a un cuarto, (a) geometria valida para el elemento en coordenadas
cartesianas, (b) en coordenadas naturales

Se puede establecer una relacion entre la distancia al vértice de la grieta,
r, y las coordenadas naturales. Si se define r como la linea 1, 8, 7,
donde ;= -1,

r=r‘1-¢1+r‘8-¢8+r‘7-¢7 =

1 Liss (1.5, 2 (1.5, (5.13)
- -[4-2-32(32-1)j+4 (2 2 (1-§Q)J+Ll_8_7 (4 2 gg(§2+1)j

se obtiene la siguiente relacion,

Ll—8—7
4

;:

(&, +1) (5.14)

Pueden conseguirse relaciones analogas para las longitudes de los lados

3-4-5y 2-9-6, luego si las longitudes de las tres lineas son iguales,

Lig7=Lyoc=Ls4s5=L (5.195)
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Finalmente se obtiene una relacion entre la coordenada natural &,

perpendicular al borde de la grieta, y la distancia al borde de la grieta r,
g, =2Jr/L -1 (5.16)

Al sustituir este valor de &2 en las funciones de forma bicuadraticas,

podemos representar una funciéon f como

e e e
o Y 1+;>[1 - N .
SN A
bl e
+(1—zf{1— 2&—1 Q}fg

(5.17)

la expresion anterior es del orden de Jr, que permite representar

correctamente el comportamiento de los desplazamientos cerca del vértice
de la grieta.

5.3.2 Elemento singular a un cuarto

El elemento a un cuarto no representa el comportamiento l/ﬁ de las

tensiones en las inmediaciones de la grieta. Para obtener el correcto

comportamiento, las funciones de forma, ecuacion (5.1), se multiplican
por /L/r , y reciben el nombre de funciones de forma singulares,®. Los

elementos que usan estas funciones se denominan elementos singulares a
un cuarto.
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De la relacion entre &2 y 1,

- 2+1 =\E (5.18)

obtenemos las funciones de forma singulares,

1 1
¢1 = EEI(EI _I)EQ(EQ _1)§2 +1
2 1
0, = -6, -1)
B = Le (g +1)g,(g, 1)
3 2 1 1 2 2 EQ +1

¢4 = El(% + 1)(1 _EZ)

(I)s = ;§1(§1 + 1)%2 (5-19)
b6 = (1 _Ef )EQ

- 1

¢, = 5%‘1(%1 - 1)%2

(T)s = §1(§1 _1)(1_32)
0 = 201~} )1-&,)

Al conseguir la correcta representacion de las tensiones se pierde el
significado fisico de las mismas, no representan los valores nodales de las

tensiones. Por ejemplo en la linea 1-8-7, &1 = -1, se tiene que

p, =lim i
p, =lmp,

— b
py =2 (5.20)
b; =p;

Pero al ser p, = p,, la tension real, se puede colocar contiguamente un

elemento singular a un elemento normal, sin necesidad de un elemento de

transicion.
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5.3.3 Integracion sobre el elemento a un cuarto

Los elementos a un cuarto y singulares a un cuarto se integran de igual
manera que los elementos normales cuando no contienen el punto de
colocacion, empleando las subdivisiones por elemento, Capitulo 2. Estos
elementos contienen una singularidad, del tipo 1/ Jr , sobre la linea 1-2-3,
pero esta compensada por el jacobiano de la transformacion de

cartesianas a coordenadas naturales, que es del tipo Jr cuando r - 0.

Tenemos un caso diferente cuando el punto de colocacion esta en el
propio elemento a un cuarto o singular a un cuarto. En esta situacion

estan presentes las singularidades de la solucion fundamental, del tipo

. (1 . 1
r r

siendo r la distancia al punto de colocacion. Para eliminar dichas
singularidades, igual que en el caso de elementos normales integrados
empleando subdivisiones, descomponemos la subdivision que posee el
punto de colocacion en triangulos que luego son transformados en
cuadrilateros con jacobiano nulo en lado que contiene la singularidad.
Esta transformaciéon genera un jacobiano del orden O(r) que anula la
singularidad, (1/r). La singularidad del tipo (1/r’) se evita haciendo uso
de la condicion de tension nula ante un movimiento de sélido rigido, como

en el caso de los elementos normales, apartado (3.4.4).

Al dividir en triangulos y transformar a cuadrados la relacion lineal en &2y
r se pierde y por lo tanto el jacobiano deja de ser proporcional a (ﬁ ). Las
subdivisiones que se encuentran justo sobre el borde de la grieta todavia
poseen la singularidad (1/ Jr ). Para poder eliminar esta singularidad se
emplean unas funciones de forma lineales, a diferencia del caso general
donde son cuadraticas, en la direccion perpendicular al borde 1-2-3. Las

nuevas funciones de forma se expresaran en las coordenadas naturales n1

y Mo, figura (5.6).
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N2
7 6 5
@ € ©
8 9 4
q o ¢ "M
1 2 3
(b)

Figura 5.6. Transformacion para el elemento a un cuarto con el punto de colocacion en el
propio elemento, (a)elemento en coordenadas cartesianas y (b) coordenadas naturales.

La geometria se representa en término de las siguientes funciones de

forma

1

¢, = Zm(l—m)(l—m)

o, =;(1-Tlf)(1-ﬂz)

1
s = Zm(m +1)(1-m,)

¢, =0
1
¢ = ZYh(nl _1)(‘% +1)
1
b = 5(1_7]f)(712 +1)
0 = m(L-m)n, +1) (5.21)
O =0
b =0

Para obtener la relacion entre r, y la coordenada natural n2, en direccion

perpendicular a la grieta, usaremos la linea 2-9-6 6 n1 = 0, y obtenemos
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r= é’(m +1) (5.22)

Esta misma expresion se puede obtener a partir de las lineas 1-8-7 6 3-4-
S, y nos permite relacionar la nueva coordenada natural, 132, con la de las

funciones de forma bicuadraticas, &».

£, =2 ”22”‘ _1 (5.23)

Estas nuevas funciones de forma con una relaciéon lineal en n2 permiten
que la siguiente transformacion, para eliminar la singularidad debida al
punto de colocacion, sea proporcional a 2 y a su vez a r, ademas de su

jacobiano proporcional a r.
5.3.4 Transformaciones

En los elementos a un cuarto también se emplearan las subdivisiones por
elemento. Los elementos a un cuarto se representan con D subdivisiones
para identificar mejor la zona del elemento a la que ha llegado la onda,

figura (5.7.a). Las transformacion es la siguiente,

2s;
o= L + Z) 5.24
nl D 15 ( )

pi es el valor de la coordenada m; de la esquina inferior izquierda de la
subdivisién, s; es el sistema de coordenadas locales de la subdivision,
figura (5.7.b). A continuacion es necesario realizar una traslacion de los
ejes, con coordenadas ti y t, para poder integrar numéricamente

mediante la formula de Gauss estandar, figura (5.7.c).

Las subdivisiones que contienen el punto de colocaciéon en una de sus
esquinas necesitan de una transformacién adicional para eliminar la
singularidad (1/r). La subdivision se descompone en dos triangulos,
figura (5.8.c), que se transforma cada uno en un cuadrado, figura (5.8.b) y
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(5.8.d), con jacobiano nulo en el lado del cuadrado que corresponde al
punto singular,
0, =(1-s,)o! +s,(1-5,)0? +s,5,07 (5.25)

el superindice identifica la esquina del triangulo. El superindice (1)
corresponde a la esquina del triangulo que contienen la singularidad,

figura (5.8.c).

(b) (c)

Figura 5.7. (a) Elemento a un cuarto representado con 64 subdivisiones que contiene el
punto de colocacion en el nodo 8; cuando se integra la subdivision ntimero 6,
(b) coordenadas locales de la subdivision y (c) coordenadas para integrar usando la
formula de Gauss.
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(e

Figura 5.8. (a) Elemento a un cuarto que contiene el punto de colocacion en el nodo 8,
cuando se integra la subdivisién ntiimero 9, (c) subdivision en triangulos para eliminar la
singularidad 1/r, (b) y(d) transformacion que elimina la singularidad en los triangulos, y

(e) coordenadas para integrar usando la formula de Gauss.
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Todavia nos queda por definir otro tipo de transformacién para las
subdivisiones que contienen el borde de la grieta, o sea que se
encuentran justo sobre la linea 1-2-3. Estas tienen una parte singular en

los nucleos de las integrales, el término l/ﬁ . Tenemos tres tipos de

situaciones en las que aparece la singularidad 1/ Jr; primero la
subdivision a la derecha del punto de colocacion, para el nodo 1 6 2,
segundo caso, la subdivision a la izquierda del nodo 2 6 3; y por ultimo las
subdivisiones que no contienen el punto de colocacion pero coinciden con

el borde de la grieta. Se realiza una transformacion de coordenadas de

(sl,sg) a (sf ,s;), cuyo jacobiano va a ser funcion de Jr.

De la relaciéon entre r y m2, ecuacion (5.14), entre m2 y 02, ecuacion
(5.15), y 02 y las dos coordenadas s1, sz, se establece una expresion de r

en funciébn de s1 y s2.

En el primer caso, ver figura (5.9), el punto de colocacion esta en el nodo 1

0 2 y se integra la subdivision 1, las expresiones para la distancia al

borde de la grieta, r, las transformaciones de (81,82) a (sl* ,s;) y su

respectivo jacobiano son para el triangulo 1,

- Lss
oo o122

J| =4 /s;s, (5.26)
y para el triangulo 2 tenemos,
- Ls
r =
D
S = (S: )2
S, =S,
J| =2.s, (5.27)
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(b) (©) (d)
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Figura 5.9. (a) Elemento a un cuarto que contiene el punto de colocaciéon en el nodo 1,
cuando se integra la subdivision ntumero 1, (c) subdivisién en triangulos para eliminar la
singularidad 1/r, (b)y(d) transformacién que elimina la singularidad, (e) transformacion
para eliminar la singularidad del borde de la grieta y (f) coordenadas para integrar
usando la féormula de Gauss.
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El segundo caso se trata de la subdivision a la izquierda del nodo 2 6 3,
cuando el respectivo nodo es punto de colocacion. Se resuelve de similar
manera que en el caso anterior, figura (5.10). Para el triangulo 1,

y en el triangulo 2,

- Ls
P B
D
S, = S:)Q
S, =S,
‘J‘ =2./s, (5.28)
_ Ls,(1-s,)
D

S = (S:)Q
S, =1—(1—s;)2

J =4/s/(1-s, (5.29)

El tercer caso es el de la subdivision que esta en el borde de la grieta pero
no contiene el punto de colocacion, ver figura (5.11),

r- =2
/D
S =S
S, = S;)Q
J=2s, (5.30)

Por ultimo, en todos los casos, para poder usar la formula de Gauss

estandar se trasladan los ejes,

o= (5.31)
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AS.*

*

(e) S (f)

Figura 5.10. (a) Elemento a un cuarto que contiene el punto de colocacién en el nodo 2,
cuando se integra la subdivision ntimero 4, (c) subdivision en tridngulos para eliminar la
singularidad 1/r, (b) y (d) transformacion que elimina la singularidad, (e) transformacion
para eliminar la singularidad del borde de la grieta y (f) coordenadas para integrar
usando la férmula de Gauss.
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“7]2
7 6 5
M4
Neoaen )
GRD|E)
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1 ~ 2 3
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(b) (© (d)

Figura 5.11. (a) Elemento a un cuarto que contiene el punto de colocacion en el nodo 8,
cuando se integra la subdivision ntiimero 2, (b) coordenadas locales de la subdivision (c)
transformacién para eliminar la singularidad del borde de la grieta y (d) coordenadas
para integrar usando la formula de Gauss.

5.4 Discretizacion del problema

A continuacién describiremos como se define el modelo discreto del
problema haciendo uso del elemento singular y singular a un cuarto.
Primero el dominio en estudio es dividido en regiones que parten del
vértice de la grieta, y cada region es analizada mediante el MEC. Luego
las regiones son acopladas mediante condiciones de equilibrio y
compatibilidad, o simplemente se aplican condiciones de simetria. En la
figura (5.12) se muestra un problema que posee planos de simetria, una
barra sometida a una traccién en sus dos extremos. Solo es necesario
modelar una octava parte del problema y la grieta puede ser colocada en el

contorno exterior de la discretizacion.
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Figura 5.12. Problema con tres planos de simetria; se modela s6lo 1/8 del problema

Por otro lado en el caso de un problema sin simetrias la grieta tiene que
ser modelada en un contorno interior y se deberan evaluar dos regiones y

luego ser acopladas, figura (5.13).

Figura 5.13. Grieta en modo mixto

Los elementos empleados en la discretizacion son todos de tipo cuadratico
salvo los que se sitian en contacto con el vértice de la grieta, figura (5.14).
De estos elementos los que se encuentran sobre el labio de la grieta tienen
simplemente la ubicacion de los nodos a un cuarto: elementos a un
cuarto. Al estar prescritas, las tracciones no requieren un tratamiento

particular. Los elementos que contienen el borde de la grieta y se
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extienden hacia el interior del material se modelan con el elemento a un
cuarto singular, ya que son los que poseen la representacion singular de
las tracciones.

vértice de la grieta

8
@ \ o O
6A 25 98 6B
q D O ©)
7 35 4 Sg
G © S S O

Figura 5.14. Elementos colocados a ambos lados del vértice de la grieta; el lado A se
modela con elementos a un cuarto singulares y el lado B, labio de la grieta, con
elementos a un cuarto

5.5 Calculo de los factores de intensidad de tension

5.5.1 Grietas en modos simples

En problemas de mecanica de la fractura con un plano de simetria que
pasa por el vértice de la grieta, se puede colocar esta ultima en el contorno
de la discretizacion del problema. En este caso se obtiene directamente el
valor de K(f) del valor nodal de las tracciones en el elemento singular a un

cuarto o de los desplazamientos de los nodos del elemento a un cuarto.

Asi, en el caso de un problema simétrico donde el eje x3 es perpendicular
al plano de la grieta y x2 es tangente al vértice, los valores de los K(f)’s que
se obtienen a partir de un nodo k que esta justo en el borde de la grieta

son
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Kl(t)=5: At 2nL
KII(t) = Ef At 2nL (5.31)
KIII(t) = EZ AL 2nL

donde Ef el valor nodal de la componente i de la tracciéon en el nodo k del

elemento a un cuarto singular. k puede tomar los valores 1, 2 6 3, como

puede verse en la figura (5.14).

También se pueden calcular los valores de los K(f) haciendo uso de los

desplazamientos de los labios de la grieta. Los desplazamientos

evolucionan con -/r en la representacion del MEC de la misma forma que
en el caso tedrico, no hay mas que particularizar la expresion tedrica de
las tres componentes de u para cada nodo a un cuarto del borde de la

grieta e igualarlas a los valores numeéricos obtenidos. De este modo se
obtienen K{(f), Kn(t) y Km(?),
_ o u 21
K, ()= T_v? fus‘nm

2
Ky(t)= 5 ] (5.32)

2
KIH(t) = M\/?ugrm

donde u es el modulo de elasticidad transversal del material, v el médulo

de Poisson y uk; el desplazamiento del nodo a un cuarto del borde. Como

puede verse en la figura (5.14) k puede tomar los valores 4, 9 u 8.
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5.5.2 Grietas en modos mixtos

Existen muchos problemas en los que actia mas de un modo de fractura,
el modo mixto. Las grietas estan sometidas a tensiones de abertura y
deslizamiento. En estos problemas no es posible aplicar simetrias y es
necesario modelar ambos labios de la grieta. Los campos de tensiones y
desplazamientos son el resultado de una combinacion de Modo I, Modo II

y Modo III de fractura, figura (5.13).

Al ser necesario modelar ambos labios de la grieta y tener ésta un espesor
nulo, una grieta ideal, los elementos de ambos labios coinciden y por tanto
también sus ecuaciones. Asi que la solucion de estos nodos no representa
la diferencia de los desplazamientos que deben existir entre los labios de
la grieta. Por otro lado, si se modela la grieta con un espesor pequeno, ya
el problema no es el mismo, ademas se tendran que realizar integrales
cuasi-singulares cuando se coloca en un nodo muy cercano a un elemento

al que no pertenece.
Subregiones
Para evitar los problemas antes descritos, en el presente trabajo el

problema se dividira en subregiones. Se anadira un contorno ficticio que

parte del vértice de la grieta, figura (5.15).

Figura 5.15. Problema dividido en subregiones.
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En cualquier instante de tiempo, obviando los indices que identifican el

paso en el tiempo tenemos para la region 1

Hu, +Hu, +H,u, = G,p, + G,p, + G,p; (5.33)

Y para la region 2

Hyu,+Hu, +Hu, = G,p, + G.p; + G,p, (5.34)

Por compatibilidad y equilibrio podemos establecer

u, =u,

(5.395)
P; =Ps
El sistema en forma matricial es
[, ] P, |
lu
H H H o0 0] 2 [6 6 G o o]P
u, |- p,| (5.36)
0O O H, H, H, 0O 0 -G, G, G,
T Uy P.
| Us | | Ps |

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtendra el valor de las tensiones
en el contorno interno que parte de la grieta. Este contorno formara un
angulo, 0, con los labios de la grieta. Asi que sustituyendo 6 y el valor de
P en las ecuaciones (5.6) se obtendra el factor de intensidad de tensiones
para Ki(t) y Ku(t) que también se pueden obtener a partir del resultado de
los desplazamientos de los labios de la grieta obtenidos para cada
subregion. En las ecuaciones (5.7) se deben emplear los valores con
respecto a los ejes locales de la grieta, asi que se podran sumar las
componentes que determinan Kji(t), abren la grieta, y Ku(t), deslizan los

labios de la grieta.

Al dividir el problema en subregiones en una geometria tridimensional,

aumenta el nimero de elementos a los que puede pertenecer un mismo
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nodo, pudiendo ser diferentes las condiciones de contorno en cada

elemento.

El montaje de las ecuaciones correspondientes a un nodo requiere evaluar
el nimero y tipo de incognitas, asignar una posicion de fila y columna
para cada una dentro del sistema y almacenar esta configuraciéon para
posibilitar solapes sucesivos en la matriz. Ademas, es necesario tener en
cuenta que el movimiento es Unico por nodo y sera dato desde que lo sea
como perteneciente a uno de los elementos. Por otro lado las tracciones
estan asociadas a cada normal y seran datos o incognitas dependiendo de
la condicion de contorno de cada elemento, independientemente de los
demas elementos. Como consecuencia hace falta definir todas las
combinaciones posibles y determinar para cada nodo a que caso
corresponde, en funciéon de las condiciones de contorno de los elementos

involucrados y de las diferentes regiones.

En el presente trabajo hemos dividido el problema en areas diferenciadas
por sus condiciones de contorno (Maeso, 1992). En las fronteras entre
cada area se asignaran nodos independientes a cada area aunque con las
mismas coordenadas. De esta manera se desvinculan los grados de
libertad de las distintas areas y se montan sus respectivos valores para las
matrices G y H de forma independiente, simplificamos en gran medida el
procedimiento de montaje. Pero la duplicacion de los nodos implica el
desdoblamiento de la ecuacién nodal, con un aumento en el nimero de

ecuaciones que se debe resolver.
Problema de esquina

A continuacion se discute el caso mas simple, dos areas con una frontera
comun, figura (5.16). La duplicacion de los nodos provoca el
desdoblamiento de la ecuacion nodal en dos filas y dos columnas. Para
cada direccion coordenada se tienen:

a,u, +a,u, +bt, +ct, +...=d

- (5.37)
A, U, +ay,uU, +bt +ct, +...=d
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area 1

area 2

Figura 5.16. Problema de esquina.

Las posibles condiciones de contorno para este caso son:

1)t, =ti;t, =to
2) tl =21;u2 =a2
3 u, =ui;t, =tz

Yu, =ui; U, = U

En cualquiera de las tres primeras situaciones el sistema es suficiente
para obtener las otras dos incognitas nodales. En el cuarto caso, cuando
los desplazamientos son datos en las areas con nodos comunes, existe un
situacion especial, porque las ecuaciones nodales son idénticas y el
sistema de ecuaciones es singular, este caso es conocido como el
problema de esquina. Una posible solucién se basa en la duplicacion de
la ecuacion nodal para una posicion ligeramente desplazada del punto de
colocacion, con lo que los coeficientes del sistema ya no seran iguales, y el

sistema no sera singular (Medina, 1987).

En esta tesis s6lo resolveremos regiones que se deben a un contorno
ficticio, las subregiones pertenecen al mismo cuerpo y por ello poseen las
mismas propiedades. Es asi posible establecer que las tracciones son
iguales en ambas areas para estos mnodos coincidentes con
desplazamientos conocidos, entonces sera necesaria solo una ecuacion y

el sistema no es singular.
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5.6 Aplicaciones

Las grietas tridimensionales mas investigadas probablemente son las
grietas circulares y rectangulares debido a la simplicidad de la geometria.
Estas formas idealizadas nos permiten obtener informacion sobre el
comportamiento de las grietas en problemas tridimensionales que puede
ser luego extrapolada a grietas reales. En el presente trabajo
estudiaremos dichas grietas en medios finitos e infinitos, en modos

simples o mixtos.

En todos los problemas de mecanica de la fractura dinamica que
resolveremos a continuacion actua una carga, p(f), en forma de escalon

que es aplicada en el instante =0 y sostenida,

p, parat=0

t) =
p() 0O parat<O

Las propiedades del medio fisurado se definiran con la densidad, p, el
modulo de Poisson, v, y el médulo de rigidez, u. Nos referiremos a la
velocidad de las ondas longitudinales y transversales en el medio como ¢,

y cs, respectivamente.

Bs y Bp siempre se refieren a,

Be="53 Bp=—" (5.37)

donde Al=L/2, y L es la longitud caracteristica, figura (5.5), del elemento a
un cuarto y a un cuarto singular ya que en cada una de las
discretizaciones se han empleado elementos a un cuarto y a un cuarto
singulares con igual L. En todos los problemas se empleara el método de
la velocidad constante, discutido en el Capitulo 4, para estabilizar los

resultados.

Los resultados se normalizaran, excepto donde se indique lo contrario, con
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K} = p,-Ina (5.38)
donde po es la carga aplicada y a es la longitud caracteristica de la grieta.

En el primer ejemplo que se discute a continuacién se mostrara el efecto
de las subdivisiones en los resultados, donde se podra apreciar que a
partir de 144 subdivisiones por elemento los resultados no varian
significativamente. Asi que se emplea siempre en la integracion numeérica
144 subdivisiones por elemento. Cada subdivision se integrara a su vez
con cuatro puntos de Gauss. También en el ejemplo se mostrara que el
meétodo desarrollado en ésta tesis genera resultados consistentes entre
0.8<ps<1.2. En dicho rango se puede apreciar que los resultados
obtenidos a partir del elemento a un cuarto y del elemento singular a un
cuarto guardan gran similitud. Por ello en la solucion de todos los
ejemplos se emplearan valores del parametro f; dentro de dicho rango y
como criterio, para decidir si la si la combinacion de discretizacion
temporal y espacial es Optima, que los resultados obtenidos a partir
elemento a un cuarto y del elemento singular a un cuarto sean muy

similares.
5.6.1 Barra con una grieta circular

El primer problema resuelto se trata de una barra (2wix2u»x2h) que
contiene una grieta circular en su centro, figura (5.17.a) es sometida a
una carga en forma de escalon en sus dos extremos. El material tiene un
modulo de Poisson, v=0.2. El radio de la grieta circular es a=0.5w,, w, es
el ancho de la barra y la profundidad w»,=w, con altura h=2w,. Debido a
las simetrias de la geometria y las cargas so6lo es necesario modelar un
octavo del problema. Los labios de la grieta se ha modelado con 8
elementos de los cuales cuatro son elementos a un cuarto, figura (5.17.b).

En este problema soélo actia el modo I de fractura, Kj{t). Asi que los
resultados que mostraremos a continuacion se han normalizado con el

valor de la solucion estatica para una grieta circular en un medio infinito,
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KO - 2p0\/% (5.39)

(Sneddon, 1946), y seran obtenidos para el punto A, figura (5.17.a).

A
B - 2a L
2h| | '
vl . 2w,
2w,
¥ &
(@) (b)

Figura 5.17 Barra con una grieta circular, (a) descripcion del problema, (b)discretizacion,
los elementos en gris representan los labios de la grieta

En la discusion de resultados se comienza por analizar la estabilidad y
fiabilidad del método. Mas adelante, se discute el significado fisico de los
mismos y se comparan los resultados con los obtenidos por otros autores.
Se emplea en los analisis los valores del K(f) obtenidos a partir de las
tracciones ficticias de los elementos singulares a un cuarto y de los
desplazamientos en el labio de la grieta o sea de los elementos a un

cuarto.

Como se ha indicado en el apartado anterior, en este problema se
realizaron pruebas con distinto nimero de subdivisiones por elemento y a
partir de 144 subdivisiones por elemento no mejoran los resultados de
forma importante para justificar el aumento en el coste computacional.
En la figura (5.18) se muestra la variacion de los resultados con el numero
de subdivisiones, el Ki(f) fue obtenido de las tracciones ficticias en el

elemento singular a un cuarto en el punto A, con $,=0.8 (,=1.63).

Capitulo 5 pag. 32



Mecdnica de la Fractura Dinamica
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Figura 5.18 Barra con una grieta circular, resultados con distinto nimero de
subdivisiones, con (,=0.8 (3,=1.63)

4 4
(,=1.0) (p.=1.0)

3 oo a un cuarto e e I a un cuarto
singular ~ singular

o¥_ 2 // S \ 4 N\ 2 //' A // -
X \ - 1 /
of 7 e 0f— s

K (/K

$,=0.8(8,=1.3) B,=0.9 (,=1.47)
-1 -1 n
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
ct/h ct/h
P P
4 4
—(,=1.0) (B,=1.0)
] e S I a un cuarto O . e R a un cuarto
singular singular
2 /  — A ¥ 2 /
1 / S /
0 N 0
B=1.1(p,=1.79) B=1.2 (p,=1.96)
-1 . -1 i
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
c,th c,thh

Figura 5.19 Barra con una grieta circular.
Resultados con distintos tamafios del parametro fs.
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Ademas del efecto del numero de subdivisiones por elemento, se ha
estudiado el efecto del tamano del s en la determinacion de Ki(f). En la
figura (5.19) se muestran los resultados obtenidos a partir de los
desplazamientos en el labio de la grieta y de las tracciones ficticias,
elemento a un cuarto y singular a un cuarto, respectivamente. Los
resultados se comparan con los obtenidos del elemento singular a un
cuarto con B=1. Se ha empleado la misma discretizacién espacial en
todos los casos pero distintos tamanos de At. Los resultados son
consistentes entre 0.8<f,<1.2. En dicho rango se puede apreciar que los
resultados obtenidos a partir del elemento a un cuarto y del elemento
singular a un cuarto guardan gran similitud. En los siguientes problemas
se empleara lo anterior como criterio para decidir si la combinacién de
discretizacion temporal y espacial es correcta, o sea que los resultados
obtenidos a partir elemento a un cuarto y del elemento singular a un

cuarto de sean muy similares.

Los resultados obtenidos indican que el factor de intensidad de tensiones
alcanza un maximo en c,t/h = 2.0, K(f/K’ = 2.5, y luego otro maximo
local en c,t/h =6.6, Ki(f/ K’ = 2.3. El FIT dinamico alcanza valores de 2.5
veces el FIT estatico de una grieta circular en un medio infinito, la llamada
sobrecarga dinamica, y esto ocurre cuando llegan las ondas desde los
extremos de la barra y de las caras laterales. Luego decrece y llega a tener
valores negativos que carecen de significado fisico, es un error matematico

ya que no se impide en el método que los labios de la grieta se solapen.

Se compara el K(f) obtenido a partir de las tensiones ficticias en el vértice
de la grieta, elemento a un cuarto singular, o de los desplazamientos en el
labio de la grieta, elemento a un cuarto; con el obtenido por Wen, Aliabadi
y Rooke (1998) , figura (5.20). Wen et al. emplean el método dual de
elementos de contorno, sus resultados son obtenidos en el dominio de la
transformada de Laplace invirtiendo los mismos con el algoritmo de
Durbin, y el K(t) se determina de los desplazamientos de apertura de la
grieta. Los resultados son muy similares entre si, con una pequena
variacion en los obtenidos a partir del elemento a un cuarto, que no

alcanzan los valores maximos.
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4
singular
K —————— a un cuarto
~ Wen

c,t/h
Figura 5.20 Barra con una grieta circular usando Bs=1.0 (,=1.63)
5.6.2 Barra con una grieta rectangular en el borde

El siguiente problema consiste de una barra (wx2u»x2h) que contiene
una grieta rectangular en el borde libre, figura (5.21.a). Primero se
estudia el problema provocando una situacion de deformacion plana,
impidiendo los desplazamientos normales a las caras laterales y luego con
todas sus caras laterales libres. La geometria es: u»,=0.75w;, h=1.5w, y el
largo de la grieta, a=0.4w;. EIl material tiene v=0.25. Debido a las
simetrias que presenta en deformacion plana, solo es necesario modelar la
mitad del problema y para el problema de la barra s6lo un octavo, en
ambos casos se ha usado la misma discretizacion, figura (5.21.b), con

distintas condiciones de contorno.

El K)(t) se ha normalizado con el valor estatico,
K° =2.104p,/na (5.40)

(Brown y Srawley,1966).
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2h

v [~ 2w,

() (b)

Figura 5.21 Barra con una grieta en el borde, (a)descripciéon del problema, (b)malla de
148 elementos, los elementos en gris representan los labios de la grieta

Se ha resuelto el problema provocando una situacion de deformacion
plana y empleando B:=0.7 (B,=1.2), el Ki() obtenido a partir de los
desplazamientos de los elementos a un cuarto, es comparado con el de los
elementos a un cuarto singulares, figura (5.22). Ambos son muy
similares, lo cual permite concluir que el valor de 3  elegido es apropiado.
El factor de intensidad de tensiones alcanza valores maximos entre
2.2<ct/h<3.5 con Ki(f)/K’ = 1.2, y luego otro maximo en ct/h = 7,
Kt/ K= 1.8. El Ki(f) llega a ser 1.8 veces el valor estatico cuando llegan
por segunda vez las ondas desde los extremos de la barra y de las caras
laterales que han sido antes refractadas por la grieta.

2.0

singular p, = 1.2
fffffffff a un cuarto

V% 4 & 8 10

c t/h
p

Figura 5.22 Barra con una grieta en el borde en deformaciéon plana resultados a partir de
los elementos a un cuarto y a un cuarto singulares con $,=1.2 (85=0.7)
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Los resultados obtenidos en esta tesis al resolver el problema provocando
una situacion de deformacion plana, figura (5.23), son comparados con los
obtenidos por Balas, Sladek y Sladek (1989); y Wen, Aliabadi y Rooke
(1998). Balas et al. resolvieron el problema en dos dimensiones,
deformacion plana, con el MEC en el dominio de la transformada de
Laplace y luego invirtiendo numeéricamente con el algoritmo de Durbin.
Obtienen el K;(f) de los desplazamientos de abertura de la grieta. Wen, et
al. resolvieron el problema tridimensional con el método dual de elementos
de contorno, sus resultados son obtenidos en el dominio de la
transformada de Laplace y luego se invierten con el algoritmo de Durbin.
El Ki(t) se determina de los desplazamientos de apertura de la grieta. En
el problema de Wen et al. todas las caras de la barra tienen libres los
desplazamientos y se toma un punto cercano al centro de la barra, donde
el problema tridimensional asemeja al problema de deformacién plana,
xi/w2=0.125. Los resultados del presente trabajo obtenidos a partir de las
tensiones ficticias en el elemento singular a un cuarto utilizado s = 0.7 (B,
=1.2) son similares a los de Balas et al., para c,t/ h<4, a partir de éste valor

son mas parecidos a los conseguidos por Wen et al.

2.0

/ —p,=1.2
00— | Wen
Balas
-0.5 : : e
0 2 4 6 8 10
cpt/h

Figura 5.23 Barra con una grieta en el borde en deformacién plana, comparaciéon del
elemento singular con resultados de otros autores, con p,=1.2 (3,=0.7)

El otro problema resuelto con la misma geometria es el de la barra con
todas sus caras libres, con p,=1.2 ($,=0.64) , el material tiene v=0.3. Aqui

se compara con el mismo problema resuelto por Wen et al., el problema
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tridimensional. Se muestra el FIT
barra, x;/u»,=0.125, y otro punto
figura (5.24).

dicho instante los métodos generan

de un punto cercano al centro de la

cercano al borde libre, x;/u,=0.875,

Los resultados son parecidos hasta c¢,t/h=3. A partir de

comportamientos similares del FIT en

el tiempo aunque no alcanzan los mismos valores maximos y minimos.

2.0
15 e \
°¥-1.0-
Z05
A / singular ([:’)p=1 2)
0.0 4| un cuarto
] Wen (x,/w,=0.125)
-0.5
0 2 4 6 8 10
c,t/h
(a)
2.0
1.5 S *\
¥ 1.0
S I
0.5 i / singular (B,=1.2)
00—S ] T un cuarto
I Wen (x,/w,=0.875)
-0.5 ' : :
0 2 4 6 8 10
c,t/h
(b)

Figura 5.24 Barra con una grieta en el borde, ,=0.63 (3p=1.2) (a) en el interior de la
barra, (b) cerca del borde libre
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5.6.3 Barra con dos grietas rectangulares en el borde

Aprovechando la discretizacion del problema anterior se resuelve una
barra (2w;x2u»yx2h), provocando una situacion de deformacion plana, que
contiene dos grietas rectangulares en los bordes libres, a=0.5w,, figura
(5.25). Debido a la simetria del problema podremos utilizar la
discretizacion anterior pero con distintas condiciones de contorno, figura
(5.21.b). El material tiene v=0.25.

2h

SR JES—
a a

v [ 2w,

K—F—
2w,

\ 4

Figura 5.25 Barra con dos grietas de borde

Los resultados se han normalizado con la solucion estatica,
K} =1.124p,/na (5.41)
(Brown y Srawley,1966).

Se ha utilizado B=0.7 (B,=1.2) y se determina el Ki(fj a partir de los
desplazamientos o las tensiones, elementos a un cuarto o a un cuarto
singulares respectivamente, figura (5.26). Ambos métodos generan
resultados muy parecidos por lo que se puede concluir que el s escogido
es correcto. El factor de intensidad de tensiones alcanza un maximo local
en ct/h = 2.2, Ki(t)/ K’ = 2.1, y luego otro maximo en c,t/ h =7.75, Ki(t)/ K’
= 2.3. El Kj(f) llega a ser 2.3 veces el valor estatico y esto ocurre cuando

llegan las ondas desde los extremos de la barra y las caras laterales. El
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FIT dinamico normalizado muestra un comportamiento similar al de la

barra con la grieta circular.

un cuarto

ffffff singular

2 == Sladek
o¥_
= 1
< |/

0 / /

0 2 6 8 10
cpt/h

Figura 5.26 Barra con dos grietas de borde en deformacion plana, $5=0.7 (8,=1.2)

Los resultados son comparados con los obtenidos por Balas, Sladek y
Sladek (1989), usando el MEC en dos dimensiones en deformaciéon plana.
El problema es resuelto en el dominio de la transformada de Laplace,
invirtiendo con el algoritmo de Durbin, y el Kj(f) obtenido a partir de los
desplazamientos de apertura de la grieta, figura (5.26). Los resultados
guardan gran similitud, los valores maximos alcanzados por Kj(f) son
similares y se consiguen en aproximadamente los mismos instantes de

tiempo.
5.6.4 Barra con una grieta centrada

Resolveremos el problema de una barra (2wix2u»x2h), que contiene una
grieta rectangular centrada, figura (5.27.a), provocando una situacion de
deformacion plana. La geometria del problema es: w=10mm, w»,=10mm,
h=20mm y el largo de la grieta, a=2.4mm. Las propiedades del material
son v=0.3, p=5000 kg/m’ y u=76923 MPa. Debido a las simetrias de la
geometria y las cargas solo es necesario modelar una cuarta parte del
problema, figura (5.27.b). Los labios de la grieta se ha modelado con 4

elementos a un cuarto y 4 elementos normales.
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2h

2w,

(a) (b)
Figura 5.27 Barra con una grieta centrada, (a) descripcién del problema,
(b)discretizacion, los elementos en gris representan los labios de la grieta

Los resultados son obtenidos con ,=2 (3,=1.1) y se determina el K(f) a
partir de los desplazamientos o las tracciones ficticias, elementos a un
cuarto o a un cuarto singulares respectivamente, figura (5.28). Ambos
meétodos generan resultados muy parecidos por lo que se puede concluir
que el ps escogido es correcto. El factor de intensidad de tensiones alcanza
un méaximo en ct/h = 2.5, Ki(/ K" = 2.5. Esto ocurre cuando llegan las
ondas desde los extremos de la barra y las caras laterales. Los resultados
son muy parecidos a los obtenidos en el caso de la barra con la grieta

circular centrada.

3t — Gallego
fffffff a un cuarto
singular

_1 s 1 s 1 s 1
0 4 8 12

tiempo (us)

Figura 5.28 Barra con una grieta centrada en deformacion planaf,=2 (B,=1.1), FIT
dinamico a partir de las tracciones ficticias en el elemento a un cuarto singular y
los desplazamientos en el elemento a un cuarto.
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El FIT dinamico obtenido de los desplazamientos y de las tracciones
ficticias se comparan con el obtenido por Gallego y Dominguez (1989)
utilizando el mismo meétodo del presente trabajo, el MEC en el dominio del
tiempo y el elemento singular a un cuarto, pero en dos dimensiones,
figura (5.28). También se compara con el obtenido por Chen (1975),
empleando el Método de las Diferencias Finitas con una malla de S000
puntos, y resolviendo el problema con un modelo bidimensional en

deformacion plana, figura (5.29)

3t singular

tiempo (us)

Figura 5.29 Barra con una grieta centrada en deformacion planaf,=2 (,=1.1), FIT
dinamico a partir de las tracciones ficticias en el elemento a un cuarto singular

5.6.5 Grieta circular en un medio infinito

Otro tipo de problemas de especial interés es el de grietas muy pequenas
con respecto al medio, el cual se pueden considerar infinito. Se resolveran
dos problemas de geometria sencilla, la grieta circular y la rectangular.
Comenzaremos por la mas simple, el problema de una grieta circular en
un medio infinito, figura (5.30). La discretizacion del medio infinito se
representada de forma finita, el medio es lo suficientemente grande para
que la ondas longitudinales de los extremos no lleguen a la grieta durante
el lapso de tiempo de interés. EIl radio de la grieta es a=3mm. Las
propiedades del material son v=0.25, p=1000 kg/m3 y u=40 MPa. Los
labios de la grieta se ha modelado con un total de 48 elementos de los

cuales 16 son elementos a un cuarto.
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(@) (b)
Figura 5.30 Medio infinito con una grieta circular, (a) discretizacion, (b)detalle de los
labios de la grieta

Se ha utilizado Bs=0.7 (fp=1.2) y se determina el Ki(f) a partir de los
desplazamientos o las tracciones ficticias, elementos a un cuarto o a un
cuarto singulares respectivamente, figura (5.31). Ambos métodos generan
resultados parecidos por lo que se puede concluir que la combinacion de

discretizacion espacial y temporal es correcta.

1.5

K (t/K

singular (8,=0.7)
fffffff a un cuarto

I O

Figura 5.31 Medio infinito con una grieta circular, FIT dinamico calculado a partir de
las tracciones ficticias en el elemento a un cuarto singular y los desplazamientos en el
elemento a un cuarto.
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Los resultados obtenidos con Bs=0.7 (fp=1.2), son comparados con los de
Hirose y Achenbach (1989), figura (5.32). Estos utilizan el Método de
Integrales de Contorno en el dominio del tiempo con una solucion
particular para el problema, donde se discretiza en el espacio con
elementos de contorno y en el tiempo con el método paso a paso. También
se compara con los resultados de Zhang y Gross(1998) utilizado también
el Método de Integrales de Contorno en el dominio del tiempo. Las
integrales de contorno se obtienen de la conservacion de la integral
elastodinamica, similar a la integral J en elastoestatica. Estos definen
para dos estados, el primer estado es el campo refractado de la grieta,
desconocido, y el segundo estado la solucion fundamental debida a un
impulso unitario. De lo anterior se obtienen una ecuacién integral de
contorno para que no es hipersingular. Las variables desconocidas son el
desplazamiento de apertura de la grieta, Au, y su segunda derivada con
respecto al tiempo, Aid. Estos emplean elementos constantes para los
elementos alejados del borde de la grieta, y elementos con funciones de

forma (n"?

para el borde de la grieta. El K(f) es obtenido directamente de
la variable Au. En el presente trabajo el Kj(f) calculado a partir de los
desplazamientos, elementos a un cuarto, muestra gran concordancia con
los obtenidos por los otros autores, figura (5.32). En cambio el K({
calculado a partir de las tracciones en los primeros pasos calculados
difiere de los resultados obtenidos por otros métodos, pero rapidamente

tiende a la misma solucioén.

15 1.5
ag
>
singular (§,=1.4) 05 un cuarto (p,=1.4)
,,,,,,, Hirose hi ------- Hirose
i Zhang ;" Zhang
0.0 . L L 0.0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
ct/a ct/a
(@) (b)

Figura 5.32 Medio infinito con una grieta circular, FIT dinamico calculado a partir de
(a) las tracciones ficticias en el elemento a un cuarto singular, (b) los desplazamientos en
el elemento a un cuarto.
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5.6.6 Grieta rectangular en un medio infinito sometida a una carga

normal

El siguiente problema es el de una grieta rectangular (2ax2b) en un medio
infinito, figura (5.33.a). Los labios de la grieta se someten a una traccion
normal al plano de la grieta. El medio tiene impedidos Ilos
desplazamientos en la direccion de la carga. Las propiedades del material
son v=0.2, p=1000 kg/m’ y u=40 MPa.

() (b)

Figura 5.33 Medio infinito con una grieta rectangular, (a)descripcion del problema,
(b) discretizacion para la grieta cuadrada (a=b), los elementos en gris representan los
labios de la grieta.

Primero se discuten los resultados obtenidos para una grieta cuadrada

(a=b). La discretizacion utilizada se muestra en la figura (5.33.b). Los

elementos de las esquinas de la grieta no modelan la singularidad (1/-/r)
ya que no cumplen con la descripcion geomeétrica del elemento singular a
un cuarto, los lados del elemento no son perpendiculares al vértice de la
grieta. Asi que es posible que la singularidad de las esquinas no haya sido
eliminada. Este error no es de gran importancia porque la grieta tiene los
valores maximos del Ki(f) en el centro de los bordes, puntos Ay B, que
estan modelados correctamente. Se han usado $s=0.8 ($p=1.3). Los FIT
son comparados con los obtenidos por Itou (1981) resolviendo ecuaciones
integrales duales en el dominio la transformada de Laplace. Las
ecuaciones se resuelven mediate el método de expansion en serie donde
los desplazamientos de la grieta en el dominio de Laplace se expanden en

dos series que resultan del producto de funciones trigonométricas con el
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polinomio de Jacobi. El método Schmidt genera los coeficientes de dichas
series y se integra numeéricamente. El FIT se define en el domino de
Laplace y se invierte numéricamente para obtener el K(f), figura (5.34).
En la figura también se muestran los resultados obtenidos por Zhang y
Gross (1998). Estos extraen el Ki(f) de la apertura de los labios de la grieta
usando el Método Integrales de Contorno, descrito en el problema
anterior, en el dominio del tiempo, con elementos en el vértice de la grieta
cuyas funciones de forma son particulares para el problema. Los
resultados obtenidos en esta tesis presentan una discrepancia con el K(f)
conseguido por Itou. Itou no representa el maximo debido a las ondas que
llegan del otro extremo de la grieta, las ondas de Rayleigh. La velocidad de
las ondas de Rayleigh en este problema es ¢=0.9¢, asi que llegan en el
tiempo normalizado tc,/a=2.22. Los resultados obtenidos a partir de los
elementos a un cuarto se asemejan a los conseguidos por Zhang et al.,

cuyos resultados tienen su maximo en el mismo punto.

De forma ilustrativa, también hemos resuelto el problema de una grieta
rectangular sometida una traccion perpendicular al plano de la grieta. La
geometria de la grieta es b=2a. La discretizacion utilizada se muestra en
la figura (5.395).

1.0 S
,” // RN
o // i
X —
v ,
0.5 un cuarto
/ fffffffff Itou
Zhang
0.0 : : : :
0 1 2 3 4
c .t/a
(&)
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1.0
o¥_
E/_ iz
0.5 singular
fffffffff Itou
Zhang
0.0 :
0 1 2 3 4

c t/a
(b)

Figura 5.34 Medio infinito con una grieta cuadrada (a=b) (a) factor de intensidad de
tensiones dinamico a partir de los desplazamientos en el elemento a un cuarto, (b) de las
tracciones en el elemento singular a un cuarto, con fs=1.0 (fp=1.3)

Figura 5.35 Discretizacion para la grieta rectangular (b=2a)
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Hemos utilizado Bs=0.8 (fp=1.3). Los resultados se comparan con los
obtenidos por Tau y Lu (1971) al resolver el problema bidimensional de
una grieta en un medio infinito aplicando la transformada de Laplace en el
tiempo y la de Fourier en el espacio, ésta conduce a un par de ecuaciones
integrales acopladas que se resuelven de forma iterativa, figura (5.36). Los
resultados obtenidos en el problema bidimensional guardan una gran
similitud con los obtenidos en el presente trabajo. En el caso
bidimensional, en el instante tcs/a=2.2 existe un pico debido a que se
comienzan a recibir las ondas del otro extremo de la grieta, mientras que
en el tridimensional comienzan a llegar las ondas del lado opuesto

paulatinamente alrededor de mismo instante.

1.5
. 10
e

0.5 7 2-D, Tauy Lu

J singular g_= 1.0
un cuarto
0.0L— — 2 3
0 1 2 3 4
c t/a

Figura 5.36 Medio infinito con una grieta rectangular (b=2q), factor de intensidad de
tensiones para el punto A obtenido a partir de los elementos a un cuarto y a un cuarto
singulares

5.6.7 Grieta rectangular en un medio infinito sometida a un cortante

Otro problema de especial interés es el de una grieta rectangular (2ax2b)
en un medio infinito, con los labios de la grieta sometidos a un cortante
paralelo al plano de la grieta, figura (5.37). El medio tiene impedidos los

desplazamientos en la direccion de la carga. Las propiedades del material
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son las mismas del problema anterior. Aqui estaran presentes el modo II

y III de fractura y los resultados estaran normalizados con

K} = p,-Inb

(5.41)
Ky = byvrma

El Kj(f) se obtendra para el punto By el Ky(f) en el A, figura (5.37). Se
emplearan las discretizaciones de las figuras (5.33.b) y (5.35) y $:=0.8

(Bp=1.3).

Figura 5.37 Medio infinito con una grieta rectangular sometida a un cortante

Primero se representan los FIT dinamicos, modos I y II, obtenidos para la
grieta cuadrada, a/b=1, figura (5.38). Estos son comparados con los de
Itou (1991) y los de Zhang y Gross (1998). Itou resuelve ecuaciones
integrales duales en el dominio la transformada de Laplace, los
desplazamientos de la grieta en el dominio de Laplace se expanden en dos
series que se integran numeéricamente. El FIT se define en el domino de
Laplace y se invierte numéricamente para obtener el Ki(f). Zhang et al.
extraen el Ki(f) de la apertura de los labios de la grieta usando el Método
Integrales de Contorno, descrito en el problema anterior, en el dominio del
tiempo, con elementos en el vértice de la grieta cuyas funciones de forma
son particulares para el problema. Los valores, cuando se toman los
obtenidos de las tracciones ficticias o elemento singular a un cuarto, son
iguales a los de Zhang et al. hasta tc/a=1.1 para Kj(f). En todos los
métodos los valores de Ky(f) ascienden hasta un maximo
aproximadamente Ky(f)/ K% =1. Los valores de Km(f) conseguidos en este

trabajo son muy similares a los obtenidos por los otros autores.
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Figura 5.38 Medio infinito con una grieta rectangular sometida a un cortante, FIT
dinamico en (a) Modo Iy (b) Modo II

El FIT dinamico obtenido para la grieta rectangular, con a/b=2 6 a/b=0.5,
figura (5.39) muestra gran concordancia con el comportamiento
conseguido con la grieta cuadrada. El Kj(f), en el caso a/b=2, alcanza un
maximo en tc/a=2.2 que corresponde al instante en el que llegan, casi a
la vez, las ondas del extremo opuesto de la grieta. En el caso a/b=0.5 no
se puede distinguir este instante ya que se esta recibiendo la influencia de
las caras laterales de la grieta desde el comienzo. En todos los métodos
los valores de Kj(f) ascienden hasta un maximo para luego descender
hacia el valor estatico. El Ky(f), en el caso b/a=2, también alcanza un
maximo en tc/a=2.2 que corresponde al instante en el que llegan, casi a
la vez, las ondas del extremo opuesto de la grieta y en a/b=0.5 no se
puede distinguir este instante. En todas las figuras se muestran los
resultados de Itou (1991) como referencia aunque los resultados muestran
concordancia con los obtenidos en esta tesis solo hasta cit/a=2 para Kyl
y ot/b =1 para Kj(f). Itou resuelve una vez mas el problema mediante
ecuaciones integrales duales en el dominio la transformada de Laplace,
donde los desplazamientos de la grieta en el dominio de Laplace se
expanden en dos series que se integran numeéricamente. El FIT se define

en el domino de Laplace y se invierte numéricamente para obtener el Ki({).
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Figura 5.39 Medio infinito con una grieta rectangular sometida a un cortante

5.6.8 Barra que contiene una grieta rectangular en modo mixto

Un prisma (hxw;xw») que contiene una grieta rectangular inclinada esta
sometido a una carga normal en uno de sus extremos y empotrado en el
opuesto, figura (5.40.a). Todas las caras laterales tienen restringidos los
desplazamientos normales. La geometria del problema es h=44mm,
h,=6mm, w;=32mm, w,=32mm. El largo de la grieta es a=16V2mm, y hace
un angulo de 45° con el borde. Las propiedades del material son v=0.286,
u=2.94 GPa y p=2450 kg/m’. Aqui no existen simetrias y es necesario

modelar todo el problema, figura (5.40.b). Estan presentes los modos I y II
de fractura.
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() (b)

Figura 5.40 Grieta en modo mixto, (a) descripcion del problema, (b)discretizacion

Los Ki()y y Ku(f) normalizados, figura (5.41), tienen comportamientos
similares a los de ejemplos anteriores. Se normalizaron los FIT con la
ecuacion (5.38) y se empleo B,=.8 (,=1.5). Los valores crecen hasta
alcanzar un maximo en cpt/h=3.3, luego decrecen hasta hacerse iguales a
cero en c,t/h=6.4 y el comportamiento se repite. Los FIT en modo I y II

que se muestran fueron determinados de los desplazamientos en el
elemento a un cuarto.

K(t/K®

p,=0.8 (5,=15)
-0.5 R I R I R I R I
0

2 4 6 8

Figura 5.41 Grieta en modo mixto

En las siguientes figuras se muestran los Kj(f) y Ku(f) obtenidos a partir de
las tracciones en el elemento singular y de los desplazamientos en el
elemento a un cuarto, empleando p=.7 (,=1.2). Los valores corresponden
a un lapso de tiempo 0<c,t/ h<3.6. Se representan en funcion del tiempo a

objeto de comparar con los resultados de otros autores. Ambos métodos
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generan praticamente los mismos valores, indicando que la combinacion
de discretizacion temporal y espacial es correcta. Los valores del Ki(f) y
Kj(f) se comparan con los determinados por Gallego y Dominguez (1991) al
resolver mediante el MEC el problema bidimensional directamente en el
dominio del tiempo, éstos también dividen el problema en subregiones
como en esta tesis, figura (5.42). Los K|(§) y Ku(9) que se muestras son los
obtenidos por Gallego et al. de las tracciones en el elemento singular. Los
resultados del presente trabajo son mas suaves en parte debido a que se
utiliza el método de la velocidad constante para estabilizar los resultados
(Capitulo 4).

K(t)/K®

0.5

0.0 K, un cuarto
———————— singular (§.=0.7)
— 2-D Gallego et al.
-0.5 L L
0 10 20

us

K, un cuarto
ffffff singular ($,=0.7)
—— 2-D Gallego et al.
-0.5 L L

0

10 20
us

(b)

Figura 5.42 Grieta en modo mixto, (a) modo I, (b)modo II

Capitulo 5 pag. 53



Conclusiones y Desarrollos Futuros

Capitulo 6
Conclusiones y Desarrollos
Futuros

6.1 Conclusiones

En esta tesis se ha empleado por primera vez con éxito el Método de los
Elementos de Contorno en el dominio del tiempo para resolver problemas
tridimensionales de propagacién de ondas en medios que pueden contener
fisuras. El método ha demostrado su efectividad en representar grandes
concentraciones de tensiones, como es el caso de las grietas. En el
desarrollo de la tesis fue necesario establecer un nuevo método para
estabilizar de forma eficiente los resultados, ya que en el problema elastico
tridimensional surgen inestabilidades para ciertas combinaciones de

discretizaciéon temporal y espacial.
Aportaciones principales:

* Se ha desarrollado e implementado un método para definir mejor el
frente de la onda durante la integracion numérica, en el que se
representan los elementos tanto cuadrilateros como triangulares

mediante subdivisiones.  Estas tultimas mejoran la precision y
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exactitud de los resultados significativamente frente a emplear el

elemento sin subdividir.

A partir de las subdivisiones, ha sido posible eliminar la singularidad
(1/7) que aparece en H" cuando r—0, en el instante =0. En esta tesis

el término libre de la ecuacion de contorno, clik, se determina

resolviendo el problema de desplazamiento de sélido rigido y
calculando la diferencia entre el valor estatico y el que se esta

evaluando, H,, (Brebbia y Dominguez, 1989). La singularidad en el

problema estatico es idéntica a la del dinamico justo en la subdivision
que contiene el punto de colocacion. En dicha subdivision, siempre y
cuando el frente de la onda no corte la subdivision, la soluciéon del
problema dinamico equivale a la que se obtiene para un At
infinitamente grande, o sea la solucion del problema estatico. Por lo

tanto la aportacion a H,, de dicha subdivisién vale cero.

dif
Se han desarrollado dos métodos para estabilizar la solucion, el método
de la velocidad constante y el de la aceleracion constante, que permiten
obtener resultados precisos y estables para valores de p inferiores a
0.6. Se han conseguido buenos resultados a partir de p=0.3 en el

problema escalar y fs=0.3 en el problema elastico.

Se ha demostrado la precision y efectividad del MEC junto al elemento
de contorno singular a un cuarto (Ariza, Saez y Dominguez, 1997) para
resolver problemas de Fractura Dinamica en el dominio del tiempo.
Dichos elementos deben ser subdivididos a igual que los elementos
normales para representar correctamente el frente de la onda. Se ha
encontrado que el valor 6ptimo del parametro § en los elementos a un

cuarto y singulares a un cuarto esta entre 0.8<f,<1.2.

Respecto al analisis con el MEC de problemas de Fractura Dinamica se ha
demostrado la adecuacion y versatilidad del método para este tipo de
aplicaciones resolviendo una serie de problemas muy diversos, de
dominios finitos e infinitos, en modos puros o mixtos, y bajo diversas

condiciones de contorno. Para el calculo del FIT dinamico se ha
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comprobado que el procedimiento basado en la tensién ficticia del nodo
del elemento singular a un cuarto y el obtenido a partir de los
desplazamientos de los labios de la grieta generan practicamente los
mismos resultados cuando se emplea una buena combinacion de la
discretizacion temporal y espacial. El hecho de emplear dos
procedimientos para el calculo de los FIT en cada problema ha permitido
emplear la congruencia entre ambos como factor de evaluacion de la

fiabilidad de los resultados.

6.2 Desarrollos futuros

Con la herramienta desarrollada en la presente tesis doctoral pueden
abordarse problemas de interés que aun no estan resueltos en medios
finitos e infinitos fisurados. Es posible la inmediata aplicacion a
problemas en los que el dominio estda compuesto por materiales con
distintas propiedades mecanicas, por ejemplo materiales multicapa.
También es posible resolver problemas en los que la carga aplicada tiene

distintos tipos de variaciones en el tiempo.

Entre los futuros desarrollos podemos citar algunos de los mas relevantes.
Uno es poder analizar grietas con geometrias complicadas en las cuales el
elemento singular a un cuarto cuadrilatero no es suficiente para modelar
el borde de la grieta. Para ello es necesario desarrollar elementos
triangulares con funciones de forma singulares que en conjunto con los
elementos cuadrilateros a un cuarto singulares permitan representar

diversas geometrias.

Otro posible desarrollo es estudiar la propagacion de grietas en problemas
tridimensionales en el dominio del tiempo, extendiendo asi el trabajo
realizado en dos dimensiones en la tesis doctoral de Gallego (1990). Para
ello es preciso desarrollar simultaneamente un método de remallado

automatico en tres dimensiones.

Un problema interesante, aun sin resolver directamente en el tiempo, es el
de ondas propagandose en sistemas tridimensionales compuestos por

subregiones de diversos tipos: medios elasticos, escalares, porosos, etc.

Capitulo 6 pag. 3



Conclusiones y Desarrollos Futuros

Es interesante el estudio y desarrollo de formulaciones del MEC para
representar ondas propagandose en medios anisotropos que puedan
contener fisuras, extendiendo al dominio del tiempo el trabajo de la tesis

doctoral de Saez (1997) en el dominio de la frecuencia.
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Apéndice A
Evaluacion de las Integrales en el
Tiempo

En este apéndice discutiremos la evaluacion de las integrales en el tiempo

dentro de cada paso de tiempo,

Uy" = ju;kumd-c

At,,

P = [ pyn"dr

At,,

Para determinar los valores de Ux" y Px" hemos escogido las funciones

de interpolacion temporal de tal manera que,

Mm(r) =1 parat, , =T=7T, (A].)
n"(t)=0Oparat<t,, 6t>1,

y n™(t) tiene la forma,

)= ali ) (eona)] ] a2)
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Tendremos que resolver los cinco tipos de integrales, el primer tipo es

- j v IH(Q ) Cf} _ H[(tn ) Cf}}d

- (A.3)
- j k{H[k - r} - H[k - r}}dk
[ %! G,
donde k =t
t, =T, t, =T,
I - ;kQH[un ) } _ ;kQH[m x,)- } ™

Se pueden obtener cuatro resultados dependiendo del instante de tiempo

que se esté evaluando,

1) si (t-tm+1) < 7/¢1 2 (6-Tm) ¥ (G-Tm) < 7/ 2, figura (3.1.a),

I =4t -7, ) —;( r] (A.5)

¢

2) si (ti-tm+1) < v/C1 < (6-Tm) ¥ (t-Tm+1) < 7/C2 < (&-Tm) , figura (3.1.b),

I = (;J —;(;’j (A.6)

Il = é[rj _%(tn ~ T )2 (A7)

Apéndice A, pag. 2



Evaluacién de las integrales en el tiempo

@ | (®)
' t t, t
- r/c, - r/c,
t, t t t
r/c, r/c,
t, |t t| |t
r/e, rfc, r/c, r/c,
(© d
t
t:/ c, r/ec,
to t t
r/c, r/cy
t, t ) [t
r/c, 1/c; r/et/e

Figura 3.1. Los limites de integracion cuando: a) ha llegado la onda longitudinal, b)han
llegado las ondas longitudinal y transversal, c) queda la onda transversal, d) han pasado

ambas ondas, {0 =t - Tm+1 Y th =t- Tm

4) sir/co < (ti-Tm+1) O 1/c1 > (t-Ttm) , figura (3.1.d),

I, =0
El segundo tipo de integral es

| 6{(1:,1 _1)- Crl}dr _ tj 6[k - Cﬂdk

th = Tma1

y para esta integral se pueden obtener dos resultados,

(A.8)

(A.9)
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1) si (t-tm+1) < 7/¢1 < (t-Tm)

I,=1 (A.10)

I,=0 (A.11)

- (A.12)
- [ [ -kle, ) H{k —"} —H{k -r} dk
t, =T C1 C2
Tt =T
Iy = [%k3 -1k2(t, rmﬂ)}{{(tn 1, )-
C; r
I (A.13)
_[%k3 S 1k3(t, rm+1)}-l[(tn —t,)-"
C, T

y se pueden obtener cuatro resultados,

1) si (-Ttm+1) < 7/C1 < (6-Tm) ¥ (-Tm) < 1/ 2, figura (3.1.a),

[U 42 )] -
c, c,

2) si (t-tm+1) < 17/€C1 < (b=Tm) ¥ (&-Tm+1) < 7/C2 < (t-Tm) , figura (3.1.b),
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(A.15)

I3 = é[rJ _é(rJ (tn _Tm+1)+%(tn _rm+1)3 (A16)

4) sir/c < (t-Tm+1) O 1/ C1 > (t-Tm) , figura (3.1.d),

I,=0 (A.17)
El cuarto tipo de integral es

I - j . _T)a{(tn o) r}dr _ [ k-, —rm+1)]6[k —r}dk

(A.18)

y se pueden obtener dos resultados,

1) si (t=tm+1) < 1/C2 < (t-Tm)
-
I4 =7_(t _Tm+1) (Alg)
2) sir/c1 > (t-Tm) 6 1/C1 < (ta-Tm+1)

I,=0 (A.20)

Y por ultimo el quinto tipo de integral es,
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T, G by =Tt ¢
(A.21)
en este caso haciendo uso de la propiedad de la delta de Dirac,
I f’kf’(;x-a) Flo)dx = (1) [3?}5")} (A.22)
se obtendran,
1) si (t=tm+1) < /01 < (ta-Tm)
I, =-1 (A.23)
2) sir/c1 > (t=tm) 6 r/C1 < (ta-Tme+1)
I,=0 (A.24)
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