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CAPITULO I

1 Introduccidon

1.1 Cooperacién parcial en juegos de n—personas

La teoria de juegos fue fundada por John von Neumann en 1928 [64]. Esta
moderna aproximacién a los problemas de cooperacién y competicién se re-
descubrié cuando von Neumann escribe un tratado con el economista Oskar
Morgenstern, titulado Theory of Games and Economic Behavior [65]. En
ella, un juego cooperativo es una situacion derivada de una actividad en la
que los elementos o actores que Intervienen (personas, instituciones, empre-
sas, etc.) persiguen alcanzar un determinado objetivo (ganar una votacién,
buscar mayores beneficios empresariales, mejorar una gestién, etc.) mediante
la colaboracién entre ellos. A diferencia de los denominados juegos competiti-
vos 0 no cooperativos —caracterizados por las estrategias que puede emplear
cada uno de los jugadores y una funcién de pagos asociada a cada jugador, la
cual depende de las diferentes estrategias que se empleen—, en un juego coo-
perativo no es necesario analizar las estrategias de los jugadores; es suficiente

conocer los pagos asociados a los resultados del juego.



1 INTRODUCCION 2

En principio, en el estudio de los juegos cooperativos de n—personas, se
supone que cualquiera de los jugadores quiere cooperar con los demas o, en
otro caso, el juego se desarrollard en forma no cooperativa. Es decir, serd
posible formar cualquier coalicién entre jugadores y, por tanto, existird una

cooperacion universal entre todos ellos.

En la actualidad, la teoria de juegos cooperativos se aplica en distintas
areas de conocimiento como pueden ser la Investigacion Operativa, Teoria
de la Decisién, Ciencias Politicas y Econdmicas, mercados econémicos, asig-
nacién de costes, modelos sobre contaminacion y localizaciéon (véase Brams,
Lucas y Straffin [14]). Debido a ello, esta filosofia de cooperacién gene-
ral entre todos los jugadores no siempre puede aplicarse ya que no sirve
para modelar todas las situaciones. Esto puede contemplarse, por ejemplo,
en aquellos juegos simples que modelan los diferentes sistemas de votacién
establecidos en diversas instituciones sociales, empresariales, politicas, etc.
También puede observarse en cualquier juego que intente representar una
situacién en la que algunos jugadores no sean afines entre si, su cooperaciéon
esté condicionada por intereses comunes, o tengan algin tipo de veto a la

participacion de ciertos jugadores en determinadas coaliciones.

En opinién de Harsanyi y Selten [34], existen importantes clases de juegos
intermedios entre la cooperacién completa y la no cooperacién absoluta para
los que no existen conceptos de solucién satisfactorios. La aproximacién mas
simple, que incorpora restricciones a las coaliciones entre los jugadores en
un juego cooperativo, es el modelo de Aumann y Maschler [1] sobre juegos
con estructuras de coalicion. En esta aproximaciéon a una cooperacién mas
restringida o limitada, los jugadores son distribuidos formando una particién
del conjunto de los mismos, B = {By, B,..., By}, denominada estructura
de coalicién. Asi, dada una estructura de coaliciones, las relaciones entre
jugadores pueden realizarse, inicamente, dentro de las coaliciones que cons-
tituyen la estructura. Posteriormente, Aumann y Dréze [2], definen el valor
®s[v] mediante una familia de axiomas y establecen que la restriccién del

valor ®5[v] a cada elemento de la particion es el valor de Shapley del subjuego

(Bi,vBi).
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Otros trabajos que han desarrollado la investigacién en juegos coopera-
tivos con estructuras de coalicién, dadas de forma exdgena, son debidos a
Owen [51], Hart y Kurz [36], Levy y Mc Lean [42], Winter [70], [71], [72], y
Mc Lean [43]. Por otro lado, la formacién endigena de coaliciones, la cual se
encuentra implicita en la teoria de conjuntos estables de John von Neumann
y Oskar Morgenstern, es estudiada por otros investigadores como Shenoy
[60], Hart y Kurz [35], [40].

Las estructuras de coalicion no pueden emplearse en aquellas situaciones
en las que la relacién entre los jugadores no sea transitiva. IEntonces, Myerson
[44] propone un nuevo punto de vista para modelar la conducta cooperativa
entre los jugadores. Dado un juego (N,v), Myerson le asocia un grafo de
cooperacién G = (N, E) cuyo conjunto de vértices N es el formado por
todos los jugadores y cuyo conjunto de aristas no ordenadas E viene dado
por los acuerdos bilaterales entre los jugadores. El juego restringido por el

grafo de cooperacion se define mediante

Groy G
v(S) = u(ST),
donde la suma recorre todas las componentes conexas SjG del subgrafo indu-

cido por S C N. Entonces, el valor de Myerson definido en el juego (N, v)

con el grafo de cooperacién G es
8%70] = (v,

donde ®; es el valor de Shapley ordinario para un jugador ¢. Un juego coo-
perativo junto con un grafo de relaciones de cooperacion entre los jugadores

es denominado habitualmente situacion de comunicacion.

La linea de investigacién planteada por Myerson ha continuado con tra-
g I 1 y
bajos de Owen [52], Nouweland y Borm [48], Carreras [17], Nouweland, Borm
y Tijs [49], entre otros. Por otra parte, la formacion endégena de situaciones
de comunicacién es analizada por Aumann y Myerson [3], y otros modelos re-
I y My )
cientes de cooperacién restringida son estudiados por Bergantinos, Carreras
I le] ?
y Garcia Jurado [6], Calvo y Lasaga [15]. Usando métodos combinatorios,
Faigle [25], [27], propone un nuevo modelo para analizar la cooperacion par-

cial. En dicho modelo, se define el juego cooperativo sobre un subconjunto
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F de las partes del conjunto de jugadores y las coaliciones que pertenecen
a este subconjunto se denominan factibles, no poseyendo ninguna estructura

determinada

v: FC2¥V — R, v(0)=0.

Posteriormente, se extiende el juego a todas aquellas coaliciones de N que
puedan expresarse como unién, no necesariamente tnica, de coaliciones fac-

tibles disjuntas dos a dos.

Volviendo al modelo iniciado por Myerson, puede observarse que el con-
cepto de juego restringido por un grafo de comunicacién se define —tal como
se indica en un pardgrafo anterior-—— mediante una suma extendida a todas
las componentes conexas del subgrafo determinado por cada coalicién de ju-
gadores. Es obvio que, en este caso, son las componentes conexas las que
determinan el valor de la funcién caracteristica correspondiente al juego res-
tringido. Teniendo esto en cuenta, este trabajo de investigacion se inicia con
la intencién de generalizar los conceptos anteriores, de forma que la relacién
entre los jugadores no tenga porqué estar representada por un grafo no orien-
tado, ni que las componentes conexas de los diferentes subgrafos constituyan

el soporte del juego restringido.

Para ello, se asume parte de los conceptos de Faigle en cuanto a que se
considera un conjunto arbitrario de coaliciones factibles y se define el juego
restringido utilizando como elemento bésico dicho sistema de coaliciones fac-
tibles. Esto, junto con el anélisis de los trabajos de Owen, Borm, Nouweland
y Tijs —entre otros—, desembocara en la utilizacién de sistemas de particion,
espacios de clausura, geometrias convexas y técnicas de analisis combinatorio
para llegar a una generalizacion de los conceptos introducidos por Myerson

y algunos investigadores citados anteriormente.

1.2 Sumario

En el segundo capitulo, después de una breve introducciéon en la que se reco-

gen conceptos generales de la teoria de juegos v otros que han de ser utiliza-
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dos, se introduce el concepto de sistema de coaliciones factibles y el de juego
restringido por dicho sistema. Estas ideas han sido introducidas por Faigle
[25] aunque, en esta tesis, se utiliza un concepto de sistema de coaliciones
factibles de forma que se pueda definir el juego restringido 97 sobre cualquier
coaliciéon de jugadores.

En la seccién correspondiente, se sistematiza el estudio de las propieda-
des del juego restringido (N,97) y las que se heredan del juego (N,v). Se
prueba la superaditividad del juego restringido y se establece que el caracter
monédtono, simple y propio del juego v es heredado por el juego o . Ademas,
se resalta que la supermodularidad de la funcién v no implica, en general, la
supermodularidad de la funcién caracteristica correspondiente al juego res-
tringido. Por esto, se plantea el estudio de las condiciones que ha de cumplir
un sistema de coaliciones factibles para que se transfiera la convexidad del
juego (N,v) al juego (N, 57), en la seccién dedicada a los juegos restringidos

por un sistema de particion.

Se estudia la relacién existente entre los cores del juego (N, v) y del juego
(N, 57), estableciéndose una relacién de inclusiéon entre ambos bajo la hipé-
tesis adicional de ser v(N) = o7 (N), y se utiliza un resultado de Faigle para

caracterizar el core del juego restringido.

A continuacién, y con idea de generalizar resultados de Myerson y Owen
sobre cooperacién parcial, se define el concepto de F—componente o coalicién
factible maximal de una determinada coalicién S C N; se pone de manifiesto
que no constituyen, en general, una particién de S ya que no tienen por
qué ser disjuntas y se da una condicién necesaria y suficiente para que las
F-componentes de cualquier coaliciéon formen una particion de la misma.
Ademés, se analizan las condiciones que permiten determinar la funcién ca-
racteristica del juego restringido mediante la particiéon de cualquier coalicién
en sus J-componentes.

Lo anterior da pie a introducir el concepto de sistema de particion y el

concepto de F-juego restringido asociado. Estas definiciones supondran una

generalizacién del concepto de juego restringido por un grafo de comunicacion
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y un caso particular del concepto de juego con estructura de cooperacion defi-
nido por Weber en [67]. En esta nueva situacién, el juego restringido, (N, v7)
no es siempre superaditivo y —siguiendo el misma esquema de trabajo que
para los sistemas de coaliciones factibles— se generalizan algunos resultados
de Owen y Carreras sobre la transmisién de la superaditividad y el caracter
simple y propio del juego (N,v) al juego restringido. También, utilizando
las condiciones apuntadas por Faigle sobre familias intersectantes, se esta-
blecen las hipétesis que implican condiciones suficientes para que el juego
restringido sea convexo cuando lo sea el juego (N,v), extendiéndose el re-
sultado a una unién finita de familias intersectantes atémicas, disjuntas dos
a dos y que contienen al conjunto vacio. Esto ultimo permitird, en el si-
guiente capitulo, generalizar algunos resultados de Nouweland y Borm sobre

la supermodularidad del juego restringido.

Teniendo en cuenta las relaciones establecidas entre el core del juego
(N,v) v del juego (N, 97 ) para un sistema de coaliciones factibles, se estudia
su permanencia en un sistema de particién aunque el F—juego restringido,
(N,v7), estd ahora definido de forma diferente. Asi, se demuestra que, con
la misma hipétesis adicional, se mantiene la relacién de inclusién entre los
cores de ambos juegos, v que el juego restringido es totalmente equilibrado
si lo es el juego (N, v).

En la tltima seccién del segundo capitulo, se define el operador Lz que
asocia a cada juego el correspondiente juego restringido. Se demuestran
algunas caracteristicas del mismo, se calculan los transformados de los juegos
de unanimidad y se prueba, mediante la utilizacién de las propiedades de
la funcién de Mobius, que los juegos de unanimidad cuyo soporte es una
coalicién factible constituyen una base del espacio imagen. Ello permitird la
generalizacién de algunos resultados de Owen sobre juegos restringidos por
grafos.

En el capitulo tercero, se amplia el estudio de los juegos restringidos
por un sistema de particién y se analizan en los sistemas cuyo conjunto de

coaliciones factibles sea una geometria convexa. Asi, por un lado, se definiran
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los conceptos de F-valor de Shapley y de Banzhaf-Coleman, la F—extensién
multilineal de Owen y el F-potencial restringido de Hart y Mas—Colell; por
otro lado, se introduciré el concepto de geometria convexa de particion y se
estudiardn, en esta situacidn, las caracteristicas especiales de los conceptos
previamente definidos.

En la primera seccién, se introducen los conceptos basicos sobre las geo-
metrias convexas —dados por Edelman y Jamison en [22]— y se comprobara
que el par (N, L) no es, en general, ni un sistema de particién ni un sistema
de coaliciones factibles. Ello obligard a definir las geometrias convexas de

particién, de las que se expondrdn algunos aspectos relevantes y especificos.

En la segunda seccion, en una terna (N, F,v) en la que (N,F) es un
sistema de particién y (N, v) un juego definido sobre NV, se definen los con-
ceptos de F—valor de Shapley v de Banzhaf-Coleman del juego (N, v) como
los valores correspondientes al juego restringido (N,v”). Serd inmediato ver
que las definiciones introducidas significan una generalizacion del valor de
Shapley v de Banzhaf-Coleman asi como del valor de Myerson, y se pondra
de manifiesto la importancia del calculo de los dividendos del juego restrin-
gido para determinar los F-valores. Utilizando una base del espacio Lx(I'V),
se obtiene una férmula que relaciona a dichos dividendos con los del juego

(N,v).

Al estudiar la situacién en el caso de geometrias convexas de particion, se
alcanzan resultados que permiten calcular los dividendos del juego restrin-
gido mediante los valores de la funcién caracterfstica del juego (N,v). En
dichos resultados intervendra la funcién de Mobius, el hecho de ser (£, C) un

reticulo y el intervalo [S7, S| un dlgebra de Boole.

En la misma seccién, se define la F-extensiéon multilineal de Owen, la
cual hard posible obtener los F—valores de Shapley v de Banzhaf-Coleman
mediante la integracién de la funcién f7 a través de la diagonal principal
del cubo unidad [0,1]", ¥ por derivacién parcial de la misma evaluada en el

punto (1/2,...,1/2).

En la seccién dedicada al potencial de Hart y Mas—Colell [37], se define
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el F—potencial restringido del juego (N, v), observandose que tiene sentido
la definicién para cualquier subjuego (S,vs) y que puede generalizarse el
resultado de Winter [70] para el potencial del valor de Myerson. Teniendo
en cuenta que a cualquier coalicién se le asocia una particién en coaliciones
factibles maximales, se establece un nuevo algoritmo recursivo para calcular
el F-valor de Shapley sin necesidad de conocer los valores de la funcién
caracteristica correspondiente al juego (N,v”). Ademas, en el caso de que el
sistema de particién sea una geometria convexa (N, L), se obtienen férmulas
explicitas para el cdlculo del £L-potencial convexo, haciéndose notar que éstas
coinciden con las férmulas proporcionadas por Hart y Mas-Colell cuando se

considera como par (N, L) el algebra de Boole de las partes de N.

En la dltima seccién del tercer capitulo, se analizan para los juegos sim-
ples los resultados fundamentales obtenidos en las secciones anteriores. Ello
se justifica por la aplicabilidad de los juegos simples y por el hecho de que,
en este tipo de juegos, las coaliciones son ganadoras o perdedoras sin po-
sibilidades intermedias. Asi, mientras que en los sistemas de particion son
determinantes las coaliciones factibles para el calculo de los diferentes con-
ceptos de solucién del juego restringido, ahora las coaliciones ganadoras y

factibles, F N W, tendran una relevancia especial.

En el cuarto capitulo se estudia una clase de sistemas de coaliciones facti-
bles derivada de establecer, en el conjunto finito de jugadores N, una relacion

de orden parcial y considerar los conjuntos convexos de P = (N, <).

En la primera seccidn, se introducen los conceptos basicos sobre el con-
junto Co(P) —dados por Birkoff y Bennett [10], asi como por Edelman y
Jamison [22]-—, se indica que el par (N,Co(P)) es una geometria convexa
atémica y, por tanto, un sistema de coaliciones factibles. Ademas, se hace
notar que si la longitud o rango del conjunto parcialmente ordenado P es
menor o igual a la unidad, entonces el par (N, C'o(P)) es una geometria con-
vexa de particidén; ahora bien. en esta circunstancia, al considerar la terna
(N,Co(P),v), resulta que la funcién caracteristica del C'o(P)-juego restrin-
gido coincide con la del juego (V,v).



1 INTRODUCCION 9

Si la longitud del conjunto parcialmente ordenado es mayor o igual que
dos, entonces el par (N,Co(P)) no es un sistema de particién. Por ello, la
segunda seccién se dedica a investigar bajo que condiciones se verifica que
(N,Co(P)) es una geometria convexa de particion.

En la seccién segunda, se consideran conjuntos finitos parcialmente or-
denados coherentes, tales que cualquier subconjunto parcialmente ordenado
inducido y con longitud mayor o igual que dos sea coherente. Esta clase
especial de conjuntos finitos parcialmente ordenados se denominaran com-
pletamente coherentes, y se demostrara la siguiente caracterizacion: el par
(N,Co(P)) es un sistema de particién si y sélo si P es completamente cohe-
rente y P\ ex(P) es una cadena.

En el dltimo capitulo, se presentan algunas aplicaciones de la teoria de
juegos para evaluar la distribucién del poder de las naciones en el Consejo
de la Unién Europea, asi como la de los partidos politicos en el Congreso de
los Diputados de Espana y en los Parlamentos de Andalucia y de Cataluna.

El estudio de los indices de poder en las Ciencias Politicas tiene antece-
dentes en los trabajos de Herne y Nurmi [38], Widgrén [68], y Lane y Meeland
[41], los cuales analizan el poder coalicional en el Consejo de Europa; Ca-
rreras y Owen [16], Carreras [17], y Calvo y Lasaga [15], lo aplican a los
Parlamentos de Catalunia y Espana. Otras situaciones son también estudia-
das por Edelman [23]. En las aplicaciones que aqui se presentan, se calculan
los indices de poder mediante el programa de célculo simbdlico Mathemalica,
con el que se definen nuevas funciones con objeto de obtener el poder convexo
de Shapley o el F—valor de Shapley cuando se esté considerando un juego con
cooperacién parcial. Para ello, se utilizardn algunos resultados de capitulos

precedentes.

En la primera seccion, se definen los juegos de votacion ponderada, su
forma habitual de representarlos y se pone de manifiesto su cardcter de juego
simple y propio. Ademas, se indica que, para este tipo de juegos, siempre
coinciden las funciones caracteristicas asociadas a un juego con cooperacion

restringida y al F—-juego restringido por un sistema de particion.
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En la primera aplicacién, se analiza la relacién poblacién/votos/poder
para las quince naciones que forman actualmente la Unién Europea. Bilbao
y Lépez estudian esta situacién en [7], comparando los indices de poder de las
naciones en la Europa de los doce con la posible ampliacién a dieciséis miem-
bros. Ahora bien, la negativa de Noruega a incorporarse a la Unién Europea,
asi como la discusién sobre cual debe ser la mayoria cualificada necesaria
para adoptar acuerdos, hace que sea de interés este estudio ante la reforma
de los sistemas de votacién que estudia la Conferencia Intergubernamental

Europea durante 1996.

En la tercera seccidn, se modela el juego de votacién del Congreso de los
Diputados de Espana en la legislatura de 1996, haciendo un estudio del poder
coalicional de los diferentes partidos y realizando los célculos tanto bajo la
hipotesis de una cooperacion total como parcial. En este altimo supuesto, se
consideran dos sistemas de particidn: nno, que surge de considerar la relacion
de orden izquierda—derecha y las coaliciones convexas que de ahi se derivan;
otro, de una situacién de comunicacién en la que las relaciones bilaterales se
modelan mediante un grafo y en el que se considerara la geometria convexa
de particién constituida por los subgrafos conexos. En ambas circunstancias,
se calculard el F-valor de Shapley mediante un método indirecto y otro
directo. Por ultimo, se analiza el poder en el Parlamento de Catalufia, en la

legislatura iniciada en 1995.

En la cuarta seccion, se estudia el poder coalicional de los grupos par-
lamentarios en el Parlamento de Andalucia. Se hace notar que en las legis-
laturas de 1982, 1986 y 1990 no existe juego cooperativo de coaliciones, de
forma que el estudio se centra en la legislatura iniciada en 1994. En ella,
se analizan las estrategias competitivas de los tres partidos con poder en el
juego de mayoria absoluta y se exponen los diferentes escenarios, modela-
dos mediante grafos, que podian darse en el Parlamento Andaluz. En este
contexto, se plantea el juego competitivo como una situacion en la que cada
partido pugna por alcanzar el escenario en el que obtenga el poder coalicional
maximo. Esta situacion se estudia mediante la técnica de anélisis de conflic-

tos creada por Fang, Hipel y Kilgour [28], [39]; se introducen conceptos de
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estabilidad y equilibrio para aplicarlos al juego coalicional, y se prueba que
el tinico equilibrio de Nash en el juego del poder coalicional es el escenario
del grafo completo.

Esta tltima seccién concluye con los resultados de los indices de poder
relativos al order conver y correspondientes a la nueva composiciéon del Par-
lamento de Andalucia en la legislatura iniciada el 3 de Marzo de 1996.
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CAPITULO II

2 Juegos Restringidos

2.1 Nociones basicas

Un juego cooperativo de utilidad transferible en un par (N,v), donde N es un

conjunto finito y v es una funcién

v:2V — R,

que asigna a cada S C N un namero real y verifica que v()) = 0.

Los elementos de N = {1,2,...,n} se denominan jugadores, los subcon-
juntos S € 2V coaliciones y v(.S) es el valor de la coalicién S. La funcién v
se denomina habitualmente funcidn caracteristica del juego, siendo identifi-
cado —siempre que no haya lugar a confusion— el juego (N, v) mediante su

funcién caracteristica.

Ejemplo 2.1.1 Una finca rdstica estd valorada por su actual propietario
en 50 millones de ptas. Un empresario le ofrece acondicionarla para su uti-

lizacién como poligono industrial, con lo que su valor de mercado alcanzaria
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los 100 millones de pesetas. Otro empresario le ofrece urbanizar la finca para
su posible subdivisién en parcelas destinadas a viviendas unifamiliares. Con
esta urbanizacién, el valor de la finca estaria en los 125 millones.

Una representacién del juego es definir N = {1,2,3} y v : 2V — IR,
siendo

w(0) = 0, v({1}) = 50, v({2}) = v({3}) = v({2,3}) = 0
v({1,2}) =100, v({1,3}) =125, v({1,2,3}) = 125,

donde el jugador 1 representa al propietario actual y los jugadores 2 y 3 a

los diferentes empresarios.

Légicamente, aunque éste no es objetivo de esta introduccion, habria que
predecir que coalicién se formara y como se repartird el beneficio entre los

SOCIOS.

Ejemplo 2.1.2 En un érgano colegiado de una institucion, constituido por
40 personas con derecho a voz y voto, aquellos que han de pertenecer al comité
ejecutivo se designan mediante el voto favorable de la mayoria absoluta de

sus miembros. En esta situacion, el modelo de representacion del juego es
N ={1,2,...,40}, v: 2V — IR tal que

(5) 1, si |S]>21
v(S) =
0, en otro caso

para cualquier S C V.

Siv(S) < o(T), paratodo S €T C N, entonces se dice que el juego (N, v)
es mondtono. Puede observarse que la funcién caracteristica del Ejemplo
2.1.1 cumple esta condicién. Si, ademas, el recorrido de la funcién es el
conjunto {0,1}, entonces se denomina juego simple. Es decir, (N,v) es un

Juego simple si
v(S)€{0,1}, VSC N ysi SCT == 0(S5)<oT).

El Ejemplo 2.1.2 constituye un ejemplo clasico de juego simple, denominado
juego de votacion.
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En general, se denotara por I'V al conjunto de todos los juegos coo-
perativos de utilidad transferible definidos sobre el conjunto finito N =

{1,2,...,n}. Es decir

PN = { (]\f,v) l v 2N - IR'? U(Q) = 0}7
y se denotard SV para simbolizar al conjunto de juegos simples definidos
sobre N. Obviamente SV C I'V,

En el conjunto I'V, se introducen las operaciones
+ VYN — TV (vw)— vt w

S Rx Y — TN (a,0) — aw

definidas por
(v+w)(S) =v(S) 4+ w(S), (xv)(S)=awv(5),

para cualquier S € N. Con respecto a estas operaciones, la terna (I'V, +,.)
constituye un espacio vectorial (2" — I )-dimensional. Una base esta formada

por el conjunto

{up e V| T CN, T # 0},

siendo
1 &1 TCS

S) =
ur(5) { 0 en otro caso.

Estos juegos up € TV, se denominan juegos de unanimidad.

El juego (N,v), es llamado cero-normalizado, cero—mondtono, aditivo o
superaditivo, respectivamente, si su funcién caracteristica. v, verifica la co-

rrespondiente condicién:
(a) v({¢}) =0, para todo elemento € N.

(b) v(S)+ > v({z}) <o(T), para toda S CT C N.

i€T\S

(¢) v(SUT) =v(S)+ o(T), para toda S, T C N, con SNT = 0.
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(d) »(SUT)>v(S)+v(T), para toda S, T C N, SNT = 0.

Por QV se denotara al conjunto de juegos superaditivos. Este conjunto
es no vacio (los juegos de unanimidad son superaditivos) y verifica que

(a) Sive QN y w e QN entonces v+ w € on.

(b) Sia>0ywve ON . entonces a.v € QN.

El juego (N,v) se dice que es convezo si la funcién caracteristica es su-
permodular. Esto es, si

v(SUT)+0(SNT) > o(S)+o(T), VS, T € 2V.
Obviamente, si (IV,v) es convexo, también es superaditivo.

Una de las ideas basicas en la teoria de juegos cooperativos de utilidad
transferible es que, dado un juego (N,v) y suponiendo que se llega a algin
tipo de entendimiento entre los jugadores, se reparte la ganancia total, v(IV),
de la gran coalicién N entre ellos. De ahi que una distribucién de la cantidad
v(N) entre los jugadores es representada por una funcién con valores reales x

sobre el conjunto de jugadores N, la cual satisface el principio de eficiencia:

> xi=v(N),

iEN
donde x; representa el pago al jugador 7 con la funcién x. Normalmente
se identifica la funcién x sobre N con una n-upla de nimeros reales x =
(1,...,x,). Los vectores € IR" que satisfacen el principio de eficiencia son

Hamados vectores de pago eficientes o pre—imputaciones para el juego (N, v).

Ahora bien, la mayoria de los conceptos de solucién propuestos para jue-
gos cooperativos de n—personas requieren que los vectores de pago eficientes
cumplan el llamado principio de individualidad racional, el cual exige que el
pago a cada jugador 7 por el vector de pago x sea al menos la cantidad que

el jugador puede obtener por si mismo en el juego. Es decir,

x; > v({i}), paratodoi€ N.
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Las preimputaciones que verifican este principio de individualidad racional

se llaman imputaciones para el juego (N,v).

El core del juego (N,v) es el conjunto:
C(N,v)={z e R"| 2(N)=0v(N), z(5)>0(S5),VSe2V\0},

donde z(S5) = Zx,
i€S
Esta idea del core de un juego fue introducida por Gillies [30] y pueden
darse ejemplos de juegos en los que el core es vacio. No obstante, hay clases
de juegos cooperativos de utilidad transferible para los que el core es no vacio.

A este respecto, merece destacarse el conjunto de juegos convexos.

En el estudio de las condiciones que determinan si el juego tiene o no
un core vacio, Shapley introdujo el concepto de coaliciones equilibradas y de
Juego equiltbrado.

Sea (N,v) un juego. Una coleccién {S1,S5,,...,5,} de subconjuntos de
N, distintos y no vacios, se dice que es equilibrada sobre N si existen nimeros

positivos oy, @y, ..., a,, —denominados pesos— tales que, para todo 2 € IV,
Z oy = 1.
{-j:iesj}
Si, para cualquier coleccién equilibrada sobre N, se verifica que

m

3" aju(S;) < o(N),
7=1

entonces se dice que el juego (N, v) es equilibrado.

Bondareva [11] y Shapley [58] demuestran que la clase de juegos equili-

brados coincide con la clase de juegos de core no vacio.

Cercano al concepto de juego equilibrado esta la nocién de equilibrio total.
Un juego (N,v) se dice totalmente equilibrado si los subjuegos inducidos
(S,vs) son equilibrados para toda S C N, S # (. Aqui se entiende por sub-

juego inducido (S,vs) aquel cuya funcién caracteristica viene determinada
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por

vs(T) =o(T), VI' C 5.

En cualquier juego (N,v), las diferentes coaliciones de N junto con la
relacién de inclusién forman un conjunto parcialmente ordenado: (2V,C).
Debido a ello y a que se quieren introducir técnicas combinatorias de enu-
meracién para obtener generalizaciones en juegos de n-—personas con coo-
peracion parcial, es necesario presentar aquellos conceptos referentes a los
conjuntos parcialmente ordenados que vayan a utilizarse. También, se ex-
pondran algunos conceptos relativos al Algebra de Incidencia de un conjunto
parcialmente ordenado y localmente finito asi como, de manera especial, re-
sultados asociados a la Férmula de Inversién de Mobius de los que se hard
uso en este capitulo y en los posteriores [62] [55]. En adelante, se utilizaran

las notaciones de Stanley [62].

Un conjunto parcialmente ordenado es un par (P, <,.) en el que P es
un conjunto y <p es una relacién binaria establecida en P que satisface las

propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

En lo que sigue, haciendo un abuso de notacién y siempre que no haya
lugar a equivoco, se denotard por P al conjunto parcialmente ordenado y
por < a la relacion de orden establecida en P. Se dice que 1 € P es ltimo
elemento de P si x < 1 para todo z € P. Similarmente, se dice que 0 € Pes

primer elemento de P si 0 < x para todo x € P.

Dos conjuntos parcialmente ordenados Py () son isomorfos si existe una
aplicacion biyectiva entre ellos que conserva el orden. Es decir, P ~ @, si
existe f : P — @ biyectiva tal que

v<yen P <= f(z)< fly)en Q.

Si Q € P, puede definirse un orden parcial en () denominado orden
inducido de la siguiente forma: para z,y € @, x < yen (siysélosiz < yen
P. Por ello, (), <) se denomina subconjunto parcialmente ordenado inducido
por (P, <). Es claro que existen 2! subconjuntos parcialmente ordenados
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e inducidos por P y unos casos especiales lo constituyen las cadenas y los

intervalos cerrados.

Una cadena C de P es un subconjunto parcialmente ordenado inducido
en el cual dos elementos cualesquiera son siempre comparables; es decir,

(' C P es una cadena si para todoz,y e C, t <y o y <.
Un intervalo cerrado [x,y] C P se define como
gl ={zePla<z<y)

Es evidente que la definicién de intervalo cerrado tiene sentido solamente
cuando z < y. El intervalo cerrado es un subconjunto parcialmente ordenado
inducido por P con primer y iltimo elemento, y no constituye necesariamente
una cadena. Para todo x € P, el intervalo [z,2] es el conjunto unitario
{z}. Si cualquier intervalo cerrado de (P, <) es finito, se dice que (P, <) es
localmente finito.

Si x,y € P, se dice que y cubre a z si @ < y y no hay ningin elemento
z € P que cumpla la condicidn de ser x < z < y. Esto es, y cubre a x siy
s6lo si
r<y v [v,y]={x,y}.
Un conjunto parcialmente ordenado y localmente finito esta completamente
determinado por la relacién cubrir y a partir de esta relacion se representa el
diagrama de un conjunto parcialmente ordenado, denominado diagrama de

Hasse.

Otra clase particular de subconjuntos parcialmente ordenados inducidos
por P, lo forman los llamados ideales del orden de P. Se dice que I C P es

un ideal del orden de P cuando
Veel.siy<z==ycl
En particular, sea z € P. El par (A,, <), donde

A,=<ax>={yePly<a}
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se denomina ideal principal del orden generado por z.

Sea B C P, B # (), donde P es un conjunto parcialmente ordenado. Un
elemento ¢ € P se denomina cota superior de B siempre que b < ¢, para
todo b € B. Si ademés, para todo b € B, la relaciéon b < v implica que
¢ < v, entonces se dice que el elemento ¢ € P es el supremo del conjunto B.
De un modo dual se definen los conceptos de cota inferior y de infimo del
conjunto B. El supremo v el infimo del conjunto B se simbolizan por supp B8
e infp B respectivamente, omitiéndose el subindice siempre que no haya una
posible confusién. Si en un conjunto parcialmente ordenado (P, <) existen el
supremo y el infimo de cualquier pareja de elementos de P, entonces se dice

que (P, <) es un reticulo. Usualmente, se denota:

aANb=inf{a, b}, aVb=sup{a, b}

Se pueden definir varias operaciones entre conjuntos parcialmente orde-
nados. De ellas, interesa resaltar aqui el producto directo o cartesiano de dos
conjuntos parcialmente ordenados P y ). Se define el producto cartesiano o
directo de (P, <) y (@, <), como otro conjunto parcialmente ordenado que se
denota por (P x @, <) en el que

Px@Q={(vy)lzeb yel} v

A

(z,y) <(@,y)en PxQsiz<z'en Pey <y en Q.

A continuacién, tal como se indic, se exponen algunos conceptos relativos
al Algebra de Incidencia de un conjunto parcialmente ordenado localmente

finito y a la Férmula de Inversiéon de Mobius.

Sea P un conjunto parcialmente ordenado y localmente finito y IK un
cuerpo de caracteristica nula (usualmente IR o €). Se dice que

f: PxP—IK,

es una funcidn de incidencia de P sobre I< si f(z,y) = 0 cuando z £ y. Esta

definicién implica que una funcién de incidencia es forzosamente nula cuando
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se evalua sobre pares que no constituyen intervalos de P. Se denotard por
I(P,IK) al conjunto formado por las funciones de incidencia de P sobre IK.

En este conjunto, se definen las operaciones
+ : I(PK) x I(P,IK) — I(P,K), (f,9)— f+g
. Kx I(P,IK) — I[(P,K), (o, f)r—a.f
« : [(P,IK) x I(P,I) — I(P,IK), (f,9)+— [x*g,
definidas por

(f +9)(=y) = fle,y) +9(z,y), (a.f)z,y) = aflzy)
(fxa)zy) = (fo)z )= D fle.2)g(zy),

{z:0<2<y)
para cualquier (z,y) € P x P. Nétese que la segunda operacién interna
introducida esta bien definida, ya que P es localmente finito, y es asociativa
y distributiva respecto de la suma de funciones de incidencia. Suele deno-
minarse producto de convolucién y, ademds, tiene como elemento neutro a la

Tunciéon é de Kronecker

I, stz=y

6(z,y) :{

0, en otro caso.

Con respecto a las operaciones definidas, (I(P,IK),+,.,*) constituye un al-
gebra sobre el cuerpo IK designada habitualmente por Algebra de Incidencia

I(P,K).
Una funcién de (P, IK) es la funcidn zeta ¢, definida por

. I, stz <y
z,Y) =
(@) { 0, en otro caso.

Obsérvese que para un determinado conjunto finito N, el par (2V,C) es
un conjunto parcialmente ordenado y localmente finito. En este caso, fijada

. ~ J . s ’ g 4
cualquier S € 2V, S #£ 0, la funcion zeta daria lugar a la funcién

1, siSCT

0, en otro caso.

Gs 2 2V — R, G(T) = (5, 7) = {
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que puede reconocerse como un juego de unanimidad. Esta forma de inter-

pretar los juegos de unanimidad es utilizada por Faigle y Kern [26].

Stanley [62, Proposicién 3.6.2] prueba que si f € [(P,IK), la funcién
inversa (para la operacién de convolucién) existe si y sélo si f(z,z) # 0,
para todo x € P. Ello implica, de forma inmediata, que la funcion zeta
posee inversa; dicha funcién inversa se denomina funcion de Mobius de P
y se simboliza por u (up cuando existe alguna posibilidad de confusién).
Es decir (= p¢ = & y su calculo puede realizarse mediante las siguientes

formulas recurrentes

L, stz =1y
pla,y) =4 — > plz,z), stz <yenP.
(= loe<y)

En general, si los conjuntos parcialmente ordenados (P, <)y (@, <) son

localmente finitos e isomorfos se verifica que

Cr(z,y) = Co(f(2), f(y), pe(z,y) = po(f(x), f(¥)),

siendo (p,up € [(P,IK) v (g, png € 1(Q,IK) las respectivas funciones zeta y
de Mobius asi como [ es la biyeccién existente entre P y () que preserva el
orden.

Como resultado fundamental relacionado con la funcion de Mobius hay
que resaltar la Férmula de Inversion de Mobius [62, Proposiciéon 3.7.1] la cual
establece que si P es un conjunto parcialmente ordenado en donde cualquier
ideal principal del orden es finito y si f,g : P — C, entonces para todo

x € P, se tiene

g() =3 fly) = fla)=>_ nly,z)g(y).

y<z y<o

Otro resultado que serd necesario considerar es el Teorema del Produc-
to [62, Proposicién 3.8.2] que establece una relacion entre las funciones de
Moébius correspondientes a las dlgebras de incidencia de dos conjuntos par-
cialmente ordenados y localmente finitos I( P, 1K), I(Q,IK), vy la funcion de
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Mébius definida en I(P x Q,IK). En efecto, si (P, <)y (@, <) son conjun-
tos parcialmente ordenados locamente finitos y (z,y) < (2/,y’) en P x Q,

entonces

pexo((z,y), (2 y") = pe(z, 2" gy, y').

Por dltimo, si £ es un reticulo finito y 1 # a € L, entonces, una conse-

cuencia inmediata de [62, Corolario 3.9.3] es que

> p(a, I)=o.

zel

2.2 Juegos con cooperacién restringida

En la introduccién se ha justificado la necesidad de investigar modelos mas
generales de juegos cooperativos en los que la cooperacion entre los juga-
dores esté condicionada, ya que la realidad de las aplicaciones exige la in-
terpretacidon de posibilidades intermedias entre la cooperacion total y la no
cooperacion.

En esta seccidn se estudian las propiedades de los juegos cooperativos en
los que la cooperacién es parcial y esté limitada por una coleccién prescrita de
coaliciones, las cuales se denominaran coaliciones factibles del juego. Dicho

conjunto no tendra, en principio, ninguna estructura predeterminada.

Definicién 2.2.1 Un sistema de coaliciones factibles es un par (N,F),

F C 2N, que satisface ¢l siguiente axioma:

(P1) O € F, y el conjunto {1} € F para todo i € N.

Teniendo en cuenta la definicién dada, resulta que cualquier coalicién

S C N puede expresarse como unién disjunta de coaliciones factibles ya que

S = Uaes{a}.



2 JUEGo0s RESTRINGIDOS 23

Ahora bien, esta particidon de S en coaliciones factibles no tiene por qué ser

unica tal como puede observarse en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.2 Sean N = {1,2,3,4} y
F=1{0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1, 3}, {2,4}, {3,4}}.

El par (N, F) es un sistema de coaliciones factibles. Si se considera la coa-
licién S = {1,3,4} C N entonces

I = {{1}7{3}a{4}} > Il = {{173}7 {4}} > II; = {{1}7 {3’4}} >
son diferentes particiones de S en coaliciones factibles.

En general, se denotara por Px(5), S # 0, al conjunto formado por todas
las particiones de S C N en coaliciones factibles no vacias. Obviamente

Pr(0) = {0}.

El razonamiento anterior da consistencia y sentido al concepto de juego

con cooperacion restringida.

Definicién 2.2.3 Sea la terna (N, F,v), donde (N, F) es un sistema de
coaliciones factibles y (N,v) un juego de utilidad transferible. Se denomi-
na juego con cooperacion restringida por el sistema de coaliciones factibles

(N,F), al par (N,v”) donde

o7 2V S R, vT(S) = méx{z o(Ty) | {T1:} € Pf(S)} .

[

Ejemplo 2.2.4 Sea la terna (N, F,v), donde (N, F) es un sistema de coa-
liciones factibles dado por

N:{1’2’3}, .7::{@,{1}7{2},{3}7{1,3}},
y v es la funcién caracteristica tal que, para S C N resulta ser
2 si|S] > 2
oSy =14 1/2, si|S|=1
0,

en ofro caso.
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En esta situacién, el juego con cooperacion restringida por el sistema de
coaliciones factibles, (N, #7), queda determinado de la siguiente forma:

S Pr(S) o7 (9)
o {0} 0
{1} {{1}} 1/2

{2} {{2}} 1/2

{3} {{3}} 1/2

{2y | ({1}, {21} 1/241/2=1

(1,3} [ {{1},{3}}, {{1.3}) max{1/2 +1/2,2} =2
2,3} | {{2},{3}) 1/241/2=1

{1,2,3} | {{1}, {2}, {3}}, {42},{1,3}} | max{3/2,1/2+2} = 5/2

La definicién dada de juego de cooperacion restringida por un sistema de
coaliciones factibles es una extensién, a cualquier coaliciéon de jugadores, de
la utilizada por Faigle en el estudio de juegos con cooperacién restringida [25]
y por Bergantinios, Carreras y Garcia~Jurado [6] cuando consideran grafos
de comunicacién para reflejar situaciones de incompatibilidad entre algunos

jugadores.
Es inmediato observar que
P ($) 2 (i)
1€ES

Ademas, el juego asi definido es siempre superaditivo y hay que exigir po-
cas condiciones al juego (N, v) para que el correspondiente juego restringido

(N,97) sea monétono. En efecto:

Proposicién 2.2.5 Sea la terna (N,F,v), siendo (N,F) un sistema de
coaliciones factibles y (N,v) un juego de utilidad transferible. El juego de
cooperacion restringida (N, 07 ) verifica que

(a) Es superaditivo y, por consiguiente, cero—mondtono.

(b) Si (N,v) es cero-normalizado, entonces (N,7” ) es cero-normalizado y

monotono.
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(c) Siv(S)>0,¥S C N, entonces (N,97) es mondtono.

Demostracién: (a) Sean S, T C N, con SNT = . Por definicién

57 (S) + o7 (T max{z O+ max{z

donde {S;}; vy {1;}; recorren todas las posibles particiones de S y T en
coaliciones factibles de V. Como los maximos se alcanzaran para dos deter-
minadas particiones, se tendra que

~F " ~F 3 ik

o7 (S) +07(T) = 3 vu(S7) + 2 o(T5),

¢ J

y, al ser {57, Tf}i,j una particién de S U T en coaliciones factibles de N, se
verifica

Z (S7) +Z <ma‘<{z (D)} =07 (SUT),

donde { Dy}, son las particiones de SUT en coaliciones factibles. Por tanto,
se verifica que o7 (S) + o7 (T) <5 (SUT).

Por otra parte, (N,v”7) es cero-monétono como consecuencia directa de
ser superaditivo. En efecto, si S C T C N, entonces T'= SU(T'\ S) y al ser
(N,57) superaditivo

5 (T) =27 (SU(T\ §)) =57 (S)+ 07 (T'\ 9).
Aplicando reiteradamente la superaditividad (N es finito),

H(T) > o7 (S) + 67 (T\S) = o7 (S) + S 7 ({i}).

i€T\S

(b) Para cualquier elemento a € N, se tiene que o7 ({a}) = v({a}) = 0 ya
vy Pr({a}) = {{a}}. Debido a que

<

que el juego (N,v) es cero-normalizado

(N,57) es cero-normalizado y cero-monédtono, resulta que si S C T C N:

F(T) > o7 (S) + 07 (T\ ) > o7 (S) + D o7 ({i}) = 57 (9).
ieT\S
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(c) Siguiendo un razonamiento anélogo al anterior, s1 .5 C 1', entonces

o7 (T) > 7(8) + 07 (T'\ S) > o7 (S),

ya que, por hipétesis, o7 (T'\ S) > 0. 0
Obsérvese que, en los apartados (b) y (c) de la proposicién anterior, es

fundamental que el juego (N, 9”) sea siempre superaditivo.

Corolario 2.2.6 Si (N,v) es mondtono, el juego de cooperacion restringida
(N, &%) también lo es.

Es una consecuencia inmediata ya que la monotonia del juego v y el hecho
de ser v(§) = 0 dan lugar a que v(5) >0, VS C N.

Proposicién 2.2.7 Sca la terna (N,F,v), siendo (N, F) un sistema de
coaliciones factibles y (N,v) un juego de utilidad transferible superaditivo.
El juego de cooperacion restringida (N,07) verifica que

(a) o7 (T) < o(T), para todo T C N.

(b) Si T € F, entonces o7 (T) = v(T).
Demostracién: (a) Por definicién

o7 (T') = max {Z o(Ty) | {T2), € ?;(T)} .

Como cada {T;}, es una particiéon de 1"y el juego (N, v) es superaditivo
ZU(T,’) < U(U T;) = v(T), para cada particion {T}},.

1 7

Luego, o (1) < o(T).
(b) SiT € F, entonces {T'} € Pr(T). Por tanto

v(T) < méx {Z’U(T,‘)} = {’}-(T) < (T).

1

Es decir, 37 (T) = o(T). U
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En las anteriores proposiciones, se ha puesto de manifiesto que el juego
restringido (N, %) siempre es superaditivo y cero-monétono. Ademds, que la
propiedad de ser cero-normalizado y monétono del juego (N, v) se transmite
al juego con cooperacién restringida por un sistema de coaliciones factibles.
Sin embargo, si (N,v) es un juego simple, no puede asegurarse que lo sea el
juego (N,%7). Ello puede observarse en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.8 Sea la terna (N, F,v) con |[N| > 2, (N, F) un sistema de
coaliciones factibles y (N, v) un juego definido por:

v(S):{ 1, siSeF, S#£0

0, en otro caso.

En este caso, si S € N y |S| = 2 resulta que 97 (S) & {0,1}. Ello es debido

a que la definicién de (N,97) y el axioma (P1) implican que

7 (9) > To({i)) = 15| = 2.

€S

Ahora bien, si el juego simple (N,v) es propio (es decir, no existen coa-
liciones S, T C N, con SNT = § que verifiquen el ser v(S) = v(T) = 1),
entonces también lo es el correspondiente juego de cooperacion restringida

por un sistema de coaliciones factibles.

Proposicién 2.2.9 Sea la terna (N,F,v), siendo (N, F) un sistema de
coaliciones factibles y (N, v) un juego simple propio. El juego de cooperacion
restringida (N, 07 ) verifica que

(a) (N,o7) es simple.
(b) o7 (S) = max{v(T;)) | T: C S, T; € F}.
(c) (N,5%) es propio.
Demostracion: (a) Como el juego (N,v) es mondtono, por el Corolario

2.2.6, (N, %) también lo es. Por lo tanto, tinicamente hay que probar que
o7 (S) € {0,1}, para cualquier S C N.
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En efecto, sea S C N. Por definicién

57 (S) = méax {Z o(T:) | {T:} € "P}'(S)} :
Sea {T;}, € Px(S). Para cada 1, o bien v(13) = 0 o v(T3) = 1. Si algin
Ty € {T;}, es tal que v(T}) = 1, entonces v(T;) = 0 para T; € {T;},;, j # k.
Ello es debido a que el juego (N,v) es simple v propio, lo cual significa que
no existen dos coaliciones disjuntas cuyos valores sean simultaneamente igual

a 1. Por tanto,

STu(T) € {0,1}, Y{Ti}, € P(S) = 7(5)€{0,1}
(b) Teniendo en cuenta el razonamiento anterior, es obvio que

7 (S) = max{v(Ty) | T; € S, T; € F}.

(c) El juego (N,97) es propio ya que si existieran dos coaliciones disjun-
tas S,7 C N tal que 47 (S) = #7(T) = 1, entonces, dado que (N,v”) es

superaditivo, se tiene
(S + 0T (T)=1+1<d7(SUT),
en contradiccién con que o7 (SUT) € {0,1} porque es simple. O

Al igual que el caracter de juego simple de (N, v) no siempre se transmite
al correspondiente juego con cooperacion restringida por un sistema de coa-
liciones factibles (salvo que v sea un juego simple propio), tampoco es cierto

que si (N,v) es un juego convexo lo vaya a ser (N, 7).

Ejemplo 2.2.10 Sea el juego (N,v), con N = {1,2,3} y

2
v: 2V — R, ()= [Z wl] . u(d) =0,
i€S
siendo w; un peso determinado que se asigna a cada jugador (aqui se utihi-
zardn w; = 1, wy = 10, w3 = 11). Driessen [20] prueba que el juego (N,v)

asi definido es convexo siempre que w; > 0.
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Si se considera la terna (N, F,v), con

F={0,{1},{2},{3},{1,2},{2,3}}

como conjunto de coaliciones factibles, entonces el correspondiente juego de
cooperacién restringida (N, 77 ) no es convexo.

En efecto, sean A = {1,2}, B = {2,3}. Por un lado, debido al apartado
(b) de la proposicién 2.2.7, vaque A €¢ F, Be F, AnNB € Fy(N,v)es

superaditivo (por ser convexo), implican

7 (A) = v(A) = [Z ’u,r,l-j| =121, ”DT(B) =v(B)= [Z wi} = 441,

16 A 1€EB

(AN B)=v(ANB) = [ > w,}d = 100.

1€ANB

Por otro lado, AUB ¢ F v
Pr(AuB) = { {{1}, {2}, {3}}, {{1,2},{3}}, {{1},{2,3}}}
con lo que
37 (AU B) = méax {12 + 10% + 112, [L+ 10]° + 112,12 + [10 + 11]*} = 442
Finalmente, queda

T (AUB) + 97 (AN B) =542 # o7 (A) + o7 (B) = 562

Este aspecto, relativo a que el caracter convexo de un juego (N,v) no
se transfiere siempre al juego restringido (N, 97), es indicado por Faigle [25]
cuando busca condiciones adicionales al sistema de coaliciones factibles para
que el juego sea convexo. [stas condiciones seran objeto de estudio y se

pondran de manifiesto en la siguiente seccidén de este capitulo.

El core de un juego (N, v) es

C(N,v)={zeR"|2(N)=v(N), 2(S5) > v(S) para toda S € 2V \ 0 },
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y si se considera un sistema de coaliciones factibles, (N, F), es légico pre-
guntarse por el core del correspondiente juego restringido, si hay o no alguna
relacién entre el core del juego restringido y el del juego (V,v), asi como
si las coaliciones factibles determinan o no al core del juego (N,%”). Los

siguientes resultados responden a estas cuestiones.

Proposicién 2.2.11  Sea la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema
de coaliciones factibles y v un juego definido sobre N. Si v(N) = o7 (N),
entonces se verifica que C(N,v) C C(N,v7).

Demostracién: Considérese € C(N,v). Por un lado, se tiene
o7 (N) = v(N) = z(N).

Por otro, sea cualquier S C N\ §. Fijada una particion cualquiera de S en

coaliciones factibles de F

S = US;\,, con S;NS; =0,1# 7,
k

se tiene —debido a que cualquier 7 € S pertenece a una tnica coalicién
factible S;— que

2(S)=>a, =) [Z ;r/l} = x(Sp) > ZA:U(Sk)

1€S k €Sk k

Luego, para cada {S.} € Pz(5), se tiene que
x(S) > Zv(ySk),
K
con lo cual

z(S) > méax {Z v(Sk) | {Sk} € 777(5')} =7 (9).
O

Nétese que la proposicion anterior puede aplicarse a cualquier subjuego
(S,9%), S € N\ 0, para el que se verifique la condicién de ser v(S) = % (5).
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Por otro lado, si C(NV,v) es no vacio, la igualdad 37 (N) = v(N) es con-
dicién necesaria y suficiente para que se verifique la inclusion entre los cores.

Ademés, si ©7 (N) # v(N) se deduce inmediatamente que la interseccién

C(N,v) N C(N,3%) es vacia.

Teorema 2.2.12 Sea la terna (N,F,v), en la que (N,F) es un sistema
de coaliciones factibles y v un juego definido sobre N. Si el juego (N,v) es
equilibrado y v(N) = o7 (N), entonces el F—juego restringido también lo es.

Demostracién: Bondareva [11] y Shapley [58] establecen que el juego
(N,v) es equilibrado si y sélo si el core C'(N,v), es no vacio. Ello, junto

con la Proposicion 2.2.11, implica el resultado. d

En general, la igualdad C'(N,v) = C(N,?7) no puede asegurarse. En

efecto, si se considera una imputacién z € C'(N,97) resulta que:
x(S) > 7 (9).

Ademas, si el juego (N, v) es superaditivo se cample que, para toda .S C N,
97 (S) < v(S) dandose la igualdad en el caso de ser S € F. Asi, las relaciones

2(8) 2 7 (5) ¥ 07(S) < o(S)

no implican que # € C(N,v). Por tanto, para probar que no siempre es
cierta la igualdad de los cores, bastaria considerar un juego superaditivo
(N,v), el correspondiente juego restringido por un determinado sistema de
coaliciones factibles y una coalicién .S C N, S € F, para la que se verificase
la desigualdad estricta o7 (S) < ().

Las anteriores ideas se recogen en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.2.13 Sea la terna (N, F,v), con N = {1,2,3,4},

F =10, {13, {2}, {3}, {43, {1, 2}, {1, 3}, {1,4}, {2, 3}, {2,4}, (3,4}, N},
yo: 2V — R, v(S) = |5

El juego definido es claramente superaditivo ya que para cualquier pareja
de coaliciones A, B C N, con AN B = ), se tiene

o(AUB) = |AUBP = (|A] + |B])* = [A]" + | BI* = v(A) + v(B).
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El F-juego restringido verifica o7 (§) = 0, y

L, si|S]=1
N 4, si|S|=2
]—'5 — ’
w{S) 5, si|S|=3
16, si S =N.

El core del F—juego restringido vendra determinado por los vectores z € R*

que verifiquen x(N) = 16 y las desigualdades

1, si|S|=1
(S) =>4 4, si|S| =2
s 5, si|S]=3.

Asi, (2,2,2,10) € C(N,v7) y, sin embargo:

(2({1,2,31) = 6) # (v({1,2,3}) = 9) = (2,2,2,10) & C(N,v).

No obstante, el core del F—juego restringido queda determinado en la

siguiente proposicion:

Proposicién 2.2.14  Sea la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema

de coaliciones factibles y v un juego definido sobre N. Si v(N) = " (N),

entonces

C(N,#") = {2 € R" | a(N) = v(N), 2(S) 2 v(5), ¥S € F\ 0 }.

Demostracién: Si x € C(N,d7), resulta que (N) = o7 (N) = v(N) y,
ademas, 2(S) > 57(5), VS € 2V \ 0. Si S € F, entonces {S} € Px(S5) y, por

definicién, se verifica que o7 (S) > v(S). Por tanto, resulta que
w(S) > 07 (S) > v(S).

Reciprocamente, sea S € 2V \ § v {5} € P£(S5):

HS)= Y=Y [Z } D EVES SE!

i€s ko |iesy k
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y, por tanto

z(S) > ma*({z:v Si) | {Sk}, € 77}-(5')} 7 (S).
0

La proposicién anterior puede demostrarse también como consecuencia de
un resultado de Faigle [25, Lema 10], teniendo en cuenta que, en este caso, el
juego restringido, (N, %), esta definido sobre cualquier coalicién de N por

tratarse de un sistema de coaliciones factibles.

Definicién 2.2.15 Sea (N, F) un sistema de coaliciones factibles. Sea S C
N. Se dice que T es una F-componente de S si se cumple que T € F y no
existe T" € F tal que T CT' C S.

Es decir, las F—componentes de S C N son las coaliciones factibles ma-

zimales contenidas en 5.

Proposicion 2.2.16 Sea (N,F) un sistemma de coaliciones factibles. Para
cualquier S C N, las F—componentes de S constituyen una coleccion {Tx . C

25 tal que
s=T
k.

Demostracién: Para todo k, T, C S, entonces su unién esta necesaria-
mente incluida en la coalicién S. Ademads, al ser {a} € F, para todo a € S,
entonces o bien {a} = T} o bien {a} C T} para un cierto k. Ello asegura que

cualquier elemento de S pertenece a una F—componente de la coalicion S. O

Ahora bien, las F—componentes de S C N no forman necesariamente una
particién de S.

Ejemplo 2.2.17 Sea (N, F) el siguiente sistema de coaliciones factibles

= {1,2,3,4}, F={0,{1}, {2}, {3}, {4}, {1,2},{1,3},{2,4}, {3,4}}

Si S = {1,2,4}, entonces Ty = {1,2} v To = {2,4} son las coaliciones
factibles maximales incluidas en S. Es evidente que no son disjuntas y, por

tanto, las F—componentes de S no dan lugar a una particiéon suya.
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Teorema 2.2.18 Sea la terna (N, F,v), siendo (N, F) un sistema de coali-
ciones factibles y (N,v) un juego superaditivo. Si para cada coalicion S C N
las F—componentes de S forman una particidn de ella, entonces el juego de

cooperacion restringida (N, v”) verifica

07 (S) = o(Tw),
k
siendo {Ty.}), € Pr la particion de S en sus coaliciones factibles maximales

(F—-componentes de S ).

Demostracion: Sea S C N. Por definicién

{)T(S) = 1nax {Z U(Si) | {Sl}z € 7:’}‘(5)} .
;
Por hipétesis, las F-componentes, {Ti}1, de S constituyen una particiéon de
la misma. De ahi, teniendo en cuenta que son coaliciones factibles maximales
en S, resulta que cada S; € {S;}; € Pr(S5) esta contenida en una y sélo una
F—componente de S. Esta relacion no tiene por qué ser inyectiva aunque
es sobreyectiva. Asf, si se denota por {Sf,S5,...,55} € {Si}i a aquellas
coaliciones factibles de la particién {S;}; € Pz(S) que cumplen que S]’-“ C Ty,

con 1 <7 < p, entonces

st =T
1

ya que, obviamente, |J; §f» C Ty vy, si existiera un elemento a € T} tal que
ko o que
a ¢ J; S7 resultaria que

a€Ty CS = a€ Sy, Si# S5 = ac S CT, h#1,

con lo que a € T, N1}, lo cual es contradictorio con el hecho de ser {T}.}x €
Pr(S).

El razonamiento anterior implica que

S o(s4) < vl 55 = o7,

J
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por ser (N,v) superaditivo. Por tanto, reagrupando todas aquellas S; €
{S;}; € Px(S) que esten incluidas en una misma F—componente y aplicando
el caracter superaditivo del juego (N, v), se tiene que

V{Sz}l € 7)_7:(5), ZU(S,) < Z’U(Tk),

k3

con lo que 57 (S5) = Y _v(Ty). 0
k

2.3 Juegos restringidos por sistemas de particién

En el Teorema 2.2.18, se ha puesto de manifiesto que si las F—componentes de
cualquier coalicién constituyen una particién de la misma, y el juego (N, v)
es superaditivo, entonces el correspondiente juego restringido por el sistema

de coaliciones factibles viene determinado por

o7 (8) =D w(T),

k.

donde {T}}, es la particién de S en coaliciones factibles maximales.

Los trabajos de Myerson [44] y Owen [52] modelan la cooperacién parcial
entre los jugadores mediante grafos de comunicacién, G = (N, E(N)), cuyo
conjunto de vértices NV es el formado por todos los jugadores del juego vy
cuyo conjunto de aristas E(N) viene dado por los acuerdos bilaterales entre
los jugadores. En sus trabajos, consideran como conjunto de coaliciones
factibles el formado por aquellas coaliciones S C N que satisfacen que el
subgrafo inducido (5, F(5)) es conexo. Ademas, aunque no supongan pre-
viamente que el juego (N, v) es superaditivo, definen el juego restringido por
un grafo de cooperacidn de la misma forma que la expresada en el paragrafo
anterior:

W(5) = Yo u(59),

donde la suma recorre todas las componentes conexas 5/6 del subgrafo in-
ducido por S C N. Estas mismas ideas son asumidas por Carreras [17] al

estudiar juegos simples restringidos.
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Para generalizar los conceptos desarrollados por Myerson y Owen, se es-
tudia, en esta seccién, bajo qué condiciones las F—componentes constituyen
una particién de cualquier coalicién y qué propiedades del juego (NV,v) se
transmiten al juego restringido cuando éste se define mediante una suma

extendida a las diferentes F-componentes de cada coalicion.

Definicion 2.3.1 Un sistema de particion es un par (N, F), F C 2V que
satisface los siguientes ariomas:

(Pl) 0 € F, {i} € F para todoi € N.

(P2) Para toda S C N, los subconjuntos mazimales de S en F (F~compo-

nentes de S) forman una particion de S, denotada por
HS = {517 ey Sk}

Es evidente que un sistema de particion es un sistema de coaliciones
factibles, por lo que los elementos de F seguiran llamandose de igual forma.
Ademds, si (N,F) es un sistema de particion, entonces el par (S,F’) con

F'={TeF, T CS} también lo es.
Ejemplo 2.3.2 Las colecciones de subconjuntos de N = {1,...,n}:
F=2V vy F={0,{1},....{n}},

son sistemas de particion maximal y minimal, respectivamente.

Ejemplo 2.3.3 Sea N = {1,2,...,n}, para algin namero natural n, y
considérese la coleccién L, formada por todos los conjuntos de la forma
[1,7] = {4,i +1,...,5 — 1,5} para | < ¢ < j < n. En este modelo, que
corresponde a una situacién de votacién en un orden politico unidimensional
estudiada por Edelman [23], el par (N, L,,) es un sistema de particion.

Ejemplo 2.3.4 Una situacion de comunicacion es una terna (N, G, v),
donde (N,v) es un juego y ¢ = (N, E(N)) es un grafo. Este concepto fue
introducido por Myerson [44], e investigado por Owen [52], Borm, Nouweland
y Tijs [12] [13]. Es facil ver que el par (N, F), donde

F={SCN|(5 E(S)) esun subgrafo conexo de G},
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es un sistema de particion.
Habria que resaltar que lo reciproco no siempre es cierto. En efecto,

considérese el par (N, F) donde N = {1,2,3,4} y

F={0{1}.{2}, {3}, {4},{1,2,3},{2,3,4}, N }.

Puede comprobarse que (N,F) consti-
tuye un sistema de particion que no coin-
cide con la familia de subgrafos conexos
de ningin grafo. Esto es debido a que
cualquier grafo G se define mediante pa-
rejas {7,7}, lo cual implica que deben
existir forzosamente coaliciones factibles
formadas por dos elementos y, en este

caso, ello estarfa en contradiccién con la

familia de coaliciones F considerada.

Definicién 2.3.5 Sea la terna (N,F,v), donde (N,F) es un sistema de
particion y (N,v) un juego de utilidad transferible. Se denomina juego res-
tringido por el sistema de particion (N, F), al par (N,v7)

con

oV — R, T(9) = Y u(S),

donde la suma estd extendida a todas las coaliciones S; € Ilg.

Puede observarse que si en la terna (N, F,v), el par (N, F) es un sistema
de particion y el juego (N, v) es superaditivo, entonces coinciden las funciones
caracteristicas asociadas al juego con cooperacion restringida y al juego res-
tringido por el sistema de particion. Es decir 07 = v7 | aunque en general se

verifica la desigualdad
v’ (5) <07(8), VS C N,

También puede notarse que las definiciones dadas anteriormente constituyen

una generalizacién del concepto de situacidn de comunicacion y de juego
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restringido por un grafo de comunicacion dados por Myerson y Owen. Ahora
bien, por otro lado, suponen un caso particular del concepto de juego con

estructura de cooperacidn establecido por Weber [67].

En efecto, un juego con estructura de cooperacion es un juego cooperativo
(N,v) junto con una estructura de cooperacién P la cual asocia a cada coa-
licién S € N una particién 1ls € P(S), donde P(S) representa al conjunto
de las posibles particiones de S. El P—juego restringido v* es definido por

o(8) = TA0(S)) | 8 € s},

Obviamente, si (N, F) es un sistema de particion, la terna (N, F,v) cons-
tituye un juego con estructura de cooperacion, asociando a cada S C N la
particién de S en sus F-componentes. Aqui, el correspondiente F—juego

restringido asociado a (N, v) es denotado por (N,v7).

En la siguiente proposicion se contesta a la primera de las cuestiones sus-
citadas al inicio de esta seccidén, dando una caracterizacién para los sistemas

de particion.

Proposicién 2.3.6 Un sistema de coaliciones factibles (N, F), F C 2N es

un sistema de particion st y solo st

VAe F, BeF, con ANB#0 = AUBEe€ F.

Demostracién: (<) Teniendo en cuenta la Proposicién 2.2.16, basta
probar que cualquier par de F—componentes de A C N son disjuntas. Sean
T;, T; (i # j) coaliciones factibles maximales de A. Si T;N7T; # 0 significaria
que, por hipétesis, T, U T, € F siendo T; UT; C A. Ello contradice que 1} y
T; son coaliciones factibles maximales de A.

(=) SeanAeF, BeFcon ANB#D. St AUB ¢ F, resulta que

AUB =T,
k

siendo {T}} la particion de A U B en conjuntos maximales. Como Ay B
son coaliciones factibles contenidas en AU B, se tiene que A C T}, B € 1,
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para algin j y p. Si j # p, entonces T, NT, = 0 y, de ahi, AN B =@ en
contra de la hipdtesis; luego AUB € F. Sij=pqueda ACT; CAUBYy
BCT; C AU B, lo que implica que AUB =T, € F. a

N
(F2,C)

{1,2} {3,4}

(1) (1)

FiGura 2.1

Ejemplo 2.3.7 Sea N = {1,2,3,4} y considérense los siguientes sistemas
de coaliciones factibles (N, Fy), (N, F3):

Fu={0,{1},{2}, {3}, {4}, {1,2},{2,3},{2,4}, {1, 2,3}, {1, 2,4},
{27374‘}a N}7
Fr= {(l), {1}’ {‘2}7 {2}7 {4}7 {172}7 {1’3}7 {274}7 {374‘}>N}'

A través de la representacion de (Fp, C) y (Fz, €) puede examinarse la ca-
racterizacién, dada por la Proposicidn 2.3.6, de los sistemas de particion:
(N, Fy) constituye un sistema de particion ya que, como puede comprobarse
(ver diagramas de la Figura 2.1), siempre que dos coaliciones factibles tienen
interseccién no vacia, su union es una coalicién factible. El par (N, F;) es un
sistema de coaliciones factibles que no verifica la Proposicion 2.3.6, luego no

es un sistema de particion.
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Haciendo un desarrollo andlogo al realizado en la seccion anterior, se
estudian, a continuacién, las propiedades de la funcién caracteristica asociada
al juego restringido por un sistema de particién, intentando determinar qué
propiedades del juego (N,v) se trasmiten al juego (N,v”). De forma inme-

diata, puede establecerse que:
(a) Si S € F, entonces v7 (S) = v(S).

(b) Siwves cero-normalizado (v({i}) = 0, Vi € N), también v” lo es.

En los siguentes ejemplos se muestra que el cardcter mondtono del juego
v, asi como el hecho de ser un juego simple no se transmite, en general, al F-
Juego restringido por un sistema de particion a menos que se anadan algunas

hipétesis adicionales.

Ejemplo 2.3.8 Sea N = {1,2,3,4,5} vy el juego (N,v), cuya funcién ca-
racteristica viene dada por v(f)) =0, vy

1/2, st |S] <2
v(S) = 1, si |S]=2
302, si |9 > 2.

El juego v es monétono. Considérese la situacion de comunicacion (N, G, v),

con G = (N, E(N)), E(N) = {{1,3},{2,3},{3,4},{3,5}} (Figura 2.2).

Figura 2.2
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En esta situacién, resulta que (N, .F), donde
F={ACN]| (A, E(A)) es un subgrafo conexo de G},

es un sistema de particidn y el correspondiente F-juego restringido no es
monétono: si A = {1,2,4,5} y B = N, entonces v* (A) =2 y v*(B) = 3/2.

Ejemplo 2.3.9 Sea N = {1,2,3,4,5}. El juego (N, v) definido por

e
/U(S):{ L, si )5 2

0, en otro caso,

es un juego simple (mondtono y cero—normalizado). Si se considera la situa-

cion de comunicacion (N, G, v), siendo
G = (N E(N)), B(N) = {{1,2},{2,3}, {3,4}, {4.5}}

y (N, F) el mismo sistema de particion del ejemplo anterior, resulta que, con

estas condiciones

v’ ({1,2,4,5}) = v({1,2}) + v({4,5}) =2 € {01}

y, ademas, no es monotono
A={1,2,4,5}, B=1{1,2,3,4,5} vy v (A) £v"(B)

En el ejemplo anterior, es f4cil darse cuenta que el juego (N,v”) no es
simple debido a la existencia, en el juego (N, v), de coaliciones disjuntas cuyo
valor es igual a uno. La existencia o no de este tipo de parejas de coaliciones
esta estrechamente relacionada, en un juego simple, con el caracter supera-
ditivo del juego ya que puede demostrarse que si (N, v) es un juego simple,
entonces son equivalentes la superaditividad del juego y el caracter propio del
mismo. Este hecho sugiere anadir la hipotesis de la superaditividad para que

el F—juego restringido sea simple cuando (N, v) lo sea.

Ello se mostrard como consecuencia de los resultados que se desarrollan

a continuacion.
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Lema 2.3.10 Sea (N, F) un sistema de particion. Sean A, B C N dos coa-
liciones disjuntas. Si {A;}; y {B;}; son las respectivas F—componentes, en-

tonces las coaliciones factibles mazimales de AUB son de la forma: 1l aup) =

{Cy}+, stendo

Cy = (UA,) U UBJ para algunosz,j,
¢ J

o bien Cy = Ay o Cy = B, para ciertos k y p.

Demostracién: Sea A; € I, (el razonamiento es similar con B; € Ilp).
Ello quiere decir que A; € F y que es una coalicion factible maximal en
A. Puede que, ademés, sea maximal en AU B con lo que A; € Haup). Si
no lo es, significa que al conjunto A; se han de aiiadir ciertos elementos (N
es finito) que lo convierten en una coalicién factible maximal de la unién y
dichos elementos no pueden ser exclusivamente pertenecientes a A ya que
A; es maximal en A. Sea, entonces, A; U {ay,...,a,,by,...,b,} € F siendo
{a1,...,a,} CTA\N Ay {bi,....0,} CTB(ANB = 0). Como a; € A\ A,
puede admitirse, sin pérdida de generalidad, que a; € A; (A; # A;y) lo que
implica, teniendo en cuenta la caracteristica fundamental de un sistema de

particion (Proposicién 2.3.6):

A;Udar,ay, .o a0, by, by €F
ClleAlef ==
(A; U{ay,ag, ... am, by 0 )N A #£ 0

A;UA UAag, ..., an, by, by} € F.
Razonando, de igual forma, con los demads elementos se llega a que la

coalicién factible maximal de la union estaria formada por

C, = <UAZ'> u | UB; para algunos ¢, ).
i J
|

Teorema 2.3.11  Sea la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema de
particion y (N, v) un juego. Sea v7 el F—juego restringido. Si v es superadi-
tiva, entonces
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(a) v7(S) <v(S).

(b) (N,v") es superaditivo.

Demostracién: (a) Como v es superaditiva y las F-componentes forman

una coleccién finita de conjuntos disjuntos entre si, entonces
oI () = 3 () < ol Sk) = v(9).
2 k

(b) Sean A C N, BC N con AN B = 0. Como (N,F) es sistema de
particion, cualquier conjunto puede expresarse como unién disjunta de sus
F—componentes:

A=A, B=UB,
k P

Todas las F-componentes de A y B son coaliciones factibles contenidas en
AUB. Teniendo en cuenta el Lema 2.3.10, o bien algunas coaliciones factibles
maximales de la unién coinciden con algunas de las de los conjuntos A, B, o

bien son de la forma

C, = (UA'i> U (UBJ> para algunos i, j.
i ;

Reagrupando las F-componentes de A y B, asi como aplicando el caracter
superaditivo del juego (N, v), se tiene

k

(A + 07 (B) = So(A) + Y u(B,) < 3 v(C,) =v (AU B).

a

Proposicién 2.3.12  Sea la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema
de particion y (N,v) un juego. Sea v el F-juego restringido. Si (N,v) es

simple y propio, entonces
(a) (N,v”) es simple y propio.

(b) v7(S) = max{v(S;) | S; € Ts}.
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Demostracién: (a) Sea S C N. Debido al apartado (a) del Teorema
2.3.11, vV (S) < v(S) y v(S) € {0,1}. Luego resulta que v’ (S) < 1. Por
otro lado, teniendo en cuenta que v’ (S) = Uv(T}) siendo v(T%) € {0,1} ,
se tiene que v”(S) € {0,1}. Ademas, si A C B C N, el apartado (b) del
Teorema 2.3.11 implica que

v (B) > o7 (A) + 07 (B\ A) > v (A)

con lo que es monétono. Por iltimo, al ser (N,v”) simple y superaditivo,
tiene que ser propio.
(b) Es inmediato. o

La demostracién anterior podria basarse también en la igualdad entre el
juego con cooperacién restringida (N,97) y el juego restringido por un sis-
tema de particién (N,v”) cuando el juego (N, v) es superaditivo. En efecto,
(N,v) es simple y propio, lo cual significa que es mondtono y superaditivo;
F _ ’U}—

ello implica que v v la Proposicién 2.2.9 asegura el resultado.

La monotonia del jueeo (N.v) no es transmitida al juego v* a menos
] % bl o

que el juego (N,v) sea también superaditivo. No obstante, puede darse
una condicién local: Supéngase que A C By My = {Ay,..., A}, lIg =
{Bi,...,B,} son las correspondientes particiones de A y B en sus F—com-
ponentes, entonces para cada A; € Il4 existe una tnica B; € Ilp tal que
A; C B;. Siesta relacion establecida entre las coaliciones factibles mazimales
de A y B es una—a-una (es decir, dos componentes diferentes de A estan
contenidas en diferentes componentes de B) y v es un juego monoétono y
cero-normalizado, entonces v” (A) < v (B) va que

k P

(A =040 < YD wu(B) <3 u(By) =0T (B).

i=1 {B;: A;CB;} j=1
A continuacién, siguiendo las ideas utilizadas por Nouweland [50] se dan
las condiciones que ha de cumplir un sistema de particion para que el core

del juego restringido no sea vacio cuando no lo sea el core del juego (N, v).

Proposicién 2.3.13  Sea la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema
de particion y (N,v) un juego. Entonces:
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(a) Siv(N)=v"(N), entonces se cumple que C(N,v) € C(N,v”).

(b) Para toda S € F se verifica que C(S,vs) C C(S,v%).

Demostracién: (a) Sea z € C(N,v). En primer lugar se tiene

Por otro lado, si S C N, S # 0, entonces

1)}-(5) = ZD(SI“') S Z Z ;| = Z.’T,‘,‘ = 17(5’),
k ko \ieSk =
va que las F—componentes de S forman una particion de 5.
(b) Si S € F, entonces v(S) = v7 (). Debido al apartado anterior y al
concepto de subjuego, resulta inmediatamente que C(S,vs) € C(S, vl). O

Para esta proposicion pueden hacerse notar las mismas precisiones que

las indicadas en la Proposicion 2.2.11.

Teorema 2.3.14 Sea la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema de
particion y (N, v) un juego que verifica v(N) = v7 (N). Entonces:

(a) Si (N,v) es un juego equilibrado, también lo es (N,v”).

(b) Si (N,v) es totalmente equilibrado, (N,v”) lo es.

Demostracién: (a) Es inmediato, teniendo en cuenta el resultado de Bon-
dareva y Shapley aludido en el Teorema 2.2.12 y el apartado (a) de la Pro-
posicion 2.3.13.

(b) Hay que probar que VS C N, el juego (S,v%) es equilibrado. Si
S € F, el par (S,vs) es un juego equilibrado y, debido al apartado (b) de la
Proposicién 2.3.13, (S,v%) loes. Si S ¢ F, entonces S = 53U S, U... U5
(F-componentes de S) y, por hipdtesis:

C(Spvs,)#0, t=1,...,k
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Para probar que (S,v%) es equilibrado, basta demostrar que su core no es

vacio. En efecto, considérese
S v Sk
! € 0(51,1)51),. .., T7F e C(Sk,’vsk).

Como cada elemento 7 € S pertenece a una unica F—componente de S,
resulta que siz € S5, C S, 5, € Ils, se puede asociar

, Sy

1T,
. s ) : .
siendo x;” la componente que corresponde al jugador z en el vector 5 €

) s, ,

C(Sp,vs,). Con ello, se define y € IRI®! tal que y; = 277, El vector as
definido pertenece al core del subjuego inducido (S,v%) va que, en primer

lugar:

y(S) = Y=Y =3 {Zéﬂf’)]

1€S €5 SpEHS iES])
= 3 28 = 3 w(S,) =0T (S) =vi(9).
Spells Sp€lls

En segundo lugar, si T C S, entonces
VL (T) =Y v(T).
k
Como Ty C S;, para un nico j, y 5 € C(S;,vs,), se tiene que
o(Ty) = vs, (Ty) < 25(T)) = 3 a7,
€Ty

y resulta finalmente

vE(T) = v(Ty) < [Z itvff} = Z.’Efj => yi=y(T).
k

k €Ty, 1€T 1€T
O

Proposicién 2.3.15  Sea la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema
de particidn y (N,v) un juego. Si el F-restringido verifica que v(N) =
vF(N), entonces:

C(N,o")y={zeR" | 2(N)=v(N), z(S5)>0(S), VS e F\0}.



2 JUEGOS RESTRINGIDOS 47

Demostracién: Siz € C(N,v”), entonces

(N) = v (N), 2(S)>0v7(8),VSC N\

z(N) = oI (N) = o(N), 2(S) >0 (8) =0(S),VS e F\D.
Por otra parte, sea z € IR", con
(N) = o(N), 2(S) > o(S), VS eF\D.

Entonces, (N) = v(N) = v7(N) y para toda S C N\ §:

;L'(S) = Z.T,’ = Z |:Z l‘z} = Z:z:(Sk) Z EU(Sk) = UT(S),

1€ Sk k
siendo {S;} la particién de S en sus F-componentes. a

Proposicién 2.3.16 Seca la terna (N, F,v), en la que (N, F) es un sistema
de particion y (N,v) un juego. Si se verifica que v(N) = v*(N) = o7 (N),
entonces:

C(N,v") = C(N, 7).

Demostracién: Si (N, F) es un sistema de particion es, también, un sis-
tema de coaliciones factibles. Por tanto, tiene sentido considerar los juegos
restringidos (N, o7) v (N, v7). La Proposicién 2.2.14 y la Proposicién 2.3.15

aseguran el resultado. O

En resultados anteriores se ha mostrado que si (N,v) es superaditivo,
entonces el juego restringido por un sistema de particion (N,v”) también lo
es. Sin embargo, la converidad no es transmitida, de forma general, al corres-

pondiente juego restringido. Ello, puede observarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.17 Sea (N, G, v) una situacion de comunicacion donde N =

{1,2,3,4} es el conjunto de los jugadores, la funcién caracteristica del juego
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es v(S) = |S| -1, para toda S C N,y v() = 0. Nétese que v es una funcién
supermodular. Si ( es el grafo representado en la Figura 2.3,y (N,F) es el
sistema de particion considerado en los ejemplos anteriores de esta seccion,
entonces es facil ver que (N, v) es un juego convezo, mientras que (N,v” ) no
lo es ya que, para A = {1,2,3} y B = {2,3,4} se verifica

(W (AUB)+ v (AN B) =3 +0) # (V¥ (A) +v5(B) =2 +2).

o

1

Ficura 2.3

Esta situacién, referente a la convexidad del juego restringido, se con-
templo en la seccién anterior de este capitulo y alli se indicé que se estu-
diarian las condiciones estructurales que tendrian que cumplirse para que se
transmitiera la convexidad. Los conceptos que a continuacién se presentan
tienen ese objetivo.

Grotschel, Lovasz y Schrijver [31, Capitulo 10] introducen el siguiente
concepto: una coleccion C de subconjuntos de N es una familia intersectante
si

SSTeC con SNT#40 = SNTeC, SUTeC.

La Proposicion 2.3.6 implica que, si una familia intersectante C es atomica
({i} eC,Vie Nyy b €, entonces (N,C) es un sistema de particion.

Por otro lado, Faigle [25] considera una terna (N, F,v) donde F es un
conjunto de coaliciones de N (no le exige que ) € F ni que {1} € F, Vi € N,
con lo que (N, F) no es necesariamente un sistema de coaliciones factibles)

y (N,v) un juego. Denomina F al conjunto de coaliciones de N que pueden
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expresarse como uniones disjuntas de elementos de F. Es decir, si A € F,
entonces

A=A UAU...UA,, AieF,i=1,...,p y AinA; =0 con 7# j,

y define la funcién 9 : F — IR como
7(A) = méx {Z v(Ai)}
donde el maximo se toma cuando se recorren todas las posibles particiones

de A en elementos de F. Con estas ideas y condiciones, Faigle [25, Lema 11]
demuestra que si F es una familia intersectante y

v(A)+v(B) <v(AUB)+v(AN B),
para cualquier A € F, B € F, entonces

v(A)+9(B) <9(AUB)+9(AN B),
para toda A€ F, Be F.

Teorema 2.3.18 Sea la terna (N,C,v) siendo C una familia intersectante,
atémica, tal que § € C y (N, v) un juego. Sea (N,v°) el juego restringido por
el sistema de particion. Si (N,v) es convero, entonces (N,v") también lo es.

Demostracién: Utilizando los razonamientos previos, (N, C) es un sistema

de particién. Por tanto, si C es el conjunto de coaliciones factibles, resulta
que C = 2V. Entonces, la funcién © se define sobre 2V mediante

v(S) = méx{Zv(Si)} , SCN.
Como (N, v) es convexo, entonces v es superaditiva. Asi, es inmediato que:
v(S) = max {Z U(Si>} = °(S) = v°(9).

Utilizando el resultado de Faigle, [25, Lema 11|, © es supermodular y, por
tanto, (IV,v¢) es convexo. 0
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Este teorema nos indica, que los sistemas de particién que sean (-estables
(cerrados para la intersecciéon de dos cualesquiera de sus elementos) transmi-
ten la convexidad de un determinado juego (N,v) al correspondiente juego
restringido por un sistema de particién. Igualmente que, en esta clase es-
pecial de sistemas de coaliciones factibles, no hace falta ninguna hipétesis
adicional a la convexidad para que ésta se transmita al juego con coope-

racion restringida.

El Teorema 2.3.18 puede extenderse a una terna (N,C,v) en la que (N, C)
es una union finita disjunta de familias intersectantes, atémicas, que contie-

nen al conjunto vacio y v es un juego en N. Es decir
N=NU...UN, con N;NN; =0, 1#j,
C=CU...UC con CC2N deC,i=1,...,t,

y C; es una familia intersectante atdmica. En los siguientes paragrafos, se

denotard por (N,C) = U;(N;,C;).

Con estas premisas, C es una familia intersectante, atémica y contiene al
conjunto vacio. En efecto, ) € Cyvaqued € C;, 1 =1,...,t;si a € N entonces
a € N;, para un tnico 7, lo que implica que {a} € C; C C debido a que C;,
¢t = 1,...,t es una familia intersectante atémica. Por ultimo, si A,B € C
con AN B # § entonces A, B € C;, para un tinico 7; de ahi ANBe€C, CCy
AUBEeC(C; CC.

El razonamiento previo indica que (N,C) es un sistema dec particion y,

por tanto, tiene sentido considerar el correspondiente C—juego restringido:

UC(S) = Z{U(Sk) \ Sk € HS}, S Q ]V,
k

siendo Ilg la particion de S en sus C-componentes

Pero, (N,v) es un juego y puede considerarse la colecciéon de subjuegos

{(Ni,vn)}i_,, donde vy, (A) = v(A) con A € N;. Como (N;,C;) es un

sistema de particién, tiene razén de ser la terna (N;,C;,vn,) y el Ci—juego

restringido asociado. De estas consideraciones y debido a que

S=SaN=8n(UN)=U(SnN),



2 JUEGOS RESTRINGIDOS 51

y a la estructura de (N, C) = U;(N;, C;) resulta ser
UC(S) = Z {Z U(Sk,’) | Sk € HSQN'-} = ZU]C\}I(S N N,').
1 k 1

Proposicién 2.3.19 Sea la terna (N,C,v), donde (N,C) = U;(Ni,C;) es
una union finita disjunta de familias intersectantes atdmicas que contienen
al vacio. Si v es un juego convexo sobre N, entonces, el correspondiente

C—juego restringido satisface la misma propiedad.

Demostracién: Si (N,v) es convexo y N = |J;N;, cada uno de los subjue-
gos de la coleccion {(N;, le)}ﬁzl también lo es. Como C;, para cualquier z,
es una familia intersectante atémica que contiene al conjunto vacio, resulta
que el juego restringido que corresponde a cada terna (N;,C;, vn;) es convexo
como consecuencia del Teorema 2.3.18. Entonces, si A, B C N resulta que
ANN;, BN N; C N,. Aplicando la supermodularidad de la funcién vjc\}i a
las coaliciones AN N; y BN N,, se tiene:

VS ((AU B) N N;)) 4 0% (AN B)Y N Ny)) > of (AN N;) + R, (BN N).
Al ser vélido el razonamiento para cualquier z, se cumple

ZUN AUB)NN,) +Zv (AN B)NN;)) >

> Zv(]:\}i(A NN+ ZUJC\;,-(B N N;).
Finalmente, se tiene que

(AU B) 4+ v (ANB) > v°(A) +v°(B).

2.4 El espacio Ly(I'")

Si (N, F) es un sistema de particién, para cada juego (/V,v) es posible con-

siderar el correspondiente juego con estructura de cooperacion asociado a él.
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De ahi que pueda definirse una aplicacién de I'V en si mismo, que se denotard
por Lz
. TN N F
L}'.F ———)F, L]:(’U)'—‘—'U.

En esta seccién, continuacion natural de la anterior, se indican algunas ca-
racteristicas béasicas del operador Lz y se estudia el conjunto imagen Lx(T'V),
el cual tendrd una relevancia fundamental en el capitulo posterior cuando se
necesite expresar un F-juego restringido como combinacion lineal de juegos
de unanimidad. En lo que sigue, se admitira que, en el sistema de particién
que se considere, siempre serd F # 2V ya que en el caso de la igualdad cual-
quier coalicién de N es una coalicién factible y, como consecuencia, v* = v

con lo que la aplicaciéon Lz es la identidad.

Dado que T'V es un espacio vectorial de dimensién (2N — 1) y que el
F—juego restringido esta definido sobre una suma extendida a las F—compo-
nentes de cada coalicién, es de esperar que Lz sea un endomorfismo en T'V.

Ello se recoge en la siguiente proposicion.
Proposicién 2.4.1 Lz es un operador lineal y no biyectivo si F # 2N.

Demostracion: Es facil ver que
Lr(av + Bw) = aLz(v) + BLr(w), Va,f€R, Vo,we v,

debido a la definiciéon del F—-juego restringido. En efecto, para cualquier

SCN:

(av + Bw)’(S) = Y (av + fw)(S) = a ZU(S',;) + ﬁz w(S;)

k3

= (cyvf + /?’luf)(S).

La aplicacion Lz no es biyectiva ya que su niicleo no queda reducido
al juego nulo (6(S) = 0, VS C N). Como F C 2V (F # 2V), existen

subconjuntos de N que no son coaliciones factibles. De ahi, el juego definido,

VS C N, por
oW |0, siSeF
“(‘5)_{ 1, s8¢ F,
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es no nulo, y su imagen es el juego nulo:

VSC N, +7(5)= ijv(sk) =>0=0.

k

a

En el espacio vectorial I'V, se sabe que el conjunto de los juegos de una-
nimidad {up | T € N, T # (0} constituyen una bhase. Por tanto, cualquier
juego v € T'N puede expresarse como combinacién lineal de ellos, resultando
que (véase Shapley [56])

v = Z Ay(TYyur con A(T) = Z(—l)'Tl_WlU(H).
TCN HCT

Tal como indica Harsanyi [33], a cada una de las coordenadas del juego
v en la base formada por los juegos de unanimidad, A,(T), se la denomina
dividendo de T' en el juego v.

De lo anterior y de linealidad del operador Lz se obtiene que

F Y
v =Lr(w)=Lr| > A(Tur | = D Au(T)ur.
TCN TCN
T#0
Por tanto, interesa conocer algunas caracteristicas de las imdgenes de
los diferentes juegos de unanimidad. Ahora bien, antes de enunciarlas ha
de resaltarse que, debido a la existencia de dividendos para cualquier coa-
licién no vacia en un determinado juego, puede considerarse (para un juego
v prefijado) la funcidn dividendo extendida a todas las coaliciones de N:

A, 22N R, A(S) = Y (D)),

HCS

con lo que resulta
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Proposicién 2.4.2 Sea ur € TV un juego de unanimidad. Entonces
Lx(ur) = u} viene definido, para toda S C N, por

1, siexiste Fe FtalqueT CFCS,

G ={ ¢

en otro caso.

Ademds, para toda S C N, Aug(S) => w(L, S)ur (L) siendo u la funcion
LCS

de Mobius de (2N, C).

Demostracién: En principio, u = Lx{ur) y al ser los juegos de unanimi-
dad ur simples y propios (ya que son superaditivos), aplicando la Proposicién
2.3.12, se tiene que los F-juegos restringidos, u%, también son simples y pro-
pios. Ademas,

w(S) = max{ up(Sk) | Sk € s }.

Luego uf(S) = 1 si y sélo si up(Sk) = 1 para un tinico k. Ello serd cierto

unicamente cuando T C Sy, lo cual es equivalente a que exista un F' € F tal
que T'C F C S. Por tanto, se verifica la tesis al ser:

1, siexiste Fe Ftalque T C F C S,

0, en otro caso.

VS C N, u?(S) = {

Sea {uz, | L € 2V, L # 0} la base de I'V formada por los juegos de una-
nimidad. Dado ur € I'V, el juego restringido v} € I'V y, por tanto, puede

expresarse como combinacién lineal de los juegos de unanimidad:

wp= > As(Luy = > Aur(L)uy

LCN LCN
LD

Asi, para cualquier coalicion S C N:

up(S) = 30 A r(Lyur(S) =30 Aur(L)

LCN LCS
va que ur(S) =1siysdlosi L CS.
Si se considera el conjunto parcialmente ordenado P = (2V,C) y las

funciones:
u7 s A,u}‘ : 2N — R
T
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resulta que, aplicando la férmula de inversién de Mobius [62, p. 116]:

ur(S) = 3 Az(L) &= Az(S) = 3 p(L, S)ug(L).

LCS LCS
O

Teorema 2.4.3 Si (N, F) es un sistema de particion, entonces el conjunto
de los juegos de unanimidad {ur | T € F, T # 0 } constituye una base del
espacio Ly(TN).

Demostracién: Se ha probado que

o = Z AU(T)’LLJTT y "-‘gF:: Z A“i(‘g)us’
SCN

TCN :
T#0 S#b

con lo que

o = 3 A | A (Shus| = 3| AuT)A(S) ] us.

TCN SCN SCN |TCN
T#D S#0 S0 | T#0

Por tanto, es suficiente probar que si S ¢ F, entonces A, z(5) = 0,
para todo 7" # 0. Por otro lado, teniendo en cuenta la expresién de los
dividendos A,7(.5) calculada en la Proposicién 2.4.2, es logico que, a fin de
determinarlos, se busque el valor de w7 (L) para cualquier L C S.

Si no existe F' € F tal que T" C F C S resulta que, por definicion,
wh(S) = 0y, por consiguiente, u(L) = 0, para todo L C S, ya que es
un juego mondtono. De ahi, utilizando la Proposicion 2.4.2, se obtiene que
Az (S)=0.

Supéngase que existe F' € F tal que T'C FF C S. Como F € F, éste
serd o estara contenido en una tnica F—componente de S. Por simplicidad,
se seguira denominando por F' a dicha componente. s decir, se supone que
existe ' € Ilg con T'C F C S y sea L un subconjunto cualquiera de 5.

Al ser L C S, puede descomponerse en [ = Ly U Ly con Ly = LN Fy
Ly =LnN(S\ F) de forma que la aplicacién:

L g S — (L]7L2)7 con Ll g ]?7 y L‘Z g (5\1?)
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es un isomorfismo entre el algebra de Boole de las partes de S, (25,C),
y el conjunto parcialmente ordenado (2F x 25\F C). Ademés, debido a la
definicién de u%(L) y a que F es la tnica coalicién factible maximal que
contiene a T', resulta que uf(L) = uf(L;).

Aplicando la férmula de los dividendos (Proposicién 2.4.2), las propieda-
des de las funciones de Mobius asi como el Teorema del Producto [62, p. 118]
en el conjunto parcialmente ordenado (2F x 25\F C)

Ar(S) = 3 pas(L, S)uz(L)

Le2s

= X poryosve (Ln, Lo), (F, S\ F))ur(Ly)
Le2s

= Y pr(Ly, F)pgsve (Lo, S\ F)uf(Ly)

L1€2F LQGQS\F

= Y wr(L FW(L) | X (L, S\ F)|

Ly€e2F Lye25\F

Por dltimo, £ = 2°\F es un reticulo finito que posee, al menos, dos
elementos distintos (el conjunto vacio y S\ F, con S\ F # 0 por ser S ¢ F)
y la funciéon de Mébius satisface (véase la pagina 22)

Z i (CL?, I) =0,

z€Ll
por lo que se deduce que A, 7(5) = 0. O

Corolario 2.4.4 Sea (N, F) un sistema de particion y seav € TN, Enton-
ces, el F—juego restringido puede expresarse como

vF = ST A A(T)ur, con Ays(0) = 0.

TeF

El Teorema 2.4.3 generaliza los resultados obtenidos por Owen [52, Teo-
remas 2 y 3] cuando considera sistemas de particién derivados de situaciones
de comunicacion (véase Ejemplo 2.3.3) y los correspondientes juegos restrin-
gidos por grafos.
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CAPITULO III

3 Juegos Restringidos por Geometrias Con-

vexas

En las siguientes secciones de este capitulo se generalizan algunos resultados
de Myerson y Owen asi como de Hart y Mas—Colell [37]. En particular, se
definiré el valor convexo de Shapleyy de Banzhaf-Coleman, se introducira un
método recursivo para evaluar ambos valores converos mediante la funcién
potencial de Hart y Mas—Colell, y también se empleard la extensiéon multi-
lineal de Owen. Finalmente, en la tdltima seccién, se aplicaran las técnicas
introducidas a los juegos simples. Para todo ello, se presenta, en la pri-
mera seccion, el modelo general que establecen Edelman v Jamison en The
theory of convex geometries [22] y se estudiaran los juegos restringidos por

geometrias convexas de particion.
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3.1 Geometrias convexas de particion

Edelman y Jamison, en [22], proponen los siguientes conceptos.

Sea £ una familia de subconjuntos de un conjunto finito NV, que cumple

las siguientes propiedades:
(i)delLyNelL.
(i) STAe Ly Be L, entonces ANB e L

Los elementos de £ se denominan conjuntos convezos y el par (N, L)
espacio clausura [69].

Teniendo en cuenta que la interseccién es cerrada para los elementos de
L y que cualquier subconjunto de NN esta incluido, al menos, en un conjunto

convexo, tiene sentido definir el operador clausura:
L2V —— 2N, Ar— LA =({C|ACC, CeL}eL,
que tiene las siguientes caracteristicas,
(i) AC L(A), para todo A C N.
(ii) Si A C B, entonces L(A) C L(B).
(iii) L(L(A)) = L(A), para todo A € 2V.
(iv)

Obviamente £(#) = 0. Si S C N, £(S) se denominara envoltura conveza o
clausura de S.

A€ L siysolosi A= L{A).

Una base para S € 2V, es un subconjunto minimal B C S tal que verifica
L(B) = L(S). Un punto 7 de un conjunto S C N es un punto extremal de S
sit @ L(S\ {7}). El conjunto de los puntos extremales de S se denota por

ez(.S), el cual puede ser vacio.

A continuacién, se exponen algunas propiedades conocidas de una geo-

metria convexa.



3 JuUEGos RESTRINGIDOS POR GEOMETRIAS CONVEXAS 59

Proposicidon 3.1.1 Sea (N, L) un espacio clausura.
(a) Si A€ L, entonces p es extremo de A si y sélo si A\ {p} € L.

(b) Si S C A es una base de A, entonces ex(A) C S.

Demostracién: (a) (=) Sea A€ Ly p € ex(A). Teniendo en cuenta la
definicion y propiedades del operador clausura:

AN{p} € LA\ {p}) C L(A) = A.

Como p € ex(A), se tiene que p & L(A\ {p}). Luego si L(A\ {p}) C A,
resulta que L(A\ {p}) € A\ {p}. Finalmente, aplicando las propiedades (i)
y (iv), se tiene que A\ {p} € L.
(=) Sea A € L. Si A\ {p} € L entonces, por (iv), LA\ {p}) = A\ {p}.
Como p & A\ {p}, ello implica que p & L(A\ {p}) v, por tanto, p € ex(A).
(b) Sea S C A una base de A, y sea p € ex(A). Se ha de probar que
p€S. Sip¢g S, entonces S\ {p} =Sy L{(S\{p}) = L(S) = L(A). Por otro
lado, § C A implica que S\ {p} C A\ {p} y que L(S\ {p}) € L(A\ {p})-

Por tanto

SN = £V N ECAVIN Y gy
£AN {0} € £(4) =LA
Al ser p € A se deduce que p € L(A) = L(A\ {p}), con lo que p & ex(A) en
contra de la hipétesis. a

La anterior proposicién pone de manifiesto que cualquier base de A € 2V
contiene a los puntos extremales de A. Es evidente que ello no implica que
el conjunto de los puntos extremales de A constituya una base suya. Si esto

ocurriese para cualquier conjunto convexo, es decir
VS e L, Lex(S)) =S5,

se dice que el espacio clausura (N, L) satisface la propiedad de Minkowski—

Krein—Milman. En este caso, se tiene la siguiente definicion
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El par (N, L) es una geometria conveza si es un espacio clausura que
verifica la propiedad de Minkowski—Krein—Milman.

Asi, una geometria convera es un par (N, L) tal que £ es una familia
de subconjuntos de N, cerrada para la interseccion, que contiene a N y
al conjunto vacio, y verifica la propiedad de Minkowski-Krein—-Milman. Es
decir, un espacio clausura en el que cualquier convexo es la envoltura convexa
o clausura de sus puntos extremales. La propiedad de Minkowski-Krein—
Milman es equivalente a la denominada propiedad anticambio [22, Teorema
2.1] (véase Figura 3.1): VS € Ly p,g € N\ S, p # ¢, se tiene que

q € L(SU{p}) = p & L(SU{q})

o )
q e
L(SU{p})
Ficura 3.1

Evidentemente, si (N, L) es una geometria convezay S € L, S # 0, el
conjunto de sus puntos extremos es no vacio ya que de serlo resultaria una
contradiccion: ex(S) =0 = S = L(ex(S)) = L(0) = 0.

Ademas, si (N, L) es una geometria conveza, entonces el conjunto par-
cialmente ordenado (£,C) es un reticulo. En efecto, como (N, L) es una
geometria convexa, entonces se tiene que, para todo A, B € L, ANB € L
y, por tanto, inf{A,B} = AAN B = AN B. Por otro lado, ya que la unién
de conjuntos convexos no es necesariamente un conjunto convexo, entonces
L(AU B) es, por definicién, el menor conjunto convexo que la contiene. Asi,
sup{A4,B} = AV B = L(AU B). (El razonamiento seguido permite afirmar
que si (N, L) es un espacio de clausura, el conjunto parcialmente ordenado
(L, <) es también un reticulo.)
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Considérese el reticulo (£,C) y S € L. Debido al apartado (a) de la
Proposicién 3.1.1, S cubre a S\ {i}, Vi € ex(S). En efecto, si para algin
i € ex(S) se verificara que S no cubre a S\ {i}, entonces existe un conjunto
C € L tal que S\ {i} C C C S. Por tanto, todo j € ex(S), j # 1, pertenece
a C por ser de S\ {7}. Ademés, i € C pues de lo contrario C C S\ {:}.
Luego ex(S) C C y se llega a una contradiccién, ya que L(ex(S)) C L(C)
si y s6lo si S C C. Esto prueba que S cubre a S\ {¢}, 1 € ex(S), y sélo a
estos convexos. En lo que sigue, se utilizard el simbolo = para la relacion de

cubrir en el reticulo (£, C).
El razonamiento anterior, permite establecer el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.2  Si (N, L) es una geometria conveza y S € L, entonces
el intervalo [S™,S], en el reticulo (£, C), es un dlgebra de Boole, donde

ST=N{CeL]|C=<S}=5\ex(S)

Demostracién: Es una consecuencia directa de un teorema de Edelman
y Jamison [22, Teorema 4.2] en el que se establece que el intervalo [C, K] es
un algebra de Boole en (£, C) siy sélo si K\ C C ex(K). Aqui, es inmediato
por ser

5™ = US\ (i} i € ea(S)) = S\ ea(9).
con lo que S\ ™ = ex(S). (Véase ejemplo Figura 3.2) O

S

6[E(S) = {7.’17 i27 23}

S\ {ia}

S \ {2.23 ZJ}

\ {e1, 0,03} = 57
Ficura 3.2



3 JUEGOS RESTRINGIDOS POR GEOMETRIAS CONVEXAS 62

Si, para cualquier « € N, se tiene que {a} € L, se dice que (N, L) es una

geomelria convexa atomica.

Las anteriores ideas basicas dadas por Edelman y Jamison se completan
con otros conceptos y propiedades con el propdsito de definir adecuadamente
los juegos restringidos, ya que cualquier geometria convera atémica (N, L)
constituye un sistema de coaliciones factibles pero no es, en general, un sis-
tema de particion. En efecto, debido a que una geometria conveza atomica es
un sistema de coaliciones factibles tiene sentido considerar las L—componentes
(Definicién 2.2.15) de cualquier coalicién S C N, las cuales verifican que su
unién es la coaliciéon S (Proposicién 2.2.16) aunque estos convexos maximales
de la coalicién S C N no tienen que ser necesariamente disjuntos. Ello se

pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.3 Sea (N,L),con N ={1,2,3,4} y

L= {0, {1}, {2} {35 {4}, {1,2},{2,3}, {3,4}, {1.4},{2, 4},
(1,2,4},{2,3,4}, N}

El par (N, L) es una geometria convexa atémica. Sin embargo, para S =
{1,2,3}, sus convexos maximales son {1,2} y {2,3}, los cuales no son dis-
juntos.

Teniendo en cuenta la conclusion que se obtiene del ejemplo anterior y
que la Proposicién 2.3.6 caracteriza a un sistema de particion, se introduce

el siguiente concepto

Definicién 3.1.4 Sea (N, L) una geometria convezra atdmica. Se dice que
es una geometria convexa de particion si para toda S, T € L, con SNT # 0,
se tiene que SUT € L.

Ejemplo 3.1.5 Un grafo G = (N, E(N)) es un grafo bloque (en [50] es
denominado ciclo-completo) si cualquier bloque es un grafo completo (véase
[32, p. 30]). En particular, si G es una unién disjunta de drboles, entonces
G es un grafo bloque.

Considérese la situacion de comunicacion (N, G, v) estudiada en el Ejem-
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plo 2.3.4. En él se indic6 que el par (N, F), donde
F={SCN|(S E(S)) es un subgrafo conexo de G },

es un sistema de particion. Edelman y Jamison establecen, [22, Teorema 3.7],
que G = (N, E) es un grafo bloque conezo si y sélo si (N, F) es una geome-
tria conveza. De ahi resulta que si G = (N, E) es un grafo blogue conero,
entonces (N, F) es una geometria convexa de particion.

Ejemplo 3.1.6 Ll par (N, L,,), que corresponde a una situacién de votacion
en un orden politico unidimensional, considerado en el Ejemplo 2.3.3 es una
geometria convexa de particion.

En la Proposicion 3.1.2 se ha establecido que, para toda S C N, el in-
tervalo [S™, 5] es isomorfo a 2°°(5) siempre que (N, L) sea una geometria
convexa. Si (N, L) es una geometria convexa de particién puede establecerse
el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.7 Sea (N, L) una gecometria convexa de particion. Sea
TeLl T'#N,y

TH=\/{CeL|T<C},

entonces se verifica que

(a) SiT e LyT #90, el intervalo [T, T*] es un dlgebra de Boole isomorfa
a 2T\,

(b) SiT =40, entonces [T, TY] = L.

Demostracién: (a) Si (' cubre a T, puede probarse que C' = T'U{j}, para
algiin elemento ;7 € N\ T. En efecto: si T < ', entonces T' C C con lo
que C =T U(C\T). Supdngase que en C'\ T hay, al menos, dos elementos
distintos 7, j. Entonces, por definicién de clausura y debido a que T' < C,
se tiene que ¢ # j,1 € L(TU{j}) =Cyyj € LT U{i}) = C, lo cual es
contradictorio con la propiedad anticambio que verifica cualquier geometria
convexa.
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Como T # @ resulta que dos conjuntos C'y D cualesquiera que cubran a
T tienen interseccién no vacia (C'N D = T). Ello implica que, debido a que
(N,L) es una geometria convexa de particién, C U D € L. Por tanto:

T+ = \/{CEL‘IT<C}:£(U{CEE|T<C})
= J{ceL|T<C=Tu{je N\T|TU{j}eL}

Al ser el intervalo [T, 7] isomorfo a la coleccién de subconjuntos de
TH\T ={j e N\T|TU{j} €L},

se obtiene el resultado.
(b) (N, L) es una geometria convexa de particion y, por tanto, es atomica.
De ahi, {i} € £ para todo i € N. Luego, si T' = §}, entonces

T = \/{i}zL’(U{i}) = L(N)=N.

1eEN

1EN

TU {2.1,1'2,7:3} = T+

Tu{i,} €L, k=1,2,3

T U {iz,is}

T U {is}

Ficura 3.3
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3.2 Juegos Restringidos por Geometrias

Una geometria conveza de particion (N, L) es un sistema de particion. A los
convexos maximales (L-componentes) de cualquier subconjunto A C N se
les denominara componentes converas de A.

Lo anterior indica que si se considera la terna (N, L,v), donde v es un
juego sobre N y (N, L) es una geometria convexa de particion, tiene sentido
. . . . . AN
considerar el correspondiente L—juego restringido v* : 2V — 1R,
“

v (S) = Z{U(Tk) | {T,} particién en componentes convexas de S'}.

k

Para el L—juego restringido, son de aplicacion inmediata las conclusiones
establecidas en el Teorema 2.3.11 y la Proposicién 2.3.12 por las que se tran-
smite el cardcter superaditivo del juego (N,v) al juego restringido (N, v”)
asi como el ser simultaneamente un juego simple y propio. Ademas, ya que
N € L, siempre se verifica que v*(N) = v(N) con lo que las Proposicio-
nes 2.3.13 y 2.3.15 aseguran que el core del F-juego restringido es no vacio

cuando lo sea el del juego (IV,v) y que
C(N,v") ={z € R | 2(N)=0(N), z(S) > v(S),¥Se L\0}.

Por 1ltimo, es de resaltar que, debido a que toda geometria convexa de
particion es una familia intersectante atémica y que contiene al conjunto vacio
(véase pagina 48), el Ejemplo 3.1.5, el Teorema 2.3.18 y la Proposicién 2.3.19
generalizan el resultado de Nouweland y Borm [48] sobre transmision de la

c

supermodularidad de v a v* cuando consideran situaciones de comunicacion

(N,G,v) en las que G es un grafo bloque.

Como en una geometria convexa de particiéon puede definirse —para cada
juego v sobre N— el juego restringido v*, ello significa que puede establecerse

la aplicacién del espacio vectorial 'V en sf mismo:

Le: TN — TV Le(v) = vF.



3 JUEGOS RESTRINGIDOS POR GEOMETRIAS CONVEXAS 66

Esta aplicacién L, -—estudiada en la seccién 2.4— es lineal, no es bi-
yectiva si £ # 2V y, aplicando el Teorema 2.4.3, el conjunto de juegos de
unanimidad {us | S € £, S # 0 } constituye una base del espacio ima-
gen L.(T™N). No obstante, este resultado puede demostrarse aqui de forma
inmediata debido a lo siguiente

Proposicién 3.2.1 Para todaT C N, T # 0, se tiene que

Le(ur) = ugeny.

Demostracion: Por la Proposicion 2.4.2

1, sidCelL/TCCCS

0, en otro caso,

VS C N, uf[:(S) = {

y, aplicando el concepto de envoltura convexa, se obtiene
us(S) =1 3C € LeconTCCCSe&TCLT)CS S uyn(S) =1

con lo que Le(ur) = uf = ugry, VI'C N, T # 0. a

Evidentemente, si 1" € L, entonces L(T) = Ty Lg(ur) = ur. Esta
ultima afirmacién junto con el hecho de que VI' C N, £(T') € L permite
indicar que

Le({fup |TC N, T#0})={us|SeL, S#0}.

Se concluye que cualquier juego restringido v puede ponerse como com-
binacién lineal de los juegos de unanimidad ug, donde S € L. Iis decir,

UC: Z A,UL(S)’Lts,
Sel\p

siendo A,z(.S) los dividendos del juego restringido por la geometria convexa
de particién v4. También, de manera inmediata, los dividendos A, (S) =0

si la coalicién S ¢ L.
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Lloyd S. Shapley, en [56], propone el concepto de valor de un juego coo-
perativo v, dado —para cada jugador : € N— por la siguiente expresion

combinatoria

awy= 3 BT e s i),

!
i€SCN n:

donde n = [N|y s = |S]. Esta férmula expresa el llamado valor de Shapley
para un jugador ¢ € N. Es, entre otros, un concepto de solucién de un juego
cooperativo y puede interpretarse (véase [66]) como la contribucién marginal
esperada del jugador 7, o como un promedio de la contribucién marginal
v(S)—v(S\{7}) de dicho jugador a todas las coaliciones S € 2\ cuando se
supone que la coalicion a la que pertenece el jugador 7 es igunalmente probable
que sea de igual tamano s (1 < s < n)y que todas las coaliciones de tamano
s son equiprobables. Es decir, una suma ponderada de las contribuciones
marginales del jugador 7 admitiendo que la probabilidad de que el jugador :

pertenezca a una coalicién de tamano s, p., viene dada por

-1
s n—1 1 ;. 1fn—1 (s — D)l(n —s)!
ps ) :-— ﬁ ps:—— . . —_ (‘ ),
s —1 n n\ s—1 nl

Si se parte de la apreciacién subjetiva de que para el jugador ¢ es equiprobable

pertenecer a cualquier coalicién, surge el valor de Banzhaf-Coleman [5] [19],

U= 5 == [o(8) = u(S\ (i}

i€SCN #

Dubey y Shapley [21], indican que la definicién correspondiente al indice
de Banzhaf-Coleman garantiza las propiedades de linealidad, simetria y
dummy que se utilizan tradicionalmemte para axiomatizar el valor de Sha-
pley. Sin embargo, el axioma de eficiencia no se cumple porque, en general,
ocurre que
Z Ui (N, v) # o(N).

1EN

Estos conceptos pueden generalizarse con la siguiente definicion.
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Definicién 3.2.2 Sea la terna (N,F,v), donde (N,F) es un sistema de
particion y v un juego sobre el conjunto N. Se define el F—valor de Shapley
del juego (N,v) por

7 (N,v) = ®;(N,v”), Vi€ N.

De igual manera, el F-valor de Banzhaf-Coleman del juego (N,v) se
define como

\I/f(N,v) = \I}i(]vv Ur)? Vie N.

Obsérvese que para el sistema de particiéon considerado en el Ejemplo 2.3.4
—el cual hacia referencia a las denominadas situaciones de comunicacion—,
el F-valor de Shapley es el valor de Myerson [44],

OL(N,v) = (N, v°) = &;(N,v%) = (N, G, ).

De igual forma, si se considera la terna (N, F,v) con F = 2V resulta que
v> = v y los F-valores definidos coinciden, respectivamente, con el valor de

Shapley y el de Banzhaf-Coleman para el juego (N, v).

En el caso de considerar la terna (N, £, v), donde (N, £) es una geometria
convexa de particién, los F—valores definidos se denominaran valor convezo

de Shapley y valor convexro de Banzhaf-Coleman, respectivamente.

Las caracteristicas de linealidad de los indices de poder de Shapley y de
Banzhaf-Coleman hacen que estos F-valores puedan expresarse en términos
de los dividendos del juego v* (52, p. 212]. Para cualquier i € N,

A ) AS‘ A’U AS’
G-y M9 x A
{SCN|i€s,5#0) 5] {SeF\b| i€S} 5]

UT(N,v) = > BIA (S = Y 2Bl (9),
{SCN|i€S.5#08} {SeF\p| €S}

debido a que A, #(S)=0s1 5S¢ F.
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Estas expresiones indican que los dividendos del juego restringido v”

son determinantes para el conocimiento de los F-valores de Shapley y de
Banzhaf-Coleman. De ahi que se intente buscar férmulas para su célculo
efectivo, pudiéndose establecer un resultado para el célculo de los dividendos
del juego restringido en funcién de los dividendos del juego (N,v) y de los
transformados de los juegos de unanimidad.

Teorema 3.2.3 Sea la terna (N,F,v), donde (N,F) es un sistema de
particion y (N,v) un juego. Para cualquier S € F, los dividendos correspon-

dientes al F—juego restringido vienen determinados por

Ayr(S) = D AT)A ().

TCS

Demostracién: Por un lado, teniendo en cuenta la linealidad de Lz y
las bases de juegos de unanimidad existentes en los espacios TV y Lz(I'),

resulta que las coordenadas o dividendos A #(S) del juego restringido v”

vienen determinados por

v/ = Lg(v)=Lg (Z AU(T)uT) = > AJ(T)Lr(ur)

TCN TCN
= > ATy =3 AT [Z L\u,f('—q)”S}
TCN TCN SeF
= Y |3 A(T)A£(S) | us.
SeF |TcN

De otra parte, por el Corolario 2.4.4 :

v = 3T A A(S)us,

SeF

y de ahi se verifica que

Ar(S)= D0 AJT)A#(S), paracada S € F.
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Debido a la Proposicién 2.4.2,

Au(S) = Y w(L. S)E(L),

LCS

y uh(L) = 1 siy sélo si existe F € F tal que T C FF C L C S. Por tanto,
si T € S, entonces uZ(L) = 0 para toda L C Sy Au;(S) = 0. Queda

finalmente
= 30 AUT)A ().
TCS
]

Puede observarse que la expresiéon resultante es, en la practica, bastante
dificil de evaluar. Sin embargo, en el caso de que el sistema (N, F) se derive de
una geometria convexa de particion se obtienen simplificaciones significativas.
Ello se pone de manifiesto en los siguientes teoremas en los que, en primer
lugar, se generaliza un resultado de Owen [52] que relaciona los dividendos
del juego restringido v* con los del juego v. El segundo teorema permitird
hacer un cédlculo directo de los dividendos del juego restringido mediante los

valores del juego v.

Teorema 3.2.4  Sea la terna (N, L,v), donde (N, L) es una geometria con-
veza de particion y (N,v) un juego. Para cualquier S € L, los dividendos del

juego restringido por la geometria convexa de particion, (N,v*), verifican

Ae(S)= > AT = S AT

{T} L(T)=5} {TVex(S)CTCS}

Demostracién: Haciendo un razonamiento analogo al del Teorema 3.2.3

y aplicando ademas la Proposicion 3.2.1, se obtiene

= > AUTAL(S) = D0 AT)AL,,(5),

TCN TCN

para cada S € L. Ahora bien

ZAUL () \ US‘,

SeLl
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y como L(T) € L, resulta que
Dupry(S) =1 &= 5= L(T).
Ello, junto con el hecho de ser

A (0) = Y (—)HFlu(H) = v(0) =0,

HCO
hace que se obtenga: A,c(S) = Y A(T).
(7| £(T)=5)

Finalmente, quedaria probar que {T|L(T) = S} = {T]ex(S) C T C S}. En
efecto, sea 1" tal que su envoltura £(T) = S = L(5), porque S € L. Es
obvio que T' C L(T') = S. Como S es convexo, la propiedad de Minkowski-
Krein-Milman indica que ex(.5) es base de S por lo que ez(.S) es un conjunto
minimal tal que L(ez(.S)) = S. El ser minimal asegura que ex(S) €T C 5.
Para establecer la inclusion contraria, se supone que ex(S) C T C 5. Las
envolturas verifican

por lo que L(T') = S o

Teorema 3.2.5 Sea la terna (N, L,v), donde (N, L) es una geometria con-
vexa de particion y v un juego sobre el conjunto N. Si S € L, entonces:

A,e(S) = Y (=)=,

{T| S\ex(S)CTCS)

Demostracién: Los juegos de unanimidad convexos son una base de los

juegos v¥, luego aplicando el juego restringido a los convexos, se obtiene

v(S) = v(S) = Yo Ax(T), VSecL

{TecL| TCS}

La familia £ es un reticulo (pag. 60). Si se considera la funcién caracteristica

y la funcién dividendo definidas sobre dicho conjunto parcialmente ordenado

v, Ay 2 (L£,C) — IR,
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y se aplica la férmula de inversién de Mdbius (pag. 21), los dividendos de
v* quedan expresados en funcién de los valores de v. En efecto, para toda
coaliciéon S € L:

v(S) = Z Ape(T) <= Ae(S) = Z o(T)p(T, S).
{TeL| TCS} {Tecr| TCS)
La funciéon de Mébius viene dada, en [22, Teorema 4.3], por

(—1)F=IT 6 S\ T C ex(S)
0, en otro caso.

w(T,5) = {
SiT C S, entonces S\T C ex(S) siysolosi S\ex(S) CT. En consecuencia,
A,e(S) = S ()T,

{S\ex(S)CTCS}
O

, . AN . . e,
Nétese que si £ = 2%, entonces todos los elementos de cualquier coalicion

son puntos extremales de la misma. Es decir:

VeV =L = S\ ex(S) =0,

y como v* = v, surge —debido al Teorema 3.2.5— que para toda S € 2V

AY(8) = Aye(§) = 3 (=1)SHThy(T),
TCS
que es la expresion correspondiente a los dividendos de Harsanyi [33].
Corolario 3.2.6 Sea la terna (N,L,v), donde (N,L) es una geometria

conveza de particion y (N,v) un juego sobre el conjunto N. El valor convezo

de Shapley y de Banzhaf-Coleman satisfacen, respectivamente,

Or(Nv)= Y i—%l[ > (—1)”"'7"1)(7')},
~ Te

{SeL\p| ies) [5—.5]

Te

{SeL\p| 1€S} [5-.9]



3 JUEGOS RESTRINGIDOS POR GEOMETRIAS CONVEXAS 73

Es una consecuencia inmediata del Teorema 3.2.5 y la Proposicién 3.1.2.,
en la que se establece que, para S € L, el intervalo [S™, S] es un algebra de

Boole y 5= = S\ ex(S5).
Ejemplo 3.2.7 Sea la terna (N, L,v), siendo N = {1,2,3,4},

S| =1, si Se2V\§

y o oN R, (9= ]
v e R U() { 0’ Si AS':m.

y £={0,{1}.{2}, {3}, {4}, {1.2},{2,3}, {2,4}, {3.4}, {1, 2,3}, {1, 2,4},
{2,3,4}, N }.

Puede observarse (véase Figura 3.4) que el par (N, L) es una geometria
convexa de particion.

Ficura 3.4
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Utilizando resultados anteriores, los valores convexos de Shapley y de
Banzhaf-Coleman vienen determinados por:

E(N,v) = Y A“‘(S), VE(N,0) = S 2SIA L(S)
sebiiesy ] {sec\Dlies)

con A(S)= > (=D)S=Ty(T) para S € L.
Te[$-.9]

Por tanto, teniendo en cuenta que el intervalo [S7, 5] es un algebra de
Boole en el reticulo (£,C) (Proposicién 3.1.2), se calculan en primer lugar
los dividendos del juego restringido:

i) Para todo1 € N: A c({i}) = Z(llm(T)—O

Te[d.{i}]
i) Si 5 € L, con |S| =2, se tiene

Ae({i i) = > (1)) =o({i,)}) =

Tel@.{i,j}]

ili) Para las coaliciones factibles {1,2,3}, {1,2,4} v {2,3,4}:

Ac({L,2,3) = 3 (=) (1) =0,

Te[{2}.4{1,2,3}]
Ae({1,2,4Y) = S (=1 Ty(T) =0,
Te[{2}.{1,2,4}]
Ape({2,3,4) = 3 (=1)7(T) = —1.
Te(®.{2,34}]
) Si S = N, entonces Az(N) (=D Tly(T)y =0
Te[{2},N]
De ahf: ®f(N,v)= > Bue(S) =A,c({1})+
s S
SeL\D| 1S}

50 ({1,2)) + 28 ({1,2,31) 4 Ae({1,2,4))] + 7A.e(N) =

[\;|,_
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| o

Analogamente: ®5(N,v) = ®5(N,v) =

Nétese que > ®F(N,v) =3 = v5(N).
tEN

7
N @g(N,’U) = g

Lo

€.

Para el valor convexo de Banzhaf—Coleman, se obtiene:

1 3 5
\Df(NaU) = '2_7 \Pg(Nav) = \I/4L(va) = Zv wg(va) = Z

Teorema 3.2.8 Sea la terna (N, L,v), en la que (N, L) es una geometria
convexa de particion. Si (N,v) es un juego convexo y cero—normalizado,
entonces ®“(N,v) € C(N,v5).

Demostracién: Si (N,v) es convexo, aplicando el Teorema 2.3.18, resulta
que el juego restringido (N,v%) lo es, ya que (N, £) es una familia intersec-
tante, atémica y contiene al conjunto vacio. Si se tiene en cuenta que el valor

de Shapley pertenece al core del juego si éste es convexo [59], resulta que
®(N,vc) € C(N,v°) == 5(N,v) = ®(N,v*) € C(N,v°).
]

Es evidente que la demostracion del teorema anterior obliga a precisar
que es también valido para cualquier terna (N,C,v) en la que (N,C) sea una

familia intersectante atéomica y contenga al conjunto vacio.

Owen, en 1988 [53], define la extension multilineal de Owen del juego

(N, v) como la funcién de n variables reales

fv(flla--'v(/’/l): z [H q; H (I-ql)jl U(S)v

SCN |j€s  jeN\S
donde (q1,...,¢,) € [0,1]". Ademas, establece que
./.u((/]-, v 7qn) = Z H ([jAU(S)v
SCN jes
donde A,(5) es el dividendo de Harsanyi de S en el juego (N, v). Los valores

de Shapley y de Banzhaf se obtienen mediante las férmulas:

Vo, o
A aqi(t,...,t)dt, \I!Z(N’v)_‘()qi(J/H""’l/Q)'

(I)Z(N, ’U) =
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En 1992, Owen y Winter [54] modifican este método para calcular el valor
restringido por una estructura de coalicién (CS-valor o valor de Owen). En
lo que sigue, se utilizaréan estas ideas para determinar los F-valores asi como
los valores convezos de Shapleyy de Banzhaf—Coleman.

Definicién 3.2.9 Sea la terna (N,F,v), donde (N,F) es un sistema de
particion y (N,v) un juego sobre el conjunto N. Se define la F-extension
multilineal de v como la extension multilineal del F—juego restringido. Es
decir:

701" — R, siendo f7 = f,r.

Teorema 3.2.10 Sea (N, F) un sistema de particion y sea (N,v) un juego.
Entonces se verifican:

(a) La F-extension multilineal de v satisface

g =3 T ¢A.#(8)

SeF jes

(b) El F-valor de Shapley para i € N es

1OfF
F(N v) =
o7 (N, v) /0@%( L )dL.

(¢) El F-valor de Banzhaf-Coleman parat € N es

ofr
dq;

U (N,v) = (1/2,...,1/2).

Demostracién: (a) Por definicién

ff((hv-'--/([n):fi (g1 qn Z H(]]A z 5 .

SCN jes

Al ser A,»(S) =0,VS ¢ F, resulta que

Saran) = 20 [T aid.

SeF j€S
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(b) Sea ¢ € N. La correspondiente derivada parcial:

afr 0
5% =3 Bor(8) g (H qj) = > Ax9 I @

! Ser J€S {SeFlies} {s€515#i}

Integrando a lo largo de la diagonal principal del cubo unidad [0, 1]™:

1 F 1
91 (t,...,0ydt =3 A,,;—(.S')/ =14t =

o Jq; (SeF|ies) 0

AU'F(S)
|51

= O;(N,v7) = &7 (N, v).
{SeF|ies}
(c) Seat € N. Utilizando la expresién de la derivada parcial, determinada
en el apartado anterior, y evaludndola en (1/2,...,1/2) € [0,1]", se tiene
’ 1 IS]-1 -
v (179 2) = - r= U
G2 )= (z> A,r = GF(N,v).
{SeF|ies)
a

Corolario 3.2.11 Sea la terna (N, L,v), siendo (N, L) una geometria con-
veza de particion y (N,v) un juego. La L—exlension multilineal de v satisface

FAqisqn) =Y Hq]«[ ST (=TT

SeLjes Te[s~.9]

Se deduce inmediatamente como consecuencia del teorema anterior y del
Teorema 3.2.5.

Proposicién 3.2.12 Sea (N, L) una geometria convera de particion. Sea
cualquier T € 2N\ §. Si se considera el correspondiente juego de unanimidad
ur, entonces
(a)
1
OE(N, ) = { LD

0, en otro caso.

siie L(T),
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(b)

1 . .
WE(N,up) = { e ' E L(T),
0, en otro caso.

Demostracién: Por definicién, para T' € 2V \ § se tiene que

ffT(qla . 7(1n) = fu%(fhv s 7([71) = fuﬁ(T)((lla CE) 7([71) - Z H (leuL-(T)(S)-

Sec jes
Alser A, (5) = 1siy solosi L(T) =5, resulta
fuﬁl(qluvqn) = H 455
JEL(T)
p H q;, sive L(T)
Wi, {FeL(T)]i#i)
y 8(] (qla"-aqn):
0, en otro caso.

Por tanto, aplicando el Teorema 3.2.10, si 7 € L(T')

.1 d L
q)iL(‘NvuT): o _df:[l—r

1
t.. lt:/ M=y = ,
( = J, VIBY

ysii g L(T): ®5(N,ur)=0. Por otro lado, utilizando el apartado (c) del
Teorema 3.2.10, si ¢ € L(T') entonces

o pF
Ofir
8(11-

Il
TN
DO e
~—

B
j
T
_

UE(N, up) = (1/2,...,1/2)

y WE(N ur) = 0siz ¢ L(T). a

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, nétese que si
T € L entonces

1
—, siie T, o SiiEeT
ot(Noup) =4 T €Ty wE (N gy = g e T
0,

siigT. 0, siigT.
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ya que L(T)=T.

Ejemplo 3.2.13 Considérese la misma terna, (N, L,v), del Ejemplo 3.2.7.
Para dicha terna, se tiene que

0 — R g e 0s0) = 3 [T 080e(9).
SeLjes
Como A,z(S) = 0 salvo para las coaliciones {1,2}, {2,3}, {2,4}, {3,4}
v {2,3,4} —cuyos dividendos son iguales a 1 para las coaliciones de dos

elementos y (—1) para la coalicién {2,3,4}—, resulta

ff(qh 42, 43, (/4) = Q142 + G293 + G291 + 4394 — §243Ga.

Obsérvese que la funcién f* no es lineal para todas las componentes. Si se

Juos

calcula el gradiente de

vff(‘h, G2, @3, G4) = (G2, s + @3 + @4 — 3¢, @2 + ¢4 — G244, G2 + Gz — 1243),

Y
ofe ¢ i 8%7' 1
P) (Lt t) =< 3t—1* sie=2
(e %1% sii=34
con lo que
. 1 1 1
(DI(N,U):/ tdt = 3, <1>§(N,v):/ (3t — 2)dt = ~
0 2 0
‘ , ] 9
BE(N, v) = BE(N, v) :/ (20— )t = 3.
0 :
Por otro lado:
aff 1111 1 afc 1 111 5
LAT 20\ vt N Loni o oo 2w 70 202 2N T
\1}1(‘/\#0)‘ aq] (27272,2)_27 \pz(j\/vv)‘_ 0(12 (2*27272)_4

EETACAAE A s
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3.3 El potencial de Hart y Mas—Colell

Sea I' el conjunto de todos los juegos de utilidad transferible. La funcion
potencial de Hart y Mas-Colell [37], es una funcién P : I' — R que asigna

a cada juego (N, v) un numero real P(N,v), y satisface las condiciones

P(0,v) =0, > D'P(N,v)=uv(N),
€N
donde D'P(N,v) = P(N,v)—= P(N\{i},vam ). Enla expresién anterior, se
entiende por v\ (i} la restricciéon de la funcién caracteristica v a las coaliciones
S € 2N\ Es decir, vy (S) = v(S) para toda coaliciéon S C N\ {1} v,
siempre que no haya algin problema de confusidn, el juego (N \ {2}, vn\giy)
se denotara por (N \ {i},v).

El niumero real D'P(N,v) es denominado contribucion marginal del ju-
gador 7 al juego (V,v) y permite indicar que la funcién potencial exige, para
todo juego (N,v), que las contribuciones marginales sean eficientes. De la

condicién de eficiencia de las contribuciones marginales se deduce

—_—

P(S,v) = — |o(S)+ D P(S\ {i},v)], Se2¥\0,

ILVI €S

lo que provoca, empezando con P((},v) = 0, un proceso recursivo de calculo
para determinar P(N,v). Ademas, la contribucion marginal del jugador :

coincide con el valor de Shapley:

D*P(N,v) = P(N,v) = P(N \ {i},v) = ®,(N,v), Vi€ N.

Hart y Mas-Colell, en [37], demuestran las siguientes férmulas explicitas

para el potencial
1
P(/\/T,V'U) = Z WAH(SV)’

SCN

'(n — s)!

P(N,v) = Z (s — 1)

N
SCN .

v(S), conn=|N| s=][5],
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y Winter [72] define el potencial del valor de Myerson, estableciendo su uni-
cidad y demostrando que

P(N,G,v) — P(N\ {i},G\ {i},vmy) = wi(N,G,v), VieN.

Entonces, dicho potencial es Pg(N,v) = P(N,v%). La extension de Winter
determina un proceso recursivo en el que se calculan los potenciales de los
subjuegos (5, (S, E(S)),vs), que se denotan por Ps(.S,v). Si se comienza con

Pg(0,v) = 0, el algoritmo consiste en calcular

Ps(S,v) = I_é—, v (S) + S Pa(S\{i},v)|, Se€ 2V 0.
1€S

Posteriormente, Bilbao y Lépez (1996)[9] establecen un nuevo algoritmo
recursivo para calcular el potencial de Myerson sin necesidad de calcular los
valores de v“. Estas ideas se extienden aqui a cualquier sistema de particion

y a las geometrias convexas de particion.

Definicién 3.3.1 Sea la terna (N, F,v), con (N,F) un sistema de par-
ticion y (N, v) un juego. Se define el F-potencial restringido del juego (N,v)
por

PF(N,v) = P(N,v%),
donde P es la funcion potencial de Hart y Mas-Colell, y (N,v”) es el juego
restringido por el sistema de particion.

La definicién implica que puede establecerse el siguiente proceso recursivo
para determinar el F-potencial del juego restringido (N, v):
1

P(Q),U}-) = 0, ,P(S’v}-) = T?"

o7 (8)+ 3PS\ {i),07)|, S €2V \ 0,

€S

y las contribuciones marginales verifican, para cada : € N:

D'P(N,v") = P(N,v") — P(N\ {i},v") = ®(N,v”) = & (N,v).

Proposicién 3.3.2  Sea la terna (N, F,v), con (N, F) un sistema de par-
ticion y (N,v) un juego. Para todo subjuego (S,v), S C N, existe el Fs—
potencial restringido

P7E(S,v) = P(S,07),
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donde Fs ={T € F|T C S}.

Demostracién: Si (N, F) es un sistema de particion, entonces (.5, Fs), en
el que SC Ny Fs={T € F| T C S}, también lo es. Al ser (5, Fs) un
sistema de particién, puede considerarse el correspondiente juego restringido
(S,v75) para el que es inmediato probar que

(S,075) = (S,0%).

En efecto, considérese v7s, v* : 25 — R. Si T € 25 N F, entonces
T € Fsy v (T)=vo(T) = v"s(T).
SiT C SperoT & F, entonces T = U[’» Alser T, CT CSyT, e F,

resulta que las F— componentes de T son también sus Fs—componentes y,

por tanto

o (T) = o735 (T).
Asi, son ciertas y tienen sentido las igualdades:
P(S,v7) = P(S,v7%) = PP5(5,v)
0

Utilizando la misma notacion que para la funcién caracteristica correspon-
diente a un subjuego, se escribira P%(S,v) para indicar P75(S,v), siempre
que no haya algin problema de confusién.

La proposicién anterior hace que el proceso recursivo indicado en el parra-
fo previo a la misma pueda expresarse formalmente de la siguiente manera:
1

PF(p,v)=0, P7(Sv)= i vI(S)+ ST PF(S\ {i}o)| L S e2V\ 0.
€S

Ademés, puede generalizarse el resultado de Winter para el potencial del
valor de Myerson.

Proposicién 3.3.3 Sea (N,F,v), con (N,F) un sistema de particion y
(N,v) un juego. Entonces, el F—valor de Shapley viene determinado por

®F (N, v) = PT(N,v) — PPN\ {i},v)
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donde F \ t = Fa\(iy-

Demostracién: Las contribuciones marginales verifican, para cada » € N:
D'P(N,v") = P(N,v”) = P(N\ {i},v”) = ®;(N,v”) = 7 (N, v).

La Proposicién 3.3.2 implica, de forma inmediata, la tesis. a

Como consecuencia directa de las propiedades de funcién potencial, dadas

por Hart y Mas—Colell, puede establecerse el siguiente resultado.

Proposicién 3.3.4 Sea (N,F,v), con (N,F) un sistema de particion y
(N,v) un juego.

(a) Si (N,v) es equilibrado y v(N) = v7 (N), entonces P7(N,v) < v(N).

(b) Si (N,v) es totalmente equilibrado, superaditivo y v(N) = v*(N), en-
tonces

P7(S,v) <wv(S), YSCN.

Demostracién: (a) Si (N,v) es equilibrado, el Teorema 2.3.14 (a) implica
que (N,v”) también lo es. Entonces,

P(N,v) = P(N,v") < o7 (N) = v(N),

donde la desigualdad central es probada por Hart y Mas—Colell [37, Corolario
2].

(b) El Teorema 2.3.14 (b) implica que el juego restringido (N,v”) es
totalmente equilibrado. Entonces, el apartado anterior garantiza que, para
toda S C N

P7(S,v) = P(S,v7) < v (9).
Ademas, si (N,v) es superaditivo, entonces v” (S) < v(S5), para cualquier
coalicion S C N. a

A continuacién, se va a establecer un nuevo algoritmo recursivo para
calcular el F-potencial restringido del juego (N, v), sin necesidad de calcular

los valores de la funcién caracteristica del juego restringido (N,v7).

Teorema 3.3.5 Fl F-potencial restringido, verifica:
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(a)
PF(S,v) = I;I )+ LS\ L)), S F\D
(b)
= Z{PI(Sk,v) | Sk - Hs}, 515 € F.

Demostracién: (a) Es inmediata ya que si S € F, entonces v” (S) = v(5).
(b) Los juegos de unanimidad up, con T' € F, constituyen una base del

espacio imagen L(I'V), por lo que

Z A7 (T)ur.

TeF\D

Aplicando la Proposicién 1 de Hart y Mas-Colell [37] al subjuego (S, v7), se
tiene que
1

PE(S,v)=P(Sv )= > i

{TeF\p| TCS}

AAT),

donde A, #(T') son los dividendos de T" en el juego restringido.

Se sabe que si S ¢ F, entonces S = Ji_, Sk, siendo {S;} = lls la
particion de S en sus F-componentes. Dado que la particion de .S induce la
particion

P
{TeF|TcSy=|J{T eF|TC S},
k=1
se obtiene

:g[ > o T } X s

{TeF\B| TCS,}
]

Ejemplo 3.3.6 Sea la terna (N, F, v), siendo (N, F) el sistema de particion
derivado de la geometria convexa considerada en el Ejemplo 3.2.7. Es decir:

N ={1,2,3,4},v : 2V — IR,

o JISI=1, siSe2V\ D
'U(S)'_ { O, S] ‘szw' )
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y f = { ®3 {1}’ {2}’ {3}’ {4}7 {1’2}7{27 3}’ {2’ 4}7{374}7 {172’3}’ {1’274}7
{(2,3,4},N }.

Se va a determinar el F-valor de Shapley, ®7 (N, v), utilizando el F-
potencial restringido del juego (IV,v), las propiedades de las contribuciones
marginales y el procedimiento recursivo que se desprende del Teorema 3.3.5.

El algoritmo comienza con:

PF(B,0) =0, PT{i},v)=v({i}) =0, Vi€ N.

Utilizando el apartado (b) del Teorema 3.3.5, se determina el F-potencial
restringido de las coaliciones no factibles por medio de la suma del potencial
de sus F-componentes. En efecto, si S ¢ F y |S| = 2:

P7({i,j}v) = PZ({i},0) + P ({j},v) = 0

Las coaliciones factibles {1,2}, {2,3}, {2,4}, {3,4}, verifican:

| —
o | —

P7({3,5},0) = slo({i 1) + PP({ih o) + PP ({5} o)) =

S

L

Se procede de manera analoga con las coaliciones de tres elementos. Para la

coalicion S = {1,3,4} ¢ F:

| —

PF({1,3,4},0) = PF({1}) + PT({3,4}) = -.

¢

N

t

Para las coaliciones factibles {1,2,3}, {1,2,4}, {2,3,4}:

P23 0 =5 23+ ¥ Pf({l,fz,:s}\{i},v)}:
- 1€4{1,2,3}
= L2 PPN 4 PPN + P2 = 524 5 5l =1,

y de forma andloga

Pf({l,2,4},v):%[1}({1,2,4})+ > Pf({1,2,4}\{i},v)}=1,

ie{1,2.4}
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Pf(“""”“’”):%[“<{2»3’4}>+ > Pf<{2,3,4}\{i},v>}.—_g

1€{2,3,4}

Por ultimo

| o

PF(N,v) = i [U(N) + Y PE(N {i},v)] _

tEN

w

Aplicando la Proposicién 3.3.3, el F—valor de Shapley (en este caso es el valor
convezo de Shapley) de cada jugador es:

| <

LI Wit -1 =

®F(N,v) = PF(N,v) — PF(N\ {1},v) =

| —

(S]

O (N,v) = PF(N,v) = PP(N\ {2},v) =
®3 (N,v) = PX(N,v) = P7(N\ {3},v) =
(I)-Z:(va) = P}-(va) - P}-(AT\ {4'}31’) =

En el caso de una terna (N, L,v), en la que el par (N, L) es una geo-
metria convexa de particion, el L-potencial restringido del juego (N,v) se
denominara potencial convero del juego (N, v). En esta situacion particular,
las férmulas explicitas para el potencial P£( N, v) se obtienen usando distintas
férmulas para los dividendos del juego restringido por la geometria convexa

de particion.

Proposicién 3.3.7 Sea (N, L,v) una terna, siendo (N, L) una geometria

conveza de particion y (N,v) un juego. Entonces:

1

PX(N,v) = —
Yo &l

SeL\{0}

S (=TT

[$=.5]
donde S~ = 5\ ex(S5).
Demostracion: La tesis resulta teniendo en cuenta que

Aye(S)

Pﬁ(‘]\fvv) = Z |q. ’

SeL\®
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y aplicando el Teorema 3.2.5. 0

Teorema 3.3.8 Sea (N, L,v) una terna, siendo (N, L) una geometria con-
veza de particion y (N,v) un juego. Entonces:

(t — D)I(t+ — )]
1+

PA(N,v) =" v(T), dondet=|T|, tt =|T*|.

TeLl

Demostracion: La Proposicion 3.3.7 asegura que

, 1 1

PYN,o)= S — { 3 (—1)'5|‘|”1}(T)} ,
Sec\{9) 5] Te[s—.5]

e invirtiéndo el orden de las sumas a realizar, se obtiene

S s

TeL | {SeL\p| Te[S—,S]}

(= 1)1t

B o(T) =Y o(T)u(T).

Tecl

Si T = §, entonces v(T) = 0. Si se fija T € L\ §, se va a demostrar que
{(SeL\O|Te[S,8))=[TTH.

Para probar la anterior ignaldad se procede por doble inclusion. En primer
lugar,si S € L\ @y S~ CT C S, habrd que demostrar que ' C S C T'*.
Como T C S, bastara probar que S C T lo cual es equivalente a que

S\T CT*\T. En efecto,si j € S\ T:
STU{ICTU{ICSU}=S=Tu{j}elS",S]=TuU{j}eL.
Luego, j € Tt \ T, ya que

TH=TU{je N\T

TU{j} €L}

Reciprocamente, supéngase que S € [T,77*]. La Proposicién 3.1.7 asegura
que S € L\ 0, con lo que tinicamente hay que probar que S~ C T o, lo que
es lo mismo, S\ T C ex(S). En efecto,si j € S\ T

T=T\{j} CS\UIST\{Jj} ST = S\{j} e [N T7] = S\{j} e L.
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Luego, por definicién de elemento extremal de S, j € ex(S).

Como consecuencia de lo anterior:

(- vy T v (t—“

Se[T,T+]

donde s = |S|,t =|T|, R=S\T yr =|R|. Entonces, se tiene

c(T')zg(tJr—_f)( i(t*’-z‘) _])T/Olmt—w—ldm:

r

U A 1 +
/ Y < ) (—z)da :/ 271 - a) Tt
0 = r 0

Al ser la integral resultante la funcién Beta, queda finalmente que el £-

potencial restringido del juego (N, v) viene dado por

(-t =0 1
PX(N,v) = > e o(T), dondet = |T|, t* = |T%|.
Tecl :
0
En el caso especial de ser £ = 2V, se tiene que TT = N para toda

coalicion T' € L. Entonces, surge

P(Nv) = T (s — D(n — 3)!1)(3)7

!
SCN n.

que es la expresion correspondiente del potencial de Hart y Mas—Colell para

el juego (N, v).

3.4 Juegos Simples

La teoria de juegos simples estudia juegos cooperativos en los que cualquier
coalicion es ganadora o perdedora, sin que existan posibilidades intermedias.

Estos juegos permiten modelar distintas situaciones econdmicas, sociales y
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politicas e incluyen a los juegos de mayorias que predicen y analizan la for-

macion de coaliciones en organizaciones estables, parlamentos y gobiernos.

Dada la diversidad de situaciones en las que se emplean los juegos simples
y debido a que son mondtonos y a que el recorrido de su funciéon caracteristica
es el conjunto binario {0, 1}, hace que sea de interés y posible buscar algu-
nas simplificaciones en el célculo de los dividendos del F—juego restringido,
cuando éste exista.

Previamente, conviene recordar que si el juego (IV,v) es simple, entonces
el F—juego restringido por un sistema de particion no lo es en general; que
puede asegurarse el caracter de juego simple del juego (N,v”) si el juego

(N,v) es simple y propio, y que en ese caso
o7 (S) = max{v(Sy) | Sk € Tls}, VS €2/,

Ademads, en un juego simple (N,v), las coaliciones de N son tnicamente
ganadoras o perdedoras y, por ello, tiene sentido considerar el conjunto W de
coaliciones ganadoras y el conjunto MW de coaliciones minimales ganadoras,
definidos de la siguiente forma:

W={SCN|vS) =1},

MW ={SCN|oS)=1vo(T)=0,YTCS, T#S)}.

Es evidente que MW C W y, ambos conjuntos, van a ser determinantes
en el calculo de los dividendos. Ello se pone de manifiesto en los siguientes

resultados.

Proposicién 3.4.1 Sea la terna (N, F,v) tal que (N,v) es un juego simple
y (N, F) un sistema de particion.

(a) Si S & W, entonces A,»(S) = 0.
(b) Si S € MWNEF, entonces Ayr(S) =1
(¢) Siv es cero-normalizado y |S| = 2, entonces:

Ar(S)y=1 siysilosiSeFNW.
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Demostracién: (a) Si S & W, entonces v(S) = 0y v(H) = 0, para toda
HCS. Como
Apr(8) = 3 (=1 () y o (H) = v(H)),
HCS k
resulta que, para toda H C S:
Yk, v(Hy) =0 = v (H) =0 = A,~(S) =0.
(b) Si.5 € FN MW, entonces
A ()= 3 ()T () = o7 (3),
HCS

ya que v/ (H) = 0, para toda H C S € MW. Al ser S € F, se tiene que
v (8) = v(S) = 1 y queda finalmente la tesis.
(c) Si S € FNW, resulta que

A (S)y= " (—)EHLF(HY = % (S) = v(5) =1,
HCS
ya que el juego (N,v”) es también cero-normalizado.

Reciprocamente, si S ¢ F N W, o bien S ¢ F, con lo que su dividendo

A,#(S) = 0; 0 bien S ¢ W, con lo que A »(5) =v(5) =0. 0

Como consecuencia inmediata del apartado (a) de la proposicién anterior,
resulta

Corolario 3.4.2 Seca la terna (N, F,v) tal que (N,v) es un juego simple y
(N, F) un sistema de particion. Para el juego restringido (N,v”), se tiene
que
(a) El F—valor de Shapley es
ALS)

7 (N,v) = - v YieN.
{SEFNW| €S} |51

(b) El F-valor de Banzhaf-Coleman es

\Dl}-(/\f’ v) = Z -21—|S|AUF(S)7 Vi € N.
{SeFAW| ieS}
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(¢) La F-extension multilineal de Owen es

fg:(ql"-'aqn): Z HQjAvf(S)'

SeFnW jes

(d) El F-potencial restringido de Hart y Mas—Collel es

1

Fy —
P(N,v") = Z B

SeFnw

AU}-(S)‘

Proposicién 3.4.3 Sea (N, L) una geometria conveza de particion y (N, v)
un juego simple. Para los dividendos del L—juego restringido se verifica que
st SeELNW yS\ex(S) e W, entonces A,z(S) = 0.

Demostracién: Si S\ ex(S) € W, tenemos que todas las coaliciones del
intervalo [S'\ ex(S)
ciones convexas [S\ ex(S), 5] es isomorfo a 2575} (Proposicién 3.1.2) resulta
que, aplicando el Teorema 3.2.5

A,e(S) = Z (_1)|5|—|T| — Z (—l)lBl =0,

{S\ex(S)CTCS} BCez(S5)

, 5] son ganadoras. Entonces, como el intervalo de coali-

donde B =S\ T. O
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CAPITULO IV

4 Juegos Restringidos por Conjuntos Par-
cialmente Ordenados

En este capitulo se va a estudiar un sistema de coaliciones factibles definido
por un orden parcial en el conjunto de los jugadores. De ahi que, en lo que
sigue, se consideraran conjuntos finitos parcialmente ordenados P = (N, <)y
se analizaran las caracteristicas del sistema de coaliciones factibles construido

a partir de la clase de los conjuntos convexos.

4.1 Convexidad en conjuntos ordenados

Sea P = (N,<) un conjunto finito parcialmente ordenado. Se dice que
A C N es convexo en P cuando se verifica que,

acA beA y a<b = [au,bC A
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El conjunto formado por los convezos en P se denotara por
Co(P)={S C N |S es convexo en P}.
Si P = (N,<) es un conjunto parcialmente ordenado, se denotara por
P* = (N, <) al dual de P, donde el orden de P* es
r<y en PPy <z en P.

Birkoff y Bennett establecen [10, Teorema 5] que Co(P) ~ Co(P*), para
cualquier P.

Ejemplo 4.1.1 Sea N = {1,2,3,4}, con la relacién de orden parcial cuyo
diagrama de Hasse es el de la Figura 4.1,

1 4

[\]

3 *5

Ficura 4.1

Para este conjunto P = (N, <), se tiene que

Co(P) = { 0, {1}, {2}, (3}, {4}, {1, 2}, (1.4}, {1, 5},{2,3}, {2,4},{2,5},
(3,4}, {3.5},{4,5},{1,2,3), {1,2,4}, {1.2,5}.{1,4,5}, {2.3.4}, {2, 3,5},
{2,4,5},{3,4,5},{1,2,3,4},{1,2,3,5},{2,3,4,5}, N }.

La definicién implica que, para todo i € N, {1} € Co(P) con lo que el par
(N,Co(P)) es un sistema de coaliciones factibles. Entonces, dado un juego
(N,v), si los jugadores estan relacionados mediante una relacién de orden,
tiene sentido considerar la terna (N, Co(P),v) y el correspondiente juego de

cooperacion restringida,

6CMP)|2N~—HIR,écdeSU::rnéx{E:tﬂTﬂI{JE}E'PCdpﬂS)},

1
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siendo /P(;o(p)(S) el conjunto de las particiones de la coalicion .S en convexos

de P.

Es inmediato probar que si A, B € Co(P), entonces AN B € Co(P) lo
cual indica que (N,Co(P)) es un espacio de clausura. Ademés, Edelman
[22], Birkoff y Bennett [10] establecen que (N, Co(P)) verifica la propiedad
de Minkowski-Krein—Milman y es, por tanto, una geometria convezra atomica
denominada order conver en N.

Al ser (N,Co(P)) un sistema de coaliciones factibles, cnalquier subcon-
junto de N puede expresarse como unién de sus convezros mazimales (Defi-
nicién 2.2.15, Proposicién 2.2.16). En esta circunstancia particular, y debido
a que el par (N,Co(P)) es una geometria convexa, la definicion de convexo
maximal de S C N en P es equivalente a la dada por Tijs en [63]. Ello se

prueba en la siguiente proposiciéon

Proposicién 4.1.2 Sea (N,Co(P)) un sistema de coaliciones factibles y
sea SC N. SiT € Co(P) yT C N, entonces T es convero mazimal de S
en P sty sdlo si

Vie S\T, TuUl{i} & Co(P).

Demostracién: (=) Sea i € S\ T tal que T U {¢} € Co(P). Entonces,
existe 7" =T U {¢} con T C T C S, lo cual va en contra de la hipotesis.
(<) Teniendo en cuenta que (N,Co(P)) es una geometria convexa, los
elementos de C'o(P) que cubren a T son de la forma T'U {z}, 1 € N\ T
(Proposicién 3.1.7). SiT'U {i} & Co(P), Vi € S\ T, entonces no hay ningin
subconjunto de S que pertenezca a Co( P) y que cubra a T'. Ello implica que
T es maximal en S. !

Noétese que esta caracterizacién de los convexos maximales es cierta en
cualquier geometria convexa (N, L) y también que, en general, el sistema de

coaliciones factibles (N, Co(P)) no constituye un sistema de particion.

Ejemplo 4.1.3 Sea (N, <) el conjunto parcialmente ordenado, cuyo dia-
grama de Hasse es el de la Figura 4.2,
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Ficura 4.2

El par (N,Co(P)) no es un sistema de particién porque, usando la Pro-
posicién 2.3.6, {1,3} € Co(P), {3,4} € Co(P), tienen interseccién no vacia
¥, sin embargo, {1,3}U{3,4} & Co(P) debido a que 1 <4y [1,4] € {1,3,4}.

Tampoco el par (N, Co(P)) contemplado en el Ejemplo 4.1.1 es un sistema

de particién ya que {3,5},{1,5} € Co(P)y {3,5} U {1,5} &€ Co(P).

Sea P = (N, <) un conjunto parcialmente ordenado cuya longitud o rango

I(P) [62] sea menor o igual que uno. Es decir:
I(P) = max{l(C) | C es una cadena en Py [(C)=|C| -1} < 1.

Entonces (N, Co(P)) es una geometria convexa de particion. Iisto es debido
a que todo subconjunto de N es convexo, ya que o bien es un atomo o es una
cadena formada por dos elementos de N, lo que implica que Co(P) ~ 2V.
Por ejemplo, todos los Co( P) que surgen de las diferentes situaciones contem-
pladas en la Figura 4.3 son isomorfos a 2%. En estas condiciones ({(P) < 1),
s1 se considera el C'o(P)-juego restringido por el sistema de particién o la
geometria convexa de particién asociado a la terna (N, C'o(P), v), se verifica
que

vP)(§) = u(S), VS € 2V,

v, por tanto, el juego restringido coincide con el juego original.
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{1,2}

0

FIGURA 4.3: (Co(P),C) ~ (2°,Q)

4.2 El sistema de particiéon (N,Co(P))

En la seccién anterior se ha comprobado que si [(P) > 2, la geometria convexa

atémica constituida por el par (N, Co(P)) no es, en general, un sistema de
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particién. De ahi que, en esta seccién, se consideren tnicamente conjuntos
parcialmente ordenados con [(P) > 2 y se busquen condiciones bajo las que
el par (N, Co(P)) constituya un sistema de particién. Para ello, se introduce
el concepto de conjunto ordenado completamente coherente a partir de la

definicién de conjunto ordenado coherente dada por Birkoff y Bennett en

[10].

Un conjunto parcialmente ordenado P = (N, <) es coherente si es conexo

y ningin elemento maximal de P cubre a ningin elemento minimal de P.

Por ejemplo, el conjunto parcialmente ordenado del Ejemplo 4.1.1 (Figura

4.1) no es coherente ya que no es conexo y, ademds, el elemento maximal 4

3
cubre al elemento minimal 3. El conjunto parcialmente ordenado considerado
en el Ejemplo 4.1.3 (Figura 4.2) es coherente. Otras situaciones se contemplan

a continuacion:

L]
NO COHERENTE NO COHERENTLE NO CONIERENTE
(no es conexo) (maximales cubren a minimales)

Ficura 4.4

Definicién 4.2.1 Un conjunto parcialmente ordenado P, con I(P) > 2,
es compleltamente coherente si cualquier subconjunto parcialmente ordenado
inducido por P, P' con [(P') > 2, es coherente.

En las siguientes figuras se aclara este concepto. En la Figura 4.5 se pre-
sentan los diagramas de conjuntos parcialmente ordenados coherentes que no
son completamente coherentes. En la Figura 4.6 se dan ejemplos de conjuntos

parcialmente ordenados que son completamente coherentes.
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1 ‘ 1
P COHERENTE P’ con I(P') > 2, NO COHERENTE

() COHERENTE

1 2 3 1 2
4 4
—
5 5
6
H COHERENTE H', con [(H') > 2, NO COHERENTE

FIiGura 4.5
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1

CONJUNTOS ORDENADOS COMPLETAMENTE COHERENTES

Ficura 4.6

Nétese que los conjuntos parcialmente ordenados y completamente cohe-
rentes de la Figura 4.6, salvo el primero de ellos, verifican que P \ ex(P) es
una cadena. Esta propiedad tendrd una importancia fundamental para que
el par (N,Co(P)) sea un sistema de particién.

Proposiciéon 4.2.2 Sea P = (N, <) un conjunto finito parcialmente orde-
nado y completamente coherente, tal que P\ ex(P) es una cadena C. En-
tonces, todo elemento mazimal de P cubre al maximo de la cadena C y todo

elemento minimal de P estd cubierto por el elemento minimo de C'.

Demostraciéon: Si P coherente, es conexo y sus elementos maximales no
cubren a ningin minimal. Por lo tanto, si  es maximal, existe y € P tal que
z >y donde y & ex(P) porque el conjunto ex(P) es la unién de los elementos
maximales y minimales. Entonces, existe y € C tal que y < maxC.
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Si y # max(C, como max(C no es maximal en
P, existe 2/ > maxC. El subconjunto parcial-
mente ordenado inducido, P’, constituido por los
elementos {y, méx C,z, '} verifica que [(P') = 2
y no es coherente, en contra de la hipétesis. En

consecuencia, y = max C'.

El razonamiento para un elemento minimal es dual del anterior. a

Proposicién 4.2.3 Sea P = (N, <) un conjunto finito parcialmente orde-
nado y completamente coherente, tal que P\ ex(P) es una cadena C. FEn-
tonces, A € Co(P), B€ Co(P) y AN B # () implican que AU B € Co(P).

Demostracién: El conjunto AUB es convexo si dados a € AUB, b€ AUB
con a < b, entonces [a,b] C AU B. El conjunto AU B es unién disjunta de
A\ B, AN By B\ A; luego, de las diferentes posibilidades que se pueden
plantear para los elementos a y b, sélo hay que analizar dos de ellas: a € A\ B
ybe B\ A,obienae B\ Ay be A\ B. Ademas, utilizando la dualidad
(Co(P) ~ Co(P*)), es suficiente analizar una de las dos situaciones. En
consecuencia, sea ¢« € A\ B, b€ B\ A con a < b.

Hay que probar que [a,b] C AU By, por hipdtesis, AN B # 0. Si existe

un elemento d € AN B tal que d € [a, b], se tiene que:
[a,b] = [a,d]U[d,b] C AU B,

ya que los intervalos de P son siempre cadenas (P \ ex(P) = C), {a,d} C A,
{d,b} C By A,B € Co(P).

En el caso en que cualquier d € AN B no pertenezca al intervalo [a, b], se
presentan cuatro posibilidades: 1) d < a, 2) b < d, 3) {a, d} es una anticadena
y 4) {b,d} es una anticadena.

Se va analizar cada una de ellas:

(1)Sid < a < b, entonces [d,b] C B. Luego a € B, en contra de ser a € A\ B.
(2) Sia < b < d, entonces [a,d] C A. Por tanto, resulta que b € A lo cual
esta en contradiccién con ser b € B\ A.

(3) Si {a,d} es una anticadena, entonces a y d son elementos minimales (« no
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es maximal debido a que a < by las tinicas anticadenas en P estan contenidas

en los elementos maximales de P o en los elementos minimales).

o) La Proposicién 4.2.2 implica que el elemento minimo
de la cadena C, minC cubre a los elementos a y d.
Entonces d < minC < by [d,b] C B ya que B es

min C )
convexo y {d,b} C B. Asi,
¢ d [a,b] = {a} U [minC,b] C{a}U[d, b C AU B.
b d (4) Utilizando un razonamiento analogo al anterior, si
{b,d} es una anticadena, ambos son maximales y se
, deduce que d = max C' > a. Entonces, [a,d] C Ay
max C' :

[a,b] = [a,max C]U {b} € AU B.

En la Proposicién anterior se establecen condiciones suficientes para que
el par (N,Co(P)) sea un sistema de particiéon. En el siguiente teorema, se

prueba que son también condiciones necesarias.

Teorema 4.2.4 Sea P = (N, <) un conjunto finito parcialmente ordenado.
El par (N,Co(P)) es un sistema de particion si y solo si P es completamente
coherente y P\ ex(P) = C es una cadena.

Demostracién: Debido a la Proposicién anterior, basta demostrar que si
(N,Co(P)) es un sistema de particion, entonces P es completamente cohe-
rente y P\ ex(P) = C.

Si P\ex(P) # C, existen a,b € P\ex(P) tal que {a, b} es una anticadena.

Como {a,b} Z ex(P), considérense los conjuntos
m(a)={mc P|m<a}, M(a)={m'eP|a=<m},

y, analogamente, m(b) y M (b). Evidentemente, son conjuntos no vacios y, es
facil ver que m(a) N M(b) = m(b) N M(a) = §. Sin embargo, m(a) N m(b)



4 JUEGOS RESTRINGIDOS POR CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS 102

y M(a) N M(b) pueden tener interseccion no vacia. De ahi, se plantean las

siguientes posibilidades:
(1) m(a) N m(b) # 0
(2) M(a) N M(b) # 0
(3) m(a) N m(b) = M(a) N M(b) =0

Utilizando la dualidad Co(P) =~ Co(P*), es suficiente analizar los casos (1)
y (3).

(1) Sean m € m(a) N m(b), m" € M(a). Si b £ m' (Figura 4.7), el conjunto
{m,b,m'} & Co(P) y sus convexos maximales {{b,m'}, {m,b}} no forman
una particiéon de él. Si b < m' (Figura 4.8), {m,a,m’'} & Co(P) y sus

convexos maximales {{a,m'}, {m,a}} tampoco forman una particién de él.

Ficura 4.7 FIGURA 4.8

(3) Supdéngase que m(a) N m(b) = M(a) N M(b) = 0 y sean m € m(a) y
m' € M(a). Sino hay relacién entre by los elementos m, m’, se tiene que
{m,b,m'} & Co(P) y sus convexos maximales {{b,m'}, {m,b}} no forman
una particién de él (Figura 4.9). Si hay relacién es porque m <b, b < m/, o
ambas. En cualquier situacion m ¢ m(b) y m’ & M(b) ya que m(a) Nm(b) =
M(a) N M(b) = . En todos los casos se pueden encontrar ejemplos de
conjuntos no convexos para los que sus convexos maximales no forman una
particién. En efecto, si m < b existe b; tal que m < by < b (Figura 4.10) y,
para {m,a,b} & Co(P) sus convexos maximales {{m,a}, {a,b}} no forman

una particion de él. El caso de ser b < ' es dual del anterior.
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Ficura 4.9 Ficura 4.10

Asi, se ha probado que si P\ex(P) # C entonces no se cumple la hipotesis.
Ahora, supdngase que P no es completamente coherente. Entonces existe
algun subconjunto inducido P’, con I(P’) > 2 que no es coherente, luego
P’ no es conexo o algin elemento maximal de P’ cubre a algin elemento
minimal de P’

Si P’ no es conexo, existen al menos dos componentes conexas (1, Cy y
alguna de ellas debe contener una cadena de longitud igual o superior a dos.
Sea I(C}) > 2. Al counsiderar el primer y dltimo elemento de la cadena maxi-
mal de Cy, que se denotan por {p,u}, junto con cualquier @ € C,, se tiene para
el conjunto {p,u,a} una situacion analoga a la del subconjunto parcialmente
ordenado de la Figura 4.9, con lo que se obtiene una contradicciéon.

Si P’ es conexo pero algin elemento maximal cubre a algin elemento
minimal, existen m y m’ (minimal y maximal en P’) tal que m < m'. Ahora
bien, que m’' cubra a m en el subconjunto parcialmente ordenado P’ no

implica que lo haga en P. Por lo tanto, hay que plantearse dos posibilidades:
(1) m<m’en P ({m,m'} € Co(P)).
(2) mAm'en P ({m,m'} & Co(P)).

En (1), considérese el conjunto {p,u,m,m’'} donde p y w son el primer y
ultimo elemento de una cadena maximal del subconjunto parcialmente orde-
nado P’ (I(P") > 2). Como p y u son elementos extremales en P’| surgen
las tres situaciones contempladas en las Figuras 4.11, 4.12 y 4.13. En ellas,
{p,u,m,m'} & Co(P) y sus convexos maximales no forman una particién de
él. (Notese que en la situacién dibujada en la Figura 4.13 no es conocida la

relacion existente entre los elementos p y m/, asi como entre m y u).
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u=m' u u
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FiGura 4.11 F1GUura 4.12 Ficura 4.13

En (2), st m £ m/ existe py € P\ P’ tal que m < p; < m’. Sean p
y u el primer y dltimo elemento de una cadena maximal del subconjunto
parcialmente ordenado P’. Entonces, existe u; € P’ tal que p < w3 < u
(I(P") > 2). Evidentemente, no puede ocurrir que ©u = m' y p = m, ya que
entonces m 4 m’ en P’. Por tanto, habra que considerar los casos u # m'
y p # m. Por dualidad, es suficiente estudiar uno de los dos. Si u # m/,
las situaciones que surgen (dibujadas en las Figuras 4.14, 4.15 y 4.16) son

debidas a que {u1,p1} sea una anticadena o no.

u m’ U m' u m’
I I L . .,I])l 'LL]»I\. . kI

Uy 4! Uy ' : : e Y41
A N

P m p m

FicuRra 4.14 FiGura 4.15 Ficura 4.16

Si {u1,p1} es una anticadena se llega a la contradiccién de ser P\ex(P) # C.
Si u; < p1 o pr < uy, se considerarfan los conjuntos {w,u;,m'} € Co(P),
{u,p1,m'} & Co(P). Para ambos, sus convexos maximales no constituyen

una particion de ellos. a

Dado que (N, Co(P)) es una geometria convexa, la siguiente caracteriza-

cién es consecuencia del Teorema 4.2.4

Corolario 4.2.5 (N,Co(P)) es una geometria convera de particion si y
solo si P = (N, <) es completamente coherente y P\ ex(P) es una cadena.
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CAPITULO V

5 Aplicaciones

En este capitulo se aplicardn conceptos y resultados obtenidos en capitulos
precedentes para evaluar la distribucién del poder de las naciones de la
Unién Europea y de grupos parlamentarios, en algunos contextos concre-
tos. Para ello, se implementardn algunos algoritmos con el programa de
célculo simbélico Mathematica de Wolfram [73] y se utilizaran los packages
DiscreteMathCombinatorica y Cooperat’Cooperat’ creados por Skiena [61] y

Carter [18] respectivamente.

5.1 Indices de poder en juegos de votacién ponderada

El modelo para asignar indices o cuotas de poder a los partidos, grupos
parlamentarios o naciones esta basado en los denominados juegos de votacion
ponderada [14]. Estos permiten asignar a cada partido un indice o cuota de
poder que mide su capacidad para lograr coaliciones que superen la mayoria

absoluta o formen una coalicién ganadora.
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Un juego de votacién ponderada se define en un conjunto de jugadores
N = {1,2,...,n} y cada jugador, que puede ser un grupo politico o una
nacién, tiene un nimero de votos que se denota por wy,ws,. .., w, (w; > 0,
Vi € N). Para cada coalicién de jugadores S C N, los votos que reune son

la suma de los que tienen sus componentes

w(S) = > w,.
i€s
Asi, la funcién caracteristica asociada a un juego de votacién ponderada

queda determinada de la siguiente forma: fijado un numero ¢ > %w( N), se

define
1, siw(S)>q

0., en otro caso.

v 2V — R, v(S):{

A la vista de la definicién, un juego de votacién ponderada se representa,
con los datos

v =[g; wi,wa, ..., Wy,

y es inmediato probar que es simple y propio. En efecto, es monétono ya que

SCTCN = wS)=> w, <Y wy=w(l) = o) <o(T);

= €T
y, ademés, es propio ya que si existieran dos coaliciones ganadoras disjuntas

S, T C N, se tendria

zwi > q, zw,; >q = Z w; > 2¢ > w(N),
1€S €T 1€SUT

lo cual es contradictorio.

El hecho de que sea simple y propio, permite afirmar que es superaditivo.
Ademas, el valor de Shapley es

b) = 3 ST e s i)

!
i€SCN e

s— D) —s)!
_ y Gl

{SEMW |i€S)}
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valor que se denomina indice de poder de Shapley—Shubik [57]. Este indice
puede interpretarse como la contribucién marginal esperada de un jugador
que convierte una coalicién perdedora en ganadora, y su férmula expresa
una suma extendida a todas las coaliciones ganadoras minimales a las que

pertenezca el jugador.

Si se considera una terna (N, F,v) en la que el par (N, F) sea un sistema

de particién y (N,v) un juego de votacién ponderada, resulta ser
57 (S) = v (S) = max{v(S;) | S; € s}, VS C N,

y son de aplicacién inmediata los resultados correspondientes a la Proposicion
3.4.1 vy el Corolario 2.4.2., asi como la Proposicién 2.4.3 si el par (N, F) fuese
3 k) Y

ademas, una geometria convexa.

5.2 El poder de las naciones en la Unién Europea

En el modelo que se plantea, se supone que el poder reside en el Consejo
de la Unién Europea. Cada nacién es un jugador que puede unirse a otros
para formar coaliciones y tiene el nimero de votos que le asigna el Tratado
de la Unién Europea. También, debido a la decisién del Consejo de 29 de
Marzo de 1994 sobre la adopcién de decisiones por el Consejo por mayoria
cualificada (Diario Oficial de la Comunidades Europeas 94/C, 105/1), se
toman las mayorias cualificadas de 62 y 65 votos, de un total de 87, como

aquéllas que sirven en la actualidad para contraer acuerdos.

No obstante, dado que esté abierta la discusiéon sobre cual debe ser la
exigencia de mayoria cualificada para la obtencién de compromisos, se van a
obtener indices de poder coalicional utilizando reglas de mayoria cualificada
que exijan desde 61 a 68 votos sobre el total de 87 votos.

Por tanto, teniendo en cuenta los datos de la Tabla 5.1, el método de
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votacién del Consejo Europeo se modela mediante el juego (/N,v) en el que

N = {Alemania, Reino Unido, Francia, Italia, Espana, Holanda,
Grecia, Bélgica, Portugal, Suecia, Austria, Dinamarca,
Finlandia, Irlanda, Luxemburgo},

v =[¢q; 10,10,10,10,8,5,5,5,5,4,4,3,3,3,2], 61 <¢ <68

[ EL CONSEJO DE EUROPA |

P. | V. [.P. I.V.
Alemania 80.6 | 10 | .2189 1149
Reino Unido 57.9 | 10 | .1573 1149
Francia 57.5 | 10 | .1562 1149
Itala 56.9 | 10 | .1545 1149
Espana 39.1 | 81.1062 09195
Holanda 155 ] 5 .0421 05747
Grecia 10.3 1 51.02797 | .05747
Bélgica 10.0 1 51.02716 | .05747
Portugal 9.8 | 51.02662 | .05747
Suecia 8.6 | 4].02336 | .04598
Austria 7.9 41.02146 | .04598
Dinamarca 521 31].01412 | .03448
Finlandia 531 3|.01358 | .03448
Irlanda 3.5 31.009506 | .03448
Luxemburgo 0.4 21.001086 | .02299

368.2 | 87

P.: Poblacién en millones de habitantes; V.: Niimero de votos en el Consejo Europeo;

1.P.: Indice de Poblacién; 1.V.: Indice de Votos.

TABLA 5.1
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El juego definido en el programa Mathematica es el que sigue

JuegoUE15[n__]:= ( Clear[T x,y,v]; T=Range[l5];

x[i Integer/; 1<=i && i<=4]:=10; x[5]:=8;
x[i__Integer/; 6<=i && i<=9]:=5; x[10]:=4; x[11]:=4;
x[12}:=3; x[13]:=3; x[14]:=3; x[15):=2;

y[S_ List]:= Apply[Plus, x/@S]; v[{}]:=0;

v[S_/; y[S]>=n]:=1; v[S__/; y[S]<n]:=0; ),

y, utilizando la funcién ShapleyValuel, incorporada en el package Coope-
rat’Cooperat’, se obtiene el indice de poder de Shapley-Shubik de cada una

de las naciones del Consejo de Europa para las diferentes mayorias cualifica-

das (Tabla 5.2).
Los indices resultantes permiten obtener unas primeras conclusiones:

1. Alemania, Reino Unido, Francia e Italia tienen un indice de votos en el
Consejo Europeo que es claramente inferior a sus respectivos indices de
poblacién. Ello se traduce, de igual forma, en relacion a sus indices de
poder aunque éstos son ligeramente superiores a los correspondientes

indices de votacion.

2. Espana tiene un indice de votacién en el Consejo Europeo bastante
equilibrado con respecto a su indice de poblacién ya que, junto con
Holanda, su nimero de votos es el mas proporcional a su poblacién.
Resalta su situacién al ser el pais mas equilibrado en la relacién po-
blacién/votos/poder, y existen mayorias cualificadas que le permitirian

tener indices de poder superiores a su indice de votacion.

3. El resto de paises no contemplados en los dos apartados anteriores
tienen un indice de poder y de votacién superiores a sus correspondien-

tes indices de poblacién.
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[ INDICES DE PODER EN EL CONSEJO DE EUROPA |

q = 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68
Aleman. | .119 [.117 [.12 [.119 [.121 [.118 |.115 |.124
Reino U. | .119 |.117 .12 [.119 [.121 |.118 |.115 |.124
Francia | .119 |.117 [.12 [.119 |.121 |.118 [.115 |.124
Ttalia 19 |17 fa2 |19 |21 | 118 | 115 | 124

[ Espana [ .0917 [ .0955 ] .0924 [ .0884 [ .0936 | .0921 | .0981 | .0911 |

oo

.0542 | .055

Holanda | .0558 | .0552 | .0566 | .0556 | .0566 | .055
Grecia 0558 | .0552 | .0566 | .0556 | .0566 | .0558 | .0542 | .055
Bélgica 0558 | .0552 | .0566 | .0556 | .0566 | .0558 | .0542 | .055
Portugal | .0558 | .0552 | .0566 | .0556 | .0566 | .0558 | .0542 | .055

Suecia 0464 | .0454 | .0402 | .049 | .0398 | .0472 | .0463 | .0374
Austria 0464 | .0454 | .0402 | .049 | .0398 | .0472 | .0463 | .0374

Dinam. 0313 | .0353 | .0331 | .0306 | .0332 | .0316 | .0373 | .0321
Finlandia || .0313 | .0353 | .0331 | .0306 | .0332 | .0316 | .0373 | .0321
Irlanda 0313 | .0353 | .0331 | .0306 | .0332 | .0316 | .0373 | .0321

[ Luxemb. [ .0218 [ .0207 [ .0226 [ .0237 [ .0185 | .022 | .0215 | .0237 |

TABLA 5.2

Las conclusiones expuestas pueden verse con mayor claridad en el grafico
tridimensional de la Figura 5.3 en el que se comparan, entre si y para cada
una de las quince naciones, los indices de poblacidn, votos y poder para las

diferentes mayorias cualificadas.
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5 APLICACIONES

Poblacién, votos y poder con mayorias
cualificadas de 61 hasta 68 votos

:
.,
%

S

oA
Sty

%
%
i

%

o

7
7
£

S
5
e

i B
HEsEE R

2
AT
3 23

REATS SRR RN
207 S TR

e
22

4

RN

P

S

Austria
Dinamarca
Finlandia
Irlanda
Luxemburgo

Ficura 5.3



5 APLICACIONES 112

Los célculos de indices de poder de las naciones en el Consejo de Europa,
realizados para diferentes mayorias cualificadas, presuponen que es factible
la formacién de cualquier coalicién. Sin embargo, es razonable admitir que
existirdn coaliciones factibles y otras que no lo seran, y que las naciones se
agruparan en bloques siguiendo intereses politicos comunes, areas de influen-

cia econdémica, etc.

Evidentemente, la formacién de bloques puede ser muy variada y abordar
todas las posibilidades escapa de las intenciones de esta aplicacién. Aqui, se
va a exponer el método que se aplicaria para determinar los indices de poder
de las naciones, ejemplificindolo con una situacion derivada de modelar las
relaciones bilaterales mediante un grafo constituido por varios bloques de
naciones (ver Figura 5.4). En los célculos que se efectuen, se utilizaran reglas

de mayoria cualificada que exigen al menos 62 y 65 votos de un total de 87.

SP(5)  IT(4) AU(11)

PO(9)

IR(14)  GR(7)

SW(10) FI(13)
FIGURA 5.4
Para calcular el F-valor de Shapley se utilizaran dos métodos. El primero

es un método indirecto que consiste en calcular el correspondiente F—juego

restringido y aplicarle la funcién potencial de Hart y Mas—Colell a dicho
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juego. El segundo método consiste en aplicar el Teorema 3.3.5, calculando
directamente los potenciales restringidos por el sistema de particion. En este
segundo método, habréa que definir varias funciones que permitan calcular las
F—-componentes de cada coalicion.

Asi, para calcular, utilizando el primer método, el valor convezo de Sha-
pley, se determina el F-restringido de la siguiente forma

grafol=FromUnorderedPairs[{{1,3}, {1,6},{1,8},{1,11},{1,12},
{1,15},{2,3},{3,4},{3,5},{3,7},{3,9},{3,14}, {4,5},{4,7},{4,9},
{4,14},{5,7},{5,9},{5,14},{6,8},{6,11}, {6,15},{7,9},{7.14},
(8,11},{8,151,{9,14},{10,12}, {10,13},{11,15),{12,13} }];

Clear[conexas];

conexas=Select[Rest[Subsets[Range[V[grafol ]]]],
(ConnectedQ[InduceSubgraph[grafol,#]]) &J;

subconexo[S__ List]:=Select[conexas, (Intersection[S,#]==%#) &]

JuegoConvexoUE15[n_ ]:= ( Clear[T,x,y,v,valor]; T=Range[l15];
x[i_Integer/; 1<=i && i<=4]:=10; x[5]:=8§;

x[i Integer/; 6<=1 && 1<=9]:=5; x[10]:=4; x[11]:=4;
x[12]:=3; x[13]:=3; x[14]:=3; x[15]):=2;

y[S__ List]:= Plus @@ x/@S; valor[{}]:=0;

valor[S_ /; y[S]>=n]:=1; valor[S_/; y[S]<n]:=0;

v[S_ List]:=Max [(valor[#]) & /@ subconexo[S]];)

y se calcula el valor de Shapley —con la funcién potencial de Hart y Mas—
Colell-— usando la funcién ShapleyValue2 (incorporada en el package Coo-
perat’ Cooperat’). Asi, se obtiene el valor convexo de Shapley junto con el
tiempo de célculo.

Timing[ShapleyValue2[JuegoConvexoULE15[62]]],
Timing[Shapley Value2[JuegoConvexoUE15[65]}].

Si se utiliza el segundo de los métodos descritos, las funciones necesarias
para su calculo se definen a continuacion
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F:=Union[conexas,{{}}]; OneCom[S__ List, F__ List]:=
Last[Sort[Select[Subsets[S], (MemberQ[F,#])&],

(Apply[Length, {#1}]<=Apply[Length, {#2}])&]];

Component[S__ List, F__ List]:=Module]
{temp=Sort[S], cotemp, comps={}},

While[temp != {}, cotemp=0neCom[temp,F];
AppendTo[comps,cotempl];
temp=>Sort[Complement|temp,cotemp]]]; Sort[comps]]

ConvexShapley2[game__ Null, S__ List:T]:=Module[{va},
va=q2[T]-(q2[DeleteCases[T,#]]& /@ S);

(* a2[#]=. & /@ Rest[Coalitions]; *)

Return|val]

JonvexShapley2[game  |:= ConvexShapley2[game,T]
J

ConvexShapley2[]:=ConvexShapley2[Null,T]
ConvexShapley2[game__:Null, i__ ?AtomQ]:=
ConvexShapley2[game,{i}]

q2[{i- }=q2[{i}]=v[{i}]

q2[S_ :=q2[S]=l{[MemberQ|F,S],
(v[S]+ Apply[Plus,

q2[Complement[S,{#}]]& /@ S])/Lenght[S],
Apply[Plus, q2[#]& /@ Component|S,F]]]
J1l;
J

Timing[ConvexShapley2[JuegoUE15[62
Timing[ConvexShapley2[JuegoUE15[65]]

Los resultados obtenidos se exponen en la Tabla 5.5 y, junto con ello, se
comparan los resultados en los diagramas tridimensionales mostrados en la

Figura 5.6 y 5.7.
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| INDICES DE PODER EN EL CONSEJO DE EUROPA |

q = 62
1.S. 1.C.

Alemania 0.117 0.2925
Reino Unido 0.117 0.06284
Francia 0.117 0.2925
Ttaha 0.117 0.06284

| Espaiia 0.0955 | 0.05117
Holanda 0.0552 | 0.02824
Grecia 0.0552 | 0.02824
Bélgica 0.0552 | 0.02824
Portugal 0.0552 | 0.02824
Suecia 0.0454 | 0.01491
Austria 0.0454 | 0.02466
Dinamarca 0.0353 | 0.04499
Finlandia 0.0353 | 0.01106
Irlanda 0.0353 | 0.001829

| Luxemburgo | 0.0207 |0.01134 |

g =65
LS. LC.
0.121 [0.2653
0.121 | 0.07274
0.121 | 0.2653
0.121 |0.07274
| 0.0936 |0.05675 |
0.0566 | 0.03276
0.0566 | 0.03276
0.0566 | 0.03276
0.0566 | 0.03276
0.0398 | 0.0155
0.0398 | 0.02288
0.0332 | 0.05726
0.0332 | 0.01217
0.0332 | 0.01955
[ 0.0185 |0.00868 |

1.S.: indice de Shapley;

I.C.: Indice Convexo de Shapley.

TABLA
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Poblacion, votos y poder restringido
con mayorias de 62 y 65 votos
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5.3 Coaliciones convexas en el Congreso de los Dipu-
tados de Espana y en el Parlamento de Cataluna

En esta seccidn, tal como indica su titulo, se estudian los indices de poder de
los partidos politicos en el Congreso de los Diputados de Espana, elegido el 3
de Marzo de 1996, y en el Parlamento de Cataluna, en la legislatura iniciada
en 1995.

En el estudio del poder en el Congreso de los Diputados de Espana, se
calcula, en primer lugar, el indice de poder coalicional de Shapley-Shubik,
lo cual implica aceptar que no existe restriccion alguna en la formacion de

coaliciones. Para ello, se considera el siguiente conjunto de jugadores
N = {PP(1),PSOE(2),1U(3), CiU(4),PNV(5), CC(6), BNG(T), HB(8),

ERC(9), EA(10), UV(11)},

y el juego queda representado por el siguiente esquema de votacion

[176; 156,141,21,16,5,4,2,2,1,1,1].

El calculo efectivo se realiza utilizando una técnica similar a la empleada
en la seccién anterior referente a la Unién Europea. El indice de poder de

cada grupo parlamentario es

{ 452, .184, .184, .119, .017, .017, .008, .008, .004, .004, .004 }.

Ahora bien, no es légico aceptar que sea vélida cualquier coalicién entre
los diferentes partidos politicos ya que, en la realidad, existen preferencias
o vetos a la cooperacion bilateral. Entonces, es obvio que surgen sistemas
de coaliciones factibles de los que, en esta aplicacion, se consideraran dos de
ellos. Uno, derivado de modelar las preferencias mediante una relacion de
orden lineal denominada policy order por Axelrod [4] y Einy [24], y otro que
aparece de modelar las relaciones bilaterales entre los grupos mediante un

grafo constituido por dos bloques completos.
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En ambos casos, para calcular el F-valor de Shapley se utilizaran los
dos métodos descritos en la seccién anterior. Se recuerda que el primero
es un método indirecto que consiste en calcular el correspondiente F-juego
restringido y aplicarle la funcién potencial de Hart y Mas—Colell a dicho
juego. El segundo método consiste en aplicar el Teorema 3.3.5, calculando
directamente los potenciales restringidos por el sistema de particion. En este
segundo método, habra que definir las funciones que permitan calcular las

F—-componentes de cada coalicion.

Tal como se ha indicado, en el primer modelo se considera el orden politico
unidimensional

HB—BNG—ERC—EA—IU—PSOE—PNV—CiU—PP—-CC—UV,

que responde a una relacién de orden izquierda—derecha y, en dicha relaciéon
de orden, la geometria convexa de particion Co(P).

Para calcular, por el primer método descrito en el paragrafo anterior,
el valor convezo de Shapley, se determina el Co( P)-juego restringido como
sigue

grafol =FromUnorderedPairs[{{8,7}, {7,9},{9,10},{10,3},{3,2},
{2,5},{5,4},{4,1},{1,6},{6,11} }};

Clear[conexas];

conexas=Select[Rest[Subsets[Range[V[grafol ]]]],
(ConnectedQ[InduceSubgraph[grafol,#]]) &;

subconexo[S_ List]:=Select[conexas, (Intersection[S,#]==#) &]

JuegoConvexoESPA[n__]:= ( Clear[T x,y,v,valor]; T=Range[ll];
x[1]:=156; x[2 ]—141 x[3]:=21; x[4}:=16; x[5]:=5;

x[6]:=4; x[7]:=2; x[8):=2; x[9]:=1; x[10]:=1; x[l11}:=I;

y[S-- List]:= Plus @@ x/@S; valor[{}]:=0;

valor[S_ /; y[S]>=n]:=1; valor[S_ /; y[S]<n]:=0;

v[S_ List]:=Max [(valor[#]) & /@ subconexol[S]};)

Timing[Shapley Value3[JuegoConvexoESPA[176]]],
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y se calcula el valor de Shapley —con la funcién potencial de Hart y Mas—
Colell— usando la funcién ShapleyValue3 (incorporada en el package Coope-
rat’ Cooperat’). Asi, se obtiene el valor convero de Shapley para la geometria
(N,Co(P)) junto con el tiempo de calculo

{ 78.32 Second, {0.217, 0.05, 0.05, 0.467, 0.133, 0.0833, 0, 0, 0, 0, 0} }.

Si se utiliza el segundo de los métodos descritos, las funciones necesarias

para su calculo se definen a continuacion

JuegoESPA[n__]:= ( Clear[T x,y,v,valor]; T=Range[ll];
x[1]:=156; x[2]:=141; x[3]:=21; x[4]:=16; x[5]:=5;
x[6):=4; x[7]:=2; x[8]:=2; x[9]:=1; x[10]:=1; x[11}:=1;
y[S_- List]:= Apply[Plus, x/@S; v[{}]:=0;

v[S_ /5 y[S]>=n]:=1; v[S_/; y[S]<n]:=0;)

F:=Union[conexas,{{}}]; OneCom[S__ List, F.__ List}:=
Last[Sort[Select[Subsets[S], (MemberQ[F,#])&],
(Apply[Length, {#1}]<=Apply[Length, {#2}])&]];

Component[S__ List, F__ List]:=Module]
{temp=Sort[S], cotemp, comps={}},

While[temp != {}, cotemp=0neCom[temp,F];
AppendTo[comps,cotemp];
temp=Sort[Complement[temp,cotempl]]]; Sort[comps]]

ConvexShapley2[game__ Null, S__List:T]:=Module[{va},
va=q2[T]-(q2[DeleteCases[T,#]]& /@ S);

(* q2[#]=. & /Q Rest[Coalitions]; *)

Return|val]

ConvexShapley2[game__]:= ConvexShapley2[game,T)
ConvexShapley2[]:=ConvexShapley2[Null,T]
ConvexShapley2[game__:Null, i_ ?AtomQ]:=
ConvexShapley2[game,{i}]

q2[{i }:=a2[{i}]=v[{i}};
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q2[S__ ]:=q2[S]=If[MemberQ[F,S],

(v[S]+ Apply[Plus,
q2[Complement[S,{#}]]& /@ S])/Lenght[S],
Apply[Plus, q2[#]& /@ Component[S,F]]]

Timing[ConvexShapley2[JuegoESPA[176]]],

obteniendo el mismo resultado con menor tiempo de calculo

{ 28.18 Second, {0.217, 0.05, 0.05, 0.467, 0.133, 0.0833, 0, 0, 0, 0, 0} }.

En el segundo modelo que se presenta, se limitard el estudio del poder
coalicional a los seis primeros grupos parlamentarios, ya que los resultados

anteriores dan un indice de poder nulo al resto de los partidos. Es decir
N = {PP(1),PSOE(2),1U(3), CiU(4),PNV(5),CC(6)},
el juego queda representado por el siguiente esquema de votacion
(176; 156,141,21,16,5,4],

y se va a calcular el valor convexo de Shapley correspondiente a la terna
(N,F,v), en la que (N, F) es la geometria convexa de particion que resulta
de considerar la familia de subgrafos conexos del grafo de relaciones de la

Figura 5.8
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Utilizando los dos métodos anteriores, resultan los indices de poder con-

vexo que se indican en la Tabla 5.9. Obsérvese que, en este caso particular,
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el poder convexo respecto a la geometria del grafo bloque formado con los
seis primeros partidos, coincide con el poder convexo respecto al modelo
correspondiente al policy order. También puede notarse que, en ambos mo-
delos estudiados, los partidos nacionalistas aumentan considerablemente su
poder (multiplican por diez su porcentaje de votos) a costa de la reduccién
del poder de PP, PSOE e IU. Ello se explica porque las coaliciones ganado-
ras minimales convexas son las constituidas por {PP, CiU, CC}, {PP, CiU,

PNV} v {PSOE, IU, CiU, PNV}.

| CONGRESO DE LOS DIPUTADOS |

Partido || Votos | Escanos | LS. [.C.
PP 38.88 | 44.57 4667 | .2167
PSOE || 37.42 | 40.29 .1833 | .0500
U 10.56 6.00 1833 | .0500
CiU 4.64 4.57 1333 | .4667
PNV 1.29 1.43 0167 | .1333
cC 0.88 1.14 0167 | .0833

L.S.: Indice de poder de Shapley—Shubik;

L.C.: Indice de poder convexo de Shapley.

TABLA 5.9

Por tltimo se presenta, en esta seccién, el estudio correspondiente al
Parlamento de Cataluiia, en la legislatura iniciada en 1995. En este caso, los
jugadores son los grupos parlamentarios CiU(1), PSOE(2), PP(3), ERC(4),
IC-LV(5), con la mayoria simple ¢ = 68. Asi, el juego de votacién ponderada
se representa por [68 ; 60,34, 17,13, 11].

La geometria que se analiza es el order convex correspondiente al orden

izquierda—derecha

ERC____ 1C-LV PSOE CiU_ PP
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Los resultados obtenidos son

ShapleyValue3[Catalan] ={ 0.6, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1 },
ShapleyValue3[JuegoConvexo] ={ 0.666, 0.166, 0.166, 0, 0 }.

5.4 Cooperacion y conflicto en el Parlamento de An-
dalucia

En las secciones anteriores se han estudiado modelos basados en la teoria
de juegos cooperativos para medir el poder de las naciones o de los parti-
dos politicos. En esta seccién se seguird en la misma linea, analizando las
diferentes legislaturas del Parlamento de Andalucia, aunque el modelo de
cooperacién parcial se completard —para la legislatura iniciada en 1994—
con un modelo competitivo, en el que las alianzas dependen de decisiones
estratégicas e ideoldgicas de los partidos con grupo parlamentario en el Par-

lamento de Andalucia.

En las legislaturas que se inician en 1982, 1986 y 1990, con el juego de
mayoria absoluta, el PSOE tiene todo el poder en Andalucia y no existe juego
cooperativo de coaliciones.

En el Parlamento de Andalucia, elegido en 1994, los jugadores son los
grupos parlamentarios

N = {Poder Andaluz, [U-LV-CA, PP-Andalucia, PSOE-Andalucia},

y el juego del poder queda definido por [55; 3, 20, 41, 45].

En la Tabla 5.10 se presentan los indices de poder de Shapley-Shubik
de los partidos andaluces en el juego de votacion definido anteriormente y se
comparan estos indices de poder (multiplicados por cien) con sus porcentajes

de votos y escanos.
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| EL PARLAMENTO DE ANDALUCIA |

Votos | Escatios | Poder
PSOE de Andalucia | 38,56 41,28 | 33,33
PP de Andalucia 34,47 37,61 33,33
[U-LV-CA 19,17 18,35 | 33,33
Poder Andaluz 5,80 2,75 0

TABLA 5.10

La situacién de igual cuota de poder entre los tres primeros partidos del
Parlamento de Andalucia deriva del modelo cooperativo en el que todas las
coaliciones son posibles ante cualquier decision. Es obvio que esta hipotesis
simplifica la realidad ya que algunas coaliciones son mas viables que otras si

se trata de apoyar o controlar la accion del Gobierno.

Las estrategias competitivas de los tres partidos con poder en el juego de
mayoria absoluta son:

1. El PSOE tiene dos estrategias: lograr el apoyo de IU para gobernar y

dialogar con el PP para evitar una coalicion de bloqueo entre el PP e

1U.

2. El PP tiene una estrategia dominante, controlar la accién del gobierno
y sumar a dicho control a TU y al PA. A la vez esta abierto al dialogo

con el gobierno en temas institucionales.

3. La coalicion IU tiene dos estrategias que desarrolla a la vez: apoyar y
controlar la accidn gubernamental, segiin el signo de las politicas del
ejecutivo.

Estas estrategias de los jugadores originan un juego competilivo en el que
hay 6 combinaciones estratégicas, que se denominan escenarios (Figura 5.12).
Cada escenario se representa mediante un grafo en cuyos vértices estan los
partidos con poder y cada arista que une dos partidos representa la dispo-

sicién para coaligarse en dicho escenario. Si no hay arista entre dos partidos,
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entonces la coalicién entre ambos no es viable. En todas las combinaciones
estratégicas, se supone que se ha elegido un gobierno en minoria del PSOE
por ser el grupo con mayor numero de diputados andaluces y porque el PP

e IU no desean formar un gobierno conjunto.

En la pagina siguiente se representan los seis grafos que modelan los seis
escenarios aludidos. Para obtener todos los escenarios posibles se debe anadir
el escenario £y en el que no hay ninguna relacion y el escenario E7 en el que
todos los jugadores se relacionan entre si formando un grafo completo. Es
evidente que el poder coalicional de los tres partidos en el escenario Fqg es
0 y en el escenario F; es de 1/3 para cada uno de ellos, ya que se debe
corresponder con el indice de poder de Shapley—Shubik.

Para cada uno de los seis escenarios descritos, se calcula el F- valor de
Shapley tomando como sistema de coaliciones factibles el que se deriva de
considerar los subgrafos conexos. Es decir, para las diferentes situaciones
de comunicacidn planteadas, se determina el valor de Myerson (Definicion

3.2.2). El poder coalicional de cada grupo parlamentario resulta ser

“ El Poder Coalicional en Andalucia “

PSOE || PP [U
Escenario 1 | 1/2 0 1/2
Escenario 2 | 1/2 | 1/2 0
Escenario 3 | 4/6 | 1/6 1/6
Escenario 4| 1/6 || 1/6 4/6
Escenario 5 | 1/6 || 4/6 1/6
Escenario 6 | ~ 0 1/2 1/2

TABLA 5.11
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Escenario 1 = Apoyo de 1U al gobierno

Escenario 2 = Apoyo del PP al gobierno

Escenario 3 = Apoyo del PP y IU al gobierno

Escenario 4 = Apoyo y control de IU al gobierno

Escenario 5 = Apoyo v control del PP al gobierno

Escenario 6 = Control del PP e IU al gobierno

PSOE

U PP
Escenario 1

PSOE

U PP
Escenario 3

PSOE

[Ue

J

Escenario 5

PSOE

[Ue PP
Escenario 2

PSOE

U PP
Escenario 4

e PSOE

[U#——oPP

[Escenario 6

FIiGUra 5.12
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El juego competitivo entre los tres partidos con poder coalicional en el
Parlamento Andaluz es un conflicto para alcanzar un escenario en el que
cada partido trata de obtener un poder coalicional mdximo. Esta situaciéon
se analiza mediante el Andlisis del Conflicto. Esta técnica de resolucién de
conflictos ha sido creada por Fang, Hipel y Kilgour en [28], [29] y [39], e
incluyen los analisis de estabilidad y equilibrio pioneros de Nash [46] [47].

En el siguiente cuadro se clasifica la técnica de resolucién de conflictos

junto a otros métodos para tomar decisiones:

Objetivos
Uno Dos o mas
Uno Investigacion Operativa  Decision multicriterio
Actores
Dos o mas Juegos Cooperalivos Andlisis del conflicto

Fang, Hipel y Kilgour, en [28] y [29], proponen el siguiente modelo grafico
para un conflicto. Este consiste en un conjunto N = {1,2,...,n} de juga-
dores, un conjunto U = {1,2,...,u} de escenarios, una familia de grafos
dirigidos D; = (U, A;) para cada jugador ¢ € N, y una familia de funciones
de pago P, : U — IR, 1 € N.

En la situacién que se estd considerando, el juego del poder coalicional
se modela considerando a los jugadores N = {1,2,3}, donde 1 representa
al PSOE, 2 al PP y 3 a IU. El conjunto U de los escenarios del juego estd
formado por los ocho grafos etiquetados de tres vértices. Ls decir, los seis
escenarios F; definidos y representados en la Figura 5.8, el grafo sin aristas

Ey y el grafo completo F-.

Las funciones de pago P;(E;), 0 <1 <7, 1 <5 <3, son los indices de
poder coalicional calculados (Tabla 5.7). Ademas hay que anadir los pagos
(0,0,0) y (1/3,1/3,1/3) correspondientes a los escenarios Ey y [27 respectiva-

mente. Dado que los indices de poder suman uno en todos los escenarios,
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excepto en Fjy, se tiene

3

3
SSP(E)=1, 1<i<T, 3 P;(Eo)=0.
1=1

3=1

El modelo se completa definiendo el conjunto de movimientos que un
jugador puede realizar para cambiar (unilateralmente) de escenario y asi
obtener los grafos dirigidos D;.

Dado que en el juego, el objetivo es aumentar el poder coalicional, se
propone la siguiente definicion
Definicién 5.4.1 Un jugador i puede mover unilateralmente del escenario
dado por el grafo g a g + 1j si los pagos a 1 y j no decrecen. Es decir,
Pg+1ij) > Pig) y Pi{g+1ij) > Pi(g). Un jugador i puede mover de g a
g — 1y si Pi(g —15) > Pilg) (porque ¢ no necesita la aprobacion de j para
romper su acuerdo).

Dado un escenario ¢ y un jugador i, el conjunto de los escenarios que
el jugador puede alcanzar unilateralmente desde g se denota por Si(g). Si

ademaés, ¢ recibe un pago estrictamente mayor, los escenarios de mejora uni-
lateral para i son:

S7(9) = {q € Si(9)|P:q) > Pilg)}-
Con las definiciones anteriores, se tiene que:
g+ij € Sfg) == Plg+ij)>Plg) vy FPilg+1i5) = Pilg),
g—1j € Sf(g) &= Py —ij) > Pilg).

Se introducen dos conceptos de estabilidad y equilibrio para aplicarlos al
analisis del juego coalicional.

Definicién 5.4.2  Un escenario g € U es estable Nash para el jugador ¢ si

SH(g)=0.
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Definicién 5.4.3 Un escenario g € U es sucesionalmente estable para el

jugador i si para cualquier g3 € S7(g) existe al menos un escenario

9 € Sf_i(g1) con Pi(gs) < Pi(g).

Definicién 5.4.4 Un equilibrio de Nash es un escenario que es estable
Nash para todos los jugadores. Un equilibrio sucesional €s un escenario que

es sucestonalmente estable para todos los jugadores.

Obsérvese que el juego del poder coalicional en el Parlamento de Anda-
lucia tiene indices de poder proporcionales al juego propuesto por Myerson

en [45, pag 448|.

Teorema 5.4.4 El tinico equilibrio de Nash en el juego del poder coalicional

es el escenario del grafo completo.

Demostracién: Si el grafo completo E; no es un equilibrio de Nash, en-
tonces existen un jugador ¢ y un escenario g € SF(E;), con P(g) > Pi(E7).
Dado que E7 es el grafo completo, ¢ se obtiene eliminando una de las aristas
{ij,1k} que controla i en E;. Los pagos P; que obtiene el jugador ¢ al eliminar
cualquiera de las dos aristas o ambas son 1/6 o 0 respectivamente. Entonces
P;(g) < P(E7), en contradiccién con lo supuesto.

Si ¢ es un escenario cuyo grafo no es completo, existen dos jugadores ¢ y
J tales que la arista 7j no pertenece a g. La estabilidad del valor de Myerson
[44, pag. 226] en este juego coalicional implica que P;(g + ¢5) > Pi(g), luego
g+1ij € SH(g) # 0. Entonces, el escenario ¢ no es estable Nash para el

jugador 7, por lo que no es un equilibrio de Nash. O

Corolario 5.4.5 Un escenario es estable Nash para i en el juego del poder
coalicional de 3 jugadores si y solo si 1 estd conectado a los otros dos jugadores
(el grado de i en el grafo esn —1 =2).

Teorema 5.4.6 Los tres escenarios con un jugador aislado Ey, FEq y Fg
son sucesionalmente estables para los dos jugadores relacionados.

Demostracién: Sea ¢ un escenario con un jugador aislado k y sean {¢,j}
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los dos jugadores relacionados. Entonces los pagos que reciben los jugadores

son
1

Pi(g) = Pilg) = 3,
Para probar que ¢ es sucesionalmente estable para los jugadores ¢ y 7, con-
sidérese g1 € S (g). Entonces, necesariamente ¢g; es el grafo con aristas
{77, 1k}, donde P;(g;) = 4/6. Ante la mejora unilateral de 7, los jugadores de
N\ {:} = {j, k} responden con un acuerdo mutuo porque amhos mejoran en
el escenario ¢, + jk = F; del grafo completo, recibiendo cada uno 1/3 en vez

de 1/6. Esta respuesta implica que

con lo que g es sucesionalmente estable para . El mismo razonamiento es
valido para el jugador j. O

El Teorema 5.4.4 establece que el inico equilibrio de Nash en el juego del
poder coalicional de tres jugadores es el grafo completo F;. Esta configu-
racion aparece en el Parlamento Andaluz durante las negociaciones sobre los
presupuestos de 1995 v 1996.

El Teorema 5.4.6 explica que los acuerdos entre los jugadores que exclu-
yen a un tercero son sucesionalmente estables, es decir, son acuerdos que se
mantienen excepto en el caso de que alguno de los coaligados entable rela-
ciones con el jugador aislado. En ese caso, una respuesta de los otros dos
hace que el escenario cambie al grafo completo. La amenaza de la respuesta
conjunta a un primer movimiento unilateral es la base de la estabilidad en

estos escenarios.

Por dltimo, se presenta el analisis correspondiente a la legislatura iniciada

en 1996. En este caso, los jugadores son los grupos parlamentarios
PSOE-A(1), PP-A(2), IU-CA(3), PA(4),

con la mayoria simple ¢ = 55. Asi, el juego de votaciéon ponderada se repre-
senta por [55; 52,40, 13,4].
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La geometria (N,Co(P)) analizada, es la correspondiente al orden iz-
quierda—derecha

IU PSOE PA PP

Los resultados obtenidos son

ShapleyValue3[Andalucia] ={ 1/2, 1/6, 1/6, 1/6 },
ShapleyValue3[JuegoConvexoAnda] ={ 2/3, 0, 1/6, 1/6 }.

En el escenario de relaciones completas, el PSOE-A tiene la mitad del
poder, mientras la otra mitad se reparte entre los tres partidos restantes a
partes iguales. En el escenario del poder respecto a la geometria del orden
izquierda—derecha, el PSOE-A tiene dos tercios del poder, el PP—A no tiene
ningin poder, y el tercio restante se reparte por igual entre el PA e 1U-
CA. Estos resultados implican una fase de estabilidad en el Parlamento de
Andalucia.
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