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Resumen

El drea de investigacién sobre dibujos de grafos, la Teoria Topoldgica de Grafos,
constituye una importante conexién entre diversos campos de las Matematicas,
tales como la Algoritmica o la Geometria Computacional. Dentro de ella,
las inmersiones triangulares de grafos desarrollan un importante papel debido
a sus multiples aplicaciones a la generacién de mallados para problemas de
interpolacién y a sus caracteristicas de maximalidad.

Uno de los problemas que ha surgido mas recientemente en Geometria
Computacional es el de la generacién aleatoria de datos para la comprobacién
de la eficiencia de algoritmos. En particular, para aquellos que requieren como
entrada una triangulacién de una nube de puntos o de un poligono, resulta
fundamental disponer de una operacién que permita el paso de unas triangu-
laciones a otras con el fin de poder generar ejemplos aleatorios.

Esta memoria estd dedicada al estudio de la transformacién de triangula-
ciones de nubes de puntos y de poligonos mediante la operacién de flip diagonal
en superficies distintas al plano, tanto desde un punto de vista topolégico como
métrico, ya que, como es bien sabido, la mayoria de los problemas practicos no
pueden ser modelizados como un grafo inmerso en el plano, sino que requieren
el uso de inmersiones en otras superficies.

Este hecho nos conduce a la generalizacién a otras superficies de los concep-
tos de triangulacién de un poligono y de una nube de puntos, generalizaciéon
que consideraremos desde dos diferentes puntos de vista: el topolégico, en el
que ambos tipos de triangulaciones son tratadas como inmersiones de ciertos
grafos en la superficie, y el métrico, en el que consideramos arcos de geodésica
de la superficie en cuestion para unir pares de puntos.
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Introduccion

El objetivo principal de la Teoria Topolégica de Grafos es dibujar un grafo en
una superficie de forma que sus aristas no se crucen, siendo éste un proble-
ma geométrico intuitivo que puede ser enriquecido mediante condiciones es-
pecificas de simetria o de tipo combinatorio.

Existen multiples aplicaciones que hacen de la Teoria Topolédgica de Grafos
un objeto interesante de estudio, entre las que podemos citar la elaboracién de
bases de datos, el manejo de redes [64, 37, 67] o el disefio arquitecténico [55].
Cada una de ellas presenta la necesidad de verificar diversas propiedades, que
se traducen en condiciones sobre el tipo de trazado del grafo. Estas aplica-
clones exigen, no sélo las justificaciones tedricas que resuelvan los problemas

sino también la busqueda de algoritmos eficientes que apliquen los resultados
obtenidos.

Dependiendo del problema que pretendamos modelizar con el dibujo de un
grafo en una superficie, puede resultar interesante exigir en la representacion
que las aristas vengan dadas por arcos de geodésicas de la superficie en cuestién,
en lugar de por cualquier curva de Jordan uniendo pares de vértices. Distin-
guiremos estos dos tipos de inmersiones refiriéndonos a ellas por inmersiones
métricas o inmersiones topoldgicas, segin el caso.

En cualquiera de los dos contextos, un tipo particular de inmersiones que
han sido objeto de multiples estudios son las triangulaciones de poligonos y
de nubes de puntos. Quizds el interés original por estar estructuras, desde
un punto de vista métrico, fuera la generacién de mallas para problemas de
interpolacién. Imaginemos que queremos construir un mapa topografico de -
un terreno bastante irregular; evidentemente, no es posible conocer la altura
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sobre el nivel del mar de todos los puntos del terreno, sino que habremos
realizado unas mediciones en un conjunto discreto de puntos de la regién. A
partir de estos datos, nos gustaria obtener una buena estimacién de la altura
en cualquier otro punto. Parece intuitivo pensar que la altura en un punto
cualquiera del terreno debe ser parecida a la de los puntos que estén mas
cercanos a él, por lo que una solucién a este problema consiste en encontrar
una triangulacién lo més equildtera posible del terreno original cuyos vértices
sean los puntos del conjunto y aproximar la altura de un punto cualquiera por
la media de las alturas de los vértices del tridngulo en que éste se encuentre.

El problema anterior fue resuelto para nubes de puntos en el plano por
Fortune [20] dando una demostracién constructiva en la que partiendo de una
triangulacién cualquiera del conjunto y aplicando sucesivamente una operacién
sobre las aristas obtiene la triangulacién éptima. Esta operacién, que utilizare-
mos de forma exhaustiva a lo largo de esta memoria, es la de flip diagonal y
puede definirse tanto para triangulaciones de tipo métrico como topolégico.

Aunque veremos la definicién formal de esta operacion en el capitulo de
Preliminares, podemos decir que el flip diagonal de una arista de una trian-
gulacién consiste en intercambiarla por la otra diagonal del cuadrilatero que
forman los dos tridngulos que la comparten. Si consideramos triangulaciones
métricas, esta operacién sélo puede aplicarse si el cuadrilatero anteriormente
mencionado es convexo; en el caso de triangulaciones topoldgicas, el flip diag-
onal sélo puede realizarse si con ello no se pierde la simplicidad del grafo.

El concepto de triangulacién topolégica de una nube de puntos en el plano
coincide con el de grafo plano mazimal, esto es, un grafo con exactamente 3n—6
aristas. Si consideramos un grafo plano maximal G, cualquier inmersién suya
en el plano induce una particién topoldgica de éste en regiones triangulares
(regiones acotadas por 3-ciclos). ‘

Si consideramos un grafo plano en el que los vértices del grafo puedan
disponerse en el ciclo exterior y el resto de las caras sean todas triangulares,
obtenemos un grafo periplano maximal, o dicho de otra forma, obtenemos una
triangulacion topoldgica de un poligono. Este tipo de grafos encuentra una de
sus aplicaciones principales en el disefio de placas. Por ejemplo, supongamos
que tenemos que construir un cierto circuito impreso que representamos como
un grafo, donde los vértices son las terminales del circuito y las aristas, las
conexiones entre ellas. Si ese circuito es parte de un sisterna mas complejo,
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y sus terminales deben conectarse a su vez con otras partes del sistema, se
comprende ficilmente que dichas terminales deban situarse en la periferia de
la placa, o dicho de otra manera, el grafo que lo modeliza, debe ser periplano.

Existen diversas razones que hacen interesante el estudio de los flips en
triangulaciones (topolégicas o métricas) de nubes de puntos y de poligonos. La
primera de ellas ya ha sido comentada anteriormente y consiste en la existencia
de un algoritmo simple que construye la triangulacién ptima (segin el criterio
de maximizar el minimo 4ngulo) de un conjunto de puntos en el plano mediante”
la aplicacién sucesiva de flips diagonales, a partir de una triangulacioén inicial
arbitraria de la nube de puntos [20]. En este algoritmo, la iteracién de mejoras
locales conduce a un 6ptimo global. Una consecuencia de este hecho ha sido la
utilizacion de los flips diagonales en algoritmos para encontrar triangulaciones

que optimicen criterios tales como el de maximo angulo o la valencia méxima
en los vértices [9].

Otra motivacién para el estudio de los flips viene de la existencia de una
biyeccién entre el conjunto de las triangulaciones de un (n +2)—gono convexo
y los drboles binarios con n nodos internos. Bajo esta biyeccién, el flip de una
arista en una triangulacién corresponde precisamente a la rotacion en el corre-
spondiente arbol binario [61, 30]. También aparece esta operacién en otra clase
de triangulaciones. Por ejemplo, en el trabajo de Avis [3] para enumeracién de
triangulaciones enraizadas salvo isomorfismo o en el de Pocchiola y Vegter [48]
para computar el grafo de visibilidad de un conjunto de objetos en el plano.

Todas las aplicaciones anteriores justifican sobradamente el estudio de las
triangulaciones y este hecho conduce de forma inmediata a la elaboracién de
algoritmos que resuelvan problemas relativos a las mismas y a la necesidad de
enumerar y generar triangulaciones aleatorias tanto de nubes de puntos como
de poligonos. ‘

Desde un punto de vista practico, la utilidad de la generacién aleatoria de
datos radica en la comprobacién de la validez de ciertos algoritmos y en la
determinacién de la eficiencia de los mismos. Existe una larga tradicion en
el analisis de los algoritmos de estudiar el comportamiento del “caso medio”;
sin embargo, un algoritmo puede ser eficiente en el caso medio y aumentar
significativamente su complejidad bajo ciertas entradas de datos. Las técnicas
de generacidn aleatoria nos proporcionan un analisis probabilistico de la bon-
dad de dichos algoritmos. Desde un punto de vista teérico, la utilizacién de
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estas técnicas permiten la generacién de ejemplos que faciliten la conjetura de
ciertos resultados.

En particular, cuando tratamos con algoritmos que requieren la generacién
aleatoria de triangulaciones de nubes de puntos o de poligonos, es fundamen-
tal disponer de una operacién que transforme secuencialmente unas triangu-
laciones en otras. Asi, partiendo de una triangulacién inicial arbitraria y apli-
cando un nimero aleatorio de veces la operacién mencionada, obtendremos
una nueva triangulacién.

La cuestién que nos planteamos es si la operacién de flip diagonal es ade-
cuada para resolver el problema anterior. Esto nos conduce a la definicién
del grafo de triangulaciones de una nube de puntos o de un poligono, que se
define como el grafo cuyo conjunto de vértices son las triangulaciones del con-
junto (resp. del poligono) y en el que dos triangulaciones son adyacentes si
se pueden transformar entre si mediante un flip diagonal. Con esta definicién,
la validez de la operacién de flip diagonal para el problema de la generacién
aleatoria de triangulaciones se traduce en el estudio de la conexién del grafo
de triangulaciones asociado.

Para triangulaciones métricas de nubes de puntos en el plano, la conexién
del grafo de triangulaciones en una consecuencia inmediata del algoritmo de
Fortune [20] para la construccién de la triangulacién de Delaunay. Por otra
parte, un cldsico resultado de Wagner [68] establece que cualesquiera dos tri-
angulaciones (topoldgicas) no etiquetadas en el plano, con el mismo nimero de
vértices, se pueden transformar entre si mediante una secuencia de flips diago-
nales, hecho que establece la conexién del grafo de triangulaciones topolégicas
de una nube de puntos en esta superficie. Con respecto al grafo de triangula-
ciones de un poligono en el plano, es conocido que este grafo es conexo {30],
tiene didmetro lineal si el ntimero de vértices es suficientemente alto [61] y que
es hamiltoniano [38].

Sin embargo, la mayoria de los problemas précticos no pueden ser mod-
elizados mediante un dibujo plano de un grafo, sino que requieren la utilizacién
de inmersiones en otras superficies. Esto nos obliga a generalizar los concep-
tos de triangulacién de una nube de puntos y de un poligono, tanto desde un
punto de vista topoldgico como desde el métrico, para posteriormente abordar
el problema de la conexién de sus respectivos grafos de triangulaciones.
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Topolégicamente, una triangulacion de una superficie F* es una inmersién
de una grafo simple en F? que induce una particién topoldgica de la misma
en regiones triangulares. La conexién del grafo de triangulaciones en este caso
ya ha sido establecida para el toro [15], el plano proyectivo y la botella de
Klein [44] y recientemente, Negami [43] ha obtenido un resultado mas general
que establece dicha conexién para cualquier superficie, si las triangulaciones
tienen un numero igual y suficientemente alto de vértices.

En nuestro intento por obtener una generalizacién topolégica del concepto
de poligono plano, hemos de observar en primer lugar, que una curva simple
y cerrada divide al plano en dos regiones, una acotada y otra que no lo esta.
Sin embargo, este hecho no es cierto en general en otras superficies, ya que
las curvas esenciales (homotdépicamente no nulas) ni siquiera tienen por qué
dividirlas en dos componentes conexas. De esta forma obtenemos una primera
restriccién para nuestra generalizacién y es que hemos de considerar ciclos
homotoépicamente no nulos como frontera de los poligonos.

Ademds, puesto que un ciclo en las condiciones anteriores divide en general
a una superficie en una regién 2-celular (homeomorfa a un disco abierto) y otra
que no lo es, hemos de especificar cuél de ellas sera considerada como interior
del poligono. Topolégicamente, el hecho de triangular una regién 2—celular
en una superficie es equivalente a triangular un poligono plano y puesto que
este caso ya ha sido resuelto, no presenta gran interés.

Definimos entonces un poligono topoldgico de n vértices en una superficie
F? como la regién no homeomorfa a un disco abierto acotada por un ciclo
de longitud n y una triangulacién de un poligono topoldégico en F? como
una inmersién de un grafo simple en F?, en la que existe una cara 2—celular
donde se encuentran todos los vértices (el borde del poligono) y en la que
el resto de las caras. Habitualmente, lamaremos peritriangulaciones a estas
triangulaciones de poligonos topoldgicos.

La conexién del grafo de triangulaciones topoldgicas de un poligono en la
esfera es una consecuencia inmediata del resultado de Wagner para triangula-
ciones topoldgicas de nubes de puntos en el plano. También se mantiene este
hecho para triangulaciones topoldgicas de poligonos en el plano proyectivo [17].

Intentando seguir un paralelismo con los resultados obtenidos para nubes de
puntos en superficies, en el Capitulo 1 de la presente memoria establecemos la



conexién del grafo de triangulaciones de los poligonos topoldgicos de n vértices
en la superficie del toro. Para ello veremos que cualquier peritriangulacion de
esta superficie se puede transformar mediante una secuencia de flips diagonales
y contracciones de aristas en la unica triangulacién topolégica de un poligono
de seis vértices que existe en esta superficie, que resulta ser una inmersion
torica del grafo completo K.

La mayorfa de estos resultados aparecen recogidos en [13] en un trabajo
realizado en colaboracion con el profesor Nakamoto.

En el Capitulo 2 trasladamos esta misma cuestién a la botella de Klein y es
importante resefiar que los argumentos para resolverla difieren en gran medida
de los utilizados para el caso térico. Hacemos uso de un tipo particular de
triangulaciones topolégicas de poligonos, las peritriangulaciones irreducibles,
determinando el conjunto completo de las mismas a partir de la descripcién de
las triangulaciones irreducibles de la botella de Klein dada por Lawrencenko y
Negami en [35]. Estas especiales triangulaciones de poligonos nos serviran para
establecer la conexion del grafo de triangulaciones topolégicas de un poligono
en esta superficie.

En nuestra idea por obtener resultados para poligonos topoldgicos similares
a los existentes para triangulaciones de superficies, nuestro siguiente objetivo es
establecer la conexidén del grafo de triangulaciones topoldgicas de un poligono
en cualquier superficie, ya sea orientable o no.

A ello dedicamos el Capitulo 3 de este trabajo, obteniendo una respuesta
afirmativa a la cuestién anteriormente planteada para poligonos con un nimero
suficientemente alto de vértices. Es de destacar que la complejidad de este
problema radica precisamente en la arbitrariedad de la superficie, ya que no
podremos apovarnos en la topologia de la misma como hicimos en el caso térico
y en la botella de Klein, lo cual nos obligara a utilizar técnicas alternativas.

Utilizaremos como pieza clave en nuestra demostracion las pseudo-triangulaciones
de poligonos (que habitualmente llamaremos pseudo-peritriangulaciones), esto
es, triangulaciones de un poligono topoldgico en las que el grafo subyacente
no tiene por qué ser simple. Comenzamos estableciendo la conexién del grafo
de pseudo-triangulaciones de un poligono en cualquier superficie y a través de
ciertas operaciones que nos permitirdn el paso de una pseudo-triangulacion a
una triangulacién, obtendremos el resultado general de conexién para trian-



gulaciones de un poligono.

Observemos que en una inmersién topoldgica de un grafo, ni la posicién
de los vértices ni la longitud de las aristas revisten importancia; sin embargo,
existen situaciones reales en las que estos pardmetros requieren ser consider-
ados. Esto nos lleva a una definicién métrica de las triangulaciones de nubes
de puntos y de poligonos en otras superficies distintas al plano.

Recordemos que una triangulacion métrica de una nube de puntos en el
plano es un conjunto maximal de segmentos uniendo pares de puntos y de for-
ma que no se intersecan entre si, salvo, a lo sumo, en sus puntos finales. Pode-
mos generalizar directamente esta definicién a otras superficies simplemente
considerando como segmentos las geodésicas que dan la minima longitud entre
dos puntos de la misma.

Con respecto a los poligonos, si bien desde un punto de vista topoldgico es
equivalente triangular un poligono en el plano que triangular la region homeo-
morfa a un disco de las dos en que queda dividida una superficie por un ciclo,
no ocurre asi cuando estamos considerando triangulaciones métricas. Ob-
servemos que en este caso, la nocién de convexidad cobra gran importancia y
puede ocurrir que no todas las diagonales sean interiores a la regién 2—celular.
Definimos por tanto un poligono en una superficie, desde un punto de vista
métrico, como la regién 2—celular acotada por una linea poligonal cerrada y
simple en la superficie y los llamaremos, para distinguirlos de los poligonos
topolégicos, poligonos euclideos. Con esta definicién estamos eliminando las
lineas poligonales esenciales (homotépicamente no nulas) como posibles fron-
teras de poligonos.

En el dltimo capitulo de este trabajo, nos planteamos el problema de
la conexién del grafo de triangulaciones métricas de nubes de puntos y de
poligonos en distintas superficies, utilizando en cada una de ellas las métricas
definidas en el capitulo de Preliminares.

Comenzamos en la primera seccién tratando el problema anterior sobre
la esfera. Para nubes de puntos, nos centramos en el caso en que éstos no
estén contenidos en un hemisferio, (sino, su comportamiento es muy similar
al de un conjunto de puntos en el plano [26]) y demostramos que cualquier
triangulacién de la nube se puede transformar en la triangulacién esférica
de Delaunay mediante una secuencia de flips diagonales. Con respecto a los
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poligonos esféricos, veremos que es posible adaptar ciertos resultados sobre
poligonos a la superficie esférica y esto nos permitira obtener igualmente la
conexién del grafo de triangulaciones para poligonos en esta superficie.

En cuanto al cilindro, es de destacar que si bien la envolvente convexa
de una nube de puntos sobre la esfera es la propia superficie si los puntos
est4n en posicién no euclidea, esto no siempre ocurre asi en el cilindro, ya que
si los puntos no estdn comprendidos entre dos generatrices diametralmente
opuestas, la envolvente convexa del conjunto es una banda no necesariamente
cerrada [26] y por lo tanto, una triangulacién de la nube no dividira en general
en regiones triangulares dicha envolvente. El cilindro presenta ademas otro
tipo de peculiaridades, como que la regién a triangular no tiene por qué estar
univocamente determinada y que la triangulacién 6ptima segun el criterio de
maximizar el minimo dngulo no es la dual del diagrama de Voronoi.

Como veremos més adelante, este comportamiento tan particular de las
triangulaciones de nubes de puntos en el cilindro, impondrd un marco mas
restringido que en el caso plano al considerar el problema de la transformacién
mediante flips diagonales y més atin, nos obligaré buscar técnicas alternativas
a las usadas en el plano para resolverlo.

Con respecto a los poligonos en el cilindro, ademas de los euclideos, consid-
eraremos otro tipo de poligonos, que llamaremos esenciales y que definiremos
como la regién acotada por dos lineas poligonales esenciales. Grima demostré
en [26] que todo poligono (euclideo o esencial) en el cilindro admite una tri-
angulacién y en esta seccién demostraremos que el grafo de triangulaciones en
ambos casos es conexo.

En la dltima seccién de este capitulo nos detendremos en las muiltiples
peculiaridades que presenta la superficie térica al tratar con triangulaciones
de nubes de puntos y de poligonos. Veremos que, al igual que ocurre en el
cilindro, una triangulacién de un conjunto de puntos que no esté comprendi-
do entre dos paralelos o dos meridianos diametralmente opuestos (posicidn no
ctlindrica) no tiene por qué dividir a la envolvente convexa, que en este caso
es la propia superficie [26], en regiones triangulares e incluso existen nubes
de puntos para las que ciertos conjuntos maximales de aristas no delimitan
ninguna cara triangular. Nos detendremos también en comprobar que la ex-
istencia de triangulaciones que dividan a la envolvente convexa en regiones
triangulares no es independiente de la eleccién de los segmentos iniciales.
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En la superficie térica sélo consideraremos poligonos euclideos y veremos
que sus triangulaciones también muestran un comportamiento insolito en esta
superficie. Obtenemos ejemplos de poligonos que no admiten ninguna diago-
nal, por lo que cualquier razonamiento de tipo inductivo similar a los usados
en otras superficies para demostrar la conexién del grafo de triangulaciones
falla en este punto. ‘

Hemos dejado para el final de esta introduccién el hacer un comentario
sobre la primera seccién del Capitulo 1, hecho que justificamos a continuacién.

La mayoria de los resultados que presentamos en esta memoria tienen un
marcado caracter topoldgico en el que el concepto del dibujo o inmersién de
un grafo en una superficie es fundamental.

Tradicionalmente en la Teoria Topoldégica de Grafos, a la hora de describir
una inmersién de un grafo en una superficie, se ha recurrido a los sistemas
de rotacién. Sin embargo, existen inmersiones de un mismo grafo en una
superficie que, si bien son homeomorfas y proceden del mismo sistema de
rotacion, presentan un aspecto tan distinto a la vista que a veces necesitan ser
tratadas como diferentes. Esta idea de “igualdad” de inmersiones en funcién
del parecido entre sus dibujos la recoge el concepto de isotopia ambiente.

Por esta razdén, cobra interés el buscar otra clase de invariante de tipo
combinatorio, que al igual que hace el sistema de rotacién con las inmersiones
homeomorfas, refleje las clases de isotopia de las inmersiones.

En la primera seccién del Capitulo 1 abordamos este problema para los
grafos que admiten una inmersién en el toro. Para ello utilizaremos como
herramienta fundamental un tipo muy especial de curvas de las cuales se conoce
una caracterizacién completa en el toro, los nudos toricos.

Es importante destacar que tinicamente se conoce una clasificacién para
los nudos que admiten una inmersién en el toro [56] y esto nos proporciona
una poderosa herramienta de trabajo en esta superficie y no en otras.
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Capitulo 0

Preliminares

0.1 Introduccién

El presente capitulo se dedicard a dar las definiciones generales y establecer
la notacién que se utilizarad a lo largo de la presente memoria. As{ mismo,
se introduciran los conceptos de flip diagonal y de triangulacién de nubes de
puntos y de poligonos, sobre los que se fundamenta este trabajo.

Aunque se irdn definiendo los conceptos mas elementales que se utilizaran
a lo largo de este trabajo seria recomendable, para quienes no estén familiar-
izados con dichos conceptos, la lectura de textos que pueden ser considerados
ya como clésicos, como son los de Bollobés [10] y Gross y Tucker [27] de Teoria
de Grafos o el de O’Rourke [47] [49] de Geometria Computacional.

0.2 Notaciones en Teoria de Grafos

Comenzaremos estableciendo los conceptos relativos a la Teoria de Grafos que
utilizaremos a lo largo de esta memoria. Los textos de Harary [28] y Bol--
lobas {10] representan una referencia bésica para esta seccién.
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Se define un grafo G como un par (V,A) formado por un conjunto de
vértices V y una coleccién de aristas A, donde cada arista ! € A es un par no
ordenado de vértices distintos de G, es decir, [ = {v;,v;} con v;,v; € V. Dos
aristas son incidentes si comparten un vértice. Un vértice v y una arista son
incidentes si el vértice v es uno de los que definen a dicha arista. Dos vertices
se dicen adyacentes si ambos definen una arista de G.

Como caso més general, si un vértice es adyacente a él mismo decimos que
en A existe un lazo. Si dos vértices son adyacentes a través de més de una
arista decimos que existen en A aristas multiples. Llamamos multigrafo o grafo
no simple a un grafo en el que se permiten lazos y aristas multiples.

Llamaremos etiquetado de vértices de un grafo G con n vértices a cualquier

biyeccién p : V(G) — {1,...,n}.

Dado un grafo G = (V,A) se denomina valencia del vértice v € V al
nimero de aristas de G que inciden en dicho vértice, y se denota por 8(v). Si
el grafo G = (V, A) posee n vértices y todos ellos poseen la misma valencia,
se dice que es regular de valencia n. Como caso particular, si la valencia de
cada vértice es n — 1, el grafo no admite mas aristas y se dice que se trata

de un grafo completo, denotandose por K,, donde n representa el numero de
vértices.

Figura 0.1: Los grafos completos K3 y Ks.

Dados dos vértices v1 y vz de un grafo G, un camino en G’ que une vy con v,
es un conjunto ordenado de vértices a = {vy,wy, ..., ws, v2} con la condicién de
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que cada vértice sea adyacente al anterior y al posterior. Definimos la longitud
del camino « como el nimero de vértices que posee menos 1. También se llama
camino en G de vy a v, a la sucesién de aristas {{vy, wy }, {w1, w2}, ..., {w, v2}}.
La longitud de este camino (que es la misma que la de «) viene determinada
por el numero de aristas que lo componen.

Un camino se dice que es simple si no contiene vértices repetidos. Resulta
facil comprobar que si existe un camino que une a los vértices v; y v;, existe
un camino simple que también los une y por ello, siempre que hablemos de un
camino nos estaremos refiriendo a uno simple.

Figura 0.2: Un camino de longitud 3 entre los vértices vy y vs.

Si Gy = (W, A1) y G2 = (Va, Ay) son dos grafos y h: V; — V, es una apli-
cacion inyectiva de tal forma que si los vértices v y w de Gy son adyacentes
en G entonces h(v) y h(w) son adyacentes en G, se dice que h es un homo-
morfismo de G; en GG,. Si h es un homomorfismo biyectivo de G; en G2 de
forma que A™! es un homomorfismo de G, en (1, entonces se dice que & es un
isomorfismo entre Gy y G3. En tal caso, diremos que Gy y G son isomorfos.

Sil = {v1,v2} es una arista de un grafo G = (V, E), llamaremos subdivision
de [ al resultado de sustituir dicha arista por el camino simple {vy, w1, ..., Wk, v2}
donde los vértices w;, para 1 < ¢ < k, son todos distintos y ninguno de ellos
perteneciente a V.

Dado un grafo G se define una subdivisidn de G como el grafo resultante
de realizar sucesivas particiones de algunas de sus aristas. Diremos que dos
1 2 son homeomorfos si existe un tercer grafo (5 que sea subdivisién

rafos G1 y G h t t grafo G bd
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comin de Gy y Gy. Este concepto coincide con el de homeomorfismo de los
espacios topoldgicos subyacentes a los grafos G y Gs.

0.3 Inmersiones de grafos en superficies

Nuestro objetivo en esta seccién es fijar los conceptos sobre superficies e in-
mersiones de grafos con los que trabajaremos a lo largo de esta memoria.

Suponemos conocidos conceptos bésicos como espacio topolégico, compaci-
dad, conexién por arcos, espacio de Hausdorff, homeomorfismo, etc. En este
contexto, decimos que una superficie cerrada F* es un espacio topoldgico com-
pacto de Hausdorff, conexo por arcos y localmente homeomorfo a un disco,
esto es, para cada punto p de F? existe un conjunto abierto de F? conteniendo
a p, el cual es homeomorfo a un disco abierto del plano. Excluimos por tanto
con esta definicién al plano y al cilindro, por tratarse de espacios que no son
cerrados, si bien resultara interesante considerar inmersiones de grafos en estas
dos superficies.

Existen dos tipos de superficies cerradas, las orientables y las no orienta-
bles. Las primeras se caracterizan como aquellas que pueden ser obtenidas
anadiendo asas a la esfera (ver Figura 0.3). Las superficies no orientables se
pueden obtener como el resultado de cortar k agujeros en la esfera y “pegar”
una banda de Mébius a lo largo de cada una de las fronteras de los & agujeros.

- Figura 0.3: Una esfera con un asa, i.e., un toro.
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Tanto al mimero de asas de una superficie orientable como al de bandas de
Mébius en una no orientable, se le llama género de la superficie y se les denota

por g y N, respectivamente. Asi, la esfera tiene género g =0, el torog =1y
la botella de Klein N = 2.

Para cualquier superficie F? y cualquier grafo G inmerso en F* se verifica
que el nimero |V(G)| — |E(G)| + |F(G)| es constante. A este nimero se le
llama caracteristica de Euler y se denota por x(F?). Tenemos por tanto la
siguiente expresion conocida como férmula de Euler [32].

V(&) = |E(G)] +F(G)] = x(F?)

Ademas, la caracteristica de Euler y el género de una superficie guardan la
siguiente relacion.

W (F?) = { 2—g  si F?es orientable

2 — 2N si F? es no orientable
Una curva cerrade en una superficie cerrada F% es una aplicacién continua
I: 8" — F? (o su imagen), donde S* = {(z,y) € R?|z? + y* = 1}; si ademas,
la aplicacion [ es inyectiva, diremos que la curva es simple. Una curva
cerrada y simple se llama trivial si acota una regién 2-celular (homeomorfa a
un disco abierto) en F'?; en caso contrario, se diréd que la curva es esencial.

Una curva cerrada y simple en el plano siempre es trivial y como es sabido, lo
divide en una regién acotada, que es homeomorfa a un disco, y en otra que
no lo estd. Sin embargo, en una superficie cerrada, una curva trivial divide a
la superficie en dos regiones acotadas, si bien una de ellas es 2— celular y la
otra, salvo en el caso de la esfera, no lo es.

Dos curvas cerradas l; y I, en una superficie cerrada F? son homotdpicas en
F? si existe una aplicacién continua @ : [0,1] x ST — F? tal que

®(0,z) = li(z) y #(1,z) = ly(z) para cada z € S*.

Aunque en la seccién anterior se ha definido un grafo como un objeto
puramente combinatorio, ya hemos comentado en la Introduccién la
necesidad de recurrir a una representacién topoldgica de los mismos.
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Decimos que un grafo G admite una inmersidn en una superficie F? si es
posible obtener un dibujo en ella en el que los vértices estan representados
por puntos, las aristas por arcos de curvas de Jordan y de tal forma que dos
aristas cualesquiera no se intersectan en puntos que no sean vértices comunes
a ambas. Si pensamos en un grafo G como un espacio topolégico con la
estructura de un complejo 1—dimensional, una inmersién de G en una
superficie F2 puede ser considerada como una aplicacién continua

¢ : G — F? cuya imagen es homeomorfa a G via la aplicacién ¢. -

Si consideramos el complementario en F? de una inmersién de un grafo,
obtenemos una serie de regiones distintas llamadas caras de la inmersién. Al
conjunto de aristas que delimitan una cara se le llama frontera o borde de la
cara. Denotaremos por |V(G)|, |E(G)| y |F(G)| a los conjuntos de vértices,
aristas y caras de una inmersién de un grafo G, respectivamente.

Diremos que una inmersién de un grafo G en una superficie F? es 2-celular si
cada una de sus caras es homeomorfa a un disco abierto. A lo largo de esta
memoria sélo trataremos con inmersiones 2-celulares de grafos en superficies.

La unidn de dos caras Cy y C, de una inmersion de un grafo se obtiene
eliminando los bordes comunes entre ellas. La Figura 0.4 muestra la unién de
dos caras de una inmersion plana.

Figura 0.4: La unién de dos caras de una inmersién plana.

Sean ¢1 y ¢2 dos inmersiones de dos grafos G; y Gy, respectivamente, en una
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superficie cerrada F'2. Decimos que ¢; y ¢ son homeomorfas si existe un
homeomorfismo h : F'2 — F'% con h o ¢y = ¢ que induce un isomorfismo de

G en Gs.

Habitualmente, si dos grafos G; y G, inmersos en la misma superficie
cerrada tienen la misma estructura combinatoria, es decir, los mismos
conjuntos de vértices, aristas y caras, entonces suelen ser considerados como
el mismo grafo. Por lo tanto, a menudo sélo distinguiremos inmersiones de
grafos en superficies, salvo homeomorfismo. Sin embargo, existen inmersiones
que si bien son homeomorfas, presentan un aspecto tan distinto que merecen
ser consideradas como diferentes. Este concepto de “igualdad” de
inmersiones en funcién del parecido entre sus dibujos lo recoge el concepto de
isotopia ambiente que definimos a continuacion.

Una isotopia ambiente H : F? x [0,1] — F? es una aplicacién continua tal
que hi(z) = H(z,t) es un homeomorfismo sobre F%, para todo t € {0,1] y ho
es la aplicacién identidad en F2.

Si ¢1 y ¢ son dos inmersiones de un grafo G en una superficie ', diremos
que son ambiente isotdpicas o simplemente isotdpicas si existe una isotopia
ambiente H : F? x [0,1] — F? tal que hy 0 ¢; = ¢, (de la propia definicién de
isotopia se deduce que hg 0 ¢; = ¢;). Intuitivamente, podemos decir que una
isotopia ambiente H deforma ¢, en ¢, continuamente sobre F'?, considerando
hi o ¢; como la posicion de ¢, en el instante t. En este caso diremos que ¢, y
¢, pertenecen a la misma clase de isotopia ambiente o que son la misma,
salvo isotopia.

0.4 Representacién y métricas de superficies

Dado que en el dltimo capitulo de esta memoria trabajaremos con distintas
superficies y sus métricas concretas, dedicamos esta seccién a establecer las
notaciones y definiciones necesarias para ello.
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0.4.1 La Esfera

Es bien conocido que no existe ninguna isometria entre €l plano y la esfera,
por lo que al tratar problemas de tipo métrico en ella deberemos movernos
sobre la propia superficie y no podremos recurrir a ninguna representacion
plana de la misma. Comenzaremos estableciendo el concepto de longitud ¥
para ello necesitamos definir una métrica [8].

Sea 52 la esfera unidad en R3; la funcién d : St x S* — [0, 7],

d(z,y) = arccos{(z/y)] es una métrica que induce en S? la misma topologia
que R?; d(z,y) es la medida del menor arco (geodésica) de circulo mdzimo
(circulo que se obtiene como interseccién de la esfera con un plano
conteniendo al centro de la misma) pasando por z e y, al cual denotamos por
g(z,y). Llamamos a esta métrica distancia geodésica y para que esté bien
definida es necesario que z e y no sean puntos antipodales (i.e.,
diametralmente opuestos respecto del origen de la esfera). Llamaremos
segmento en la esfera a cualquier geodésica de minima longitud uniendo a dos
puntos de la superficie.

Un hemisferio H es la interseccién de S? con un semiespacio asociado a un
plano que pasa a través del origen. Para un hemisferio H, denotamos por H
al semiespacio de R?® asociado a H.

Un paralelo es la interseccién de la esfera con cualquier plano y en general
éstos no son geodésicas sobre la esfera.

Siempre que trabajemos con conjuntos de puntos sobre la esfera,
supondremos que no existen tres puntos en un mismo circulo maximo ni
cuatro puntos coplanares; estas restricciones son la adaptacién natural a la
esfera de las condiciones sobre conjuntos de puntos en el plano en posicién
general.

0.4.2 El Cilindro

Para trabajar en el cilindro consideraremos el -desarrollo del mismo al
cortarlo por una generatriz, y en este desarrollo, en el que el cilindro queda
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representado en un rectdngulo con dos lados infinitos e identificados, las
geodésicas se representan usando rectas [16].

T
R i 1
/ .

Figura 0.5: Geodsésicas en el cilindro.

Si llamamos £ al desarrollo plano de nuestro cilindro, podemos considerar la
banda infinita M originada al considerar traslaciones horizontales y enteras
de la baldosa £, como se muestra en la Figura 0.6.

Figura 0.6: Las infinitas geodésicas del cilindro que unen a p y ¢ estan representadas en
M por las rectas que unen a una copia fija de p con las infinitas copias de g.

En L se tiene un sistema de referencia euclideo como se nos muestra en la
Figura 0.7. Los paralelos o circulos mdzimos del cilindro serdn las rectas de
ecuaciones y = Yyo; las generatrices o meridianos las de ecuaciones r = zo.

Llamamos generatrices diametralmente opuestas a las generatrices a distancia
1/2. Dados dos puntos p y ¢ sobre el cilindro ya hemos visto anteriormente
que existen infinitas geodésicas en esta superficie uniendo a p y ¢, pero
usando el Teorema de Hopf-Rinow [29] tenemos que existe una geodésicas
que da la longitud minima.
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oY

o (4:b) e (a+lb)

(- y pr
(1,0) (2,0) OX

Figura 0.7: Cada punto del cilindro tendra unas coordenadas (z,y) en este sistema de
referencia, y dado un punto de coordenadas (a, b) las infinitas copias del mismo en M son
los puntos {(a + m,b)/m € Z}.

Para el caso de dos puntos en el cilindro esta geodésica puede no ser unica, y
ésto ocurre para puntos en generatrices diametralmente opuestas, puntos que
llamaremos diametralmente opuestos, es decir, usando nuestro sistema de
referencia, éstos son puntos con coordenadas (a,b) y (a + 1/2,).

(a+1/2,b')

9,

(a.b)

Figura 0.8: Entre dos puntos diametralmente opuestos existen dos geodésicas distintas
que tienen la minima longitud. '

En los casos en los que necesitemos asegurar la unicidad de la geodésica de
longitud minima entre cualesquiera dos puntos de un conjunto dado,
exigiremos que no haya en el citado conjunto puntos sobre generatrices
diametralmente opuestas; consideraremos como casos degenerados aquellos
casos en que existan puntos en tal situacidn, y para “arreglar” estas
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configuraciones no deseadas podemos usar técnicas como el S.0.S de
Edelsbrunner [18]. En estos términos, un segmento en el cilindro es una
geodésica de minima longitud uniendo a dos puntos sobre la superficie. Si
p=(p1,p2) ¥ ¢ = (q1, ¢2) son las coordenadas en £ de dos puntos sobre el
cilindro, 0 < py < ¢1 <1, p2,q2 € R, definimos la distancia entre ellos como

\/(p1 —q1)" + (P~ g2)" si gp —p1 £1/2,
d(p, q) =

o+ 1—q) + (- @) siq—p>1/2.

0.4.3 EIl Toro

Para trabajar en el toro consideraremos la representacion del mismo en la
estructura conocida como toro plano [16], en la cual el toro estd representado
en una loseta £ donde los lados opuestos estin identificados y en el mismo
sentido.

m m
ol S VA B

Figura 0.9: Podemos considerar el toro representado por un cuadrado con los lados
opuestos 1dentificados.

Usando esta representacidn, las geodésicas uniendo a dos puntos p y ¢ en el
toro, como ocurria en el cilindro, se pueden representar como las rectas que
en el mosaico M une una copia fija de p con todas las copias de ¢, siendo M
el mosaico obtenido al realizar traslaciones enteras, horizontales y verticales,

de L.
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q q q
A qx/q/q'
4 ™~q
\

Figura 0.10: Las infinitas geodésicas del toro que unen a p y ¢ estan representadas en M

por las rectas que unen a una copia fija de p con las infinitas copias de g.

También, como en el caso del cilindro, podemos considerar en M un sistema
de referencia métrico como el que nos muestra la Figura 0.11.

Usando el sistema de referencia anterior, los paralelos del toro seran las
rectas de ecuaciones y = yo y los meridianos las de ecuaciones = = zo.
Llamamos paralelos (respectivamente meridianos) diametralmente opuestos a
los paralelos (respectivamente meridianos) a distancia 1/2. Dados dos puntos
py q sobre el toro sabemos que existen infinitas geodésicas en esta superficie
uniendo a p y ¢, pero usando el Teorema de Hopf-Rinow {29] tenemos que
existe una geodésica que da la longitud minima. Para el caso de dos puntos
en el toro esta geodésica puede ser no dnica, y ésto ocurre para puntos en

paralelos o meridianos diametralmente opuestos, como nos muestra la
Figura 0.12.

En cualquier caso, si es necesario asegurar la unicidad de la geodésica de
minima longitud, podemos considerar estos casos como degenerados.
Llamamos segmento en el toro a toda geodésica de minima longitud uniendo
a dos puntos sobre dicha superficie. Si p = (p1,p2) ¥ ¢ = (¢1,¢2) son las
coordenadas en £ de dos puntos en el toro, definimos la distancia entre ellos
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® L] L ’
(a-1,b+1] (ab+1) | (a+1b+l

(a-1b) Tab) | (a+1b)]

v

(0).4

(a—]?b-l) (::,b-/) (a+.1,b-1)

Figura 0.11: Se puede considerar £ = [0, 1] x [0, 1], y asi dado un punto de coordenadas
(a,b), las infinitas copias del mismo en M son los puntos {(a +m,b+n)/m,n € Z}.

como
dp,g) = min{y/(p— el + (-0’ V- at D+ (- @)
V-0 + (- e+, Joi-a-102+ - 0)
\/(Pl —q1)’ +(p2— 2 — 1)?, \/(P1 —a -1+ (p - - 1),

\/(pl_Q1+1)2+(p2"‘QZ"1)2, \/(Pl—Q1—1)2+(P2—lZ2+1)2,
\/(Pl—fI1+1)2+(pz—Q2+1)2 }

0.4.4 La Botella de Klein

La botella de Klein se define como la superficie obtenida al identificar las
fronteras de dos bandas de Mdbius con la de una esfera con dos agujeros y es
por tanto, una superficie no orientable de género N = 2.

Puesto que una esfera con dos agujeros es homeomorfa a un anillo e
identificando una de las componentes de la frontera de un anillo con una
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(a) (b) (c)

Figura 0.12: Sipy g estdn sobre paralelos diametralmente opuestos (a), o sobre merid-
lanos diametralmente opuestos (b), existen, en cada caso, dos geodésicas distintas con la
minima longitud; si ocurren ambas cosas, (c), son cuatro las geodésicas distintas que dan la
minima longitud.

banda de Mébius se obtiene de nuevo una banda de Mobius (con un “collar”
en sus bordes), la botella de Klein también puede ser considerada como la
superficie que se obtiene al identificar las fronteras de dos bandas de Mobius,
obteniéndose la representacién plana de esta superficie que se muestra en la
Figura 0.14, representacion que utilizaremos de esta superficie en este
trabajo. En ella, los dos lados horizontales del rectangulo estan identificados
en paralelos y los verticales de forma antipodal [27].

0.4.5 Posicién euclidea

Cuando tratamos con nubes de puntos en superficies, parece intuitivo pensar
que si los puntos se encuentran “muy cercanos” unos de otros, el
comportamiento del conjunto debe ser muy similar al de un conjunto de
puntos en el plano.

Esta intuicién queda confirmada en el trabajo de Grima [26], donde un
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d fq a

Figura 0.13: La distancia de p a q en el toro, es la longitud de la geodésica mds corta que

une a p con las nueve copias vecinas a p de q.

exhaustivo estudio de la envolvente convexa de conjuntos de puntos en
distintas superficies demuestra que para conjuntos de puntos que se
distribuyen en regiones “pequenias” de las mismas, los algoritmos para el
plano son validos.

Esta idea de “proximidad” de los puntos queda recogida en el concepto de
posicion euclidea.

Diremos que un conjunto de puntos sobre la esfera esta en posicion euclidea
cuando esté totalmente contenido en un hemisferio de la misma.

Dado un conjunto de puntos sobre el cilindro con coordenadas, diremos que
el conjunto esta en posicidn euclidea sobre el cilindro cuando los puntos de
V.. estén todos contenidos entre dos generatrices diametralmente opuestas;
diremos que V,, estd en posicidn no euclidea en otro caso.

Dado un conjunto V,, = {P,, P,,..., P,} de puntos sobre el toro con
-coordenadas P; = (z;,y;), diremos que V,, esta en posicion euclidea cuando
todos sus puntos estén contenidos entre dos meridianos y dos paralelos
diametralmente opuestos, dicho de otra forma, si se puede “dibujar” V,, en
un cuadrado de lado 1/2 contenido en la superficie. Diremos que V, esta en
posicion cilindrica cuando esté contenido entre dos paralelos 6 entre dos
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Figura 0.14: Podemos considerar la botella de Klein representada por un rectangulo en

el los lados horizontales estan identificados en paralelo y los verticales de forma antipodal.

meridianos diametralmente opuestos, es decir, V,, se dibuja en un rectangulo
1 x1/2 61/2 x 1 en la superficie.

0.5 Triangulaciones y Peritriangulaciones

A continuacién vamos a definir las dos estructuras basicas con las que vamos
a trabajar en esta memoria, las triangulaciones y las peritriangulaciones de
superficies.

Como hemos comentado en la Introduccién, nuestro interés principal en este
trabajo es el de considerar el problema de la transformacién de
triangulaciones, tanto de nubes de puntos como de poligonos, mediante el uso
de la operaciéon de flip diagonal. Lo haremos desde dos diferentes puntos de
vista: el topologico, en el que la situacion de los vértices y la longitud de las
aristas no juegan un papel relevante, y el métrico, que viene determinado por
el uso de geodésicas de la superficie en cuestién. Comenzamos en primer
lugar presentando estas definiciones en el marco topolédgico.

Recordemos que en el plano, el concepto de triangulacién de una nube de
puntos coincide topolégicamente con el de grafo plano mazimal, esto es, un
grafo con exactamente 3n — 6 aristas que define una particién topoldgica de
esta superficie en regiones triangulares, donde por n estamos denotando al
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Figura 0.15: (a) Un conjunto en posicién euclidea sobre el toro; (b) el conjunto estd
contenido entre dos paralelos diametralmente opuestos y, por lo tanto, en posicién cilindrica
como ocurre también en (c), puesto que en este caso el conjunto estd contenido entre dos
meridianos diametralmente opuestos.

numero de vértices. En este sentido, las aristas son cualquier curva de
Jordan uniendo pares de vértices (Figura 0.16 (a)).

Generalizando a cualquier superficie esta definicién, una triangulacion
topoldgica de una superficie cerrada F'? es una inmersién de un grafo simple
en F? en la que todas las caras son triangulares y tal que dos cualesquiera de
ellas comparten a lo sumo una arista.

Por otra parte, para encontrar una generalizacién adecuada del concepto de
poligono a otras superficies, hemos de realizar previamente una serie de
consideraciones. Si bien el interior de un poligono en el plano queda
determinado por ser la dnica regién acotada de las dos en las que éste queda
dividido por una linea poligonal cerrada y simple, no ocurre asi en otras
superficies en general. Observemos que, salvo en el plano y en la esfera, una
linea poligonal cerrada y simple en una superficie puede ser
homotépicamente nula (linea poligonal trivial) o no serlo (linea poligonal
esencial). En el primero de los casos, la superficie queda dividida en dos
regiones por la poligonal, una de las cuales es homeomorfa a un disco abierto
y otra que generalmente no lo es, excluyendo, claro estd, el caso de la esfera,
que queda dividida en dos regiones 2—celulares. Por ejemplo, una de las
regiones de las dos en las que el toro queda dividido por una poligonal trivial
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A\

AR

st M

(a) (b)

Figura 0.16: Una triangulacién topolégica (a) y una métrica (b) de una nube de puntos
en el plano. ‘

es homeomorfa al wedge de dos circunferencias (i.e., dos circunferencias
unidas por un punto).

Topolégicamente, triangular la regién 2—celular delimitada por una poligonal
trivial en una superficie, es similar a triangular un poligono en el plano, por
lo que este caso no presenta interés para nuestro objetivo.

Definimos por tante un poligono topoldgico de n vértices en una superficie
cerrada F? como la regién no homeomorfa a un disco abierto acotada por un
ciclo de longitud n. De esta forma, una triangulacion de un poligono
topoldgico en F? puede ser definida como una inmersién de un grafo simple
en F2 en la que existe una cara 2—celular donde se encuentran todos los
vértices (el borde del poligono) y en la que el resto de las caras son todas
triangulares (Figura 0.17). Habitualmente, llamaremos peritriangulaciones a
estas triangulaciones de poligonos topoldgicos. A la cara 2—celular donde se
encuentran todos los vértices la llamaremos cara ezterior por analogia con el
caso plano y la denotaremos por Cg. Apuntamos aqui que no consideraremos
en esta memoria una generalizacién topoldgica de poligonos que queden
delimitados por dos ciclos esenciales, sin embargo, como veremos mas
adelante, éstos si seran considerados desde un punto de vista métrico.

En este contexto topoldgico, si denotamos por 7' a una triangulacién de una
superficie cerrada F? o de un poligono de n vértices en F?, definimos la
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Figura 0.17: Una triangulacién de un poligono topolégico de 6 vértices en el toro, o

equivalentemente, una peritriangulacién térica de 6 vértices.

operacién de flip diagonal como sigue. Sea v;v; una arista de Ty {v;, v, v}
y {vivjui} los vértices de las caras de T' que comparten la arista v;v;
(observemos que si T es la triangulacién de un poligono en F?, estamos
exigiendo que v;v; no pertenezca a la frontera de la cara exterior). El flip de
la arista v;v; es realizable si v, y v; no son vértices adyacentes y en este caso,
la operacién de flip diagonal sobre la arista v;vx consiste en eliminarla de T'y
sustituirla por la arista viv; (ver Figura 0.18).

Figura 0.18: Un flip diagonal.

o1 denotamos por 7, al conjunto de triangulaciones de n vértices de una
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superficie F2, definimos el grafo de triangulaciones de n vértices en F?, G,
como aquel cuyo conjunto de vértices son los elementos de 7, y en el que dos
triangulaciones son adyacentes si se pueden transformar entre si mediante un
flip diagonal.

Igualmente, si denotamos por P, al conjunto de las triangulaciones de un
poligono de n vértices en una superficie F'2, definimos el grafo de
peritriangulaciones de n vértices en F'2, Gp_, como aquel cuyo conjunto de
vértices son los elementos de P, y en el que dos triangulaciones son
adyacentes si se pueden transformar entre si mediante un flip diagonal.

Otra operacién que utilizaremos a menudo en este trabajo es la de
contraccion de una arista, tanto en triangulaciones de superficies como en
triangulaciones de poligonos topoldgicos.

Dada una triangulacién T de una superficie F? y una arista e = ac de T
compartida por dos caras triangulares abc y acd, la contraccidn de e (o
simplemente contraer e) consiste en identificar los vértices finales a y cde ey
reemplazar las aristas multiples {ab,ad} y {cb,cd} por dos aristas simples,
respectivamente (ver Figura 0.19). Diremos que e es contractible si el grafo
obtenido de T' al contraer e es simple. Diremos también que una
triangulacién T' es contractible a otra triangulaciéon T" si T puede ser
transformada en 7’ mediante una secuencia de contracciones de aristas. Una
triangulacién sin aristas contractibles se dird irreducible.

b b b
a c azc a=c
d d d

Figura 0.19: Una contraccién de arista en una triangulacién.
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Por otra parte, dada una triangulacién T de un poligono en una superficie
F? y e = ac una arista de la frontera de la cara exterior, e € 0(Cg), que
forma parte del tridngulo abc, la contraccidn de e (o simplemente contraer €)
consiste en identificar los vértices finales a y ¢ de e y reemplazar la arista
multiple {ab, cb} por una arista simple (ver Figura 0.20). Diremos que e es
contractible si el grafo obtenido de T al contraer e es simple. Diremos
también que una una triangulacién T de un poligono es contractible a otra
T', si T puede ser transformada en T’ mediante una secuencia de
contracciones de aristas. Una triangulacién de un poligono que no posea
aristas contractibles se dira irreducible.

b b
i a=c¢c a=c
C;\ Ce

Figura 0.20: Una contraccién de arista en una peritriangulacién.

Observemos que la operacién de contraccién de arista en una
peritriangulacién se aplica sélo en aristas del borde de la cara exterior, a
diferencia de la operacién similar definida para triangulaciones de superficies.

Desde un punto de vista métrico, una triangulacién de una nube de puntos
V. en una superficie F2 es un conjunto maximal de segmentos (arcos de
geodésica de la superficie) uniendo a los puntos del conjunto de dos en dos y
de forma que no se intersequen entre si, salvo a los més, en sus puntos
finales. En el plano, esta definicién coincide con la de una subdivisién de la
envolvente convexa C’H(V,,) en regiones triangulares con interiores disjuntos
(Figura 0.16 (b)), sin embargo, esta coincidencia no es cierta en general en
otras superficies, como veremos en capitulos posteriores.

Diremos que el flip de una arista e de una triangulacién métrica T' de V,, es
realizable s1 e es compartida por dos triangulos ¢; y t; de T' cuya unién es un
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cuadrildtero convexo C = t; Ut;. La operacion de flip diagonal sobre la arista
e consiste en eliminar e de T' y reemplazarla por la otra diagonal del
cuadrilitero C (ver Figura 0.18). En la definicién anterior, entendemos por
poligono convezo en una superficie aquel en el que un segmento uniendo
cualquier par de puntos del poligono queda contenido en el interior del
poligono, aunque en general este concepto no vaya unido a un criterio sobre
4ngulos convexos en Jos vértices del poligono como ocurre en el plano.

Como hemos comentado anteriormente, existen superficies en las que las
triangulaciones de una nube de puntos no dividen en regiones triangulares a
toda la envolvente convexa del conjunto sino a un subdominio de ésta, que ni
siquiera tiene por qué ser el mismo para todas las triangulaciones del
conjunto.

Dado un conjunto V, de puntos en una superficie F? cuyas triangulaciones
dividan en regiones triangulares a una misma regién de la superficie,
podemos detinir el grafo de triangulaciones de V,, de forma analoga a como se
ha hecho para triangulaciones topoldgicas superficies.

A la hora de generalizar métricamente el concepto de poligono a otras
superficies, hemos de hacer hincapié en que, si bien desde un punto de vista
topoldgico triangular una regién 2—celular en una superficie es equivalente a
triangular un poligono en el plano, no ocurre asi cuando consideramos
triangulaciones métricas, ya que al tratar con geodésicas de la superficie,
pueden existir segmentos uniendo pares de puntos que sean exteriores a la
region 2—celular.

Visto que esta situacioén si presenta interés al contrario de lo que ocurre para
triangulaciones topoldgicas, definimos un poligono euclideo en una superficie
como la regién homeomorfa a un disco abierto acotada por una linea
poligonal trivial. En el caso de la esfera, puesto que una linea poligonal
trivial divide a la superficie en dos regiones 2—celulares, habremos de
especificar cudl de ellas consideramos como interior del poligono.

Por otra parte, definimos un poligono esencial como la regién delimitada por
dos lineas poligonales esenciales de la superficie. Estos poligonos sélo seran
considerados en este trabajo en la superficie cilindrica.

Una triangulacion de un poligono, tanto euclideo como esencial, es una
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particién del interior del poligono en regiones triangulares mediante
diagonales que sélo se intersectan, a lo sumo, en sus vértices finales. Para
ambos tipos de poligonos, la operacién de flip diagonal y el grafo de
triangulaciones asociado se definen de forma similar a como se hizo para
triangulaciones de una nube de puntos anteriormente.



Capitulo 1

Triangulaciones topolégicas del
toro

En este capitulo demostramos que cualesquiera dos triangulaciones de un
poligono topoldgico de n vértices en el toro se pueden transformar entre si
mediante una secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo, hecho que
establece la conexién del grafo de peritriangulaciones de un poligono en esta
superficie. Este problema ya fue resuelto en el plano por Wagner [68] en 1963
y muy recientemente, Edelman y Reiner [17] han demostrado un resultado
similar para poligonos topoldgicos en el plano proyectivo.

La mayoria de los resultados obtenidos son validos salvo homeomorfismo de
inmersiones. Sin embargo, si bien la mas conocida descripcién combinatoria
de las inmersiones de grafos en superficies, los sistemas de rotacién, garantiza
la unicidad salvo homeomorfismo, desde muchos puntos de vista es més
préctica, e incluso mds intuitiva, la unicidad salvo isotopia. Asi, en la
primera seccion de este capitulo, presentamos una descripcion combinatoria
de las inmersiones tdéricas que garantiza la unicidad salvo isotopia. La
herramienta fundamental que utilizaremos para ello serd la existencia y
clasificacion de los nudos téricos.

24
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1.1 Introduccion

A la hora de describir combinatoriamente una inmersién de un grafo en una
superficie, tradicionalmente en Teoria de Grafos, se ha recurrido a los
sistemnas de rotacién. Recordemos que un sistema de rotacion en un grafo es
una asignacién de una lista ordenada a cada vértice, unica salvo permutacién
ciclica, de las aristas incidentes en ese vértice [27]. Es evidente que la
asignacion de un orden ciclico al conjunto de aristas incidentes en cada uno
de los vértices de un grafo, nos permite construir una inmersién del mismo en
una superficie. Para ello bastara representar cada vértice por un punto del
cual parten rayos etiquetados, por ejemplo en el sentido de las agujas del
reloj (sentido negativo), de acuerdo a la rotacién asignada a ese vértice.

Esta idea fue implicitamente recogida por Heffter en 1891 y Ringel

[51, 52, 53] la utilizé frecuentemente en los afios cincuenta. Posteriormente,
Edmonds [19], que aparentemente desconocia estos trabajos anteriores,
esbozd la primera versién del resultado que recoge la relacién entre ambos
conceptos y fue Stahl [62] quien finalmente, en 1978 publicé la primera
prueba formal del resultado que enunciamos a continuacién.

Teorema 1.1.1. [62] Todo sistema de rotacién de un grafo G define (salvo
homemomorfismo de inmersiones) una dnica inmersion localmente orientada
¢ : G — F*. Reciprocamente, cualquier inmersion localmente orientada

¢ : G — F? define un sistema de rotacidn para G.

Ya hemos visto como el sistema de rotacién de un grafo nos permite obtener
una inmersiéon del mismo en una superficie; de hecho, el resultado anterior
demuestra que podemos obtener un nimero infinito de ellas, todas
homeomorfas entre si.

Sin embargo, existen inmersiones de un mismo grafo en una superficie que, si
bien son homeomorfas y proceden del mismo sistema de rotacién, presentan
un aspecto tan distinto a la vista que a veces necesitan ser tratadas como
diferentes como es el caso de las inmersiones mostradas en la Figura 1.1.

Imaginemos una inmersién en la que los vértices estan unidos mediante
gomas elasticas; parece intuitivo pensar que el hecho de estirar o encoger las
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Figura 1.1: Tres inmersiones téricas homeomorfas de un grafo G.

gomas (nunca cortarlas) no hace variar de forma intrinseca el caracter de la
inmersién. Esta idea de “igualdad” de inmersiones en funcién del parecido
entre sus dibujos la recoge el concepto de isotopia ambiente, ya definido en el
capitulo de Preliminares de esta memoria.

Puesto que el sistema de rotacién de un grafo no caracteriza por si sélo las
clases de isotopia ambiente de las inmersiones, nuestro objetivo en la primera
parte de este capitulo sera buscar otra clase de invariante de tipo
combinatorio, que al igual que hacia el sistema de rotacién con las
inmersiones homeomorfas, refleje las clases de isotopia de las inmersiones
toricas.

Una primera restriccién que permite simplificar nuestra tarea viene dada por
la observacidn de que en la esfera la unicidad salvo isotopia coincide con la
unicidad salvo homeomorfismo. Por lo tanto, si tenemos varias caras cuya
unién es homeomorfa a un disco cerrado, el sistema de rotaciéon define
perfectamente dichas caras. En consecuencia, podemos suponer que no se da
dicho caso y que disponemos de una cara destacada, tal que cualquier otra al
unirla con ella contiene curvas esenciales; tampoco nos interesa el caso de
caras que solamente contengan a uno de los dos generadores del toro
(paralelos y meridianos) puesto que cortando por dichas curvas obtendriamos
una inmersion en el cilindro, donde de nuevo nos encontramos con una
situacién facil de resolver. Ademads, por tratarse de un problema topolégico,
podemos suponer que todos los vértices estdn en esta cara destacada. A la
inmersiones que se encuentren en las condiciones anteriormente descritas las

llamaremos peritdricas y daremos una descripcién combinatoria de cada una
de sus caras.
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Més concretamente, y recogiendo esta idea, vamos a utilizar como
herramienta furdamental un tipo muy especial de curvas de las cuales se
conoce una caracterizacién completa en el toro, los nudos téricos. Esto nos
permitira asociar a cada inmersién peritérica un conjunto de polinomios (uno
por cada cara de la inmersién) que la caractericen, salvo isotopia ambiente.
Es fundamental subrayar la importancia que tienen los nudos téricos en
nuestra caracterizacién; en general, un nudo es cualquier homeomorfismo de
la circunferencia unidad en R? y es evidente que no todos ellos admiten una
inmersién en cualquier superficie; de hecho, unicamente se conoce una
clasificacién para los nudos que admiten una inmersién en el toro [56] y esto
nos proporciona una poderosa herramienta de trabajo en esta superficie y no
en otras.

En la segunda parte de este capitulo nos centramos en el estudio de la
conexién del grafo de triangulaciones de los poligonos topolégicos en el toro.

Recordemos que la definicién de triangulacién de un poligono topoldgico,
dada en el capitulo de Preliminares, generaliza a cualquier supetficie el
concepto de inmersién de un grafo periplano maximal. Mas concretamente,
una triangulacién de un poligono topoldgico en el toro es una inmersién de
un grafo simple en esta superficie en la que existe una cara 2— celular donde
se encuentran todos los vértices y el resto de las caras son triangulares.

En esta seccién demostramos que cualesquiera dos triangulaciones de un
poligono topoldgico de n vértices en el toro se pueden transformar entre si
mediante una secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo, utilizando
argumentos que dependen fuertemente de la topologia de la superficie térica.
Obtenemos también una versién de este resultado para poligonos etiquetados.

A lo largo de esta seccién y para abreviar, llamaremos peritriangulacion
torica de n vértices a cualquier triangulacién de un poligono topolédgico de n
vértices en el toro.
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1.2 Clases de isotopia de inmersiones
peritoricas

Esta seccién la dedicaremos a presentar una descripcién combinatoria de las
clases de isotopia ambiente de inmersiones peritdricas, asociando a cada clase .
un conjunto de polinomios que la determinan univocamente. Para ello
hacemos uso de un tipo particular de curvas cuya clasificacion se conoce
completamente en el toro, los nudos téricos.

Como ya hemos comentado en la introduccién de este capitulo, el concepto
de homeomorfismo de inmersiones no recoge la idea intuitiva de “igualdad”
entre sus dibujos. Recurrimos por tanto a a la definicién que formaliza esta
idea, la isotopia ambiente, que ya se introdujo en el capitulo de Preliminares.

La relacion de isotopia ambiente es de equivalencia en el conjunto de las
inmersiones peritéricas. Con esta definicién, las tres inmersiones de la
Figura 1.1 son distintas entre si, ya que pertenecen a diferentes clases de
isotopia ambiente (no se pueden deformar continuamente las unas en las
otras); este ejemplo demuestra que, si bien conocer el sistema de rotacién de
un grafo nos permite determinar cada clase de equivalencia por
homeomorfismo, no resulta suficiente para determinar una inmersién del
mismo salvo isotopia ambiente. Buscamos, por tanto, otro clase de invariante
de tipo combinatorio, que al igual que hacia el sistema de rotacién con las
inmersiones homeomorfas, refleje las clases de isotopia de las inmersiones
peritoricas.

Vamos a utilizar como herramienta fundamental un tipo muy especial de
curvas de las cuales se conoce una caracterizacién completa en el toro, los
nudos toricos. Esto nos permitira asociar a cada inmersién peritérica un
conjunto de polinomios (uno por cada cara de la inmersién) que la
caractericen, salvo isotopia ambiente.

A lo largo de esta seccion y para abreviar, entenderemos por una inmersién
¢ : G — T? cualquier elemento de su clase de isotopia ambiente y diremos
que dos inmersiones son distintas si pertenecen a distintas clases de isotopia
ambiente. '
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1.2.1 Nudos tdricos.

Comenzamos definiendo el concepto de nudo térico y demostrande algunos
resultados de tipo algebraico que nos seran de utilidad. Posteriormente, para
cada una de las caras C de una inmersién peritérica, haremos un estudio
detallado de los nudos contenidos en la regién C* = C U Cg, regién que
resulta de eliminar los bordes comunes a las caras C'y Cg.

Si consideramos las dos inmersiones peritoricas de la Figura 1.2, podemos ver
que las regiones Cf = C; U Cg, © = 1,2, contienen diferentes tipos de curvas
simples y cerradas. Por ejemplo, la regién C; contiene una curva que gira
alrededor de un paralelo y dos meridianos asi como otra curva que gira sélo
alrededor de un meridiano; en cambio, la regién Cf contiene sélo una curva
de este ultimo tipo. Parece por tanto, que las curvas cerradas y simples
contenidas en cada regién C* = C U Cg diferencian en algin sentido a dos
inmersiones. Pasemos entonces a formalizar este concepto que, tal y como
comprobaremos més adelante, se concretard en un invariante que refleja la
topologia de cada inmersidn.
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Figura 1.2: Diferentes curvas en la unién de una cara y la cara exterior.

Una curva simple y cerrada en el toro se llama habitualmente un nudo torico,
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que formalmente es un homeomorfismo [ : S* — T2, donde por S* estamos
denotando a la circunferencia unidad en R? [24]. El conjunto de curvas
homotdpicas a [ constituye una clase de equivalencia [I] que es un elemento
del grupo fundamental del toro 7(7?) y como tal admite unas coordenadas
< p,q > respecto de sus dos generadores. Geométricamente este par de
enteros describe el nimero de paralelos y de meridianos por los que la curva
gira. Mas atn, el siguiente teorema muestra que p y ¢ no pueden tomar
cualquier valor. -

Teorema 1.2.1. [2/] Un par de enteros < p,q > representa las coordenadas
de la clase de homotopia de un nudo térico [ : S* — T? en m(1?) si y sdlo
si,p=¢ =0 o bien m.c.d.(p,q) = 1.

A lo largo de esta seccién sdlo consideraremos nudos homotdépicamente no
nulos (p, g # 0), puesto que estos no seran relevantes para nuestra
caracterizacién. Si fijamos inicialmente un sentido de recorrido para los
paralelos y los meridianos (ver Figura 1.3) y restringimos nuestro estudio a
valores positivos de p y g (por tanto 1 < p < ¢), cualquier p — g—nudo
admite una representacion ascendente en el toro, en el sentido de que su
trayectoria siempre se recorre de izquierda a derecha y de abajo a arriba, tal
y como muestra la Figura 1.4, en la que hemos situado un sistema de
referencia en los margenes superior y derecho del toro para numerar a los
paralelos y los meridianos alrededor de los cuales gira el nudo.

Paralelo

Meridiano

Figura 1.3: Fijamos un sentido de recorrido en los generadores del toro.

Es conocido que Zieschang et al. [71] establecieron la coincidencia entre las
clases de homotopia y de isotopia ambiente de los nudos téricos
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homotdpicamente no nulos, por lo que en lo que sigue trataremos con clases
de isotopia de nudos.

p+1l

1 2 g—p q¢—-p-—-1 ¢

Figura 1.4: Trayectoria de un nudo en el toro.

Observemos que dos nudos téricos que pertenezcan a la misma clase de
isotopia ambiente en el toro pueden no ser ambiente isotépicos en una regién
R que los contenga, como ocurre en la Figura 1.5, en la que no es posible
deformar continuamente /; en [, sin atravesar la frontera de R. Puesto que
nuestro objetivo es asociar a cada cara C' de una inmersién peritérica un
polinomio que construiremos a partir de los nudos contenidos en la region
C™, nos interesa considerar las clases de isotopia ambiente de los nudos en
dicha regién.

Mientras no exista confusién entenderemos por un nudo en una regién R,

[: 58" — R C T? cualquier elemento de su clase de isotopia ambiente en R y
diremos que dos nudos son distintos en R si pertenecen a distintas clases de
isotopia ambiente en R, aunque pertenezcan a la misma en T?. Ademas, si [
gira alrededor de p paralelos y ¢ meridianos con 1 < p < ¢, diremos que [ es
un p-g-nudo.

Lema 1.2.1. Sea C' una cara de una inmersion peritérica: : G — T?. Si
C* = CUCE contiene un p; — ¢1—nudo y un p; — gg—nudo, con
P2 < p1 < q1 < qq, entonces C también contiene un p; — ga—nudo.

Demostracidn: Si la regién C't contiene un p; — ¢;—nudo, puesto que
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Figura 1.5: I} y I; son isotépicas en el toro pero no en la regién R.

estamos considerando inmersiones 2—celulares, la cara C debe girar al menos
alrededor de p; paralelos. Igualmente, como C* contiene un p; — g;—nudo, la
cara C debe girar al menos alrededor de q; meridianos. Estos p; paralelos y
g, meridianos alrededor de los cuales gira la cara C son precisamente los
generadores del toro por los que gira el p; — ¢g;—nudo buscado. A

El resultado anterior nos permite dar la siguiente definicién. Consideremos
una cara C de una inmersién peritérica i : G — T? y sean

p = max{p;/C* contiene un p; — ¢; — nudo, con q; > pi} y
q = max{q;/C™T contiene un p — ¢; — nudo}.

Llamaremos al par (p, q), el par dominante de la cara C' y en virtud del
Lema 1.2.1, este par esta bien definido. Ademads, nos informa de la existencia
de un p — g—nudo en C* y de que cualquier otro £ — s—nudo en esta region
recorre un numero k < p de paralelos y s < ¢ de meridianos.

Si C* contiene un p — ¢g—nudo, también debe contener a una banda cerrada
que lo rodee (ver Figura 1.6) y por tanto la cara exterior Cg y la cara C se
intersectan entre si segin unos de los tres casos dibujados en la Figura 1.7, es
decir, el nimero de componentes conexas de 3(Cg) N d(C) puede ser dos,
tres o cuatro. Dependiendo de este nimero de componentes, diremos que C
es una 2-cara, 3-cara o 4-cara de la inmersién, respectivamente.
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1 ? p+lp+4+2 q

1 2 g—p g—p—1 ¢

Figura 1.6: Banda que contiene a un nudo.

A lo largo de esta seccién determinaremos todos los nudos contenidos en la
regién C'* supcniendo conocido el par dominante de la cara C. Para ello
distinguiremos tres casos, en funcién del tipo de cara que sea C.

Nudos en 4-caras.

Comenzamos esta seccién estableciendo algunos resultados relativos a ciertas
ecuaciones diofanticas que nos serdn de utilidad mds adelante. Recordemos
en primer lugar que si p y ¢ son primos entre si, existen dos enteros o y
tales que ap + Bq = 1 (identidad de Bezout). Méas adn, o’ y ' también
satisfacen la igualdad o/p+ B'q=1siysdlosi, & =a+nqgy 3 =8 —np
para algin entero n.

Consideremos ahora las siguientes ecuaciones diofanticas donde 2 < p < g¢:
kg=sp+1 (1.1)

(1.2)

kq=sp+2 (1.3)

(1.4)

kg=sp—1

kq:sp¥2
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P p+lp+2 p p4+lip42

Tres componentes conexas_ Dos componentes conexas

P p+1lp+2

Una componente conexa

Figura 1.7: Tipos de cara segiin el nimero de componentes conexas de 3(Cg) N 9(C).

Lema 1.2.2. Fziste un unico par (k;, s;) solucidn de la ecuacidn (1.i) con
1<k <p; 1<5;<q; k; <s;,parat=1,...,4. En particular, 1 <s; <q y
k; < s; para1 = 2,4. Ademds,

a) ky < ks <= k3 =2k
b) k2<k4¢:>k4=2k2
C) k3 75 2k < k4 = 2](?2

Demostracidn: Es trivial a partir de la identidad de Bezout, que todas las
ecuaciones anteriores tienen infinitas soluciones.

Sea (ko, so) una solucién cualquiera de la ecuacién 1.1; entonces, todas las
demas soluciones son de la forma (k, s) = (ko + np, so + ng) con n € Z.
Veamos que existe un unico valor de n para el cual k y s estan en el intervalo
requerido. Puesto que ko no es multiplo de p (si ko = hp con h € Z, entonces
S0 = hq — % € Z <= p = 1), ko pertenece a algin intervalo entero
(hp,(h+1)p)NZ con he Z (= sg = -kﬂp-_—l € (hq——%,(h—i—l)q—%)ﬂZ) y
por tanto k =ky +np € (h+n)p,(h+n+1)p) NZ. El valor n = —h es el
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tnico para el cual k esta en el intervalo (0,p) N Z, o equivalentemente, el
inico que hace que se verifique 1 < k < p. Para n = —h, se obtiene que

0 < s < g, pero si s = 0, debe ser kg = 1 para que se verifique la ecuacién, y
esto implicaria que g = 1, lo cual contradice nuestras hipdtesis. Concluimos
entonces que 1 < s < q y que el par (k, s) que verifica kg = sp + 1 con

1 <k<pyl<s<qesdnico.

Utilizando un razonamiento andlogo al anterior se demuestra la existencia y
unicidad de las soluciones (k;,s;) parat=2,3,4con1 <k; <pyl<s;<g.

Veamos ahora que k; < s; parat1=1,...,4.

kig=s1p+1<s1g+1 (yaque2 <p<gq)
= kg <s1g+1 = (k1 —51)¢<0=>ky — 51 <0=>Fk <s3.

kyg=sp—1<s2q— 1= (k2 —52)g < —1<0=>ky <sy.

k3qg = s3p+2 < s3¢g+2== (ks —s3)g <2=> (ks —s3)g < 1. Pero la
igualdad no se da porque q > 1, luego (k3 — s3)¢ < 0 => k3 < s3.

ksg=54p—2 < 84q—2=> (ks — 84)g < =2 < 0 => k4 < 34.

Demostremos a continuacién la segunda parte del resultado.

a)

b)

Supongamos en primer lugar que k; < ks; si restamos las ecuaciones 1.1
y 1.3 obtenemos la expresién (ks — k1)g = (s3 — s1)p + 1. Por tanto el
par (ks — k1,83 — s1) es una solucién de la ecuacién 1.1 y ademaés
1<ks—k <pyl<sz—s; <qpor loque, debido a la unicidad de
solucién se tiene que k3 = 2k; y que s3 = 2s1. La condicién suficiente se
verifica de forma trivial ya que k3 = 2k; > k1.

La demostracién de este apartado es analoga a la de] apartado anterior
sin més que considerar las ecuaciones 1.2 y 1.4.

Puesto que k; # k,, supongamos k; > ky; restando las ecuaciones 1.1

y 1.2 se obtiene la expresién (k; — k2)g = (31 — s2)p + 2. Por tanto el
par (ki1 — k2,31 — s2) es una solucién de la ecuacién 1.3 y ademis
1<k —ky<pyl<s —sy<qpor loque debe coincidir con (ks, s3)
y asi, ks = ky — ky < ky < 2ky por lo que k3 < 2k;.
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Veamos ahora que k4 = 2k, o equivalentemente, por el apartado
anterior, veamos que ky < kq. Por reduccién al absurdo, si suponemos
ks < ko (1a igualdad no puede darse), restando las ecuaciones 1.2 y 1.4
y razonando como antes, debe ser k; = kg — kg y $; = $2 — s4. Pero

ki < ky — ky < ky y ky < Ky por hipdtesis, por lo que se llegaria a que
k1 < k1 que es una contradiccién.

De manera anédloga se demuestra que si k; < ko, entonces ky # 2k, y
que k3 = 2k;. o

En lo que sigue, denotaremos por (k;, s;) a la tnica solucién de la ecuacién
1.2, para t = 1,...,4, que se encuentra en las condiciones del Lema 1.2.2, una
vez fijados los valores de p y q.

El lema anterior nos ayudara a simplificar los cdlculos para determinar los
nudos contenidos en una 4—cara C de una inmersién peritérica ¢ : G — T2
cuyo par dominante sea (p,q) con 2 < p < q. Los casos p=1y p = 2 serén
estudiados de forma particular al final de esta seccién.

Si C es una 4 — cara de una inmersién peritdrica tal que Ct contiene un
k — s—nudo, donde 1 <k <pyl <s< g, este atravesara la cara exterior
seglin alguna de las trayectorias que se muestran en la Figura 1.8. Las
siguientes proposiciones son el resultado de distinguir esta casuistica.

Proposicién 1.2.1. Sea C' una 4—cara de una inmersién peritérica
¢ : G — T? cuyo par dominante es (p,q), con 2 < p < q. Entonces,

C* contiene dos ky — s;—nudos* <> m.c.d.(ky,s1) = 1.

Demostracion: Consideremos una curva contenida en Ct que atraviese la
cara exterior segin el Caso 1 de la Figura 1.8; esta curva girara alrededor de
k paralelos y s meridianos con 1 <k <py 1 <s < ¢ Queremos ver qué
condiciones deben verificar k y s para que tal curva exista y mas atn, para

!i.e.,dos clases de isotopia ambiente de k; — s;—nudos en Ct
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Caso 7

Figura 1.8: Posibles trayectorias al atravesar la cara exterior.
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que sea una curva simple, o equivalentemente, un k — s—nudo. 51
establecemos el meridiano 1 + p como el primero por el que la curva gira
(siendo por tanto el meridiano ¢ el dltimo que recorre), la siguiente
permutacion ciclica describe la trayectoria completa de la curva por
meridianos:

(1 + P, 1 + 2p, vesy hl, h1 + Dy.ees hz, hg + Pyeeey hk—17 aeey hk—l + T'kp)

donde
h() =1
hi=hiqg4+rp—q 1=1,..,k-1
hr—y +rEp = ¢

Notemos que el numero total de meridianos descritos por la curva es

S:h1+...+hk.
De las expresiones anteriores se obtiene:

g=hia+rip=hrotricip—qtrip=(re+re-1)p—q+hp2=..=
(rk+ . +r)p—=(k=1)g+1=sp+(k—1)g+1

y por tanto, la relacién que deben verificar k y s es kg = sp+ 1, con
1<k<pyl<s<yg,es decir, el par (k,s) coincide con el anteriormente
designado por (k, s1).

Esto demuestra que C'* contiene una curva cerrada que recorre k; paralelos y
s1 meridianos, pero no tenemos asegurada ain su simplicidad. Desde luego,
si la curva se corta a si{ misma, el cruce debe producirse en la cara exterior de
la inmersién peritérica. Nos preguntamos entonces si la curva, tras describir
k' < k; paralelos y s’ < s; meridianos, gira alrededor del meridiano denotado
por 1 adentrandose en la cara exterior y provocando un cruce (el giro
alrededor de este meridiano es el inico que podria causar problemas, puesto
que si la curva describe el meridiano denotado por 2, el siguiente que recorre
es el 2+ p). Veamos qué condiciones deben cumplir ¥’ y s’. Razonando de
igual forma que antes, se tienen las relaciones siguientes:

ho=1
h; = hi—1 +rp—q 1= 1,...,k'—1
hiro1 +rep=1+¢

donde ahora ry + ... 4+ rp = 5.
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Desliaciendo las relaciones de recurrencia anteriores obtenemos

l+g=hpy+rpp=hpa+rw1p—qg+rep=(rp+ r_1)p—q+ hpoo =
we=(rp+.c+r)p=—(K=1)g+1=sp+ (K -1)g+1

y por tanto, la ecuacién que k' y s’ deben verificar es k'q = s'p. Puesto que p
y ¢ son primos entre si y todos los términds de esta igualdad son
estrictamente positivos, debe existir un natural n > 1 tal que k' =np y

s' = nq de donde se deduce que ¥’ > py s’ > ¢. Esto demuestra que no
existen k' y s’ en las condiciones buscadas, es decir, la curva contenida en C'*
que describe k; paralelos y s; meridianos es cerrada y simple. Podemos
concluir entonces que Ct contiene una clase de isotopia ambiente de un

k1 — s3—nudo.

Si consideramos ahora una curva cerrada contenida en C* que atraviese la
cara exterior segin el Caso 5 de la Figura 1.8 y que gire alrededor de k
paralelos y s meridianos con 1 < k <py 1 < s < g, las condiciones que
deben verificar k y s para que tal curva exista vienen dadas por las
igualdades siguientes:

h0:2
hi:hi_l—}—ﬁp—q i=1,...,k—1
hrr+rmep=qg—p-+1

donde ry + ... + 1 + 1 = 5. Nétese que hemos establecido el meridiano 1
como el primero de la trayectoria siendo por tanto el meridiano ¢ —p + 1 el
ultimo que se recorre.

Desarrollando las expresiones anteriores se obtiene la ecuacién que liga a k y
st kg = sp+1, es decir, de nuevo el par (k,s) coincide con el ya designado
por (kq,s1). Al igual que en el caso anterior, nos preguntamos acerca de la
simplicidad de esta curva cerrada contenida en C* que gira alrededor de k,
paralelos y s; meridianos. jPuede ocurrir que, tras describir k¥’ < k; paralelos
y 8’ < sy meridianos, gire alrededor del meridiano denotado por 2
adentrandose en la cara exterior y provocando un cruce? Se puede
comprobar de forma sencilla utilizando un argumento similar al del caso
anterior, que no existen valores de k' y s’ en las condiciones requeridas para
que esta situacion tenga lugar.
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El dnico punto que queda por aclarar es si realmente los dos k; — s1-nudos
contenidos en C't determinan distintas clases de isotopia ambiente. Esta
cuestién ya ha quedado resuelta de forma implicita a lo largo de la
demostracién ya que mientras que el primero de los nudos no atraviesa en
ningun momento el meridiano denotado como 1, el segundo de ellos si lo hace
y por tanto no es posible deformar continuamente un nudo en el otro sin
atravesar la frontera de Ct. ‘ A

Proposicién 1.2.2. Sea C una 4—cara de una inmersion peritdrica
¢ : G — T?* cuyo par dominante es (p,q), con 2 < p < q. Entonces,

C* contiene dos ky — s;—nudos<=> m.c.d.(ks,$2) = 1.

Demostracion: La demostracién de este resultado es similar a la del anterior,
simplemente considerando dos curvas cerradas que atraviesen la cara exterior
de la inmersién peritérica segin las posiciones 3 y 7 de la Figura 1.8. Si
denotamos por k al nimero de paralelos que describen y por s al ndmero de
meridianos con 1 < k < py 1l < s <gq, las condiciones para que tales curvas
existan vienen dadas por las igualdades

h0:0
hi=hi_14+rmp—q 1=1,..,k—1
hrr+rep=g—p+1

con r; + ...+ 7+ 1 = s para la curva que atraviesa la cara exterior segun el
Caso 3 de la Figura 1.8 y

h():l
h,‘Z—'hi_l-{—T‘,'p—q i=1,...,k—1
hi-1 +rip=¢q—p+2

con r; + ... +rx+ 1 = s para la curva que atraviesa la cara exterior segin el
Caso 7 de la Figura 1.8. Nétese que en el primero de los casos hemos
establecido el meridiano 1 como el primero de la trayectoria (siendo por
tanto el meridiano ¢ — p + 1 el ultimo que se recorre) y en el segundo caso
hemos establecido el meridiano 2 como el primero de la trayectoria (siendo
ahora el meridiano ¢ — p + 2 el dltimo sobre el que gira).
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Desarrollando las expresiones anteriores se obtienen las ecuaciones que ligan
a ky sy que coinciden en ambos casos, siendo kg = sp — 1, es decir, el par
(k,s) coincide con el ya designado por (kg, s2).

Al igual que antes se comprueba facilmente que ambas curvas son simples y
que los dos k; — s;—nudos determinan distintas clases de isotopia ambiente.

A

Proposicién 1.2.3. Sea C una 4—cara de una inmersion peritorica
é: G — T? cuyo par dominante es (p,q), con 2 < p < q. Entonces,

a) C* contiene un ks — s3—nudo <= ks # 2k; y m.c.d.(ks,s3) = 1.
b) Ct contiene un ky — sq—nudo <> ks # 2ky y m.c.d.(ks,54) = 1.

c¢) Las dos condiciones anteriores son mutuamente excluyentes, es decir,
C* contiene un ks — s3--nudo <= CT no contiene un ky — s4—nudo.

Demostracion:

a) Consideremos una curva cerrada contenida en C* que atraviese la cara
exterior segun el Caso 2 de la Figura 1.8 y que gire alrededor de k
paralelos y s meridianos con 1 < k <py 1 < s < gq. Si establecemos los
meridianos 2 + p y ¢ como el primero y el dltimo de la trayectoria,
respectivamente, se obtienen las siguientes relaciones:

ho =2 )
hi=hi_1+rp—gq i=1,..,k—1
 hr-1+ TP = ¢

con ry + ...+ 7 = s. La ecuacidén que liga a k£ y s en este caso es
kg = sp+ 2 luego el par (k, s) es el anteriormente denotado por (ks, s3).

Nos preguntamos ahora si la curva, tras describir k¥’ < k3 paralelos y
s’ < s3 meridianos, gira alrededor del meridiano denotado por 1
adentrandose en la cara exterior y provocando un cruce (ver

Figura 1.9). Veamos qué condiciones deben cumplir k' y s’ (otro
posible cruce podria provocarse si la curva recorriera el meridiano
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c)

denotado por 2, pero se comprueba facilmente que no existen valores de
k' y s’ en estas condiciones). Razonando de igual forma que antes, se
tienen las igualdades siguientes:

ho =2
h; = hi_'l—}—rip——q 1= 1,...,]{:,—"1
by t+rep=1+gq

donde r + ... + r = s'. Desarrollando las relaciones de recurrencia

P p+lp+2

Figura 1.9: Cruce en la cara exterior en el Caso 2.

anteriores se deduce que k' y s’ deben verificar la ecuacién

k'q = s'p+1, es decir, el par (K, ') debe coincidir con el anteriormente
denotado por (ki,s;). Por tanto, la curva cerrada contenida en Ct que
gira alrededor de k3 paralelos y s3 meridianos es simple si y s6lo si

k1 > k3 (i-e. 51 > s3) y en virtud del Lema 1.2.2 (a) esta condicién es
equivalente a k3 # 2k;.

Utilizando argumentos similares a los del apartado anterior para una
curva cerrada que atraviese la cara exterior segin el Caso 6 de la
Figura 1.8, se demuestra que C* contiene una clase de isotopia
ambiente de un k4 — s4—nudo si y sélo si ky > k3 y por el Lema 1.2.2
(b), esta condicién es equivalente a kg # 2ks.

La demostracién de este apartado es trivial utilizando el Lema 1.2.2 (c).

A



1.2. Clases de isotopia de inmersiones peritoricas \ 43

Nudos en 3-caras y 2-caras.

Una vez que hemos determinado los nudos contenidos en C* cuando C es
una 4—cara con par dominante (p,q), 2 < p < ¢, de una inmersién peritérica
¢ : G — T2, el estudio para los casos de las 3—caras y las 2—caras es una
consecuencia inmediata. Cuando consideramos una 3—cara, los nudos
contenidos en C'* sélo pueden atravesar la cara exterior segin los Casos 1, 3
y 4 de la Figura 1.8 y si C es una 2—cara, el dnico nudo contenido en C* es
el que atraviesa Cr de acuerdo al Caso 4 de la misma Figura 1.8,y
corresponde al par dominante (p, q) que suponemos conocido. Esta reflexién
nos lleva a enunciar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.4. Sea C una cara de una inmersion peritdrica
é: G — T? cuyo par dominante es (p,q), con 2 < p < ¢; supongamos
m.c.d.(ki,s1) =1 y m.c.d.(ke, s2) = 1. Entonces,

a) si C es una 3—cara de la inmersidn, C* contiene un ky — sy—nudo, un
ky — sa—nudo y un p — g—nudo.

b) si C es una 2—cara de la inmersidn, Ct sdlo contiene un p — g—nudo.

Hemos dejado para el final de esta seccién el estudio de los nudos contenidos
en la regién C*, cuando C es una cara de una inmersién peritérica cuyo par
dominante es (1.¢) o (2,¢), con 1 < ¢ y 2 < g, respectivamente. La razén es
que el Lema 1.2.2, que ha sido fundamental en nuestro estudio anterior, sdlo
se mantiene para valores de p y ¢ verificando 2 < p < g. Veamos que
siguiendo un razonamiento similar a los utilizados sobre las trayectorias de
los nudos, los casos p =1y p = 2 resultan ser muy simples.

 Proposicién 1.2.5. Sea C una cara de una inmersion peritérica
é: G — T?* cuyo par dominante es (1,q) con 1 < q. Entonces,

a) si C es una 4-cara de la inmersidn, CT contiene dos meridianos, dos
1 —(q—1)—nudos, un 1 — (¢ — 2)—nudo y un 1 — g—nudo,

b) si C es una 3-cara de la inmersion, C* contiene un meridiano, un
I —(¢g—1)—nudo y un 1 — g—nudo, y
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¢) si C es una 2-cara de la inmersién, Ct sélo contiene un 1 — g—nudo.

Demostracidn: Los apartados (b) y (c) serdn una consecuencia del apartado
(a), por lo que supongamos en primer lugar que C es una 4—cara de la
inmersién con par dominante (1, g).

Si consideramos una curva en C* atravesando la cara exterior como en el
Caso 1 de la Figura 1.8, se observa ficilmente que esta curva recorre desde el
meridiano denotado por 2 hasta el meridiano g, sucesivamente, por lo que C*
contiene un 1 — (¢ — 1)—nudo. Lo mismo ocurre para una curva que atraviese
la cara exterior segin el Caso 5 de la misma Figura, sélo que ahora es el
meridiano denotado por 2 el dnico que la curva no describe. Los Casos 3y 7
de la Figura 1.8 proporcionan los dos meridianos contenidos en C'*, ya que la
curva atraviesa la cara exterior del meridiano 1 al p = 1 en el primer caso, y
del meridiano 2 al p+ 1 = 2 en el segundo.

S1 una curva atraviesa la cara exterior como en el Caso 2 de la Figura 1.8, su
recorrido comienza en el meridiano 3 y termina en el ¢, describiéndose todos
los meridianos intermedios; como la curva nunca recorre los meridianos 1 y 2,
no se puede cortar a s{ misma y por tanto C* contiene un 1 — (¢ — 2)—nudo.

El Caso 6 de la Figura 1.8 no puede darse si p = 1, ya que inicialmente
fijamos un sentido ascendente en el recorrido de los nudos y por tanto
ninguno de ellos puede recorrer el meridiano denotado por 2 antes que el

denotado por 1. Finalmente, el Caso 4 corresponde al par dominante de la
cara C, (1,¢).

Los apartados (b) y (c) se deducen de considerar que si C es una 3—cara, los
nudos contenidos en C'* sélo pueden atravesar la cara exterior segiin los
Casos 1, 3 y 4 de la Figura 1.8, y si es una 2—cara, sélo segin el Caso 4. A

Proposiciéon 1.2.6. Sea C una cara de una inmersién peritdrica
¢ : G — T? cuyo par dominante es (2,q) con 1 < q. Entonces,

a) st C es una 4-cara de la inmersién, Ct contiene un meridiano, dos

1 — 2 —nudos, dos'l — 42 —nudos y un 2 — g—nudo,
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. . . . -1
b) si C es una 3-cara de la inmersidn, Ct contiene un 1 — 55=—nudo, un

2
1-— %l—nudo y un 2 — g—nudo, y

¢) si C es una 2-cara de la inmersion, Ct sdlo contiene un 2 — g—nudo.

Demostracion: Notemos en primer lugar que, como2=p<qy py ¢ son
coprimos, entonces ¢ debe ser impar. Al igual que en la proposicién exterior,
vamos a suponer que C es una 4—cara, ya que los apartados (b) y (c) se
deducen de este caso.

Vamos a describir, utilizando permutaciones ciclicas, el recorrido por
meridianos de una curva contenida en Ct, dependiendo de cémo atraviese la
cara exterior, atendiendo a cada uno de los casos representados en la

Figura 1.8.

a) Caso 1. (3,5,7,9,....q)

b) Caso 5. (1,4,6,8,...,g — 1)

c) Caso 3. (1,2,4,6,...,g—1)

Caso 2.

€

4,6,8,...g—1,1,...)

)
)
)
d) Caso 7. (2,3,5,7,...,q)
)
f)
)

(
Caso 6. (2)
(

g) Caso 4. (1,3,5,..,4,2,4,....,q— 1)

Basta contar ahora el nimero de paralelos y meridianos que describen dichas
curvas. Es evidente que en los Casos 1y 5, la curva describe 1 paralelo y 45+
meridianos; en los Casos 3 y 7, recorre 1 paralelo y %l meridianos; en el
Caso 2, se observa que la curva recorre el meridiano denotado por 1 por lo
que siempre se producird un corte en la cara exterior y por tanto la curva no
es simple. El Caso 6 corresponde a un meridiano y el Caso 4 al 2 — g—nudo

que determina el par dominante de la cara. A
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1.2.2 El polinomio asociado a una cara.

Recordemos que el objetivo de este capitulo es asociar a cada inmersion
peritorica un conjunto de polinomios (uno por cada cara de la inmersién) que
la caractericen salvo isotopia ambiente, ya que conocer un sistema de
rotacién del grafo no era suficiente para este propdsito.

Se define el polinomio asociado a una cara C' de una inmersion peritérica
como el siguiente polinomio de dos variables:

Polz,y)= > aiz'y’ donde
0<i,j<n
1,] coprimos

r si C*t contiene r paralelos
en otro caso

r si Ct contiene r meridianos
en otro caso

I st C% contiene r i-j-nudos con i, j # 0 coprimos
Y 0 en otro caso

Por ejemplo, el polinomio asociado a la cara C de la inmersion peritérica que
aparece en la Figura 1.10 es Pg(z,y) = zy® + 22y + z + 2y ya que C*
contiene dos 1 — 1—nudos, dos meridianos, 1 paralelo y un 1. — 2—nudo. En
virtud de los resultados demostrados en la seccién anterior, podemos
enunciar el siguiente teorema.

Teorema 1.2.2. Sea ¢ : G — T? una inmersion peritérica y C' una cara de
la inmersion cuyo par dominante es (p,q) con 1 < p < q. Entonces, el
polinomio asociado a C es

a) Pce(z,y) = 2Py? si C es una 2—cara,
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paralelo/meridiano 1-2-rado

Figura 1.10: Nudos contenidos en C*.

b)
Y+ zy?t + zy? sip=1
Po(z,y) = { ay™T +ay'T +a%y? sip=2
ghiyst + gh2y®2 4 2Py? sip > 2

st C' es una 3—cara, y
c)

2u + ry?? + 22y Tt 4 zy?
Po(z,y) = y+2zy"T + 229" T + 2%y
2ehyt + 228y + 2Pyt + fi(z,y) + falz,y)

si C es una 4—cara, donde

y33 Zf k3 # 2]{31

en otro caso

filz,y) ={ ‘5

) “. 1;4 54 l
fZ(x’y):{ 8: Y fk43/:2k2

en otro caso

sip=1
sip=2
sip>2
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Mds ain, los sumandos fi(z,y) y fa(z,y) son mutuamente excluyentes,
e

k3 7—4 Qki < k4 = 2](12

Sea ¢ : G — T? una inmersién peritérica; denotaremos por P(¢) al conjunto
formado por los polinomios asociados a sus caras. Veamos que este conjunto
nos permite decidir cuando dos inmersiones homeomorfas pertenecen a la
misma clase de isotopia.

Teorema 1.2.3. Sean ¢ : G — T? yx : G — T? dos inmersiones peritdricas
homeomorfas de un grafo G. Entonces, ¢ y x son isotdpicas st y solo si,

P(¢) = P(x)-

Demostracion: Puesto que ¢ y x son homeomorfas, cada cara C del ¢ se
transforma bajo la accién del homeomorfismo en una cara C' de .

Si ¢ y x son ambiente isotdpicas, C'y C’ pueden deformarse continuamente
la una en la otra y por tanto ambas contienen al mismo tipo de nudos, por lo
que sus polinomios asociados coinciden.

Para demostrar la condicion suficiente, supongamos que Po(z,y) = Pei(z, y).

El numero de monomios de P¢ nos indica si C' y C’ son 2—caras (un
monomio), 3—caras (tres monomios) o 4—caras (cuatro monomios); por otra
parte, el término de mayor grado en el polinomio (el par dominante de la
inmersién) corresponde al nudo que gira alrededor del mayor nimero de
paralelos y meridianos tanto en C* como en C't y esto determina los
generadores del toro alrededor de los cuales rota cada cara. Ademas, como el
sistema de rotacién del grafo es el mismo en ambas inmersiones, lo mismo
ocurre con cada una de las intersecciones 3(Cg) N 0C y 0(Cy) N OC".
Repitiendo este argumento para cada par de caras homeomorfas de ¢ y x
concluimos que son inmersiones ambiente isotépicas. A

Observemos que en el teorema anterior, la hipétesis de equivalencia
combinatoria entre las inmersiones es absolutamente necesaria para
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determinar las intersecciones entre las fronteras de las caras y la cara
exterior. Esto quiere decir que los polinomios asociados a las caras de una
inmersién no caracterizan por sf solos a dicha inmersién salvo isotopia
ambiente. Por ejemplo, si el polinomio asociado a una cara C' de una
inmersién es Po(z,y) = 22> + zy + zy?, sabemos que C es una 3—cara y
que su par dominante es el (2,3), es decir, que C gira alrededor de dos
paralelos y tres meridianos (ver Figura 1.11). Pero no tenemos ninguna
informacién acerca de cémo son las intersecciones entre 9(Cg) y 0(C) si no
conocemos el sistema de rotacién del grafo: json homeomorfas a un punto o
a un segmento?. Parece necesario entonces transformar el polinomio asociado
a una cara en otra expresién que contenga la informacién relativa a estas
intersecciones y que evite tener que recurrir al sistema de rotacién del grafo.

Figura 1.11: Cara con polinomio asociado Pc(z,y) = 24 + zy + zy?.

Asociemos a cada k — s—nudo contenido en Ct un par ordenado (mygs, ngs),
su par caracteristico, que indique si el nudo, en su recorrido ascendente,
atraviesa la cara exterior desde un vértice y hacia un vértice

(mgs = ngs = 0), desde un vértice y hacia un segmento (mys = 0, ngs = 2),
desde un segmento y hacia un segmento (mys = 0,n4s =.1) o desde un
segmento y hacia un vértice (my, = 1, ngs = 2).

Dada una cara C' de una inmersidén peritdrica, definimos su polinomio
caracteristico como el siguiente polinomio de tres variables:

Qc(z,y,z)= > (—1)™ia;z'y’2™  donde
. 0gtign
1,] coprimos
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(mgj,nij) es el par caracteristico del : — j—nudo correspondiente al sumando
en que aparece y a;; se define de la misma forma en que lo hicimos para el
polinomio asociado a C.

Sea ¢ : G — T? una inmersién peritérica; denotaremos por Q(4) al conjunto
formado por los polinomios caracteristicos de sus caras. Este conjunto nos
permitira caracterizar las clases de isotopia ambiente de inmersiones
peritéricas sin necesidad de recurrir a la hipétesis de equivalencia
combinatoria.

‘Teorema 1.2.4. Sean ¢: G — T? yx : G — T? dos inmersiones
peritoricas de un grafo G. Entonces, ¢ y x son ambiente isotopicas st y solo

si Q(¢) = A(x)-

Demostracion: La demostracién de este resultado es similar a la del
Teorema 1.2.3, teniendo en cuenta que el polinomio caracteristico recoge la
informacién del polinomio asociado y de las intersecciones entre las fronteras
de cada cara y la cara exterior de las inmersiones. A

Volvamos de nuevo al ejemplo de la Figura 1.11, en el que aparecen dos
inmersiones ¢; y @2 que pertenecen a diferentes clases de isotopia ambiente y
en las que sin embargo, existe una cara en cada una de ellas, que podemos
denotar por C} y Cs, respectivamente, que tienen el mismo polinomio
asociado Pg, = Pg, = zy + xy? + 2%y

Como vimos anteriormente, ambas caras contienen un 1 — 1—nudo, un

1 — 2—nudo y un 2 — 3—nudo. Sin embargo, el primero de ellos atraviesa la
cara extetior de ¢; en su recorrido ascendente desde un segmento a un vértice
(my; = 1, ny; = 2), mientras que en ¢, lo hace desde un vértice y hacia un
segmento (my; = 0, ny; = 2). El 1 — 2—nudo atraviesa de vértice a segmento
(m12 =0, n1 = 2) en ¢; y de segmento a vértice (mi2 = 1, n12 = 2) en ¢s.
Por tltimo, el 2 — 3—nudo atraviesa la cara exterior de ¢; de vértice a vértice
(mas =0, no3 = 0) y la de ¢2 de segmento a segmento (maes = 0, nyz = 1).

Por lo tanto, los polinomios caracteristicos de C; y C son -
Qc, = zy® — zy2? + zy?2? y Qp, = 2?32 4 xyz? — zy?2?, respectivamente.
Hemos obtenido asi una descripcién combinatoria de cada una de las
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inmersiones de la que podemos deducir que pertenecen a diferentes clases de
isotopia ambiente.

1.3 Peritriangulaciones toricas.

En esta seccién nos centramos en un tipo particular de inmersiones de grafos
en el toro, las triangulaciones de poligonos, y abordamos el problema de
determinar si, dadas dos triangulaciones de un poligono topolégico de n
vértices en el toro, se pueden transformar la una en la otra mediante una
secuencia de flips diagonales, o dicho de otra forma, nos planteamos la
conexién del grafo de triangulaciones de un poligono de n vértices en el toro,
desde un punto de vista topoldgico.

Esto generaliza a la superficie térica la cuestién de la conexién del grafo de
triangulaciones de un poligono en el plano, resuelta por Wagner [68] en 1963
y que recientemente ha sido también establecida para el plano proyectivo [17].

Recordemos que una triangulacién de un poligono en una superficie se define
como una inmersién de un grafo simple en ella, de forma que existe una cara
2—celular donde se encuentran todos los vértices y que por analogia con el
caso plano llamamos cara exterior y en donde el resto de las caras son todas
triangulares.

La operacién de flip diagonal para triangulaciones de poligonos topoldgicos
en superficies se define para aristas que no pertenezcan al borde de la cara
exterior y consiste en cambiar una diagonal por otra en el cuadrilatero
formado por la unién de dos caras triangulares (ver Figura 0.18).

Otra operacién que fue definida en el capitulo de Preliminares y que nos sera
gran utilidad tanto en esta seccién como en capitulos posteriores, es la de
contraccién de una arista de una peritriangulacién. A diferencia del flip
diagonal, esta operacién sélo se aplica sobre aristas del borde de la cara
exterior y consiste en identificar los vértices finales de dicha arista y
reemplazar la arista doble que se forma por una arista simple (ver

Figura 0.20).
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Las dos operaciones anteriores sélo se realizaran si no se rompe la simplicidad
del grafo, es decir, si no provocan la aparicién de aristas miltiples o lazos,
por lo que el grafo resultante de aplicar cualquiera de ellas a una
triangulacién de un poligono vuelve a ser una triangulacién de un poligono.

Comenzaremos esta seccién demostrando que cualquier triangulacion de un
poligono en el toro se puede transformar mediante una secuencia de flips
diagonales y contracciones de aristas en la unica triangulacién que existe de
un poligono de seis vértices, que resulta set una inmersién térica del grafo
completo Kg. Para ello veremos que cualquier triangulacion de un poligono,
o bien tiene una arista contractible, o bien admite una secuencia de flips
diagonales que la transforma en otra triangulacién que si admite una arista
contractible.

Puesto que las contracciones de arista disminuyen en una unidad el nimero
de vértices del poligono, definiremos otra operacidn, la insercidn de vértices
de valencia 3, que nos permita “recuperar” en algin sentido estos vértices
perdidos. A través de esta nueva operacién y utilizando la dnica
triangulacién de un poligono de seis vértices demostraremos la conexién del
grafo de triangulaciones de un poligono en el toro.

Por abreviar la nomenclatura, a lo largo de esta seccién utilizaremos el
término de peritriangulacién para referirnos a una triangulacién de un
poligono topoldgico.

1.3.1 peritriangulaciones téricas pseudo-minimales

Definimos en primer lugar un tipo particular de peritriangulaciones (i.e.,
triangulaciones de poligonos) en el toro.

" Una peritriangulacién térica G es pseudo-minimal si no tiene aristas
contractibles y ninguna secuencia de flips puede transformar a G en otra
peritriangulacidn térica con aristas contractibles.

Por ejemplo, K¢ es una peritriangulacién térica pseudo-minimal puesto que
no tiene aristas contractibles y cualquier flip diagonal la transforma en un
grafo que no es simple. A lo largo de esta seccién denotaremos a la dnica
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inmersién peri-triangular térica de K simplemente por Kg (ver Figura 1.12).

Figura 1.12: La tnica inmersién peri-triangular de K¢ en el toro.

Como ya hemos comentado anteriormente, nuestro primer objetivo es
demostrar que cualquier peritriangulacién térica se puede transformar en Kg
mediante una secuencia de flips diagonales y contracciones de aristas. Para
ello, es suficiente probar que la tinica peritriangulacién térica pseudo-minimal
es Kg; veamos pues, que cualquier otra peritriangulacién térica no es
pseudo-minimal. Este hecho serd consecuencia de una serie de resultados que
demostramos a continuacién.

Lema 1.3.1. Dada una peritriangulacidn térica G con |V(G)| > 7 entonces
G tiene un vértice de valencia a lo sumo cuatro.

Demostracion: Por la férmula de Euler se tiene que

V(G)| = |E(G)| + |F(G)] = 0.

Teniendo en cuenta que la cara exterior estd acotada por un ciclo de longitud
|[V(G)| y que el resto de las caras son triangulares, se obtiene de forma
inmediata la relacién
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V(&) +3(F(G) = 1) = 2| E(G)].

Eliminando el término |F(G)| en las dos igualdades anteriores, se llega a la
expresion

2|E(G)| = 4|V(G)| + 6

Por tanto, la valencia media d(G) de G es

y puesto que |V(G)| > 7, se obtiene que d(G) < 5 de lo que se deduce que G
tiene un vértice de valencia a lo sumo 4. AN

Lema 1.3.2. St G es pseudo-minimal, entonces G no tiene vértices de
valencia dos.

Demostracion: Supongamos que G tiene un vértice v de valencia 2 y
denotemos por z e y a los vértices adyacentes a v; la arista zy estard
compartida por dos caras triangulares vry y ury. Después de reemplazar la
arista zy por uv mediante un flip diagonal, es posible contraer vz en el grafo
resultante G’ ya que zy ¢ E(G') y esto es contrario a la pseudo-minimalidad

de G. ‘ A

Una arista e = uv € E(G — 0(Cg)) se dice que es trivial si e separa a G en
una peritriangulacién plana Gy y en una peritriangulacion térica G tales
que G1 NGy = e. En caso contrario se dird que e es esencial. Si se contrae la
-cara exterior Cg de G a un vértice en el toro, el resultado es un grafo térico
(G con un unico vértice y muchos lazos. Las aristas triviales de G se habran
deformado a un lazo trivial en G mientras que la aristas esenciales seran
lazos esenciales en G. Dos aristas ey, e; € E(G — 9(Cg)) son homotdpicas si
e1y ez se han deformado a dos lazos homotépicos en el grafo G.
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Lema 1.8.3. Todas las aristas e € E(G — 0(CEg)) son esenciales si y sélo si
G no liene vértices de valencia dos.

Demostracidn: Veamos en primer lugar que se tiene la condicién necesaria.
Si (G tiene un vértice v de valencia 2 con vértices vecinos uy y ug, entonces uy
y ug son adyacentes y el ciclo vuqu, acota una cara de G. Es evidente por
tanto que la arista uyu, es trivial.

Para demostrar la condicién suficiente, supongamos que G tiene una arista
trivial e = uv. Entonces e separa a (G en una peritriangulacién plana G; y en
una peritriangulacion térica G tales que G; N G, = e. Es conocido que todo
grafo periplano maximal, salvo K3, tiene dos vértices no adyacentes de
valencia 2, por tanto G tiene un vértice w € V(Gy) — {u,v} de valencia 2,
que tendra valencia 2 en G también. A

El siguiente resultado en una consecuencia inmediata de los Lemas 1.3.2
y 1.3.3.

Lema 1.3.4. Si G es pseudo-minimal entonces toda arista

e € E(G — 0(Cg)) es esencial.

Lema 1.3.5. St G es pseudo-minimal entonces G no tiene vértices de
valencia tres.

Demostracion: Supongamos que G tiene un vértice v de valencia 3. Sean
z,Yy, z los vecinos de v, donde vz,vz € E(9(Cg)) v vy ¢ E(0(CEg)).
Consideremos una curva simple cerrada L a lo largo de vy y a través del
centro de la cara exterior Cg; por el Lema 1.3.4, L es esencial.

Puesto que la arista vz no es contractible, G tiene una arista zz ¢ E(0(CEg))
(si zz € E(O(Cg)) entonces |V(G)| = 3 y esto contradice nuestras hipdtesis)
y de nuevo por el Lema 1.3.4, zz es esencial. Consideremos ahora una curva
simple L' a lo largo de zz y a través del centro de Cg; puesto que Ly L' se
cruzan en un punto en el centro de Cg, cortando el toro a lo largo de L y L'
éste se transforma en el rectangulo mostrado en la Figura 1.13; las dos lineas
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gruesas entre y y « e y v z representan los caminos Yp1...pnZ ¥ Yq1..-Gm 2
respectivamente. Observemos que cada camino tiene longitud al menos 2, ya
que sino, es posible encontrar aristas multiples zy o yz.

Z z

Z z

Figura 1.13: G cortado a lo largo de Ly L.

Denotemos P = {py,....,pn} #0 5y Q@ = {q1, .-, qm} # D.

Por otra parte, la arista zz debe estar compartida por dos tridngulos zza y
zzby ademas existe una arista entre a y b ya que, en otro caso, tras
reemplazar £z por ab mediante un flip diagonal, la arista vz se podria
contraer, y esto es contrario a la pseudo-minimalidad de G. Puesto que G es
simple y todos los vértices aparecen en el borde 9(Cg) de Cg, tanto a como b
coinciden con un vértice de P U Q). Por simetria, es suficiente considerar dos
casos: a,be Pya€e Pybe Q.

CASO 1. a,b€ P.

Supongamos en primer lugar que a = p; con ¢ > 3; por Lema 1.3.4, en la
region 2-celular acotada por zyp,...p; se tiene que p,p; ¢ E(G — 0(CEg)) para
todo sytconl <s<t<iyportanto §(p;) = ... = 6(pi-1) = 3. Puesto que
y y ps son vértices distintos, la arista pyp, es contractible y asi, o bien a = p;
o bien a = p,; utilizando de nuevo el Lema 1.3.4, se deduce que b = p,, y
como ab € E(9(Cg)), a = pp—1. Las Figuras 1.14 (a) y (b) muestran los casos
en que a = py y a = p;, respectivamente. En el caso (a), puesto que p;p; no
es contractible, poy € E(G); reemplazando p,z por pyz y £z por pips
mediante flips diagonales en este orden, se obtendria que la arista vz es
contractible, lo cual es una contradiccién. En el caso (b), sea pyzc la otra
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cara triangular que comparte la arista p;z con la cara pyzz; entonces c € Q y
asi ¢ = ¢; para algin 7. Puesto que ¢; y z no son adyacentes en G, aplicamos
un flip diagonal a la arista pyz y la reemplazamos por la arista zg;,
obteniendo un nuevo grafo G; si en este grafo p; ¥ ¢; no son adyacentes, se
puede reemplazar zz por p2q; y la arista vz es contractible, lo que contradice
las hipétesis. El caso en que p; y ¢; son adyacentes en G puede ser
considerado como el casc en que a € Q y b € P y por simetria, trasladamos .
su demostracion al punto siguiente.

xr Z I z
/
V9 y VU v y U
Y Y Y Y
y4! y4!
D2 qi
P3 . pZ\k
x z T z

Figura 1.14: Caso en que a,b € P.

CASO 2. aePybeq.

Siguiendo argumentos similares a los considerados en el Caso 1 se obtiene que
obiena =p; obiena=p; y que b= g, y ab € E(G — 9(Cg)). Puesto que G
no tiene aristas multiples, a # p,; ademas, si a = p; para algin ¢ <n —2, la
arista p,_1p, seria contractible como en el Caso 1, luego a = p,—;. Aplicando
el Lema 1.3.2 se deduce que p, y g son adyacentes (ver Figura 1.15).

Nos planteamos ahora los casos en los que la arista ab(= p,_1¢m) admite un
flip diagonal; puesto que los vecinos de p, son {pn_1,qm,z}, el flip diagonal
de pn—19gm estd prohibido sélo si se producen aristas multiples entre p, y z,
pero aunque no conocemos la estructura completa del grafo G, si se sabe que
el vértice r no esta contenido en la regién delimitada por zyqi...¢mpa—1 por lo
que tal caso no puede darse y el flip de pn—1¢m siempre estd permitido;
reemplazamos después £z por p,-1qm y en el grafo resultante la arista vz es
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contractible, lo cual nos lleva de nuevo a una contradiccion. | A
z ;
v v
Y Y -
Pn—-1

pMm
T z

Figura 1.15: Casoenquea€ Py b€ Q.

Lema 1.3.6. Si G es pseudo-minimal entonces G no tiene vértices de
valencia cuatro.

Demostracion: Supongamos que G tiene un vértice v de valencia 4 y sean
z,y,z,w los vecinos de v en G en orden ciclico, donde vz,vw € E(9(Cg)). Si
rz ¢ E(G) o yw ¢ E(G), el flip diagonal de vy o vz respectivamente, reduce
la valencia de v y se puede aplicar el Lema 1.3.5 por lo que zz,yw € E(G).

Consideremos dos casos, dependiendo de si la arista yz estd o no en 9(Cg).
Para cortar el toro y obtener una representacion rectangular del mismo,
debemos encontrar un par de curvas cerradas que se corten en un punto.

CASO 1. yz € E((CE)).

Sean Ly L' dos curvas cerradas en el toro a lo largo de las aristas zz e yw
respectivamente, que se cortan en la cara exterior Cg de G. Puesto que
yz € E(0(CE)), la unién de las cuatro caras Cg, vey, vyz y vzw forma un
anillo en el toro por lo que los vértices x,w, z,y aparecen en 9(Cg) en este
orden ciclico y asi zz,yw ¢ E(0(Cg)) y L y L' se cortan exactamente una
vez en el centro de Cpg.
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Cortamos el toro a lo largo de L y L' como se muestra en la Figura 1.16 (a);
las dos lineas gruesas entre z y w y entre y y z representan caminos de
longitud al menos 2, denotados por zp;...paW € YGi...¢mT. Sean
P={p1,..0pn} 70y Q={q—1,...,qn} # Dy a,blos dos vértices
(distintos de y y w) de las dos caras triangulares que comparten la arista yw
(ver Figura 1.16 (a)). Por el Lema 1.3.5 podemos suponer que todos los
vértices tienen valencia al menos 4. Si @ = «, cada p; tiene valencia 3 por el
Lema 1.3.4, lo cual contradice nuestras hipétesis y por tanto a = p,. - -
Utilizando el mismo argumento se puede concluir que b = ¢; como se muestra
en la Figura 1.16 (b). Puesto que p,q1 ¢ E(G), se puede aplicar un flip
diagonal a vz después de haberlo hecho a wy. Esto disminuye la valencia de
v y podemos utilizar el Lema 1.3.5 de nuevo.

w Y

Figura 1.16: Caso en que yz € E(6(CEg)).

CASO 2. yz ¢ E(0(Cg)).

Consideremos ahora dos curvas cerradas D y D' en el toro a lo largo de las
aristas Ty y wz respectivamente, que se cortan en la cara exterior Cg de G.
Puesto que 8g(z) > 2 y dg(w) > 2, se tiene que zy, wz ¢ E(J(CEg)). Si estas
dos aristas fueran homotépicas en el toro, la arista yz seria trivial ya que
yz ¢ E(0(CE)), y esto contradice el Lema 1.3.4; por tanto, zy y wz no son
homotépicas y D y D’ son un par de curvas cerradas esenciales no
homotépicas que se cortan sélo en el centro de Cg. Cortemos el toro a lo
largo de D y D' como se muestra en la Figura 1.17 (a). Las tres lineas
gruesas entre y y w, 2 y £ € y y 2z representan caminos ypi...paW, 2Gi...¢nT y
yry...r;z, respectivamente. Sean P = {p1,...,pn}, @ = {q1, -, gm} ¥

R = {r1,...,m}; desde luego, R es un conjunto no vacio ya que en otro caso
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yz serfa una arista multiple. Puesto que la valencia de v no puede ser
reducida, yw, zz € E(G). Si P # O entonces y y w son adyacentes, pero en
este caso, todos los vértices r; tienen valencia 3 por el Lema 1.3.4 asi que
debe ser P = (3. De la misma forma se prueba que Q = &.

w z

™

Tl

w z w z

Figura 1.17: Caso en que yz € E(G — 8(Cg)).

Consideremos ahora las caras triangulares ayw y bzz incidentes con yw y zz,
respectivamente; los vértices a y b han de coincidir con alguno de los r;. Si

a =r; para algin 1 <[ — 1, entonces r;y1, ..., tienen valencia 3 por el

Lema 1.3.4, luego debe ser a = r; y de la misma forma se demuestra que
b=ry (ver Figura 1.17 (b)). En esta situacién, puesto que v y r; no son
adyacentes, la arista wz se puede reemplazar por vr; mediante un flip
diagonal. En el grafo que resulta, w tiene valencia 3, por lo que se puede
aplicar el Lema 1.3.5. JAN

Los resultados anteriores nos conducen al siguiente Teorema:

Teorema 1.3.1. Toda peritriangulacidn térica se puede transformar en Kg
mediante una secuencia de flips diagonales y contracciones de aristas, salvo
homeomorfismo.

Demostracion: De los Lemas 1.3.1 y 1.3.2 se deduce que si G es una
peritriangulacién térica pseudo-minimal distinta de Kg con al menos siete
vértices, la valencia minima de G ha de ser 3 6 4, sin embargo esto contradice
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los Lemas 1.3.5 y 1.3.6. Por tanto, el toro admite una tnica peritriangulacién
pseudo-minimal, Kg, salvo homeomorfismo. Por la definicién de
pseudo-minimalidad, cualquier peritriangulacidn térica distinta de Kg se
puede llevar mediante una secuencia de flips diagonales a otra que posea
alguna arista contractible y puesto que cada contraccién de arista disminuye
en una unidad el niimero de vértices de la peritriangulacién, se tiene el
resultado. A

El teorema anterior se sigue manteniendo incluso si imponemos una
condicion sobre la valencia minima.

Teorema 1.3.2. Toda peritriangulacidn torica con valencia minima al
menos tres, se puede transformar en K¢ mediante una secuencia de flips
diagonales y contracciones de aristas, preservando la valencia minima al
menos tres, salvo homeomorfismo.

Demostracion: Sea G una peritriangulacién térica con valencia minima al
menos tres y denotemos por J(Cg) a la frontera de su cara exterior;
supongamos que G se puede transformar en otra peritriangulacién térica G’
por una contraccién de arista o un flip diagonal. Por el Teorema 1.3.1 es
suficiente demostrar que si la valencia minima de G’ es dos, es posible
encontrar otra arista en G cuya contraccién preserva la valencia minima al
menos tres. Sea entonces v un vértice de valencia dos en G' y z e y sus dos
vecinos.

Consideremos en primer lugar el caso en que G’ se obtiene de G por una
contraccion arista. Observemos que las aristas esenciales de G' también son
esenciales en G’ y puesto que la valencia minima de G es al menos tres, G no
tiene aristas triviales por el Lema 1.3.3 y por tanto G' tampoco tiene
ninguna arista trivial; esto demuestra que G’ no tiene vértices de valencia 2.

Supongamos ahora que G’ se obtiene de G mediante un flip diagonal aplicado
en una arista vz de G, que es compartida por dos caras triangulares zvz e
yvz. Puesto que la valencia de v en G’ es dos, este vértice tenia valencia tres
en G. Ademas, dg(z) > 3, éc(y) > 3y bdg(v) = 3 por lo que

zz,vz,yz ¢ E(0(CE)); estas aristas son esenciales en G por el Lema 1.3.4 y
ademés la valencia de z en GG es al menos cinco. En este caso, la contraccién
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de la arista vz es la adecuada en G ya que el grafo que resulta (lo denotamos
por G) es simple puesto que zy ¢ E(G) (si zy € E(G), el flip diagonal de vz
que transforma G en G’ romperia la simplicidad). Ademas, la valencia de z
en (7 es al menos cuatro, por lo que (7 es una peritriangulacién térica con
valencia minima al menos tres. A

Los resultados obtenidos hasta ahora no son suficientes para demostrar que
cualesquiera dos peritriangulaciones téricas se pueden transformar entre si
mediante una secuencia de flips diagonales. Observemos que, mientras que
un flip diagonal no altera el numero de vértices de la peritriangulacion, una
contraccién de aristas lo disminuye en una unidad. Necesitamos por tanto
una operaciéon que nos permita “recuperar” los vértices perdidos por
contracciones de aristas. A ello nos dedicaremos en la siguiente seccién.

1.3.2 Insertando vértices de valencia tres

En la seccién anterior hemos demostrado que cualquier peritriangulacién se
puede transformar en Kg mediante una secuencia de flips diagonales y
contracciones de arista. Sin embargo, como ya hemos comentado, esta ultima
operacién hace que vayamos perdiendo vértices de la peritriangulacion
inicial. Con el objeto de “recuperar” de nuevo estos vértices perdidos,
definimos una nueva operacién sobre las peritriangulaciones téricas.

Sea G una peritriangulacién térica y denotemos por 9(Cg) a la frontera de
su cara exterior. Sea ry € E(0(CEg)) y supongamos que zyz acota una cara
de G} subdividiendo la arista zy por un vértice v y anadiendo una arista vz
se obtiene una nueva peritriangulacién G’ con |V(G’)] = |V(G)| + 1. En este
caso, decimos que G’ se obtiene de G insertando un vértice de valencia tres
en la arista zy. El siguiente resultado demuestra que un vértice de valencia
tres insertado se puede mover a cualquier arista de la cara exterior mediante
una secuencia de flips diagonales.

Lema 1.3.7. Sea G una peritriangulacion tdrica con valencia minima al
menos tres; e y €' aristas de la frontera O(Cg) de G. Si Gy y Gy se obtienen
de G insertando un vértice de valencia tres en e y €' respectivamente,
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entonces Gy y Gy se pueden transformar la una en la otra mediante una
secuencia de flips diagonales, preservando la valencia minima al menos tres.

Demostracién: Consideremos una arista e = zy € E(0(CE)) y sean a1, ...,a, y
by, ..., by los vecinos de x e y en el mismo orden ciclico, donde azyb, C 0(CE)
y ap, = b;. Supongamos que Gy se obtiene de GG insertando un vértice v de
valencia tres en e = zy; aplicamos flips diagonales que reemplacen b;y por
b;y1v para ¢ = 1,...,q — 2, en este orden. Ninguno de estos flips diagonales
rompe la simplicidad del grafo ya que z # b; para todo ¢ y cada b; tiene
valencia tres durante este proceso. La peritriangulacién térica que resulta, en
la que y tiene valencia tres, puede considerarse como si se hubiera obtenido
de G insertando un vértice y de valencia tres en la aristab,v. Reiterando este
proceso, la distancia entre e y €’ se puede acortar tanto como se desee. A

Sea (G una peritriangulacién térica con valencia minima al menos tres y sea
zyz una cara de G tal que zy estd en la frontera de la cara exterior 9(Cg) de
G. Reemplazamos la arista zy por un camino zv;...v,y de longitud m+ 1y
unimos v; y z para ¢ = 1, ..., m. El grafo que resulta es una nueva
peritriangulacién que tiene el camino v;...v, en 0(CEg) y tal que para cada ¢,
8(vi) = 3. Denotemos a esta nueva peritriangulacién térica por G+ X,,. Por
el Lema 1.3.7 esta notacién estd bien definida en el sentido de que es
independiente, salvo por flips diagonales, de la eleccién de la arista
subdividida por los m vértices de valencia tres.

En los siguientes tres resultados, G y T' designaran dos peritriangulaciones
téricas con valencia minima al menos tres.

Lema 1.3.8. Si G se puede transformar en T por una contraccion de arista,
entonces para cualquier nimero natural k, G + X se puede transformar en
T + Y41 mediante una secuencia de flips diagonales, preservando la valencia
minima al menos tres. '

Demostracion: Supongamos que G se transforma en 7' mediante una
contraccién de la arista zy. Puesto que en virtud del Lema 1.3.7, un vértice
insertado de valencia tres se puede mover a cualquier arista de la frontera de
la cara exterior mediante una secuencia de flips diagonales, podemos suponer
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que en una peritriangulacién fija G = G + Iy, los k vértices de valencias tres
han sido insertados en una arista distinta de zy. Denotemos por T' al grafo
obtenido al contraer la arista zy en G y sean as, ..., dp ¥ b1, ..., b, los vecinos
dez eyen é, respectivamente, en el mismo orden ciclico, donde

a1zyb, C 0(CE) y ap = by. Puesto que zy es contractible en G, también lo es
en G, por tanto bz ¢ E(G) para j = 2,...,¢ — 1 (ya que en otro caso, la )
contraccién de la arista zy produciria 14 aparicién de aristas multiples en T')
y asi, es posible reemplazar las aristas b;y por bj1 1z para j =1,...,q — 2
mediante flips diagonales en este orden, preservando en todo momento la
simplicidad de los grafos y la valencia minima al menos tres. Observemos que
el grafo resultante es isomorfo a T + £, y ademas, por el Lema 1.3.7, G y

T + %, se pueden transformar el uno en el otro mediante una secuencia de
flips diagonales, de lo que se deduce que también pueden serlo G+ X y

T+ Ek+1. JA

Lema 1.3.9. Si G se puede transformar en T por un flip diagonal, entonces
para cualquier numero natural k, G + X, se puede transformar en T + Y
mediante una secuencia de flips diagonales, preservando la valencia minima
al menos tres.

Demostracidn: Supongamos que G se transforma en T por la aplicacion de
un flip diagonal en una arista zy que es compartida por dos tridngulos azy y
byz en G. Consideremos una peritriangulacién térica fija G=G+y
denotemos por T' al grafo obtenido de G por el flip de la arista zy. Sien G,
Y estd insertado en una arista que no forme parte del cua.'rilatero azby,
entonces T se puede obtener directamente; en caso contrario, el flip diagonal
de la arista zy se aplicard tras mover X a una arista que no forme parte del
cuadrilatero mencionado en virtud del Lema 1.3.7. . A

Lema 1.3.10. Si G se puede transformar en T por una secuencia de flips
diagonales y contracciones de aristas, preservando la valencia minima al
menos tres, entonces G se puede transformar en T + 3,, mediante una
secuencia de flips diagonales, preservando la valencia minima al menos tres,

con m = V(@) - |V(T)]|.

Demostracion: Denotemos por G = Hy, ..., H = T a la secuencia de
peritriangulaciones téricas que transforma G en T, donde cada H; tiene
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valencia minima al menos tres y H;y; se obtiene de H;, bien por un flip
diagonal, bien por una contraccién de arista, para ¢ =1,...,1 — 1.
Observemos que los flips diagonales preservan el nimero de vértices de las
peritriangulaciones téricas, mientras que las contracciones de aristas lo
disminuyen en una unidad, por tanto el nimero m = |V(G)| — |V(T)|
coincide con el nimero de contracciones de aristas en la secuencia de G a T
Cuando H;.; se obtenga de H; por una contraccién de arista, aplicamos.e] -
Lema 1.3.8 y cuando se obtenga por un flip diagonal, aplicamos el

Lema 1.3.9. De esta forma, la secuencia de peritriangulaciones téricas

Hy, ..., H se transforma en otra Hy,..., H; + Sy @) - [vE)ls -+ Hi + X en la
que cada grafo se obtiene del anterior por una secuencia de flips diagonales.

A

Una vez que hemos resuelto el problema de la “pérdida” de vértices que
ocasiona la operacién de contraccién de arista, nos disponemos a demostrar
la conexién del grafo de peritriangulaciones téricas de n vértices.

1.3.3 Flips en peritriangulaciones téricas

Con los resultados anteriormente obtenidos estamos en condiciones de
demostrar que cualesquiera dos peritriangulaciones téricas con el mismo
nimero de vértices se pueden transformar la una en la otra por una secuencia
de flips diagonales, salvo homeomorfismo. Comenzaremos probando un
resultado que es més elaborado con respecto a la valencia minima del grafo.
En general, la valencia minima de una peritriangulacién térica es al menos
dos, sin embargo, si dos peritriangulaciones téricas tienen valencia minima al
menos tres, es posible preservar dicha valencia minima en la secuencia de
flips diagonales que las conecta, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.3. Cualesquiera dos peritriangulaciones toricas con valencia
minima al menos tres e igual nimero de vértices, pueden ser transformadas
la una en la otra mediante una secuencia de flips diagonales, salvo
homeomorfismo, preservando la valencia minima al menos tres.

Demostracion: Sea G una peritriangulacién térica con n vértices cuya
valencia minima es al menos tres; por el Teorema 1.3.2, G se puede
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transformar en /g mediante una secuencia de flips diagonales y contracciones
de aristas preservando la valencia minima al menos tres, por lo que, en virtud
del Lema 1.3.10, G se puede llevar en Kg + ¥,_¢ mediante flips diagonales y
preservando igualmente dicha valencia. Es claro entonces que cualesquiera
dos peritriangulaciones téricas con n vértices pueden ser transformadas la
una en la otra mediante flips, preservando la valencia minima al menos tres,

via la forma K¢ + %,_6. A

Una vez demostrado que la aplicacién de flips diagonales permite
transformar unas peritriangulaciones téricas en otras, bajo ciertas
restricciones sobre la valencia minima, el resultado general se deduce
facilmente como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.4. Cualesquiera dos peritriangulaciones téricas con igual
nimero de vértices, pueden ser transformadas la una en la otra mediante una
secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo.

Demostracién: Para poder recurrir en nuestra demostracion al

Teorema 1.3.3, basta probar que cualquier peritriangulacién térica G que
posea algin vértice de valencia dos se puede transformar, mediante flips
diagonales, en otra con valencia minima al menos tres.

Si G tiene un vértice de valencia dos, por el Lema 1.3.3 G tiene una arista
trivial e que separa a GG en una peritriangulacién plana Gy, que podemos
suponer mazimal (es decir, no existe ninguna otra peritriangulacién plana

', separada de G por una arista trivial y que incluya a G; como subgrafo) y
en una peritriangulacién térica Ga.

Supongamos que e = zy es compartida por dos caras triangulares vzy y uzy
en G, donde v € V(G;) y u € V(Gs); puesto que uv ¢ E(G), podemos
aplicar un flip a e = zy y la arista afiadida uv es esencial en el grafo obtenido
G’, por lo que el nimero de aristas triviales en G ha decrecido. Reiterando
este proceso, podemos eliminar todas las aristas triviales de Gy por tanto,
todos los vértices de valencia dos. JA

También es posible considerar las versiones etiquetadas de los teoremas
anteriores. Sean G, y G, dos peritriangulaciones téricas con n vértices y
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cuyas fronteras de la cara exterior estan etiquetadas por 1234...n y 1324...n,
respectivamente. Puesto que los flips diagonales no mueven aristas de la
frontera de la cara exterior, no es posible transformar G, ea G}, mediante
una secuencia de flips diagonales de forma que los etiquetados de sus
fronteras coincidan completamente. Por tanto, una condicién necesaria para
que dos peritriangulaciones téricas etiquetadas se puedan transformar la una
en la otra mediante una secuencia de flips diagonales es que los etiquetados
de sus fronteras sean equivalentes, salvo permutacién ciclica. El teorema
siguiente establece que esta condicién es también suficiente.

Teorema 1.3.5. Dos peritriangulaciones toricas etiquetadas con el mismo
nimero de vértices se pueden transformar la una en la otra mediante una
secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo st y solo si, los

etiquetados de vértices de sus fronteras son equivalente salvo permutacion
ciclica.

Demostracion: Sean G 'y G’ dos peritriangulaciones téricas etiquetadas con n
vértices tales que los etiquetados de sus fronteras son equivalentes salvo
permutacién ciclica. En virtud del Teorema 1.3.4, se pueden transformar la
una en la otra mediante una secuencia de flips diagonales, via la forma

Kg + ¥,._¢. Por tanto, es suficiente demostrar que cualquier etiquetado fijo
R = 12...n de la frontera de K¢ + X,_¢ puede ser desplazado mediante flips
diagonales, es decir, veamos que para cada 2, es posible dar la etiqueta ¢ + 1
al vértice etiquetado inicialmente por 7, mediante una secuencia de flips
diagonales, donde cada etiqueta se toma modulo n.

Si n = 6, entonces el automorfismo de Kg que aplica un vértice etiquetado 2
en uno etiquetado i + 1, para cada i, puede realizarse mediante un
homeomorfismo del propio toro. Podemos suponer entonces n > 7 y que las
etiquetas {1,...,6} se asignan a los vértices de Kg y {7,...,n} a los vértices de
valencia tres insertados. Mediante flips diagonales, disminuimos la valencia
del vértice etiquetado como 1 de cinco a tres e incrementamos la valencia del
vértice etiquetado como n de tres a cinco. De esta forma, en el grafo
obtenido, el vértice etiquetado como 1 y los etiquetados como 7,...,n —1
tienen valencia tres. Reiterando este proceso, podemos conseguir un
etiquetado de K¢ + ¥,_g de forma que se asignen las etiquetas {n,1,...,5} a
los vértices de K¢ y {6,...,n — 1} a los vértices insertados de valencia tres. A
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La versién etiquetada del Teorema 1.3.3 también se mantiene, lo que nos
proporciona el siguiente resultado. '

Teorema 1.3.6. Cualesquiera dos peritriangulaciones téricas etiquetadas
con valencia minima al menos tres e igual nimero de vértices, pueden ser
transformadas la una en la otra mediante una secuencia de flips diagonales
salvo homeomorfismo, preservando la valencia minima al menos tres, si y
sdlo si, los etiquetados de vértices de sus fronteras son equivalentes salvo
permutacion ciclica.

Demostracion: Para demostrar este resultado basta observar que en la
secuencia de desplazamientos de etiquetas en Kg + X,-¢ se preserva en todo
momento la valencia minima al menos tres. A

1.4 Conclusiones y problemas abiertos

Con la primera seccién de este capitulo hemos abierto una linea de
investigacion sobre las descripciones combinatorias de las clases de isotopia
de inmersiones en superficies no planas. Por el hecho de disponer de una
potente herramienta como es la clasificacién de los nudos en €l toro, hemos
realizado nuestro estudio en esta superficie.

Queda abierto por tanto el encontrar una descripcién similar a la dada de la
clases de isotopia ambiente de inmersiones de grafos en otras superficies, bien
obteniendo una clasificacién de los nudos que admiten inmersiones en
superficies distintas al toro, o bien buscando herramientas alternativas a los
nudos en éstas otras superficies.

Por otra parte, en la segunda seccién de este capitulo hemos demostrado la
conexion del grafo de triangulaciones de un poligono topolégico en el toro.
Seria interesante ampliar este estudio y obtener resultados relativos a ciertas
propiedades de este grafo, tales como el didmetro, centro, etc.



Capitulo 2

Flips en peritriangulaciones de
la botella de Klein.

En este capitulo determinamos la lista completa de las triangulaciones de
poligonos topolégicos que son irreducibles en la botella de Klein y
demostramos que cualesquiera dos triangulaciones de un poligono de n
vértices en esta superficie se pueden transformar entre si mediante una
secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo.

Esta es la generalizacién a la botella de Klein del resultado que establece la
conexién del grafo de triangulaciones de un poligono convexo en el plano,
resultado que también hemos obtenido para poligonos topoldgicos en la
superficie térica en el capitulo anterior.

2.1 Introduccién

En este capitulo nos centramos en un tipo particular de inmersiones de
grafos en la botella de Klein, las triangulaciones de poligonos topoldgicos, y
abordamos el problema de determinar si, dadas dos triangulaciones de un
mismo poligono, se pueden transformar la una en la otra mediante una
secuencia de flips diagonales. En otras palabras, nos preguntamos acerca de
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la conexién del grafo de peritriangulaciones de un poligono en esta superficie.

Este problema ya fue resuelto por Wagner [68] en el plano y recientemente
por Edelman y Reiner [17] en el plano proyectivo. Puesto que en el capitulo
anterior establecimos la conexién del grafo de triangulaciones de un poligono
en el toro, trasladamos ahora el problema a la siguiente superficie no
orientable: la botella de Klein.

Recordamos aqui que la operacién de flip diagonal para triangulaciones de
poligonos topoldgicos se define para aristas que no pertenezcan al borde de la
cara exterior y consiste en cambiar una diagonal por otra en el cuadrilatero
formado por la unién de dos caras triangulares (ver Figura 0.18).

Otra operacién que fue definida en el capitulo de Preliminares y que nos sera
gran utilidad en este capitulo, es la de contraccién de una arista en una
trianglilacién. A diferencia del flip diagonal, esta operacion sélo se aplica
sobre aristas del borde de la cara exterior del poligono y consiste en
identificar los vértices finales de dicha arista y reemplazar la arista doble que
se forma por una arista simple (ver Figura 0.20).

El primer objetivo de este capitulo es el de determinar la lista completa de
las triangulaciones de poligonos que son irreducibles en la botella de Klein,

i.e., aquellas triangulaciones de poligonos que no admiten mas contracciones
de aristas.

Las listas completas de las triangulaciones irreducibles de la esfera, el plano
proyectivo, el toro y la botella de Klein ya han sido determinadas en [63],
(4], [34] ¥ [35] y mé&s aiin, es conocido que el ndmero de triangulaciones
irreducibles de cualquier superficie F'? es finito, salvo

homeomorfismo (5, 6, 21, 42].

Comenzaremos estableciendo la relacién existente entre las triangulaciones
irreducibles de una superficie F? y las triangulaciones de poligonos en F? que
son irreducibles y posteriormente utilizaremos este resultado para obtener un
listado completo de estas 1iltimas en la botella de Klein a partir de la lista de
triangulaciones irreducibles de esta superficie dada por Lawrencenko y
Negami en [35]. La lista anterior nos permitird demostrar que cualesquiera
dos de un poligono en la botella de Klein se pueden transformar entre si
mediante una secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo, o
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equivalentemente, estableceremos la conexién del grafo de peritriangulaciones
en esta superficie.

Al igual que en el capitulo anterior, por abreviar la nomenclatura,
utilizaremos el término “peritriangulacién” para referirnos a las
triangulaciones de poligonos.

2.2 Peritriangulaciones irreducibles de la
botella de Klein.

Esta seccion estd dedicada a determinar la lista completa de las
peritriangulaciones irreducibles de la botella de Klein.

Comenzaremos estudiando la relacién que existe entre las triangulaciones

irreducibles y las peritriangulaciones irreducibles de una superficie cerrada
F2.

Recordemos que si G es una triangulacién de una superficie y e = ac es una
arista compartida por dos caras triangulares abc y acd, la contraccion de e
consiste en identificar sus vértices finales y sustituir la aristas dobles {ba, bc}
y {da,dc} por aristas simples (ver Figura 0.19). Si una triangulacién no
admite mas contracciones de arista, es decir, si la contraccién de cualquier
arista provoca la aparicién de lazos o aristas multiples, se dice que es
irreducible. .

La contraccién de una arista en una peritriangulacién se define de manera
similar, pero en este caso la operacién sélo se aplica en aristas del borde de la
cara exterior (Figura 0.20). Tanto si G es una triangulacién como si es una
peritriangulacién de una superficie, denotaremos por G/e al grafo que resulta
de contraer en G la arista e. '

Lema 2.2.1. Sea G una peritriangulacion de una superficie cerrada F?
distinta de la esfera y G la triangulacién de F? que se obtiene de G poniendo
un vértice v en la cara exterior de G y uniéndolo a todos los vértices de G.
Denotemos por d(Cg) y d(Cxg) a los bordes de sus respectivas caras
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exteriores. Entonces G es irreducible st y sdlo si, G es irreductble.

Demostracion: Demostramos en primer lugar la condicién necesaria.
Supongamos que G es irreducible; el conjunto de aristas de G se puede
clasificar en las siguientes tres clases.

P={e€c E(G):e€ E(3(Cr))}
Q={c€ EG):e€ E(G-0(Cr))}
R={e€ E(é) : e = vz para algin z € V(G)}.

Claramente, para cualquier e € P, la contraccién de e rompe la simplicidad
del grafo. Si e = zy € @, al contraer e, los vértices z e y quedan identificados
y en el grafo resultante, vz y vy forman aristas miltiples y por tanto G/e
tampoco es simple. Finalmente, consideremos el caso en que e = vz € R.
Puesto que G es irreducible, ¢ tiene valencia al menos tres en G (si tuviera
valencia dos, las dos aristas que lo tienen como vértice final serian
contractibles) y por tanto existe una arista zc tal que zc ¢ E(9(CEg)). Al
contraer vz, las aristas vz y vc forman aristas multiples. Queda entonces
demostrado que para cualquier e € E(G), G/e no es simple y por tanto que
G es irreducible.

Supongamos ahora que ( es irreducible. Es suficiente demostrar que para
cualquier arista e € E(9(CE)), G/e no es simple. Sea e = zy una arista
compartida por dos caras triangulares zyv y zyz en G. Puesto que G es
irreducible, existe un vecino comiin, llamémoslo p # v, 2, de z e y en G. Es
evidente que p € V(@) y que las aristas pz y py con miltiples en G/zy y esto
implica que G es irreducible. . A

En virtud del Lema 2.2.1, cada peritriangulacién irreducible de la botella de
Klein se obtiene eliminando un vértice de valencia |[V(G)| — 1 de una de las
triangulaciones irreducibles G de la botella de Klein. El listado completo de
.estas triangulaciones irreducibles se debe a Lawrencenko y Negami [35] y
aparece en la Figura 2.1. Observemos que las triangulaciones denotadas por
Kcl, ..., Kc4 muestran una representacién de la botella de Klein que no es la
habitual; este tipo de representacién, llamada “de tipo gorro cruzado”
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(crosscap) se obtiene a partir de dos de las triangulaciones irreducibles del
plano proyectivo que se pegan por una cara. En esta representacion, cada
par de vértices antipodales en la frontera de cada uno de los dos hexagonos,
estan identificados [35].

Para obtener a partir del listado de Lawrencenko y Negami, que denotaremos
por {G1, ..., G5}, las peritriangulaciones irreducibles de la botella de Klein,
seguiremos el siguiente procedimiento.

Dos vértices v, v’ € V(G;) se dicen simétricos si existe un automorfismo de
G; que se realiza mediante un homeomorfismo de la botella de Klein y que
lleva v en v’. Fijado un indice 7, denotamos por A; al conjunto maximal de
pares de vértices no simétricos de G; con valencia |V(G;)| — 1. Para cada

i =1,..,25 y para cada v € A;, se construye G; — v y obtenemos las
peritriangulaciones irreducibles que se muestran en las Figuras 2.2, 2.3, 2.4
y 2.5.

Observemos que las triangulaciones irreducibles de la botella de Klein tienen
8,9, 10 y 11 vértices, respectivamente, y por tanto, las peritriangulaciones
irreducibles tienen 7, 8, 9 y 10. Puesto que en la Figura 2.1, las
triangulaciones irreducibles se denotan por Khl,..., Kh21, Kcl,...,Kc4, en
las Figuras 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 hemos denotado por Khi, y por Kci, a las
peritriangulaciones obtenidas a partir de Kh: y K¢z, respectivamente, para
cada z. Méas alin, para algunos indices i, Khi,, K hip, etc. (resp., Kctq, Kcip,
etc.) se obtienen a partir del mismo Khi (resp., Kci).

El razonamiento anterior demuestra el siguiente resultado.

Teorema 2.2.1. Ezisten ezactamente 33 peritriangulaciones irreducibles de
la botella de Klein, salvo homeomorfismo, que se muestran en las

Figuras 2.2, 2.3, 2.4y 2.5.
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Figura 2.1: Triangulaciones irreducibles de la botella de Klein, dadas por Lawrencenko y
Negamti en [35].
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Kh3,

Figura 2.2: Peritriangulaciones irreducibles de la botella de Klein con siete vértices.

2.3 Flips diagonales en peritriangulaciones
de la botella de Klein.

Tal y como dijimos en la introduccién, esta seccion esta dedicada a
demostrar que cualesquiera dos peritriangulaciones de la botella de Klein con
el mismo ndmero de vértices, se pueden transformar la una en la otra
mediante una secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo.

En primer lugar veremos que cualesquiera dos peritriangulaciones
irreducibles con el mismo nimero de vértices se pueden transformar entre si
mediante una secuencia de flips diagonales. Posteriormente demostraremos
que cualquier peritriangulacién de la botella de Klein se puede llevar a una
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Figura 2.3:

Peritriangulaciones irreducibles de la botella de Klein con ocho vértices.
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Figura 2.4: Latnica peritriangulacién irreducible de la botella de Klein con nueve vértices.

de las irreducibles por flips diagonales y contracciones de arista, sin embargo,
puesto que las contracciones de arista disminuyen el nimero de vértices de
una peritriangulacién, habremos de recurrir a la operacién de insercién de
vértices, ya definida en el capitulo anterior, para establecer la conexién del
grafo de peritriangulaciones.

Sea @; (¢ = 17,8,9,10) el conjunto de peritriangulaciones irreducibles de la
botella de Klein con exactamente 7 vértices.

Lema 2.3.1. Cualesquiera dos peritriangulaciones irreducibles G,G' € @,
1 =1,8,10, se pueden transformar la una en la otra mediante una secuencia
de flips diagonales, salvo homeomorfismo. Mds ain, cualquier G € @,
t=8,9,10, se puede transformar en una peritriangulacion no irreducible
mediante una secuencia de flips diagonales.

Demostracion: Las lineas que aparecen dibujadas mas gruesas en las

Figuras 2.2, 2.3, 2.4y 2.5, muestran las aristas a las que se les tiene que
aplicar un flip diagonal para transformar cada peritriangulacién en la
siguiente. Observemos que todos los flips diagonales preservan la simplicidad

de los grafos y por tanto se tiene demostrada la primera afirmacion del
enunciado.

Para probar la segunda parte, basta encontrar una peritriangulacién en cada
(i que pueda ser transformada mediante una secuencia de flips diagonales en
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Figura 2.5: Peritriangulaciones de la botella de Klein con diez vértices.

otra que no sea irreducible. El caso (a) de la Figura 2.6 muestra este hecho
para @s; se aplica un flip diagonal a la arista que aparece con trazo mas
grueso en el dibujo de la izquierda para transformar Kh7, en una
peritriangulacién de la botella de Klein no irreducible -la arista gruesa en el
dibujo del centro se puede contraer-. Los casos (b) y (c) de esta Figura
demuestran el resultado para Qg y (10, respectivamente. A

Del lema anterior se deduce de forma inmediata el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.1. Si K € Qr, entonces cualquier peritriangulacion de la
botella de Klein se puede transformar en K mediante una secuencia de flips
diagonales y contracciones de aristas.

Sea G una peritriangulacién de la botella de Klein y (CEg) el borde de su
cara exterior. Consideramos una arista zy € E(C) tal que zyz acota una
cara en (G. Subdividiendo zy por un vértice v y anadiendo la arista vz se
obtiene otra peritriangulacién de la botella de Klein G’ con

IV(G")| = |V(G)| + 1. En este caso diremos que G’ se ha obtenido de G

insertando un vértice de valencia 3 en la arista zy.

Esta operacion ya fue definida para peritriangulaciones téricas en la segunda
seccion del Capitulo 1 y se demostré que el vértice insertado v se puede
mover a cualquier arista de la cara exterior mediante una secuencia de flips
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Figura 2.6 : Peritriangulaciones no irreducibles en Qz, Qg y Qso.

diagonales. Este resultado también se mantiene para peritriangulaciones de
la botella de Klein y puesto que su demostracién es similar, no la incluimos
de nuevo. Observemos que en el enunciado que presentamos a continuacién y
que recoge la adaptacién del Lema 1.3.7 para la botella de Klein, hemos
eliminado la condicién sobre la valencia minima de la peritriangulacidn,
aunque la demostracién dada anteriormente sigue siendo igualmente valida
para este caso.

Lema 2.3.2. Sea G una peritriangulacion de la botella de Klein y e y e’ dos
aristas de la frontera C de G. Si Gy y G, se obtienen de G insertando un
vértice de valencia 3 en e y €', respectivamente, entonces Gy y G2 se pueden
transformar la una en la otra mediante una secuencia de flips diagonales.
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Sea (G una peritriangulacién de la botella de Klein con frontera C' y zyz una
cara de G tal que zy € E(C). Reemplazamos la arista zy por un camino
zv1...vY de longitud m + 1 y unimos v; y z para ¢ = 1,...,m. Es evidente
que €l grafo que resulta es una nueva peritriangulacion de la botella de Klein,
que denotaremos por G + X,,. En virtud del Lema 2.3.2, esta notacién esta
bien definida salvo flips diagonales, es decir, es independiente de la eleccién
de la arista en la que se insertan los vértices de valencia 3.

El siguiente resultado es la adaptacién para la botella de Klein de los

Lemas 1.3.8, 1.3.9 y 1.3.10 que aparecen en la segunda seccién del Capitulo
1 para peritriangulaciones téricas. De nuevo, las demostraciones son andlogas
a las dadas para el caso térico y por tanto no las incluimos en este capitulo.

Lema 2.3.3. Sean G y T dos peritriangulaciones de la botella de Klein.

a) Si G se puede transformar en T mediante una contraccion de arista,
entonces para cualquier nimero natural k, G + X se puede transformar
en T'+ Y1 mediante una secuencia de flips diagonales.

b) Si G se puede transformar en T mediante un flip diagonal, entonces
para cualquier nimero natural k, G + Xy, se puede transformar en
T + ¥ mediante una secuencia de flips diagonales.

c) Si G se puede transformar en T mediante una secuencia de
contracciones de aristas y flips diagonales, entonces G se puede
transformar en T + 5., mediante una secuencia de flips diagonales,

donde m = [V(G)| — |V(T)|.

Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado priﬂcipal de este
capitulo.

Teorema 2.3.1. Cualesquiera dos peritriangulaciones de la botella de Klein
con el mismo niumero de vértices, se pueden transformar la una en la otra
mediante una secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo.

Demostracién: Sea Ty un elemento fijo de Q+; por los Lemas 2.3.1 y 2.3.3 (c),
cualquier peritriangulacién se puede transformar en 77 mediante una
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secuencia de contracciones de arista y flips diagonales. Por tanto,
cualesquiera dos peritriangulaciones de la botella de Klein G y G’ con

[V(G)] = |[V(G")| = n se pueden transformar la una en la otra mediante una
secuencia de flips diagonales, salvo homeomorfismo, via la forma estandar
T7 4+ %,, donde m = n — |V(T7)]|. A

Al igual que en el caso térico, también es posible considerar las versiones
etiquetadas de los teoremas anteriores.

Teorema 2.3.2. Cualesquiera dos peritriangulaciones etiquetadas de la
botella de Klein con el mismo nimero de vértices se pueden transformar la
una en la otra mediante una secuencia de flips diagonales, salvo
homeomorfismo st y sdlo si, los etiquetados de vértices de sus fronteras son
equivalente salvo permutacion ciclica.

Demostracion: La demostracién de este resultado es similar a la dada en el
Capitulo 1 para el Teorema 1.3.5, simplemente considerando, en lugar de la
forma Kg + Y¥,_s, las peritriangulaciones de la forma T7 + X._v(r,)|, siendo
T7 cada una de las peritriangulaciones irreducibles de la botella de Klein con
siete vértices. A

Como ya hemos comentado anteriormente, a partir de una peritriangulacion
G con n vértices, es posible obtener una triangulaciéon G’ de la misma
superficie con n + 1 vértices, uno de ellos de valencia n, simplemente
poniendo un vértice en la cara exterior de G y uniéndolo con todos los
vértices de G. Por tanto, el Teorema 2.3.1 implica el siguiente corolario, que
es mas fuerte que el resultado que se obtiene en [44] con respecto a la
valencia maxima.

Corolario 2.3.1. Sean G y G’ dos triangulaciones de la botella de Klein con
n vértices. Si la valencia mdrima de G y G' esn — 1, entonces G y G’ se
pueden transformar la una en la otra mediante una secuencia de flips
diagonales, preservando la valencia mdzima n — 1.
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2.4 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo hemos establecido la conexién del grafo de triangulaciones
de un poligono en la botella de Klein, hecho que generaliza el resultado

obtenido para poligonos planos por Wagner [68] y para el plano proyectivo
por Edelman y Reiner [17].

Cabe ahora plantearse el estudio de otras propiedades del grafo de
triangulaciones en esta superficie, siguiendo asi la linea abierta en el
plano,donde es conocido que el grafo de triangulaciones de un poligono es
conexo [30], tiene didmetro lineal si el nimero de vértices es suficientemente
alto [61] y que es hamiltoniano [38).



Capitulo 3

Flips en peritriangulaciones de
superficies

En este capitulo demostramos que cualesquiera dos triangulaciones de un
poligono en una superficie cerrada se pueden transformar entre si mediante
una secuencia de flips diagonales, salvo isotopia, si el poligono tiene un
numero suficientemente alto de vértices. En otras palabras, probamos que el
grafo de triangulaciones de un poligono de n vértices es conexo en cualquier
superficie cerrada, si n es suficientemente alto.

3.1 Introduccion

Como comentamos en la introduccién de esta memoria, las triangulaciones de
poligonos topoldgicos en superficies generalizan el concepto plano de
triangulacién de un poligono convexo no etiquetado o desde un punto de
vista topolégico, de grafo periplano maximal. Recordemos que una
triangulacién de un poligono en una superficie cerrada F? es una inmersién
de un grafo simple en F? en la que existe una cara 2 — celular donde se
encuentran todos los vértices, llamada cara exterior (que denotamos por Cg)
y tal que el resto de las caras son triangulares.

83
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Asi, la operacién de flip diagonal en las triangulaciones de poligonos se define
solamente para aristas que no estan en el borde de la cara exterior y consiste
en intercambiar ura diagonal por otra en el cuadrilatero formado por la
unién de dos caras triangulares adyacentes (Figura 0.18). Ademas, puesto
que pretendemos mantener la simplicidad del grafo, no se aplicara un flip
diagonal si con él se crea una arista doble, es decir, si la nueva diagonal es
una arista que ya existia. De esta forma, el resultado de aplicar un flip
diagonal a una triangulacién de un poligono es de nuevo una triangulacién
del poligono. Esto nos permite definir el grafo de triangulaciones de un
poligono de n vértices en una superficie F'2, como el grafo cuyos vértices son
las triangulaciones del poligono y tal que una arista une dos vértices si las
correspondientes triangulaciones se transforman entre si mediante un flip
diagonal.

En el caso plano, se han estudiado muiltiples propiedades sobre el grafo de
triangulaciones de un poligono, tales como la conexién, la regularidad, el
centro [30], el didmetro [61], etc. y en los Capitulos 1 y 2 de esta memoria
hemos establecido la conexién del grafo de triangulaciones en el toro y la
botella de Klein. En ambos casos, los argumentos utilizados dependen
fuertemente de la topologia de la superficie considerada, ya que recurrimos a
triangulaciones de poligonos especificas de cada superficie: la unica
triangulacién de un poligono de seis vértices en el toro y las triangulaciones
de poligonos irreducibles en la botella de Klein.

En este capitulo abordamos la misma cuestién en una superficie cerrada
genérica. La complejidad de este problema radica precisamente en la
arbitrariedad de la superficie, ya que no podremos apoyarnos en la topologia
de la misma como hicimos en el caso tdrico y en la botella de Klein.

En la primera seccién recordamos el concepto de pseudo-triangulacion de un
poligono, que a grandes rasgos puede definirse como una triangulacién de un
poligono que no es necesariamente simple, i.e., puede tener lazos y aristas
multiples, y establecemos la conexién del grafo de pseudo-triangulaciones de
un poligono de n vértices en cualquier superficie.

En la segunda seccién, recordamos el concepto de triangulaciéon de un
poligono irreducible y enunciamos algunos resultados, ya demostrados en
capitulos anteriores y que son ficilmente adaptables a una superficie genérica.
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Finalmente, definimos una nueva operacién sobre las aristas de una
pseudo-triangulacién de un poligono, la extension en banda, que nos facilitard
el paso de las pseudo-triangulaciones a las triangulaciones de poligonos.

Al igual que en los capitulos precedentes, por simplificar llamaremos
peritriangulaciones y pseudo-peritriangulaciones a las triangulaciones y
pseudo-triangulaciones de poligonos, respectivamente.

3.2 Pseudo-peritriangulaciones

Aunque para transformar una peritriangulacién en otra mediante flips
diagonales necesitamos garantizar la simplicidad de los grafos en los pasos
intermedios, necesitamos recurrir en primer lugar a un tipo particular de
peritriangulaciones, las pseudo-peritriangulaciones, que en general
contendran aristas multiples y lazos.

Una pseudo-peritriangulacidn de una superficie cerrada F? es una inmersién
fija de un grafo, posiblemente no simple, en F? tal que existe una cara
especifica, llamada cara ezterior, acotada por un ciclo en el que aparecen
todos los vértices y el resto de las caras son todas triangulares. El flip
diagonal de una arista que no pertenezca al borde de la cara exterior de una
pseudo-peritriangulacién se define de la misma forma que para las
peritriangulaciones, sélo que en este caso esta operacién no tiene por qué
preservar la simplicidad del grafo.

Sean (G; y G, dos peritriangulaciones de una superficie cerrada F? con el
mismo numero de vértices. Denotemos por 9(C1) y 9(C3) a los bordes de las
caras exteriores de G; y Gy, respectivamente. El nimero de cruce,
ct(G1,Gs), de G y G2 se define como el minimo nimero de puntos de cruce
entre las aristas de ®(G;) U G, para toda isotopia @ : F? — F? tal que:

a) ®(9(C1)) = 9(C2) ¥
b) cada par de aristas e; € E(Gy — 0(C1)) y ez € E(G2 — 9(C3)), o bien -

coinciden (®(e;) = e3), o bien se cruzan transversalmente en un
numero finito de puntos, via ®.



86 3. Flips en peritriangulaciones de superficies

El siguiente resultado para pseudo-peritriangulaciones es similar al obtenido
por Negami [43] para pseudo-triangulaciones (una pseudo-triangulacidn de
una superficie F? es una inmersién de un multigrafo en F? en el que todas
las caras son triangulares).

Teorema 3.2.1. Sean P y P’ dos pseudo-peritriangulaciones de una
superficie cerrada F? con el mismo nimero de vértices. Entonces, se pueden
transformar la una en la otra, salvo isotopia, mediante una secuencia de flips
diagonales de longitud a lo sumo cr(P, P').

Demostracidn: Sean Py P’ dos pseudo-peritriangulaciones de una superficie
cerrada F? y denotemos a los bordes de sus caras exteriores por 0(C) y
0(C"), respectivamente. Supongamos que P y P’ tienen el mismo numero de
vértices y que sumergimos P y P’ simultaneamente en la superficie haciendo
que 0(C) y 9(C") coincidan. Podemos suponer entonces que los cruces entre
Py P’ se producen sélo en aristas internas y que ninguna isotopia puede
disminuir este nimero de cruces, que denotaremos por X. Si existe un par de
aristas e € E(P) y ¢’ € E(P’) que acotan una regién digonal (esto es, una
regién homeomorfa a un disco abierto y cuyo borde lo forman dos aristas),
entonces €’ es la imagen por alguna isotopia de la arista e y podemos suponer
por tanto que e = ¢’. Esto quiere decir que inicialmente, el valor de X
coincide con cr( P, P'). Veamos que aplicando flips diagonales a las aristas
interiores de P es posible eliminar los puntos de cruce entre P y P’y
disminuir la diferencia simétrica E(P) A E(FP’).

Si Py P’ todavia no coinciden, podemos encontrar una cara adc de P y una
arista dz de P’ que no es arista de P y que cruza a través de adc. Denotemos
por abe al tridngulo que comparte la arista ac con ade (ver Figura 3.1) y
veamos en primer lugar que las caras abc y adc no son idénticas. Silo fueran,
podemos suponer que ac y ad coinciden. Si el sentido de recorrido de ac
coincide con el de ad, entonces ép(a) = 1 y la cara adc forma una regién
monogonal acotada por un lazo que se cierra en d = ¢ y en cuyo interior se
encuentra la arista ad como se muestra en la Figura 3.2 (a), pero esta
situacion no puede darse ya que P es una pseudo-peritriangulacién y no
puede tener vértices de valencia 1.

Por otra parte, si el sentido de recorrido de ac coincide con el de da, entonces
la cara adc forma un gorro cruzado (crosscap: banda de Mobius) acotado por
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d
Figura 3.1: abed y dz.

un lazo que se cierra en d = ¢ (ver Figura 3.2 (b), en la que el simbolo “®”
representa un gorro cruzado y cada par de puntos antipodales en él estan
identificados). En este caso, la arista dz no terminaria en este plano
proyectivo y cruzarfa ac en un ndimero infinito de puntos y esto es una
contradiccién. Por tanto, las caras abc y adc no son idénticas.

Si dz termina en b en el cuadrildtero abed, entonces el flip diagonal de ac
puede eliminar el dnico punto de cruce en dz y asi db = dz. En caso
contrario, podemos suponer que dz cruza bc después de cruzar ac. Tras
aplicar un flip diagonal a la arista ac, aplicamos de nuevo esta operacién a la
arista bc y denotemos por bfc al tridngulo que comparte la arista be con la
cara abc. Veamos que las caras bfc y bdc son también distintas. Sino lo
fueran, o bien bd = bc o bien ¢d = ¢b. El primer caso no puede darse puesto
que bd es una nueva arista que ha aparecido tras aplicar un flip diagonal a
ac, mientras que bc es una arista que existia inicialmente. '

En el segundo caso, puesto que ni ac ni bd son aristas de la cara exterior, dz
no puede terminar en un gorro cruzado como en el caso anterior y esto
contradice nuestras hipétesis.

La Figura 3.3 muestra los segmentos de aristas de P’ que cruzan a través del
cuadrildtero abed en P. Sean X,, X, y X, el mimero de segmentos de P’
alrededor de las esquinas en a, b y ¢, respectivamente y Xy, el nimero de
cruces de dz inicialmente. Consideremos el efecto de aplicar un flip diagonal



88 3. Flips en peritriangulaciones de superficies

(@ (b)

Figura 3.2: Una regién monogonal y un gorro cruzado acotado por un lazo.

a ac en P sobre el nimero de cruces.

Si aplicamos un flip diagonal a ac, desaparecen X, + X, puntos de cruce y
aparecen X, nuevos en db. Si X, + X, > X, el numero total de cruces ha
disminuido con este flip, pero esta desigualdad no es ciertz en general y
puede que, en el peor de los casos, se haya incrementado e nimero total de
cruces con X, nuevos, a los que llamaremos en lo que resta de demostracion,
puntos de cruce surplus. Puesto que las dos caras bfc y bdc son distintas tras
el flip diagonal de ac, podemos aplicar un flip diagonal a bc e intercambiarla
por df en el cuadrilatero bfcd de forma que los X, puntos de cruce en be
alrededor de b desaparezcan. Denotemos por X al valor analogo alrededor
de f; podemos contar los X}, puntos de cruce como si no fueran de surplus y
considerar los Xy nuevos puntos de cruce en df como los nuevos puntos de
cruce surplus.

Si dz termina en el vértice f (i.e., dz coincide con df) en el cuadrilatero
bfcd, entonces Xy = 0, es decir, no hay puntos de cruce surplus; en caso
contrario, reiteramos el proceso anterior. Este argumento finalizara cuando la
arista en P a la que se le aplica un flip diagonal coincida con dx. Es
importante que a lo largo del proceso los puntos de cruce surplus aparezcan
solamente en la ultima arista a la que se le ha aplicado el flip. Cuando el
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d

Figura 3.3: Eliminando puntos de cruce mediante un flip diagonal.

algoritmo llega a su fin, han desaparecido todos los puntos de cruce surplus y
el numero total de puntos de cruce no excede de X — X, puesto que la
secuencia de flips diagonales elimina todos los cruces de dz uno por uno.
Observemos que el nimero total de flips es exactamente Xy..

Podemos reiterar este proceso hasta que P coincida con P’ y la secuencia de
flips diagonales de longitud Xy, en cada paso no incrementa el numero de
cruces sobre otras aristas distintas de dz y sin embargo disminuye el numero
total en al menos Xy, cruces. Por tanto, la longitud de la secuencia completa
de flips diagonales no excede del valor inicial de X. YA

Una arista auto-incidente e de una pseudo-peritriangulacion es una arista
interior tal que existe una cara triangular en cuyo ciclo frontera e aparece dos
veces. La demostracién del algoritmo anterior garantiza que para transformar
una pseudo-peritriangulacién en otra, no es necesario aplicar ningin flip
diagonal a aristas auto-incidentes, hecho que serd utilizado mas adelante.

En la siguiente seccién recordamos el concepto de peritriangulacién
irreducible, demostramos la finitud de su ndmero en cualquier superficie y
recogemos la adaptacién de algunos resultados demostrados en capitulos
anteriores para una superficie genérica.
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3.3 Peritriangulaciones irreducibles

Recordemos que si G es una triangulacién de una superficie cerrada F? y abc
y acd son dos de sus caras, que comparten la arista e = ac, la contraccién de
e consiste en identificar los vértices finales @ y ¢ de e y reemplazar las aristas
miltiples {ab, ad} y {cb, cd} por dos aristas simples (Figura 0.19). Una
triangulacién es irreducible si no posee aristas contractibles, es decir, si la
contraccién de cualquier arista provoca la pérdida de la simplicidad del grafo.

Es bien conocido que el nimero de triangulaciones irreducibles de una
superficie cerrada es finito, salvo homeomorfismo. Este hecho se deduce de la
solucién a la conjetura de Wagner dada por Robertson y Seymour [54].
Existen diversos trabajos [5, 6, 17] que prueban directamente la finitud del
nimero de triangulaciones irreducibles acotando su numero de vértices,
aunque actualmente, la mejor cota conocida es la dada por Nakamoto y Ota
que se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. [{2] Sea F? una superficie cerrada y simple (distinta de la
esfera) con caracteristica de Fuler x(F?). Si G es una triangulacion

irreducible de F?, entonces |V(G)| < 171(2 — x(F?)) — 72.

La contraccién de arista en las peritriangulaciones se define sélo para aristas
de la frontera de la cara exterior (Figura 3.4) y al igual que para las
triangulaciones esta operacién sélo se permite si al realizarla no se pierde la
simplicidad del grafo.

Veamos que el niimero de peritriangulaciones irreducibles de una superficie
cerrada es siempre finito, salvo homeomorfismo.

Proposicién 3.3.1. Eziste un nimero finito de peritriangulaciones
irreducibles de cualquier superficie cerrada, salvo homeomorfismo.

Demostracidn: La demostracién de este resultado es una consecuencia
inmediata del Teorema 3.3.1 y el Lema 2.2.1: si G es una peritriangulacién
irreducible de una superficie cerrada F? se tiene

IV(G)| < (1T1r — 72) — 1 = 171r — 73 A
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Figura 3.4: La contraccién de una arista en una peritriangulacién.

Sea GG una peritriangulacién de una superficie cerrada F? y sea zyz una cara
de G tal que la arista zy pertenece a la frontera de la cara exterior.
Subdividimos la arista zy por un vértice v y aadimos la arista vz; de esta
forma obtenemos una nueva peritriangulacién G’ con |V(G')| = |[V(G)|+ 1y
decimos que G’ se obtiene de GG insertando un vértice de valencia 3 en la
arista zy.

Esta operacién ya fue definida para peritriangulaciones téricas en el Capitulo
1 y posteriormente para peritriangulaciones de la botella de Klein y se
demostré que el vértice insertado v se puede mover a cualquier arista de la
cara exterior mediante una secuencia de flips diagonales. Este resultado
también se mantiene para peritriangulaciones de una superficie arbitraria y
puesto que su demostracién es analoga, no la incluimos de nuevo.
Observemos que en el enunciado que presentamos a continuacién y que
recoge la adaptacién del Lema 1.3.7 hemos afiadido una condicién de
isotopia, aunque la demostracién dada en el Capitulo 1 sigue siendo
igualmente vélida para este caso.

Lema 3.3.1. Sea G una peritriangulacidon de una superficie cerrada F?,
0(C) el borde de su cara exterior y e, e’ € E(0(C)). Sea G. (resp., Ger) la
peritriangulacion de F? obtenida de G insertando un vértice de valencia 3 en
e (resp., €' ). Entonces G, y G se pueden transformar entre si mediante una
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secuencia de flips diagonales, salvo isotopia.

Denotemos por G + ¥, a la peritriangulacién obtenida de G anadiendo m
vértices de valencia 3 (ver Figura 3.5). Por el lema anterior, puesto que
cualquier vértice de valencia 3 insertado se puede mover mediante flips a
cualquier otra arista externa, cualesquiera dos peritriangulaciones con la
notacién G + ¥, se pueden transformar entre si mediante una secuencia de
flips diagonales y por tanto esta notacién estd bien definida, salvo flips
diagonales (i.e., es independiente de la eleccién de las aristas subdivididas
por los m vértices de valencia 3).

AN

G G+ X

Figura 3.5: Insertando m vértices de valencia 3.

El siguiente resultado es la adaptacién para la botella de Klein del

Lema 1.3.10 que aparece en el Capitulo 1 para peritriangulaciones téricas.
De nuevo, la demostracién es andloga a la dada para el caso térico y por
tanto no la incluimos de nuevo.

Lema 3.3.2. Sean G y T dos peritriangulaciones de una superficie cerrada
F?*. Si G es contractible a T, entonces G se puede transformar en T + %,
salvo isotopia, mediante una secuencia de flips diagonales, donde

m = [V(G)| - [V(T)|.

La finitud del conjunto de peritriangulaciones irreducibles asi como los
resultados anteriores serdn determinantes para establecer la conexién del
grafo de peritriangulaciones de n vértices de una superficie, pero antes es
necesario introducir una nueva operacién que actuara sobre las aristas de una
pseudo-peritriangulacidn.
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3.4 De las pseudo-peritriangulaciones a las
peritriangulaciones

Sea P una pseudo-peritriangulacién de una superficie cerrada F2, 9(Cg) el
borde de su cara exterior y e = uv ¢ F(0(Cg)) una arista de P. Vamos a
construir una nueva pseudo-peritriangulacién a partir de P y para ello
definimos la siguiente operacién sobre la arista e.

Consideremos por un momento la cara exterior de P como un agujero de F'%
es decir, como si 0(C) fuera la frontera de F? y denotemos a esta superﬁae
agujereada por F2. Ahora cortamos F?alo largo de e = uv desde v hasta wu,
y denotamos por er y por e, a las copias de e que quedan a la derecha y la
izquierda, respectivamente, de lo que era la arista e (tiene sentido hablar de
la derecha y la izquierda de e por ser una arista que divide a la superficie en
dos componentes). La frontera de la superficie obtenida es CUegpUer y
podria no ser conexa. Supongamos que eg (resp., er,) comienza en un vértice
vg (resp., vz) y termina en un vértice ug (resp., ug). Unimos vg y v (resp.,
UR y ur) Por un camino vrvvevy, de longitud 3 (resp., uruiugur) y
afladimos aristas viu; y vauy considerando los 4 — ciclos VRURUI V1, V1 U1 ULVs
¥ VaUpurvr, como regiones cuadrangulares en cada una de las cuales,
finalmente, afiadimos una diagonal (ver Figura 3.6). Observemos que la
inmersién que resulta es también una pseudo-peritriangulacién de F.

Llamaremos a esta operacién la eztension en banda de la arista e; a la unién
de las cuatro regiones cuadrangulares correspondientes a e, la banda asociada
a e, que denotaremos por € y a las copias er y e, de e las llamaremos las alas

de la banda €. El conjunto de las aristas internas incluidas en la banda € serd
denotado por E(€).

Observemos que cualquier arista [ € E(€) que no sea una ala de &, no es ni
un lazo ni forma parte de una arista miltiple en el nuevo grafo, incluso
aunque e si sea un lazo o forme parte de una arista multiple en P.

Definimos el grafo enladrillado de una pseudo-peritriangulacién P y lo
denotaremos por B(P), a la pseudo-peritriangulacién que se obtiene de
aplicar la extension en banda a todas las aristas que no pertenezcan a la
frontera de la cara exterior de P. En la Figura 3.7 se muestra el grafo
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u Uy, Uy Uy UR

v V1, Vg V1 VR

Figura 3.6: Extensién en banda de la arista e.

enladrillado que se obtiene a partir de una pseudo-peritriangulacién de cinco
vértices en el toro. '

El siguiente lema demuestra que en realidad E(P) es una peritriangulacién
de la superficie, es decir, no tiene aristas dobles ni lazos.

Lema 3.4.1. Dada una pseudo-peritriangulacién P de una superfice cerrada
F2, el grafo enladrillado B(P) es una peritriangulacidn (i.e., es un grafo
simple).

Demostracion: Supongamos que B(P) tiene un lazo | € E(L), donde L es
una arista interna de P; observemos que en E(L) tnicamente pueden ser
lazos las alas de L pero si esto ocurriera, entonces L acotaria una regién
monogonal en P y esto es contrario a que P sea una
pseudo-peritriangulacion.

Supongamos ahora que B(P) tiene dos aristas simples x e¢ y uniendo el
mismo par de vértices a y b. Siguiendo el mismo razonamiento anterior, z € y
deben ser las alas de dos bandas distintas X, Y correspondientes a dos
aristas internas distintas X, Y de P, respectivamente (la arista y podria ser
una arista de la cara exterior de B(P), pero en este caso se razona de forma
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A

Figura 3.7: El grafo enladrillado que se obtiene de una pseudo-peritriangulacién de cinco
vértices en el toro. '
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similar). 5in embargo, esto sélo ocurre si X UY acota una cara digonal en P
y esto es una contradicciéon. A

Lema 3.4.2. Sea G una peritriangulacidn de una superficie cerrada F*.
Entonces, el grafo enladrillado B(G) es contractible a G.

Demostracion: La demostracién es trivial simplemente observando que si e es
una arista interna de G, la peritriangulacién que se obtiene de G al extender
en banda e es claramente contractible a G. A

Sean Gy G’ dos peritriangulaciones de una superficie cerrada F?; cuando G
y G’ se puedan transformar entre s{ mediante una secuencia de flips
diagonales, salvo isotopia, manteniéndose en todos los grafos intermedios la
simplicidad de los grafos (i.e., en la secuencia de flips diagonsles que
transforma G en G’ en ningin momento se obtiene una
pseudo-peritriangulacién), escribiremos simplemente G ~¢ G'.

De los Lemas 3.3.2 y 3.4.2 se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.4.3. Sea F? una superficie cerrada con caracteristica de Euler
x(F?) y sea G una peritriangulacidn de F? con n vértices. Entonces,

B(G) ~; G + Zg(n-ax(F2)+3)-

Demostracion: Por la férmula de Euler se tiene que
|E(G)| = 2[V(G)| — 3(2 —r) + 3, por tanto, el nimero de aristas interiores de
G es

|E(@)] = V()] = [V(G)] = 3x(F?) + 3.

Puesto que cada extensién en banda proporciona seis nuevos vértices,
tenemos
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IV(B(G))| = IV(G)] = 6(IV(G)] - 3x(F?) + 3).

Por el Lema 3.4.2, B(G) es contractible a G y aplicando el Lema 3.3.2 se
obtiene que B(G) ~f G+ EG(n—Sx(F2)+3)- A

Lema 3.4.4. Sean P y P’ dos pseudo-peritriangulaciones de una superficie
cerrada F? tal que P’ se obtiene de P mediante un flip de arista. Entonces,

B(P) + 26 ~ B(Pl) —+ 26-

Demostracion: Sea ) = abed un cuadrilatero en P formado por dos caras
triangulares abd y bed. Supongamos que P’ se obtiene de P aplicando un flip
diagonal a la arista bd. Puesto que la construccién de los grafos enladrillados
B(P) y B(P’) esta fuertemente relacionada con las aristas internas de P y de
P’, respectivamente, la demostracién deberia subdividirse en cuatro casos,
dependiendo del nimero de aristas internas que haya en el cuadrilatero abed.
Vamos a suponer que todas las aristas de ) son internas ya que la
demostracién para los demds casos se realiza de forma anéloga.

Etiquetamos los vértices de B(P) correspondientes a a, b, ¢y d como en la
Figura 3.8. El dibujo (a) representa la estructura local de B(P) + X¢ que
corresponde a la cara ) = abed en P. Por el Lema 3.3.1, podemos suponer
que as, a4, s, C4,Cs y Cg son los vértices de valencia 3 insertados. Como
mencionamos tras la prueba del Teorema 3.2.1, no aplicamos flips diagonales
a aristas auto-incidentes y por tanto podemos suponer que las caras abd y
bed son distintas en P y como consecuencia, los vértices.

ay, ..., as, by, ..., bg, 1, ..., g, dp, ..., dg son todos distintos. Entonces, la
secuencia de flips diagonales que transforma la Figura 3.8 (a) en la Figura 3.8
(b) mantiene en todo momento la simplicidad de los grafos. Aplicamos ahora
flips en la Figura 3.8 (b) en las regiones acotadas por azasasasbgbsbsbs y por
dsdsdsdscecscacs, respectivamente y obtenemos aristas azb; y bga; para

1= 3,4,5,6 y aristas dac; y ced; para 1 = 3,4,5,6. El grafo que resulta puede
. ser facilmente transformado en B(P') 4+ X¢ por una secuencia de flips
diagonales andloga a la que transforma (a) en (b) en la Figura 3.8. A
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agay - - - dg aodi -+ Gg

b / d b / \ d

b & b d;

bg1 / dg bg\ / dg
CoCy -+ Cg CpC1 - Cg

Figura 3.8: Una secuencia de ﬁips diagonales en B(P) 4 Y.

Lema 3.4.5. Sea F? una superficie cerrada con caracteristica de Euler
x(F?*) y sean G y G’ dos peritriangulaciones de F? con {V(G)| = [V(G')].

Entonces,
G + Xe(v(e)|-3x(F2)+4) ~f G+ (v (a")|-3x(F?)+4)-

Demostracion: En virtud del Teorema 3.2.1, si no mantenemos la simplicidad
en los grafos intermedios, G y G’ se pueden transformar entre si mediante
una secuencia de flips diagonales salvo isotopia, es decir, existe una secuencia

G="To,T,....,T, = G' tal que

a) To y T son peritriangulaciones (i.e., simples),
b) parat=1,...,k — 1, T; es una pseudo-peritriangulacién, y

c) para j =0,...,k— 1, Tj;; se obtiene de T; por un flip diagonal.

Insertamos ahora seis vértices de valencia 3 en cada uno de los grafos
enladrillados de Ty, ..., Tk, esto es, B(To) + e, ..., B(Tk) + Ls; entonces, por
el Lema 3.4.1, B(T;) es simple y también lo es B(T;) + X6 con ¢ =0, .., k.
M4s aun, por el Lema 3.4.4 se tiene que B(T}) + X6 ~5 B(Ti4+1) + T para
1 =10,...,k— 1. Por otra parte, en virtud del Lema 3.4.3,
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B(To) ~5 To + Be(v(zy)-sx(F2)+3) ¥ B(Tk) ~¢ Tk + Be(v(Ty)I-3x(F2)+3) ¥ PO 1o
tanto, B(To) + X6 ~ 5 To + O6(v(To)|-3x(F2)+4) ¥

B(Tk) + X6 ~¢ Tk + 0(jv(T,)|-3x(F?)+4)- Tenemos entonces la siguiente
secuencia de equivalencias que demuestra nuestro resultado,

G + Be(v(e)-3x(F2)+4) ~f B(To) + Te ~5 ... ~5 B(Tk) + Te ~;
~1 G'+ (v (c1)|-ax(F2)+4)- A

Llegados a este punto del capitulo estamos en condiciones de demostrar la
conexién del grafo de peritriangulaciones de n vértices en cualquier
superficie, si n es suficientemente grande.

Teorema 3.4.1. Para cualquier superficie cerrada F*, existe un nimero
natural N(F?) tal que cualesquiera dos peritriangulaciones G y G’ de F?* con
IV(G)| = |V(G")| > N(F?) se pueden transformar entre si mediante una
secuencia de flips diagonales, salvo isotopia.

Demostracidn: La Proposicién 3.3.1 nos asegura la finitud del conjunto de
peritriangulaciones irreducibles de F2, por lo que podemos describir este
conjunto como {fl, v jp}, donde las peritriangulaciones estan consideradas
salvo homeomorfismo. Para cada j = 1, ..., p, fijamos fj en F'? y denotamos
por I; a la imagen isotépica de fj en F2. Observemos que aunque cualquier
peri-triangulacién G es contractible a una del conjunto {Ii,..., I,}, salvo
homeomorfismo, G podria no serlo a ninguna de ellas, salvo isotopia.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

V(L] = V()| 2 ... > [V(I,)] y denotamos m; = [V(E)| — V(L) y
I} =I; + B, para j = 1,...,p. '
Por el Lema 3.4.5, puesto que |V (I{)| = ... = |V(I})], tenemos

It + Be(v(n)i-ax(F2)+a) ~5 13+ Be(v(gg)l-ax(#2)+4) ~f -~
I, + Be(v (13)|-3x(F2)+4)

Més aiin, por el mismo resultado, para cualquier j € {1,...,p} y cualquier
homeomorfismo h : F? — F? se tiene
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h(L;) + Sev (1) l-sx(F2y+a) ~¢ B (15) + Ze(v(g;)-ax(F2)+4)-

Definimos el ndimero natural N(F?) de nuestro enunciado como
N(F?) = V(I 4 61V (1] = 3x(F?) +4) = T|V(L)] - 18x(F?) + 24, y
denotamos k; = N(F?) — |V ([;)] para: =1,..,p.

Sea G una peritriangulacién de F? con |V(G)| > N(F?). Puesto que G es

contractible a una de las peritriangulaciones irreducibles, podemos suponer
que G es contractible a una imagen homeomorfa de [;, que denotamos por
h(I;). Por el Lema 3.3.2 se tiene que G ~j k(I;) + £, donde

m = |V(G)| — |V(I;)]. Como |V(G)| > N(F?) entonces

m > ky = T|V(T1)| = 18x(F?) + 24 — |[V(I)] 2 6([V ()] = 3x(F?) + 4).

Si definimos m’ = m — k;, los Lemas 3.3.1 y 3.3.2 nos llevan a la siguiente
secuencia de equivalencias,

Grg h(L)+Em ~f L4 Z ~; L+ Eg + 2 ~f [i 425 + 50 ~f I+ g 4

Por un razonamiento similar se deduce que si G’ es otra peritriangulacién de
F? con |V(@")| = |V(G)| > N(F?) entonces, G' ~; I + Lk, +m' y podemos
concluir que G y G’ son equivalentes. A

Si bien el Teorema 3.4.1 nos asegura que cualesquiera dos triangulaciones de
un poligono en una superficie F'? se pueden transformar entre s{ mediante
una secuencia de flips diagonales si el poligono tiene un nimero de vértices
suficientemente alto, este teorema no nos informa sobre €l valor de este
minimo nimero de vértices. Sin embargo, como consecuencia de los
resultados anteriores, podemos obtener una cota superior para dicho nimero.

Corolario 3.4.1. Sea N(F?) el minimo valor que hace el Teorema 3.4.1
vdlido. Entonces, N(F?) <1921 = 1215x(F?).
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Demostracion: En la demostracién del Teorema 3.4.1 teniamos que

N(F?*) =TV(I;)| - 18x(F?) + 24 y el ndmero |V(I])| = |V(I1)| puede ser
acotado por |V(I;)] < 171(2 — x(F?)) — 71 (esta desigualdad fue obtenida en
la demostracién de la Proposicién 3.3.1). Por tanto,

N(F?) < 7(171(2 — x(F2)) — T1) — 18x(F?) + 24 = 1921 — 1215x(F?). A

3.5 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo hemos demostrado la conexién del grafo de triangulaciones
de un poligono en cualquier superficie, para poligonos con un numero de
vértices suficientemente alto.

Seria interesante obtener un resultado méas general para poligonos con
cualquier nimero de vértices, o en su defecto, obtener cotas mas ajustadas
para el valor N(F?) definido en el Teorema 3.4.1.

Por otra parte, habria que considerar la posibilidad de estudiar mas
propiedades del grafo de triangulaciones, tales como el diametro o €l ser
hamiltoniano, si bien parece complicado abordar estos problemas debido a la
arbitrariedad de la superficie.




Capitulo 4

Triangulaciones métricas de
superficies

El objetivo de este trabajo es, como dijimos en la Introduccién, generalizar
los conceptos de triangulacion de nubes de puntos y de poligonos a
superficies distintas al plano. Parece 16gico entonces dedicar un capitulo a la
generalizacion mas directa de estos dos conceptos, esto es, una generalizacién
en la que se tenga en cuenta la métrica de cada una de las superficies.

En este Capitulo tratamos fundamentalmente el problema de la conexion del

grafo de triangulaciones de nubes de puntos y de poligonos desde un punto
de vista métrico en diferentes superficies.

4.1 Introduccion

En este capitulo consideramos triangulaciones de nubes de puntos y de
poligonos sobre la esfera, el cilindro y el toro utilizando las métricas que se
definieron para estas superficies en Preliminares.

Como ya comentamos en la Introduccién de esta memoria, el concepto de
triangulacién métrica aparece frecuentemente en los trabajos de Geometria

102
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Computacional [18, ?, 14, 25], referido sobre todo a triangulaciones de
poligonos y de nubes de puntos. En ambos casos, el principal objetivo que se
persigue es el de encontrar triangulaciones éptimas segun algun criterio
preestablecido, tales como maximizar el minimo angulo [20] o la valencia
méxima en los vértices [9], para utilizarlas en problemas de interpolacién.

Tan importante como hallar una buena triangulacién, tanto de un poligono
como de una nube de puntos, es disponer de una operacién que nos permita
transformar dos triangulaciones entre si. De esta forma, partiendo de
cualquier triangulacién y aplicando la operacién definida sucesivamente
siguiendo algin criterio, podremos obtener una triangulaciéon éptima.

Las triangulaciones de nubes de puntos y de poligonos en el plano han sido
objeto de multiples estudios, tanto por su belleza intrinseca como por su
aplicacién a diversos problemas tales como procesamiento de imagenes [60],
generacién de mallados para el método de los elementos finitos [7, 31, 41, 65],
interpolacién de datos [50] y muchos otros como informaética gréfica,
modelado de sélidos y sistemas de informacién

geografica [1, 9, 22, 46, 57, 59, 66, 69, 70].

También se han estudiado diversas propiedades del grafo de triangulaciones
tanto de poligonos como de nubes de puntos en el plano y asi es conocido que
el grafo de triangulaciones de un poligono es conexo [9, 20, 23, 33, 36, 46] y
que tiene didmetro a lo sumo cuadrético [30]. También esta establecida la
conexién del grafo de triangulaciones de una nube de puntos en el plano
mediante un simple algoritmo voraz que transforma cualquier triangulacién
del conjunto en la triangulacién de Delaunay [20].

En este capitulo nos planteamos el problema de transformacién de poligonos
y de nubes de puntos en diferentes superficies mediante la operacién de flip
diagonal, ya que, como es bien sabido, la mayoria de los problemas practicos
no pueden modelizarse mediante el uso de la superficie plana, sino que
requieren la utilizacién de otras superficies.

Comenzamos en la primera seccién abordando el problema anterior para
nubes de puntos y poligonos sobre la esfera. Es conocido [26] que la
envolvente convexa de una nube de puntos sobre sobre la esfera es la propia
superficie si los puntos estdn en posicién no euclidea, o algin subdominio de
ésta, en caso contrario. Nos centraremos aqui en el primero de los casos, ya
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que si los puntos estdn en posicién euclidea, la mayoria de los algoritmos de
triangulacién de nubes de puntos en el plano pueden ser aplicados y
demostramos que el grafo de triangulaciones de una nube de puntos sobre la
esfera en estas condiciones es conexo.

Con respecto a los poligonos esféricos, veremos que es posible adaptar ciertos
resultados sobre poligonos planos a la superficie esférica y esto nos permitira
obtener también la conexién del grafo de triangulaciones de un poligono de n
vértices sobre esta superficie.

En cuanto al cilindro, es de destacar que si bien la envolvente convexa de una
nube de puntos sobre la esfera es la propia superficie si los puntos estan en
posicién no euclidea [26], esto no siempre ocurre asi en el cilindro, ya que si
los puntos no estan comprendidos entre dos generatrices diametralmente
opuestas, la envolvente convexa del conjunto es una banda no necesariamente
cerrada [26) y por lo tanto, una triangulacién (conjunto maximal de
segmentos) de la nube no triangulard a dicha envolvente. El cilindro presenta
ademaés otro tipo de peculiaridades, como que la regién a triangular no tiene
por qué estar univocamente determinada y que la triangulacién 6ptima no es
la dual del diagrama de Voronoi.

Como veremos mas adelante, este comportamiento tan particular de las
triangulaciones de nubes de puntos en el cilindro, impondra un marco mas
restringido que en el caso plano al considerar el problema de la
transformaciéon mediante flips diagonales y mds aiin, nos obligard a buscar
técnicas alternativas a las usadas en el plano para resolverlo.

Con respecto a los poligonos en el cilindro, utilizaremos dos generalizaciones
diferentes del concepto de poligono plano para esta superficie, atendiendo 2
que estén acotados por una linea poligonal trivial (poligono euclideo) o por
dos lineas poligonales esenciales (poligonos esenciales). Grima demostré

en [26] que todo poligono (euclideo o esencial) en el cilindro admite una
triangulacién y en este capitulo abordamos el problema de la conexién del
grafo de triangulaciones de ambos tipos de poligonos.

Por 1ltimo, en la Seccién 3 nos detendremos en las miltiples peculiaridades
que presenta la superficie térica al tratar con triangulaciones de nubes de
puntos y poligonos.
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Veremos que, al igual que en el cilindro, una triangulacién de una conjunto
de puntos en posicién no cilindrica sobre la superficie térica no tiene por qué
dividir a la envolvente convexa en regiones triangulares e incluso existen
nubes de puntos para las cuales existen conjuntos maximales de aristas que
no delimitan ninguna cara triangular.

Nos detendremos también en comprobar que la existencia de triangulaciones
no es independiente de la eleccién de los segmentos iniciales, esto es, si
fijamos una arista uniendo dos puntos del conjunto, puede ocurrir que no se
pueda completar un conjunto maximal de segmentos que triangule a la
envolvente convexa, aunque la nube de puntos si admita otra triangulacién
en estas condiciones.

Con respecto a los poligonos en la superficie térica, que definimos como la
regién homeomorfa a un disco acotada por una linea poligonal cerrada y
simple, la superficie térica también muestra un comportamiento insélito.
Obtenemos ejemplos de poligonos que no admiten ninguna diagonal, por lo
que cualquier razonamiento de tipo inductivo similar a los usados en otras
superficies para probar la conexién del grafo de triangulaciones falla en este
punto.

4.2 'Triangulaciones en la esfera

En esta seccién consideramos el problema de la conexién del grafo de
triangulaciones tanto de nubes de puntos como de poligonos sobre la esfera.
Como ya hemos comentado en la Introduccién de este capitulo, este
problema ya ha sido resuelto en el plano tanto para triangulaciones de nubes
de puntos [20] como de poligonos [9, 20, 23, 33, 36, 46].

4.2.1 Triangulaciones de poligonos esféricos

Un poligono esférico P se define como el conjunto de puntos de S? que se
obtiene de una combinacién finita de intersecciones y/o uniones de
hemisferios H; de S?. La combinacién de intersecciones y/o uniones de los
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respectivos semiespacios H; es un poliedro en R3, que denotamos por P ; de
hecho, P es el cono P = {Z € R3: 2 = af,a > 0,§ € P}. Dado un poligono
esférico con vértices {vy,...,v,}, €l dngulo en v; es el angulo entre los vectores
tangentes en v; a las geodésicas definidas por v;_jv; y v;v;41. Este angulo es
igual al angulo diedro entre las caras Ov;v;_; y Ov;v;4; del triedro
Ov;_1v;v;4+1 (ver Figura 4.1).

Figura 4.1: Angulo en v;.

Observemos que en el plano, el interior de un poligono queda perfectamente
determinado al fijar la frontera del mismo, al ser la unica regién acotada de
las dos en las que el plano queda dividido por la linea poligonal. Sin
embargo, en la esfera, una “linea poligonal” (los segmentos aqui son arcos de
geodésicas) cerrada y simple divide a la superficie en dos regiones acotadas,
por lo que habremos de especificar cuél de ellas consideramos como interior
del poligono.

Al igual que un poligono convexo en R2, podemos definir un poligono
convezo en la esfera como aquel en el que para cualquier par de puntos, el
menor arco de circulo maximo pasando por ellos estd inmerso en el poligono.
Se verifica que un poligono esférico P es convexo si y sélo si, el cono P es
convexo en el sentido usual de R® 2, 25] y es evidente entonces que la
interseccién de poligonos esféricos convexos es convexa.

Notemos que con las definiciones anteriores, podriamos tener poligonos en la
esfera cuyos angulos fueran todos cédncavos. Desde luego, si este caso se da,
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los vértices del poligono estdn en posicién euclidea, ya que su
complementario en la superficie es un poligono convexo de igual frontera y el
circulo maximo que pasa por dos vértice adyacentes lo deja contenido en un
hemisferio. Debido al escaso interés que presentan este tipo de poligonos (ya
que todos los segmentos uniendo vértices no adyacentes son exteriores al
mismo), no serdn considerados en esta seccién. Observemos que al haber
excluido este tipo de poligonos de nuestro estudio, se tiene que todo poligono
esférico tiene al menos un vértice estrictamente convexo.’

Llamamos diagonal de un poligono esférico a todo segmento interior a dicho
poligono uniendo dos vértices del mismo.

Lema 4.2.1. Todo poligono esférico de cuatro o mds vértices admite una
diagonal.

Demostracion: La demostracién de este resultado es una adaptacién a la
esfera de la que O’Rourke da en su libro [47] del Lema de Meister [40], que
asegura que cualquier poligono en el plano coun cuatro o mas vértices tiene
una diagonal.

Sea v un vértice estrictamente convexo, cuya existencia estd garantizada por
el lema anterior y sean a y b los vértices adyacentes a v. Si ab es una
diagonal del poligono P, el resultado queda demostrado. Asi que,
supongamos que ab no es una diagonal. Entonces, o bien ab intersecta a 9(P)
(Figura 4.2 (a)), o bien ab es exterior a P, en cuyo caso el poligono esta
contenido enteramente en un hemisferio (Figura 4.2 (b)).

En cualquiera de los dos casos, puesto que P tiene mas de tres vértices, el
triangulo Aavb contiene al menos a un vértice de P distinto de a, by v.

Denotemos por Cy; al circulo méximo pasando por a y by consideremos cormo
ecuador F de la esfera al circulo médximo pasando por v ortogonalmente a
Cab. Sea ahora C), el circulo méximo pasando por v ortogonalmente a . Es
evidente que Cy v C, se cortan en dos puntos, que llamaremos polo nortey
polo sur'y que denotaremos por PN y PS, respectivamente (Figura 4.3).

Si llamamos z al primer vértice de P que encuentra un circulo méximo L con
polos en PN y PS que se desplaza desde C, hacia Cy;, entonces veamos que
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(a) (b}

Figura 4.2: (a) ab intersecta a (P); (b) ab es exterior a P.

vz es una diagonal del poligono.

Desde luego, el interior de la regién que resulta al intersectar Aavb y el huso
delimitado por los circulos méximos L y C, no contiene puntos de P y
tampoco puede ocurrir que vz intersecte a una arista p;p; de 0(P) de forma
que p; y p2 estén fuera de esta regidn, ya que esta arista debe estar
estrictamente contenida en la interseccién de Aavb con el huso determinado
por los circulos maximos C,, y C,, que pasan por p; y ps, respectivamente y
tienen a PN y PS como polos, por ser esa intersecciéon un conjunto convexo
en la esfera. A

A partir de este resultado, obtenemos un corolario de gran importancia,
tanto desde el punto de vista teérico como desde el practico.

Corolario 4.2.1. Todo poligono sobre la esfera admite una triangulacidn.

Una vez que hemos demostrado que todo poligono esférico admite una
triangulacién, nos planteamos si dos triangulaciones cualesquiera de un
mismo poligono se pueden transformar entre si mediante una secuencia de
flips diagonales.
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Figura 4.3: vz debe ser una diagonal.
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Es inmediato demostrar que el grafo dual de una triangulacién de un
poligono esférico es un arbol, al igual que ocurre en el plano, y como
consecuencia se puede obtener una versién esférica del Teorema de las Dos
Orejas de Meister [47, 40]. A partir de este hecho, cualquiera de las
demostraciones que se basan en este resultado para demostrar la conexién
del grafo de triangulaciones de un poligono plano {30] se puede adaptar con
facilidad a esta otra superficie. Se tiene por tanto el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. El grafo de triangulaciones de un poligono esférico es
conezo.

4.2.2 Triangulaciones de nubes de puntos

La mayoria de los problemas clasicos que han sido abordados en la esfera para
un conjunto de puntos, tienen un comportamiento diferente dependiendo de
si los puntos estdn o no en posicién euclidea (ver Preliminares), como ocurre,
por ejemplo, con la envolvente convexa esférica [26], que consiste en la propia
superficie, si los puntos no estdn en posicién euclidea, o en algin subdominio
de la superficie, en el caso contrario. La mayor parte de los algoritmos para
conjuntos de puntos en el plano son validos para conjuntos de puntos en la
esfera que estdn en posicién euclidea, por lo tanto, en esta seccién nos vamos
a centrar en conjuntos de puntos que no estén en posicién euclidea.

Veamos en primer lugar algunos resultados que caracterizan a los conjuntos
de puntos en posicién euclidea.

Proposicién 4.2.1. Dado un conjunto V,, de n puntos en la esfera, los
puntos estdn en posicion euclidea si y sélo si la envolvente conveza 3D,
CH(V,) no contiene en su interior al origen de la esfera.

Demostracion: Supongamos que los puntos estan en posicién euclidea, es
decir, estdn todos sobre un mismo hemisferio H que es interseccién de S? con
un semiespacio asociado a un plano que pasa por el origen de la esfera;
CH(V,) es un poliedro convexo que estdn en el mismo semiespacio que los
puntos y por tanto, no contiene en su interior al origen. Reciprocamente, si la
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envolvente convexa 3D no contiene al origen, consideremos uno de sus planos
soporte, H, que deja a CH(V,) en uno de los dos semiespacios cerrados que

acota. Un plano paralelo a H pasando por el origen de la esfera, intersecta a
S? definiendo un hemisferio en el que se encuentran todos los puntos. A

Proposicién 4.2.2. Un conjunto de n > 5 puntos en la esfera estd en
posicidn no euclidea si y sdlo si cuatro de ellos no estdn en posicién euclidea.

Demostracion: Es evidente que la condicién suficiente se verifica.
Supongamos entonces que tenemos un conjunto de n > 5 puntos en posicién
no euclidea; es conocido que su envolvente convexa tridimensional puede
tetraedralizarse trazando aristas desde un vértice a todos los demés [12] y
puesto que suponemos que no hay pares de puntos antipodales y el poliedro
debe contener al origen de la esfera, dicho punto debe estar contenido en uno
de los tetraedros. Los vértices de este tetraedro son los cuatro puntos que no
estan en posicién euclidea. A

Sea Vi, = {v1,...,v,} una nube de puntos en la esfera. Recordemos que una
triangulacién de V,, es un conjunto maximal de segmentos (arcos de
geodésicas en la superficie) uniendo a los puntos del conjuntos de dos en dos
y de forma que no se intersequen entre si, salvo a lo mas, en sus puntos
finales. El hecho de que toda triangulacién de una nube de puntos en
posicién no euclidea sobre la esfera divide a la superficie en regiones
triangulares es una consecuencia de que todo poligono esférico admite una
diagonal, resultado que demostramos en la seccién anterior.

Llamaremos a los elementos de V,,, vértices de la triangulacidn; al triangulo
con vértices v;, v; y Uk, lo denotamos por T;;; v a la arista (arco de
geodésica) uniendo v; y v; por e;.

Veamos en primer lugar un algoritmo incremental de orden O(nlogn) para
construir una triangulacién de una nube de n puntos sobre la esfera. Como
ya hemos comentado anteriormente, si los puntos estan en posicién euclidea,
cualquier algoritmo de triangulacién para una nube de puntos en el

plano [14, 18] puede ser utilizado, por lo que nos centramos en el caso en que
los puntos estén en posicién no euclidea y procedemos como se describe a
continuacion.
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Seleccionemos en primer lugar cuatro puntos que estén en posicién no
euclidea, que existen por el Lema 4.2.2 (esto puede hacerse en tiempo lineal
como se demuestra en [58]). Estos cuatro puntos forman una triangulacién
inicial de la superficie que consta de cuatro tridngulos esféricos. Los restantes
n — 4 puntos son secuencialmente afiadidos modificando la triangulacion
actual del siguiente modo. Si ¢ = v; es el siguiente punto a insertar, entonces
q estd en el interior de un tridngulo que ya existe, digamos T123 (observemos
que ¢ no esta sobre una arista ya que suponemos que no hay tres puntos en
un mismo circulo maximo). Reemplazamos este tridngulo por otros tres, Ty,
T23; v 1515, que resultan de unir el punto v; a los vértices vy, vy y v3 extremos
del tridngulo Ti23. El proceso continia hasta que todos los puntos han sido
insertados.

El procedimiento anterior nos proporciona un algoritmo incremental
O(nlogn) para construir una triangulacién de n puntos sobre la esfera que
estén en posicién no euclidea. Como ya hemos comentado anteriormente, si
los puntos estan en posicién euclidea, cualquier algoritmo de triangulacién de
una nube de puntos en el plano puede ser utilizado {14, 18]. Por iltimo,
decidir si un conjunto puntos sobre la esfera est4 o no en posicién euclidea
puede hacerse estudiando la separabilidad del conjunto de puntos respecto
del centro de la esfera y para ello puede usarse el algoritmo lineal de [39].
Tenemos por tanto el siguiente resultado.

Teorema 4.2.2. Es posible calcular una triangulacion T de un conjunto V,
de n puntos en la esfera en tiempo O(nlogn).

Si bien en [45] utilizan la técnica anterior de triangulacidn para un método
de interpolacién de datos sobre la esfera, en este trabajo no justifican su uso
ni aportan ninguna referencia del mismo, por lo que hemos decidido incluir la
demostracién aqui. Veamos ahora algunas propiedades del grafo de
triangulaciones de una nube de puntos sobre la esfera.

La conexidon del grafo de triangulaciones en la esfera.

Recordemos que dada una triangulacién T de una nube de puntos en la
esfera, una arista e de T admite un flip diagonal (o el flip diagonal de e es
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realizable) si es adyacente a dos tridngulos cuya unién en un cuadrilatero
convexo C. La operacién de flip diagonal consiste en eliminar e y
reemplazarla por la otra diagonal de C (ver Figura 0.18). De esta forma
obtenemos una nueva triangulacién 7" de la nube de puntos y diremos que T"
se ha obtenido de T' mediante un flip diagonal.

Dada una coleccién de puntos V,, = {v1, ..., v,} sobre la esfera, el grafo de
triangulaciones de V,,, Gr(V,), se definia como el grafo cuyos vértices son las
triangulaciones de V, y donde dos triangulaciones son adyacentes si una se
puede obtener de otra mediante un flip diagonal.

Puesto que la mayoria de los resultados obtenidos para el grafo de
triangulaciones de una nube de puntos en el plano (conexién, didmetro, etc.)
son vélidos para conjuntos de puntos en posicion euclidea sobre la esfera, en
esta seccién limitaremos nuestro estudio a conjuntos de puntos en posicién
no euclidea. Comenzamos dando algunas definiciones que necesitaremos mas
adelante.

La triangulacion de Delaunay de un conjunto de n puntos en posicion no
euclidea sobre la esfera se define, al igual que en el plano, como el dual de su
diagrama de Voronoi. Esta triangulacién se caracteriza por ser la dnica tal
que los casquetes delimitados por cada uno de los tridngulos no contienen
otros puntos en su interior, criterio que equivale al del circunciclo vacio en el
plano.

Es conocido que, dado un conjunto de puntos sobre la esfera en posicién no
euclidea, la proyeccién central sobre la esfera de la envolvente convexa
tridimensional de los puntos es la triangulacion esférica de Delaunay [11].
Este hecho sera fundamental para resolver el problema de la conexién del
grafo de triangulaciones de un conjunto de puntos en posicién no euclidea
sobre la esfera.

Teorema 4.2.3. Toda triangulacion esférica de una nube de puntos en
posicion no euclidea se puede transformar mediante flips diagonales en la
triangulacidn esférica de Delaunay.

Demostracion: Sea T una triangulacién esférica de una nube de puntos en
posicién euclidea y denotemos por Pr al poliedro que resulta de “estirar” las
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aristas de T en R3. Transformar T en la triangulacién esférica de Delaunay
mediante una secuencia de flips diagonales es similar a transformar Pr en la
envolvente convexa 3D del conjunto de puntos mediante alguna operacién
sobre las aristas que sea equivalente al flips diagonal en la esfera.

Pretendemos transformar cada arista céncava é del poliedro en una arista
convexa, como muestra la Figura 4.4 y para ello debemos probar que este
“flip tridimensional” es realizable sobre la esfera, es decir, si € = 23 es
compartida por dos tridngulos Tioa y Thss en el poliedro y cambiamos é por
¢’ = 14, jpodemos aplicar un flip diagonal a la correspondiente arista de la
triangulacion esférica e = 23 e intercambiarla por la e’ = 147.

(b)

Figura 4.4: (a)Una arista céncava en Pr; (b)una arista convexa en Pr.

Consideremos los casquetes esféricos que pasan a través de los vértices 123 y
234, respectivamente; su interseccién es una regién convexa en la esfera (ver
Figura 4.5) por lo que los arcos de geodésica que unen los vértices 2y 3,y 1
y 4, respectivamente, son interiores a ella y por lo tanto el flip de la arista e
es realizable en la esfera. A

Del resultado anterior obtenemos un corolario inmediato.

Corolario 4.2.2. Fl grafo de triangulaciones de una nube de puntos en la
esfera es conezo.
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Figura 4.5: La interseccién de los dos casquetes esféricos es una regién convexa.

Demostracidn: Si los puntos de la nube estan en posicidén euclidea, cualquier
demostracién de este resultado en el plano es vélida para este caso. Si los
puntos no estan en posicién euclidea, en virtud del Teorema anterior,
cualesquiera dos triangulaciones de la nube de puntos se pueden transformar
entre s{ mediante una secuencia de flips diagonales, via la triangulacién
esférica de Delaunay. JAN

4.3 Triangulaciones en el cilindro

En esta seccién abordamos el problema de la conexién del grafo de
triangulaciones de nubes de puntos y de poligonos en el cilindro.
Consideraremos dos generalizaciones del concepto de poligono plano en esta
superficie, atendiendo a que estén acotados por una linea poligonal trivial o
por dos lineas poligonales esenciales.
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4.3.1 Triangulaciones de poligonos

Definimos un poligono euclideo en el cilindro como la regién acotada por una
poligonal trivial y poligono esencial como la regién acotada por dos
poligonales esenciales que no se intersectan entre si. En cualquiera de los
casos, a los extremos de los segmentos que intervienen en las poligonales los
llamaremos vértices del poligono. Observemos que si los vértices de la
poligonal trivial que acota un poligono euclideo P estdn en posicién euclidea
sobre el cilindro, el estudio de las triangulaciones de P es similar al estudio
de las triangulaciones de un poligono plano, puesto que en ese caso, todos los
segmentos uniendo a cualquier par de vértices de la poligonal estara
contenido entre las dos generatrices diametralmente opuestas entre las que se
encuentra P. Supondremos entonces, cuando tratemos con poligonos
euclideos, que los vértices de la poligonal trivial que lo acota estdn en
posicién euclidea.

Comenzamos ahora abordando el problema de la conexién del grafo de
triangulaciones de un poligono tanto euclideo como esencial, en el cilindro.

Poligonos euclideos

En esta seccién vamos a demostrar que cualesquiera dos triangulaciones de
un poligono euclideo de n vértices se pueden transformar entre si mediante
una secuencia de flips diagonales. Este hecho ya fue demostrado por Hurtado
y Noy [30] para el caso de poligonos planos y es posible adaptar su
demostracién para poligonos euclideos en el cilindro, aunque nosotros
presentamos aqui un argumento distinto.

Recordemos que si T' es una triangulacién de un poligono P, decimos que T'
tiene una oreja en el vértice v si el segmento ab que une a sus vértices
adyacentes a y b es una diagonal de la triangulacién T'.

En [26], Grima prueba que todo poligono euclideo de cuatro o més vértices
en el cilindro posee una diagonal adaptando al cilindro la demostracién que
da O’Rourke en su libro [47] del Lema de Meister. Utilizando argumentos

similares, también es posible adaptar al cilindro el Lema de las dos Orejas,
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que se debe al mismo autor y que también se recoge en el texto anteriormente
citado, obteniendo por tanto, que toda triangulacién de un poligono euclideo
con n > 4 vértices posee al menos dos orejas que no se solapan. Este hecho
sera fundamental para la demostracién del siguiente resultado.

Teorema 4.3.1. Cualesquiera dos triangulaciones de un poligono euclideo
de n vértices se pueden transformar entre si mediante una secuencia de flips
diagonales.

Demostracion: Sea P un poligono euclideo en el cilindro con vértices

{v1, vq, ...,kvn}; denotemos por Ty y T, a dos triangulaciones de P.
Realizaremos la demostracién del resultado por induccién en el numero de
vértices. El caso n = 4 es trivial de demostrar, asi que comenzamos
suponiendo n > 5.

Supongamos que T; tiene en v, un oreja; si 1> también tiene una oreja en
este vértice, la diagonal v,v; es comin a las dos triangulaciones, podemos
eliminar el vértice v; en ambas (ver Figura 4.6) y por hipétesis de induccién
se tiene que Ty — {v1} y T» — {v2} se pueden transformar entre si mediante
una secuencia de flips diagonales, de donde se deduce facilmente la misma
equivalencia para Ty y T5.

Si T, no tiene una oreja en vy, existe otro vértice v;, ¢ # 1, donde si la tiene
(Figura 4.7 (a)). Consideramos ahora Ty — {v;}, que es la triangulacién de un
poligono de n — 1 vértices y por hipétesis de induccién se puede transformar
mediante una secuencia de flips diagonales en otra triangulacién Ty — {v;}
que tenga una oreja en el vértice vy (Figura 4.7 (b) y (c)). De esta forma,
conseguimos llevar, mediante flips, la triangulacién T; en otra, T, que tiene
una oreja en el vértice v; (Figura 4.7 (d)). Entonces, la diagonal v, es
comun a Tj y T, y por el razonamiento anterior, podemos transformar una
triangulacién en otra. Por tanto, Ty ~y T3 ~ T5.

El resultado anterior prueba la conexién del grafo de triangulaciones de un
poligono euclideo en el cilindro. Una conclusién equivalente se obtendra mas
adelante para poligonos esenciales, como consecuencia de un resultado
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Figura 4.6: Eliminando una oreja en Ty y T5.

similar para nubes de puntos en el cilindro. Pasemos, por tanto, a tratar este
ultimo problema.

4.3.2 'Triangulaciones de nubes de puntos

Recordemos, en primer lugar, que una triangulacién de un conjunto de n
puntos en el plano es un conjunto maximal de segmentos uniendo a dichos
puntos de dos en dos y de forma que no se intersequen entre si, salvo, a lo
mas, en sus puntos finales y que podemos generalizar directamente esta
definicién al cilindro considerando como segmentos las geodésicas que dan la
minima longitud entre dos puntos sobre la superficie.

Dado un conjunto de puntos C en el cilindro, llamamos triangulacién de C a
todo conjunto maximal de segmentos uniendo a dichos puntos de dos en dos
y de forma que no se intersequen entre si, salvo a lo méas en sus puntos
finales. Con esta definicién, si los puntos de C estdn en posicién euclidea
sobre el cilindro, el estudio de las triangulaciones de C es similar al estudio
de las triangulaciones de un conjunto de puntos en el plano, puesto que si C
esta en posicién euclidea, todos los segmentos uniendo a cualquier par de
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)

(c

!
2+

{va}. (d)

Figura 4.7: (a) T1 y Ta. (b) T2 — {va}. (c)T3
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puntos de este conjunto estaran contenidos entre las dos generatrices
diametralmente opuestas entre las que se encuentra C, la envolvente convexa
de C sera como en el plano y por lo tanto, cualquier triangulacién de C' sera
una triangulaciéon de su envolvente convexa.

Supongamos entonces que tenemos un conjunto C' de n puntos en posicién no
euclidea sobre el cilindro y T' una triangulacién del mismo.

Una poligonal esencial en C es una poligonal con vértices en C
homotépicamente no nula en el cilindro, es decir, que divide al cilindro en
dos componentes no acotadas. En el conjunto de las poligonales esenciales en
C se puede definir una relacién de orden parcial como sigue: “si Py y P, son
dos poligonales esenciales, diremos que P; < P, si la interseccién de cualquier
generatriz del cilindro con P; tiene menor o igual ordenada que la
interseccién de la misma generatriz con P, (ver Figura 4.8).

(4) (B)

Figura 4.8: Si llamamos P; a la poligonal en trazo grueso y P a la de trazo fino, en la

Figura (a), tenemos que estas poligonales no estdn relacionadas; y en la Figura (b), tenemos
que P < Ps.

Se dice que una poligonal esencial P es una poligonal superior (resp. inferior)

en C cuando no exista ninguna poligonal en dicho conjunto mayor (resp.
menor) que P.

Grima demostrd en [26] que cualquier triangulacién de un conjunto de tres o
mas puntos en posicién no euclidea sobre el cilindro define sobre esta
superficie dos caras no acotadas, delimitadas por una poligonal superior y
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una poligonal inferior, respectivamente y que de hecho, la region triangulada
no coincide en general con la envolvente convexa de la nube de puntos (ver
Figura 4.3.2), a diferencia de lo que ocurre en el caso plano, en donde una
triangulacién de un conjunto de puntos es una subdivision del mismo
cumpliendo, entre otras propiedades, que tiene una Unica cara no acotada,
que ademads coincide con el complementario de la envolvente convexa de la
nube.

Figura 4.9: Esta triangulacién no triangula la envolvente convexa del conjunto que en
este caso seria la banda definida por los circulos discontinuos en la figura.

Mais ain, en el cilindro ni siquiera existe unicidad respecto de la region que
se triangula, es decir, existen triangulaciones distintas de una misma nube de
puntos que triangulan diferentes regiones del cilindro, como se muestra en la
Figura 4.10, ejemplo que hemos recogido del trabajo mencionado
anteriormente. Sin embargo, estos mismos autores encontraron al menos un
punto en el que el cilindro se comporta como el plano: todas las caras
acotadas de una triangulacién en el cilindro son tridngulos, es decir, sus
bordes son 3—ciclos. Este hecho, que a primera vista puede resultar simple
de demostrar, requiere la adaptacién al cilindro de varios resultados sobre
triangulaciones de poligonos planos.

Las grandes diferencias existentes entre las triangulaciones de nubes de
puntos en el plano y en el cilindro, nos permiten destacar un hecho
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Figura 4.10: Dos triangulaciones distintas del mismo conjunto de puntos que triangulan
distintas regiones sobre el cilindro.

importante sobre el grafo de triangulaciones de n puntos en el cilindro: su no
conexién. Como ya hemos comentado anteriormente, existen ejemplos de
nubes de puntos que admiten distintas triangulaciones las cuales delimitan
distintas regiones en el cilindro, es decir, regiones que poseen diferentes
poligonales superiores e inferiores. Puesto que la operacién de flip diagonal
nunca afecta a aristas que estén en el borde de la regién triangulada, ya que
sélo se a: lica sobre aristas compartidas por dos caras triangulares, esta
operacién nunca cambia las poligonales superiores e inferiores que delimitan
la regién triangulada y por tanto el grafo de triangulaciones de n puntos en
el cilindro no es conexo.

Nos vamos a restringir entonces a triangulaciones de nubes de puntos
delimitadas por la misma poligonal superior e inferior y nos planteamos el
problema de si, en estas condiciones, dos triangulaciones de una nube de

puntos pueden ser transformadas entre si mediante una secuencia de flips
diagonales. ‘

Podriamos pensar en adaptar el razonamiento utilizado en el plano para
demostrar que dos triangulaciones de una nube de puntos se pueden
transformar la una en la otra mediante una secuencia de flips diagonales, via
la triangulacion de Delaunay. Recordemos que la triangulacion de Delaunay
se define como el dual del diagrama de Voronoi de la nube de puntos;
desafortunadamente, como nos muestra la Figura 4.11, el dual del diagrama
de Voronoi no tiene por qué ser ni siquiera una triangulacién en el cilindro.
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(a) ()

Figura 4.11: (a) Un conjunto de 8 puntos en el cilindro y su diagrama de Voronoi. (b)

Dual del diagrama de Voronoi; las aristas unen puntos cuyas regiones de Voronoi son vecinas.

Puesto que la triangulacién de Delaunay en el plano cumple, entre otras
propiedades, la de maximizar el minimo dngulo y existen algoritmos que la
construyen siguiendo este criterio [20], también se podria intentar adaptar
este argumento al cilindro e intentar transformar cualquier triangulacién en
aquella que maximiza el minimo dngulo aplicando flips diagonales que
siempre mejoren los dngulos. Sin embargo la Figura 4.12 muestra una
situacién en la que no es posible aplicar este método.

No se puede aplicar ningin flip diagonal en la triangulacién de la Figura 4.12
(a) que mejore los dngulos, ya que la diagonal en trazo grueso no es
intercambiable por la diagonal en trazo discontinuo, puesto que esta dltima
no es un segmento en el cilindro, es decir, esta triangulacién es localmente
6ptima porque no hay ningin flip diagonal que mejore sus dngulos, sin
embargo, la triangulacién en (b) mejora los d4ngulos respecto a la
triangulacién en (a), y aunque si podemos hacer flips diagonales para llegar a
ella desde (a), éstos no son positivos, en el sentido que acabamos de decir.

Siguiendo el paralelismo con el estudio de triangulaciones de un conjunto de
puntos en el plano y pensando en utilizar una adaptacién del concepto de
triangulacién de Delaunay como triangulacién base a la que se puede reducir
cualquier otra triangulacién de la nube de puntos en el cilindro, intentamos
ahora seguir un razonamiento andlogo al que propuso Brown para la esfera
en su tesis doctoral y que fue descrito en la seccién anterior. Recordemos,
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(b)

Figura 4.12: No es posible aplicar ningin flip diagonal en (a) que mejore los angulos y
sin embargo (b) es localmente éptima.

que partiendo de una nube de puntos en la esfera, Brown calculaba la
envolvente convexa 3D del conjunto de puntos y demostraba que las
proyecciones centrales de las aristas de la envolvente tridimensional sobre la
esfera, definfan una triangulacién del conjunto de puntos inicial sobre esta
superficie que maximizaba el minimo dngulo. Este triangulacion particular
nos servia como via para demostrar que cualesquiera dos triangulaciones de
la misma nube de puntos en la esfera se pueden transformar entre si
mediante una secuencia de flips diagonales.

Sin embargo, esta linea de razonamiento de nuevo falla cuando la intentamos
trasladar a la superficie cilindrica, ya que existen ejemplos de nubes de puntos -
en el cilindro, cuyas proyecciones (ortogonales desde el eje del cilindro) de la
envolvente convexa 3D no determinan una triangulacion de la nube y
reciprocamente, triangulaciones cuya proyeccién en R? no es un poliedro (ver
Figura 4.13). Llegados a este punto, parece que cualquier intento por
adaptar al cilindro los razonamientos utilizados en el plano resulta fallido; sin
embargo, como veremos a continuacién, un argumento inductivo en el
nimero de vértices de la nube nos permitird demostrar que cualesquiera dos
triangulaciones de una nube de n puntos en el cilindro, encerrada entre dos
lineas poligonales con vértices en la nube, se pueden transformar entre si
mediante una secuencia de flips diagonales. Como corolario, podremos
establecer la conexién del grafo de triangulaciones de una nube de n puntos,
cuando éstas estan delimitadas por las mismas poligonales superior e inferior.
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i

Figura 4.13: Proyeccién de una triangulacién cilindrica en R® que no es un
poliedro.

Teorema 4.3.2. Cualesquiera dos triangulaciones de un conjunto de n
puntos en el cilindro delimitado por las mismas lineas poligonales, se pueden
transformar la una en la otra mediante una secuencia de flips diagonales.

Demostracion: Sean 11 y Ty dos triangulaciones de una nube de n puntos en
el cilindro delimitadas por las mismas poligonales. Haremos la demostracién
de este resultado por induccién en el numero de puntos de la nube.

Casol: n=6

Si n = 6, todos los puntos de la nube se encuentran repartidos entre las
poligonales superior e inferior; exactamente tienen tres vértices cada una y
no existe ningin punto comprendido entre ellas; los denotamos por vy, vy, v3
y Wy, Ws, ws. respectivamente.

Veamos en primer lugar que si existe una diagonal v,w;,7,j = 1,2,3, comin
a las dos triangulaciones, siempre se puede transformar 7y en 7, mediante
una secuencia de flips diagonales. Supongamos que es vw; esta diagonal
comun; entonces, o bien vyw, es comin a T y T3, o bien es la diagonal wqv,
la que es comun a ambas, o bien en T; aparece una de ellas y en 75 la otra,
en cuyo caso un flip de arista las puede hacer coincidir (ver Figura 4.14). En
cualquiera de los casos se puede reiterar este mismo razonamiento a partir de
las diagonales coincidentes y obtenemos que T} y T se pueden transformar
entre s{ mediante una secuencia de flips diagonales.

Demostramos ahora que Ty y T, tienen al menos una diagonal comin, con lo
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Figura 4.14: (a) viw; diagonal comin a T3 y T5. (b) wyv, diagonal comin a
T1 y T,. (c) viw, diagonal de Ty y wyv, diagonal de 7.

que tendremos probado nuestro resultado. Denotemos por dr;(z), al nimero
de diagonales que parten del vértice z en la triangulacién T;. Es evidente que
1 < dr,(z) <3, para cualquier vértice z de la nube de puntos. Puesto que
todos los vértices juegan un papel simétrico, detallaremos la casuistica que
puede darse para el vértice vy, dependiendo del nimero de diagonales en las
que aparece en cada una de las triangulaciones. Observemos que si

dr;(v1) = 3 para i =1 6 2, necesariamente T} y T tienen alguna diagonal en
comun y que por tanto, los inicos casos a considerar son los siguientes:

a’) dTl(vl) = de(Ul) =1

Supongamos que en 77 existe la diagonal viw; y en T3 la diagonal vyws;
esto obliga a la existencia de los tridngulos vywyvy, viwyvs en 11 y
V1WVg, V1wevz en Ty y por lo tanto las diagonales vawy y vow, son
comunes a ambas triangulaciones (ver Figura 4.15 (a)).

b) dr,(v1) = 1;dg,(v1) =2

Supongamos que existen las diagonales viw, en Ty y viwy, viwz en Ty;
la primera de ellas determina en T los tridngulos vywavy y v1wgvs ¥
por tanto, dz, (ws) = 3, por lo que también existe la diagonal vsw; en
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(a) (b)

Figura 4.15: (a) dr,(v1) = dp,(v1) = 1. (b) dr,(v1) = 1;dp(v1) = 2

Ty (ver Figura 4.15). La diagonales vyw; y viws en T, determinan los
triangulos vyw; v, viwywz y vywsavs. La diagonal vaw; no puede ser
comin a Ty y T3 ya que se producirian cruces entre las aristas de 7.
Por tanto, el tridngulo vswsw; existe en Ty y la diagonal vsws esta en
ambas triangulaciones.

c) dr,(v1) = dr,(v1) =2
Es evidente en este caso que que al menos una de las dos diagonales
que parten de vy en T es comun a las dos triangulaciones.

Caso 2: n>6

Supongamos ahora un conjunto de n > 6 puntos y denotemos por vy,...,v, ¥
wy, ..., Wy a los vértices de las poligonales superior e inferior de las
triangulaciones, respectivamente.

Si existe un vértice v; (resp. w;) euclideo convexo en la poligonal superior
(resp. inferior), mediante una secuencia de flips diagonales, T} y T, se pueden
transformar en sendas triangulaciones Ty y T» que tienen una oreja comin en
el vértice v; (resp. w;). Por la hipétesis de induccién, las triangulaciones
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Ty — {v;} y To — {vi} (xesp. Ty — {w;} y Ty — {w;}) se pueden llevar la una en
la otra mediante flips diagonales y del mismo modo puede hacerse para Ty y
T, (ver Figura 4.16).

Figura 4.16: v; euclideo convexo.

S1 no existe ninglin vértice euclideo convexo en las poligonales, sea v; un
vértice cualquiera de la poligonal superior cuyos vecinos en orden ciclico son
{vic1a1a2...a,vi41} en Ty y {vie1b1ba...bsviy1} en Ty, respectivamente, donde
quizas alguno de los a; o b; pertenecen a la poligonal inferior (Figura 4.17
(a)). Consideramos el poligono P’ cuyo conjunto de vértices es el formado
por {v;_1, ay, as...ar, by, by..., b5, v;41} y donde dos vértices son adyacentes si
son consecutivos al barrer con una semirrecta de origen v; en sentido positivo.
Observemos que algunas aristas de este poligono son diagonales de Ty 6 Ts.

Si P’ encierra en su interior a algin punto z de la nube (Figura 4.17 (b)),
definimos un nuevo poligono P que tenga por vértices a z y a todos los de P’
y donde dos vértices son adyacentes si son consecutivos al barrer con una
semirrecta de origen v; en sentido positivo, como muestra la Figura 4.17 (c);
si no se diera esta situacién, continuariamos la demostracién con el poligono
inicial P'. '

Definimos ahora dos nuevas triangulaciones de la nube de puntos Ti,i=1,2,
de forma que (ver Figura 4.18):

¢ las aristas del poligono P son diagonales de T}, i = 1,2,
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Figura 4.17: (a)Ty y T». (b) Poligono P’. (c) Poligono P.

o las diagonales de Ty (resp. T3) que son interiores al poligono P,
aparecen como diagonales de T} (resp. de T3),

e el resto de las aristas que completan una triangulacién de la nube son
elegidas arbitrariamente, tanto en T; como en T, (aparecen con un
trazo discontinuo més grueso en la Figura 4.18).

Las triangulaciones Ty — {v;} y Ty — {v;} (resp. Ty y Ty — {v;}) tienen n — 1
vértices y las mismas poligonales superior e inferior, por lo que, aplicando la
hipdtesis de induccidn, se pueden transformar entre si mediante una
secuencia de flips diagonales; volviendo a afiadir a cada una de ellas el vértice
v, se obtiene que Ty ~; T (resp. Ty ~y Tz)

Por otra parte, si denotamos por Ti’, 1 = 1,2, a las triangulaciones que
resultan de eliminar de T, 7 = 1,2, el vértice v; y todas las diagonales
internas al poligono P, estas triangulaciones también tienen las mismas
poligonales superior e inferior y n — 1 vértices, por lo que, aplicando de
nuevo la hipétesis de induccién, tenemos que Tl’ y T2' se pueden transformar
entre si mediante una secuencia de flips diagonales. Ademas, puesto que P es
un poligono euclideo, es posible aplicar flips a las diagonales de T que lo
triangulan y transformarlas en las diagonales que lo triangulan en T3, de
donde obtenemos que Ty y T, se pueden transformar entre si por flips.

Tenemos entonces las siguientes equivalencias, que prueban nuestro resultado:
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Figura 4.18: Construccién de Tl y T4 a partir de T1 y T>.
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T1 Nf Tl Nf TQ Nf Tz

A

Observemos que las triangulaciones consideradas en el resultado anterior no
se ajustan a la definicién dada de triangulacién de una nube de n puntos en el
cilindro, en el sentido de ser un conjunto maximal de aristas, ya que las lineas
poligonales entre las que se encuentra comprendida la nube no tienen por qué
ser poligonales superiores e inferiores de la misma. De hecho, el resultado
que hemos obtenido es mds general y podemos obtener como corolario la
conexién del grafo de triangulaciones de una nube de n puntos en el cilindro,
cuando éstas estdn delimitadas por las mismas poligonales superior e inferior.

Corolario 4.3.1. Cualesquiera dos triangulaciones de un conjunto de n
puntos en el cilindro delimitado por las mismas poligonales superior e
inferior, se pueden transformar la una en la otra mediante una secuencia de
flips diagonales.

Demostracion: La demostracién es una consecuencia inmediata del resultado
anterior, simplemente observando que las poligonales superior e inferior son
un tipo particular de lineas poligonales que encierran a la nube. A

Otra consecuencia que se obtiene del Teorema 4.3.2 es la conexién del grafo
de triangulaciones de un poligono esencial. Recordemos que cuando
consideramos en la seccién anterior las triangulaciones de poligonos
pospusimos la demostracién de este resultado hasta haber tratado las
triangulaciones de nubes de puntos. Observemos, que un poligono esencial
puede ser considerado como una nube de puntos delimitada por las mismas
lineas poligonales y con interior vacio, es decir, todos los puntos de la nube se
encuentran distribuidos en las lineas poligonales. Obtenemos, por tanto, el
siguiente corolario.

Corolario 4.3.2. Cualesquiera dos triangulaciones de un poligono esencial
en el cilindro se pueden transformar entre si mediante una secuencia de flips
diagonales. ‘
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En la siguiente seccién estudiaremos otra propiedad del grafo de
triangulaciones de los poligonos esenciales.

4.3.3 El diametro del grafo de triangulaciones

En esta seccién veremos que existen poligonos esenciales para los cuales su
grafo de triangulaciones tiene didmetro cuadratico.

Teorema 4.3.3. Ezisten poligonos esenciales cuyo grafo de triangulaciones
tiene didmetro cuadrdtico en el nimero de vértices.

Demostracion: Consideremos el poligono esencial R,, con 2n + 2 vértices
{t1,t], a1, ..., Qn, b1, ..., by } tal que:

a) La linea poligonal que lo limita superiormente tiene por vértices a
t1,a1,..,a,} en este orden ciclico; t; es un vértice no euclideo convexo
K 3 ? b
y todos los a; son vértices euclideos concavos.

b) La linea poligonal que lo limita inferiormente tiene por vértices a
{t{,b1,...,bn} en este orden ciclico; t] es un vértice no euclideo convexo
y todos los b; son vértices euclideos céncavos (ver Figura 4.19).

Veamos ahora que existen dos triangulaciones de R,, tales que para
transformar una en otra se requiere un niumero cuadratico de flips diagonales.

Consideremos cualquier triangulacién T de R, y le asignamos un cédigo
como sigue: cada tridngulo T; de T tiene dos vértices en {t1,a1,...,an} ©
bien, dos vértices en {t{, by, ..,b,}. En el primero de los casos, asignamos un
1 a T;; en el segundo, se le asigna un 0.

Observemos que la diagonal t;t, est4 en cualquier triangulacién de R, por
ser ambos vértices no euclideos convexos. Si leemos los nimeros asignados a
los tridngulos de T' de izquierda a derecha y comenzando siempre por el
tridngulo a la derecha de la diagonal ¢}, obtenemos una secuencia de 0's y
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Figura 4.19: Rs y una triangulacién con cédigo 001001110110.

1's; esta secuencia es el cédigo asignado a T'. La triangulacién presentada en

la Figura 4.19, recibe el cédigo 001001110110.

Es evidente que a cada triangulacién de R, se le asigna una secuencia que
contiene exactamenten +1 0's y n +1 1's y que cada secuenciade n+1 0's
y n+1 1's define también una tdnica triangulacién de R,; tenemos por tanto,
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de triangulaciones de R, y el
conjunto de secuencias binarias que contienen n+1 0's y n + 1 1's. Las
aristas que admiten un flip diagonal en estas triangulaciones son facilmente
identificables dentro de la codificacién. Una arista interna de una
triangulacién T admite un flip diagonal si los tridngulos que la contienen
tienen asignados en la codificacién un 1 y un 0, respectivamente. Més atin, el
flip diagonal de una arista de T' corresponde a una transposicién de un 0 y
un 1 consecutivos en la codificacién de T'. Consideremos ahora las
triangulaciones Ty y T, de R, (ver Figura 4.20) que reciben los cédigos
siguientes:

Ty — 1,0,...,0,1,...,1,0
S~ S —
(n+1) (n+1)
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€,

t’l

(b)

Figura 4.20: Rs y dos triangulaciones con cédigos (a) 100000111110y (b) 011111000001.
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T, — 0,1,...,1,0, ...,0, 1
N S —
@m+1) (nt1)

Es evidente que para transformar una en otra se requiere un nimero
cuadrético de transposiciones, lo cual demuestra nuestro resultado.

4.4 Triangulaciones en el toro

En esta seccién nos detenemos a examinar las grandes peculiaridades que
presenta la superficie del toro al considerar en ella triangulaciones de nubes
de puntos y de poligonos.

4.4.1 'Triangulaciones de nubes de puntos

Dado un conjunto C' de puntos en el toro, llamamos triangulacion de C a
todo conjunto maximal de segmentos uniendo a dichos puntos de dos en dos
y de forma que no se intersequen entre si salvo, a lo mas, en sus puntos
finales. Con esta definicién y tal como ya habiamos comentado en la
Introduccién de este capitulo, si los puntos de C estan en posicién cilindrica
sobre el toro (esto es, comprendidos entre dos paralelos o dos meridianos
diametralmente opuestos), el estudio de las triangulaciones de C se reduce al
caso estudiado en la seccién anterior. '

Al tratar con nubes de puntos en el toro, la primera cuestién que surge de
forma natural es la de si todo conjunto maximal de segmentos que no se
intersecten entre si salvo, a lo sumo, en sus puntos finales, triangula a la
envolvente convexa del conjunto, como ocurre en €l caso plano. Desde luego,
la respuesta general a esta cuestién es negativa, ya que este hecho no es
cierto en la superficie cilindrica, como vimos en la seccién anterior y por
tanto no puede ser cierto en el toro si consideramos un conjunto de puntos en
posicion cilindrica.
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Mas atn, la coincidencia entre estas dos definiciones ni siquiera se tiene si
nos restringimos a nubes de puntos en posicién no cilindrica sobre el toro, tal
y como muestra la Figura 4.21, en la que el conjunto maximal de segmentos
no define ninguna cara triangular en la superficie, y més ain, una de sus
caras ni siquiera es 2—celular.

Sin embargo, si existen nubes de puntos que admiten triangulaciones que
dividen a la envolvente convexa, el propio toro, en regiones triangulares (ver

Figura 4.22).

memempemm——--—

Figura 4.21: Triangulaciéon de una nube de puntos en el toro que no posee
ninguna cara triangular. :

Esto nos hace pensar si existe alguna condicién sobre las nubes de puntos
que determine cudndo admiten o no una triangulacién que subdivida a la
envolvente convexa en regiones triangulares. Grima demostré en [26] que la
envolvente convexa en el toro de tres puntos en posicion no cilindrica es la
propia superficie y que la envolvente convexa en el cilindro de tres puntos en
posicién no euclidea contiene a la banda delimitada por los circulos maximos
que pasan por los puntos de mayor y menor altura, respectivamente. Por
tanto, para que la envolvente convexa de tres puntos sobre el toro delimite
una regién acotada por un 3—ciclo, los puntos deben estar en posicién
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euclidea. Si definimos un cuadrante en el toro como la region comprendida

entre dos paralelos y dos meridianos diametralmente opuestos, se tiene el
siguiente resultado.

Proposicién 4.4.1. Sea C una nube de puntos sobre el toro en posicidn no
cilindrica. St existe un cuadrante en la superficie que no contenga puntos del
conjunto en su interior, entonces ninguna triangulacion de C divide a su
envolvente convera en regiones triangulares.

Figura 4.22: Triangulacién de una nube de puntos en el toro con todas las caras triangu-
lares.

Demostracion: Supongamos, por reduccién al absurdo, que T es una
triangulacion de C' que tiene todas sus caras triangulares; denotemos por H
al cuadrante del toro que no contiene puntos de C en su interior (que aparece
sombreado en gris en la Figura 4.23) y por P al centro de H, que es un punto
de la superficie térica que no pertenece al conjunto C.
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Puesto que T' es una triangulacién del toro, existe un tridngulo v1v,vs con
vértices en C en cuyo interior se encuentra P. Supongamos que vy es el
punto de menor abcisa y V2 el de mayor ordenada del triangulo y sean g1 ¥
h, el meridiano y el paralelo que contienen a v1 y vg, Tespectivamente y gy
k!, sus diametralmente opuestos. Denotemos por H' al cuadrante que
delimitan estos pares de meridianos y paralelos.

Los cuadrantes H y H' tienen interseccion no vacia ya que el punto P es
interior al tridngulo vyvqvsa. Ademis, v3 € H' — H porque estd unido a vy y
v, y H no contiene puntos de la nube. Por tanto vs esté localizado en la zona
rayada de la Figura 4.23, en cuyo caso el tridngulo vivovs NO puede contener
al punto P y esto contradice nuestras hipétesis. A

Figura 4.23:

FEl resultado anterior nos proporciona una condicién suficiente para que una
triangulacién de una nube de puntos sobre el toro en posicién no cilindrica
divida a su envolvente convexa en regiones triangulares. Sin embargo, ésta
no es una condicién necesaria: existen nubes de puntos sobre el toro que no
dejan ningiin cuadrante vacio y triangulaciones de las mismas que no dividen
a la superficie tdrica en regiones acotadas por 3—ciclos. Un ejemplo.de este
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hecho se muestra en la Figura 4.24; en ella, ¢/ y ¢, denotan a los meridianos
diametralmente opuestos a los que contienen a los puntos a y c,
respectivamente y hj y h}; a los paralelos diametralmente opuestos de los que
contienen a los puntos ¢ y d, respectivamente. La regién sombreada no
admite ninguna diagonal y estd acotada por un 4—ciclo.

Figura 4.24: Una triangulacién de una nube de puntos en posicién no cilindrica que no

deja ninguin cuadrante vacio y en la que existe una regién acotada por un 4--ciclo.

Pero las triangulaciones de nubes de puntos en el toro presentan
peculiaridades todavia més espectaculares que las mencionadas
anteriormente: una misma nube de puntos puede admitir una triangulacién
que divida a la superficie térica en regiones triangulares'y otra que no lo
haga. La Figura 4.24 mostraba un ejemplo de una triangulacién de una nube
con una regién acotada por un 4—ciclo. Sin embargo, esa misma nube de
puntos admite otra triangulacién que si divide al toro en regiones
triangulares (ver Figura 4.25).

La cuestién es que en el toro, la construccién de una triangulacién de una
- nube de puntos depende de los segmentos anadidos en los pasos anteriores.
Aunque una situacién similar se da en las poligonales superior e inferior que
delimitan una triangulacién de una nube de puntos sobre el cilindro, una vez
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fijadas dichas poligonales, siempre es posible obtener una triangulacién de la
regién que queda entre ellas, independientemente de cuéles sean los
segmentos de partida, hecho que, como hemos comprobado, no ocurre en la
superficie torica.

Por ejemplo, en la triangulacién de la Figura 4.24, la existencia de los
segmentos ab, be, cd y da determina que las diagonales ac y bd sean
exteriores a la regién sombreada; sin embargo, en la Figura 4.25, al evitar el
segmento cd, pueden construirse las diagonales ea y eb, proporcionando una
triangulacién con todas las regiones acotadas por 3—ciclos.

Figura 4.25: Una triangulacién de la nube de puntos de la Figura 4.24 que divide al toro
en regiones triangulares.

De los ejemplos anteriores se deduce que el niimero de aristas de una
triangulacién de una nube de puntos en el toro no es constante y por lo
tanto, puesto que la operacion de flip diagonal no altera el nimero de aristas
de una triangulacién, podemos concluir que el grafo de triangulaciones de
una nube de puntos en el toro no es conexo.

En nuestro intento por encontrar otro marco mas restringido en el que
plantear la cuestién anterior nos preguntamos ahora si, dada una nube de
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puntos, existe una cota superior para el mimero de regiones que quedan sin
triangular y de nuevo el comportamiento de la superficie térica nos
sorprende, ya que la respuesta es negativa. Veamos como se puede construir
una triangulacién de una nube de puntos en el toro en la que queden tantas
regiones acotadas por 4—ciclos como queramos.

Consideremos el ejemplo de la Figura 4.26; en ella, h; y g; denotan el paralelo
y el meridiano que contienen a v;, respectivamente, y h. y ¢; a sus
diametralmente opuestos. La regién que aparece sombreada no admite
ninguna diagonal interior ya que w; estd a la derecha del meridiano
diametralmente opuesto al que pasa por v; y wy estd por debajo del paralelo
diametralmente opuesto al que contiene a vy. Ademas, los segmentos viv, y
wyw, pueden hacerse arbitrariamente pequenos, por lo que es posible ahadir
tantas regiones de estas caracteristicas como se quiera.

wabteaband

Prommcaseaccsancus

wmmammmenacanch

Figura 4.26 : Los segmentos v;v;41 y w;wiy1 se pueden hacer arbitrariamente pequefios.

Tampoco es posible dar una cota superior para el nimero de vértices que
aparecen en la frontera de una regién que no pueda ser triangulada. La
Figura 4.27 muestra un ejemplo de este hecho; A/ y h. denotan los paralelos
diametralmente opuestos a los que pasan por a y ¢, respectivamente, y ¢, y
g, los meridianos diametralmente opuestos a los que contienen a by d. Desde
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luego, las diagonales ac y bd son exteriores a la regién sombreada y es
evidente que por la posicién de los vértices v;, ninguno de los segmentos av; y
bv;, : = 1,...,n, son interiores a la misma. Ademés, los 4ngulos internos a la
regién en cada uno de los v; son mayores que 180° y por tanto, cualquier
segmento de la forma cv; 6 dv; es exterior a ella.

aa
;.-

Figura 4.27: Una regién que no admite ninguna diagonal acotada por un ciclo de longitud

arbitrariamente grande.

Veamos en la siguiente seccién que todas estas peculiaridades que presentan
las triangulaciones de nubes de puntos en el toro también se tienen al tratar
con poligonos en esta superficie.

4.4.2 'Triangulaciones de poligonos.

Como ya comentamos en una seccién anterior, el interior de un poligono en el
plano queda perfectamente determinado por su frontera, ya que ésta divide
al plano en una regién no acotada y en otra que si lo estd, siendo esta dltima
el interior del poligono. Lo mismo ocurria cuando tratamos con poligonos
euclideos en el cilindro. Sin embargo, en la esfera vimos que es necesario
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especificar cuél de las dos regiones en que queda dividida la esfera por una
linea poligonal cerrada y simple se considera como interior del poligono.

Q
o)

H
[}
1
1
'
'
'
'
1
'
'
LB
L] -

Figura 4.28: Un poligono en el toro que no admite ninguna diagonal.

Llamamos poligono en el toro a toda regién homeomorfa a un disco que esté
acotada por una linea poligonal cerrada y simple; a los extremos de los
segmentos de dicha poligonal los llamamos vértices del poligono. Observemos
que una linea poligonal cerrada y simple en el toro que no sea esencial, divide
a la superficie en dos regiones, una homeomorfa a un disco abierto y otra
homeomorfa al wedge de dos circunferencias (i.e., dos circunferencias unidas
por un punto), y con la definicién anterior estamos especificando cual de
estas dos regiones es el interior del poligono.

Si en la seccién anterior quedd claro que las triangulaciones de nubes de
puntos en el toro tenfan un comportamiento bastante anémalo con respecto a
otras superficies, veamos que las triangulaciones de poligonos también
presentan grandes peculiaridades en esta superficie. La primera anomalia que
encontramos es que existen poligonos que no admiten ninguna diagonal,
como el que se muestra en la Figura 4.28.

Al igual que ocurre con las nubes de puntos en el toro, la elecciéon de una
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diagonal en un poligono puede determinar la existencia o no de una
triangulacién del mismo, como se muestra en la Figura 4.29; en el caso (a), la
diagonal cd impide la existencia de cualquier otra diagonal y por tanto la
regién abed no puede ser triangulada, en cambio, el caso (b) muestra una
triangulacion del mismo poligono.
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Figura 4.29: Dos triangulaciones de un poligono, una que no lo divide en regiones trian-
gulares (a) y otra que si lo hace (b).

Para finalizar, observemos que los ejemplos anteriores demuestran que
tampoco tiene sentido en este marco tan general el problema de la conexién
del grafo de triangulaciones de un poligono, ya que existen poligonos para los
cuales no tenemos asegurada la existencia de una triangulacién, e incluso

aunque la posean, este hecho no es independiente de la eleccion de las
diagonales.

Incluso si nos restringimos a poligonos que admitan triangulaciones, el
problema de la conexién tendria que ser tratado de forma absolutamente
diferente a como se ha hecho en otras superficies, ya que todas las
demostraciones conocidas para este problema en el plano, la esfera o el
cilindro siguen un razonamiento inductivo en el que sé hace uso de que todo

poligono admite una diagonal, hecho que falla, como ya hemos visto, en el
caso torico.
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