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Luna, de blancos suspiros,
Otea el horizonte, mira,
Lucero en busca de amor,
Insufla el mio de vida.

A Loli. Mi Luna. Mi Lucero. Mi vida.
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Resumen

Descubrimos aqui el Algebra Homoldgica como un campo susceptible de un
tratamiento computacional moderno, en funcién de técnicas de perturbacién ho-
molégicas y a través del disefio, andlisis e implementacién de métodos avanzados
de generacién y comparacién de resoluciones, en funcién de contracciones entre los

complejos reducidos asociados.

Dec hecho, la primera parte de la labor aqui realizada comprende precisamente
la demostracién de la equivalencia de trabajar en Algebra Homoldgica a nivel de
resoluciones que escinden de la resolucién bar, o a nivel de contracciones entre los

complejos reducidos asociados.

En particular, cl resto de la memoria se circunscribe al contexto de los complejos
reducidos y contracciones entre ellos, aunque a veces nos referiremos a las resoluciones

correspondientes.

Afrontamos desde esta perspectiva el problema del célculo de los médulos de ho-
mologia de algebras conmutativas, diferenciales, graduadas, aumentadas y conexas
(brevemente, CDGAC-dlgebras), y productos semidirectos de grupos abelianos dota-

dos de una accién de grupos.

En el primero de los casos, realizamos una mejora ostensible del algoritmo que
se disefiara cn [14, 155] acerca de la determinacién de modelos homolégicos para
CDGAC-4lgebras, en funcién de lo que hemos llamado teoria de inversiones. Se trata
de clasificar elementos (segtin sus inversiones), de modo que se simplifica sobremanera
el comportamiento de los morfismos componentes de la contraccién de la construccion
bar del producto de dos dlgebras en el producto de las construcciones bares respec-
tivas. La tabla de comparacién que damos del tiempo requerido en el célculo de la
diferencial del modelo antes y después de considerar la teoria de inversiones causa, al

menos, asombro.

Con respecto al calculo de modelos homolégicos para productos semidirectos de
grupos, extendemos el trabajo rcalizado fundamentalmente en [10, 14, 11, 12, 21,
2], al caso de productos semidirectos de grupos A x, G con A y G abelianos no
necesariamente finitos, y accién de grupos. En la determinacién de una férmula
explicita para la diferencial de los modelos obtcnidos, realizamos también ciertas
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simplificaciones que recuerdan a las realizadas en la teoria de inversiones.

A partir de estos modelos para productos semidirectos, disefiamos un algoritmo
para generar matrices cociclicas (en particular, de Hadamard) sobre estos grupos; lo
que por ende permite disenar cddigos binarios no lineales éptimos para la correcciéon

de errores, scgin las cotas de Plotkin.

Como complemento del trabajo realizado incluimos aqui, en forma de apéndice,
las implementaciones realizadas en MATHEMATICA de las férmulas de las diferenciales
de los modelos homolégicos de CDGAC-dlgebras y productos semidirectos de grupos
abelianos.
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Introduccién

Hasta la fecha, el /flgebm Homoldgica [41, 126, | ha sido un campo generalmente
asociado a estudios de indole tedrica, a decir verdad de una traduccién computacional
en aparicncia inviable. Desde la nueva panordmica que la Teorfa de Perturbacién Ho-
molégica [152, 34, 85, 81, 98, 82, 148, 141] provee, en esta memoria establecemos una
perspectiva unificadora en cl estudio de resoluciones en funcién de contracciones entre
los complejos reducidos asociados y, progresando sobre éstos, disefiamos e implemen-
tamos algoritmos para el cdlculo de mdédulos de homologia de dlgebras conmutativas
y productos semidirectos de grupos abelianos, aplicando el iltimo de ellos para la
generacién de matrices cociclicas sobre productos semidirectos de grupos abelianos

finitos.

Tradicionalmente, el Algebra Homoldgica se ha considerado como una herramienta
atil en la demostracién de teorcmas de existencia no constructivos en Algebra y

Topologia Algebraica.

Hoy dia se acepta como origen de este 4rea los trabajos que a lo largo de las
primeras cuatro décadas del siglo se desarrollaron en relacién con los espacios esféricos
[103, 58, 59, 54], y lo que posteriormente se conocerfa como homologia; pero en reali-
dad nos podriamos remontar a finales del siglo pasado, a la luz del problema siguiente.

Dadas dos matrices M y N de modo que su producto M N es cero, y un vector
columna v de longitud n con Mv = 0, el indice d que mide la falta de pertenencia de v
al espacio generado por las columnas de NV coincide necesariamente con la diferencia de
n con la suma de los rangos de M y N. Pero este natural se pucde interpretar, ademas,
como la dimensién del espacio cociente Ker(f)/Im(g) del nicleo de la aplicacién lineal
f definida por la matriz M entre el cspacio imagen de la aplicacién lineal g definida

por la matriz N.

Esta primigenia idea se trasladé de cspacios vectoriales a médulos y complejos
simpliciales, de modo que a cada cspacio topoldgico se le asociaba una cierta estruc-
tura simplicial, y a partir de ésta se calculaba la homologia singular del espacio en
cuestién [55, 126]. Como todo invariante, constituia un elemento de clasificacién o

distincién entre cspacios.

Mais concretamente, cada n-simplice de un espacio topoldgico X dado tiene un
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borde que consiste en (n — 1)-simplices. Si llamamos K, al grupo abeliano libre
generado por todos los m-simplices, el operador d que asigna a cada n-simplice la
suma alternada de sus simplices borde constituye un homomorfismo 0 : K, = K, _1.
Dado que 90 = 0, tiene sentido considerar el cociente H,(X) = Kerd, /Imd,.1, que
¢s ¢l que se conoce como n-mdédulo de homologia de X.

El estudio de las propiedades de este tipo de objetos requeria el desarrollo para-
lelo de un lenguaje adecuado, que cristalizé en la teoria de categorfas y funtores,
apadrinada por Eilenberg y Mac Lane a finales de la década de los 40 [60].

Es comitn en Algebra Homolégica la consideracién de elementos de obstruccion
para ciertas construcciones, en el sentido de que dependiendo de que éstos verifiquen o
no cierta propiedad la construccién en particular es o no posible. De esta forma fue que
aparecieron los funtores ertension Ext y torsidn Tor [63, 125], piczas fundamentales

en Algebra Homoldgica.

Restringiéndonos a la categoria de grupos abelianos, dados A y C sendos objetos
de la categoria, el conjunto Hom(A, C) de todos los homomorfismos de grupos de
A en C constituye un nuevo grupo conmutativo, bajo el producto punto a punto.
Es mds, Hom(—, —) constituye un funtor covariante fijada la primera componente
y contravariante fijada la segunda, de modo que a cada o : A — A’ se le asocia
@ : Hom(A’,C) = Hom(A, C) con &(f) = fa.

A partir de un complejo (K, ), se puede generar pues otro complejo
Hom(K,, C) KA Hom (K, C) 9 Hom(K,,C) — - --

El grupo cociente H"(K, C) = Kerd,, /Imd,,, constituye el n-médulo de cohomologia

de K con coeficientes en C.

En este estado, la pregunta surgié de manera natural: ;podria determinar la
homologia de¢ un complejo K su cohomologia? En la bisqueda de solucién para este
interrogante, aparecié el grupo Ext'(A, C) de todas las extensiones de grupos de C
por A.

Una extensién de C por A es un grupo B O C con B/C = A, es decir, quc hace
de
E:0-C—>B—+A—-0

una sucesion exacta corta.
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Segtin el Teorema de coeficientes universales [126], para K un complejo con todos
los K, grupos libres, el médulo de cohomologia H"(K,C) viene determinado, salvo

extensién de grupos, por los médulos de homologia H,(K) y H,—1(K):

0 — Ext'(H,_,(K),C) - H"(K,C) - Hom(H,(K),C) — 0.

En el caso de no ser todos los K, grupos libres, hace falta recurrir a otro tipo
de métodos, que engloban las denominadas sucesiones espectrales [122, 131, 128], a

describir posteriormente.

Por otro lado, atendiendo al producto tensorial de grupos, a partir de un grupo
A y un complejo K se puede construir el complejo A ® K consistente en los grupos
A® K,.

A la pregunta de si es posible que la homologia de K determine de igual modo
la homologia de A ® K, si de nuevo nos restringimos al caso de complejos K libres,

aparecen sucesiones exactas de la forma
0— H,(K)— H,(A® K) — Tor; (A, Ho_1(K)) = 0;

donde Tor;(A,G) es un grupo, denominado producto torsion [126], que depende de
los elementos de orden finito en A y G, y viene generado por el conjunto de parcs
(a,9) € A x G para los que existe un entero m con ma = 0 = mg, sujetos a ciertas

relaciones adicionales.

Otra pregunta cldsica en Algebra Homoldgica es la de si se puede determinar la
homologia del producto cartesiano de dos espacios conocidas las homologias de los
factores. En este sentido, resulta fundamental el uso del Teorema de Filenberg-Zilber
[66, 63, 1], que conecta el producto cartesiano de complejos con su producto tensorial.
Con esta relacién en mente, el Teorema de Kinneth [111, 126] da una solucién:

0= > Hy(K)®Hy(L) = Hy(K®L)— ), Tori(Hy(K),H,y (L)) —0,

pt+g=n pt-g=n—1

en la que Tor; desempeiia un papel fundamental.
Consideremos ahora de nuevo una sucesién exacta de la forma

E:0-C—->B—-A—=0,
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de modo que la sucesion
E0-0(C®G—>BRGE3>ARG =0,

resulta ser exacta, salvo posiblemente en el extremo C ® G.

Resulta que el funtor Tor; permite recuperar la exactitud, a través de la aplicacién
E, : Tor1(A,G) — C ® G que envia Tor; (A, G) sobre el nicleo de C ® G = B ® G
la sucesion

E :0 — Tor, (C,G) = Tor1(B,G) = Tory(4,G) 3 C®G + B®G
vuelve a ser exacta.

De otro lado, un homomorfismo C' — G no tiene por qué poder ser extensible a
un homomorfismo B — (, de modo que la sucesién

0 — Hom(4, G) - Hom(B,G) = Hom(C,G) — 0

puede no ser exacta en el extremo Hom(A, G). La existencia de un homomorfismo
E* que conecta Hom(C, G) con Ext'(A4, @) permite obtener la sucesién

0 — Hom(A, G) — Hom(B,G) — Hom(C,G) &

5 Ext!(4, G) — Ext!(B,G) — Ext}(C,G) — 0,

que si es exacta.

El homomorfismo E* funciona asi: a cada o : A — G, se le hace corresponder la
extensién aF : 0 = G — (G @ B)/ < (a(a),a >—= C = 0.

Es més, para cada extension 0 - A - B — B/A — 0, un homomorfismo
a : A — G puede llegar a extenderse a un homomorfismo de B en G si y sdlo si la

extensién of escinde.

Si ahora reemplazamos grupos abelianos por médulos sobre un anillo conmutativo
A, Ext'(C,G) queda definido de igual modo como un A-médulo, aunque la sucesién
precedente no tiene asegurada la exactitud en el término Ext'(C,G). En cualquier
caso, quedan definidos nuevos funtores Ext™(C, &) quc van midiendo esta falta de

exactitud, de modo que la sucesién

.« = Ext™(4,G) = Ext™(B, G) — Ext"(C,G) 5 Ext"*(4,G) — - --
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es exacta.

De hecho, los elementos de Ext" (A, G) son ciertas clases de equivalencia de suce-

siones exactas largas del tipo
0—+G—B, 1> B —=A—=0,
con n médulos intermedios entre G y A.

En un discurrir andlogo, se puede definir los funtores torsién generalizados
Tor,(C,G) a partir de ciertos generadores y relaciones; de modo que la sucesion

oo — Torp41(A, G) B Tor,(C, G) — Tor, (B, G) — Tor,(A4,G) — - - -
es exacta.

Los funtores Ext™ y Tor, se revelaban, pues, como elementos fundamentales en el
campo del Algebra Homoldgica, intrinsecamente relacionados no sélo con problemas
de (co)homologfa, sino también con cucstiones cldsicamente de corte algebraico mas
puro (sirva de ejemplo que en caso de tomar como A un anillo local noetheriano
conmutativo de ideal maximal m, la dimensién de Krull de cualquier A-médulo A se
reinterpreta como el menor natural n para el que Ext"(A/m, A) es no nulo 93, 79]).
Ahora bien, jc6mo calcular estos médulos de manera eficiente? La respuesta llevé a

la consideracién de mddulos proyectivos y resoluciones.

Un moédulo proyectivo es aquel médulo P para el que cualquier homomorfismo
P — B/C admite una elevacién P — B. Atendiendo a la propiedad universal que
caracteriza a los médulos libres, es claro que cualquier médulo libre es asimismo
proyectivo; de donde cualquier médulo se puede considerar como cociente de un

maodulo proyectivo.

Dado un médulo A4, tomemos su descomposicién como cociente de un médulo

proyectivo Fy en la forma
Ppb—+A—-0

de sucesién exacta. El médulo que conforma el nicleo de P, — A de nuevo admite
una representacién como cociente de un cierto moédulo proyectivo Py, proceso que
iterado de forma indefinida desemboca cn la aparicién de una resoluciéon proyectiva

de A,
"'PQ—)P1—>P0—)A—-)0,
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sucesion por construccién exacta.

Por medio del teorema de comparacion [126], se comprobé que dos resoluciones
proyectivas P y P’ de A eran bésicamente indistinguibles, en el sentido siguicnte.

Dadas dos resoluciones proyectivas de A,

S P = P 45 B S5 450
T At h st fo I
» P 5 P35 P45 A0
por construccién de los P; y P/ y definicién de médulo proyectivo, existe una familia
de aplicaciones f; = P; — Py f; : P/ — P, de modo que &' fi11 = fi0 y 0f},, = fi0';
es mds, las composiciones ff'y f'f resultan ser homotdpicas a la identidad: 1— ff' =
¢ + ¢y 1~ f'f =0+ dp, para ciertos morfismos de médulos ¢ y .

De este modo, dos tales resoluciones inducen médulos H, (P ® G) y H,(P' ® G)
isomorfos, de donde H, (P ® G) no depende de la cleccién de la resolucién P, sino
tan sélo de A y G mismos.

Lo destacable es que se comprobd que H,(P ® G) resultaba ser el propio
Tor, (A, G). De forma andloga, también se concluyé que Ext"(A,G) coincidia con
H"(P,G). Luego el célculo de Tor y Ext venia intrinsecamente ligado al cdlculo de

la homologia y cohomologia, via resolucioncs.

Otra fuente de inagotable valor en el comienzo del Algebra Homoldgica fue el
método de los modelos aciclicos [62, 84], que en funcién de médulos aciclicos (de
homologia nula, salvo en grado cero, que coincide con el anillo base), permite es-
tablecer en determinadas circunstancias equivalencias de homotopia (cn el sentido
anteriormente expuesto en el caso del teorema de comparacién de resoluciones). En
particular, la primera prueba del ya citado Teorema de Eilenberg-Zilber se claboré

mediante esta técnica [66, 63].

Pero una vez quec las bases del Algebra Homolégica estaban sentadas, con los
elementos y procedimicntos indispensables definidos, el objetivo primordial se torno
en alcanzar calculos concretos. Lamentablemente, la teoria de los modelos aciclicos
se presentaba como una utilisima herramienta en la resolucién tedrica de problemas
de existencia, pero no revertia de igual modo en la determinacion explicita de las

construcciones en cuestiéon. Con este proposito, Leray concibid, estando preso en un
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campo de concentracién en la Segunda Guerra Mundial, la idea de tratar el pro-
blema desde la perspectiva de sucesiones espectrales [122], que permitieran alcanzar
los cdlculos de forma progresiva, grado a grado. La cristalizacién algebraica de esta
idea fue establecida por Koszul y Cartan en los afios siguientes [108, 39], y Massey

llevé a cabo un desarrollo equivalente en términos de pares ezactos [128].

Una sucesién espectral de homologia en una categoria dada con comienzo en E“
(generalmente, a = 2), consiste en una coleccién de objetos bigraduados en los enteros,
T W : n T . T T 1
{E} }, para 7 > a 'y “diferenciales” dj , : Ej, — Ej 1. (en el sentido de que
d"d" = 0), de modo que

E;:;l = H,(E;,) = Ker(dy, ) /Tm(dp ;. g ri1)-
El grado total del término E7  esn=p+gq.
De forma anéloga se puede definir una sucesién espectral de cohomologia.

Una tal sucesién se dice acotada cuando para cada n existe sélo un nimero finito
de términos no nulos de grado n, de modo que para cada par de enteros p y ¢ a partir
de un ro en adelante es E;;;l = E] , para todo 7 > ry. En este caso, el valor estable

T [ o]
Ep,q se denota como Ep,q.

Una sucesién espectral se dice que converge a H, cuando cxiste una filtracién

finita
OZFSHnC_:"'ng—lHnngHng'”gFtHn:Hn

para cada objeto H, de modo que EJ, = F,Hyiy/Fp_1Hpiq. En cste caso, se suele

[/
denotar EJ , = Hp .

Por ejemplo, esta situacién se alcanza tomando como partida un complejo C' y
una filtracién finita de cada médulo C,,. En este caso, E) = Hp4(C).

En particular, las sucesiones espectrales proveen una generalizacién de la férmula
de Kiinneth [126]): dados K y L complejos positivos de A-médulos a derecha e
izquierda, respectivamente, con H(Tot|[Tor,, (K, L)]) = 0 para m > 0 (condicién que
se verifica en el caso de ser K plano), entonces existe una sucesion espectral {E} d-}

con
By, = . Tor,(Hy(K), Hy(L)), E . A HK®L).

s+i=q
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Estc mismo cuadro se puede aplicar en muchos casos para determinar la
(co)homologia de algunos objetos, como la homologia de espacios fibrados (sucesiones
espectrales de Leray-Serre [122, 151] y Eilenberg-Moore [64, 65, 144]), la cohomologia
de G-mddulos para G grupo de subgrupo normal conocido (sucesiones espectrales dc
Lyndon [124], Hochschild-Serre [150, 94]), etc.

Las sucesiones espectrales de Leray-Serre se utilizan para determinar la
(co)homologia del espacio total de una fibracién a partir de las (co)homologias de
la base y fibra; de modo que si F — E 5 B es una fibracién con B conexo por

caminos, existe una sucesion espectral {E**,d,} con
E" = HP(B; H'(F; R)),

convergente a H*(E; R) como algebra, con R anillo conmutativo con unidad. Un
resultado anédlogo se tiene en homologia.

Las sucesiones espectrales de Eilenberg-Moore abordan este problema desde la
perspectiva de determinar la cohomologia de la fibra (resp., base) en funcién de las
cohomologias del espacio total y la base (resp., fibra); dc modo que siw : E — B
es una fibracion y f : X — B una funcién continua, entonces existe una sucesion
espectral {E»*,d,} con

Ey* = TOI‘:I'f(B;R) (H*(X;R),H*(E; R)),

que converge a H*(Ey; R) bajo condiciones adecuadas, donde Ej cs el espacio total

de la fibracién que resulta de realizar el “pullback” de 7 sobre f.

Supongamos ahora que el punto de partida es una sucesién exacta corta de grupos,
l1>oN->G—-oQ -1,

y A un G-mdédulo. En la linea de las sucesiones espectrales anteriores, seria interesante
determinar si es posible relacionar la cohomologia de G con las cohomologias de N y
Q. La respuesta vienc de la mano de las sucesiones espectrales { £%*,d"} de Lindon-
Hochschild-Serre, de modo que

EP? = HP(Q; HI(N, A)).

Y asi podriamos seguir describiendo sucesiones espectrales apropiadas para diver-
sos problemas en (co)homologia. John McCleary mismo intuye en la introduccién de
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[131] la existencia de una maquinaria particularizada para cualquier objeto graduado
H* dado, en el sentido del “teorema” siguiente: existe una sucesion espectral con Eg™*
isomorfo a “algo computable” y convergiendo a H*, lo que es deseable. La conside-
racién de sucesiones espectrales permitid, de hecho, esquivar en lo posible la enorme
dificultad en los calculos explicitos en el &mbito general del Algebra Homolégica hasta

nuestros dias.

En el camino, se comprobé la necesidad de considerar la mayor cantidad de in-
formacién posible a la hora de efectuar célculos concretos, lo que se traducia en la
necesidad de enriquecer en lo posible las estructuras de los objetos de partida. Se hizo
hincapié, de este modo, en el estudio de estructuras algebraicas mas completas que
los “simples” médulos, grupos o espacios topolégicos; como las (co)dlgebras, dlgebras
de Hopf o H-espacios. Esto implicé un esfuerzo adicional para adaptar a estas cate-
gorias la maquinaria de célculo existente, y sucesiones espectrales convenientes fueron

apareciendo a tal efecto.

Es convenicente que analicemos mas detenidamente la cuestién de los H-espacios,
que no son més que espacios topolégicos X dotados de una aplicacién producto p,
continua, y un punto senalado que ejerce la funcién de unidad bilateral.

Resulta que el producto x en X no tiene por qué ser asociativo. Més atn, la aso-
ciatividad de p no conforma un invariante por homotopia. Si lo seria la asociatividad
homotépica de p, en el sentido de que las aplicaciones (1 x p) y p(p x 1) fueran
homotdpicas.

Sin embargo, en ocasiones este concepto no resultaba ser suficientemente fino,
y surgia la necesidad de definir un concepto de asociatividad mds apropiado. La
respuesta la dio Stasheff [157, 158] con la introduccién de lo que se dio cn llamar
Ay-estructuras, que daban lugar a una asociatividad fuertemente homotépica: no
bastaba que las aplicaciones anteriores fueran homotépicas, sino que los productos de
més de tres factores también habrian de verificar ciertas relaciones de asociatividad

homotdpica, que Stasheff abstrajo en forma de poliedros.

El concepto de Ao -estructura traspasé hasta el campo de médulos y dlgebras, y
facilité el cubrir ciertas fallas histdricas en Algebra Homoldgica; como, por ejemplo,
el hecho de que la diferencial del modelo que disefiara Hirsch para el complejo de
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cocadenas de ciertos espacios fibrados,
(C*(B)® H*(F), D), D=d®1+4+1®d+ términos de orden superior,

pareciese no ser derivacion para ninguin producto: con la determinacion de una A,.-
estructura subyacente en el modelo de Hirsch, la diferencial D se torna derivacién
(85].

También en este periodo, comprendido entre finales de los afios 60, 70 e in-
cluso inicios de los 80, se desarrollé la teoria conocida como homotopia racional
[137, 138, 161, 162, 163], que, trabajando genéricamente con coeficientes en el cuerpo
de los ndmeros racionales, procuraba el encontrar “mdédulo torsién” (i.c., conser-
vando la informacién sin torsién) objetos algebraicos con invariantes de calculabilidad
“factible” (llamados modelos [29, 88, 89, 90]), topolbgicamente equivalentes a espa-
cios topoldgicos de homotopia y/o (co)homologia desconocida y de determinacién en
apariencia complicada. Se trataba de una consolidacién del espiritu subyacente en
la teoria de los modclos aciclicos. La aportacién fundamental de esta teoria, a nues-
tro entender, va mas allad de los modelos concretos que haya podido establecer segiin
la categoria considerada, sino en el propio hecho de buscar objetos algebraicos que
simplifiquen el cdlculo de invariantes en espacios mas complejos.

Los padres de la homotopia racional son Quillen y Sullivan, a finales de los 60
y principios de los 70, quienes establecieron, respectivamente, equivalencias entre las
categorias homotdépicas de espacios racionales simplemente conexos y la de cadenas
de dlgebras de Lie, el primero; y una correspondencia entre los tipos de homotopia
racional de espacios simplementc concxos y unas ciertas cocadenas de algebras con-

mutativas libres, el segundo.

A partir de entonces se han sucedido aportaciones continuas, de la mano de diver-
sos matemdticos; citemos aqui a Halperin [88, 89, 90], Félix [67, 68], Lehmann [119],
Lemaire y Sigrist [120, 121], Thomas [69],. ..

Desde finales de la década de los ochenta va tomando cuerpo una alternativa,
a principios tedrica, y actualmente de comprobada solvencia computacional, para
atacar el problema dcl cdlculo en Algebra Homoldgica: la Teoria de Perturbacién
Homoldgica [152, 34, 85, 81, 98, 82, 148, 141].

Fueron fundamentalmente Gugenheim, Lambe y Stasheff quienes, formalizando
trabajos ya cldsicos de W. Shih [152] y R. Brown [34], scntaron las bases de la Teor{a
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de Perturbacién Homoldgica tal como la conocemos hoy [81, 82].

En sus comienzos, se restringi6 su aplicacién como una mera herramienta de de-
mostracién de teoremas de existencia, al estilo del método de los modelos aciclicos.
Incluso, el proceso utilizaba también equivalencias de homotopia particulares (con-
tracciones), aquellas en las que la composicién de los morfismos en un sentido fijo

coincidia con la aplicacién identidad.

De hecho, la idea que subyace en esta teoria es, partiendo de una contraccion entre
médulos diferenciales graduados, modificar convenientemente la estructura diferencial
de uno de ellos, de modo que se obtenga una nueva contraccién cntre los médulos
graduados iniciales, dotados de estructuras diferenciales “perturbadas”. El Lema
Bdsico de Perturbacidn [152, 85, 81] garantiza que bajo ciertas hipétesis de nilpotencia
en la “perturbacién” de la estructura diferencial del médulo de partida, el proceso
de generar la nueva contraccién es viable, finito y algoritmico, con salida férmulas

explicitas para los morfismos componentes de tal contraccion.

Esta técnica permitié reenunciar los teoremas de E. Brown [33] y Eilenberg-
Zilber torcido [63] en funcién de perturbaciones de las estructuras diferenciales [1],
redescubrir las A, -estructuras como procesos de perturbacién de médulos tensoriales
[85, 82, interpretar estos procesos como construcciones de Ae-cocadenas (cocadenas

de propiedades extrapoladas de las cocadenas de Brown), etc.

Pero, ademds, en un paso posterior, se concibié el Lema Bésico de Perturbacién
1no sélo ya como un teorema de punto fijo de utilidad meramente tedrica [27], sino
que también se aprecié las férmulas que ofrecia como salida para la determinacion
de calculos explicitos en Algebra Homolégica [148, 149]: estudio de la (co)homologia
de grupos nilpotentes libres de torsién [117, 112, 113, 98], grupos metaciclicos [101],
extensiones centrales de grupos [117, 143], homologias de Hochschild y ciclica de
4lgebras conmutativas diferenciales graduadas [14, 155], homologia de fibrados [9, 21],

operaciones cohomolégicas [77, 76],. . .

M4s ain, en la linea iniciada por la teorfa de homotopfa racional, esta vez traba-
jando sobre cualquier anillo de coeficientes, el objetivo perseguido es la determinacion
de objetos homolégicamente equivalentes (via contracciones) a los dados, pero cuyo
calculo (co)homolégico es sensiblemente menos complejo. Se habla entonces de mo-
delos homoldgicos [29, 22].
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En este sentido, son varios los programas que intentan formalizar una plataforma
informética basica para el calculo en Algebra Homoldgica (Axiom [113, 116], GAP,
MAGMA [31, 38|, Kenzo, etc.), dc los cuales Kenzo proviene directamente de la Teoria
de Perturbacién Homolégica. Este programa surgié de la colaboracién Sergeraert-
Rubio [148, 144, 149] a finales de los 80 y principio de¢ los 90, y tiene como piezas
claves la codificacidn explicita del operador de homotopia SHI de la contraccion clasica
Eilenberg-Zilber y las cocadenas de torsién asociadas en el sentido de Brown (cocadena
de Sczarba [165], del propio Shih [152], etc.); y la reutilizacién continua de los datos
que genera como salida, por medio de una conveniente programacion funcional que
explota las propiedades del lenguaje Lisp, particularmente versatil en el tratamiento

de listas.

Del mismo modo que ocurriera en las etapas previas, también se considerd en
la Teoria de Perturbaciéon Homoldgica el problema del estudio de la preservacién
de estructuras algebraicas adicionales. De forma independiente, Gugenheim-Lambe-
Stasheff [81, 82], dc un lado, y Huebschmann-Kadesihvili [102], de otro, concluyeron
condiciones a verificar en las contracciones de (co)élgebras para la preservacion de
dichas estructuras (co)multiplicativas, que resultaron ser excesivamente restrictivas:
al igual que ocurriera con la asociatividad estricta en los H-espacios, estas condiciones

no se verificaban con tanta generalidad como hubiera sido descable.

En 1996, de la mano de Real [141], se consideraron resultados innovadores acerca
de la preservacién de estructuras algebraicas mas débiles, pero a la vez de presencia

mucho mas frecuente en Algebra Homolégica.

Es desde esta perspectiva en que en este trabajo nos planteamos el estudio de
tres elementos clasicos en Algebra Homolédgica: resoluciones, homologia de algebras
conmutativas y homologia de ciertos productos semidirectos de grupos.

Organizamos la memoria en cinco capitulos bien diferenciados.

El primero es un compendio de todos los conceptos de Algebra Homolégica que
se utilizardn posteriormente, en lo que concierne a la parte cldsica (complejos y con-
juntos simpliciales, mdédulos y (co)algebras diferenciales graduados, A-estructuras,
etc.), y la incipiente Teorfa de Perturbacién Homol6gica. Intentamos respetar en la
exposicién, en la medida de lo posible, la evolucién histérica que hemos advertido
en esta introduccion, interpretando a veces conceptos ya tratados desde diferentes
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puntos de vista. El motivo de incorporar un capitulo de preliminares tan extenso, en
lugar de circunscribir estas nociones previas al inicio de los correspondientes capitulos
principales, se debe al hecho de que se interrelacionan unas con otras de tal forma
que se hace practicamente inviable el considerarlas divididas en partes distinguidas.

En el segundo capitulo clarificamos cl contexto de las resoluciones que escinden
de la resolucidn bar [113, 114, 115, 16], aqucllas que admiten una contraccién de

comparacién con la resolucién bar.

M4s concretamente, primero estudiamos propicdades multiplicativas subyacentes
en la contraccion de comparacidn candnica [114, 115] entre una resolucién que escinde
de la resolucién bar y la propia resolucién bar; desde el novedoso punto de vista de la
Teorfa de Perturbacién Homolégica que Real proporciona en [141] con la distincién de
tipos de contracciones de 4lgebras, segun el grado de compatibilidad con las estruc-
turas multiplicativas que en cllas intervienen. Concluimos que una tal contraccion
de comparacién candnica es, en gencral, una contraccién de dlgebras casicompleta
(Teorema 2.3.2).

Por otro lado, para aquellas resoluciones que cscinden de la resolucién bar (segin
una contraccién de comparacién), detectamos una Ae-cstructura inherente (Teorema
2.4.3), naturalmente heredada de la estructura de codlgebra de la construccién bar.
En este proceso, serd necesario demostrar ciertas propiedades de compatibilidad entre
una resolucién que escinde de la resolucién bar y sus complejos reducidos asociados
(teoremas 2.4.1 y 2.4.2), y un resultado mas general que comprende la transferencia
de la estructura de codlgebra en un producto tensorial torcido, a partir de una con-
traccién y bajo ciertas hipétesis adicionales, en la estructura de una An-codlgebra y
un Ay-producto tensorial en el DG-médulo de llegada de la contraccién (Teorema
2.4.4).

Ademés, estudiamos el problema general de la comparacién de resoluciones
contrictiles al anillo base, de modo que que aunque no siempre es posible la deter-
minacién de una contraccién de comparacién con la resolucién bar (Teorema 2.5.8);
demostraremos que en cualquier caso siempre existe un sombrero de contracciones de
comparacién para estas resoluciones (Teorema 2.5.4), que extiende de manera natural
a la contraccién de comparacién canénica (Teorema 2.5.5).

En conclusién, deducimos que en el manejo de resolucioncs que escinden de la




xxviil

resolucién bar es equivalente trabajar a nivel de resoluciones o a nivel de contracciones
entre los complejos reducidos asociados (Teorema 2.5.9). En el resto de la memoria
se optard por esta segunda forma de trabajar.

Dedicamos el tercero de los capitulos a la mejora sustancial de un algoritmo de
calculo de la homologia de dlgebras conmutativas diferenciales graduadas (Teorema
3.2.5), que ya sc diera en [14, 7, 155]. Fundamentalmente, enunciamos la teoria
de inversiones (Definicién 3.3.1, Lema 3.3.2), con germen en el trabajo de Real en
[141], que permite rebajar de una manera radical la complejidad del algoritmo inicial
(Teorema 3.3.3); la tabla comparativa que incluimos en este apartado da muestra del
ostensible grado de simplificacién logrado en la nueva férmula (Teorema 2.9) para
la diferencial del modelo propio del Teorema 3.2.5. Esto nos ha permitido elaborar
un programa en MATHEMATICA para el cdlculo concreto de la homologia de estas
dlgebras, presentado ya en [5], que mejora en mucho los ataques de los proyectos
[23, 132, 70]. Este trabajo concerniente a la teorfa de inversiones ha sido presentado
ya cn distintos foros [42, 43, 44].

Asimismo, concluimos un resultado acerca de resoluciones que escinden de la reso-
lucién bar [16] para estas dlgebras tan particulares (Teorema 3.4.8), y atacamos la
n-homologia entera de dlgebras conmutativas (Proposicién 3.4.7) a partir de la factori-
zacién que da el Corolario 3.1.3 de un algebra de potencias divididas como producto
tensorial torcido de dlgebras exteriores y polinomiales (que no es mas que un caso
particular del esquema que se propone cn ¢l Teorema 3.1.1) y del trabajo analogo
rcalizado por nuestra compailera Silva en el caso de trabajar con coeficientes en Z )
[155].

El siguiente capitulo trata cl problema de la homologia de grupos, y mas con-
cretamente, el de productos semidirectos de ciertos grupos. Inspirados en el trabajo
de Lambe y Stasheff acerca de la homologia de extensiones centrales de grupos [117],
progresamos sobre los trabajos [10, 14, 11, 12, 21, 2] acerca de la existencia de un
modelo para productos scmidirectos de grupos abelianos finitos con accién de grupos
(Teorema 4.2.4), y lo extendemos en caso de considerar grupos abelianos no necesa-
riamente finitos (Teorema 4.2.6). Para ello, serd fundamental utilizar las herramientas
desarrolladas en el capitulo 2 para obtener, a partir de una resolucién de Z sobre
Z[Z], otra resolucién con unas propiedades muy particularcs (Proposicién 4.2.5).
Ademds, utilizando argumentos similares a los de la teorfa de inversiones, damos
una versién simplificada para la féormula explicita de la diferencial de los modelos



XXIX

obtenidos (Teorema 4.2.7).

Incluimos también un apartado acerca de resoluciones que escinden de la reso-
lucién bar de estos productos scmidirectos (Teorema 4.3.1), fundamentdndonos en los

teoremas 2.4.4 y 2.4.3 del capitulo segundo.

En lo referente a las aplicaciones, extrapolamos la labor realizada por de Launey y
Horadam, en relacién con la generacién de bases de matrices cociclicas de Hadamard
con soporte un grupo [52, 53|, al caso de estos productos semidirectos de grupos.
Estableceremos aqui, al amparo de la Teoria de Perturbacién Homolégica, un método
genérico para la construccién de matrices cociclicas sobre grupos con modelos ho-
molégicos conocidos (Teorema 4.4.14, Algoritmo 4.4.15). Este trabajo tiene aceptada
su publicacién en la forma [4]. También hablaremos del paso a matrices dc Hadamard
y c6digos binarios no lineales correctores de errores [13, 3] éptimos segiin las cotas de
Plotkin.

En cl quinto y dltimo capitulo, en forma de apéndice, explicamos cémo se ha
llevado a cabo la parte de programacién de los algoritmos descritos en la memoria,
y comentamos aquellas rutinas que nos pareccn més relevantes. Por este orden,
abordamos primero el programa que calcula la homologfa a partir de la forma normal
de Smith de las matrices asociadas a la diferencial; después, el programa que calcula
el modelo de una &lgebra conmutativa diferencial graduada [5, 43]; y, para finalizar,
aquel que determina la homologfa de los productos semidirectos de grupos tratados
en el capitulo cuatro [6]. Este tltimo se podria enriquecer disefiando un programa que
generase matrices cociclicas y matrices cociclicas de Hadamard, amén de los c6digos
correctores de errores éptimos asociados, a los productos semidirectos tratados en el
capitulo cuarto. Nosotros nos hemos limitado a realizar estos cdlculos sobre grupos

concretos, que detallamos al término de dicho capitulo.
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Capitulo 1.

Fundamentos en Algebra Homolégica.

A lo largo de este apartado vamos a recopilar definiciones y resultados propios del

Algebra Homolégica.

Trataremos de organizar una exposicién de los contenidos del capitulo, en la me-

dida de lo posible, paralela a la ¢volucién histérica de esta materia.

Textos béasicos de referencia para los primeros resultados, propios del Algebra
Homolégica clésica, son los fundacionales [41] y [126], y ¢l més moderno [174].

En la teorfa de médulos es indispensable fijar un anillo base. En el desarrollo de
esta memoria tomaremos como anillo base a uno conmutativo con elemento unidad
no nulo, que notaremos por A. En la préctica, estc anillo serd casi siempre Z, salvo

que se precise explicitamente de otro modo.

Antes de comenzar es necesario que fijemos ciertas notaciones, que seran utilizadas

a lo largo de todo el trabajo.

El morfismo identidad de un médulo M lo denotamos simplemente por 1, a no ser

que una posible confusién nos obligue a tomar la mds engorrosa eleccion de 1.

También con vistas a aligerar la notacién, si f y g son dos morfismos que admiten

ser compuestos, tal composicién la denotamos como fg.

Asimismo, si f : M — M es un morfismo de médulos y n un entero positivo, la

composicién f " f se denota por f™.

Un dlgebra A es un médulo dotado de un producto asociativo p: A® A — A con
unidad bilateral n : A — A, que se conoce como coaumentacion.

3
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Andlogamente, una codlgebra C' es un médulo dotado de un coproducto asociativo
A C = C®C con counidad bilateral £ : C — A, que también se llama aumentacion.

Un mddulo graduado es un médulo M que admite una representacion como suma
directa, con indices en los cnteros, de una familia de submddulos suyos, { M, }nez;

esto es:
DM, =M.

nEcz
En general, salvo quc se exprese lo contrario, entenderemos que tal graduacion se
hace sobre los enteros no negativos.

Para denotar que M es un médulo graduado seguiremos una notacion que haga
referencia a la familia de submédulos que lo caracterizan: M= {M,}n>0.

Un elemento z de M se dice homogéneo de grado n cuando z € M,; en tal caso,

escribiremos |z| = n.

Es obvio que el anillo A constituye, en si mismo, un médulo graduado, siendo
A ={An}ns0, con Ag = Ay A, =0 paran > 0.

Un morfismo de mddulos graduados de grado p es un morfismo f : M — N enfre
mddulos graduados de modo que f(M,) C Nyip, paran > 0. Se denota como | f| = p.

Un médulo graduado M se dice conezo cuando My = A; se dice simplemente

conezo cuando es conexo y M;=0.

Dado un médulo graduado conexo, podemos definir el médulo graduado M, con
M, = M, paran>1y M, =0.

Ademaés, dado f : M — N morfismo de médulos graduados conexos, se tienc un
morfismo f : M — N naturalmente asociado a f, segtin la relacién f(a) = f(a).

Dados M y N mdédulos graduados, M ® N adquiere la estructura de mddulo

graduado con
(M®N)n = @ (MP®NQ)'
p+g=n

Claramente, se tienen las identificaciones candnicas siguientes:

M®A=M, y A@M=M.



A lo largo de esta memoria, adoptaremos la convencién de Koszul que define el
producto tensorial de dos morfismos de médulos graduados de la forma, natural, salvo
un signo a determinar. Més concretamente, si f: M — M'y g : N — N' son dos

morfismos de médulos graduados, su producto
fRg: M®N — M @ N’

satisface
(f®9)(z®y) = (-1)"Ff(z) ® g(y).

En particular, se tiene que
(f@g)(h®k) = (1) (fh® gk).

Por tanto, si uno de los dos morfismos es de grado par, el signo desaparece.

Hagamos aqui un merccidisimo paréntesis. Y es que csta condicién, en apariencia
intrascendente, es de una importancia capital en Algebra Homolégica. Aunque es
posible progresar en esta materia haciendo caso omiso de esta convencion, lo cierto
es que los signos que sc empilezan a generar se complican lo indecible y levantan una

humareda que impide razonar con la necesaria perspectiva.

A lo largo de este trabajo se podra valorar cudn necesario se hace utilizar esta
identidad. De hecho, en la elaboracién de la memoria nos encontramos en alguna
ocasién con aparentes contradicciones, que provenian de la omisién en algin paso de

alguna convencién de Koszul.

Adem4s, como observa Prouté en [136], exigir esta condicion es bastante natu-
ral, teniendo presente que los objetos algebraicos que manejamos admiten la mayor
parte de las veces representaciones geométricas asociadas: en cste sentido, la nocion
de grado corresponde a la dimensién, el producto tensorial de médulos al producto
cartesiano de espacios topolégicos, v el signo de Koszul a la orientacion.

Por ejemplo, dados dos espacios vectoriales 'y F' de dimensiones py ¢, ¥ bases
orientadas {e1,...,ep} y {fi,--., fq}, respectivamente; los espacios E X F'y FxE

estdn asimismo orientados, y la aplicacién candnica
T:EXF—>FxFE

multiplica la orientacién precisamente por (—1)P¢, que procedc de la permutacién que
cnvia la base orientada de E x F en la base orientada de F' x E.
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Si se quiere ser coherente con el contexto geométrico, es necesario asumir entonces

la convencién de Koszul.

En adelante, asumiremos las notacién f® : M®* — M®" forma abreviada para
la aplicacién
f®-"®f  M® " @M — M® -"- @M.

Se admite cl convenio M®% = A.

Por otro lado, si f : M* — M es un morfismo de médulos graduados y n es un

entero positivo, notamos por f* al morfismo

n—i

flnl = Z 1% @ f @ 19n—id, (1.1)

j=0

Asimismo, definimos el morfismo fl! : B> M® — B>, M®* como aquel que en

grado n coincide con fI:

s = £, (1.2)

Nos introducimos, ahora, en el Ambito del Algebra Homolégica Diferencial.

Sca M un médulo graduado y d : M — M un morfismo de mddulos graduados. Se
dice que d es una diferencial (resp., codiferencial) cuando |d| = —1 (resp., |d| = +1)
y dd = 0. En estas condiciones, M se denomina DG-mddulo (resp., DG-comddulo) y
sc nota por (M, d). Escribimos d, para d|,,.

Es claro que exigir la nilpotencia de orden 2 en la diferencial equivale a exigir que
Imd,.; C Kerd, (resp., Imd, C Kerd,;1), para n > 1, lo que da pie a definir cl
concepto de homologia (resp., cohomologia).

Sea (M,d) un DG-médulo. La homologia de M queda definida como el médulo
graduado H,(M), con H,(M) = Kerd,/Imdp41-

Andlogamente se define la cohomologia de un DG-comoédulo.

Sea M un médulo graduado. Se defince la suspensién (resp., desuspension) de M

como el médulo graduado dado por:

S(M)p = M,y (resp., STHM), = M,.1).



Si (M, d) es un DG-médulo, entonces S(M) y S~'(M) adquieren ambos la estructura
de DG-médulos de forma natural, siendo sus diferenciales —d en ambos casos.

Dado f : M — N morfismo de médulos graduados, existe un morfismo de médulos
graduados S(f) : S(M) — S(N), dado por S(f)(a) = (—1)lel f(a). Andlogamente
con S7L.

Se dice que un morfismo f : (M,dy) — (N, dy) de médulos graduados de grado
p ¢s un morfismo de DG-mddulos de grado p cuando se verifica que dyf = (—1)P fdy.

Sea M un DG-médulo. Una aumentacion (vesp., coaumentacion), es un morfismo
de DG-mdédulos de grado cero:

(resp., M : A — M).

En el caso de codlgebras y dlgebras, coincidirdn con la counidad y unidad, respec-

tivamente, de ahi la notacion escogida.

Un DGA-médulo (M, d, €, n) es un DG-médulo (M, d) dotado de una aumentacion
£ y de una coaumentacién 7, de modo que se verifica que {7 = 1. Se dice conezxo si
como médulo graduado es conexo y su aumentacion y coaumentacién son ambas la
identidad del anillo base A.

Con el propésito de facilitar la lectura, con frecuencia nos referiremos a un DGA-
médulo simplemente dando su médulo graduado subyacente, M.

Dados dos DGA-médulos M y N, definimos el DGA-mddulo producto tensorial,
M ® N, como el DGA-médulo establecido por los datos:

£M®N = fM ®€N5
Mueny = M S N

Observamos que, para M = N, la convencién de Koszul permite escribir la diferencial

del producto tensorial como dygy = d[f;].

Sean M y N dos DGA-médulos. Se dice que un morfismo de DG-mdédulos f :
M — N es un morfismo de DGA-mddulos cuando se verifican las identidades:

Enf =&y fu = Nn.
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Cabe destacar por su importancia el morfismo de DGA-mdédulos que intercambia
las componentes de un producto tensorial, '

T-M®@N—=N®M,

dado por T(z®y) = (—1)Wly @ z. En particular, dados dos morfismos f : M — M
y g: N — N se tiene que

T(f®g)=(-1)V(ge fT. (1.3)

Una DGA-dlgebra (A, i) (resp., DGA-codlgebra (C,A)), es un DGA-médulo A
(resp., C), al que p (resp., A) dota de estructura de dlgebra (resp., codlgebra).

Se dice que es conmutativa cuando pT = u (resp., coconmutativa cuando TA = A).

En alguna ocasién especial, notaremos en esta memoria cl producto x4 de un

4lgebra como *, y u(a ® b) simplemente por *(a ® b) = a * b.

Sean (A, x) una DGA-4lgebra (resp., (C,A) una DGA-coalgebra), y 6 : A — A
(resp., 6 : C' — C) un morfismo de médulos graduados de grado —1. Se dice que el
morfismo 4 ¢s una derivacidn (resp., una coderivacion), cuando verifica las condiciones
siguientes:

bp=p(l®di+é®1), £6=0 (1.4)

(resp., Ad=(1®5+0®1)A, &6 =0). (1.5)

Consideremos ahora dos DGA-3lgebras (resp. DGA-codlgebras) dadas. Se dice
que f : (A, pa) — (A, pa) constituye un morfismo de DGA-dlgebras (resp., f :
(C,A¢) = (C', Ay) morfismo de DGA-codlgebras), cuando se trata de un morfismo
de DGA-mddulos verificando:

pa(fRf)=Ffpa  (resp, (f® f)Ac=Auf).

Existe una nocién que aina las estructuras de DGA-dlgecbra y DGA-codlgebra: es
la denominada DGA-dlgebra de Hopf, cn la que

Ap=rep(1TR1)(A®A). (1.6)

Sean (A, pa) v (A4, jna) dos DGA-dlgebras (resp., (C,A¢) y (C', Ayr) dos DGA-
codlgebras). Queda definida la DGA-dlgebra producto tensorial A ® A’ (resp., la



DGA-coslgebra producto tensorial C®C'), afiadiendo a la estructura de DGA-moédulo
del producto tensorial de ambas el morfismo de grado cero siguiente:

fagar = (11a ® pa)(la®T® L)

(resp., Apeer = (1e ®T @ 1o)(Ag ® Agr)).

Veamos un ejemplo concreto: el DGA-médulo tensorial.

Dado un DG-médulo graduado (M, d) podemos construir el DGA-médulo tensorial
de M, que se nota T'(M), de la siguiente manera:

T(M) = ) M®".

Un elemento del tipo a; ® - - - ® a,, se dice homogéneo cuando cada a; es un clemento
homogéneo de M. La graduacién tensorial de T(M), | |1, viene dada por la expresion:

|a1 ® ---®an|t = Zla”.
i=1

La diferencial tensorial, d, : T(M) — T(M), viene dada, actuando sobre elemen-

tos homogéneos, por el morfismo dll definido segin (1.2) en la pédgina 6, siendo

(d)n(01® "+ ®an) = Y (-1l Heintlig @ . @ d(a;) ® - ® an,

i=1

siguiendo la convencién de Koszul.

La aumentacién &rar y la coaumentacidn 7nrq) son, respectivamente, la
“proyeccion a” e “inclusién de” M®® = A; asi, abusando del lenguaje, se puede

decir que ambos morfismos coinciden con 1,.

En estas circunstancias, sobre T'(M) se puede definir un producto p y un copro-
ducto A, de modo que:
1. El producto de T(M) actiia por yuxtaposicion sobre elementos homogéneos y

se extiende por linealidad:

(e @ ®an) ® (Apt1 ® Q@ nip)) =01 & -+ @ Gnyp.
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2. El coproducto viene dado por la expresion:

A(a1®---®an):Z(al®---®ai)®(ai+1®---®an).
i=0

El producto y el coproducto son ambos morfismos de DGA-modulos asociativos y
admiten por unidad a 7 y por counidad a &, respectivamente; por lo que tenemos
definidas en T(M) sendas cstructuras de DGA-dlgebra y DGA-codlgebra, que no
son compatibles en el sentido de Hopf. Por tanto, escribiremos 7%(}M) cuando con-
sideremos el médulo tensorial como DGA-4lgebra; y escribiremos T%(M) cuando lo
consideremos como DGA-codlgebra.

Todo morfismo de DG-médulos f : M — N induce un morfismo de DGA-mddulos
T(f) : T(M) — T(N), que actia sobre elementos homogéneos de la forma obvia:

T(f) a1 @ ®an) = f(a1 @ ® ay).

Ahora, vamos a introducir un nuevo concepto: la construccién bar asociada a una

DGA-4lgebra dada. Veamos en qué consiste tal construccién.

Dada una DGA-4lgebra A, se puede construir una DGA-codlgebra concreta aso-
ciada a A, denominada construccidn bar de A y que notaremos por B(A).

Esta construccién constituye una de las herramientas algebraicas estdndares para
definir coherentemente las homologfas de édlgebras y grupos (ver [126]).

La homologia natural de una DGA-élgebra considerada como DG-mdédulo se llama
la 0-homologia de A, y evidentemente no se sirve de la estructura multiplicativa sub-
yacente. En cambio, ¢l producto de A intervendra de forma explicita en la diferencial
propia de B(A); en este sentido, la 1-homologéa de una DGA-dlgebra serd la homologia

propia de la construccién bar asociada.

La construccién bar de A, B(A), se define como la DGA-codlgebra que procede
del médulo tensorial T(S(A)) = @n»o(A® -*+ ®4), dotada de la difercncial ds y
aumentacién &5 : B(A) — A dada por

Es(A) =X, AEA; £s(u) =0, |ulz > 0. (L.7)

Un elemento S(a,)® - ®S(a,) lo escribiremos de la forma [a;] - |a,]. Un tal

elemento sc dice homogéneo cuando a; es un clemento homogéneo de A, para todo
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1 <4 < n. Notaremos [] =1 € A. Es obvio que todo elemento de T(S(A)) puede

descomponerse como sumas de elementos homogéneos.

La diferencial total d; es suma de las diferenciales simplicial

dy([a1] - - - |an]) =Z )¥[aa] -~ [u(a: ® aig)] - - |an]+

+&(ar)[az| - -+ an] + (1) ar] - - lan-1]¢(an),

y tensorial

n

dy([an] -+ |an)) = = (=1 ar] - - - lai-1|d(ai)|@ira] - - |an],

=1

donde e; =1+ lal] + -+ 'CL,L|

El coproducto A : B(A) — B(A)® B(A) es el natural del médulo tensorial, dado

por
[

Ag([ar]---lan]) = Z:Oaﬂ“'lai]@[ai+1|“'|an]-

En el caso de que A sea conmutativa, B(A4) adquiere la estructura adicional de
DG A-algebra de Hopf con el producto shuffle x : B(A) ® B(A) — B(A), que suma
salvo signo todas las posibles mezclas de dos listas dadas conservando el orden interno
de sus elementos:

[ar| -+ lap)  [Br] -+ 6] = 35(-1)"Plen] -+ leatpral,

™

donde (¢, . .., Cprq) = (a1, .- -, ap, b1, ... by), 7 recorre aquellas permutaciones del con-
junto {1,...,p + ¢} que dejan ordenados entre si los elementos de los subconjuntos

{1,...,p} vy {p+1,...,p+q}, y el exponente

e(my= > (1+]a])(1+1[b5))-

(i) >m(p+J)

Debemos concretar, antes de proseguir, que una construccion dual, la construccion
cobar Q(C), se define para DGA-codlgebras C.

Dada una DGA-élgebra A, definimos la construccién Bar normalizada de A, que
denotamos B, (A), como el cociente
= B(4)
By(4A) = —=—~

r" 7'/*,\
QTN

,/ W

/ \
R
S -r':;',-’
.“.- ’\‘ ‘v\.‘. ’ J.A
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donde s(B(A)) expresa el conjunto de elementos de B(A) que son degenerados (i.e.,
de la forma [a;]a;|1|ai1| - - - |an], donde 1 es el elemento unidad del dlgebra).

Claramente, By(A), es una DGA-codlgebra con graduacién, diferencial y copro-
ducto inducidos por | |5, ds y Ag; respectivamente. Su aumentacion vienc dada por

€s-

La construccién Bar normalizada asociada a una DGA-algebra admite una reinter-
pretacién en términos de médulos tensoriales: By (A) es isomorfo como DGA-médulo
con el médulo tensorial T(S(Ker £,)), al que se ha de afiadir la diferencial d,. Este

isomorfismo funciona asi.

En el sentido T(S(Ker &,)) — By (A) es la simple inclusién, dado que los escalares
no estan en Ker &,.

La aplicacién inversa asocia a cada [a;]---|an], [a1 — €a(ar)| -+ |an — &,.,). Esta
aplicacién estd bien definida, porque a; — &4(a;) € Ker &,) para todo 1 <i < n.

A lo largo de la memoria utilizaremos indistintamente una u otra formulacién
para B, (A), segiin convenga, asi que habrd que mantener en mente los isomorfismos

anteriores,

Con objeto de simplificar la notacién del trabajo, y debido a que sélo considerare-
mos construcciones bar normalizadas, asumimos que el término B(A) hace referencia
a la construccién bar normalizada de una DGA-dlgebra dada.

Dada A DGA-4lgebra conmutativa y m € IN, se define la m-homologia de A como
la homologfa de la m-ésima construccién bar iterada B™(A) [126].

Damos ahora varios ejemplos mas de DGA-dlgebras que utilizaremos con poste-
rioridad a lo largo dc¢ esta memoria. Todas ellas serdn conexas, conmutativas y con

diferencial trivial.

o La DGA-dlgebra polinomial P(v,2n), donde n es un entero positivo y v es un
generador de grado 2n. La aumentacién y la coaumentacion coinciden con la
identidad en ¢l anillo base. El producto de esta DGA-dlgebra se define segin

la regla viv? = vitd,

o La DGA-dlgebra exterior E(u,2n + 1), n > 0, que consiste en la DGA-4lgebra
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libre con generadores 1 y u; con u de grado 2n + 1, u? = 0. La aumentacién y
la coaumentacién vienen dadas por la identidad en el anillo base. Ademds, el
morfismo

Ag:E(u,2n+1) — E(u,2n+1) ® E(u,2n + 1)

definido por
Ap(u) =u®1+1Qu,
convierte a E(u,2n + 1) cn una DGA-élgebra de Hopf conmutativa y coconmu-

tativa.

o La DGA-dlgebra de potencias divididas I'(w,2n), n > 1, que cs la DGA-algebra
libre con gencradores

Yolw) = 1,71 (w) = w, y2(w),. .. e(w), ..., con |y(w)| = 2n.

El producto viene definido por la expresién:

_ (k+h)! '

Ye(w)yn(w) = W’Y}Hh(w),
el elemento 7;(w) = w se conoce como el generador del dlgebra de potencias
divididas. La aumentacién y la coaumentacién son la identidad en el anillo

base. Ademds, el morfismo
A : T(w, 2n) — T(w, 2n) @ I'(w, 2n),

definido por

A '7k ’U) Z '71 ®'7] )
1+j=k

convierte a I'(w,2n) en una DGA-élgebra de Hopf conmutativa y coconmuta-

tiva.

Nos introducimos ahora en el contexto de la Teoria de Perturbacién Homoldgica.

Aqui, los elementos bésicos los conforman las contracciones entre DG-mdédulos.

Una contraccién entre dos DG-médulos es una herramienta muy ttil en el calculo
de la homologia ya que permite relacionar un DG-médulo con otro de menor numero
de generadores en cada grado, de modo que se preserva la homologia. Constituye pues,
una importante técnica algebraica que reduce el problema del cédlculo homoldgico.
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En el caso de las contracciones entre DGA-élgebras, nos interesaran aquéllas en
las que se preserven las estructuras multiplicativas, por lo que habré unos tipos de

contracciones mas ”convenientes” (en este sentido) que otros.

Una contraccion de DGA-médulos, ¢ : {N, M, f, g, ¢} consiste en una particular
equivalencia de homotopia entre los DG-médulos N y M,

fg =1y, 1y — gf = ¢d + do;

verificando ciertas propicdades adicionales:

(cl) fo=0,
(€2) ¢g=0,
(c3) ¢ =0.

A veces notaremos una tal contraccién por N = M, c(f, g, #) o simplemente por c.

En esta definicién hemos scguido la terminologia de Eilenberg y Mac Lanc en
[62, 63]; en la literatura podemos encontrar otros nombres: “retraccién de deformacion
fuerte” o SDR [117, 81, 85], reduccién [148, 149], etc.

Se tiene que los morfismos f y g son, respectivamente, supraycctivo e inyectivo,
por lo que se suelen denominar proyeccidn ¢ inyeccién de la contraccién. Por cl mismo

motivo, N se conoce como DG-mddulo mayor, y M como DG-mddulo menor.

En cstas condiciones, resulta posible descomponer N como suma directa de M y
un DGA-médulo aciclico (i.c., de homologia nula), por lo que las homologias de N
y M coinciden. Este es cl objetivo principal de una contraccion: obtener un DGA-
médulo con menor cantidad de generadores que el primero y con idénticos grupos de

homologia.

Exponemos a continuacién varios ejemplos simples de contracciones:

e La contraccion trivial de un DGA-médulo N, a saber:

1y : {N, N, 1y, 15, 0}.

o La isocontraccion, contraccién que provienc de un isomorfismo de DG A-mddulos
dado, f: N — M:
¢, : {N, M, f, ™', 0}.
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Pasamos ahora a exponer algunos resultados concernientes al comportamiento de
las contracciones con respecto a algunas operaciones elementales del Algebra Ho-

moldgica.

Dadas dos contracciones de DG-mdédulos, notémoslas
G {Ni: Mi: fia gi, sz} 1= 112)

se pueden construir las siguientes contracciones [81, 82]:

1. La contraccion ¢, : {Ker&y,, Keréu,, f1, g1, ¢, }; donde, abusando de la notacion,

fi, g1 v ¢ representan las restricciones de los morfismos correspondientes.

9. La contraccién suspensién de ¢, S(c1), que consiste en tomar los DGA-modulos

suspensién de los dados:
S(Cl) : {S(N1)7 S(Ml)v S(fl): 5(91)5 _¢1}:
siendo, respectivamente, S(f1) y S(g1) los morfismos f; y g1 en un grado menor.

3. La contraccién médulo tensorial, T'(c;), obtenida al considerar los médulos ten-

soriales de My y N; y los morfismos inducidos por f1y g1
T(cr) : {T(Ny), T(M1), T(f1), T(91), T($1) };
viniendo el operador de homotopia definido por la expresion:

T (1) wen = 67" = $18(01 /1) +1091® (91 f1) " - +12" T @1, K2 1.

4. La contraccién producto tensorial:
Qe {NN®Noy Mi® Mo, [1® f2, 61 ® g2, p1 ® G2fo+ 15 ® B2}
Un caso muy particular de contraccién de este tipo resulta ser:

@ {N®", MO", [, g%, 17,

n—1

donde, si notamos ¢E®"] — 12 Q¢ ® (gf )2, es plEn = 3 ¢£®"],
i=0

5. De ser No = M, la contraccion composicidn de ambas, dada por:

czocy: {Ny, My, fafi, 192, &1 + g1 f1}
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A continuacién, vamos a tratar la clasificacién de las contracciones de DGA-
algebras, segin cl grado de compatibilidad que presentes sus morfismos componentes

con respecto de las estructuras multiplicativas subyacentes.

Sean A y A’ dos DGA-4lgebras (resp., dos DGA-codlgebras) y ¢ : {A, 4', f, 9,9},
una contraccién de DGA-médulos. Se dice que el morfismo ¢ es una homotopia de
dlgebras [81] (resp., homotopia de codlgebras), cuando verifica la identidad siguicnte:

Sia = Had®  (resp., Aug = @A),
donde recordamos que ¢®1 =1Q@ ¢+ @ gf.

Sean A y A’ dos DGA-é4lgebras y ¢ : {A, 4, f,g,6} una contraccién. En [141]

encontramos las siguientes definiciones.

La proyeccién f es una casi-proyeccidn de dlgebras si se dan las siguientes condi-
ciones:
fua(¢®¢) = 0,
fualo®g) =0,
fualg®¢) = 0

El operador de homotopia ¢ es una casi-homotopia de dlgebras si se dan las con-

diciones:

dpa(p®¢) = 0,
¢,UA(¢® 9) - 01
bralg® @) = 0.

Se dice que c es

e una contraccién de dlgebras semicompleta, si f es una casi-proyeccién de
dlgebras, ¢ es un morfismo de DGA-dlgebras y ¢ es una casi-homotopia de

algebras.

e una contraccién de &lgebras casicompleta si f y ¢ son morfismos de DGA-
dlgebras y ¢ es una casi-homotopia de dlgebras.

e una contraccién de élgebras completa si f y g son morfismos de DGA-4lgebras

y ¢ c¢s una homotopia de dlgcbras.
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Obviamente, las contracciones de algebras completas y casicompletas son, en par-
ticular, semicompletas. No es dificil probar que los conjuntos de contracciones de
algebras semicompletas y casicompletas son cerrados por composicién y producto

tensorial de¢ contracciones.
A lo largo de la memoria aparecerdn distintas contracciones de estos tipos.

La Teoria de Perturbacién Homolégica estd constituida por un conjunto de
técnicas basadas esencialmente en los conceptos de contraccién y perturbacién. El
Lema Basico de Perturbacién constituye la piedra angular de esta Teorfa: se trata
de un verdadero algoritmo en cl que el dato de entrada es una contraccion cntre dos
DG-médulos junto con una perturbacién y cl de salida es una nueva contraccion. Ya
moviéndonos en la categoria DGA-dlgebras conmutativas, nos interesard saber qué
clases de contracciones de 4lgebras se preservan por perturbacién y, de éstas, cudles
transfieren ”adecuadamente” la estructura producto de las DGA-dlgebras mayores.
Amplia informacién sobre la Teoria de Perturbacion Homolégica puede ser encontrada
en [152, 34, 85, 117, 81, 82, 98, 102, 141],. ..

Describimos, en primer lugar, el concepto de perturbacién. Enunciaremos después
el Lema Bésico de Perturbacién y, por tltimo, recordamos los tipos de contracciones

que se preservan por perturbacion.

Sean N un DG-médulo y f : N — N un morfismo de médulos graduados. Se
dice que f es un morfismo puntualmente nilpotente cuando para todo elemento no
nulo z € N existe un entero positivo n (dependiendo de z, en general), de modo que

f™(xz) =0.

Una perturbacion de un DGA-mdédulo N consiste en un morfismo de mddulos
graduados 6 : N — N de grado —1, de modo que (dy + §)2 =0y &yé = 0. Es decir,
una perturbacién § de un DGA-médulo N verifica que |6| = -1, dyd +ddy + 2=0y
que la aumentacién &y : (N, dy + 6) = A sigue siendo un morfismo de DG-moédulos.

Una perturbacién o dato de perturbacion de una contraccién ¢ : {N, M, f, g, $}
es una perturbacién & del DGA-médulo N que verifica que la composicién ¢¢ es
puntualmente nilpotente. Serd perturbacion de dlgebras si N y M son DGA-4lgebras

y  una derivacion.

Ahora podemos enunciar el teorema principal en teoria de perturbacién.
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Lema Bésico de Perturbacién [33][152].

Sean ¢ : {N,M, f,g, ¢} una contraccién y 6 : N — N una perturbacién de dicha

contraccion. Entonces, queda definida una nueva contraccidn,

Cs - {(N’dN +‘57§N777N): (MadM +d6’§M7nM)u f67 g5, ¢6},

stendo:

ds = fo(1+¢5) "y,

fs = f(1=8(14¢8)7"¢),
g5 = (1+¢d)7 'y,

¢s = (1+¢5)7" &

con  (1+¢6)7 = Y (-1)'(¢d) =1—¢pd+¢d¢é—---+ (—1)(p ) +---.
i>0
Es evidente que, debido a la nilpotencia puntual de ¢8, la suma (1 + ¢8)~'(z) es
finita, para cada z € N. Por otra parte, resulta obvio que el morfismo ds constituye
una perturbacién del DGA-mé6dulo (M, dy, &y, Nur)-

El lema basico de perturbacién es esencialmente un teorcma de punto fijo [27].
Si la perturbacién diferencial es suficientemente pequefia (condicién de nilpotencia),
entonces existe una tnica forma de modificar la estructura difercncial de llegada
para mantener las hipétesis de contraccién. Es importante notar que los médulos
graduados N y M no son alterados en el proceso, s6lo los morfismos son modificados

conforme a las formulas cxplicitas dadas.

Podemos atrevernos a decir que este resultado puede calificarse como cl teo-
rema fundamental del Algebra Homolégica Computacional. Los resultados
obtenidos de esta memoria pueden considerarse como ejemplos de la potencia y al-

cance de este método.

En [82] y [102] se demuestra que, dadas una contraccién de dlgebras completa ¢ y
una perturbacién de dlgebras § de ¢, la contraccién perturbada cs es una contraccién
de 4lgebras completa. En [141], se prueba asimismo que la semicompletitud en con-
tracciones de dlgebras es una “propiedad hereditaria” por perturbacién homolégica.
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Mds precisamente, toda perturbacién de una contraccién de dlgebras completa es
asimismo una contraccién de algebras completa. Ahora bien, toda perturbacién de
una contraccién de algebras casicompleta o semicompleta es, en el peor caso, una

nueva contraccién de algebras semicompleta:

e Las contracciones de algebras completas se preservan por perturbacién, pero la
composicién y el producto tensorial de este tipo de contracciones degenera en
general hacia la semicompletitud.

e Las contracciones casicompletas se preservan por composicién y por producto
tensorial. No obstante, la perturbacién de esta clase de contracciones degenera
en general hacia semicompletitud.

e Las contracciones semicompletas se preservan por composicién, producto ten-
sorial y perturbacién. Obsérvese que los anteriores tipos de contracciones de
algebras considerados son, en particular, contraccioncs semicompletas. Ademas,
cualquiera de ellas deriva en el peor de los casos, por composicion, producto ten-

sorial o perturbacién, al tipo semicompleto.

Por otra parte, en una contraccién semicompleta entre dos DGA-dlgebras se tienc
que gy = fpag. Més atn, si se perturba una tal contraccién segin un dato de
perturbacién de 4lgebras, en la contraccién semicompleta resultante ambas las dos

nuevas diferenciales en A y A’ conforman sendas derivaciones.

En este trabajo nos moveremos siempre en el contexto de las contracciones de

algebras semicompletas.
Ahora, abarcamos el contexto de la Topologia Simplicial.

De la necesidad de representar los espacios topoldgicos por modelos combinato-
riales que nos faciliten su manipulacién surge la Topologia Simplicial. A continuacion
damos una coleccién de definiciones y resultados bésicos de la Topologia simplicial,

que hemos extraidos de los textos [50] y [130].

Un conjunto simplicial K es un conjunto graduado con indices en los enteros
no negativos, K = {Ko, Ki1,...,Kn,...}, junto con dos familias de funciones
0 Ky = Kyi1ysit Kg— Kg1, 00 g; verificdndosc las identidades:

a;aj = j-lai, si @< J;
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8i8; = 8418, 81 1 < J;
085 = 85105, si 1 < J;
6i5j = Sjai._l, si12>j+1;
aij = 1K = 0j413j.
Los elementos de K, se llaman g¢-simplices. Las aplicaciones ; y s; se denominan
operadores cara y de degeneracion, respectivamente. Un simplice x se dice degene-

rado cuando z = s;2, para algin simplice z y operador de degeneracién s;; cn caso
contrario, el simplice z se denomina no degenerado.

Por ejemplo, un tridngulo sélido con tres vértices, tres lados y una cara (el propio
tridngulo sélido) puede ser descrito como un conjunto simplicial T' = {T5, 8;, 8},
donde

e El conjunto de los n-simplices T}, es el conjunto de las (n 4 1)-sccuencias cre-
cientes (ag,...,a,) donde 0 < gy < ... L a, £ 25

e La i-ésima cara 8;0 del n-simplice ¢ = (aq,...,a,) se obtiene eliminando el

i-ésimo vértice: 0;(c) = (ag, - -+ Giz1, Qit1s- -5 0n);

e Por contra, la i-ésima degeneracién del mismo simplice se obtiene duplicando

el i-¢simo vértice: s;(c) = (ag, ..., ;. .., 0n).

Es inmediato obscrvar que en el ejemplo anterior, un simplice o = (ag, ..., an) €8 1O

degenerado si, y solo si, 0 < gp < ... < ap € 2;

Un conjunto simplicial K es reducido si Kp tiene un simplice. Esta definicién
puede extenderse: diremos que K es n-reducido (n > 1) si es reducido y no tiene

m-simplices no degenerados, para 1 <m < n.

A partir de un conjunto simplicial K se puede definir un nuevo conjunto simplicial,
denominado el simétrico de K y notado K*¥, tal que K¥ = K, y en dimension n los
operadores de cara y degeneracién son: 0¥ = Op_; ¥ §;° = Sn-i, respectivamente,

Un morfismo simplicial f : K — L entre dos conjuntos simpliciales es una apli-
cacién de grado cero que conmuta con los operadores de cara y de degeneracién; esto
es, f consiste en una familia de aplicaciones {f; : K; = Lg}¢>0 de modo que:

fqai = 8ifq+1a 0 <1 <q, V(] > 0; y qui = Sifq—h 0<7<q, Vq > 0.
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Recordamos someramente la nocién de categoria [60]. Una categoria C es una
terna constituida por:

e Una clase de objetos, denotada Obj(C).

e Una familia de conjuntos disjuntos, Hom(A, B), uno por cada par de objetos
A, B € Obj(C); conjuntos cuyos clementos denominamos morfismos.

e Un conjunto de aplicaciones, de modo que sobre cada terna de objetos
A, B, C €0bj(C), resulta:

Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A,C), (a,B) — afb;
verificando:

1. Para cada objeto A € C, existe el morfismo identidad 1, € Hom(A, A), de
modo que para todo morfismo o € Hom(A, B), se tiene que al, = o = 1o

2. La ley de asociatividad de la composicion: se tiene que a(Bv) = (aB)y, para
a € Hom(C, D), 8 € Hom(B,C) y v € Hom(A, B) dados.

Ejemplos de categorias los encontramos en todas las ramas de las matematicas: la
categorfa de los conjuntos y aplicaciones entre conjuntos, la categoria de los grupos
y homomorfismos de grupos, la categoria formada por los médulos y homomorfismos
de médulos de un anillo dado, la categoria de los espacios topoldgicos y las aplica-
ciones continuas entre ellos,. .. Nosotros centraremos nuestra atencion en los objetos

simpliciales de las categoras anteriormente citadas.

Sca K un conjunto simplicial y C una categorfa. Si cada K, y cada operador 0; y
s; estan en la categoria C, entonces K se denomina objeto simplicial sobre C. De forma
anéloga, definimos el concepto de morfismo simplicial entre objetos simpliciales de C:
si K y L son ambos objetos simpliciales sobre C y f : K — L es un morfismo entre
conjuntos simpliciales, con cada f, en C; entonces f se denomina morfismo simplicial

sobre C.

Por ejemplo, podemos hablar de médulos simpliciales y de morfismos entre
médulos simpliciales, atendiendo a la categoria de los médulos y de los morfismos
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de mdédulos sobre un anillo dado. Otros cjemplos son los de A-algebra simplicial y
grupo simplicial, atendiendo a las categorias corrcspondientes.

Una clase interesante de conjuntos simpliciales son los conjuntos simpliciales con

punto base.

Un punto base * en un conjunto simplicial K c¢s cl subconjunto simplicial de K
constituido por un elemento * de Ky y todas sus degeneraciones. De no haber lugar

a confusion, se identificard el punto base con cl clemento * correspondiente de Kj.

Un conjunto simplicial con punto base (o punteado), es un par (K, ), donde K es

un conjunto simplicial y * ¢s un punto base en K.

El concepto de conjunto simplicial con punto base nos dice que estamos destacando
un O-simplice sobre los demds. Por ejemplo, considerarcmos a un grupo simplicial
como conjunto simplicial puntcado, con punto base el elemento neutro eg en dimensién
cero; obsérvese que las degeneracioncs de ey son los elementos neutros en los grados

correspondientes, al ser, en este caso, homomorfismos de grupos los operadores s;.

La conexién entre Topologia Simplicial y Algebra Homolégica se produce de la

mano de los llamados complejos simpliciales, que describimos a continuacién.

Dado un conjunto simplicial K, el A-mddulo simplicial libre generado por K, que
denotamos por A[K], queda definido como el médulo simplicial dado por

AIK], = A[K),

sicndo sus operadores de cara y de degeneracién los morfismos de A-médulos inducidos

por los operadores propios de K.

A partir de un médulo simplicial L se puede definir lo que se da en llamar DG-
mddulo asociado a L, que consiste en ¢l DG-médulo formado por L y el operador
n

diferencial d que en grado n viene dado por d, = Z(-q)iai, suma alternada de los

i=0
sucesivos operadores de cara en L. Nétese que todo morfismo de médulos simpliciales
f: L — L' dalugar a un morfismo entre los DG-mé6dulos asociados, de forma natural.

El complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial K, que denotamos por
C.(K), es el DG-médulo asociado a A[K]. En este caso, la homologia de K, que
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notamos por H(K), se define como el médulo graduado dado por
H,(K) = H,(C\(K)), V¥Yn=>0.

Este es el invariante esencial que se persigue calcular en Topologia Simplicial, dado
que corresponde con la homologia singular de un espacio topoldgico que admita a K

como modelo simplicial.

Una méxima que preside el cdlculo homolégico es la siguiente: dado un objeto del
que se pretende hallar su homologfa, encontrar “modelos” homoldgicamente equiva-

lentes a los que sea més sencillo calcular este invariante.

De cste modo surge el complejo de cadenas normalizado asociado a un conjunto

simplicial.

Sea L un médulo simplicial y s(L) el submédulo engendrado por todos los simplices
degenerados. Entonces, se verifica que dn(s(L))n C (5(L))n-1, por lo que el par
{L/s(L),d} define un nuevo DG-médulo Ly, que denominamos submddulo norma-
lizado de L. Nétese que todo morfismo de médulos simpliciales f : K — L da lugar
a un morfismo de DG-médulos f : Ky — Ly entre los normalizados, de forma obvia.

El complejo de cadenas normalizado C)Y(K) del conjunto simplicial K es el nor-
malizado del médulo simplicial C,(K). Es inmediato probar que ambos los complejos

normalizado y sin normalizar son homoldgicamente equivalentes:
H,(C.(K)) = H.(C[ (K)),

por lo que hemos encontrado en realidad un “modelo de C.(K) en tanto en cuanto

reducimos el nimero de elementos a considerar.

Nétese que los complejos de cadenas normalizados CY(K) y CJ'(K*¥) son iso-
morfos. Este isomorfismo viene definido por la aplicacién que a un elemento z, de
dimensién n, generador de C¥(K), le hace corresponder el elemento (=1)n/2+1g, de
CV(K*), donde [n/2] rcpresenta la parte cntera por exceso de n/2.

Obsérvese que en el caso de que K sea un conjunto simplicial punteado sc puede
dotar a C,(K) de estructura de DGA-médulo, via la aumentacion

£u(a) :{ 1, siz € Ky,

0, cn otro caso,
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y la coaumentacién nx definida linealmente a partir de la imagen de la unidad,

M (1) = *.

Esta propiedad se hereda para C¥(K), sin més que considerar “normalizados” (i.e.,
clases por elementos degenerados).

Ahora vamos a definir una operacién basica que se puede realizar entre conjuntos

simpliciales, como es el producto cartesiano.

Dados dos conjuntos simpliciales K y L, definimos el conjunto simplicial producto
cartesiano de ambos, K x L, de modo que (K x L), = K, X Lg; viniendo dados los

operadores cara y de degencracién por las expresiones:
Bi(a X b) = 81‘04 X 67;6, Sj(a X b) = §5;a X Sjb,

cona € Ky, be Ly, 0<14,7 <q.

En el caso de que K y L sean ambos médulos simpliciales, a la hora de dotar
a K x L asimismo de estructura moédulo simplicial, hay que variar ligeramente la
definicién anterior para obtencr de ese modo un objeto en la misma categoria. De
hecho, se toma (K x L), = K, ® Ly, viniendo dados los operadores de cara y de
degeneracién de forma andloga.

Podria haberse tomado en esta 1iltima definicién la suma directa de los modulos
que conforman K y L en lugar de su producto tensorial, resultando asi el modulo
simplicial (KH; L), = K, ® L,. El porqué de la eleccién de uno y no otro lo encon-
tramos en los teoremas de Eilenberg-Zilber torcido y Eilenberg-Zilber, que establecen
equivalencias de homotopia particulares (sendas contracciones, en realidad), entre los
complejos de cadenas de los espacios totales de una fibracién y una fibracion trivial,
y ciertos productos tensoriales “torcido” (més propiamente, “perturbado”) y banal,
respectivamente, de los complcjos de cadenas de la fibra y la base. Veamos esto con

més detenimiento.

Dados dos conjuntos simpliciales K y L, se puede considerar cl producto tensorial
de los complejos de cadenas asociados, C\(K) ® C«(L), que consiste en los médulos

(CAK)®Cu(L)r = 32 Co(K) ®Cy(L)

ptg=r

y operador diferencial dy , dado por:

dic1(kp,lg) = diky @ lg + (—1)Pk, ® d, 1, ky, € Cp(K), kq € Co(L).
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Un resultado capital dentro de la evolucién del Algebra Homoldgica es el Teorcma
de Eilenberg-Zilber, contraccién que relaciona estructuras geométrico combinatoriales
(médulos simpliciales) y estructuras algebraicas (los complejos de cadenas asociados).
El establecimicnto de férmulas explicitas de los morfismos que componen esta con-
traccién ha permitido un considerable avance en el estudio de toda una pléyade de
problemas afines al tratamiento simplicial en Algebra Homoldgica.

Sean K y L dos A-médulos simpliciales aumentados. Consideremos los morfismos
Alexander-Whitney,
AW : (K X L)y = Ky ® Ly;

Eilenberg-Mac Lane,
EML:Ky® Ly — (K x L)y;

y Shih,
SHI: (K x L)y — (K x L)y;

aplicaciones que vienen dadas en grados positivos por las férmulas:
AW(CLn X bn) = Z 6i+1 v Bna,n K 8() T a,;-lbn,
=0
EML(ay ® b)) = > (—1)**F) (55, -+~ 86,0p X Sa, "~ S bg),

(a1ﬂ)€{(p1Q)'—3h‘uffle'5}
SHI(a, x b,) =

_ Z(_l)m+sg(a,ﬁ) (Sﬁq-i-m - 351+m5m—16n—q+l e anan pe

Xsap_H—l—m e Sa1+mam e 6m+p~—lbn);

donde m = n —p —gq, sg(a, B) = Xb_1(e; — (i — 1)), y la tltima suma s¢ toma con
los indices 0 < g<n—1,0<p<n—qg—1y (a,B) € {(p+1,q)-shuffles}.

En grado 0, los homomorfismos AW y EM L sc definen como AW (agxbo) = ao®bo
y EM L(ao ® by) = (ag X bg); por otro lado, el operador de homotopia, SHI, coincide
con la aplicacién idénticamente nula actuando sobre elementos de grado 0.

En cstas condiciones, podemos enunciar el siguiente tcorema.

Teorema 1.0.1 [66] El conjunto de datos
EZy, {(Kx L)y, Ky ® Ly, AWy, EMLyp, SHI .} (1.8)

define una contraccion.
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En particular, si consideramos complejos de cadenas asociados a conjuntos sim-

pliciales dados, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.0.2 [66, 63] (de Eilenberg-Zilber) Sean X e Y dos conjuntos simpli-
ciales. Entonces, el conjunto de datos

EZq, 0.0 {Ce(X xY), C(X)® C(Y), AW, EML, SHI} (1.9)

Las contracciones resultantes en los tcorcmas precedentes resultan ser contrac-
ciones de algebras semicompletas en el caso particular de grupos simpliciales, tal
como se recoge cn [1]. Las estructuras multiplicativas a considerar en los complejos
de cadenas vienen dadas en funcién de los morfismos proyeccion e inyeccién de la

contraccidn anterior.

M4s concretamente, sea K un conjunto simplicial. El coproducto de Alexander-
Whitney, Ac, i, @ Ce(K) — Cu(K) ® Cu(K), se define como la composicién de la
aplicacion diagonal C\(K) — C.(K x K) con el operador AW, x).0.x):

AC*(K)(%) = Z Oiy1* OnTn ® Oy -+ - ;1T
i=0

De ser K punteado, el morfismo anterior dota a C.(K) de estructura de DGA-

coalgebra.

Por otro lado, dado un grupo simplicial G, el producte de Eilenberg-Mac Lane 6
Pontrjagin sobre C,(G) consiste en la composicién del operador EM L, ¢y.c. () cOn
¢l morfismo de DG-médulos Cy(G x G) — C,(G) inducido por el producto en G:

He. e (mp ® yq) = Z (_1)Sg(a’ﬂ)3/3,; fr 88Ty O Say ttt Sa Ugs
(e.f)

donde el indice («, 8) del sumatorio recorre los (p, g)-shuffles.

El producto anterior dota a C,(G) de estructura de DGA-dlgebra, que serd con-
mutativa en caso de ser G asimismo abeliano. En particular, teniendo en cuenta
el coproducto de Alexander-Whitney, C,(G) resulta ser una DGA-dlgebra de Hopf,
conmutativa de serlo el grupo de partida, G.
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Ahora vamos a tratar de traducir el Teorema de Eilenberg-Zilber al caso de fibra-
dos no triviales: perseguimos enunciar el Teorema de Eilenberg-Zilber Torcido y el

Teorema de Brown.

Sean F y B dos conjuntos simpliciales y x : F. x B, — F,_; una familia de

correspondencias de conjuntos verificando:

Kl(alfu alb) = K(K:(f’ b)7 aob):

aiﬁl(f, b) = n(8i+1f, 8i+1b) sii>0

sik(f,0) = r(sis1f, si41b) ¥

k(f,500) = Qo f.
El producto cartesiano torcido F X, B (ver [28]) de los conjuntos simpliciales F' y B
segun la familia de correspondencias x consiste cn el conjunto simplicial dado por:

(F x. B), = F,x By,

a,;(f, b) = (8if, 61b) si¢>0,
do(f,b) = (w(f,b),000) ¥
si(f,b) = (s;f,8:).

Nétese que F x, B define una fibracién de fibra F' y base B.

Teorema 1.0.3 [63/ (de Eilenberg-Zilber torcido (I)).
Si F x, B es un producto cartesiano torcido, entonces el complejo de cadenas

CN(F x, B) es homotdpicamente equivalente a un producto tensorial “torcido”

Utilizando técnicas de perturbacion, cn [34] se prueba la existencia toda una con-
traccién entre los complejos anteriores, que llamaremos contraccion Filenberg-Zilber
torcida y notaremos simplemente por EZ% . Un estudio desde el punto de vista de

dlgebras conduce al siguiente resultado.

Teorema 1.0.4 [12, 21] §i F, B y F x,, B son tres grupos simpliciales entonces la
contraccion de Eilenberg-Zilber torcida EZY ; es una contraccién de dlgebras semi-

completa.

El tcorema de Eilenberg-Zilber Torcido se asocia ineludiblemente al Teorema de

Brown, que versa sobre el mismo tema, pero desde la original perspectiva que dan
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las cocadenas de Brown. Para poder establecer su enunciado necesitamos recoger
previamente varios resultados, que encontramos en [33], [130] y [141], entre otros.

Se dice que un grupo simplicial G actia a derecha (resp., a izquierda) de un
conjunto simplicial dado E cuando existe un morfismo simplicial * : £ x G — E
(resp., * : G x B — E), verificando:

#(z,eq) =z, O(x(z, 1), 92) = ¢(z, 9192)
(resp.,  *(eg,x) =1z, ¢(g1,*(g2, 7)) = *(9192,2));
conz € Eyg,0 €G.

Con vistas a simplificar la lectura, notaremos *(z, g) simplemente por zg.

Sean B un conjunto simplicial y G' un grupo simplicial. Una funcién de torsion
6 torsidn geométrica 7 : B, — (G,_; cs una familia de aplicaciones verificando las

condiciones siguicntes:

Ot (b) = [7(89b)] 17 (01b);
9;7(b) = 7(0i41b), para i>0;
s;7(b) = 7(si;1b), parai>0;

T(s0b) = €n;

donde e, es el elemento neutro del grupo G, correspondicnte.

Sean F'y B dos conjuntos simpliciales, G un grupo simplicial que actua a izquierda
de F y 7: B — G una funcién de torsién. El producto cartesiano torcido (PCT) de
fibra F, base B, grupo estructural G, de accion x de G sobre F' y funcién de torsion
7 ¢s cl conjunto simplicial F' x, B definido por:

(F R, B)n = F, x By;
do(f,0) = (Tb* Oy f, Bob);
oi(f,b) = (0;f,0b), para i>0;
Si(f: b) = (Sif7 Sib)ﬁ para 1 2 0.

En el caso de que F' = @, se habla de producto cartesiano torcido principal, o
simplemente (PCTP). Obsérvese que si G X, B es un PCTP y f : C — B un
morfismo simplicial, entonces G X,y C' da lugar a un nuevo PCTP, que denominamos

el inducido por f a partir de T.
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En lo sucesivo, sobrentenderemos por producto cartesiano torcido uno del tipo an-
terior, dotado de grupo estructural. El Teorema 1.0.3 puede reenunciarse en términos
de este tipo de productos cartesianos, resultando el que con mds generalidad se cita

como Teorema de Eilenberg-Zilber Torcido.

Teorema 1.0.5 (de Eilenberg-Zilber Torcido (II)).

Si F x, B es un producto cartesiano torcido segin una funcion de torsién T, en-
tonces el complejo de cadenas CN (F X, B) admite una contraccién hacia un producto
tensorial “torcido” CY(F) ®, CN(B).

La diferencia con el Teorema de Brown es muy sutil, como comprobaremos a
continuacién. Primero, definimos la nocién de cocadena de torsién.

Sean C una DGA-coélgebra y A una DGA-dlgebra. Sc denomina cocadena de
torsién (6, también, cocadena de Brown), a un morfismo de médulos graduados ¢ :

C — A de grado —1 de modo que:
dAt+tdc+tUt=0, gAt:()y tT]C:O,

donde t Ut = +u,(t ® t)Ac, con el signo a precisar ahora.

Sean M un DGA-médulo a derecha sobre una DGA-dlgebra A y N un DGA-
comédulo a izquierda sobre una DGA-codlgebra C, y sea t : C — A una cocadena de
torsion. Se define:

di- M®N —M®N

por
dir®y)=dz®y)+tNzQy,
donde
tNzRy= (ty ®Ly)(1ly 9t ® 1y)(1x ® Ay)(z ® y).
Entonces, d; es una diferencial y M ® N dotado de esta diferencial y de la aumentacion

y coaumentacién definidas para el producto tensorial es un DGA-médulo, M &; N,

producto tensorial torcido por la cocadena t.

También podria haberse tomado M DGA-médulo a izquierda de A y N DGA-
comédulo a derecha de C, de modo que aparece la diferencial d; = 1®d+d®@ 1 +1N
sobre N ® M, con

tN= (1, ® tn)(1y ®T® 1) (Ay ® 14).
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En la demostracién de que cstas aplicaciones d, constituyen sendas diferenciales,
se utilizan propiedades de compatibilidad entre las aplicaciones

N : Hom(C, A) ® Hom(C, A) — Hom(C, A)

U:Hom(C,A) @ PRQ — P®Q,
con (P,Q) € {(M,N),(N, M)}, dependiendo del caso.

La compatibilidad proviene del hecho de que N define un producto en Hom(C, A),
y como tal se espera que sea compatible con la aplicacidén U, en el sentido de que para
cualesquiera morfismos «, 8 € Hom(C, A) se tenga

(U B)N = (n)(6N).
Para que esto sea posible, se ha de definir
aUf=pla®p)A
en el caso (P, Q) = (N, M),y
aUf=(-1)Pyee p)a

en cl caso (P, Q) = (M, N). De aqui que antes definiéramos ¢ Ut sin precisar el signo.

Ahora sabemos que debemos tomar t Ut = —u,(t ® t)A..

Teorema 1.0.6 (de Brown). [33]

Sea I %, G un producto cartesiano torcido de grupo estructural G y base B reducida.
Entonces, eziste una cocadena de torsién t : CN(B) — CN(G) de modo que el
producto tensorial torcido CN(B)®,CN(F), con diferencial d; = dQ1+1®d+tN, es
candnicamente homotdpicamente equivalente al complejo de cadenas del espacio total,
CN(B x, F).

Los teoremas de Brown y de Eilenberg-Zilber son ciertamente de naturaleza un
tanto distinta. De un lado, el segundo admite una demostracién en un contexto mas
general que el de Brown, para fibrados sin grupo estructural, mediante el uso de
técnicas de perturbacion. De otro, el teorema de Brown proporciona, en general, mas

informacién sobre el complejo pequeno.
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La unificacién de ambos teoremas en uno sélo se produce en [152], donde Shih
demuestra asimismo con técnicas de perturbacién la existencia de cocadenas de Brown
en el Teorema de Eilenberg-Zilber torcido. Este es cl resultado del que nos serviremos

nosotros mas adelante.

Sea F x, B un PCT con grupo estructural G y sca d; la diferencial obtenida por
perturbacién sobre el DGA-médulo C¥(G) ® CN(B). Sea t : CN(B) — CN(G) el
morfismo de médulos graduados de grado —1 definido por la composicién t = podsop,

c¥(B) £ ¢ (@)@ C¥(B) % 0N (G) ® CN(B) 2 CN(G),
donde

p(z) = eg ®z, e elemento neutro de Go; p(y ® ) = ¥ - £o (5)2- (1.10)
En estas circunstancias, Shih demostré el siguiente teorema.

Teorema 1.0.7 [152] Dado un producto cartesiano torcido F X B con grupo estruc-
tural G, el morfismo t : C¥(B) — CN(G) definido previamente es una cocadena de
torsion verificando dg =t N .

En el caso particular de trabajar con dos grupos simpliciales conmutativos, en (1]
se demostré que la contraccién resultante del teorema anterior consistia en verdad
en una contraccién de slgebras semicompleta. En [21, 12] se prueban resultados de
semicompletitud andlogos bajo hipétesis mds débiles de no conmutatividad.

Un resultado técnico de gran utilidad como argumento para la verificacion de la
parada de procesos de perturbacién, segin el grado de filtracién de un PCT dado, es

el siguiente.

Proposicién 1.0.8 [130] Sea F X, B un PCT de grupo estructural G, y denotemos
por eg al elemento neutro en Gy. Entonces, si T(b) = eq para todo b € By, es asimismo
t(b) = 0 para todo b € B;.

Ahora vamos a definir las nociones fundamentales del Algebra Homoldgica rela-
cionadas con la determinacién de la (co)homologia de grupos. Comprobaremos que

la Topologia Simplicial ticne mucho que aportar en esta materia.
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La homologia de un grupo suele definirse por medio de su espacio clasificante,
también conocido como clasificante geométrico. Veamos en qué consiste esta cons-
truccién (ver [130]).

Dado un grupo simplicial (G, +), el espacio clasificante W9(G) consiste en cl

conjunto simplicial definido de la siguiente mancra:

(@) = {lk
,f(G) = Gpo1 X+ xGy, n>0;

sol] = [eo];

Gilgd] = [, i=0,1
O0lgn; - --»90] = [gn-1,---, 90,
Oig1 [Qn, o ,90] = [@'gn, ooy O19n—it1s Gn—i-1 + OoGn—i, Gn—i—2, - - - ,!]o],
Solgn—1,---:90] = [ensGn-1,---, 0],

Si—l-l[gn’ s 390] = [Sign) vy 800901y Cn—iy On—i-1y - - - ’90];

donde [] denota el tinico elemento de Wy (G), e, denota el elemento identidad de G,
Y [n_1,-- -, go] denota un elemento genérico de W(G), para n > 0.

Por abuso de notacién, se habla del clasificante asociado a un grupo discreto G
como el clasificante WQ(SG) del grupo simplicial *G canénicamente asociado a GG, que
consiste en aquel con *G,, = G para todo n > 0 y operadores simpliciales (ambos de
cara y de degeneracién) el homomorfismo identidad.

La homologia de un grupo G, ya sea discreto o simplicial, se puede definir entonces
como la homologia del objeto W4(G) (ver [35]): es decir, la correspondiente del
complejo de cadenas C,(W9(G)). Vamos a ver cémo podemos traducir este complejo
de cadenas de forma directa al terreno algebraico en términos de la construccién Bar.
Para ello necesitamos un nuevo tipo de “clasificante”.

El analogo algebraico del clasificante geométrico versa sobre dlgebras simpliciales,

y se denomina clasificante algebraico.

Una A-dlgebra (o, simplemente, dlgebra) simplicial K es un conjunto simplicial
donde los K, son A-algebras y los operadores 0; y s; son morfismos de A-algebras. Un
algebra simplicial K cs conmutativa si cada A-dlgebra K, asi lo es. El producto sobre
cada dlgebra K, se denomina producto interno del dlgebra simplicial K en cuestién.
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Una aumentacién de un médulo (resp., dlgebra) simplicial K es un morfismo de
A-médulos (resp., A-dlgebras) £ : Ko — A de modo que £0y = £01, con Gp y 01 los
primeros operadores de cara de K.

A partir de un 4lgebra simplicial se puede obtener una DG-dlgebra, considerando

los siguientes morfismos producto y difercncial:

el producto,
ap x by = Z(_l)mg(a)(sﬁq .+ 8p,0p) (Sa, - - Say bg) (1.11)

donde a, € K, b, € K, y la suma en (o, () recorre los (p, g)-shuflles;

y la diferencial,
P

d(ap) = Z (—1)70i(ay), (1.12)

i=0
donde a, € K, y 8; son los operadores de cara de Kj.

De ser conmutativo ¢l producto interno, el producto » también lo ¢s, por extension.
Asimismo, toda aumentacién de K define una aumentacién para la DG-algebra K.
Por otro lado, cl objeto normalizado Ky también adquiere la estructura de DGA-

algebra, de forma natural.

Dada un &lgebra simplicial K conmutativa y aumentada, se puede definir una
nueva &lgebra simplicial conmutativa aumentada W (K), clasificante algebraico de K,
donde los médulos subyacentes W, (K) consisten en el producto tensorial de dlgebras

W(K)=K;1® - ® K q>0.
Un elemento cualquiera de W (K) se escribe entonces en la forma
(Gg_1y---,a0,A) = Mag-1, . .-, a0,1) = Mag-1,-.-,00),
con a; € K;.
El producto a considerar en cada W,(K) viene definido por:

(aq_l, ceay 0,0) : (bq_1, ey bo) = (aq_1bq_1, e ,Cl,()bo). (113)

Los operadores de cara y de degeneracion consisten en:

80(aq—19 R Clo) = E(G’Q—l)(G’Q—% R aO)?
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31'(%-17 .., 00) = (ai—laq—la Oi_2aq_2,.. ., aq—-i-l(aoa'q—i)a Ag—i—~2,- -+, ag), 0 < i <gq,
8q(aq—17 e ,CL()) = (6q-~1aq—1 ) aq—2aq—27 st (91&1)6(0:0), y
Si(aq—la s ,Clo) = (Si—laq—ly -+ -5 800g~i, Ligmiys Ogi1y+ -+ ao)-

La aumentacién & de este dlgebra simplicial se reduce a la aplicacién identidad
sobre A = Wy (K). De este modo, como DGA-4lgebra, W (K) resulta ser conmutativa
y conexa.

Es importante hacer notar que la hipétesis de conmutatividad sobre el algebra
simplicial K de partida es esencial para demostrar que la multiplicacién que hay
en Wq(K ) induce una estructura de algebra simplicial sobre W(K). De no ser asi,
W (K) resulta ser, simplemente, un A-mdédulo simplicial. En cualquier caso, siempre
cs posible construir el complejo normalizado Wy (K) y dotarle de una estructura de
codlgebra con el coproducto siguiente:

Ay WN(K) — WN(]() ® WN(K)
q fad . —~ -
AV'V (aq—ly R 0'0) = Z(aq_zaq—l, S aq_zaq-i) ® (aq—i—la s 7010)7
1=0
donde 84 *a, = Oiy1...0,a4, aq € K, La aumentacién & es la counidad de esta

codlgebra.

Proposicién 1.0.9 [83] §i K es un dlgebra simplicial, entonces Wy(K) es una
DGA-codlgebra coconmutativa salvo homotopia. De ser ademds K conmutativa, en-
tonces Wy (K) es una DGA-dlgebra de Hopf conmutativa y coconmutativa salvo ho-

motopia.

A estas alturas podemos afirmar que los clasificantes geométrico y algebraico de-
fincn basicamente los mismos objetos, desde puntos de vista complementarios. La
“duplicidad” de estos conceptos, clasificante geométrico y clasificante algebraico, se
remonta a la notacién que establecieran Eilenberg y Mac Lanc cn [62], distinguiendo
asf de forma explicita los mundos geométrico (simplicial) y algebraico. Recogemos su
estrecha relacién en el siguiente resultado.

Proposicién 1.0.10 [83] Dado G grupo simplicial reducido, la construccion
Wi (C.(G)) coincide como DGA-codlgebra con CN (W,(G)). De ser ademds G con-
mutativo, entonces ambos complejos coinciden como DGA-dlgebras de Hopf.



35

La demostracién de esta proposicién se basa fundamentalmente en el hecho de
que el funtor A[] convierte productos cartesianos en productos tensoriales. El resul-
tado es asimismo valido si tomamos las construcciones W (C.(G)) y C(W,(G)) sin

normalizar.

Nétese que la estructura de DGA-lgebra de Hopf que presenta CY (W, (G)) cs la
inducida por el producto de Pontrjagin y el coproducto de Alexander-Whitney.

En adelante, teniendo en cuenta el resultado anterior, notaremos simplemente
por W ambos clasificantes, que habremos de entender como geométrico 6 algebraico,
dependiendo del contexto en que nos encontremos. Eventualmente, de ser necesario
o acaso relevante, incidiremos de forma explicita sobre aquel al que nos refiramos en

cuestion.

Ahora vamos a relacionar dos construcciones tan relevantes como cl clasificante
algebraico de dlgebras simpliciales y la construcciéon Bar de dlgebras diferenciales

graduadas.

Histéricamente, estos operadores fueron disefiados para la determinacién del
dlgebra de homologia de los espacios de Eilenberg-Mac Lane alld por 1950, de la
mano de Eilenberg y Mac Lane mismos [61, 62, 63].

El camino que se marcaron consistia en obtcner un “modelo” algebraico de los
complejos de cadenas asociados a estos espacios homoldgicamente equivalente (ic.,
isomorfo en homologia), de modo que este modelo fuera susceptible de un tratamiento
computacional més eficaz con vistas al cdlculo real de la homologia.

Para este fin, trabajando en un contexto simplicial, introdujeron en [62] de un lado,
la construcci6n clasificante W(K) de una A-slgebra simplicial K; y, de otro, un objeto
“mds pequefio”, la construccién bar reducida B(A), con A una DGA-A-dlgebra.

Eilenberg y Mac Lane consiguieron ligar estos dos objetos a través de un cuasi-
isomorfismo (i.e., un morfismo que induce un isomorfismo en homologia), a saber:

g: By(Ky) = Wy(K).

La filosoffa del trabajo de Eilenberg y Mac Lane consiste en establecer verdaderas

contracciones, en lugar de cuasi-isomorfismos, dado que aquéllas permiten un traspaso
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de informacién en ambos sentidos y éstos se aplican en una tnica direccién. Sin
embargo, aunque conjeturaban que la aplicacién anterior conformaba en realidad
la inclusién de una contraccién (ver [62]), fucron incapaces de completar una tal

equivalencia de homotopia.

Esta conjetura fue probada en [139, 142], por medio de la Teorfa de Perturbacion
Homoldgica. Es mds, en [21] y [12] se demuestra que la contraccién Cy_j entre
Wy (K) y By(Ky) es una contraccién de dlgebras semi-completa.

La utilizacién de los clasificantes algebraico y geométrico y la contraccién semi-
completa arriba indicada relacionando clasificante algebraico de un dlgebra simpli-
cial y construccién Bar del algebra diferencial graduada correspondiente, permiten cl
disefio de una maquinaria de cédlculo de la homologia de ciertos grupos, por medio de

la Teoria de Perturbacién Homoldgica.

De hecho, dado un grupo simplicial reducido G, el procedimiento consiste en los

siguientes pasos:

1. Mediante el isomorfismo descrito en [83], se pasa de C,(W9(G)) a W(C.,(G)).
2. Se aplica la contraccién que liga W(C,(G)) con B(C.(G)).

3. Se busca algiin “modelo homolégico” del 4lgebra C,(G) para calcular de la

manera m4s sencilla posible la homologia de B(C.(G)).

En el caso particular de los grupos discretos, el proceder es sustancialmente dis-
tinto, en tanto en cuanto los grupos simpliciales asociados no son reducidos. Ahora
bien, el andlisis detenido de la construccién de la equivalencia de homotopia Cy_5
muestra que en grado simplicial 1 los morfismos de la contraccién se comportan
como isomorfismos, en realidad; luego en el caso de un grupo discreto G, resulta que
C.(W9(@)) es canénicamente isomorfo a B(C,(G)), por lo que el procedimiento a

seguir se reduce al paso 3 anterior.

Asi, para grupos discretos G, recuperamos la nocién de homologia entera cn
funcién de la homologia de B(Z[G)).
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Capitulo 2.

Resoluciones.

2.1 Introduccion.

Las resoluciones de anillos sobre &lgebras permiten, entre otros, el célculo de los
funtores Ext y Tor definidos sobre dichos anillos. En particular, facilitan el célculo
de la (co)homologia de grupos, a través de los anillos a cllos canénicamente asociados.

M4s concretamente, trabajando en la més amplia categoria de los médulos sobre
un anillo conmutativo fijado de unidad distinta al elemento neutro, el procedimiento
para generar resoluciones para el clculo de los funtores Ext y Tor es el siguiente.

Un médulo P se dice proyectivo cuando verifica la propiedad universal de que
cualquier homomorfismo P — B/A admite una extensién del tipo P — B. Es sabido
que todo médulo libre es, en particular, un médulo proyectivo. De este modo, como
cualquier médulo se puede expresar como cociente de un mdédulo libre (por ejemplo,
aquel asociado a un sistema de generadores del mddulo en cucstién), se tiene que todo

mddulo es cociente de un médulo proyectivo.

Sea A un médulo cualquiera, y tomemos un médulo proyectivo Py del cual sea A
un cociente; es decir, tal que la sucesién Fy & A — 0 sea exacta. Repitiendo este
proceso indefinidamente, tomando como médulo de partida el nicleo de la ultima

aplicacién construida, resulta una sucesién exacta del tipo
s PBAP B P S A= (Pd) = A

que constituye una resolucidn (proyectiva) de A. Es mds, el DG-médulo (£, d), por
construccién, presenta por médulos de homologia a Hyo(P) = A y H,(P) = 0 para

n > 0. En general, una resolucién de A es una sucesién exacta del tipo anterior, en la
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que los modulos P; no tienen que ser forzosamente proyectivos. En el caso particular
de que sean todos ellos libres, se habla de resolucién libre.

DG-médulos proyectivos y resoluciones se pueden “comparar”, en el sentido si-

guiente.

Teorema 2.1.1 [126] (de comparacién de resoluciones)

Sean f : A — A" un homomorfismo de mddulos, & : (P,d) = A un DG-mddulo
proyectivo sobre A y & : (X',d) — A’ una resolucion de A’'. Entonces, eziste un
homomorfismo de DG-mddulos g : P — X' con &'g = f€, 1nico salvo equivalencia de

homotopia.

Asi, dos resoluciones proyectivas de A son homotépicas entre si, de modo que para
cualquier C dado, H,(P ® C) estd univocamente definido, independientemente de la
resolucién proyectiva de A elegida. De hecho, se tiene que Tor,(A4,C) = H(P® C).

Andlogamente, se tiene que Fzt"(A,C) = H™(P,(C), independientemente de la

eleccién en la resolucién proyectiva P de A.

Aunque nuestra atencién se centrard en mayor medida en el marco descrito pre-
viamente, es convenicnte destacar que las resoluciones también intervienen en la de-
terminacion de la dimension de Krull n de un médulo finitamente generado A sobre
un anillo local noetheriano conmutativo i de ideal maximal m; de modo que n coin-
cide con el mayor indice k que hace de Ext*(R/m, A) no nulo [93, 79]; esto es, con
cl mayor indice k para el que ninguna resolucién proycctiva de A consta de menos
de k médulos proyectivos P; (asi, n determina la longitud minima de las resoluciones

proyectivas de A, y reciprocamente).

En la breve descripcién que llevamos accrca de las resoluciones, hemos aplicado
este concepto tanto a grupos, como maédulos, como dlgebras. Desde una perspectiva
mas amplia, el concepto de resolucidn, en tanto en cuanto se fundamenta inicamente
en propiedades de homomorfismos (exactitud de una sucesién y propiedad universal
de un médulo proyectivo), es susceptible de ser extrapolado a aquellas categorias
adecuadas, en las que los morfismos se puedan sumar, existan niucleos y conitcleos,
cteétera. Este hecho llevé a MacLane [126] a estudiar lo que se dio en llamar cate-

gorias abelianas, cntre las que se encuentran la categorias de los grupos abclianos,
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los médulos y las dlgebras conmutativas. En estas categorias encontramos genera-
lizaciones apropiadas de objetos proyectivos, resoluciones, teoremas de comparacion

de complejos proyectivos y resoluciones, etc.

Por otro lado, un mismo objeto puede ser considerado pertencciente a varias cate-
gorfas abelianas, indistintamente. Este es el caso, por ejemplo, de las siguientes
cadenas: de bimédulos a médulos, y de aqui a grupos abelianos; de algebras de
Hopf a &lgebras, de aqui a grupos, y entonces a anillos. El esquema general es que
existen homomorfismos quc permiten pasar, en determinadas circunstancias, dc una
categoria abcliana a otra: si G es un grupo, cada G-moédulo es asimismo un grupo
abeliano; de otra parte, si A es un dlgebra sobre un anillo A, cada A-médulo es
asimismo un A-médulo. En cada caso se considera un funtor “olvido”, que determina
un homomorfismo de una categor{a abeliana en otra, lo que da lugar de forma natural
a la definicién de funtores Ext y Tor relativos.

En este sentido, se desarrollé igualmente en los afios cincuenta el dlgebra ho-
moldgica relativa y los funtores aditivos y derivados, que permiten el estudio de las
propiedades “heredadas” de un objeto de una categoria cuando se considera como
objeto de otra categoria abeliana “menos fina”. Las herramientas fundamentales
que permiten estos traspasos cualitativos de informacion homoldgica son determi-
nadas clases de sucesiones exactas (llamadas admisibles), sobre las que construir la
“(co)homologia relativa” (esto es, definicién de funtores relativos Ext y Tor).

Dado que cl resultado de los célculos con resoluciones es independiente de la
resolucién inicialmente elegida (propiedad cualitativa a que se refiere cl teorema de
comparacién 2.1.1), parece oportuno disponer de una comparacién cuantitativa de
entre las resoluciones, de modo que sca posible calificar su aptitud con vistas a calculos

explicitos.

Dependiendo del contexto, hoy dfa se conocen algunas resoluciones minimales y

otras mazimales.

Por ejemplo, de entre las primeras tenemos aquellas resoluciones que tienen por
longitud n la dimensién de Krull de un anillo local noetheriano (y son minimales,
en el sentido de que ticnen longitud minima, n); o las resoluciones de Koszul de
P-médulos, siendo P el anillo de polinomios en 7 indeterminadas sobre un anillo

conmutativo dado (minimales en tanto en cuanto que dada cualquier otra resolucién,
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existe una inyeccién de aquéllas en ésta).

Por otro lado, se considera maximal a la resolucidn bar (funtorial, definida para
categorias abelianas), por analogia a las resoluciones de Koszul: dada otra resolucién,
la resolucién bar se proyecta sobre ésta.

En este sentido, en un discurrir andlogo al de la teoria de homotopia racional
[137, 138, 161, 162, 163] en su biisqueda de modelos algebraicos [29, 88, 89, 90], es un
objetivo fundamental el disefiar métodos de generacién de resoluciones “pequenas”,

y el estudio de sus propiedades.

Nuestra intencién es estudiar en este capitulo ciertas resoluciones de un anillo A
conmutativo con unidad distinta de cero, sobre un dlgebra A diferencial, graduada
y aumentada (m&s brevemente, DGA-dlgebra); mediante A-médulos relativamente
libres. Por tanto, trabajaremos con dos categorias asociadas que permiten el cdlculo
(co)homoldgico relativo; cuales son la categoria A4 de las DGA-dlgebras sobre A y la
categoria M de los DG-médulos sobre A. En momentos puntuales, exigiremos condi-
ciones adicionales sobre A, cuales son la conmutatividad y la conexién; hablaremos
entonces de CDGA-dlgebras y CDGAC-dlgebras, respectivamente.

Cada DG-médulo M determina un A-médulo A ® M, con la propiedad universal
de que todo homomorfismo u : M — C de M sobre un A-médulo C se eleva de
manera Unica a un homomorfismo de A-médulos @ : A® M — C, con u = ef,
e. : M, = A® M, la inclusién natural. Asi, A ® M se dice relativamente libre en A.

Una resolucidn relativamente libre £ : (P,d) — C sobre un A-médulo C es aquella
que tiene todos los P, relativamente libres. Una resolucién contrdctil es aquella
£:(X,d) - C en M que admite una homotopia de DG-médulos t_; : A — X,
tn i Xp = Xng1, tal que 1 = dy 1ty + ty-1d, para n > 0, entendiendo dy = .

Para este par de categorias derivadas, el teorema de comparacién 2.1.1 se lee como
sigue.
Teorema 2.1.2 [126] (de comparacién de resoluciones)

Sean £ : (P,d) — B una resolucidén relativamente libre y & : (X,d) — C una
resolucion contrdctil. Todo homomorfismo de A-mddulos o : B — C admite una

elevacion a un homomorfismo de A-mddulos f : P — X, tnica salvo equivalencia de



2.1. Introduccion. 43

homotopia. Tal elevacidn es tnica si se exige que los morfismos fre, se descompongan
a través de las homotopias t,_y, con e, : M, > A® M,.

De hecho, f viene determinado recursivamente por las férmulas

foeo = t_1aey, frnr1nt1 = tafndenir.

En este capitulo vamos a clarificar el contexto de las resoluciones que escinden
de la resolucidn bar [113, 114, 115, 16], aquellas que admiten una contraccién de

comparacién con la resolucién bar.

M4s concretamente, para el caso de CDGAC-élgebras, primero estudiaremos
propiedades multiplicativas subyacentes en la contraccidn de comparacion candnica
[114, 115] entre una resolucién que escinde de la resolucién bar y la propia resolucién
bar; desde el novedoso punto de vista de la Teorfa de Perturbacién Homolégica que
Real propone en [141] con la distincién de tipos de contracciones de dlgebras, segin el
grado de compatibilidad con las estructuras multiplicativas que en ellas intervienen.
Concluiremos que una tal contraccién de comparacién candnica es, en general, una
contraccién de dlgebras casicompleta (Teorema 2.3.2).

Por otro lado, para aquellas resoluciones que escinden de la resolucién bar (segin
una contraccién de comparacién, no necesariamente la candnica), detectaremos una
Ago-estructura inherente (Teorema 2.4.3), naturalmente heredada de la estructura de
coalgebra de la construccién bar. En este proceso, serd necesario demostrar ciertas
propiedades de compatibilidad entre una resolucién que escinde de la resolucién bar
y sus complejos reducidos asociados (teoremas 2.4.1 y 2.4.2), y un resultado mds
general que comprende la transferencia de la estructura de codlgebra en un producto
tensorial torcido, a partir de una contraccién y bajo ciertas hipétesis adicionales, en
la estructura de una A-codlgebra y un A-producto tensorial en el DG-médulo de

llegada de la contraccién (Teorema 2.4.4).

Ademés, estudiaremos el problema general de la comparacién de resoluciones
contractiles al anillo base, de modo que que aunque no siempre es posible la cons-
truccién de la contraccién de comparacién canénica con la resolucién bar (Teorema
2.5.8); demostraremos que en cualquier caso siempre existe un sombrero de con-
tracciones de comparacién para estas resoluciones (Teorema 2.5.4), que extiende de
manera natural a la contraccién de comparacién canénica (Teorema 2.5.5).
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En conclusién, deduciremos que en el manejo de resoluciones que escinden de la
resolucién bar es equivalente trabajar a nivel de resoluciones o a nivel de contracciones
entre los complejos reducidos asociados (Teorema 2.5.9). En particular, en cl resto

de la memoria se optard por esta scgunda forma de trabajar.

2.2 Resoluciones que escinden de la resolucién bar.

Sea A un anillo conmutativo con unidad distinta de ccro, y A una DGA-algebra sobre
A. Notemos por A a ker&,, que coincidird con el cociente A/A en caso de ser A

conexa.

Ya hemos visto que la construccién bar (normalizada) de A, B(A), se define como
cl DG-médulo tensorial aumentado T(S(A)) = Bp>o(A® .. ®A), cuya diferencial
total dz es suma de las diferenciales simplicial

ds([ar] -+ |an]) = 2(_1)& [ar] -« [palai ® aiga)] - -+ |an),

y tensorial

n

di([ar]- - - |an]) = = D_(=1)%as| - - - [ai1]daslaga] - - - |an),

i=1

donde e; =i + |a1| + - - + |ai-

Debemos recalcar que en el caso A no conexo, en grado 0 aparecen elementos que
no son cscalares y, atin asi, pueden no estar en ker£,. Si a es uno de estos elementos,
est4 claro que a ¢ ker €4, pero en cambio a — &, (a) € ker &, = A.

Ya se comenté cn el capftulo de fundamentos que esta aplicacion definia un iso-
morfismo entre las dos definiciones posibles de B(A); la anterior, (T'(S(ker&,)), ds);
y el cociente (T'(S(A4))/s(T(S(A))),ds), en el que se identifica a 0 cualquier upla que
contenga alguna entrada escalar.

Nosotros trabajaremos generalmente con la primera de las caracterizaciones,
aunque en el caso de algebras libres Z[G] sobre grupos G (en particular, en el capitulo
cuatro de la memoria), tendremos que utilizar este isomorfismo.

La construccién bar presenta una estructura de codlgebra, heredada del médulo
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tensorial, mediante el coproducto tensorial Az : B(A) — B(A) ® B(A), dado por

As(ar] - laa]) = ﬁg[an o] ® [assa] -+~ la.

En caso de ser A conmutativa, B(A) adquiere, ademds, la estructura de CDGAC-
4lgebra de Hopf con el producto shuffle  : B(A) ® B(A) — B(A), que suma salvo
signo todas las posibles mezclas de dos listas dadas conservando el orden interno de
sus elementos:

[aa] -+ lag] % [Ba -+« [bg) = D2 (=1 eny] -+ lentpa)y

i

donde (cy, ..., Cprq) = (a1, ...,ap, b1, . .bg), 7 recorre aquellas permutaciones del con-
junto {1,...,p + ¢} que dejan ordenados entre si los elementos de los subconjuntos

{1,...,p} y{p+1,...,p+4q}, y el exponente

e(m)=" 3. (1+a)(1+[b;]).

m(1)>m(p+])

Con generalidad, a excepcién de la seccidn siguiente, trabajaremos con algebras
A no necesariamente conmutativas. En cualquier caso, cuando necesitemos de tal

condicion, lo expresaremos de forma técita.

La resolucién bar de A, B(A), se define como el producto tensorial torcido inducido
por la cocadena de torsién universal 6 : B(A) — A, A®y B(A), que actia de manera

no trivial inicamente sobre los elementos de dimensién simplicial uno,

a;, sin=1,
0, sin#1

0([a1] - - - |an]) = {

Asi, la diferencial dp., queda definida como
ds(a®[a] -+ |an]) = da®[ar] - [an]+(=1)"la®ds([ar] - -~ [an]) + (g, a1) 6s] - - - ).
En caso de ser A conmutativa, B(A) adquiere asimismo una estructura de CDGA-
algebra, conexa de serlo A, con el producto candnico
Pay = (s ® *(1®T®1),

donde T representa el operador trasposicién, T'(a @ b) = (—1)4tlb @ a.
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La homotopia s : B(A) — B(A) definida como
S((L ® [a1| e |a’n]) = [CL'CLll e |an]7

hace de & : (B(A),ds) — A una resolucion contrdctil a A, dado que dgs + sdp = 1.
Nétese que el operador s es A-lineal, pero en ningun caso A-lineal.

Esta serd nucstra resolucion de partida, y estudiaremos su comparacién con reso-
luciones relativamente libres £ : (X, d) — A, que tienen por médulos X, = A ® X,
con cada X, un A-médulo (ver [126]).

El médulo graduado X se conoce como complejo reducido de la resolucidn, y

siempre se pucde obtener en la forma X = A ®, X.

Recordemos que el producto tensorial de A-médulos, B ®, C, sobre la DGA-
dlgebra A viene dado por el contcleo del homomorfismo p: B A®C - BQC
con

pb@a®c)=ub®a)®c—bQ pula®c).

A partir de ahora, por resolucién entenderemos una resolucién relativamente libre.

En [114, 115), Lambe establece una comparacién entre la resolucién bar B(A)
y una resolucién £ : (X,d) = A en términos del Teorema 2.1.2 de comparacion
de resoluciones; de modo que obtiene el homomorfismo A-lineal g : X — B(A) de

comparacién canénicamente definido por recursién,

gOI)_Co - f) Gn+1 |X'n+1 = ‘Sgndn+1|xn+1'

Esta aplicacién define en general una equivalencia de homotopia entre B(A) y X.

M4s atin, cuando la resolucién X de partida es contractil a A, mediante un ope-
rador ¢ A-lineal (que no A-lineal), en muchos casos resulta ser la inyeccién de una

contraccion.

En cualquier caso, a partir de ¢t es posible aplicar nuevamente el teorema de
comparacion 2.1.2, esta vez en sentido inverso, de modo que sc obtiene por recursion
el homomorfismo A-lineal f: B(A) — X, con

f0|1§a(m0 = 14, f’n+1|E(A)n+1 = tfndn+l|B(A)n+|-
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Las composiciones de estos dos homomorfismos de comparacién son ambas ho-
motépicas a la identidad, y f y ¢ pueden por tanto completarse hasta formar un
sombrero de contracciones (un par de contracciones con DG-mdédulo mayor comin, y
DG-médulos pequefios respectivos B(A) y X).

Nosotros nos centraremos en principio en el caso en que f y g conforman una
verdadera contraccién (esto es, cuando fg = 1), que llamaremos contraccidn de
comparacidn candnica. Posteriormente, abordaremos el problema mds general del

sombrero de contracciones.

Las resoluciones que admiten una contraccién desde la resolucién bar (que llamare-
mos contraccién de comparacion, en general distinta de la canénica), las denominare-
mos resoluciones que escinden de la resolucidn bar, por extensién de las definiciones en
[113, 114, 115). El sentido de “escisién” provienc del hecho de que dichas resoluciones
conforman DG-médulos pequefios en contracciones c(f’,¢’,¢') que tienen a B(A)
como DG-médulo mayor, de modo que se da la descomposicién B(A) = X @ ker (¢'f').

Para determinar un operador de homotopia ¢ : B(A) — B(A) que complete la
hipotética contraccién de comparacién canénica, procedemos de la siguiente manera.

Teniendo en cucnta que ¢ debe ser A-lineal, trataremos de encontrar un operador ¢
de modo que “respete el complejo reducido”, es decir, de modo que ¢(B(A4)) C B(A);
asi, bastaria definir ¢ actuando sobre elementos del complejo reducido B(A). Los
homomorfismos que verifican esta propiedad de “respetar complejos reducidos” los

llamaremos especiales, siguiendo la notacién introducida por Cartan en [40].

Dado que 1 = dzs + sdg, componiendo a derecha por ¢ obtenemos que ¢ =
dpsd+ sdzd = sdg¢, por ser ¢ especial y s nulo actuando sobre el complejo reducido
B(A).

Ahora bien, como ¢ debe verificar que 1 — gf = dz¢ + ¢dp, despejando de aqui el
término dy¢ y sustituyendo en la expresién anterior, obtenemos que

¢=s(1—gf —¢ds) = —sgf — s¢ds,

expresién que define ¢ de modo recursivo actuando sobre elementos en el complejo
reducido B(A).

Comprobamos que esta definicién coincide con la dada por Lambe en [114, 115].
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En este estadio, es importante destacar que ambos los morfismos g y ¢ son espe-
ciales, pucsto que respetan complejos reducidos. Sin embargo, el homomorfismo f,
en general, no es especial. Nétese que el cardcter especial de g y ¢ proviene del tan
particular operador de homotopia s que hace de B(A) contréctil a A.

Sin embargo, la definicién de f depende, no de s, sino del operador de contraccién
t de la resolucién X. Y de este operador, en general, nada sabemos, més que no
suele dar lugar a un homomorfismo especial. Mas atn, de ser f cspecial, aplicando
resultados que recoge Cartan en [40], se puede probar que en este caso la composicién
gf también es la identidad, y la resolucién X no es mas que la propia resolucién bar,

B(A).

Nos centramos, entonces, en el caso interesante, que es aquel en que f no es

especial y X es, en verdad, una resolucién “mas fina” que B(A).

Sobre estas resoluciones, Lambe recoge en [114, 115] férmulas recursivas, que
mejoran en algo las anteriores en el caso de f y ¢. Mas concretamente,

F) = 60),  flbal 1) = 100w © F (Tl -+ ), @)
Biwo =0, (]I = (=1l blsof (il el (22)

Nosotros vamos a demostrar que esta contraccion de comparacién candnica es, en

el caso A conmutativo, una contraccién de dlgebras casicompleta (Teorema 2.3.2).

Por otro lado, para aquellas resoluciones que escinden de la resolucién bar (no
necesariamente segun la contraccién de comparacién candnica), detectaremos una
A-estructura inherente (Teorema 2.4.3), naturalmente heredada de la estructura de

codlgebra de la construccién bar.

Ademsds, cstudiaremos el problema general de la comparacién de resoluciones
contractiles al anillo base, de modo que que aunque no siempre es posible la cons-
truccion de la contraccién de comparacién canénica con la resolucién bar (Teorema
2.5.8); demostraremos que en cualquier caso siempre existe un sombrero de contrac-
ciones de comparacidn candnica para estas resoluciones (Teorema 2.5.4), que cxticnde

de manera natural a la contraccién de comparacién canénica (Teorema 2.5.5).

Para finalizar, deduciremos quc en ¢l manejo de resoluciones que escinden de la
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resolucién bar es equivalente trabajar a nivel de resoluciones o a nivel de contracciones

entre los complejos reducidos asociados (Teorema 2.5.9).

2.3 Anilisis multiplicativo en la comparacion de
resoluciones.

Siguiendo las notaciones fijadas en la seccién anterior, consideremos una resolucion
¢ :(X,d) — A que escinde de la resolucién bar, que sea contrdctil a A segin una
homotopia t, y sea (f, g,#) la contraccién de comparacién canénica que genera ¢ de
B(A) a X.

Primero vamos a constatar que no se ha de modificar el operador de homotopia ¢

para garantizar las condicioncs laterales de anulacién.

Proposicién 2.3.1 Los morfismos f, g y ¢ verifican las condiciones complemen-

tarias de anulacion de una contraccion: fo =0, g =0y ¢p = 0.

Demostracion.

Dado el cardcter A-lineal de los morfismos, basta probar las identidades para
elementos que pertenczcan al complejo reducido correspondiente. Procederemos por

induccién en el grado del elemento inicial.

Para elementos de grado 0 (escalares), las identidades son trivialmente ciertas,
dado que @] =0 = 0.

Para grado n > 0, sabiendo que 1 — gf = d¢ + ¢d, fg = 1 y que d conmuta con
f vy g, se tiene que:

e De un lado,
fo=tfdp=1tf —tfed—tfgf = —tfe¢d =0,
por hipdtesis de induccién.

e De otro,
¢g = —sddg — sgfg = —s¢pgd — sg =0,
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por hipétesis de induccién el primer sumando, y por ser s|; = 0 y g especial.

¢ Finalmente,
¢p = —spdp = —s¢ + s¢gd + s¢g f,
donde los tres sumandos son nulos: el primero, por ser s|z = 0 y ¢ especial; el
segundo, por hipétesis de induccién; y ¢l tercero, por ser ¢pg = 0, tal como se
ha probado en ¢l punto anterior.

Ahora, supongamos que, ademads, la DGA-dlgebra inicial A es conmutativa, y
que t es una cuasi-homotopia de algebras. Entonces podemos garantizar el siguiente

resultado.

Teorema 2.3.2 El A-mddulo (X,d) tiene estructura de CDGA-dlgebra, conera de
serlo A, mediante el producto ux = flisa)(g®g). Mds ain, con respecto a los produc-
tos anteriores, la contraccion (f, g, ¢) es una contraccidn de dlgebras casi-completa.

La demostracién de este teorema requiere varios resultados auxiliares previos.

Sea (B, pp) una CDGA-algebra, M un DGA-médulo y ¢ : {B, M, f',¢',¢'} una
contraccién de DGA-médulos. El hallar bajo qué condiciones sc puede definir una
estructura de algebra en M ha sido un problema ya abordado por Gugenheim y
Stasheff en [85] y, mds recientemente, por Real en [141].

Los primeros, observaron que el morfismo candidato para dotar a M de estructura
de dlgebra, de modo natural, es py = f'us(¢’ ® ¢'). Pcro a la hora de garantizar
la asociatividad de tal “producto”, se vefan en la obligacion de tomar la diferencial

trivial sobre M.

El trabajo del profesor Real evita esta exigencia tan restrictiva, y cristaliza cn la
forma siguiente. Reproducimos la demostracién del resultado para que quede reflejado
explicitamentc el porqué de la condicién de la hipétesis.

Lema 2.3.3 [141] Si ¢'up(¢’ ® ¢') = 0, la aplicacidn u, dota a M, en verdad, de
una estructura natural de CDGA-dlgebra. Mds ain, la inyeccidn g' resulta ser un
morfismo de CDGA-dlgebras con estos productos.
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Lema 2.3.4 [1/1] Sean B y B' dos CDGA-dlgebras y (f',¢',¢') una contraccidn de
DGA-mddulos. Se tiene que

Wy — s ® = ¢ s VAR 1+1@d) — di' psd ®d — ¢ f s &,

donde ¥ =1@¢ +¢' QR4'f'.
Progresando sobre esta identidad, es sencillo demostrar esta otra.

Lema 2.3.5 En las condiciones del lema anterior, si f' es una cuasi-proyeccion de

dlgebras y ¢' una cuasi-homotopia de dlgebras, entonces

ps(¢'(@) ® ¢'(0)) = (1) ¢ (1s(#'(a) ® D)) + ¢ (us(a ® #'(b)),  a,b€ B

Demostracion.

Apliquemos la expresién del Lema 2.3.4 al elemento ¢/(a) ® b. Teniendo en cuenta
el hecho de que f' es una cuasi-proyeccién de dlgebras y ¢’ una cuasi-homotopia de

4lgebras, muchos términos cancelan, de modo que resulta:
&' s (' (a) @ b) — (—1)1 15 (¢ (@) ® ¢/ () = (—1)°1¢'ua(de'(a) ® ¢'(B));

multiplicando la expresién por (—1)® y sustituyendo d¢' =1 — ¢'f’ — ¢'d, resulta la
identidad deseada:

1o (8 (@) ® ¢'(8)) = (~1)*¢/ (us(¢'(a) ® 1) + ¢ (us(@@ ¢'(1)),  abe B.

Estamos ahora en condiciones de iniciar la demostracién del Teorema 2.3.2.
Demostraciéon del Teorema 2.3.2.

La prueba de este resultado la desglosaremos en dos etapas.
Paso 1. Primcro, demostraremos que la aplicacién py definida por fiis.) (g ® g) dota a

(X, d) de estructura de CDGA-dlgebra, con respecto a la cual es la inyeccion g
un morfismo de CDGA-élgebras. La idea es utilizar el Lema 2.3.3, para lo cual
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hay que probar que ¢pup4 (g ® g) = 0. A tal efecto, seguiremos un elaborado
proceso de induccién.

Es claro que basta probar que ¢uz4,(g ® g) es nulo para elementos en X ® X,
dado que tanto g como ¢ son A-lincales y especiales, y el producto gy =

(s ®@*x) (1T ®1).

Dada la especialidad de g y ¢, podemos sustituir ¢ en la expresién anterior por
su definicién recursiva, de modo que

Gr+1l80a) (.9 ® 9)|| |=k+1 = —8¢rdiipa) (9 ® g)|l |=k+1 — ng,u‘B(A)(g @ g)'l |=k+13

donde con vistas a facilitar la lectura, a excepcién del operador ¢, omitimos
en cada momento los subindices que expresan el grado en que se aplican las

funciones.
Pretendemos establecer un proceso inductivo sobre el grado total del elemento
T® 7 de X ® X al que aplicar la composicién dun, (9 ® g)-

La idea es la siguiente: probar que sgfps (g ® g) es nulo sobre (X ® X)y,
cntonces sobre (X ® X)i; después, probar que s¢djip4)(g ® g) es nulo sobre
(X ® X)&, y por tanto, también sobre (X ® X); concluir que dpuz4,(9 ® g) cs
nulo sobre (X ® X).

En grado 0, por ser ¢|| | = 0, se verifica trivialmente.

Supuesto demostrado para grados menores o iguales que k, lo demostramos para
elementos T ® 7' de grado k + 1.

El primero de los sumandos anteriores, s¢dug. (g ® g), es nulo por hipdtesis
de induccién: basta observar que la diferencial d es compatible con el producto
sy, ¥ la diferencial d®141®d es asimismo compatible con el morfismo g®g.

Para probar que sgf (g ® g) es nulo sobre estos elementos realizamos las
siguientes sustituciones. En grado k + 1, es 1 = sd + ds; componiendo con
d a izquierda de la definicién recursiva de ¢ y sustituyendo adecuadamente la

igualdad antcrior, obtenemos que
dp = —pd + sdepd — gf + sdgf,

de donde
do + ¢d = sdopd — gf + sdgf.

Comparando esta identidad con 1 — gf = d¢ + ¢d, concluimos que

1 = sd¢d + sdgf,
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Paso 2.

actuando sobre X.

Asi, sobre elementos T ® Z' de grado k + 1, es

59 f o (g ® g) = sgf(sded + sdgf)pncy (g ® g).

Ambos sumandos son claramente nulos, por hipétesis de induccién, dado que la
diferencial d traspasa hasta ...(¢® ¢)(d® 1+ 1® d). Aqui es fundamental ¢l
hecho de que sgf s (9 ® g) se anula sobre todo (X ® X);, segin la hipdtesis
de induccién.

Queda demostrar, ahora, que 8¢ f 154, (¢®¢g) también se anula sobre (X ®X Vkt1s
ademas de sobre (X ® X)j1. Este es el punto més delicado de la demostracién,

y se salva con un razonamiento similar al anterior.
Tomemos un elemento genérico (a ® ) ® (¢’ ® ') de X ® X de grado k£ + 1.

Entonces,
59 s (9(a® ) ® g(a’ @ F)) = (=1)“WIs(ad'gf nia (9(2) ® 9()))-

Ahora bien, segiin lo expuesto anteriormente,

(a0’ g f 1aay(9(T) ® g(T'))) = s(ad'gf (sddd + sdg f) sy (9(Z) ® 9(2))),

y los términos
(sdpd + sdgf) s (9(Z) ® 9(2'))

son nulos por hipétesis de induccién.

Ahora, demostraremos que la contraccién dada es, en verdad, una contraccion
casi-completa (i.e., f es morfismo de DGA-algebras y ¢ una cuasi-homotopia de
dlgebras). Para ello, estableceremos procesos inductivos similares al efectuado

en el paso anterior.

Para probar que f es un morfismo de CDGA-4lgebras, es suficiente probar que
px(f ® f) = flise sobre elementos b® Y de B(A) ® B(A), lo cual haremos por
induccién en cl grado de dicho elemento.

En grado ccro, no hay nada que probar, pues trabajamos con el anillo base A.

Supuesto que se ha probado para elementos de grado menor o igual que k&, lo

probamos para elementos de grado k& + 1.
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Teniendo ¢n cuenta la definicién recursiva de f sobre los elementos del complejo
reducido, y aplicamos la tesis del Lema 2.3.5 (cuyas hipétesis se verifican, por
la condicién de cuasi-homotopia de algebras de t), resulta que

px(f(b®V)) = ux(tfd(b) ® tfd(b)) =

= (=1)"tpy (t£d(D) ® FA(®)) + tux (fd(b) © tfAF)) =
= (—1)Mltpy (f(B) ® fd(E)) + tux (fd(B) ® f(T)).

Por otro lado,
Frusa(b @) = tfdusn (b @) =

=t punay (d(b) ® V') + (_1)IB|thB(A)(I_’ ®d()) =
= tux(fd(6) ® f(5)) + (~1)"tx ((8) ® fd(F));
donde la dltima igualdad es valida aplicando hipdtesis de induccidn.

Para terminar de probar que la contraccion dada es casi-completa, tenemos que

ver que se dan las relaciones
Pusa(p®g) =0,

Plisay (9 ® @) =0,
Plin (P ® ¢) = 0.

En los tres casos, seguimos una demostracién por induccién en el grado del

elemento sobre el que se aplican.
En grado cero, por ser ¢| (=0 = 0, las tres relaciones son ciertas.

Supuesto que se dan para elementos de grado no superior a k, probemos que se
verifican para clementos de grado & + 1.

El proceder general es sustituir ¢4, por

—8¢dipay — 59fhay = Sd)NB(A)(d LI+1® d) - Sg,ux(f ® f)7

esperando poder cancelar las expresiones anteriores recurriendo a la hipétesis
de induccién. Los términos que dan lugar a dg @ ¢ 6 ¢ ® dg se cancclan por
este motivo, dado que dg = gd y se rebaja el grado del elemento de entrada cn
una unidad. Los términos del tipo sgux(f ® f) son directamente todos nulos,

por scr f¢ = 0.
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En definitiva, resta ver la nulidad de expresiones del tipo
3¢,UB(A)(d¢ ® g), 3¢UB(A)(9 ® d¢)=

3¢H’B(A)(d¢ 02 (]5), 5¢.“’B(A)(¢ ® d¢')

Sustituyendo d¢ por 1 — gf — ¢d, todas las relaciones anteriores se anulan, bien
por hipétesis de induccién (caso del término ¢d), bien por ser la imagen por s
de un elemento del complejo reducido B(A) (caso de 1, dada la especialidad de
¢y g), bien por ser g multiplicativa (pasando ¢pz)(g ® g) a la forma @gux,
que es nula por ser ¢g = 0).

De este modo, concluimos que la contraccién de comparacién candnica (f,g,0) de
B(A) a X es casi-completa.

Este resultado completa el estudio de Lambe en [114, 115], con respecto a las
estructuras multiplicativas implicadas en las resoluciones que escinden de la resolucion
bar.

Asi, dada cualquier resolucién X contractil a A que escinda de la resolucién bar
B(A), es posible definir en X un producto, heredado del producto en B(A). Y, més
atn, con respecto a estos productos, la contraccién de comparacion candnica que
define ¢ es una contraccién de dlgebras casi-completa.

En adclante, A no serd en general un dlgebra necesariamente conmutativa.

2.4 Andlisis de la diferencial en la comparacion de
resoluciones.

En esta seccién, tomando como entrada una resolucién (X, d) que escinda de B(A),
construiremos otra resolucién (X’,d') que asimismo escinde de B(A), con la particu-

laridad de que:

e Como médulo graduado, X coincidird con X'.
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o La estructura diferencial d' en X' es la propia de un Ay -producto tensorial

torcido.

e En cl caso de que la contraccién de comparacién de partida sea la candnica,

entonces d' = d.

En definitiva, se determina una estructura adicional en la diferencial del complcjo

pequefio en la contraceion de comparacion candnica de resoluciones.

Este proceso de transferencia se realizard en dos pasos: primero, se reducird una
contraccion de comparacion de resoluciones a la naturalmente asociada entre los com-
plejos reducidos correspondientes; y, a partir de ésta, se reconstruird una nucva con-
traccion de comparacién entre resoluciones, en cl que la diferencial es multiplicativa-

mente mas adecuada.

2.4.1 De resoluciones a complejos reducidos.

Partamos de la contraccién de comparacién canénica (f, g, ¢) de la resolucién bar a
una resolucién (X, d) contrdctil a A segin t. En este caso, como médulo graduado,
sabemos que X = A® X, donde X es un A-médulo graduado. Mé4s atn, se tiene que
X=A®,X.

Si sc quiere obtener una contraccién que relacione complejos reducidos, parece
natural intentar multiplicar tensorialmente la contraccién anterior a izquierda por
A, esperando que los morfismos asi construidos estén bien definidos. De ser asi, la
contraccién entre complejos reducidos estaria servida. A continuacién vamos a ver

que cste proceso es, en efecto, valido.

Primero, observemos que A puede ser considerado como un A-médulo mediante
¢l “pullback” de la aumentacién € : A — A. Ahora, construimos el DG-médulo sobre
A que consiste en el producto tensorial sobre A de los A-médulos A y X, A @, X,
cuya diferencial es la usual: d = 1®, d. Analogamente se construye el DG-A-médulo
A®, B(A).

Ahora, para que el conjunto (1 ®, f,1®, g,1 ®, ¢) defina una contraccién entre
los DG-mddulos anteriores, ¢s necesario que las aplicaciones componentes estén bien

definidas como morfismos de DG-mddulos.
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Claramentc, por ser g y ¢ especiales y A-lincales, 1 ®, g y 1 ®4 ¢ estin bien
definidos como morfismos de DG-mddulos. Sin embargo, a pesar de que f es A-lineal,
el hecho de no ser especial se traduce en que (1 ®,4 f)(1 ®, d) pudicra no ser igual a
(1®.d)(1®. f).

No obstante, dado que las diferenciales 1 ®,4 d estdn bien definidas (en tanto en
cuanto la diferencial 8 de un A-médulo verifica que d(ax) = d(a)z + (—1)1*lad(z), ver
[126]); se puede asegurar que d(keré,®X) C ker§® B(A), por lo que (1®4)(1®4d) =
(14 d)(1®4 f).

Por este mismo motivo, las propiedades caracteristicas para ser contraccion se
heredan de las propias del conjunto (f, g, ¢), de donde (18,4 f, 1®49, 1®4¢) constituye
una verdadera contraccién entre los complejos reducidos de las resoluciones de partida.
Nétese que 1 @4 g = g|zx ¥ 1 ®4 ¢ = @|54), Por ser ambos morfismos especiales; cn
cambio, 1 ®4 f = Xxf|swu), resultante de eliminar en Im(f) todos los términos con

entrada no cscalar en A (i.e., en ker(&,)).

En esta manera de restringir la contraccién inicial a otra entre los complejos
reducidos es fundamental ¢l que los morfismos iniciales sean todos A-lineales. Caso
de que al comienzo no se tenga una verdadera contraccion, sino dos equivalencias de
homotopia no triviales, habria que estudiar el cardcter A-lineal de las homotopias
resultantes. Sobre este aspecto volveremos mas adelante, en el estudio de sombreros

de contracciones para la comparacién de resoluciones.

2.4.2 De complejos reducidos a resoluciones.

Ahora vamos a disefiar un procedimiento inverso, mediante el cual, a partir de una
contraccién entre complejos reducidos, restablecer una contraccién de comparacion
entre las resoluciones asociadas, que en general no coincidird con la contraccién de

comparacion candnica.

Proposicién 2.4.1 Sea A una DGA-dgebra coneza y (f,§,$) una contraccion de
(B(A),ds) aun DG-mddulo (X, d) dado. Entonces, eziste una contraccion (B(A),ds)
o A® X, donde las estructuras diferenciales vienen determinadas por perturbacion

de la contraccion inicial entre los complejos reducidos.
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Demostracion.

El proceso consiste en tensorizar la contraccién dada por la contraccién identidad
de la DGAC-dlgebra A, de modo que se obtiene la contraccién

18f,1®7,10¢): (ARB(A),d,®1+1®d;s) > (AR X,d,®1+1®dy).
Si se perturba esta contraccién segin la cocadena #N definida por

a1, sin=1,

O[an] -+ - |an]) = { 0, sin#l;

entonces se obtiene segin el Lema Basico de Perturbacidén la contraceién
(foos Goos Poo) : (A® B(A),ds ®1+1®ds+0N) = (AR X,d, ®1+1Qdy + doo).

Nétese que la diferencial que aparece en A ® B(A) cs en realidad la propia de B(A),
de donde la contraccién anterior establece una contraccién de comparacion entre una
resolucién que escinde de la resolucién bar y la propia resolucién bar.

Para que este esquema csté bien definido lo nico que resta por verificar es que
el proceso de perturbacion sea finito, lo cual se desprende del hecho de que B(A) es
simplemente conexa (A conexa): asi, 6N disminuye al menos en dos el grado de la
parte que atafie al elemento del complejo reducido de entrada, mientras que 1® ¢ la
aumenta tan sélo en una unidad; de donde la composicién (1® ¢)0N es puntualmente

nilpotente.

Supongamos que partimos de la contraccién de comparacién candnica entre una
resolucién contractil que escinde de B(A) y la resolucién bar misma, de modo que ten-
sorizando por A ®, — nos podemos reducir a la contraccién asociada entre complejos

reducidos.

Si intentamos restablecer una contraccién de comparacién siguicndo el esquema
pergueniado anteriormente, resulta que obtendremos la contraccién de comparacién
canonica de partida, con los mismos morfismos y las mismas estructuras dife-

renciales.
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Teorema 2.4.2 Sea (X,d) una resolucidn contrdctil a A que escinde de la resolucidn
bar de una DGA-dlgebra conexa, segun la contraccidn de comparacién candnica. En-

tonces, 0N es un dato de perturbacion de la contraccion
10(1®4f),180(1849),10(1048) : (AR(A®.B(A)),ds®(18,1)+1®(1®,4ds))

= (AQA®,X),d,®(1®,1)+10 (1®,d)),

y la contraccion de comparacidn perturbada coincide con la contraccidn de com-
paracién candnica inicial, (f,g,9): (B(A),ds) = (X, d).

Demostracion.

Los morfismos 1 ®, h en definitiva actiian eliminando los sumandos en A ® — de

la imagen de h.
Asi, 1®49=9|lx Yy 1 ®.4 ¢ = |5, por ser g y ¢ morfismos especiales.

En cambio, 1 ®, f difiere de f|z en los casos no triviales (i.e., en los que f no
es especial), y lo que ocurre es que se pierde la informacién de Im(f) que recae en
ker(¢,) ® X. Algo anslogo sucede con las diferenciales 1 ®, ds y 1 @, d. En aras de
aligerar la lectura, en lo que sigue notaremos h al morfismo 1 ®, h, para h dado.

Por otro lado, la cocadena universal 6 siempre da lugar a un dato de perturbacién

fN para la contraccién

(19F,127),199) : (AS(A®,B(A)),d,®1+10d;) = (AR(ARLX), d.@1+1®d),

dado que por ser A es conexa la composicién (1 ® @)(6N) disminuye siempre el grado
del término correspondiente del complejo reducido B(A).

Ademis, se tiene que (AN)s = 1 actuando en ker £, ® B(A) y cero en otro caso (por
ser s nula en otro caso). Utilizando ahora que ¢ = @|5.4) y § = glx ¥ las definiciones

recursivas de estos morfismos, resulta que:

e De un lado,
BM1® ) = —(0N)(1 @ s¢pd +1® 59f)|5 =

—pa(1® (0n)(s¢d + sgf)|5) = ~Im(ps(1 ® ($d + gf)|5)) N (ker (£4) ® B(A)).
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e De otro,
(N1 ®g) = (0N)(1 ® sgd|5) =

pa(1® (0M)sgd|s) = Im (1. (1 ® gd|5)) N (ker (£4) ® B(A)).

Aqui, hemos de entender que u, actia multiplicando elementos de A ® A y dejando
invariante la parte en B(A); y que cuando tomamos interseccién con ker (£,) ® B(A)
estamos eliminando la parte en el complejo reducido A @ B(A).

De lo anterior es facil deducir que (1 ¢)8N(1®¢) vy (1®¢)0N(1® g) son ambas
nulas, utilizando que ¢ =0y ¢g = 0 y que ¢ y g son ambos morfismos especiales:

e De un lado, desarrollando (1 ® ¢)6 N (1 ® ¢) obtenemos
—(1®@ P)ua(l ® (¢d +9f)|a) = —pa(1® ¢(¢d + gf)|5) =
e De otro, desarrollando (1 ® ¢)# N (1 ® §) obtenemos

(1® @)ua(l ® gdls) = pa(l ® ¢pgd|s) =0

Si atendemos a las férmulas que provee el Lema Basico de Perturbacion,

fo = 1®0f — (10f0N(1®¢) + (1QFINI®FIN1IRP) —
o = 107 — (10N (1®F + (1WNI1RHIN(1®7F -—
b = 100 — (1®WN(1®F) + (1MHN(I1RPIN(1RP) —
dew = D 4+ (1@fN(1®7 — (1fN(1®)IN(1R7) +

resulta que obtenemos las reducciones foo = 1@ f — (1@ AN (1 ® @), 9o = 1 @ 7,
o =1® by deo = D+ (1® f)0N(1® g), donde D representa la diferencial usual
sobre A® (A®, X),asaber: D=d,®@1+1®d.

Claramente, goo ¥ ®oo son la extension A-lineal de § y ¢, de donde goo = g ¥
¢m = ¢

Si desarrollamos el segundo sumando que define f,, obtenemos

— 141 ® Dlere, o500 @12) + 141 ® Dlierc,onen 9712);
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donde el primero de los sumandos es cero (f¢ = 0, lo que implica que las imégenes
de ¢ por f enkeré,® X y en A® X, respectivamente, son ambas nulas; en particular
la segunda, que cs Im(f(¢))); y el segundo restituye la parte en ker{, ® X de la
imagen de f (puesto que fgf = f, en particular (1® f)lker.gmﬁm)gf reconstruye la
informacién que se pierde al aplicar directamente f). Asi, foo = f.

De un modo similar se prueba que el sumando (1 ® f)6 N (1 ® g) reconstruye la

parte de d que se pierde al aplicar d.

En definitiva, concluimos que la contraccién perturbada devuelve la contraccién
de comparacién candnica inicial.

Pero la verdadera potencia de este procedimiento reside en la siguiente aplicacion.

Teorema 2.4.3 Sea A una DGA-dlgebra coneza, (X,d) una resolucion que escinde
de B(A) y (f,9,¢) : B(4) = (X,d) la contraccién de comparacidn asociada. En-
tonces, existe otra resolucidn (X,d') que escinde de B(A), que tiene estructura de un
Awo-producto tensorial A®., X, donde la Ax-cocadena -y viene dada por y = 0g|x-

Mds ain, si la contraccion de comparacién de partide es la propia comparacion

candnica, entonces d =d'.

Este resultado es consecuencia inmediata del Teorema 2.4.2, la Proposicion 2.4.1
y el Teorema 2.4.4, que conciernc a A-estructuras heredadas via contraccion de
productos tensoriales torcidos. El hecho de que cl Teorema 2.4.4 sea aplicable en un
marco mds general que el de las resoluciones, y de que necesite de unos preliminares
especificos sobre Ao -estructuras, justifica sobradamente que su estudio se desarrolle

en una seccién independiente.

2.4.3 As-estructuras y productos tensoriales torcidos.

El resultado principal de esta seccién, Teorema 2.4.4, establece una correspondencia
via contraccién entre ciertos productos tensoriales torcidos y A-productos tensoriales

torcidos a ellos naturalmente asociados.
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Este tipo de problemas de transferencias de estructuras han sido tratados cn cn-
vites sucesivos cn el transcurso de las dltimas dos décadas, con especial ahinco en el
periodo que comprende finales de los 80 [82, 102, 105, 85, 136].

En su estudio sobre H-espacios [157], Stasheff se percaté de que la asociatividad
de las (co)dlgebras no era en general una propicdad invariante por homotopia, pero
casi. Lo fundamental es que él establecidé una definicién formal para ese “casi”, que
se ha ido completando con el transcurso de los anos, y que cristaliza en lo que sc da
en llamar A -estructuras u objetos con asociatividad fuertemente homotdpica, en cl

siguiente sentido.

Sea un DG-médulo (M, m;) (i.e., mym; = 0), dotado de¢ un producto my com-
patible con la diferencial (i.e., myms = my(m; ® 1 + 1 ® my)); que, aunque no
asociativo en el sentido estricto, si sea asociativo salvo homotopia mz: de modo que
m3(m; ® 1® 1) +myms = ma(ms ® 1) — my(1 ® my).

Este proceso se puede generalizar, de modo que existan homotopias m; analogas
que midan la falta de asociatividad en las diversas formas de agrupar los productos de
i elementos dados (nétese que el conjunto completo de formas distintas viene dado por
el conjunto de drbolcs binarios de¢ ¢ hojas). Stasheff disend en [157, 158] una sucesion
de poliedros K;, cuyos vértices representan cada forma de multiplicar ¢ elementos,
y cuyas aristas representan que los vértices adyacentes son homotdpicos; es mas, el
poliedro en si es un ciclo en Hom(M®!, M), que es imagen de un borde, que identifica

como la propia homotopia m;.

Utilizando una formulacién meramente analitica, una Ae-dlgebra (respectiva-
mente, Ay-codlgebra), es un DG-mddulo (M,my) (resp., (M,A;)) dotado de una
familia de morfismos m; € Hom(M®', M) (resp., A; € Hom (M, M®%)) de grado 5 — 2
de modo que, para i > 1 (donde 7 indica el nimero de elementos a multiplicar), es

i =N

Z Z n—l—k—l—nkmi_n+1(1k ® My, ® 1z'—n—lc) — 0,

(resp., Z Z k(== o AL @ 19) Ay = 0).

También se pueden definir las Ay -estructuras en funcién de las construcciones bar

y cobar, del modo siguiente.
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Una Ae-dlgebra (resp., Ao-codlgebra) es un médulo graduado M dotado de una
aplicacién lineal m : T(sM) — M (resp., A : M — T(s7'M)) tal que el morfismo
d = —(smT (s~ (resp., d = —(T(s!)As)!)) hace de T'(sM) (resp., T(s~*M)) una
DGA-codlgebra (resp., DGA-dlgebra).

En [136] se recogen demostraciones de las equivalencias cntre estas definiciones.
Por ejemplo, la relacién entre las dos dltimas es que m; = mj, y m; = —mj; para
i >1 (resp., A = m Ay A; = —mA para i > 1).

Este tipo de estructuras cubren el vacio a que da lugar el cardcter no homotdpico
de la asociatividad de un algebra, y se estdn tornando en herramientas de gran utilidad
en bastantes procecsos de cdlculo homolégico hoy dia.

Por ejemplo, el modelo para el complejo de cocadenas de ciertos espacios fibrados
que disefiara Hirsch, es de la forma (C*(B) @ H*(F), D), con

D=d®1+1®d+ términos de orden superior;

donde estos términos de grado superior vienen dados en funcién del U;-producto.
Lamentablemente, la diferencial D parecfa no ser derivacién para ningin producto,
por lo que este modelo quedd de alguna manera marginado. Sin embargo, con la
determinacién de una A-estructura subyacente en el modelo de Hirsch, la diferencial

D se torna derivacion (ver [85]).

Atn més internacionalmente reconocido es el trabajo de Chen acerca de las lla-
madas “integrales iteradas” en la detcrminacién de la homologia del espacio de lazos
de una superficie diferenciable en funcién de la homologfa de la propia superficie [47].
Aqui, Chen construyé una perturbacién de la diferencial usual de la construccion
cobar Q(HC) de la cohomologia real de un espacio diferenciable X, de modo que la

homologfa de la perturbacién resultaba ser H(2(X)).

Posteriormente, en [46], Chen identificaba que ciertos productos tensoriales de
formas en X definfan en realidad una cocadena dc torsién, y a partir de ésta y
del uso de integrales iteradas probaba la cxistencia de una aplicacién multiplicativa
C.(QUX)) = (T*(s7'H.(X), d), que definia una equivalencia de homotopia.

Este procedimiento cristalizé en los trabajos, primero de Gugenheim [80], a quien
sc afiadié posteriormente Stasheff [85] y por tltimo Lambe [82]; en lo que se da en

llamar ardid tensorial, de modo que a partir de una contraccién A = M de una
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DGA-élgebra (resp., DGA-codlgebra) a un DG-médulo, tensorizando adecuadamente
para obtener el mdédulo graduado subyacente de la construccién bar (resp., cobar) y
perturbando en aras de obtener su diferencial usual, B(A) 59 B(M), se define bajo
ciertas condiciones (comunmente, conexién) una As-estructura de algebra (resp.,

codlgebra) en el DG-mdédulo inicial.

En este traspaso de informacién, aparecen de manera natural ciertas cocadenas
de torsién y productos tensoriales torcidos, canénicamente asociadas a las cocadenas

de torsién universales @ de las construcciones bar y cobar, respectivamente.

En este sentido, en Gugenheim prueba que a partir de una contraccién de una
coalgebra simplemente conexa C' en un médulo M con diferencial nula, se puede
construir una derivacién d en T% s 'H™') y una cocadena de torsién 7 : C —
(T*(s~'H™), d), cuya cxtensién multiplicativa a Q(C) constituye un casi-isomorfismo

(i.e., induce un isomorfismo en homologia).

Este procedimiento se extiende en [85] para el caso dual de una contraccién de
partida entre una DGA-dlgcbra conexa A y un DG-mdédulo (M, d) de diferencial no
nula, en general, ambos sobre un cuerpo k. En cste mismo trabajo se comenta la
existencia de un resultado andlogo para codlgebras simplemente conexas, en el que
aunque el anillo base A no tiene por qué ser un cuerpo, si se exige que ambos C y M

sean libres como A-mddulos.

En [82] se muestra que el ardid tensorial no sélo engloba los resultados anteriores,
sino que los completa, en el sentido de que los casi-isomorfismos anteriores representan
en realidad proyecciones de verdadcras contracciones. Ademds, se complementa el

estudio de cocadenas y productos tensoriales recogido en [33] y [105].

Més concretamente, en [33] se prueba que dada una cocadena de torsién 7 : C' — A
y un A-médulo L existe una cocadena de torsion 7* : C — E, donde E = End (H (L))
es el dlgebra de endomorfismos de la homologia de L con diferencial trivial. M4s
ann, los productos tensoriales torcidos C ®, L 'y C ®,+« H(L) son homolégicamente

equivalentes.

Por otro lado, Kadeishvili prueba en [105] que toda algebra A induce una Ae-
estructura sobre H(A) y una cocadena de torsién 7 : B(H(A)) — A. Adem4s, si
t: C — A es otra cocadena de torsidn, existe una cocadena de torsién “homotépica”
t:C — H(A), de modo que t y 7t son cocadenas de torsién homotépicas.
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Aqui, se entiende como cocadena de torsién homotdpica t : C — M de una
coslgebra C sobre una Ay-ilgebra M a cualquier morfismo de médulos que ad-
mite una extensién £ a B(M) como morfismo de codlgebras, de modo que ¢t = 6%,
Posteriormente, adoptaremos la nomenclatura Ay-cocadenas de torsién para estos

morfismos.

Gugenheim, Lambe y Stasheff extrapolan los resultados anteriores en funcién del

ardid tensorial, mediante el siguiente plantcamiento.

Dada un 4lgebra M, la aplicacién p : M — End (M) definida por p(a)(b) = ab
resulta ser un morfismo de 4lgebras, en virtud de la asociatividad del producto en M.
En el caso de que M sea una A-3lgebra, p deja de ser un morfismo de algebras por
la pérdida de la asociatividad en M, aunque no obstante verifica una compatibilidad
“homotépica” con respecto al producto, propia de un homomorfismo de A.-dlgebras:
p admite una extensién a una aplicacién de DG-coélgebras p : B(M) = B(End(M)),
de modo que j = pf, para 6 la cocadena universal en B(M).

Asi, cualquier A -cocadena de torsién ¢ : C — M admite una elevacion t=pt:

C — End(M) a una cocadena de torsién en el sentido estricto.

En estas circunstancias, el 1iltimo teorema recogido en [82] aserta que dada una
cocadena de torsién C' — A y una contraccién (f, g, ) : A — M para un cierto DGC-
médulo M, existe una Ay -estructura sobre M (heredada de la contraccién mediante
el ardid tensorial), una Ay-cocadena de torsion t: C — M y sendas cocadenas de
torsién (en el sentido estricto) t* : C — End(M) y t : C — B(A) de modo que
I =0f.Fyt = pl. Ademds, fo : B(A) — B(M) define un casi-isomorfismo de

codlgebras.

Mds aiin, los productos tensoriales torcidos C ®; Ay C @ M y el A, -producto
tensorial torcido C' ®; M son homolégicamente equivalentes entre si.

Aunque los autores dejan abierta la posibilidad de extender estos resultados para
¢l caso dual de coalgebras, advierten que el ardid tensorial puede no definir un proceso
finito (a causa de que el dato de perturbacién tal vez pueda no disminuir la gradacién
de la filtracién canénica asociada; es decir, que en definitiva no dé lugar a un proceso

de perturbacién convergente).

Nosotros pretendemos establecer aqui un resultado dual para A.-codlgebras. Es
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més, demostraremos que esta construccién cs posible incluso sin abandonar el con-
texto de las contracciones. La idea serd aprovechar el ardid tensorial hasta sus ultimas
consecuencias, en el sentido de que f., no sélo define un isomorfismo en homologia,

sino que ademads constituye la proyeccién de una verdadera contraccién.

Antes de proseguir, recopilaremos bastantes de entre las definiciones y resultados
cosechados por Prouté en su tesis doctoral [136], que establecerdn un marco general

para cl estudio de las A -estructuras y sus propiedades.

Dada una DGA-codlgebra C' y una As.-dlgebra A (respectivamente, una DGA-
dlgebra A y una Ay-codlgebra ('), una Ag-cocadena de torsion ¢ : C — A es una

aplicacion lineal de grado —1 tal que

td+ > mit® AP =0
i=1

(resp., dt+ > puD®iA; =0),

i=1
donde AW =1, yM =1, A® = A, 4@ = 4 y en general A®) = (1 ® AC-)A y
p®) = p(1 @ pb),

De otro modo, t : C — A c¢s una Ay -cocadena de torsién si y sélo si posee una
tnica elevacién £ : C — B(A) (resp., f : Q(C) — A) que constituye un morfismo de
DG A-coslgebras (resp., DGA-dlgebras), con t = 6% (resp., t = 16).

Dado que un Ag-homomorfismo cntre las A,-dlgebras A y A’ (resp., entre las
Ay-codlgebras C'y C') viene dado por un morfismo de DGA-coalgebras entre B(A)y
B(A') (resp., por un morfismo de DG A-dlgebras entre Q(C) y Q(C")); la composicién
de una A.-cocadena de torsién con un Ag-homomorfismo genera una nueva A,-

cocadena de torsién.

Siguiendo con la analogia con respecto a las cocadenas de torsién en sentido es-
tricto (cocadenas de Brown), toda A-cocadena de torsién da lugar a un A,-producto

tensorial torcido.

La diferencial d; en el complejo A ®; C viene dada por

di=1®d+Y (me)(1et®'el)(1eA®)

i=1
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(resp., di =d®@1+ > (1P @ 1)(1@t¥ ' 9 1)(1® A)).

=1

Prouté establece finalmente en [136] varios resultados acerca de la transmision de
Ago-cocadenas de torsién mediante morfismos de (co)dlgebras y Ao-(co)algebras.

M4s concretamente, si f : A = A’ es un casi-isomorfismo sobreyectivo de DGA-
dlgebras conexas, C' una As-codlgebra conexa y t' : C — A’ una As-cocadena;
entonces, existe una Ae-cocadena t: C — A con t' = ft.

Anélogamente, si f : C — C' es un casi-isomorfismo inyectivo de DGA-codlgebras
simplemente conexas, A una A.-dlgebra y t : C — A una A-cocadena; entonces,
existc una A-cocadena t' ; C' — A cont'f =1t.

Por otro lado, si f : A — A’ es un casi-isomorfismo de DGA-dlgebras, C una
Ago-coslgebra simplemente conexa y t' : C — A’ una Ay-cocadena; entonces, existe
una A.-cocadena t : C — A con ft homotdpica a t'.

Anslogamente, si f : C — C' es un casi-isomorfismo de DGA-coélgebras simple-
mente conexas, A una Aq-codlgebra conexay t : C — A una A-cocadena; entonces,
existe una Ay-cocadena t': C' — A con t'f homotdpica a t.

Estos primeros resultados se basan en morfismos de DGA-(co)dlgebras. Prouté
también se preocupa en obtener resultados que concicrnan a morfismos de Ao

(co)algebras, cuales son los siguientes.

Sea f : A — A’ un casi-isomorfismo de An-dlgebras y t' : C — A una Ag-
cocadena; entonces, existe una Aq-cocadena t: C — A con ft homotépica a .

Anélogamente, sea f : C — C" un casi-isomorfismo de A-codlgebras simplemente
conexas y t : C — A una Ay-cocadena; entonces, existe una Ang-cocadena t.C—= A

con t'f homotdpica a t.

Lamentablemente, ninguno de estos resultados concluye un isomorfismo explicito

entre los A.-productos tensoriales asociados.

Nosotros pretendemos establecer aqui una construccién similar a la ultima
recogida del trabajo de Prouté, pero en el contexto de las contracciones, de modo
que tengamos una contraccién explicita entre los As-productos tensoriales asocia-
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dos. La idea serd aprovechar el ardid tensorial hasta sus ultimas consecuencias, en
el sentido de que fo no sélo define un isomorfismo en homologia, sino que ademas

constituye la proyeccién de una verdadera contraccidn.

Teorema 2.4.4 Sea A ®; C el producto tensorial torcido segin una cocadena de
torsién t : C — A y consideremos una contraccion c(f,g,$) : C = C'. Supongamos
que ¢ induce sobre C' una estructura de Ay -codlgebra, que téd = 0 y que (1 ® ¢)tN es

puntualmente nilpotente. Entonces, eziste una contraccidn

AR, C =A@,
donde T = tg es una Ay-cocadena de torsidn y A ®; C' un As-producto tensorial
torcido.
Demostracion.

Dado que (1 ® ¢)tN es puntualmente nilpotente, se tiene que la perturbacién de

la contraccion

AQC=>A4AxC

que se obtiene de ¢ tensorizando por A, segun el dato de perturbacién #M; converge

para dar la contraccién
A®C = (A®C,al®dc' +dA®1+dtﬂ)s
con

din=(18£) (-1 [(1e)18to1)(10A)10¢)" e 1)(1te1)(18 Ay).

n>0

Por otra parte, como ¢ induce una estructura de Ay -codlgebra sobre C’, por
construccién ha de ser ¢ = tg una Ax-cocadena de torsién (segin el ardid tensorial
desarrollado en [82]).

Lo que vamos a probar es que, bajo la condicién de que t¢ = 0, entonces la
diferencial 1 ® do + d, ® 1 + din coincide con la diferencial di que induce ¢ en el
Ao-producto tensorial A ®; C’, con

d=d, @1+ > (Ve 1)(1eF ' e1)(1eA),

=1
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para gV =1, p® = p, p® =1 uiDV Aj=mAy A : "= C'® e, i > 2,
la proyeccién canénica —m;A, siendo A el morfismo que determina la estructura de

Ag-codlgebra de C' segin la contraccién c:

do = (—57 dos) + do, = —(T(s7)As)!,

A3y = T(S_lfs)aalg(ZO(_l)i(T(5_1¢3)aalg)i)T(5_195)

n

Butgli y=n = D F1® (st @s HAgs @ 17

k=1

De este modo, para i > 2, es

i(i—1

Ai: (-1) 2 WiT(S)dﬁS_l.

Ahora bien, de entre los sumandos quc componen dg = (=5~ tders)l] + Ay, €l
primero de ellos respeta el ndmero de factores del elemento de entrada, mientras
que el segundo lo aumenta en al menos una unidad. Como la entrada de A; es un
elemento de C' (i.e., de T(C') compuesto por un sélo factor), resulta que el sumando
(—5"1dcfs)[] es el tinico que afecta en el calculo de A;, mientras que el sumando dg,,

es ¢l 1inico que interviene en el cémputo de A;, para i = 2.

Por tanto, se tiene que A; = —=T(s)my(~5 " ders)s™'j = dor, para j : C' — T(C')

la inclusién natural; de donde
Ve N1e)1®A) =18d,

y el hecho de probar que 1 ® do + ds ® 14 din coincide con di se reduce, pues, a

demostrar que
[e.9]

dn =S (1P @110 @1) (16 A).

=2

Por otro lado, para 7 > 2, es
A= (-1 mT(8)do,, 5 J,
y teniendo en cuenta que f¢ =0, ¢g =0y fgf = f, resulta que

(i=1)(i—2) B 2 ka+l ki—e2+1i-1 .
Ai = (_1) 2 f®z Z Z - Z H(_l)kj(1®kj—1 Q Ac({b@ 1®]_ _7) A097

ko=1 ka=1 ki_1=1;=2

pr—
SR Igpn i,
T R i,
o KA
[
A A

o

N

Tt
= D, v
f PenuTiA

i
u }
.

A
Bl
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io1
donde el simbolo ]| h; representa la composicién ;1 o -+ o hs.
j=2

Asgi, todo se reduce a probar que d; coincide con la expresién

T () U0 @ (10 (t) ¥ @ 1)1 ® )0
1=2
2 ko+1 ki—a2+141

o SN o N JI(-DR (1% @ Acd @ 19778 | (1® Agg). (2.3)

ko=1k3=1 kj.1=1j=2

Para ello, llevarcmos la expresion general de dyn,

din = (18f) 3 (~1)"[(1®1) (1011) (19A) (189)]" (u®1) 191®1) (18Acg), (2.4)

n>0

a esta forma, mediante el uso de las siguientes identidades:

1. Por ser t cocadena de torsiéon, se tiene que

dat +tde — p(t @ t) Ay = 0; (2.5)

2. Genceralizando, se puede probar por induccién que

( 1)n (n) t@ndn] —d .U’ f®n_|_u(n+l T@n-l—lz 1®k 1®A ®1®n Ic) (2 6)
k=1

de hecho, para n = 1 se tiene la condicién (2.5) y para n = 2 se tiene que

pt®d? = u(t ® tde — tdy ® 1) 2

D)t @dat +1® pt®2Ao + dut @t — A, @ t) =

= pd@t®? 4 O AL@1+1QAy) =
= daut®? + B3 (—Ar @ 14+160 AL);

cn general, supuesto que se verifica la relacion hasta n = m — 1, para n = m se

tiene que
'u(m)t@md[én] — ,U(]. ® ,Lb(m_l))(t ® t®m—1)(1 ® d[én-—l] +ds® 1®m—l) —

- ,Lb(t ® u(m-l)t@)m—ldgn—l]) 4+ (—l)m_],u(tdc ® ,u(m_l)t®m_1) H.I
L (=)t @ dapm I )+
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m—1

H(=1)mp(t @ M 3 (-1FAST @ Ay @ 19 TF )+
k=1

F (=)™ p(dat @ plm D11 (1) (ut®2A @ pmIEEm L) =

— (_1)mdAN(m)t®m+( 1) /L(m+1)t®m+1 Z 1®k 1 ®A ® 1&m— k)
k=1

3. Teniendo ¢n cuenta que t¢ = 0, de la anterior resulta

u(”)t®”dg‘]¢["] = u(n-f-l)t@n—i—l Z(_l)k+n(1®k—1 ® Avd ® (gf)®”_k). (2.7)
k=1

4. A partir de la contraccién ¢®” y sabiendo que t¢ = 0, obtenemos la relacién

18" = (tg)®" f" + tEndlrlg, (2.8)

5. Por dltimo, combinando las identidades (2.7) y (2.8), resulta

+t®nd[g]¢[n]#(n+l)t®n+1 Z(“l)k+n(1®k-l ® AC¢ ® (gf)®”_k). (2.9)
k=1

Estas igualdades afectan a los sumandos de (2.4) del siguiente modo:

n=20

Le)(10te H1eA)10g) = ke )(10tg®1)(1® F52)(18 Acg)+

o)A@ tep @ 1) (1810 f)(16 Acg) E

e +(p® 1)1 P AH® 1)1 ® f)(1® Acg) =
= +(pe)(1em®@)(1% e 10 Acp®1)(1® Ay
(2’ +EP eI )2 1)(18 f&)(1® Acd®1)(1® Asg)+

2

+(pR1)(1® u(3)t®3 Z (_1)k3+2(1k3—1 ® Ach ® (gf)®2—ks) ® 1)o

k3=1

(2.9)
)

29

(1P Q 1 ®Achd ®1)(1® Acg) =
ka+1 kj—a+1

T3S W e e ()P ®1)1 e 1)

J=2ko=1ky=1  kj 1=1
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-1
H(_l)l+k5—1(1®k1 ® AC,QS ® 1®l_k') (1 ® Ac’g)a
=2

dando lugar, pues, para j > 2, a los sumandos

i =Jko=1,1<k3<2,1<ky<hks+1,...,1<kj1 <kjo+ 1

-D"1@f)[(ke)(18t@)(1® A" (k®1)(1®t®1)(1® Acyg) =

= (19) (™D @1) (1815 @1) (151 @A 9) - -+ (120 A0 §) 1820 g) E - -

m+1 m+1 kmyz+l kji_o+1

L@ S e T LY Wene e e

J:m+2 ka=2 km+1=m+1 km+2=1 km+3=1 kj—lzl

7=1
(1® f%) o |[[(-1)*R1(1%0 @ A ® 157F)| (1® Acrg),
=2

dando lugar, pues, para j > m + 2, a los sumandos

li=4ka=2, kmp1=m+1,1<knpa<m+]1,

1 <kpyz <kppo+1,...,1 <k <kjo+1

De modo que ambas estructuras coinciden y el resultado queda probado.

Nota 2.4.5 Las hipétesis del teorema anterior se verifican cuando la codlgebra C
es simplemente conexa. Este cs cl caso, por ejemplo, de la construccién bar de una
CDGAC-élgebra.

Asi, queda completamente clara la tesis del Teorema 2.4.3: teniendo en cuenta el
Teorema 2.4.2, que garantiza que por perturbacién de (B(A4),1®,ds) = (X,1®,d)
seglin 6N se obtiene una contraccién de comparacién (en general, no la canénica)
entre B(A) y (X, d'), resulta que d’ dota a X de estructura de Ay -producto tensorial

torcido, seguin la Ay-cocadena de torsion fg.

Ademads, en caso de partir de la contraccién de comparacién candnica, el mismo
Teorema 2.4.2 garantiza que d’ = d, de donde la resolucién que se obtiene como salida

coincide con la primigenia, y (X, d) constituye un A.-producto tensorial torcido.
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2.5 “Sombreros” de comparacién de resoluciones.

La hip6tesis de partida en el estudio que hemos llevado a cabo acerca de resoluciones
(X, d) sobre un algebra A es que estas resoluciones escindfan de la resolucién bar; es

decir, que existia una verdadera contraccién entre B(A) y (X, d).

Pero el teorema de comparacién de resoluciones 2.1.2 lo inico que garantiza para
resoluciones (X, d) contractiles a A es que son homotépicamente equivalentes a B(A),

y no neccsariamente via una contraccion.

Ahora pretendemos analizar qué ocurre en el caso de que los morfismos que da el
teorema de comparacién anterior no conformen una contraccién, y tan sélo definan

una equivalencia de homotopia en el sentido general.

Primero, al amparo del estudio de equivalencias de homotopia que desarrollan
Huebschmann y Kadeishvili en [102], construiremos un “sombrero” de contracciones

entre B(A) y (X, d), por medio del “mapping cylinder” de ambos.

Entendemos aqui por sombrero de contracciones (mas brevemente, sombrero) de
dos DG-médulos (M,d) y (N,d) al conjunto de un tercer DG-médulo (N,d) (que
llamaremos principal) y un par de contracciones, desde (N,d) a cada uno de los

DG-maédulos iniciales.

El uso del “mapping cylinder” permite transformar toda equivalencia de homo-
topia en un sombrero de contracciones, cuyo DG-médulo principal es el propio “map-
ping cylinder” de los DG-médulos dados.

Dado que esta construccién no facilita la preservacién de estructuras algebraicas,
en una segunda etapa intentamos claborar otro sombrero que si permita establecer
resultados de compatibilidad entre productos dados en B(A) y X, en caso de ser A

conmutativa.

2.5.1 Comparacién de resoluciones via “mapping cylinder”.
p Y

Nuestro punto de partida es una resolucién contractil de A sobre A,

(Ex,nx,t) @ (X,d) = A,
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y la resolucién bar
(€s,1m5,8) : B(A) = A,

donde se asumen ciertas las condiciones laterales de anulacion.

Seguin el Teorema de Comparacién 2.1.2, podemos construir recursivamente los
morfismos de comparacién candnica A-lineales f, ¢ y ¢, que hacen que 1 — gf =
od + do.

La cuestién estd en construir la otra homotopia ¢ que hace que 1 — fg = @od+ do.

No seria buena opcién el tratar de forzar que ¢ fuera también un morfismo especial,
dado que la especialidad de ¢ equivale a que (X, d) = B(A) (ver [40]), lo cual no se

cumple, en gencral.

Para construir tal morfismo, basta utilizar que X es contractil a A mediante la
homotopia t. De este modo, siguiendo la demostracién de la unicidad salvo homotopia
que reza el teorema de comparacién clisico (Teorema 2.1.1), se puede probar que

p=t(1-fg).
En realidad, con esta definicién sc tiene que
dt(1 - fg) +t(1 = fg)d= (1 ~td)(1 - fg) + (1 - fg)d =1 - fg,
dado que —td(1 — fg) = —t(1 — fg)d.
Es més, ¢|x = t|x, dado que tfg|x = ttfdg|x = 0.

No obstante, ¢ no es A-lincal en general, dado que ¢ tampoco lo es. Més atn, no
es dificil vislumbrar que el caso ¢ A-lineal conduce a la resolucién trivial X = A.

En cualquier caso, dado que td 4+ dt = 1 c¢n grados positivos, se tiene que
(1= f9)lx = (pd+ do)|x = (pd + dt)|x = (pd + 1 — td)|x,
de donde fg|x = (t — ¢)d|x.

También,
fglx =tfdsgd|x = tfdsdg|x =tfdg|x = tfgd|x.

A partir de los datos anteriores, aplicando las técnicas desarrolladas en [102], se
puede determinar un sombrero de comparacién entre las resoluciones B(A) y (X, d),
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tomando como DG-médulo principal el “mapping cylinder” (Z, d), de ambos asociado
a f: B(A) — X. Con vistas a simplificar la notacién, omitiremos en lo que sigue
el subindice que hace referencia al morfismo f sobre el que se construye el “mapping

cylinder”.

Como médulo graduado, Z, = B,(A) ® B._1(A) @ X.. La diferencial viene dada
por d(b,b',z) = (d(b) — V', —d(V'),d(z) + f(V')). Hay que destacar que el “mapping
cylinder” no tiene una estructura canénica de A-médulo heredada de las correspondi-
entes de B(A) y X, dado que en general d(a(b, V', z)) # d(a)(b, V', z)+(=1)leld(b, ¥, z),
como se puede comprobar.

Férmulas explicitas para las aplicaciones que constituyen el sombrero vienen dadas
en [102], y dada la extensién que ocupan, nos remitiremos a este articulo para su

definicion.

Sin embargo, en este caso no cs posible a priori la construccién de un sombrero
de contracciones entre los complejos reducidos mediante la tensorizacién A ®, -.
En efecto, ahora no todos los morfismos implicados son A-lineales: ¢ no verifica tal

condicién, e¢n general.

De cualquier modo, en ninguno de los hipotéticos sombreros anteriores cabe lugar
a hablar de preservacién de estructuras multiplicativas, puesto que ni tan siquiera
presenta estructura de A-mdédulo el DG-médulo principal.

A continuacién abordamos esta problemética desde la perspectiva de otro som-

brero de contracciones, que elaboramos especialmente para los complejos reducidos.

2.5.2 Sombrero de comparacién y estructuras multiplicati-
vas.

Sea A una DGA-4algebra conexa.

Consideremos una variante de la resolucién bar, que presenta una estructura de

A-médulo por la derecha en vez de por la izquierda.
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Definamos una aplicacién ' : B(A) — A de modo que

—ay, sin=1,

0’([a1|---|an])={ 0, sin#l

En verdad, ' constituye una cocadena de torsién, dado que
(d6' +6'd + (0 ® )A)([a1]as)) = (=1)*laray — (=1)1**laya, = 0.
Asi, queda definido el producto tensorial torcido B(A) ®¢ A, cuya diferencial es

d(la] - |an] ® @) =

n n—1
== (D)% Mar| - |dai)] - lan] @ a + Y (=1)%[a1] -+ - @i | -+ an] ® at
i=1 i=1

+(=D*[a]. . |an] @ d(a) — (=1)*a] -+ [an-1] ® ana,

para e; =i+ |ay| + -+ - + |ail.

Lema 2.5.1 En las circunstancias anteriores, el endomorfismo s' : B(A) ®y A —
B(A) ®¢ A dado por s'([a1] - |a,] ® a) = (=1)1[ay] - |ay|a] constituye una ho-
motopia de contraccion al anillo base A, a través de la aumentacidn y coaumentacion

canonicas.
Demostracion.

En grado cero no hay nada que probar, dado que 0 = 0.

Para grados mayores, habrd que comprobar que 1 = ds’ + s'd, lo cual es inmediato

por computacién directa.

El caricter aciclico de B(A) ®y 4 y (X,d) permitird discfiar un sombrero de
contracciones entre B(A) y X.

Es conveniente observar que la diferencial d en X = A® X verifica que d(a®Z) =
d(a) ® T + (-1)1la ® d(z). Llamemos § a la aplicacién que a Z € X le asocia la
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imagen por d restringida a ker £, ® X. De este modo, la estructura diferencial de X
canénicamente heredada de X segin 1®, d coincide con la aplicacién d = d — 4.

Ahora, procedemos segtin los siguientes pasos.

e Tensorizar la contraccién (€x,7x,t) : (A® X,d) — A a izquierda por B(A),y
perturbar la contraccién resultante por §'N.

o Tensorizar la contraccién (£s,7s,s") : B(A) ®y A — A a derecha por X,y
perturbar la contraccién resultante por 4.

Teorema 2.5.2 Los procesos de perturbacion anteriores no modifican las estructuras

diferenciales en B(A) y X, ni tampoco las proyecciones {x Y &x.

Demostracion.

En el primero de los casos, cuando se perturba por 6'N la contraccién dada se

afiade a la diferencial inicial en B(A) la suma
1@&)ENeN(1L- (1)@ N®L) +--)(1&nx),

que es nula por ser (1 ® &x)(¢' N ®1) = 0 (con el término ¢'N aparece un elemento

propio de ker £,, sobre el que £ actia de forma nula).

En el segundo de los casos sucede algo similar: cuando se perturba por 4 la

contraccién propuesta, se afiade a la diferencial inicial en X la suma
EODIRNI®1— (L) (1®8)+ - )(nx®1),

que es nula por ser (§; ® 1)(1® ) = 0 (con el término § aparece un elemento propio

de ker &,, sobre el que £ actia de forma nula).

Del hecho de que (1 ®&x)(0'N®1) =0y (£, ®1)(1®45) = 0, se deduce asimismo
que (1®€x)e =1R&x Y (s® 1) =65 @ 1.

Denotemos por B(A) ®y A®® X el DG-médulo mayor comiin a ambas las contrac-
ciones anteriores. Este objeto constituye, asi, el DG-médulo principal de un sombrero

de contracciones entre B(A) y X.



78 2. Resoluciones.

Este sombrero tiene la particularidad de que es natural con respecto a las cquiva-
lencias homotdpicas que determina el teorema de comparacion entre las resoluciones
de partida; en el sentido que indica el siguiente resultado.

Teorema 2.5.3 Las aplicaciones que define el sombrero anterior entre B(A) y X,

Joo = (€ @1)(1 ®nx)oo : B(A) - X

Joo = (1 ®§X)(77B ® 1)00 X = B(A)v

coinciden con las aplicaciones de comparacion candnica f y G, respectivamente. Mds

aun, la composicion

Doo = (1 ®Ex) (5" @ 1)oo(1 ® Nx)eo = B(A) = B(A)

coincide con la homotopia de comparacion candnica ¢.

Demostracion.

A la hora de demostrar las identidades anteriores, hay que hacer notar cémo

actian las siguientes composiciones.

De un lado,
1® 1) N®1)([a1] - |an] ® (a ® 7)) = —[a1] - -+ |an—1] @ t(ana @ T).

De otro,
(s'®@1)(1®d)([ar] - lan] ® ( Z[axl “|an|bs] ® (1® Z)),

donde notamos 6(Z) = L5, b ® Z;.

Ademss, las aumentaciones £z y &x son nulas cuando se aplican sobre elemen-
tos que no sean cscalares, lo que propicia que las series que definen los morfismos

perturbados se reduzcan a un sélo sumando.

Asi, el morfismo fo, = (£ ® 1)(1 ® 1x )0 queda en la forma

foo(lon] -+ lan] ® (1® 1)) = tart(as(: - an-1t(an) --))),
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que coincide con la definicién recursiva (2.1) de f = flac)-

Atendicndo ahora a oo = (1 ® &x)(n5 @ 1), resulta que o es la composicion
reiterada de (s' ® 1)(1 ® §), que coincide con el modo de componer reiteradamente
(s®1)(1®46) en la definicién recursiva de § = sgd, con go = 1,. Nétese que sgd = sgd,
por ser g cspecial.

En cuanto a o = (1 ®E&x)(8' ®1)eo(1 ®7x )0, S€ tiene que para cada sumando de
(1®1x )eo 5610 hay uno de (s’ ® 1), que sea relevante: aquel que permite la actuacion
no nula de la aumentacién (1 ® £x), y que consiste en la composicién adecuada
[(s'®1)(1®6)]®*(s'® 1) hasta la consecucién de un elemento de grado cero (escalar)

en la componente de X.

Analicemos por un momento cémo actiia @, segiin su definicién recursiva:
$(lar| - lan]) = (—5¢d — sgf)([ar] - - - |an]) =
= (-1)!"™[a1|6([az] - - |an])] — sgf (lan - - - lan]).

Si atendemos a ¢u, resulta igualmente

9500([“1| e lag]) = (_1)|ﬂ1|+1[a1|q_500([a2| -+ an))] = sgf([aa] - - - an]),

donde el sumando —sgf proviene del tltimo término de (7x)eo, ¥ €l primer sumando

aparece al considerar los restantes términos de (7x)eo-

Como ambas las homotopias ¢ y ¢« son nulas en grado cero y las expresiones an-

teriores definen la misma formulacién recursiva, se puede concluir sin lugar a equivoco

que Q_Soo = Q;

Asi, ¢l sombrero construido contiene de forma natural la restriccién a los comple-
jos reducidos de los morfismos A-lineales de la cquivalencia de homotopia inicial de

comparacién canénica de resoluciones, f, g y ¢.

No es posible comparar la homotopia ¢, por no ser A-lineal en general.

Ahora, progresamos a partir del sombrero anterior para determinar otro entre las
resoluciones de partida. El salto de uno a otro se corresponde con la perturbacién
adecuada de la tensorizacién banal a izquierda por la DGA-algebra A:

e
//‘ﬂ/r"—“‘ s /-/‘/",’_I’:’"

e

. 'i
;__ ',.,\
T
ORI
[ - o

i i

LA
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e Tensorizar la contraccién (1 ® £x), (1 ® Nx)oo, (1 ® t)oo) : B(4) ®9y AR X —
B(A) ® A a izquierda por A, y perturbar la contraccién resultante por 6.

e Tensorizar la contraccién (£ ® 1, (75 ® L)oo, (8’ ® 1)eo) : B(A) ®p A ®° X —
A ® X a izquierda por A, y perturbar la contraccién resultante con cl dato de
perturbacién que genera el paso anterior sobre A ® B(A4) ®p A ®° X.

Teorema 2.5.4 Los procesos de perturbacion anteriores establecen un sombrero entre
la resolucion bar A ®y B(A) y la resolucion (A ® X,d). Mds aiun, los morfismos
componentes de la contraccidn a B(A) no se modifican bajo el proceso de perturbacidn.

Demostracion.

De un lado, la modificacién de la diferencial en el DG-mddulo pequeiio de la

contraccion

(1®180&),(1®1® M), (181® 1)) : A® B(A) @y AR’ X + A® B(4)® A

segin AN se traduce en la aparicién del dato de perturbacion
do=(101®Nc)0(0N®1)(1R1® Ex)

en A® B(A) ®y A% X.

Este es un caso particular de lo que podemos dar en llamar “perturbacién as-
cendente”, en el que se trata de modificar una contraccién (f, g,¢) : N = M intro-
duciendo un dato de perturbacién ¢ en el DG-médulo de llegada, M. Dec cste pro-
blema sc conoce una solucién general, que equivale a la “perturbacién descendente”
(o simplemente perturbacién, tal como definiéramos en su momento) del DG-médulo
mayor N segin el dato géf. Es facil probar que los morfismos componentes de la
contraccion inicial no se modifican en el proceso de perturbacion, y son compatibles
con las nuevas estructuras diferenciales.

Asi, obtenemos la contraccién
(10196x),(101®Nx)o0, (101 ®1)00) : A% B(A) Ry AR X - A® B(A)®A,

donde la parada en la contraccion viene garantizada por la actuacién de 0N, que es
el tinico morfismo que afecta al primer factor A, y lo hace aumentando la graduacion

en cada ocasion que interviene.
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Por otro lado, perturbando ahora la contraccion

(106®1L, (1801, ®1)0, (108 ®1)w)  AQB(A) @ A X - AQA®X
segiin el dato dp = (1 ® 1 @ 7x) (0 N ®1)(1 ® 1 ® £x), se obtiene la contraccién
(19&RD)®, (107,012,105 1)%): A% B(A)®y AR’ X > A®A® X,

Este proceso es convergente siguicndo el razonamicnto precedente: dy aumenta la
graduacién sobre el primer factor 4 cada vez que se aplica, por medio de 8M; y los

demds morfismos no afectan a dicha componente.

En las circunstancias del teorema anterior, los morfismos del sombrero guardan
una relacién directa natural con respecto a los de comparacién canénica entre B(A)

y X, tal como recoge el resultado siguientc.

Teorema 2.5.5 Los morfismos f, g y ¢ de comparacion candnica entre las reso-
luciones B(A) y X aparecen de forma natural en el sombrero construido, de modo
que:

=101 1® 1w B(4) > X

0°=101R&)(1®n,®1)%: X — B(A),

coinciden con las aplicaciones de comparacién f y g, respectivamente; por otro lado,
P =1010&)1058@N2(1®1®Nx)w : B(A) = B(A)

coincide con la homotopia de comparacion ¢.

Demostracion.

En lo que sigue, utilizaremos que el sombrero entre complejos reducidos contiene
de forma natural a los morfismos f, § y ¢.

Asi, la composicién (1® &5 ® 1)°(1 ® 1 ® 7x ), resulta actuar segin

fPaeb) =10 H1lel-(1en)1e e+ ) (a®b)=afd),
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ya que (1® F)(1®0N)(1 ® ¢)(a ® b) = afpd(b) = 0.

Andlogamente, la composicién (1 ® 1 ® &£x)(1 ® 7 @ 1)% actia en la forma

g*@e1)=107(181-(18¢)(#Ne)(18 )+ )(a®I) = aj(z),

puesto que (1® ¢)(INR1)(1® g)(a ® Z) = aggd(z) = 0.

Por otro lado, (1®1®&x)(1® 5 @ 1)2(1 ® 1 ® nx)eo Se aplica asi:

$°@®bh)=(10)1el-0Ne)1® )+ )(a®b) =ad(),

al ser (1® ¢)(0 N RL)(1® P)(a®b) = adpd(b) = 0.

Hay que destacar que no tiene sentido plantear la comparacion de la composicion

(1®&EODN®1R1®E)(1®7® 1)

con la homotopia de comparacién ¢, dado que ésta no es A-lineal en general, y sin

embargo la composicién anterior si lo es.

La construccion de los sombreros descritos anteriormente siempre es posible en la

comparacién de la resolucién bar con resoluciones contractiles a A.

Hablaremos de sombreros de comparacion candnica, puesto que extienden dc
manera natural a los morfismos de comparacién canénica.

Seria interesante establecer una condicién necesaria y suficiente para los sombreros

anteriores determinasen, en realidad, una verdadera contraccion.

En [115] Lambe establece una condicién suficiente, que rescata del trabajo de May
en [129)].

Lema 2.5.6 [129] Sid|x N X =0, entonces g es inyectiva.

Lema 2.5.7 [115] En las condiciones anteriores, los morfismos de comparacion

candnicos establecen toda una contraccion entre la resolucion bar y X.
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En [115] no se recoge ninguna demostracién del resultado, y se da por supuesto que
el garantizar la inyectividad de g conlleva la existencia de una verdadera contraccion.

En cualquier caso, es posible elaborar una prueba que ilustra el trabajo realizado
con los sombreros de comparacién entre resoluciones y complejos reducidos, respecti-

vamente.

Demostracion.

Si dlg N X = 0, entonces d = 1 ®, d = 0, de donde X es un DG-médulo de

diferencial nula.

En este caso, el sombrero de comparaciéon de los complejos reducidos establece
trivialmente una contraccién, dado que

lx— fg=dd+ ¢d=0.

A partir de aqui, siguiendo la demostracién del Teorema 2.4.2, se concluye que

entre las resoluciones de partida existe una verdadera contraccion.

No obstante, el anterior no deja de ser un resultado que sélo indica una condicién
suficiente, y que no es necesaria: mismo en los articulos [113, 114, 115, 78] Lambe
considera contracciones de comparacién en las que la diferencial generada en los com-

plejos reducidos no es nula.

En [126], MacLane propone como ejercicio demostrar que en el caso de que el
4lgebra de partida A posea diferencial nula, entonces las aplicaciones de comparacion

candnicas determinan de hecho una contraccién.

Demostrar que fg = 1 se reduce, en cste caso, a probar que dt = 0, siendo ¢ la

homotopia de contraccidn de la resolucién X a A.

A continuacién probaremos que ésta es una condicién necesaria y suficiente en el

caso general, por anadidura.
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Teorema 2.5.8 El sombrero de comparacion candnica establecido previamente define
una contraccion de comparacion (a fortiori candnica), si y sdlo si dt|x = 0.

Demostracion.

Supongamos que dt|z = 0. Como ¢ es una homotopia de contracciéon de X a A,

en particular se ticne que
1z = (dt + td)|z = td|x-

Ahora, vamos a demostrar que fg =1 en X, por induccién en el grado del elemento
de entrada.

En grado 0 no hay nada que probar, dado que cn este caso es f =g = 1,.

Supuesto que s¢ ha demostrado la igualdad para clementos de grado hasta 7,
probamos que también se tiene para elementos de grado n + 1. La idea sera de-
mostrarlo primero para elementos en X, y después extender la propiedad por lineali-
dad cn A.

Para ello, basta tener en cuenta que

folz =tfodls & td

x = 1|x-
De donde fg =1 en todo X.

Reciprocamente, supongamos que fg = 1 en todo X. Procediendo de igual manera
que en ¢l razonamiento anterior, tencmos que

llg = fglx = tfgd|x = td|x,

de donde td|y = 1|x y dt|x = 0.

Asi, con los resultados anteriores se puede extrapolar al contexto de sombreros de
contracciones todo el estudio multiplicativo realizado a lo largo del capitulo sobre las
contracciones de comparacion de resoluciones sobre A contractiles a A, en ¢l caso de

dlgebras A conmutativas.



2.5. “Sombreros” de comparacion de resoluciones. 85

2.5.3 Resoluciones versus complejos reducidos (I).

Los teoremas previos nos hacen ver que el procedimiento general a seguir para com-
parar dos resoluciones dadas es establecer nuestros sombreros de comparacion; de
sucrte que en el caso particular de que dt sea nulo, el sombrero se transforma en una

verdadera contraccién, la contraccién de comparacién candnica.

Hemos de destacar que el espiritu que nos llevé a la determinacién del sombrero en
la forma dada se sustenta cn las ideas que subyacen en el trabajo de Eilenberg-Moore,
relacionando la informacién homoldgica de fibra y base conocida la del espacio fibrado
total [65], y los trabajos posteriores de Rubio-Sergeraert [144] y Real [140].

Ademds, a raiz del estudio que hemos desarrollado aqui, podemos concluir el

siguiente resultado.

Teorema 2.5.9 En el estudio de la comparacion candnica de resoluciones
contrdctiles con la resolucion bar, es equivalente trabajar a nivel de resoluciones o

a nivel de complejos reducidos, para dlgebras A conezas.

Demostracién.

El paso de complejos reducidos a resoluciones se deduce de la Proposicion 2.4.1 y

los teorcmas 2.4.2 y 2.5.5.

El paso de resoluciones a complejos reducidos, proviene de la tensorizacion por
A®, y el Teorema 2.5.4.

Los teoremas 2.5.4 y 2.5.5 permiten, ademads, considerar este traspaso de infor-
macién no sélo en el lenguaje de contracciones, sino también en el mas general de

sombreros de contracciones.

Ademés, en caso de partir de una contraccién de comparacion no candnica, el paso
anterior de resoluciones a complejos reducidos sigue siendo valido, de ser A-lineales

los morfismos de la contraccién inicial.
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Reciprocamente, ¢l paso de una contraccién entre complejos reducidos a una con-
traccién de comparacién (en general, no candnica) entre resoluciones siempre es posi-

ble, suponiendo la conexién del 4lgebra base A.

Este es el motivo de que en el resto de la memoria, nos restrinjamos a contracciones

entre complejos reducidos.

2.6 Cuestiones relacionadas.

A raiz del estudio que hemos desarrollado en el presente capitulo surgen varias cues-
tiones secundarias, ligadas en mayor o menor medida al discurrir principal. De entre
todas ellas, vamos a discutir a continuacién las que en nuestra opinién parecen més

interesantcs, cuales son:

e Sobre el cardcter contrictil de X,
o Comentarios acerca del Teorema 2.3.2.
e “Sombreros” de comparacion de resoluciones.

e Generadores de B(A) como élgebra.

Las analizaremos en sccciones independientes.

2.6.1 Sobre el caracter contractil de X.

En el estudio que hemos llevado a cabo ha sido fundamental 1a hipétesis inicial de que
la resolucién X admitia una homotopia ¢ de contraccién a A. De hecho, ¢ intervenia
en la definicién recursiva de la proyeccién de comparacién entre la resolucién bar y

la propia resolucién X.
. Qué ocurre si no se dispone de una tal homotopia de contraccién?

En [78] se recoge el siguicnte resultado, que garantiza que toda resolucién X que
escinda de la resolucién bar B(A) (en cl sentido de que exista una contraccién de
B(A) a X), admite una homotopia de contraccién al anillo base.
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Lema 2.6.1 [78] Sea X una resolucién de A sobre A que escinde de B(A) segin una
contraccion (f,g,8) : B(A) = X. Entonces, fsg es una homotopia de contraccion

para X

Demostracién.

Aunque la demostracién del resultado no aparece en el articulo citado, se puede
reproducir sin dificultad.

En grado cero, es claro que fsg = 0 (dado que s|, -, = 0), lo cual tiene sentido

por ser ambos Xy y By(A) el propio anillo A.

Dado que s es la homotopia de contraccién de la resolucién bar a A, se tiene que

cn grados positivos es 1 = sd + ds.

Asi, para grados positivos, se ticne que
(fsg)d+d(fsg) = fsgd+ fdsg = fsgd+ f(1 - sd)g = fsgd+ fg — fsdg = fg=1,
dadoque dg=gdy fg=1.

Por tanto, fsg constituye una homotopia de contraccién a A.

Ahora, se puede demostrar con facilidad que la homotopia anterior coincide con ¢,
en el caso particular de que X escinda de B(A) segiin las aplicaciones de comparacion

candnicas.

Lema 2.6.2 Sea X una resolucién contrdctil a A segin t que escinde de B(A) me-
diante la contraccion de comparacidn candnica. Entoncest = fsg.
Demostracion.

Cicrtamente, se tiene que

fsg=tfdsg=1tf(1 —sd)g=1tfg—tfsdg=1tfg=t,
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dado que tfs = t(tfd)s = 0, por ser tt = 0.

Nétese que hemos utilizado la definicién recursiva de f sobre B(A), lo cual siempre
es posible en la composicion fs: la imagen de la homotopia s recae por definicién

sobre el complejo reducido de la resoluciéon bar.

2.6.2 Acerca del Teorema 2.3.2.

Una de las conclusiones del Teorema 2.3.2 es que la resolucién (X, d) hereda el pro-
ducto propio de la resolucién bar, (B(A),dg).

En realidad, en la prueba del teorema lo que se valida es la veracidad de la
identidad ¢us(g ® g) = 0, condicién suficiente para que cl producto traspase (ver
Lema 2.3.3).

No obstante, una condicién necesaria para que se dé la identidad en cuestion es
que la composicién sgfus(g ® g) sca nula. Este hecho se deduce de la definicién
recursiva de ¢ para elementos en el complejo reducido B(A), ¢ = —s¢d — sgf.

En el caso de que X sea una CDGA-dlgebra en s{ mismo, compatible con la estruc-
tura de A-médulo subyacente, cntonces todas las condiciones anteriores se verifican.

Asf, primero sc probaria que ¢ es un morfismo de CDGA-4lgebras (es decir, gux =
15(9 ® g)); con lo que guz(g® g) =0y px = fus(g ® g).

Para probar que gux = ps(g ® g) se procederia por induccién sobre el grado del
elemento de entrada.

Dado que puy es compatible con la estructura de A-médulo (lo cual significa, en
definitiva, que consiste en ¢l producto tensorial del producto en A y un producto
en X) y que g es especial, entonces basta probar la identidad para elementos cn el
complejo reducido.

En grado cero, la identidad se verifica trivialmente, por reducirnos en este caso a
escalares del anillo base.
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Supuesto que se verifica para clementos de entrada de grado menor o igual que k,
habria que comprobar la veracidad de la identidad para elementos de grado & + 1.

Utilizando la definicién recursiva de g actuando sobre elementos en X y el Lema

2.3.5 para la homotopia ¢’ = s, tenemos que
ps(9(z) ® 9(z')) = pa(sgd ® sgd) =

= (-1)"su5(9(2) ® gd(3)) + sps(9d(7) ® 9(2)) =

—sus(g®9)[d@1+10d)(z®%) E sgux(d®1+1®d)(Z®T) =

= 5g9dux (2R 1) = gux(z @ T').

De este modo concluiriamos que gux = uz(g ® g), de donde
px = frs(g®9g)
y ¢l producto dado en X coincide con el naturalmente heredado de B(A).

Ahora, se enlazaria con el Paso 2 de la demostracién del Teorema 2.3.2.

2.6.3 Variantes del Teorema 2.4.4.

El Teorema 2.4.4 responde, bajo determinadas condiciones, a la iniciativa de trasladar
un producto tensorial torcido a un A-producto tensorial torcido, preservando el
dlgebra base y sustituyendo la codlgebra inicial por una A.-codlgebra.

A partir de este problema, nos planteamos las siguientes preguntas:

;Es posible establecer un resultado dual, en ¢l que se traslade la estructura preser-
vando la codlgebra base y sustituyendo el dlgebra inicial por una A -dlgebra? En

caso afirmativo, jbajo qué condiciones?

;Se puede debilitar la tan restrictiva hipétesis de que la composicién de la cocadena

de torsién con la homotopia sea nula?

. Qué ocurre en el caso de que ambas la codlgebra y el dlgebra de partida se susti-
tuyan por las A-estructuras correspondientes? Ya sea mediante el establecimiento
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de alguna propiedad universal, o bien mediante la determinacién de una relacién
formal, jcabe lugar a hablar de algun tipo de A, -producto tensorial heredado?

En cuanto a las dos 1ltimas preguntas, cabe buscar una respuesta trabajando
unicamente a nivel de contracciones, utilizando las construcciones bar y cobar, y
considerando argumentos adecuados de perturbaciéon homoldgica. En este sentido, se
encuentra en proceso de elaboracién un trabajo conjunto con los profesores Armario

y Real que progresa sobre estas cuestiones.

En cambio, es bastante mas asequible el transcribir el Tcorema 2.4.4 al caso dual
de Ay -algebras.

Teorema 2.6.3 Sea A ®: C el producto tensorial torcido segun una cocadena de
torsion t : C — A y consideremos una contraccion c(f,g,¢) : A = A'. Supongamos
que ¢ induce sobre A' una estructura de An.-dlgebra, que ¢t = 0 y que (¢ ® 1)tN es

puntualmente nilpotente. Entonces, eriste una contraccion
AR, C=> A ®;:C,

donde t = ft es una Ay -cocadena de torsion y A" ®; C un Ax-producto tensorial

torcido.

Demostracion.

Dado que (¢ ® 1)tN es puntualmente nilpotente, se tiecne que la perturbacion de

la contraccién

ARC=A'®C

que se obtiene de ¢ tensorizando a derecha por C, segin el dato de perturbacion ¢M;
converge para dar la contraccion

A, C=(A®C10do+dy ®1++din),
con

dn=(OD) Y (-1)"ke)1ete)1’A) (s )]"(k®1)(1td1)(g® A).

n>0

Por otra parte, como ¢ induce una estructura de A-algebra sobre A’, por cons-
truccién ha de ser ¢ = ft una Ay-cocadena de torsién (segin el ardid tensorial
desarrollado en [82]).
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Lo que vamos a probar es que, bajo la condicién de que ¢t = 0, entonces la
diferencial 1 ® do + da ® 1 + dyn coincide con la diferencial di que induce t en el
As-producto tensorial A’ ®; C, con

o
dr=10do+ Y (m@N(1ef 1)1 AY),
i=1
para A1) = 1, A® = A AD = 1@ A-D m; = mj; y, para i > 2,
m; + A® '+ ®A" — A’ la inclusién candnica —myj;, siendo m el morfismo que
determina la estructura de A.-4dlgebra de A’ segin la contraccion c:

dg = (—SdAIS‘l)[] + dp = —(smT(s_l))[],

coalg

opusy = T(5F5™)Deoatg(D_(—1) (T (55~ ") Duouty) ) T (5957)

i>0

n—1

Beoatglily=n = 3 ¥ 1@ sp(s7t @ 57y @187,
k=1
De este modo, para ¢ > 2, es

s YdsT(8) ;.

Ahora bien, de entre los sumandos que componen ds = (—sdA:s_l)[] + dam,g,
el primero de ellos respeta el nimero de factores del elemento de entrada, mientras
que el segundo lo disminuye en al menos una unidad. Como la salida de m; es un
elemento de A’ (i.e., de T(A’) compuesto por un sélo factor), resulta que el sumando
(—sdu s~ es el Gnico que afecta en el calculo de m,, mientras que el sumando dg,,,,

es el dnico que interviene en el cémputo de m;, para iz > 2.

Por tanto, se tiene que my; = —ms }(—sdys7')sj; = der, para m la proycccion
natural 7 : T(4") — A"

De donde
me)1el)(1eAl)=d,®1,

y el hecho de probar que 1 ® d¢ + dy ® 1+ din coincide con di se reduce, pues, a

demostrar que
o0

dn=> (me)(1ef ' eL)(1e® A®),

1=2
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Por otro lado, para i > 2, es
= (_1) 2 1d3caalq ( )J‘l

y teniendo en cuenta que f¢p =10, ¢pg =0y fgf = f, resulta que

2 ka+l ki_a+14i—1
f’llz Yoo Y DM @ @ 1997 '”)]9 :

ko=1ka=1 ki-1=1j=2

1—1
donde cl simbolo H h; representa en este caso la composicion h2o---o h;_;.
=2

Asi, todo se reduce a probar que d;n coincide con la expresion

2 kotl ki—2+1i-1

V122 2 X IIEDR O e due1®” '°’+1)]

kz 1k31 k111]2

Z frel)
o(g® 1)1 (f1)¥ ' ®1)(1 o AD), (2.10)

Para ello, llevaremos la expresion general de dyn,

din = (f®1) D_(-1)"[(1®1)(18t@1)(18A)(¢21)]* (k®1)(18t@1)(¢9®A), (2.11)

n>0

a esta forma, mediante el uso de las siguientes identidades:

1. Por ser t cocadena de torsién, se tiene que

dyt 4 tde — p(t @ t)A = 0; (2.12)
2. Generalizando, se puede probar por induccién que

dgn]t@mA(n) — (—l)nt®"A(n)do + Z(—l)k+1(l®k_1 Qu® 1®"_k)t®n+1A(n+1);
k=1
(2.13)
de hecho, para n = 1 se tiene la condicién (2.12) y para n = 2 se tiene que

AN = (—t @ dyt + dyt @ H)A

(2.12)

(t@tde ~t @ ut®?A —tde @t + A QA =
=t2d0A + (@1 -1 u)t®A® =
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= t®2Ad, + (b ® 1 — 1® u)t®AB);
en general, supuesto que se verifica la relacién hasta n = m — 1, para n = m se
tiene que

d[f:n]t®mA(m) — (1 ® d!qm—l] +d,® 1®m—1)(t ® t®m—1)(1 ® A(m_l))A —

—(t ® dE:n—l]t@m—lA(m—l))A + +(dAt ® t®m_lA(m_1))A 1.1

Bl (_1)m@m (1AM D) (1@de) A+ Y (1) (1% lou@1™ )t (19 AM™) +
k=2

—|—(—1)mt®m(dc ® 1®m-1)A(m) 4+ (’u ® 1®m—1)t®m+1A(m+1) —

m
_ (_l)mt®mA(m)dc + Z(___l)k:-{—l(l@k—l QU ® 1®m—k)t®m+1A(m+1)_
k=1

3. Teniendo en cuenta que ¢t = 0, de la anterior resulta

n
¢[n]d[;»]t®nA(n Z k+1 1®k 1 ®Q P ® (gf)czm k)t®n+1A(n+1) (2_14)

4. A partir de la contraccién ¢®" y sabiendo que ¢t = 0, obtenemos la relacién
15 = g®(f1)®" + gMlglrie®m, (2.15)
5. Por tltimo, combinando las identidades (2.14) y (2.15), resulta

t®"A(n) — g®n(ft)®nA(n) + Z(_l)k-i—l(l@k-—l ® d)# ® (gf)®n_k)t®n+1A(n+l).
k=1
(2.16)

Estas igualdades afectan a los sumandos de (2.11) del siguiente modo:

(2.15)

(frel)(gote1)(1® A) (fee)(@®*®1)(1® fte1)(1®A)+

(fue1)(g®12)(1® ¢dit @ 1)(1® A) =

CO T34 (frel)(g® 1P (10 s 1)(18E2A 1)1 e A) 4

=2+ (renieme ™ enle ()P e)1eAV)s
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2

+H(fue1)(981%) (10ue1) 3 (-1) (1% edue(ef)**" )18 AR (18A)

(2.16)

oo 2 kol kj_o+1 [j-1

., (2.16) (frp®1) Z Z Z Z H kz 1®kz 1®¢M®1®l kz+1)

J=2ky=2k3=2 kj—1=2 [I=2
o(® @ )(1® (f)¥ ! e1)(1eAY),

dando lugar, pues, para j > 2, a los sumandos

i=jky=22<ks<B3,2<hky<hks+1,...,2<k;_y <kjo+L.

D)™fe)[(kel)10tel)(¢@A)" (ke l)(1®tel)(g®A) =

(2.16)

— (_1)m(f,u®1)(¢M®1)(¢M®1®2) . (¢”®1®m+1)(1®t®m+1®1)(1®A(m+2))

m+1  kmyat+l kj_a+1

S uen) 3y y § Y Y

ko=1  kmi1lkmi2=2kmia=2  kj_1=2

=1

[[-D5a T @ gu @197 | @ e (1 e (f)¥ ' e 1)(1@ AY),

=2

dando lugar, pues, para j > m + 2, a los sumandos

i=jke=1,  kmp=12<kma<m+1]

2 < ks < hmpz+1,...,2< ki) <kj_y+1.

De modo que ambas estructuras coinciden y el resultado queda probado.

El resultado anterior jugaria un papel andlogo al Teorema 2.4.4 en el estudio de

las resoluciones que escinden de la resolucién cobar.
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2.6.4 Generadores de B(A) como algebra.

En la comparacién de resoluciones que escinden de la resolucién bar se ha probado
que, en el caso conmutativo, los morfismos que intervienen son compatibles con las
estructuras multiplicativas subyacentes: ambas la proyeccién e inyeccion son aplica-
ciones de DGA-glgebras y la homotopia satisface una compatibilidad intermedia.

En estas circunstancias, se antoja intercsante la determinacién de un conjunto de
generadores de B(A) como &lgebra y no como simple DG-médulo, para asi aprovechar

el cardcter multiplicativo de los morfismos.

Hemos de destacar que esta cuestién merece la atencién de otras ramas de las
mateméticas, como el Célculo Secundario, que se preocupa de la algebrizacién de la
teoria de ecuaciones diferenciales no lineales. M4s concretamente, a la hora de facilitar
el calculo de la homologia de los espacios k-Jets dados en [110] serfa primordial cl
determinar un sistema de generadores de la construccién bar de ciertas CDGAC-

4lgebras particulares, tal como se indica en [18].

El problema de la consecucién de un tal sistema de generadores consta esencial-
mente de dos etapas bien diferenciadas: la primera, destinada a distinguir los gene-
radores de B(A); una posterior, en la que se determina la descomposicién de cada
elemento del slgebra como combinacién lineal de productos shuffle de los generadores

previamente destacados.

Para determinar qué elementos de B(A) son generadores nos preocuparemos de

senalar aquellos que no lo son.

Es claro que basta razonar sobre los elementos homogéneos [z1] -« - |zn] de B(A),
dado que cualquier clemento de B(A) es combinacién lineal de elementos homogéneos.
Mids aiin, sélo hay que preocuparse de hallar aquellos elementos homogéneos que son
combinacién lineal de productos shuffle de pares de elementos de dimension inferior,
dado que cualquier producto de tres o més elementos se puede reducir a una combi-

nacién lineal de productos de esta forma.

Ademés, como el producto shuffle es conmutativo, se puede fijar que el primer
elemento de cada una de estas parejas a multiplicar tenga por dimensién simplicial

la mitad, a lo sumo, que ¢l elemento homogéneo estudiado.
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Es més, sélo hay que estudiar combinaciones lineales de productos shuffle de pares
de elementos cuyas dimensiones simpliciales sumen la dimensién simplicial del ele-
mento estudiado; y, por tanto, asimismo cuyas dimensiones tensoriales sumen la
dimensién tensorial de dicho elemento. Dado que el producto shuffle consiste en
una suma de permutaciones de la yuxtaposicién del par de elementos de entrada,
en definitiva, hay que reducir el estudio tan sélo a combinaciones lineales de shuf-
fles de elementos que surjan como particion de cualquier permutacion del elemento

homogéneo [z1] - - |z,] considerado.

En [132] se realizé una codificacién del problema en el lenguaje computacional-
mente mas apropiado de espacios vectoriales, lo cual permite reducir la cuestion al

campo matricial de sistemas de ecuaciones lincales.

Supongamos que el algebra A de partida tiene k generadores (que notamos
T1,...,Zn, ordenados segin su graduacién de menor a mayor) de grado tensorial no
superior a n. Para cada dimensién simplicial n se considera el espacio vectorial H,
engendrado por los k" clementos homogéneos de B(A) de dicha dimensién simplicial.

Dicho cspacio vectorial tiene dimensién k", de modo que al elemento [z, |- - - |23,]
de B(A) se le hace corresponder el m-ésimo elemento de la base candnica de H,, con
m=1+%}_(i; —1)k’~". Se trata de considerar el cambio de base decimal a basc k.

Ahora, una vez generado el subespacio vectorial de los productos shuffle de pares
de elementos adecuados, hay que dilucidar qué vectores correspondientes a elementos
homogéncos en la construccién Bar pertenecen o no a tal subespacio. Esto requierc
resolver para cada elemento homogéneo un sistema de tantas ecuaciones como pro-

ductos shufflec hallados y k™ incégnitas.

En realidad, basta estudiar la forma reducida por filas de la matriz cuyas filas
son las coordenadas de los vectores correspondicntes a los productos shuffle a con-
siderar. El sistema de generadores del dlgebra en dimensién simplicial n viene dado
por los elementos homogéneos correspondientes a aquellas columnas sin unos pivote.
Ademais, este procedimiento nos permite conocer con el mismo coste todos los posibles
sistemas generadores, dado que cada fila no nula de la matriz reducida proporciona la
informacién necesaria: si localizamos en cada fila los coeficientes no nulos y tomamos
los elementos homogéneos correspondientes a las columnas en las que éstos se encuen-

tran, aquellos elementos homogéneos generadores que se encuentren en esa relacion
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se pueden sustituir por cualquiera de los otros de la relacién que en principio no eran

generadores.

Este problema admite también una traduccién al campo de la matemética discreta,
en tanto en cuanto cada elemento homogéneo de dimensién simplicial n se puede
lcer como una rama del drbol k-ario regular de peso n. Si sc dota a este drbol de
la estructura multiplicativa naturalmente heredada del producto shuffle, se obtienc
lo que en [18, 17] damos en llamar dlgebra de caminos. En este articulo se estudian
comportamientos generales en este tipo de dlgebras, aunque no se consigue determinar
un conjunto explicito de generadores. No obstante, parece que el camino que aqui se

encauza puede llegar a fructificar en corto plazo.

2.7 Comentarios generales.

Como punto final a este capitulo nos gustaria recalcar varias ideas, que de algun modo
u otro han sido abordadas a lo largo de la exposicién, pero preferimos recuperar en

este apartado por su relevancia.

Del csquema analizado para la comparacién de resoluciones, se desprende que
fundamentalmente hay dos formas distintas para acometer tal estudio: una, establecer
directamente una contraccién entre las resoluciones dadas, vertiente encauzada por
Cartan en [40]; la segunda, olvidarse de las resoluciones y trabajar unicamente en el
plano de los complejos reducidos, en lo que nos permitimos llamar “a la Mac Lane”,
haciendo honor al trabajo [126].

Aqui hemos probado que, paraddjicamente, ambos caminos son paralelos y ter-
minan en el mismo punto; y, mis aiin, que en bastantes casos es posible cambiar de
uno a otro sin perder informacién en el salto (en particular, con las contracciones de

comparacién candénicas).

En general, el trabajar directamente a nivel de resoluciones permite evitar trans-
ferencias de alto coste computacional que aparecen al considerar exclusivamente com-
plejos reducidos; en contraposicién, la manipulacién directa de resoluciones segun la
comparacién canénica requiere utilizar férmulas recursivas, mientras que las contrac-

ciones de complejos reducidos facilitan la aparicién de férmulas explicitas.
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En la préxima seccién veremos ejemplos trabajando de amabas formas, aunque la

comparacién quedard mds clara en los capitulos siguicntes.

Por otro lado, en la exposicién a veces se han asumido hipétesis bastante restric-

tivas, cuales son la conexién y conmutatividad del algebra de partida.

Como se puede comprobar, la conmutatividad sélo se hace necesaria cuando se
habla de estructuras multiplicativas en la comparacion de resolucioncs. Esto no puede
ser de otro modo, dado que cl producto shuffle deja de estar definido en el caso no

conmutativo.

Por su parte, la condicién de conexién se ha utilizado para garantizar la parada
de los procesos de perturbacién: aunque no es necesaria, desde luego lo es suficiente.
En el cuarto capitulo de la memoria presentamos una contraccién de comparacién de
una resolucién que escinde de la bar, aun sin verificarse la hipdtesis de conexién.

Finalmente, el estudio que hemos disefiado se centra en las resoluciones del tipo
A® X, aunque varios de los resultados tratados se pueden aplicar al mas amplio caso
de resoluciones X, para A-mddulos X no necesariamente relativamente libres. Queda
pendicnte profundizar en el anilisis de lo que sucede en este marco mdas general.

2.8 Resoluciones versus complejos reducidos (II).

El procedimiento usual de cdlculo (co)homolégico en Topologia Algebraica y Algebra
Homolégica se rcaliza a través de las resoluciones, tal como indicaramos en la intro-

duccién del presente capitulo.

Asi, fijado un anillo base A, un dlgebra A sobre A y sendos A-médulos M y
N a izquierda y derecha, respectivamente; el cdlculo de los funtores T'or*(M,N) y
Ezt,(M, N) se puedc recalizar a partir de una resolucién proyectiva X de M sobre A,
mediante ¢l cémputo de la homologia de X ®, N y la cohomologia de Hom, (M, N),

respectivamentc.

En particular, si A es una DGA-dlgebra, entonces A adquiere la estructura de
A-médulo via el pullback de la aumentacién de A; de modo que Tor*(A, A) = H,(A)
y Bxty(A,A) = H*(A) definen la homologia y cohomologia de A, respectivamente.
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Por otro lado, a partir de un grupo G, se puede construir el dlgebra canénicamente
asociada A[G] que conforma su “anillo de grupo” sobre A; cual es el A-médulo libre
de base G, dotado del producto natural que surge dc la extensién bilineal de la ley del
grupo G. Una aumentacién para este dlgebra es la extension lineal de la aplicacién

que lleva cada elemento de G en la unidad de A.

De esta forma, tomando como algebra de partida A = A[G], obtenemos por las
definiciones anteriores que Tor*(A,A) = H,(A) y Ext (A,A) = H*(A), que por
extensién se toman como la homologia y cohomologia del grupo G, respectivamente.

En cualquier caso, es necesario disponer de resoluciones para llegar a realizar
explicitamente los calculos anteriores. Una resolucién “universal” o “estdndar”

disponible en cualquicr categoria abeliana es la resolucién bar.

Lamentablemente, esta resolucién es demasiado “grosera”, en el sentido de que
comprende un DG-médulo de gran tamafio, y en la mayor parte de los casos es posible

encontrar resoluciones alternativas mas finas.

Lo que hemos probado a lo largo del capitulo es que, atin asi, cualquier resolucién
(contréctil a A) deriva implicitamente de la resolucién bar, en lo que llamamos es-

cisién, ya sea en forma de contraccién o de sombrero de comparacion.

Tal como recoge Lambe en [115], férmulas recursivas para la definicién de estos

morfismos de comparacién son (ver (2.1) y (2.2)):

F([bu)) = t(ba),  flba] -+ [bu] = (oL @ f([ba] -+ - [Bn))),

n—1
Slii=o =0,  S((bu] -+ |bu]) = D (=1)[bu| - - |bilsg f ([bital -~ - [ba])],
=0
90|;v:r0 =g, 9n+1|)?n+1 = Sgndn+1|ftn+1-

Ademds, es inviable hallar una formulacién recursiva méas simple para g, en tanto en
cuanto se desconoce una pauta universal, independiente de la resolucién considerada,

en el comportamiento de la diferencial dy.

La complejidad en las férmulas anteriores recae fundamentalmente en las propias
de la homotopia de contraccién t y la diferencial dy, que dcpenden ambas de la
contraccion inicial X; de modo que nada més se pucde decir en este sentido, a priori.

Sin embargo, la segunda conclusién relevante del trabajo realizado es que ambos
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f v g son morfismos de dlgebras (preservan productos) y ¢ satisface la compatibilidad
intermedia con el producto en B(A) que dan las relaciones de cuasi-homotopia,

blipw) (6 ® g) =0,

s (g ® @) =0,
Glinay (9 ® ¢) = 0;

de modo que a la hora de evaluar f y g basta con determinar las imagenes por estos
morfismos, respectivamente, de los generadores de B(A) y X como dlgebras.

M34s aidn, con vistas a simplificar la formulacién de g, hemos demostrado por altimo
que la diferencial dx es la propia de un A.-producto tensorial, segin la A-cocadena
de torsién 8¢, con @ la cocadena universal que hace de A ® B(A) la resolucién bar.

Asi,
dy =ds @1+ (W @11 ® (99)* ' @ 1)(1® 4y)),

i=1
para pV =1, u® = p, p® = 1@ pt~Y y {A;} definiendo la A,-cstructura natural
en X heredada de B(A).

En esta expresion de dy, la primera parte concierne al producto p de A y a la

composicion fg.
Notemos que la composicidn fg actiia de manera muy sencilla, de modo de
09(z) = Os9d(%) = (18 £x)5(2);

donde § sc refiere a la parte A-lineal (i.e. en ker&, ® X) de dy, y &z actiia de forma
nula en grados positivos de X y como 1, en grado 0.

Lamentablemente, esta codificacidn tan sencilla en la primera componente no se
tiene, a priori, en la segunda, que concierne a los morfismos A; quec dotan a X de la
Aq-estructura.

La razén proviene del modo en que B(A) transfiere a X dicha Ay.-estructura,
2 ka1 ki—2+14-1

A= (1) Y Y Y IR @ Ak @ 1%7H) | Ay,

ko=1ks=1 k;—1=17=2
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i—1
donde el simbolo H h; representa la composicién h;_y o« -+ o ha.
j=2
Vemos que en la definicién de la aplicaciéon A; interviene el propio morfismo g, y
por ende dy mismo, evaluados todos ellos en el mismo grado.

En otras palabras, para optar a simplificar la formulacién de g se requiere conocer
una buena codificacién de dy: y en la codificacién que nosotros damos, estd inmerso

g mismo, en lo que toca a las aplicaciones A;.

Asi, aunque hayamos demostrado que dx es la diferencial propia de un Ao
producto tensorial, s6lo podremos sacar ventaja de este hecho de cara a simplificar
la formulacién de g, exclusivamente cuando se caracterice la A-estructura de X de
forma directa, sin recurrir a la definicién de los A; “heredados” de B(A).

En conclusién, para una resolucién que escinda de la resolucién bar segin la con-
traccién de comparacién canénica (f, g, ¢) : X = B(A), tenemos que la contraccion
es casi-completa y que la estructura diferencial de X es la de un Ae-producto ten-
sorial; la cual se tornara ventajosa en los cdlculos (co)homoldgicos en caso obtener
una presentacién suya intrinseca a X, independiente de su origen en B(A). Y la
complejidad de los morfismos provicne de la complejidad propia de la homotopia de

contraccién t y de la diferencial dy.

En general, pues, jcual debe ser el modo de actuar? Con normalidad, lo que
se intenta es reducir la resolucién a construir a la composicién y perturbacién de
resoluciones conocidas “pequefias”; donde el adjetivo “pequeiio” hace referencia a
que mejore ostensiblemente el tamarfio, en cuanto a generadores, de la resolucién bar

correspondiente.

En esta linea, podemos nombrar la resolucién de Koszul de R-modulos sobre un
anillo de polinomios R = Alz;,...,T,] en un numero finito de indeterminadas y las
“pequenias” resoluciones de Cartan [22] para los grupos Z,, o de Eilenberg y Mac
Lane [63] para Z. Es mds, las dos primeras son incluso minimales: la de Koszul en
el sentido de que cualquier otra resolucién se proyecta sobre ella, y las de Cartan
en tanto en cuanto las diferenciales de los complejos reducidos correspondientes son
nulas (de donde los complejos reducidos conforman la homologia de cada Z,).

Atendiendo ahora al nivel de contracciones entre complejos reducidos, se pueden
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establecer contracciones de comparacion para las construcciones bar reducidas de
4lgebras exteriores y polinomiales sobre Z [63], y para dlgebras de potencias divididas
en el caso de trabajar sobre cl anillo Z,, de los enteros localizados sobre un primo p
[141].

Son precisamente el tipo de contracciones basicas anteriores sobre las que progre-
saremos en los capitulos siguientes; y, por ello, las vamos a describir brevemente a

continuacion.

Recordemos las dlgebras bdsicas sobre A, cuales son las dlgebras exteriores, poli-

nomiales y de potencias divididas.

Un élgebra exterior E(u,2n + 1) = E(u) es la DG-dlgebra truncada Alu]/(u?) de
diferencial nula, de modo que u* = 0 para k > 1. En gencral, dados n generadores

de grado impar, se tiene que E(u1,...,u,) = BE(w)® - @F(uy).

Un algebra polinomial P(v,2n) = P(v) es la DG-élgebra de polinomios A[v]
de diferencial nula. En general, dados n generadores de grado par, se tiene quc
P(vy,...,v5) = P(11)® -"- @P(u,).

Un algebra de potencias divididas I'(w, 2n) = I'(w) es la DG-4lgebra de diferencial
nula que presenta por A-base al conjunto {~;(w)}i»>1, con v1(w) = w y producto dado

por . .
() (w) = ( o ) ().

En general, dados n gceneradores de grado par, se tiene que I'wi,...,w,) =
D(w,)® " QL (wy,).

La pequena resolucién de Cartan para el anillo A = Z,, utiliza las dlgebras exte-

riores y de potencias divididas.

Sea el dlgebra C = Z,[Z,] ® E(u,1) ® I'(w,2), aumentada por el morfismo de
dlgebras £(1) = 1, £(u) = 0y &£(7:(w)) =0, y de derivacién d definida a partir de

d1)=0, du)=1-0, dww)=0+-+n—-1)@u®v_1(w).
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Una homotopia de contraccién de C a Z,, viene dada por la aplicacién lineal

I+ +k-1)Qu®y(w), sim=0yk>0,

tk®@u™ ® =
( U ®7(w)) { 1®1®%(w)7 sim=1yk=n-1.

En el caso gencral de Z,[Z"] basta construir la resolucién a partir de C® -t ec.

Ahora, se podrian comparar estas resoluciones con la resolucién bar correspon-
diente, de modo que se obtendrian las contracciones de comparacion candnicas aso-
ciadas: nétese que la homotopia de contraccién se anula actuando sobre el complejo

reducido (sélo deja de ser nula para elementos con términos en k para k > 0).

Incluso, se puede progresar hasta formar las contracciones de comparacién aso-
ciadas entre los complejos reducidos, comprobando que efectivamente la diferencial

sobre éstos es nula.

En adelante trabajaremos en el nivel de los complejos reducidos, de modo que
cuando se quiera pasar a resoluciones basta tensorizar por el dlgebra en cuestion
y perturbar segiin la cocadena universal ¢ (ver Proposicién 2.4.1 y Lema 2.6.1, 0

Teorema 2.4.2, en su caso).

Modificando el anillo de coeficientes de Z, a A = Z, se puede formar otra con-

traccién de comparacién [63],
Cln : {B(Z[Zn]): (E(U’a 1)®F(w7 2)ad): ona 9z, ¢Zn};

por extensién lineal, se definen los morfismos de la siguiente manera: la “proyeccién”,

commo
m

fau @iyl |Bmlym]) = [[[Sz(wi,yi)hm(w),

felmlnl ez = [5'(2) TT 52 (@0 9)lugm(w),

i=1

donde $%: Z, X Z, = Z y s* : Z, — Z son las aplicaciones

(i, ) = 0, siz+7<mn
1, sii+j2mn

@) =i, 0<i<n.
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La “inyeccién”, por

gln ('U.,) = [1]7
gz, (w(w)) = D [z |1z,
Z1y Tk ELn
gz (um(w)) = D [Uml... [zxl1].
T1yeesTHELn
Y el operador de homotopia como ¢ = —, para

Yz,1 =0, ‘PZH[CE] = C(’I‘), ‘Pzn[ﬂy] - [C("E)Iy]:
wz,[zlylo] = [C(2)|ylo] + s*(z, y)[ D [L]lwz,0];

ledy

donde

r—1

Clz) = > _[1lal.

=0

La diferencial d es la usual, que actiia sobre los generadores v y v en la forma
d(u) =0y d(v) = £nu.

Nétese que en caso de trabajar con coeficicntes en Z,, efectivamente obtendriamos
que d seria la diferencial nula, como se indicaba al transferir la resolucién pequefa de
Cartan C a la contraccién asociada cntre los complejos reducidos.

De hecho, podriamos establecer el siguiente resultado.
Lema 2.8.1 §i se tensoriza Cz, a izquierda por Z[Z,), a continuacion se perturba

por la cocadena universal 8 y se toman coeficientes en Z,, reaparece el dlgebra C de
la resolucion de Cartan como DG-mddulo pequerio de la contraccion final resultante.

Demostracion.

Consideremos la contraccién Z[Z,| ® C,, dada por
{Z[Z”] ® B(Z[Zn])’ Z[Zn] ® (E(u7 1)®P(U}5 2)’ d)’ 1 ® fzn7 1 ® gln) ]‘ ® (bzn}'
Al perturbar esta contraccién segin la cocadena 8, obtenemos la diferencial sobre
Z[Z,) ® (F(u,1)®'(w,2) dada por 1 ® d + dw, con

doo=(1® fz,)0N (101 - (1®¢2.)0N+--)(1® gz,)-
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La perturbacién 6N actda de la siguiente forma:
0N (mZ ® [T1] - |Tp)) =m(z F 31 — T) ® [Ta] -+ |Z)

de modo que define una derivacién (téngase en cuenta que [uj| - |up] * [v1] - |vg] =
] -+ fug) o] -+ [ogl] + (— 1)1 o g | - Jug)  [oa] -+~ [og]] [62]), por 1o que
la contraccién perturbada es semicompleta, con d + d asimismo derivacion.

Cuando tomemos los coeficientes escalares mddulo n, resultard que d = 0. En

cuanto a d.., tenemos que:

¢ d(1®1®@ M (w)) = ( TIL ) I-0)®u+(1(n—-2)+2(n—-3)+---+(n—2)2+
_ B n-1 n—i 3 .
+n-1)I -0 Qu+---= > (D day;)(1—0),
i=1 j=1
n—-i+1
paraa;; =1, 1 <j<n—1, ay= ) a1k 1<Jj<n-—isisetoman
k=5 +1

coeficientes en maédulo Z,, se tiene finalmente que

doo(m(w)) =0+ +n—-1)®w

e Por ser d., derivacién, asimismo se tiene que

doo (1:(w)) = deo(11(w)) ® ica(w) = 0+ -+ 71— 1) @ u® Vi (w).

Por tanto, se recupera el dlgebra C de la resolucién de Cartan.

En definitiva, estamos diciendo que la resolucién de [63] es bésicamente la misma
que da Cartan en caso de reducir el anillo base a Z,, en el sentido de que la com-
paracién de estas resoluciones con la resolucién bar determina el mismo DG-moédulo

pequefio. Aunque, de hecho, no la misma contraccién de comparacion.
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Lema 2.8.2 La contraccion C, no procede de la comparacién candnica con la reso-

lucion bar.

Demostracion.

Basta observar que el morfismo Z[Z,]-lineal que darfa la comparacién candnica

con respecto de la homotopia ¢ seria

m

f([$1|y1| e Ixmlym]) = []_:_I]: Sz(mia yz)]f)lm(w)y
Fzlzilya] - - - |Zmlym]) = [s'(2) ﬁl 8% (x4, Yi) Juym (w);

que dificre de fz,.

También se puede construir una contraccién de comparacién para Z tomando
como anillo base A = Z [63],

Cl : {B(Z[Z])a E(U’a 1)) fZa 9z, ¢Z};
donde, por extensidn lineal, se define la “proyeccién” como

mu, sig=1
0, sig>1;

fa([mal - Ing]) ={

la “inycccién” por
gz(u) = [1];
y el operador de homotopia como

[ ny-1

- Z [1|z|n2| - |7’Lk], simng > 1;
i=1
$z([nal - - Inx]) = 4 0, sin =1
na]
Z[1|——z[n2||nk], si ny < 1.
\, =1

En este caso, la diferencial sobre el complejo de llegada es nula, de donde estamos

definiendo en realidad una resolucién minimal.
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Entre las 4lgebras bésicas también cabe establecer contracciones de comparacion

que generan resoluciones asociadas.
M4s concretamente, para n natural, se tiene la iso-contraccion
Csz : {B(E(u,2n+1)),T(o(u),2n+ 2), fsz, 955, 0},
con

fas([ul. .. lu]) = y(o(u))

g5 (me(o(w)) = [ul -*- [u]
Escribimos por o(u) = [u] el generador del dlgebra polinomial modificada, con el fin
de hacer notar que se puede obtener a partir del generador u del dlgebra exterior por
medio de la operacién suspensién o : A — B(A), que a un elemento a de un algebra
A le asocia [a] € B(A).

Asimismo, dado un natural n, se puede construir una contraccién casicompleta
CBP : {B(P(U’: 2”‘)) ) E(O’(’ZL), 2n + 1) ’ fEP y 98P ¢E_IP}7
con

0, sir#l,

o(u), sir=1;

faplu™] -+ Ju™] =0, faplu]] = {
(o () = )

Boplu™| - |u™] = [ufu" 7 "] ).

Por otro lado, reduciendo ahora el anillo base de Z al localizado A = Z,, para p

primo, sc tiene la contraccidn semicompleta [141]
Cyr : {B(T'(w,2n)), Ar(o(w),2n+1), far, gar, ®ar}
donde Ar(o(w),2n + 1) es la DGA-4lgebra
E(0(u), 20+ 1) ® (i1 (B(0 (4 (1)), 209° + D)E T (2 (-1 (w)), 20 + 2))),
la diferencial x, viene definida por la férmula

Xp(0p (Ypi-1 (w))) = po(yp (), 21,
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y ¢, : A — B(A) representa la transformacién de p-transpotencia asociada a un
algebra dada A, con p,(a) = [ala?™"].

De toda esta bateria de resoluciones dadas (ya sea como resoluciones mismas o
como contracciones de comparacién entre complejos reducidos), las primeras, rela-
cionadas con grupos finitos, se utilizardn en el capitulo 4 en lo concernicnte al calculo
(co)homolégico de productos semidirectos de grupos; y las tltimas, mds propias de
4lgebras, seran usadas en el capitulo 3 para el cémputo de la homologia de CDGAC-

algcbras.

M4s concretamente, en ¢l capitulo que se abre a continuacién, disefiaremos un al-
goritmo para el calculo de la homologia de CDGAC-4lgebras que mejora los conocidos
hasta el momento, segtin lo que hemos dado en llamar “teoria de inversiones”. El tra-
bajo se realiza sobre complejos reducidos, que permiten después el paso a resoluciones
que escinden de la resolucién bar. Y elaboramos un software en MATHEMATICA, que
aunque ni de lejos maneja una estructura de datos ni un lenguaje tan apropiado y
genérico como el de [78], permite no obstante el calculo en este contexto.

Por otro lado, en el capitulo 4 de la memoria atacamos el cdlculo de la ho-
mologia entera de productos semidirectos de grupos, realizando también mejoras de
los métodos ya conocidos en una linea similar a la de la teoria de inversiones em-
pleada con las CDGAC-édlgebras. Una vez mas, cl paso a resolucioncs que escinden
de la resolucién bar cs posible, y un programa en MATHEMATICA facilita el calculo

de los morfismos en cucstion.

Ademds, progresamos en la linea de [78] para la consecucién de informacion
(co)homolégica que revierta en la determinacién de cédigos y matrices de Hadamard.
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Capitulo 3.
Homologia de CDGAC-algebras.

En este capitulo pretendemos definir resoluciones que nos permitan calcular la ho-
mologia de CDGAC-4lgebras. En definitiva, se trata de encontrar una buena ade-
cuacién del procedimiento general de cdlculo con resoluciones que fundamenta Lambe
en [114, 115].

Para ello, demostraremos que con base un anillo A conmutativo con unidad dis-
tinta de cero, toda CDGAC-algebra admite un casi-isomorfismo a un producto torcido
de CDGAC-4lgebras libres; resultado que extiende el andlogo sobre cuerpos dado por

Burghelea y Vigué-Poirrier en [36).

Esta reduccién permite disefiar un algoritmo que tome como dato de entrada
un tal producto torcido de dlgebras exteriores y polinomiales; y que, mediante ten-
sorizaciones y perturbaciones convenientes de las resoluciones que para estos objetos
consideramos en el capitulo precedente, devuelva como salida una resolucién adecuada
para el calculo de la homologia del dlgebra de partida.

Este mismo procedimiento, restringido al plano de los complejos reducidos, fue
establecido en [14, 7, 155]. Mé4s atin, en [14, 155] se progresaba para la determinacién
de las homologfas de Hochschild y Ciclica [36] y la n-homologia [126] del dlgebra de
entrada, con coeficientes en Z y en el anillo Z,, de los enteros localizado en un primo

p, respectivamente.

Dedicamos este capitulo a la mejora sustancial del algoritmo de cdlculo de la
homologia de CDGAC-4lgebras (Teorema 3.2.5), que ya se diera en [14, 7, 155]. Fun-
damentalmente, enunciamos la teoria de inversiones (Definicién 3.3.1, Lema 3.3.2),
con germen en el trabajo de Real en [141], que permite rebajar de una manera rad-

111
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ical la complejidad del algoritmo inicial (Teorcma 3.3.3); la tabla comparativa que
incluimos en este apartado da mucstra del ostensible grado de simplificacién logrado
en la nueva férmula (Teorema 2.9) para la diferencial del modelo propio del Teorema
3.2.5. Esto nos ha permitido elaborar un programa en Mathematica para ¢l célculo
concreto de la homologia de cstas dlgebras, presentado ya en [5], que mejora cn mucho

los ataques de los proyectos [23, 132, 70].

Se ha de entender que, aunque este software estd tedricamente diseniado para su
funcionamiento en cualquier grado, tiene limitada su aplicacién prictica a dimen-
siones reducidas. El motivo se ha de buscar no sélo en las carencias del autor como
programador, ni tampoco en las restricciones que pueda originar ¢l lenguaje de calculo
simbdlico elegido, sino quizas mayormente en la complejidad intrinseca del algoritmo;
no cabe duda que la tarea de reduccién iniciada con la teoria de inversiones debe tencr
continuidad, hasta desembocar en sucesivas mejoras del procedimiento disenado.

Finalmente, concluimos un resultado acerca de resoluciones que escinden de la
resolucién bar para estas dlgebras tan particulares (Teorema 3.4.8), y atacamos la
n-homologfa entera de dlgebras conmutativas (Proposicién 3.4.7) a partir de la factor-
izacién que da ¢l Corolario 3.1.3 de un algebra de potencias divididas como producto
tensorial torcido de dlgebras exteriores y polinomiales (que no cs mds que un caso
particular del esquema que se propone en el Teorema 3.1.1) y del trabajo andlogo
realizado por nuestra compailera Silva en el caso de trabajar con coeficientes en Z
[155].

3.1 Modelos para CDGAC-algebras.

Es un hecho que, con base un cuerpo, toda CDGA-4lgebra admite un casi-isomorfismo
a un producto tensorial de dlgebras exteriores y polinomiales dotado de una diferencial
que es derivacién (i.c., un producto torcido de estas dlgebras, por coherencia con la
notacién establecida en cl capitulo de fundamentos). La demostracién que se da en
[36] de este resultado implica la consecucién de ciertas secciones de homomorfismos
sobreyectivos y sus extensiones al nivel de homologia, lo que redunda cn la utilizacién

de la estructura de cuerpo del anillo base.

Nosotros vamos a establecer aqui una prueba vilida para anillos basc cualesquiera
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no necesariamente cuerpos, que se sustenta en la conocida técnica de “matar” grado

a grado la informacién homoldgica no deseada.

Teorema 3.1.1 Toda CDGA-dlgebra admite un casi-isomorfismo de dlgebras a un

producto torcido de dlgebras exteriores y polinomiales.

La construccién del producto torcido se hace grado a grado, de modo que en el

limite se obtiene el modelo buscado.

Llegado el momento, esto no supone limitacién alguna a la hora de realizar calculos
explicitos, pues basta elaborar el modelo hasta la dimensién necesaria.

Demostracion.

El objetivo es hallar un producto torcido de dlgebras exteriores y polinomiales,
digamos hA, que tenga por homologia la propia del dlgebra de entrada, A.

Parece razonable, entonces, progresar sobre el médulo H,(A) de homologia de A,

dado que éste hereda de forma natural el producto de A.

Asi, hA vendrd determinado en cada grado, por una parte, por el dlgebra libre
correspondiente (exterior en grado impar, polinomial en grado par), de tantos gener-
adores como generadores como algebra tiene H,(A) en el mismo grado.

Ahora bien, habrd que incorporar en un grado superior el dlgebra libre de tantos
generadores como relaciones se necesiten en homologia para garantizar que, de hecho,
coincidan los productos de H.(A) y H.(hA).

Ms4s concretamente, para transformar el producto de un algebra polinomial
P(v ) asociado a un generador z(m de H,(A) de grado m (por tanto, |v,m| =
|:1:(m)| = m, con m necesariamente par), se anade el dlgebra exterior E, . que consta

para cada producto y = ac(lil) ... glin) (en particular, productos ménicos si n = 1) de

generadores de H,(A) de grado no superior a m (i.e., 7; < m), de un generador u;(m)

de grado m + |y| + 1.

Sea gmg{) .. glin) = 3 Az yna descomposicién de y como combinacién

lineal de generadores de H,(A) en grado m + |y| + 1.
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4

Vpm) Wiy ** Wein) (W = v cn caso de grado par, w = u en caso de grado impar)

El generador u sirve para identificar en homologia ¢l producto
con la combinacién lineal correspondiente 35 Agyw_(m+iy), COn w = v para grados pares
k

de w, y w = u en grados impares. Y, asi, sucesivamente, grado a grado.

Las transformaciones que se necesitan en cl caso de partir de un algebra exterior

son similares.

Para garantizar que la diferencial final construida es una derivacién basta exten-

derla a partir de los valores conocidos segtin la expresién d(ab) = d(a)b+ (—1)*lad(b).

De esta manera, grado a grado, queda determinada una CDGAC-algebra producto
torcido de dlgebras exteriores y polinomiales cuya homologia es isomorfa a H,(A) por

construccion.

De hecho, la aplicacién que manda cada wm) en 2™, para cada generador z(™
en H,(A), define un casi-isomorfismo de dlgebras del producto torcido hallado en el
algebra A inicial.

Notas 3.1.2 e Téngase en cuenta que la hipétesis de conmutatividad sobre el
4lgebra de partida es fundamental, dado que el producto de que se dota a hA es
necesariamente conmutativo (1o son los productos propios de dlgebras exteriores
y polinomiales). Asi, también es conmutativo cl producto que se hereda en
H,(hA), y por tanto lo ha de ser el producto en H,(A). Esta condicién se tiene
garantizada para el caso de dlgebras ya de partida conmutativas, pero no en

otro caso, en general.

e Por otro lado, el teorema no hace referencia al cardcter conexo del algebra
considerada. Un seguimiento de la demostracién revela que si el dlgebra inicial

es conexa, asimismo lo es el producto torcido de salida.

Eventualmente, en ocasiones especiales s¢ podra determinar el modelo completo.

Este es el caso de un algebra de potencias divididas, como reza el resultado siguicnte.
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Corolario 3.1.3 Un modelo como producto torcido de dlgebras exrteriores y polino-
miales para un dlgebra de potencias divididas I'(w) es

(P(r1) @ (Br22(P(0)®E(ui))) ,d),
donde |vi| = k|w|, |ux| = klw|+1y

d(uk) = Ll}lf - k':l)k

Demostracion.

Los generadores de las dlgebras exteriores afiadidas, uy, desaparecen en homologia,

pues no son ciclos (d(ug) # 0).

Sin embargo, permiten transformar en homologfa los generadores z; de las algebras
polinomiales en los generadores +;(w) de T'(w), y los productos caracteristicos de las

4lgebras polinomiales en el producto propio de I'(w):

2 k
d(’ll,k)zil?llc—(l)(1).’17;C:Slillc-*.lﬂ'il/‘]c

Asi, para k = 2 esta relacién identifica en homologia z? con 2z,, de donde asimismo

sus potencias sucesivas.

El hecho de que se identifiquen en homologia todas las potencias de z; con los
multiplos adecuados de los generadores zj correspondientes, permite que todos los
productos posibles de potencias de los generadores z; se traduzcan convenientemente
en homologia al producto propio de un 4lgebra de potencias divididas.

La aplicacién que lleva cada z; en ;(w) establece un casi-isomorfismo de dlgebras

del producto torcido en I'(w).

Concluimos que toda CDGAC-ilgebra admite un modelo como producto torcido
de 4lgebras exteriores y polinomiales; de modo que su célculo (co)homoldgico se reduce

al cdlculo (co)homoldgico del modelo.
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i

3.2 Homologia de CDGAC-Aalgebras.

En el capitulo anterior, definimos la homologia de un 4lgebra A a partir de cualquier
resolucién X de A sobre A. En concreto, vimos que la homologia del complejo reducido

de la resolucién coincidia con la homologia de A.
En particular, la homologfa de B(A) coincide con la homologia del dlgebra A.

A este respecto, tenemos que hacer un inciso obligado. Puede despistar el hecho

de que se defina como homologia de A la propia de B(A).

Esta aparentc paradoja tiene su origen en lo que Mac Lane denomina en [126]

“n-homologia”.

Como DG-médulo, toda DG-algebra es susceptible de un tratamiento homolégico
en la forma de cocientes de ntcleo e imagen de operadores diferenciales de indice

consccutivos, ker(d,)/Im(dn1).

Sin embargo, en este proceso el producto en A, que lo distingue de la estructura
més simple de DG-mddulo, brilla por su ausencia: que A est¢ dotado de una operacién
producto no altera en absoluto el resultado de los cocientes anteriores.

Parece entonces que de alguna manera se est perdiendo una informacidn adicional

de la que se tenia constancia desde el principio.

Como quiera que en la estructura diferencial de la construccién bar del lgebra,
B(A), est4 involucrada la operacién producto de A (atender a la diferencial sim-
plicial en B(A)), Mac Lane distinguié en los afios 50 varias nociones diferentes en
cuanto a la homologia de un 4lgebra: llamé 0-homologia a la homologia de A como
simple DG-médulo; 1-homologia a la homologia de B(A); y en caso de ser A con-
mutativa, n-homologia a la homologia de la construccién bar n veces iterada de A,
B(-"- (B(4)) ") = B*(A).

En este Gltimo caso sc necesita de la conmutatividad de A para que B(A) misma
sea una nueva DG-algebra, dotada del producto shuffle.

Asi, la homologia de que habldbamos en el capitulo anterior, y que cominmentc
se toma como homologia de un 4lgebra A de forma natural, es la 1-homologia cn el
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sentido de Mac Lane.
Y es ésta la que pretendemos determinar para cualquier CDGAC-dlgebra.

Dado que el objetivo es, pues, calcular la homologia de B(A), buscaremos una
resolucién X sobre A que escinda de la resolucién bar en la forma de contraccién
(f,9,8) : B(A) = (X, d) entre los complejos reducidos.

Por otro lado, a raiz del Teorema 3.1.1, seria oportuno determinar la validez como
dato de entrada un producto torcido de dlgebras exteriores y polinomiales, en lugar
de una CDGAC-4lgebra cualquiera.

En [62, 126] encontramos la respuesta a este interrogante, con un resultado que
utiliza las férmulas de Kiinneth y el Teorema de los Coeficientes Universales.

Teorema 3.2.1 [62, 126] Sea f : A — A’ un casi-isomorfismo de dlgebras, para
DGA-dlgebras A y A’ sobre un anillo que sea cuerpo, o bien para DGA-dlgebras A
y A’ libres como mddulos sobre A = Z. Entonces, la aplicacidn inducida B(f) :
B(A) — B(A") define un casi-isomorfismo.

Este teorema permite, por tanto, calcular la 1-homologia de A a partir de la
1-homologfa de cualquier dlgebra A’ casi-isomorfa a A. En particular, nosotros re-
duciremos el cdlculo de la n-homologfa de una CDGAC-élgebra a la n-homologia de
un producto torcido de dlgebras exteriores y polinomiales, segin el Teorema 3.1.1.

De hecho, atendiendo a los teoremas 3.1.1 y 3.2.1 podemos concluir que toda
CDGA-4lgebra A admite un casi-isomorfismo a un producto torcido de dlgebras ex-
teriores y polinomiales hA, que se extiende a un casi-isomorfismo entre las construc-

ciones bares respectivas.

La idea seria ahora tratar de iterar indcfinidamente este proceso, de modo que
para cada natural n existiera un casi-isomorfismo de B"(hA) en B"(A), de donde la

n-homologia de A serfa la n-homologia propia de hA.

En algunos casos (como el que nos lleva, seglin probaremos mas delante), el
traspaso de informacién de que habla el Teorema 3.2.1 no se produce sélo a un
nivel de isomorfismo en homologia, sino que envuelve toda una contraccién, como

se desprende de los siguientes resultados.
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Teorema 3.2.2 [1/1] Sea ¢ : {A, M, f, g, ¢} una contraccion donde A es una
CDGAC-dlgebra y M es un DG-mddulo conezo. Entonces

B(c) : {B(4), B(M), B(f), B(g), B(¢)}

es una contraccion de dlgebras semicompleta.

Nota 3.2.3 Como ya sabemos del capitulo anterior, la contraccién de salida de este
teorema es la que dota a M de la estructura de A,.-dlgebra, heredada mediante ¢ de
la CDGAC-dlgebra A.

En el caso particular de que M mismo sea una CDGA-dlgebra A’ y ¢ es una
contraccién de 4lgebras semicompleta, cntonces la contraccién B(c) “conecta” en
verdad dos construcciones bar (véase [82]). Mds ain, por ser g un morfismo de DG-
4lgebras, sc puede probar que B(c) es una contraccién de algebras semicompleta con

B(g) = T(S(g))-

Dcl capitulo anterior, conocemos resoluciones que escinden de la resolucién bar

para las dlgebras exteriores y polinomiales.

Si pudiéramos determinar algin proceso para transferir la informacion homologica
de la construccién bar del producto de dlgebras en la informacion homoldgica del pro-
ducto de las construcciones bares de las dlgebras factores, las resoluciones anteriores
facilitarian la aparicién de una resolucién para cualquier producto torcido de dlgebras

exteriores y polinomiales.
Este procedimiento por el que suspiramos se conoce desde principio de los 50, y
lo establecieron Eilenberg y Mac Lane en [63] en forma de contraccién.
Teorema 3.2.4 [65] Para todo par de CDGA-dlgebras A y A', existe una contraccion
CE® : {B(A ® A,)a B(A) ® B(A,)a fﬁ®a Qi ¢E®}'
La aplicacién fsz, queda caracterizada por su actuacién sobre elementos ho-
mogéneos [£1 @ y1| -+ - |Tn ® yn] de B(A® A’), con cada z; € A ¢ y; € A’ homogéneos:

fE®[$1 ®y1|"'|mn®yn] =
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=3 o (@ir1 - Ta) o (yr - wa)[z1] - 2] © [Yira| - - [Ym),
i=0

donde para i = 0 el término [z,|---|z;] = 1 € B(A); y andlogamente, para i = n,
i1l lyn] = 1 € B(A").

La aplicacién gz se sustenta cn la identificacién de B(4) y B(A’) como
subslgebras de B(A ® A'), siendo:

(1] |za] = 1 @1 |2n @ 1], [s1] - lyn] =1 @3]+ [1 ® yn];
de modo que gz, queda definida por la férmula:

G50 (U® V) = uxv, u € B(A),v € B(A").

Por su lado, el operador de homotopia viene dado por la composicién
bse = N LSHI,
donde el isomorfismo de DG-médulos A actia del siguiente modo:
A:B(A® A') — B(A) x B(A"),

)\[a'l ® CL’1| o am ® a;n] — (—1)Zi>k(l+|“j|)(1+[a;°|)[a1| e |am] X [a’ll Cen |a;n]’

con a; y a} elementos homogéneos de A y A’, respectivamente. Y el operador SHI

viene dado por la férmula:
~1n—g—

SHI anXb Z Z Z (_1)n—p—q+sg(a,ﬁ)(55q+n_p_q e 5ﬂ1+n_p_q5n_p_q_1an_q+1 e ana/nx

7=0 p=0 (a,5)

XSapyi4m " Sal—l—mam e 'am+p—1bn);

donde sg(a, 8) = S5, (i — (i — 1)), el indice (e, 8) recorre los (p+1, g)-shuffles y los
morfismos s; y 8; denotan los operadores de cara y de degeneracién de B(A) como
moddulo simplicial:
Bolay| - - -|ag] = &(a1)las| - - |ag);
aar] -+ lag) = (~1) 0 ey oyl - fogl, 0 <<
Olar] - - -|ag) = (=1)Mt1al0fay | - - |ag_1]€(aq),

so[1=16), silar] - |ag) = (=1)Mreiligy |- - - a;|0lai] - -+ |ag)-
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A partir de las férmulas anteriores, se puede determinar que los morfismos gz ¥y

bse} actian en tiempo exponencial, mientras que fze lo hace en tiempo lineal.

Eilenberg y MacLane establecieron cn [63] que fse ¥ gse €ran morfismos de DGA-
adlgebras. En el articulo [141] se prueba que ¢ es una casi-homotopia de dlgebras, de
donde C, adquiere el cardcter de contraccién de dlgebras casi-completa.

Usando la contraccién Cpe v haciendo producto tensorial y composicién de con-
tracciones, podemos determinar una contraccién de B(®;erA;) a ®icrB(4;). A partir
de ésta y de las contracciones halladas para las construcciones bares de dlgebras poli-
nomiales y exteriores, es posible progresar para encontrar el siguiente resultado, pieza
principal de [14, 155]

Teorema 3.2.5 [14, 155] Dado un producto torcido (A,d) de dlgebras exteriores y
polinomiales conezas, eziste una contraccion de dlgebras semicompleta de B((A, d))
a una CDGAC-dlgebra hBA producto torcido de dlgebras exteriores y de potencias
divididas, de modo que:

e cada factor del tipo E(u,2n — 1) en A contribuye con un factor I'(o(u),2n) en
hBA;

e cada factor del tipo P(u,2n) en A contribuye con un factor E(o(u),2n +1) en
hBA.

Demostracion.

La idea de la demostracién es muy didfana: por composicion y producto tensorial
de contracciones, es inmediato establecer una contraccién c(f, g, ¢) semicompleta que
relaciona la construccién bar de (A, 0) (DG-médulo trivial subyacente en (A4, d)) con
un producto tensorial banal (esto es, no torcido, de diferencial nula) de algebras

exteriores y de potencias divididas.

El paso delicado es garantizar que la perturbacién d, de esta contraccién que gen-
era d (diferencial que hace de A un producto torcido, y que es derivacién, trivialmente)
en la diferencial tensorial de la construccién bar B((4,0)) segin el Lema Basico de
Perturbacién, da origen a un proceso finito que desemboca en el establecimiento de
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una nueva contraccién semicompleta, entre B(A) = B((A,d)) y un producto torcido
de 4lgebras exteriores y de potencias divididas.

Por tanto, hay que probar que la composicién del operador de homotopia ¢ con

la perturbacién §, es puntualmente nilpotente.

Es conveniente recalcar que la perturbacién 64 que genera d sobre B((A, 0)) afecta
exclusivamente a la diferencial tensorial, por lo que en caso alguno modifica la grad-

uacién simplicial.

Sin embargo, el operador de homotopia ¢ procede de los operadores de homotopia
bse ¥ $5r y ambos aumentan la graduacién simplicial en una unidad. Como quiera
que las composiciones gz f5e ¥ g5 f5, 10 alteran dicha graduacién, podemos concluir
sin lugar a equivoco que ¢ aumenta la graduacién simplicial en una unidad.

Ahora, es ficil determinar la nilpotencia puntual de la composicién ¢dg4, dado que
a lo més, se podra iterar esta composicién sobre un elemento dado tantas veces como
dimensién tensorial tenga el elemento en cuestién: la suma de dimensiones simplicial
y tensorial permanece constante, y la simplicial aumenta una unidad en cada apli-
cacién de ¢é,, de donde la tensorial disminuye en una unidad cn cada iteracién, hasta

alcanzar la menor dimensién posible, que corresponde a la dimensién cero.

Lamentablemente, dado el comportamiento exponencial de los morfismos gze ¥
dse, la evaluacién de la diferencial ds, del producto torcido que provee como salida

el teorema anterior se antoja como un proceso de complejidad desorbitada.

En [14, 155] sc trabaja una familia infinita de productos torcidos de algebras
exteriores y polinomiales para la que la diferencial dj, asociada presentaba un com-
portamiento estable en cuanto a la complejidad en su evaluacién. Esta estabilidad
procede del hecho de que gran parte de los sumandos que intervienen en la evalu-
acién de la diferencial pueden desecharse desde el principio, por tener garantizada su

nulidad mediante argumentos y disquisiciones particulares para la familia en cuestion.

En la seccién que se abre a continuacién vamos a elaborar un mecanismo, que
llamamos teoria de inversiones [43], que permitird rebajar ostensiblemente el ntimero
de sumandos a contemplar en la evaluacién de la diferencial ds,, en el caso general.
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3.3 Teoria de inversiones.

Supongamos que tenemos como dato de partida un producto torcido A = A1 ®- -+ Ay,
con A; € {E, P}, de diferencial-derivacién generada a partir de las imdgenes de los ¢

generadores.

La diferencial que provee el modelo de B(A) hallado cn el Teorema 3.2.5, en la
forma de producto torcido de &lgebras cxteriores y de potencias divididas (segin
corresponda), viene dada scgin el Lema Bésico de Perturbacion por la expresion:

doo = ((f5r® e ®Rf5r) (172 ® fae) -+ foe 040

t—2
o) Z(—l)z ([‘/J)E@ + 295@;(1@]—1 ® gf,@)(l@J ® ¢E®)(1®]—1 ® fE@) . f§®]—|—
i>0 =1
t—1 i .
+gre - (1572 ® gse) Z(gépfgp@) 1 Qgarfar ® dgr @ 19770
Jj=0

o(1%2 ® fro) - - fg®])t5¢]1 0 g8 - (1572 ® gs0) (98- ® 95r)),
donde
bl ® - ®@dl|---laf® - ®ak]) =
k

YD @al e © @ e laf e w at,

i=1

parae; =i+ |a] ® - Qa| +- -t @ ®al.
Para el establecimiento de esta férmula se¢ ha perturbado por 4 la composicién

de las siguientes contracciones:

e Primero, se itera t veces la contraccion Cp, para dar la contraccion
(Bt >
Cfi@f’ : (B(®i=1Ai)7 ®$:IB(A1J)7 fE®t7 Gaets ¢B®t)a

con fE@Dt = (1®t—2 ® fi?@) T ff_3®’ 9set = YBe """ (1®t_2 & gﬁ@) y

t—2

Pret = Ppe + 2(1@_1 ® QE@)(1®i ® ¢E®)(1®i_1 ® fﬁ®)-

i=1
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e Después, a partir de las contracciones elementales Cpa, : B(4;) = hBA; se

componen las contracciones

B(A))®B(A)®: - - B(A)) = hBA;®B(A;)®- - -®B(A;) = -+ = hBA1®hBA;®- - - ®hBA

para dar
— t_l . .
C®$:1§Ai : (®f=1B(A1)3 ®::1h’BA":’ ®$=1f5441" ®$=lgl§Ai) Z ®?j=l(gl§A,‘fﬁAi)®¢lei+1 1®t_z_1)'
=0

Volviendo a la férmula de do,, se puede observar que de entre todos los morfismos
implicados los que repercuten de manera m4s incisiva al cardcter exponencial de la
complejidad son gz ¥ $se, principalmente debido a su dependencia con respecto a
los shuffles.

A continuacién vamos a describir un proceso que permitird una simplificacién
extrema en la evaluacién de las aplicaciones ¢z, que intervienen en la férmula de dy..
Este método constituye lo que en [43] se ha dado en llamar teoria de inversiones,

y es valido para cualquier contraccién del tipo Cygt-

3.3.1 Teoria general de inversiones.

Definicién 3.3.1 Secan A y A’ dos DGA-4lgebras, y consideremos un elemento ho-
mogéneo b= [a; ® |-+ - |a, @ al,] de B(A® A'). Se dice que b tiene k inversiones si

existen 1 < i, < - <ig<j<ncona;, =1paral <m<kya;¢ ker,.

En general, un elemento de B(4 ® A’) tiene k inversiones si es combinacion lineal

de elementos homogéneos con al menos k inversiones.

Veamos cémo se comportan los elementos con inversiones respecto a los morfismos

Jser fea Y Pse-

Por un lado, fss se anula sobre elementos [z; ® y1]---|Tn ® yn] que
tengan inversiones, dado que cste caso al menos uno de los factores de

Esay(Tiv1 Tn)€pean(¥1 - - ¥i) es nulo.

Por otro, gs, aplicado sobre un elemento genérico del tipo [z1] - - - [2,] ® [y1] - - |y]

produce:
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e Un unico término sin inversioncs,
[1:1‘ T |«’L'7,|'y1| e |yq]:
que procede de la simple yuxtaposicién.

e Exactamente p sumandos con una inversién, que aparecen cuando ¥, cs el inico

elemento y; que adelanta a algin z;:

1] lynlzil - [zplyel - lygl, 1 <1 <p.
p+q . . . iy
e Los restantes — p — 1 sumandos ticnen més de una inversién, dado
p

que al menos y; e y, adelantan simultdneamente a algun ;.

Por tltimo, ¢z, incrementa al menos en una las inversiones del elemento de en-
trada [z1 ® y1| - - - |Zn @ yYn], como se puede inferir de la siguiente cadena de observa-

clones:

e Dado que ¢z, = A"LSHI), las inversiones que produzca ¢ze las hemos de
buscar en la evaluacién de SHI; entendiendo que (ay,...,an) X (af,...,a})
produce k inversiones cuando [a; ® a{| - - |a, ® a},] tiene k inversiones.

e Cuando sc aplica ... 8, p_g 10n_g41- - . Oy sObIE [a1]...|a,] resulta

[a1] ... [an—p—g-1]1|@n-p—q| - - - |an—q].

s I !
e Dor otro lado, cuando se aplica . ..0,—p_q - - - On—q—1 Sobre [a}|...l|a,] resulta

[alll e |a’ln-—p—q—1|a’;1—p—q T a;1—q|a’n—q+1| T Ia’;'l]

e Para terminar de aplicar SHI, hay que hacer ¢l producto shuffle de las ultimas
p+ 1 entradas de la primera componente y las ¢ ultimas entradas de la segunda

componente.

o Asi, una férmula explicita para ¢zg €s, salvo signo,

as([m ®ai].. |an ® ay)) =

n=1n—q—1

= Z Z [CL1®CL’1| T |a“—P*q—1®a;‘L—p—q—l|a’ln—p—q e a';,,_ql([an-—p—q| U Ian—tI]*[a;L—q—f—ll e

g=0 p=0
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e En los sumandos anteriores se necesita que ay € keré, y a; € ker{y para n —
p—g<k<n—-gyn—q+1<1<n,ytambién a; ¢ ker{, paran —¢+1<
k < m; pues en otro caso el elemento resultante seria nulo. De este modo,

podemos asumir que todas las inversiones del elemento de entrada se localizan

en [CL1 ® a’1| T la'n—p—q—l ® a’In-—p—q—l]'

e En conclusién, a las inversiones que tuviera de entrada el elemento siempre se

*

/ ol |
n—p-gq n—ql*

anade la que produce |a

e Ademds, de entre todos los sumandos, el Ginico que incrementa exactamente en

uno el nimero de inversiones es

[a’l ®a"1| T lan—p—q—l ®a’;1—p—q—1|agl—p—q' ) 'a’;m-—q|a’n—P—Q| T la’”—Q|a;1—q+1| T |a;1]

Lema 3.3.2 Sea 8; una perturbacidn de B(A® A') inducida por una perturbacion d
de la diferencial en A ® A', de modo que d(A) C A. Entonces, dq aplicado sobre un

elemento de k inversiones devuelve un elemento de, al menos, k — 1 wnversiones.

Demostracion.

La demostracién se sigue facilmente del hecho de que g afecta tan sélo a la
diferencial tensorial y que d(A) C A, de modo que el elemento de la forma a; @
1 respecto del cual se miden las inversiones del elemento de entrada genera otro
elemento d(a;) ® 1 de similares caracterfsticas respecto del cual se miden asimismo

las k inversiones que hubiere de un comienzo.

La Gnica manera de perder alguna de las k inversiones iniciales es cuando se aplica
d a un elemento del tipo 1 ® a}. En cualquier caso, a lo sumo se perderia tinicamente

esta inversién, de donde 8 devuelve un elemento de, al menos, k — 1 inversiones.

En estas circunstancias, podemos enunciar el resultado que permite rebajar
drasticamente el nimero de sumandos a tener en cuenta al evaluar la diferencial
perturbada do, que genera dy en una contraccién del tipo

Cse: B(A® A') = B(A) ® B(A'),
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con
doo = f3504(1 — $5504 + Ps0aPse0a — * * ) 956

Teorema 3.3.3 Asumiendo que d(A) C A, la formula para la aplicacion ¢z, en-

vuelta en definicion de do se puede reducir a la expresion

n—1n—g—1
¢§®([a1 ®@ (1'1| e |an ® a;_b]) = Z Z (_1)‘P(n,P,Q)EA(an_q+1 cay)
q=0 p=0
=la1 ®al|  |on—p-q-1® ay_p g 1l sy Ongl@np—gl - |an—qldl_gi1] - ab);

donde el signo (n,p,q) viene dado por la expresion

n
p=n—p—q—1+la][+- -+ |anpq1|+ Z (las| + -+ -+ fail)+

i=n—q+1

n—q—1
Hg(las| + - Flangl) + 20 (lail+- - +lai) + (p = 1)(lai] + - - + lag_g[)+

P=n—p—g

n—q n Jj—1
'

+ > al(legl - Fagh+ >0 D lasllail.
1=n—p—q Jj=n—q+1 k=1

Mds ain, el sumatorio en g se reduce a un solo sumando, que corresponde al Unico

indice q con respecto al cual es

ay & ker&,, paran—q+1<k<n,
ar € keré,, paral <k<n-—gq.

En conclusion, el nimero de sumandos resultantes en la evaluacion final de ¢4 €s

lineal en la dimensidn simplicial del elemento de entrada.

Demostracién. En la definicién de dg, la composicién dq¢s, al menos, conserva el
nimero de inversiones del elemento de entrada, si es que no lo aumenta. Como el
ultimo morfismo que se aplica es fz4, ¥ 86lo deja de ser nulo actuando sobre elementos
sin inversiones, nccesariamente 0405, debe devolver en cada iteracién 0 inversiones.
Esto requiere que el elemento de entrada no tenga inversiones, que ¢5, produzca una

sola inversién y que d4 elimine dicha inversién.

Segtin los comentarios realizados con anterioridad, esto sucede tinicamente cuando
$5e actia en la forma resciiada.
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El signo ¢ provicne de evaluar los operadores de cara 0; y de degeneracién s,
propios de SHI.

Por ultimo, que el sumatorio en g se reduce a un sélo sumando, cuyo indice viene
dado por las propiedad

ay ¢ keré,, paran—q+1<k <n,
ay, € keré,, paral <k<n-gq,

es consccuencia del hecho de que el elemento de salida sélo puede tener una inversion
(por tanto, ay € ker¢,, para 1 < k < n—g) y que £4(An-gt+1- - Gn) 0O es nulo

exclusivamente en el caso de que a; ¢ ker&,, paran —q+1 <k <n.

En definitiva, el nimero de sumandos en la imagen de ¢, se reduce del

n—1n—

a la moderada cantidad de

primigenio

n—g—1

)y

para un sdlo valor determinado de ¢ cntre 0 y n - 1. Es decir, de un mimero
exponencial de sumandos pasamos a uno lineal, tomando como medida la

dimensién simplicial n del elemento de entrada.

El resultado anterior se pucde generalizar en la forma natural al caso de contrac-
ciones del tipo Caqt : B(®!_;4;) = &' B(A)).

Ya vimos que una tal contraccién proviene de la composicién de contracciones
elementales del tipo Cze. En cada una de ellas es valida la elemental nocién de
inversién que nosotros hemos recogido en la Definicién 3.3.1. Ahora, consideraremos
como inversién todo estado que lleve a una inversién en alguna de las contracciones

clementales Ci, de que se compone la contraccién final Cpge.

Por tanto, habra que tener en cuenta las inversiones de A ®(R,4;), lasde 4, ®
(®'_3A;), y asi sucesivamente, hasta considerar las inversiones propias de A;_; ® Ay.

Vamos a llevar cste estudio al caso particular que nos lleva.
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3.3.2 Teoria de inversiones versus 1-homologia de CDGAC-
algebras.

En este caso, no sélo interviene una contraccién del tipo Cpgt, sino también la que
lleva ®t_, B(A;) al producto de los respectivos modelos, ®!_, hBA;:

t—1

i=0

con cada A; un dlgebra exterior o polinomial.

Antes de nada, hemos de advertir que se verifica la condicién del Lema 3.3.2 sobre
la diferencial d cn ®!_,A;: para ello basta tomar las dlgebras A; ordenadas segin
el grado de sus generadores. Asi, obviamente quedan garantizadas las relaciones
d(®§:in) C ®%}A;, de modo que d nunca devuelve elementos en un algebra de
indice mayor que los correspondientes a las dlgebras de los elementos de entrada.

Veamos como se puede particularizar la teoria de inversiones detallada en la seccién
previa, en la simplificacién del cdlculo de la diferencial d, generada por la diferencial
d de ®!_, A;,

doo = ((fEP® t ®f§P)(1®t_2 ® fﬁ®) T fE@ 5d°

t—2
© Z(“l)i ([¢E® + Z gB®(1®j_l ® 95@)(1®j ® ¢E®)(1®j_1 ® fﬁ@) e fﬁ®]+
i>0 j=1

+[9£‘!® T (1®t_2 ® 95@) Z(QEFpr@ T Rgspfar ® Ogp @ 1®t—j+1)0

=0
®t—2 ¢ ®t—2

0(1 ® fae) " 'fB@])Jd] o [gag - (1 ® 9se)(grr ® gar)l-
Analicemos cémo han de evaluarse cada uno de los sumandos que intervienen cn
la férmula precedente. En cualquier caso, estd claro que cn modo alguno se podra
permitir la aparicién de més de una inversién, porque en tal caso la evaluacién final

de (1®t_2 ® fgg,) L f§® serd nula.

e Dc un lado, de la suma

t—1 .

E(gﬁPffa‘P® = ®Fsrfar ® Par @ 1®t_j+1)

3=0
solo hay que evaluar aquellos sumandos en los que el operador de homotopia cor-
responde a ¢z, (recordemos que ¢5; = 0), y todos ellos preservan exactamente

el nimero de inversiones del clemento de entrada.
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e Por otro, cada vez que se aplique gz - (1772 ® gsg), 2 lo sumo una de las
aplicaciones gz, daré lugar a una inversién, mientras que las demas se limitaran
a la yuxtaposicién de los elementos de entrada. De este modo, el numero inicial
de sumandos que genera gz - - - (184"2®g5¢) (que coincide con el producto de los
niimeros combinatorios asociados a las dimensiones simpliciales), se reduce a
menos del nimero que marca la suma de las dimensiones simpliciales
de los elementos de entrada.

¢ En particular, en los sumandos
12 ‘ _ _
S 050 (197 ® g36) (1% ® 630) (1% ® fre) *** f3e
=1

la, cCOMPOSICION gpe - - - (1%77! ® gss) debe actuar como la simple yuxtaposicién,

dado que ¢s, va da lugar a una inversion.

e El morfismo 64, que en principio da lugar a una suma (de tantos sumandos
como dimensién simplicial tiene ¢l elemento de entrada), se reducird a un solo
sumando en el caso de que €l elemento de entrada tenga una inversion; y dicho
sumando sc originara precisamente de la aplicacién de §; en la componente

simplicial responsable de la inversion.

Todas estas simplificaciones permiten abordar con ciertas esperanzas la tarea de
implementar en ordenador la férmula de dw, y proceder al célculo de la homologia
de CDGAC-4lgebras concretas.

Pero antes, comparemos la complejidad en la evaluacién de de sobre los gener-
adores del dlgebra modelo, con y sin atender, respectivamente, a la teoria de inver-

siones.

Tomemos como tamaiio de la instancia el grado del generador de entrada, digamos

k, y midamos la complejidad en el peor de los casos posibles.

De antemano, podemos asegurar que el indice 7 del sumatorio principal en la
férmula de dy, que corresponde a la composicién nilpotente del dato de perturbacién

ko +1
1, donde kg denota el grado del generador de A; (minimo entre todos los grados de

64 v la homotopfa pertinente, varia entre 0 y la parte entera del cociente INenos

generadores, segtin la ordenacién que fijamos al comienzo cntre las algebras 4;). No
puede ser de otra forma, dado que en cada entrada de las que marca la dimensién
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simplicial la menor graduacién tensorial admisible es ky mismo: asi, como el elemento
de entrada tienc dimensién k, do, baja un grado la dimensién y cada vez que se aplica

un sumando del sumatorio en 7 aumenta en uno la dimensién simplicial, a lo més la
k-1

dimensién simplicial de salida vendra dada justamente por el cociente Pl
0

En caso de no considerar la teoria de inversiones, el comportamiento de los mor-

fismos en do, es el siguiente.

La composicién (1%97! ® faze) - f5e aplicada sobre un clemento de dimensién
simplicial n consiste, en definitiva, en realizar una particién de n en j 4+ 1 compar-
timentos, y sumar los elementos correspondientes. Asi, esta composicién contribuye
n+7

J
como particiones distintas (ny, ..., n;.1) hay de n.

con sumandos para elementos de entrada de dimensién simplicial n, tantos

Actuando sobre una de estas particiones, digamos (n1,...,n;41), la composicién
ny+- -+ M4

ip

ge -+ (1%L ® gae) devuelve [T2_, sumandos, que provienen de

los productos shuffle anidados.

Por su parte, ¢z, actuando sobre un elemento de dimensién simplicial 7 devuelve

27+l — p — 2 sumandos.
Los morfismos gza,, faa, ¥ ¢5a4, actian en tiempo constante.

Suponiendo que d actuando sobre un gencrador devuelve a lo mas r sumandos,
entonces podemos asumir que 4 actuando sobre un elemento de dimensién simplicial

n devuelve rn sumandos.

Aglutinando toda esta informacién, podemos concluir que la complejidad en la
evaluacién de dy actuando sobre un generador de grado k viene medida por la can-
tidad

[kkoq_ll]_l . i 1 —
t m+ t—1 ) )
> (e em(e X I ™)
1=0 t—1 m=1 (n1,..,ne) h=1 N

t—2 m+-1 J e ,
4+ Z (zm—nj+1 o (m _ le+1) _ 2) H np + + n]+1

Jj=0 (n11"'1n_‘i+1) h=1 np
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Por otro lado, la complejidad en caso de considerar las mejoras que provee la teoria

de inversiones viene dada por

Ll I W mt—1 =2 (g
> r ] rit +m+1|+Y ") om
=0 t—1 m=1 t—1 =0 J

A continuacién damos una tabla comparativa entre ambos resultados, para diver-

sos valores de t, 7y n. = [k_l ]:

kot 1

r|t|n Sin T.IL Con T.L
21213 03" .004"

212 |4 12.29" 2"
2125 3h 38' 23" 11
21216 la 1m 10h 48'59" 12" 37"
212 |7 6ms 5s 6a 24d 15k 39’ 17" 16h 19’ 28"
312 |5 1d 3h 37’ 50" 124"

312 |6 12a 4m 6d 21h 37' 44" 2h23' 7"
412 |5 4d 20h 25'1" 5 56"

412 |6 69a 4m 23d 23h 43' 57" 13h22' 10"
315 |4 8m21d1h 17 49" 1h 22" 45"
21103 17h 14" 33" 39"

2110 |4 Ami 45 91a 8m 8d 32' 12" 1m 8d 12h 46’ 52"
2110(79.63 10%mi5s61a9m 2d 17h 10’ 26" | 45 24a1m 16d 14h 19’ 6"

mi =milenios, s =siglos, @ =afos, m =meses, d =dfas

Se puede observar que la complejidad depende basicamente en la magnitud de las

variables n y ¢, principalmente la primera de ellas.

3.3.3 Programacién y ejemplos.

A la hora de poder realizar algunos célculos concretos, hemos implementado en
MATHEMATICA un programa que permite el célculo de dy, utilizando la férmula que

provec la teoria de inversiones.

Este programa estd compartimentado en varias funciones elementales, que se cor-
responden en su mayoria con las aplicacioncs en que factoriza dw. Hay una rutina

AR
’_‘L-,\‘[' 1 e

fee

PN
e U
g

\,r.ﬂr ,“-\
A

L L
Lo
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especial, que es la que combina adecuadamente las funciones elementales para dar la
expresion final de d,.

El sistema de codificacién que se ha elegido es la siguiente:

o Para los elementos del modelo homolégico ®:_, hBA;, listas de listas de longitud
t+ 1 de la forma {);,4;1,...,%;,}, que representan combinaciones lineales del
tipo

Z )\] wij'l ® e ® wij,t'
K

o Para los elementos en B(®!_;Ai), lis-
tas de listas de la forma {Am, {Tm14s- - bmit)s -« s Umpmmags - - - s bt f» QUE
representan combinaciones lineales del tipo

Z )\m[fu)im.l,j ® P ® wim,lull [ |w7:m,nm,j ® PN ® wim.ﬂm,t].

T

e Para elementos en B(A) ® B(A'), listas de pares de clementos de la forma

anterior.

Los datos de entrada son el nimero y grado de los generadores, y sus respectivas
imagenes por la derivacién d. La salida, la imagen de dy, sobre cada uno de los
generadores del modclo.

Veamos algunos ejemplos.

1. E(z1,79,73;1) ® P(z4,75;2) ® E(x6;3) ® P(27;4) ® P(xs;6).
Entrada: ((1,1,1,2,2,3,4,6),
(Oa 0,0, 2, — T2, Ty, T1T9, Ty + T12T5 + L1255, -'1711'21'6))-
Salida: ((2,2,2,3,3,4,5,7),(0,0,0,z, — 2,,2,,0, 2,2, — 222,0))
Tiempo de ejecucids(zy) in 0.55 scc.

ds(zs) en 0.27 sg.
ds(z¢) en 0.33 sg.
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ds(z;) en 2.14 sg.
ds(zg) en 0.28 sg.

2. E(x1;1) ® P(z9;2) ® P(z3;6) ® P(z4;10) ® P(5;26).

Entrada: ((1,2,6,10,26), (0, —22,, 2,22, 3, 2,5, 8T, 2,7324)).
Salida: ((2,3,7,11,27), (0, —2z,, —8z3, ~192z%, 21799895040z,°%))

Tiempo de ejecucids(z,) en 0.16 sg.
ds(z3) en 0.60 sg.
ds(z4) en 2.36 sg.
ds(xs) en 1571.47 sg.

I
€L

3. E(z;;1) ® P(7;2) ® P(z3;4) ® E(z4;5) ® E(z5;7) ® P(zs; 14).

Entrada: ((1,2,4,5,7,14), (0, —Z,, 2,25, 0, 22, L4, —:Z4Ts) ).

Salida: ((2,3,5,6,8,15), (0, —z,, —z2,0,0))

Todos estos calculos se han realizado sobre un Pentium III, con 128Mb RAM y
7.2Gb de disco duro.

3.4 Cuestiones relacionadas.

Vamos a analizar aqui las siguientes cuestiones:
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e Determinacién de la n-homologia de una CDGA-4lgebra sobre Z.
e Paso a resoluciones que escinden de la resolucién bar.

e Posibles aplicaciones practicas.

3.4.1 Paso a n-homologia.

En [22, 155] se ataca el problema de la n-homologia para CDGAC-4lgebras trabajando
con Z )y como anillo base.

A continuacién reproducimos los resultados y conclusiones fundamentales de estos

trabajos.

Teorema 3.4.1 [141] Sean n un ndmero natural, p un primo impar y Z, el anillo
base considerado. Eziste una contraccion semicompleta de CDGAC-dlgebras, que de-
notamos por Csr, de B(['(u,2n)) a la CDGAC-dlgebra

B(o(u), 2+ 1) ® (@11 (B0 (1), 209 + DT (g1 (), 2np’ +2))),
donde la diferencial x, viene definida por la formula

Xp(@prp-1(w) = poyp(u), 121,

El concepto de descomponibilidad, a definir a continuacion, permitird distinguir
productos torcidos basicos (a fortior, indescomponibles) de productos torcidos com-
puestos (i.c., que son productos tensoriales de productos torcidos indescomponibles).

Definicién 3.4.2 [155, 22] Un producto torcido PT = ®{.; A; se dice descomponible
si existe una particién no trivial de I, I = I, UI,, de modo que PT se descompone en
un producto tensorial de dos productos torcidos PTy = ®{2; A; y PTy = ®¢;, Ai, con
Pm = p|prr, para m = 1,2. En caso contrario, PT se dice que es indescomponible,
de longitud £ (o £-indescomponible, donde £ es el cardinal del conjunto de indices 1.

El teorema anterior establecia un modelo homolégico para B(I') en forma de
producto tensorial de un dlgebra exterior y productos torcidos 2-indescomponibles de

un algebra exterior y otra de potencias divididas.
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A partir de este modelo y progresando adecuadamente sobre el modelo homolégico
para la 1-homologfa de CDGAC-4lgebras determinado en el Teorema 3.2.5 de la

seccién anterior, se puede enunciar el siguiente resultado.

Teorema 3.4.3 [155, 22/ Consideremos Zy) como anillo base. Ewiste un con-
traccion de dlgebras semicompleta de la construccidn Bar de un producto torcido A
¢-indescomponible (con £ > 2) de dlgebras exteriores y de potencias divididas a un
producto tensorial H de productos torcidos k-indescomponables (con k < £) de dlgebras
exteriores y de potencias divididas (dotadas de su producto natural). Es decir, H es
un modelo homoldgico minimal de A.

Mds ain, a nivel de dlgebra graduada se tiene que

e cada factor E(u,2n — 1) en A contribuye con un factor ['(o(u),2n) en H.

o cada factor T'(u,2n) en A contribuye con factores E(o7yp (u),2np* + 1) (con
i>0) y D(@pvpi-i(u), 2np* +2) (coni>1) en H.

De aqui se puede progresar para construir modelos homoldgicos para el calculo
de la n-homologia de CDGAC-4lgebras, mediante complejos procesos de cambios de

base.

Teorema 3.4.4 [155] Sea Z ) el anillo base, m un niimero natural y A un producto
torcido de n dlgebras exteriores y de potencias divididas. Eziste una contraccion de
dlgebras semicompleta de la construccion bar iterada B™(A) a un producto tensorial de
productos torcidos k-indescomponibles de dlgebras exteriores y de potencias divididas,

con k < n.

El Corolario 3.1.3 da una alternativa a cste método, vilido para cualquier anillo
A cuerpo 6 Z, de forma que se puede establecer un proceso endogamico en el que la
n-homologia de un producto torcido de dlgebras exteriores y polinomiales se calcula
como la homologfa de otro producto torcido de algebras exteriores y polinomiales. Eso

sf, uno ha de bajar del nivel de contracciones al nivel de isomorfismos en homologia.

En particular, nosotros vamos a centrarnos en el caso A = Z.
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Al igual que en el caso A = Zy), atendiendo a los teoremas 3.1.1 y 3.2.1 podemos
concluir que toda CDGA-4lgebra A sobre Z admite un casi-isomorfismo a un producto
torcido de &lgebras exteriores y polinomiales hA4, que se extiende a un casi-isomorfismo

entre las construcciones bares respectivas.

Para calcular la 1-homologia de A, habria que calcular la 0-homologia de B(hA),
para lo cual sc extenderia el Teorcma 3.2.5 al caso de A = Z; de modo que B(RhA)
admite una contraccién a un producto torcido de algebras exteriores y de potencias
divididas h!A.

A la hora de calcular la 2-homologfa de A, se estableceria la contraccién B?(hA4) =
B(h'A). Para poder llegar a un nuevo producto torcido de algebras exteriores y de
potencias divididas, tendriamos que establecer un andlogo en Z del Tcorema 3.4.3,
en cuanto a la determinacién de un modelo para la 1-homologia de un dlgebra de

potencias divididas I.

Desafortunadamente, para A = Z la aplicacién que da el Corolario 3.1.3 sélo
define un isomorfismo en homologia, y no constituye la proyeccién de una verdadera

contraccién, como ocurre en Q.

Proposicion 3.4.5 Eziste una contraccion de dlgebras completa del producto torcido

AT = (P(01) ® (Rkn2(P(vr)RE(ua))) ,d),

con d(ug) = ¥ — klay, al dlgebra de potencias divididas T'(w), donde |vi| = k|w| y
lug| = k|w| + 1.

Demostracién.

Tenfamos un casi-isomorfismo f, morfismo de DGA-algebras, definido por f(z;) =
Yi(w) y f(ui) = 0.

Definamos la inyeccién g como un morfismo de DGA-dlgebras, de modo que
:L,Z
() = =1,

Asimismo, definamos ¢ como una homotopia de dlgebras (esto es, tal que u¢ =

w(l® ¢+ ¢ ® gf)), por extensién a partir de los datos ¢(u;) = 0, é(z1) = 0y
,Lll'
dla;) = ——

o
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Es claro que fg = 1. Por otro lado, se tiene que

(d + ¢d) (z:) = do(z:) = —d(;f") =z, — % = (1 - gf)(z:);

Ademés, como d es derivacién, ¢ homotopia de dlgebras y g y f morfismos de DGA-
dlgebras, esta relacién asegura que la identidad 1 — gf = d¢+ ¢d es valida sobre todo
hT: basta establecer un proceso inductivo en el nimero de factores que componen el

elemento de entrada y razonar sobre las igualdades siguientes
(do+ dd)p=du(d@gf +1®¢) + pu(d®1+1®d) =

= u(dp®gf —d@dgf +d® ¢+ 1®@dp) + p(¢pd®@ gf —d® ¢+ ¢pgfd+1® ¢d) =
= p((dp+ ¢d) @ gf +1® (dd + ¢d)) =
=u((l-gf)@gf+1@A—gf)) =p(1®1-gf®9f)=Q1—9gf)p

Las condiciones adicionales de anulacién también sc verifican:

o Noétese que del hecho de ser ¢ homotopia de dlgebras y &(v;) = u;, necesaria-
mente se desprende que ¢ devuelve siempre sumandos con algin factor u;. De
aqui, el paso para demostrar que f¢ = 0 es inmediato, por ser f morfismo de
DGA-dlgebras.

e La relacién ¢g = 0 procede de la identidad @(vi) = 0, extensién de ¢(v;) =0
por el cardcter de homotopia de algebras de ¢.

e Por 1iltimo, la condicién ¢¢ = 0 se demuestra asi.

Actuando sobre los generadores elementales (v; y u;), la composicién ¢¢ resulta
ser obviamente nula. Para extender este resultado a cualquicr producto de
los generadores, basta proceder por induccién en el nimero de factores que
componen el producto y utilizar que ¢ es homotopia de dlgebras y las condiciones

de anulacién previas:
dou=0u(l1®d+¢@gf)=pl®o+9®gf)1®¢+¢®gf) =
=u(l®dd -0 dgf+¢®@gfo+dd®9gfgf) =0.




138 3. Homologia de CDGAC-4lgebras.

En conclusién, los datos (f, g, ) conforman una contraccién de dlgebras completa
entre el producto torcido hl' y I'(w). n

Ahora se podria establecer el andlogo en @) del Teorema 3.4.1

Proposicién 3.4.6 Existe un sombrero de contracciones, de CDGA-dlgebra principal
hD, entre B(T'(w)) y un producto tensorial H de un dlgebra exterior y productos

torcidos 2-indescomponibles de un dlgebra exterior y otra de potencias divididas,
E(o(n), [w] +1) @ (@151 (B(o(ws), ilw] + D& To(us), ilw| +2))),
donde las diferenciales p; vienen dadas por
pi(o(u;)) = —ilo(v;), 2> 1.

Mds atn, a nivel de dlgebra graduada se tiene que

e cada factor P(v;) en hT' contribuye con un factor E(o(v;),i|lw|+1) en H.

e cada factor E(u;) en hI' contribuye con un factor I'(o(u;), ¢jw| + 2).

Demostracién.
Una de las contracciones del sombrero la da la Proposicién 3.4.5.

La segunda de las contracciones, proviene la perturbacién 44 que origina d en la
diferencial tensorial de B(P(v1) ® (®>1(P(v;) ® E(u;)))), y cémo afecta ésta a la

contraccion

B(P(v1) ® (®i»1(P(v:) ® E(w))) = E(o(v1)) ® (Qix1(E(o(v)) ® L'(o(us))))-
Este proceso de perturbacién scgin d,; es finito y desemboca en la aparicion de
una diferencial do, = @;>1pi, tal como en el Teorema 3.2.5.

Teniendo en cuenta las propiedades de los morfismos de la Proposicion 3.4.5, se

puede probar de manera sencilla que do(o(v;)) =0y doo(o(w;)) = —ilo(v;).
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Lamentablemente, las proposicionnes 3.4.5 y 3.4.6 no aportan informacién rele-
vante, dado que con coeficientes en @, un dlgebra de potencias divididas I'(w) no es
més que un 4lgebra polinomial P(v): basta establecer la relacién v* 2 ily;(w).

En cualquier caso, cabe observar que el modelo que da la ultima proposicion se
aproxima fielmente al modelo que da el Teorema 3.4.1 en el caso de trabajar con
coeficientes en Z ;). De hecho, la tnica diferencia entre ambos se da en los cscalares
pl'y p que da la imagen de los generadores por la derivacién. Pero esta diferencia en
realidad no es tal, teniendo en cuenta que p! se diferencia de p en Z, en el producto
por una unidad, a saber (p — 1)!.

El trabajo sobre el anillo A = Z es mucho més complejo. Aunque el Corolario
3.1.3 facilita igualmente un casi-isomorfismo de I' a un producto torcido de algebras
exteriores y polinomiales, en este caso no sc puede extender aparentemente a toda
una contraccién. En caso de encontrarse una tal contraccion, cl problema estaria

resuelto en los mismos términos que para Zg) 6 Q.

Una alternativa posible, en términos de isomorfismos en homologfa en lugar de
contracciones, seria determinar un casi-isomorfismo de cualquier producto torcido
de 4lgebras exteriores y de potencias divididas en un producto torcido de algebras
exteriores y polinomiales, por medio del casi-isomorfismo del Corolario 3.1.3. De este
modo, el Teorema 3.2.1 concluirfa que la construccién bar iterada B2(A) de cualquier
CDGA-élgebra A admitirfa un casi-isomorfismo a un producto torcido de algebras

exteriores y polinomiales asociado.

Evidentemente, este proceso se podria reiterar indefinidamente, hasta alcanzar
la n-homologfa, para cualquier natural n, de modo que obtendriamos el resultado

siguiente.

Proposicién 3.4.7 La n-homologia de una CDGAC-dlgebra con coeficientes en Z
admite un casi-isomorfismo a un producto torcido de dlgebras exteriores y polinomi-

ales.

Por otro lado, cabe sefialar que la Teorfa de Inversiones también se puede aplicar
en el calculo de la n-homologia de una CDGAC-4lgebra, independientemente del
anillo A fijado: la teoria de inversiones concierne a los morfismos fsg, 9se ¥ s de
la contraccién Cjg, cuya expresién general es independiente del anillo base.
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3.4.2 Paso a resoluciones.

En el inicio del capitulo, nuestro interés era encontrar rcsoluciones de A so-
bre cualquier CDGAC-édlgebra dada A, con objeto de calcular la informacién n-
homolégica propia de A. A raiz del trabajo realizado en el capitulo segundo, nos
permitimos reducir esta problematica al estudio de contracciones que tuvieran como

DG-mddulo mayor la construccién bar iterada del dlgebra de partida.

En cualquier caso, cstas contracciones entre complejos reducidos admiten una
extensién al lenguaje de resoluciones que escinden de una resolucién bar, tensorizando
por el dlgebra pertinente y perturbando segin la cocadena universal 8 (ver Proposicién
2.4.1 y Lema 2.6.1, 6 Teorema 2.4.2, en su caso, del capitulo precedente).

Centrémonos en resoluciones para la determinacién de la 1-homologia de CDGAC-

algebras.

Teorema 3.4.8 Dada una CDGAC-dlgebra A, sea hA el producto torcido de dlgebras
exteriores y polinomiales diseniado en el Teorema 3.1.1. Entonces, existe una res-
olucién (hA ® hBhA,d) que escinde de la resolucidn bar, donde hBhA es el modelo
1-homoldgico de hA determinado por el Teorema 3.2.5. Ademds, la contraccion de

comparacion entre ambas es semicompleta.

Demostracion.

Consideremos la contraccién semicompleta que da el Teorema 3.2.5 aplicado a la
CDGAC-élgebra hA,
c: {B(hA),hBhA, f, g, d},

con hBhA producto torcido de dlgebras exteriores y de potencias divididas, de modo

que:
o cada factor del tipo E(u,2n— 1) en hA contribuye con un factor I'(o(u), 2n) en
hBA,;

e cada factor del tipo P(u,2n) en hA contribuye con un factor E(o(u),2n + 1)
en hBA.
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Tensoricemos ¢ a izquierda por hA, para obtener
C=1®c: {hA®B(h,A),hA®hBhA,l@f,l@g,l@cp}.

Para probar que el proceso de perturbacién que genera la cocadena universal ¢ en C
es finito, consideraremos la filtracién natural que induce en hA® B(hA) la graduacién
tensorial de B(hA).

Por un lado, el morfismo 6N (que es derivacién) disminuye estc grado dc filtracion
al menos en una unidad, dada la conexién del dlgebra hA. En efecto,

0N (a® o] --lan] = ag; ® [a2] -+ -[an],
con a; €keré,, de donde |a;| > 1 (hA conexa) y
lag| + -+ + |an| < la1| + -+ |an| — 1.
En cambio, 1 ® ¢ preserva el grado de filtracién: en la demostracién del Teorema
3.2.5 vimos que ¢ aumentaba exactamente en una unidad la dimensién simplicial

del elemento de entrada, de donde el elemento de salida necesariamente conserva la

graduacion tensorial del elemento de entrada. Por extension, asimismo 1Q® ¢.

De este modo, la composicién (1 ® ¢)0N disminuye al menos en una unidad el
grado de la filtraci6n, lo que garantiza la nilpotencia puntual de tal aplicacion y, por

ende, la finitud del proceso de perturbacion.

Ademés, por ser N derivacién y la contraccién 1 ® c de partida semicompleta, la

contraccién de comparacién de resoluciones resultante también es semicompleta.

3.4.3 Comentarios generales.
Vamos a abordar aqui dos cuestiones, cuales son:

e Comparacién del trabajo a nivel de resoluciones (digamos, a la Cartan), frente
al trabajo a nivel de complejos reducidos (sea a la Eilenberg).

e Aplicaciones fundamentales de la homologia de CDGAC-dlgebras.
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En el Teorema 3.4.8 en caso alguno se dice que la comparacién con la resolucién
bar sea la candnica. De hecho, en general no lo serd: ya vimos un par de ejemplos en
el capitulo anterior, en relacién con resoluciones de Z[Z] y Z[Z,).

Esta circunstancia permite establecer un interesante debate, acerca de cuél serd
el mejor método para la determinacion de una resolucién en aras de realizar calculos

homolégicos concretos.
Fundamentalmente, hay dos verticntes bien diferenciadas.

La primera de ellas, profusamente trabajada por Cartan en los anos 50 y 60 y ac-
tualmente desarrollada por Lambe, se refiere a la btisqueda de resoluciones candnicas
que escindan de la resolucién bar. Este método requiere construir una resolucion
contractil al anillo base, y genera férmulas recursivas para los morfismos de la con-

traccién de comparacién candnica.

Eilenberg disefié a comienzos de los 50 un procedimiento alternativo, que consiste
en la determinacién de una contraccién entre los que serdn complejos reducidos de
las resoluciones a considerar. En este proceso no se generan formulas recursivas, pero
generalmente intervienen contracciones que encierran una alta complejidad computa-

cional (como la contraccién Cjg, en nuestro caso).

Es dificil, dirfamos incluso improcedente, el decantarse por uno u otro método de
forma general. Habria que analizar las circunstancias concretas en cada caso, para
clegir el procedimiento mas adecuado. Incluso, a veces, un uso inteligente de ambos

permite obtener resultados sorprendentes.

El modo en que nosotros hemos abordado el problema del célculo de la 1-homologia
de CDGAC-dlgebras sigue los pasos de Eilenberg: a partir de contracciones cono-
cidas hemos progresado mediante composicidén, producto tensorial y perturbacion
hasta conformar una contraccién semicompleta entre los complejos reducidos B(hA)
y hBhA; y, mds aiin, una contraccién semicompleta entre las resoluciones hA®y B(hA)
y (hA®hBhA,d). A pesar de utilizar la contraccién Cje, la teoria de inversiones nos
permite reducir notablemente el coste computacional que requicre el realizar cdlculos

concretos sobre estas contracciones.

Si se quisiera evitar el uso de la contraccién Cgg, habria que identificar un médulo
graduado H candidato a resolucién sobre hA, y definir convenientemente una estruc-
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tura diferencial d sobre H de modo que (H, d) constituyera una resolucién de A sobre
hA contréctil a A. De este modo, los teoremas de comparacién de resoluciones 2.5.4 y
2.5.5 facilitarian un sombrero de comparacién canénica entre la resolucién bar B(hA)
y (H,d), que en casos favorables (ver Teorcma 2.5.8) se reducirfa a una contraccion,

casicompleta como asegura el Teorema 2.3.2.

Aplicando el Lema 2.6.1 del capitulo segundo, a partir de la contraccion de com-
paracién entre la resolucién bar B(hA) y (hA ® hBhA,d) se puede determinar que
la resolucién (hA ® hBhA, d) es contréctil al anillo base A.

Esta resolucién contractil darfa lugar a un sombrero de comparacién candnica con
la resolucién bar, que en el mejor de los casos se reduciria a una contraccion, a fortiori

casicompleta.

En tal caso, tendriamos dos contracciones de comparacién entre estas dos resolu-

ciones, en principio la una semicompleta, la otra casicompleta.

Se sabe que la contraccién Cze es semicompleta y no completa (ver [21]), aunque se
desconoce si casicompleta. Si de hecho fuera casicompleta, la resolucién del Teorema
3.4.8 serfa asimismo casicompleta, y ambas las contracciones de comparacion con la

resolucién bar serfan casicompletas.

Parte del trabajo que nuestra compaifiera Jiménez cstd desarrollando en su memo-
ria para optar al grado de doctor, abarca una generalizacién de la teoria de inversiones,
que alcanza los modelos finales hA, y no sélo la contraccion Cig. Esta extensién pcr-
mite demostrar que la propia contraccién Csg es en verdad casicompleta. Mids aun,
aporta informacién relevante acerca de las estructuras de codlgebra envueltas en todo
este proceso, estructuras que nosotros no hemos atendido y podrian aportar mejoras
computacionales en el célculo de la homologia de CDGAC-dlgebras. Serd ella quicn

determine toda esta cuestion.

En cuanto a las aplicaciones que se pueden derivar del conocimiento de la 1-
homologia de CDGAC-4lgebras, podemos citar como campos mds representativos la
Fisica Cohomolégica [159, 160, 92, 106, 107] y el Calculo Secundario [110, 171].

El primero de ellos, cuyo nombre acufid Stasheff cn [159, 160], se preocupa del
tratamiento de ciertos aspectos de la Teoria de Campos, principalmente en lo que
concierne a la cuantizacién [106, 107] de sistemas Gauges y Hamiltonianos [92], desde

i)t

"

[
i




144 3. Homologia de CDGAC-dlgebras.

el punto de vista del Algebra Homoldgica. En este estudio se ven cnvueltos de forma
natural CDGAC-4algebras y sus 1-homologias.

Por su parte, el Célculo Secundario se preocupa de la algebrizacién de la teoria
de ecuaciones diferenciales no lineales. En particular, el cilculo de la homologia dec
los espacios k-Jets dados en [110] sc puede reducir al de la 1-homologia de ciertas

CDGAC-4lgebras particulares, tal como se indica en [18].

También es posible encontrar otras aplicaciones, fuera de estos dos campos.
Por ejemplo, las homologias de Hochschild y Ciclica de CDGAC-4lgebras estan
intimamente ligadas a la 1-homologia de CDGAC-4lgebras. Ma3s atn, el trabajo
desarrollado aqui acerca de la teorfa de inversiones admite una traduccién inmedi-
ata al contexto de las homologias de Hochschild y Ciclicas, tal como se abordan sus
estudios en [14, 155]. Atacaremos este problema en un futuro inmediato.
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Capitulo 4.

Homologia de productos semidirectos de
grupos.

4.1 Introduccion.

La teorfa de (co)homologia de grupos aparecié de la mano de campos hasta entonces
bien diferenciados, como eran el Algebra y la Topologia alld por los afios 30. Se trata,
en verdad, del origen de lo que Cartan y Eilenberg darfan en llamar poco después

como Algebra Homoldgica [41].

En estos afios Hurewicz se hallaba inmerso en el estudio de los grupos de homotopia
7, X de espacios X dados, para n > 2. Fue més concretamente en 1935 cuando centré
su atencién en aquellos espacios conexos por caminos de grupos de homotopia de orden
superior todos ellos triviales y grupo fundamental m = 71X no necesariamente trivial

(més comuinmente conocidos como espacios esféricos).

Entre otras cosas, Hurewicz [103] demostré que el tipo de homotopia de un espacio
esférico X queda completamente determinado por su grupo fundamental 7. Asi, los
grupos homologia de X dependen sélo de m, lo que llevé en la década de los 40 a
referirse a ellos como grupos de homologia de 7. La dependencia explicita en funcion
de la cohomologia de grupos fue establecida en la década siguiente por Eilenberg y
Mac Lane [58, 59] e independientemente por Eckmann [54].

Esta nocién de homologia de un grupo exige que cxista un espacio esférico que
tenga por grupo fundamental el grupo dado. Aunque Hurewicz obvié cualquier con-
sideracién sobre este asunto, el hecho fundamental es que esta conjetura es cierta,
como se probé con la construccién de los llamados espactos de Filenberg-Mac Lane:

147
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nétese que un espacio de Eilenb-erg-Mac Lane de tipo (m,1) no es mas que un CW-
complejo conexo con grupo fundamental 7 y de espacio recubridor universal contractil.
En [21, 8] se realiza un estudio homoldgico detallado de estos espacios.

Algebraicamente, dado un grupo =, es inmediato comprobar que Hy(7) coincide
con el grupo de los enteros, Z, y H,(7) no es més que la abelianizacién de m (esto es, el
grupo cociente 7 /[, 7] de m sobre su subgrupo conmutador [r,7]). El problema surge
cuando sc pretende generalizar esta perspectiva algebraica para grupos de homologia

de orden superior.

En 1942, siguicndo esta linea, Hopf [95] expres6 Hy(m) en términos puramente
algebraicos, al demostrar la existencia de la siguiente sucesién exacta a partir de un
espacio conexo por caminos X de grupo fundamental 7:

mX ™ Hy(X) — Hy(m) = 0.

Los morfismos h, : 7,(X) — H,(X) fueron introducidos por Hurewicz anterior-
mente, resultando ser h, isomorfismo si 7;(X) = 0 para ¢ < n. De este modo, la
relacién hallada por Hopf da una precisa descripcién en términos de 7 del compor-
tamiento sobreyectivo o no de hs, dependiendo de que el grupo fundamental 7 sea o

no trivial.

Es més, tomando como presentacién del grupo 7 el cociente de un grupo libre F
sobre un subgrupo normal suyo R, 7 = F'/R, cntonces resulta que

Hy(m) = RN [F, Fl/[R, F],

donde [A, B] dcnota el subgrupo generado por los elementos de la forma [a,b] =
aba~'b"! paraa € A, bc B, A, B C F. Este resultado fue alcanzado por Hopf [96] y
Freudenthal [75] de forma independiente.

Estos primeros pasos propiciaron que a mediados de los 40, de la mano de Eck-
mann, Eilenberg-Mac Lane, Freudenthal y Hopf mismo, se tuviera una definicién
puramente algebraica de la nocién de grupo de (co)homologfa.

La linea de investigacién abierta por Hopf acerca de la homologia de grupos y
la interrelacion entre dlgebra y topologia hizo despertar asimismo el interés por la
reinterpretacién de los grupos de cohomologia, en lo que seria el arranque definitivo
del Algebra Homoldgica.
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Los grupos de cohomologia de orden 1, en la forma de homomorfismos cruzados,
habfan sido ya estudiados largo ha. Los grupos de cohomologfa de orden 2, consider-
ados como conjuntos de factorizacidn, llevaban inmersos décadas en los estudios de
extensiones de grupos de Schreier [147], Baer [25, 26], Hall [87] y Fitting [71]; mismo
Schur en 1902 habia definido su multiplicador, que no es més que un grupo de coho-
mologia de orden 2. Los grupos de cohomologia de tercer orden fueron considerados
por vez primera por Teichmiiller [167] en un cstudio de algebras simples sobre un

cuerpo numérico, y estdn en relacién con los llamados mddulos cruzados. . .

En adelante, adoptaremos las notaciones usuales algebraicas G o H para grupos
en lugar de 7, de connotaciones mas topoldgicas (espacios de Eilenberg-Mac Lane).

En la actualidad, se acepta como definicién formal que la homologia (entera) de
un grupo dado G es la homologia (entera) del dlgebra libre asociada de base G con
coeficientes en Z, H,(G) = H.(B(Z[G])). De esta mancra, recuperamos todas las
herramientas propias del Algebra Homolégica desarrolladas en los capitulos anteriores
con respecto a la homologia de dlgebras. Y, por tanto, el cdlculo homoldgico se puede
reducir al establecimiento de contracciones entre complejos reducidos de resoluciones

apropiadas.

En particular, el teorema de comparacién de resoluciones se puede leer como un
andlogo algebraico del teorema de Hurewicz, en tanto en cuanto el primero asegura
la unicidad salvo homotopia de resoluciones proyectivas de un complejo dado, y el
segundo la unicidad salvo homotopia de espacios esféricos con grupos fundamentales

prefijados.

De hecho, la definicién de homologfa de un grupo G como la homologfa del com-
plejo coinvariante asociado a cualquier resolucién proyectiva de Z sobre Z|(G] tiene
sentido, gracias al propio teorema de comparacién de resoluciones. En particular, la
resolucién bar da lugar a la definicién que inicialmente tomamos. Es precisamente
este formato el que permite establecer directamente el isomorfismo que apuntiramos
al comienzo de la introduccién, existente entre el primer grupo de cohomologia de G

y el abelianizado de G.

La obtencién de resoluciones libres “econémicas” de grupos abelianos (econdmicas
en el sentido de que los calculos homoldgicos que requicran puedan ser cfectuados

ciertamente en la prictica), es un problema que ha sido tratado de forma intensa en
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las tltimas décadas ([57, 63, 40, 41, 100]. Con la aparicién de la Teoria de Perturbacion
Homolégica ([152, 34, 85, 81, 82, 102, 148, 141]), otros grupos discretos comenzaron
a ser tratados. En [117], Lambe y Stasheff describen un método para calcular la
homologia de extensioncs centrales de grupos. Este método ya ha sido ampliado para
el caso de grupos nilpotentes libres de torsion finitamente generados ([117, 112, 113])
y p-grupos finitos ([114, 78]). Utilizando un proceso de perturbacién paralelo, en
[98, 99] y [101] Huchschmann se interesa, respectivamente, por el problema del célculo
de la homologia de grupos nilpotentes finitamentc generados de dos pasos y grupos

metaciclicos.

Més concretamente, en [117] se factoriza un modelo simplicial W (E) del espacio
clasificante de una extensién central de grupos E en forma de producto cartesiano
torcido. La aplicacion del Teorema de Eilenberg-Zilber Torcido, algunas propiedades
de anulacién de la cocadena de torsién asociada y la existencia de un modelo ho-
moldgico para el grupo de enteros Z permiten finalmente construir una resolucion
pequefia para grupos nilpotentes libres de torsion finitamente generados.

En este capitulo queremos dar una respuesta para el caso dec productos semidirec-

tos de grupos abelianos. Organizamos el trabajo como sigue.

La scgunda seccién comicnza recogiendo los estudios de [10, 14, 11, 12, 21, 2] en
los que se caracteriza un pequefio modelo homolégico de un producto semidirecto de
grupos A X, G, con A abeliano y G finito abeliano (Teorema 4.2.4). Este proceso fun-
ciona asi. Primero, se descompone el grupo simplicial W (A4 X, G) como un producto
cartesiano torcido de la forma W(A) x, W(G). A partir de aqui, utilizando técnicas
de perturbacién similarcs a las empleadas en [117], es factible definir una resolucién
a nivel de complejos reducidos para cl producto semidirecto de partida. La dificultad
que csconde este resultado estriba en cncontrar la filtraciéon adecuada que permite
que los procesos de perturbacién utilizados en ¢l transcurso de su demostracion sean
finitos: la filtracién que definimos nosotros difiere sustancialmente de la utilizada en
[117]; dado que la validez de esta dltima dependia de unas condicioncs adicionales a
verificar por la funcién de torsién 7, que no se dan en el caso particular que nos lleva,
del producto semidirecto de grupos. Este procedimiento difiere de los emplcados en
[168] o [166] para el cdlculo de la cohomologia de ciertos productos semidirectos.

En este capitulo se pretende extender este trabajo al caso en que G sea abeliano,

aunque no necesariamente finito.
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En [11, 21] se traté de progresar en este sentido, pero el modelo homolégico de ZZ]
que Eilenberg y Mac Lane proveen en [63] no resultaba compatible con la filtracién
disefiada en ¢l proceso anterior.

A partir del trabajo realizado en el capitulo 2 en lo que a complejos reducidos y
resoluciones se refiere, aqui estableceremos un método para transformar este modelo
homoldgico en una resolucién contractil a Z que escinde de la resolucion bar de Z[Z],
aunque no segln la contraccién de comparacién canénica; posteriormente, constru-
ircmos la resolucién de Z[Z] que provee la contraccién de comparacién candnica y
demostraremos que esta resolucién si da morfismos compatibles con la filtracién an-
terior (Proposicién 4.2.5). En conclusién, se determinard un modelo homolégico para
productos semidirectos de grupos abelianos no necesariamente finitos, con accién de
grupos (Teorema 4.2.6).

Posteriormente, siguiendo unos argumentos similares a los de la teoria de inver-
siones desarrollada en el capitulo anterior, se consigue una férmula explicita de la
diferencial en los modelos encontrados, que simplifica la primigenia (Teorema 4.2.7).
Facilitamos, asimismo, una tabla comparativa que refleja la mejora en el tiempo que

consume la evaluacién de la diferencial.

Sirviéndonos una vez més de técnicas de perturbacién, en la seccion tercera es-
tablecemos resoluciones que escinden de la resolucién bar de estos productos semidi-
rectos (Teorema 4.3.1), fundamentdndonos en los teoremas 2.4.4 y 2.4.3 del capitulo

segundo.

Atendiendo a las aplicaciones, nos introduciremos en el campo de la teoria de
desarrollo cociclico de disefios; de modo que a partir de la homologia de productos
semidirectos A X, G en dimensiones 2 y 3, obtendremos un algoritmo para generar
matrices cociclicas sobre 4 x, G. En particular, de entre ellas se podrian determi-
nar aquellas que eventualmente sean matrices de Hadamard, con objeto de construir
c6digos binarios no lineales correctores de errores, optimos seguin las cotas de Plotkin.
Nétese que cl conocer métodos de elaboracion de cédigos de deteccién de errores es
de una importancia capital hoy dfa, dado el desarrollo actual de las comunicaciones

(piénsese cn la telefonia mévil, comunicaciones via satélite, etc.).

Esta seccién se subdivide en tres partes: la primera se preocupa de cubrir las

generalidades de matrices de Hadamard, y las interrelaciones de éstas con disenos
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combinatoriales y cédigos correctores de errores; en la segunda, se detalla el fun-
cionamiento del método de Horadam y de Launey [52] para la determinacién de un
conjunto dc generadores del grupo de matrices cociclicas sobre un grupo finito; fi-
nalmente, en la tercera parte, progresando sobre las ideas dadas por Horadam y de
Launey en [52, 53] y el Teorema 4.4.14, establecemos un algoritmo particular (Algo-
ritmo 4.4.15) para el cdlculo de un sistema de generadores de matrices cociclicas sobre
productos semidirectos A X, G con A y G abelianos finitos y x accién de grupos.

Este método se puede tomar como una alternativa a los trabajos de Flannery
[73, 74] (sobre grupos metaciclicos) y Grabmeier-Lambe [78] (sobre p-grupos finitos),
para grupos con modelos homolégicos conocidos. Recientemente, ha sido aceptada su
publicacién cn la forma [4].

4.2 Modelos homologicos para A X, G.

En esta seccién nos preocupamos por cncontrar un “modelo homolégico” para un
producto semidirecto de grupos A x,, G, con A y G abelianos.

La utilizacion de los clasificantes algebraico y geométrico y la contraccién semi-
completa Cy_5z entre Wy(K) v By(Ky) relacionando clasificante algebraico de un
dlgebra simplicial y construccion Bar del algebra diferencial graduada correspondi-
ente, permiten el disefio de una maquinaria de cdlculo de la homologia de ciertos
grupos, por medio de la Teoria de Perturbacion Homolégica.

De hecho, dado un grupo simplicial reducido G, el procedimiento consiste en los

siguientes pasos:

1. Mediante el isomorfismo descrito en [83], se pasa de C,(W9(G)) a W(C.(G)).
2. Se aplica la contraccién que liga W (C\.(G)) con B(C,(G)).

3. Se busca algin “modeclo homolégico” del algebra C.(G) para calcular de la
manera méas sencilla posible la homologia de BC,(G)).

En el caso particular de los grupos discretos, el proceder es sustancialmente dis-
tinto, en tanto en cuanto los grupos simpliciales asociados no son reducidos. Ahora



4.2. Modelos homoldgicos para A X G. 153

bien, el andlisis detenido de la construccién de la equivalencia de homotopia Cy_5
muestra que en grado simplicial 1 los morfismos de la contraccién se comportan
como isomorfismos, en realidad; luego en cl caso de un grupo discreto G, resulta que
C.(W9(G)) es canénicamente isomorfo a B(C.(G)), por lo que el procedimiento a
seguir se reduce al paso 3 anterior.

Este es el camino que vamos a seguir para establecer la homologia de los productos

semidirectos de grupos.

Recordemos que, dados dos grupos A y G y una accién xy : G x A —+ A de G en A,
cl producto semidirecto A x,, G de Ay G consiste en el grupo resultante de considerar

en A x, G la operacién producto definida por la regla:
(a,9) - (d,¢) = (a+x(g,0),9+9)-
La accién x conforma una accidn de grupos cuando verifica que
x(g,a+a') = x(g,a) + x(g,¢) VgeG@G, aad €A

Para simplificar la lectura en lo que sigue, notaremos x (g, a) simplemente por ga.

Un ejemplo clasico de producto semidirecto de grupos lo conforma cl grupo
dihédrico Doy = Zm %y Z2, para m 2> 2, con x(=1,n) = —n. En este caso, la

accién es ademds una accion de grupos.

La nocién de producto semidirecto admite una generalizacion al contexto de los
grupos simpliciales de forma natural, considerando acciones de grupos en el sentido

simplicial.

Es m4s, teniendo en cuenta la versién simplicial canénica *G asociada a todo
grupo discreto G (constituida por el propio grupo G en cada grado y el homomorfismo
identidad como tnico operador de cara y de degeneracién), podemos aglutinar toda
la informacién homolégica de un producto semidirecto de grupos A X G en su version
simplicial *(A x, G) = *AXsy °G, donde “x denota la accién de °G en ® A inducida por
x. El problema reside, pues, en encontrar un modelo homoldgico de W(°(A x, G)).

Nos vamos a reducir, en principio, al estudio de los productos scmidirectos de
grupos A x, G, con Ay G grupos simpliciales y X accidn de grupos.

Consideremos el producto cartesiano torcido W (A) x, W(G) definido por la
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funciéon de torsion 7,
Tn : Wn(G) — Gn—h [gn—la e 390] 'Tj’ In—1,
con grupo estructural G de accién k determinada por

k:GxW(A) — W(A)
(ga [aTL—17'-'70‘0]) — [g'an—la---ag'afo]-

En cstas circunstancias, podetmnos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1 [11, 21] Eziste un isomorfismo simplicial

[ W(Ax, G) — W(A) x, W(G).

En verdad, f viene dado por:

fal(@n-1, gn-1),-- -, (aoygo)] =

([g;—llan—la 05 g '8097:—112—%197:—11‘0’”—1', 08 gty '8091_190_130]7
[gn—1,- - - 90])-

La, aplicacién inversa f~! resulta ser

fn_l([an—la e 7a0]a [gn—ly S 790]) =

[(9n-10n-1,9n—1), - - -, (Gn-iO0Gn—-in1 - O gnr@nei, gni),

.+, (90B0g1 - - - 85 ™" gn_1a0, 90)]-

Este resultado técnico es la llave que permite concctar con los estudios realizados
a finales de la década pasada por Lambe y Stasheff sobre la homologia de fibrados
iterados en [117].

Aunque el producto cartesiano torcido W(A) x, W(G) asociado al producto
semidirecto de grupos simpliciales A x, G no es principal (la accién se efectia a
través del grupo G y no de W(G)), la demostracién del Teorema 3.5 de [117] se ajusta
a nuestras circunstancias, de modo que es posible establecer un modelo homolégico
para ciertos productos semidirectos de grupos.

Teorema 4.2.2 [11, 21] Sea A x,iG un producto semidirecto de grupos simpliciales
de modo que la cocadena de torsiont en B(A)®,B(G) inducida por T segin el teorema
de Filenberg-Zilber torcido se anule actuando sobre elementos de grado 1. En estas
circunstancias, A X, iG tiene un modelo homoldgico, en funcion de sendos modelos

homoldgicos de los factores A y G.
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Nota 4.2.3 La condicién sobre la cocadena ¢ fue considerada ya por May en [130)],
quien apunté que grupos simpliciales como los reducidos se encuentran entre aquellos

que verifican tal premisa.

Esto resuelve la cuestién para aquellos productos semidirectos de grupos simpli-
ciales verificando la condicién sobre la cocadena t. El problema que se nos presenta
ahora es que los grupos simpliciales inducidos por los grupos discretos no verifican
tal condicién, al estar concentrados en grado cero.

Un camino alternativo lo facilita la Teoria de Perturbacién Homoldgica, por medio
de los modelos homolégicos de Z y Z,- expuestos en el capitulo 2, asi como el iso-

morfismo del Teorema 4.2.1.

Teorema 4.2.4 [11, 21] Sean G abeliano finito, A un grupo discreto con modelo
homoldgico hA y x : G x A = A una accidn distributiva. Entonces, el grupo A x, G

tiene un modelo homoldgico.

Incluimos la demostracién de este resultado, porque a partir de ésta progresaremos
para probar una generalizacién al caso en que G es abeliano, aunque no necesaria-

mente finito.

Demostracion.

Al ser G un grupo abeliano finito, tenemos que G = Z,11 X -+ X Z,re, con cada

p; primo y r; natural. De este modo, €l complejo
WG = (@ (B(us, 1)@ (0:,2)), 4 @18 7 @1+18d,® - @1+ +18 - @1®dy,)
resulta ser un modelo homoldgico de G.

Denotemos por ¢4 (fa, ga, ¢4) : Ce(W(A)) = hA un modelo homoldgico de Ay

consideremos la siguiente relacién de contracciones:

o C.(W(A4 %, G)) =2 C.(W(A) x, W(G)).

o C.OW(4) x, W(G)) = C.(W(A)) @ry Co(W(G)).
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* C*(W(A)) ®¢(r) C*(W(G)) = (hA QhG,dps®1+1Rd,c + dt(-r)ﬁ-)

La primera de ellas consiste en la isocontraccién de complejos de cadenas asociada

al isomorfismo del Teorema 4.2.1.

La segunda, proviene de aplicar el teorema de Eilenberg-Zilber torcido con funcion
de torsién la aplicacién 7 definida en el isomorfismo precedente. Se puede comprobar
que la cocadena de torsién (1) : C,(W(G)) — C.(G) resultante viene dada por la

formula
sin=1;

Jo — €op,
t(T)[gn—ly"WgO]:{ OU sin > 2

El problema radica en demostrar la parada del proceso de perturbacién que define

la tercera contraccion, tomando como contraccion inicial
c(f,9,9) 1 Cu(W(A)) ® CL(W(G)) = hA & hG)

y como dato de perturbacidn la diferencial ¢(7)N inducida por la cocadena de torsién

t(r) del paso anterior.

La diferencial ¢(7)N vicne definida de forma lineal a partir de la relacién

t(1) N (g ® [gn-1,---,90]) = (9gn-1 — g€n—1) ® [gn—2, - -, Go)-

Para comprobar que la composicién ¢t(7)N es, en efecto, puntualmente nilpotente
vamos a definir una filtracién particular sobre el complejo C,.(W (A))®C. (W (G)), que
afectara vnicamente a los elementos del segundo factor, C.(W(G)) = B(Z[Zp?] ®

- Q Z[Zp:‘t]).

Sca Fy(C.(W(G)) el sub-DG-médulo de B(Z[Z,n]® - - - ® Z[Z,,]) gencrado por
aquellos elementos homogéneos [z} ® ... @ z%|... |z} ® ... ® 2] con cada ] € Z,;,
J

de modo que ¥; ;2] < g. Es obvio que la familia {F,(C\(W(G))}¢z0 constituye una
filtracién del DG-médulo C,(W(G)).

Definimos ahora una filtracién sobre C,(W(A)) ® C.(W(G)), dada por la familia
{C.(W(A)) ® Fy(C.(W(G))}y»0- Vamos a demostrar que el operador de homotopia
anterior ¢ prescrva el grado de esta filtracién, mientras que el dato de perturbacién
t(7)N baja en uno dicho grado de filtracién, de donde necesariamente su composicién

$t(7)N serd puntualmente nilpotente.
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Teniendo en cuenta que en el complejo normalizado B(Z[Z P?‘] Q- ® Z[Zp:t]) no
aparecen tuplas incluyendo los elementos neutros 0 € Zp:'i (aquéllas que los incluyen
conforman precisamente los elementos degenerados del complejo sin normalizar), de
la férmula de #(7)N es inmediato concluir que esta diferencial disminuye el grado de
la filtracién en al menos una unidad, dado que

t(T) N (g ® [gn—la v 7.(]0]) = (ggn-l - gen—l) ® [g’n—Zu L 790]
Y gn—1 > 0.

Para ver que el operador de homotopia ¢ preserva el grado de filtracién proced-
ercmos por induccién sobre el numero t de factores Z,+ que componen el grupo
k

G

e Casot =1.

Esto significa que la contraccién inicial es del tipo
c=1 (fe=1, Gi=1, Pr=1) C*(W(A)) ® B(Z[Zp;']) = hA® (E(w, 1) ® (v, 2)),

con fi—1 = fa ® fz o 9t=1 =921 @ Gz ., ¥ bi=1 = Pa ®szr1f2 py T 1® (bzprl-
Py L 1 Py 1

Obviamente, ¢, “preserva” el grado de filtracién, en el sentido de que no afecta
a 1a componente en C,(W(G)).

Si nos remitimos a las férmulas de las aplicaciones que definen el modelo ho-

moldgico de Z,r,

flpr[xllyll"'|xm|ym] = (T2, 8% (@0 9)]ym(v),
fa, [l - [Tmlyml2] [s1(2) T2 8%(i, yi)|uym(v),

L 0, sii+j<p;
f@ﬂ:{

i

1, sii+j=2p,
st(iy =1, 0<i<p;
9z,, (1) = [1,

92, (V) = Loy mez,e [zl - [Lzk],
gZpr (u7k(1))) = Z.’El ..... IkEZpr [1':131' L |1|$k|1]3

¢z, 1 =0, ¢z, [z] = —C(2), ¢z, [zly] = —[C(z)Iy],
bz, [zlylo] = —[C(2)lylo] = 8*(2, V) [Tica,,. L1l b2, 01;
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z—1
= D[l
concluimos que ambos ¢, o y la composicién gz L fz ,,1 preservan cl grado de

la filtracién, de donde ¢;=; tamb1en

La contraccién que se obtiene al tomar 4 = Zpgo la notaremos simplemente por
c1(f1, 91, ¢1). Aparecerd de forma natural en el caso siguiente.

e Casot = 2.

Recordemos la contraccién de tipo Eilenberg-Zilber
Cro(foor Bes bvo) + B(Z[Z,:] ® ZZ,2]) = B(Z[Z,]) ® B(Z[Z,1]),
cuyos morfismos vienen dados por
folm ® 21| -+ |nm ® zm] = [na] - - (0] @ [2iga] - - - | 2],

Gro([nal - Inp] @ [21] -+ |2]) = [ ®O[--- [0, @ O] % [0 ® 21[ -+ [0 ® 2],

(bb@ — C_lsHIC,
(i ®@z1| N ® Zm) =[] In] X [21] -+ - | 2m),
SHI([m]-- -] X [aa] -+ |2]) =
= —Tan ()™ (5g o 85 pmSmo18_qy1++ Fe[na - [y X
XSapy1+m* " Say+mOm * * * Omyp— Uzl lz),

conm=t—p—gq,sg(af) =2 (0~ (1—1)),0<g<t-1,0<p<t—g-1
v (a, B) € {(p + 1, g)-shuffles}.

En el caso que nos lleva, atendiendo a la homotopia de la composicién de con-

tracciones, resulta que
Py = 1®(9b® (1®¢z vy +¢lpr1 X9z fzpn )fb®+¢b®)+¢hA®gb® (gZprl fzpr]_ X9z ., fz ., )fb@-
Pa 1 " 1 1 1 P2 P3

Ya vimos que las aplicaciones ¢,, ¢z, V gz ,. fz ., preservan el grado de fil-
pt p* p*
tracién. Por otro lado, atendiendo a las férmulas que los definen, resulta que:
— fus escoge parte de los clementos de partida;
~ (i los mezcla;

— ¢, aumenta en uno cl tamafio de la tupla inicial y eventualmente suma
elementos que la componen, pero exclusivamente ahade elementos ncutros
(0 € Zpr.-), a través de los operadores de degeneracién que actian en SHI.

t



4.2. Modelos homoldgicos para A X, G. 159

Por tanto ¢,—» preserva asimismo ¢l grado de filtracién. Notese que

bi—g = 1 ® (vg + GhaP1fon) T 04 @ G091[1f0e-

Esta formulacién se puede generalizar al caso de ¢,=;, lo que facilitard la de-
mostracién final de la preservacién del grado de filtracion.

o Caso t = p en funcién del caso t =p — 1.

Préacticamente, se reduce a una argumentacién similar a la del caso anterior. En
efecto, el operador de homotopia ¢;—, viene dado en funcién de la contraccién
¢p—1(fo-1, 9p—1, Bp-1) Obtenida al particularizar c,—p—1 para A = Zyo, en la
forma

Pr=p =1® (P gb®¢p—1fb®) + ¢4 ® GaIp-1Sp-1/re-

Dado que ¢p_1, Gp1fp—1, $a ¥ Pue ya vimos que preservaban el grado de fil-
tracion y el comportamiento de fug ¥ gse, finalmente podemos deducir que bt=p
tampoco aumenta el grado de filtracién.

En definitiva, la homotopia ¢ respeta el grado de filtracién, mientras que la pertur-
bacién ()N lo disminuye. Concluimos que la composicién de ambos es puntualmente
nilpotente, por lo que el proceso de perturbacién converge para dar un modelo ho-

molégico de A x, G.

Nétese que para otros productos semidirectos A X, G con A y G grupos con mod-
clos homolégicos conocidos, el tinico paso que hay que verificar para poder construir
un modelo para A X, G, es precisamente la existencia de una filtracién que asegure
que el iltimo proceso de perturbacién de la demostracién del teorema anterior sea
finito.

En [11, 21] sc traté de extender este resultado al caso de productos semidirectos

con G abeliano, no necesariamente finito.

Todo se reducia a encontrar un modelo homolégico para Z[Z],

¢: {B(Z|Z)),hZ, f,g,9),
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de modo que ¢ respetase el grado de la filtracion {C,(W(A)) ® F(C.(W(G))}e>o
considerada en la demostracidén del teorema anterior.

Lamentablemente, el modelo homolégico Cy : (fz, gz, $z) para Z[Z] que definieran
Eilenberg y Mac Lane en [63] (ver capitulo 2), no satisface esta condicién, dado que

( ny1—1

— Y [1)ineg] .. nk], sing > 1;
i=1

ballma]. . I =4 0, sing=1,0;

[n]

Y[ —ilna| ... ], sing <0

\ =1

y para valores negativos de n; el grado de filtracién aumenta en 1 (con el sumando

(|71 |7 - - - 172]).

Aftin asi, sobre csta contraccién se puede progresar hasta llegar a definir otra cuyo
operador de homotopia si conservara cl grado de filtracién.

Para ello, primero extendemos la contraccién a una contraccién de comparacion
con la resolucién bar, procediendo como en el Lema 2.8.1: se tensoriza por Z[Z] y

luego se perturba por la cocadena universal 6.
De cste modo, se obtiene una resolucion (Z[Z] ® E(u),d) con
d=(1f)0N(1®1—(18¢)0N+ - )(1® ga).
La perturbacién 8N actia de la siguiente forma:
6N (ma® 7y |7,] =mn+n —7)Q [fiz| -+ |,

de modo que define una derivacién, por lo que la contraccién perturbada es semicom-

pleta, con d,, asimismo derivacién.

Asi, tenemos que:
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Resulta que el morfismo t : Z[Z] ® E(u) dado por t(nu) =0y

n=—1+-+0)®u, sin>0,
t(n) = 0, sin=0,
n+1+-+0)Q®u, sin<0;

hace de la resolucién una contractil a Z [114].

Proposicién 4.2.5 Eriste una contraccidn de comparacion candnica entre la res-
olucion bar y (Z[Z) ® E(u),d), contrdctil a Z segun t.

Demostracion.
Obsérvese ahora que dt|; = 0, puesto que dt(u) = dt(0 ® u) = 0.

Asf, segtin el Teorema 2.5.8 del capitulo 2, esta resolucién admite una contraccion

de comparacién candnica con la resolucién bar.

Los morfismos Z[Z]-lineales de comparacién canonica vendran dados por las

definiciones recursivas (2.1) y (2.2) del capitulo 2,

g=sgd, f(Bi])=t®), flbul-lba] = t(br ® F([ba] -+ [bnl);

n—1

dlij=0 =0, &([ba| - |ba]) = — S (1) bl - - [bilsg f([biva] - - |64])]-

i=0

En particular, se tiene que

o f([n]) = t(n) ® u y cero en otro caso.

(—1)* YAy - |k |01, siomg > L

O[] - -+ 7)) = 0, sing=-1,0,1,
(—l)k E:ank[ﬂll e lﬁk—ll__'i|1]7 si nE < —1.
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Tensorizando ahora a izquierda por Z®zz, obtenemos una contraccién de com-

paracién canénica c : (f, 7, #) entre los complejos reducidos, con § = glz, ¢ = d|s ¥

f({nl) = nu.

Luego, a partir de la contracciéon Cz, hemos conseguido construir otra contraccién
c entre los complejos reducidos, en las que los morfismos proyeccidén e inyeccién per-

manecen inalterados, pero no asi el operador de homotopia.

El hecho fundamental ¢s que con esta nucva contraccion, se puede demostrar la

validez del teorema antcrior para el caso de G abeliano no necesariamente finito.

Teorema 4.2.6 Sean G un grupo abeliano, no necesariamente finito, A un grupo con
modelo homoldgico conocido hA y x : G X A — A una accidn de grupos. Entonces,

el grupo A x, G tiene un modelo homoldgico.

Demostracién.

El caso G finito constituye el teorema anterior. IProbemos aqui el caso en el que

G es abeliano, pero infinito.

Dec este modo, G = Z,,, ®---DZ,, ®Z". Un modelo homoldgico para G sc puede
obtener a partir de modelos homolégicos de cada uno de los sumandos anteriores.

Un modelo para Z, viene dado por la contraccién Cz,. Como modelo para Z

tomamos la contraccién ¢ anterior, en lugar de Cg.

Aplicando el Teorema de Eilenberg-Zilber y tensorizando las contracciones ante-
riores de forma reiterada, se obtiene un modelo para (G, en forma de la contraccién

Cs 1 {B(ZIG)), (B, (E(ui, 1) @™ T(w;, 2)) ® E(ugs1,- - -, Ukv), 0); for 9a; ba
con
fo=(fz,, ® - ® fz., © f . HASH=2@ £y fp
96 =9sa " (19" @ 9) (920, ® @ 62, ®9 """ 9),

fo = L2 (1% ® 920) (1% ® ¢55) (1% ® fre)+

v+k—1

+958 “'(1®k+”_2@§gé®) :E: (gznlfinlcg"'@bgznijini69¢zn¢+lle®v+k_i_1)(1®U+k_2§9fé®)"'

1=0
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Sea F,(C.(W(G)) el sub-DG-médulo de B(Z[Z,,]® - - - ® Z[Z,, ® Z"]) generado
por aquellos elementos homogéneos [z} ® - @ 25|+ [zl ® -+ ® 8] con cada
e Z, paral < j <k, y &) € Z parak+1 < j < k+wv; de modo que 3; ; 27| < q.
Es obvio que la familia {F,(C.(W(G))}4>0 constituye una filtracién del DG-mddulo
C,(W(G)), que coincide con la dada en el tcorema anterior en el caso de que v = 0.

Definimos ahora una filtracién sobre C,(W(A)) ® C.(W(G)), dada por la familia
{C*(W(A)) ® Fq(c*(W(G))}qEO'

Con esta filtracién es facil concluir la tesis del teorema, puesto que la demostracién
del teorema anterior se extiende al caso de G.

Fl motivo es que el operador de homotopia ¢ ahora si preserva el grado de la

filtracién, por hacerlo cada ¢z, y el propio ¢.

Supongamos que los datos de entrada son sendos grupos finitos A = Zp, X+ XLy,
yG=Zn X %X ZLp,,y una accién de grupos x.

Una expresién explicita para la diferencial dy, viene dada por

t—1 k-1

d= 1% @ dny,, ® 181 g 1% 4 180 ® (3019 ® dipy,, ® 1®k=i-1) 4
i=0 i=0
(@ @ Fn) 1%72® fa0) -+ Fr0] ® [(fry ®- @ fon )12 @ fag) -+ fag] ENO
k-1

Z[(1®t®gﬁ® e (1®k_2®99®) Z(grm S, @+ - @gm; fmj®¢mj+1®1®k_j_1)(1®k_2®f5®) o

i>0 j=0

+1®tZg (19771 ®056) (1% @ 25) (1% '@ f50) - f3®+[ZgB® (1997 @ g55) (1% @55 (1°

j=0
t—1 )
+98e " - (1®t_2 ®.‘JE®) Z(qum - '®gnjfnj ®¢nj+1 ® 1®t—"'_1)(1®t-2 ® ffi@) e ff':@]
7=0
®[gl§® e (1®k ? ® gB®)(gm1fm1 @ gmkfmk)(1®k_2 &® fE@) T ffl@]) tn]i ' (_1)i0
olgse " (1®t ?® gB@)(‘]m - ® gn:) @ g (1®k_2 ® 956)(Gm, ® @ gmk)]'

Esta formula admite una simplificacién, en términos parecidos a lo que dimos cn

llamar teoria de inversiones.

fret
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Teorema 4.2.7 El término
k_-2 - N . -
1®t Z e ' (1®J_1 ® gE@)(1®] ® ¢R®)(1®J_1 ® fi?@) T fE®
§=0
cancela.

Mids atn, el sumatorio
, k-1 .
1®t®gé® T (1® ——2®gﬁ®) Z(gmlfml - '®gmj f’m.j®¢mj+1 ®1®k_]_1)(1®k"2®fé®) Tt fEr@

=0

se reduce a un sumando.

Demostracién.

El morfismo tN siempre elimina una componente en la parte que corresponde a

los factores de G.

Por otro lado, el elemento inicial al que se le aplica el primero de los sumatorios
anteriores provicne de un shuffle, y para éste se tienc la siguiente propiedad [62]

[afua| -+« fup] * [Blor] - - - vg] =

= [al([ur] -~ [up] * [Bloa] - - - v ])] & [bl([alwa] - -~ |up] % [on] - - vgl)]:

Asi, tn aplicado sobre un shuffle en la parte que corresponde a GG devuclve la suma
de otros dos shuflles, sobre los que ¢, siempre se anula.

Para la segunda propiedad, basta observar que ¢, se anula sobre 1, y sélo la
componente en que ha actuado ¢N puede tener esta entrada distinta de 1, segun la

definicidn de los morfismos fze, 956, fri ¥ Gm;-

Por tanto, del segundo sumatorio sélo hay que evaluar un sumando, aquel en el
que ¢y, actia sobre la componente recién eliminada por ¢ el siguiente ¢N, ademas,

también debe actuar en esa misma componente.
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4.3 Resoluciones para A x, G.

Los resultados anteriores se pueden prolongar hasta conectar con Ay-estructuras y

resoluciones.

Teorema 4.3.1 Sea A y G grupos abelianos, y x : G x A — A una accién de grupos.
Entonces, existe una resolucion (Z[A x, G] ® H,d) que escinde de la resolucion
bar B(Z[|A %y G)). Ademds, esta resolucidn tiene una estructura de Ago-codlgebra,

inducida del complejo reducido de la resolucion bar.

Demostracion.

A 1a hora de aplicar los resultados anteriores, solo nos es necesario comprobar que

se verifican dos condiciones, a saber:

e La contraccion

c(f,9,9) : C:(W(A x4 G)) = H

que define el modelo homoldgico H = (hA ® hG,d) del producto semidirecto
A %, G segin el teorema 4.2.4, induce una estructura de Ase-codlgebra sobre
H esto es, la diferencial simplicial de la construccién cobar de Z[A x, G,

dy=S1"'®@ (st @s HAs® 1",

i=1

produce en la contraccién
T(s7H(CL(W (A xx G)))) = T*(s™'(H))
un proceso de perturbacién convergente.

e Existe una contraccién entre la resolucién bar estandar de Z[A x, G] y la
resolucién libre sobre Z[A x, G| que induce H; cs decir, la cocadena universal
9 : B(Z[A x,, G]) — Z[A x, G] induce un proceso de perturbacion convergente

de la contraccion
Z[A x,, G] ® B(Z[A x, G]) = Z[A x, G| ® H
a la contraccidon

Z[A x,, G] ®p B(Z[A x, G]) = Z[A xx G] ® H.
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Desglosamos la demostracién del teorema en seis procesos de perturbacion, los
tres primeros de los cuales dan una respucsta positiva a la primera cuestion, en tanto

en cuanto los restantes a la scgunda.

1. Consideremos la contraccidon
T (s (CL(W (A x, @) = T* (s (CL(W(A) x, W(G)))

que induce el isomorfismo simplicial f del Teorema 4.2.1. El perturbar por la
diferencial simplicial de la construccién cobar de Z[A x, G| produce la isocon-

traccién
Q(CUW (A xy G))) = Q(C. (W (4) x- W(G))),
dado que la diferencial perturbada § = T'(f)d;T(f!) coincide con la diferencial
simplicial de la construccién cobar de C, (W (A) x,W(G))). Més concretamente,
n—-1rp—1
S([{(a9y—1+- -+ 0)s (9ro—ts - 90)H - [{(aF, 1, - -, 05), (97-1s -, 90)}]) = kX% le

2. Sea ahora la contracciéon
T°(s™H(C.(W(A) x, W(@)))) = T*(s7(C.(W(A)) & C.(W(G))))-

Veamos que el proceso de perturbacién generado por la diferencial 4 anterior es
convergente, esto es, que la composicién T(SHI,)é es puntualmente nilpotente.
Para cllo, definimos la filtracién F' sobre D = T?(s7(C,(W(4) x, W(G))))
dada por los DG-mdédulos

FQ(D) = {[{(a‘go—h s 70’8): (ggo—la s ag([)))}| e I{(a:'ln—lv .- .,Clg), (gfn—la v 793)}] €cD:r

Teniendo en cuenta que § no varia la suma de las graduaciones de los elementos
de una tupla y que g - 0 = 0, concluimos que ¢ preserva el grado dc filtracion.

Por otro lado, tenemos que
T(SHI,)=1®---®@ SHI, @ EML, AW, ® ---® EML,.AW,,

donde SHI., EML, y AW, son los morfismos que definen la contraccién per-
turbada del teorema de Eilenberg-Zilber torcido segin la funcién de torsion 7.
Atendiendo a la definicién de estas aplicaciones (ver Teorema 1.0.1), se puede
comprobar que SHI, aumenta en 1 la suma de graduaciones de elementos de
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la tupla inicial, y al menos en 2 el nimero de ceros totales, luego disminuye ¢l
grado de la filtracién en 1; ademds, la composicion EM L, AW; en caso alguno
aumenta el grado de filtracién (cuando menos, lo preserva, si es que no lo dis-
minuye en casos concretos: mantiene la suma de graduaciones de los elementos
de la tupla inicial, y como minimo el mismo nimero de ceros, si es que no los

aumenta).

Por tanto, la composicién T(SHI,)é es puntualmente nilpotente por bajar el
grado de la filtracién en al menos 1 unidad.

Adcemas, la diferencial perturbada

ds = T(AW,)8 S_((-1)'T(SHI,)8)'T(EML,)

i
coincide con el morfismo T(AW)dT(EML), dado que:

o EML,. = EML: basta observar que EM L traspasa el operador (70, o) —
(0o, 0) y la composicién SHI EML es nula.

o AW.EML = AW EML =1, por ser SHIEML = 0.
o ds = T(AW)ST(EML), ya que EML traspasa .

Mi4s concretamente, se tiene que ds separa un elemento en la siguiente manera:
ds([ - 1ak e Y@L s YD) = [ s )OGS
con0<i<py0<y<yq.
3. En este paso tratamos de perturbar la contraccién
T*(s7HCW(W(A)) ®, CW(G)))) = (T(s~ ' (hRA® hG)),d® 1"+ 1"® d)

tomando como dato de partida la diferencial ds. Para ver que este proceso para,

necesitamos probar la nilpotencia puntual de la composicion

T (1) (1 ® b + ¢a ® gofo)tN)' (1 ® o + ¢4 ® gofe))ds-

i>0

A tal efecto, consideramos la filtracion
Fy = {[{ago—lv ) 0/8}@’{9?0—1, x -98]" s |{a¢n—la e ‘13}@’{9&—17 S #({k: > 1}

Resulta que d; disminuye en 2 cl grado de la filtracién, mientras que

T(Eizo(-—l)i((l R be+a®gefe)tN) (1Q ds+ s ® gefe)) lo sube exactamente
uno, de donde la composicién resulta nilpotente aplicada punto sobre punto.
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Agrupando los pasos 1, 2 y 3 podemos concluir que existe una contracciéon
Q(Z[A x, G)) = QUhA® hG,d),

de modo que se obticne una estructura de A..-codlgebra.

. Ahora vamos a probar que el modelo homolégico H de A X, G conforma una

resolucidn libre que escinde de la resolucién bar estdandar.

Consideremos la contraccién
Z[A %, G| ® C*(V_V(A Xy G)) = Z[A %, G] ® C.(W(A) x, W(G)),

que admite ser perturbada (ndtese que el operador de homotopia es nulo, al
tratarse de una isocontraccién), por la diferencial N inducida por la cocadena
universal 0 : B(Z[A x, G]) = Z[A x, G],

sin=1,
0 sin > 1;

0([(ar, )| - - [(@n, 90)]) = { (a1, 91)

siendo

on ((aa g) & [(a17 ql)| e |(a’n,gn)]) = (CL, (1) ’ (a’17gl) ® [(0’2792” U |(CL”, gn)]'

La diferencial perturbada dy~ consiste en

dgm((a, g)®({an—17 sy 0’0}9 {gn—la e )90})) = (a‘a g)'(g’n—lan—la gn"1)®({gn—1an—27 vy Gn-

donde

{Gn-1an-2, - > gn-100},{gn-2,-- > 90}) = (T({gn-1,- . -, 90})O0({@n-1, - - -, ac}), Fo({gn-1

. Sea ahora la contraccion

Z[A %, G ® C.(W(A) x, W(G)) = Z[A xy G ® C.(W(A)) & C.(W(G)).

Vamos a probar que dg~ induce un proceso de perturbacién convergente, por
ser la composicién (1 @ SHI:)dsn puntualmente nilpotente. A tal efecto, con-
sideremos la filtracion dada por

Fy={(a,9)®{an-1,- -, a0}, {gn-1,-- -, 90})  #({i: @i =06g;=0}) > n—q}.

Resulta que dgn aumenta en 1 a lo sumo el grado de la filtracién, dado que
Gn_1V gn_1 1o pueden ser simultdneamente nulos (se trataria entonces de un
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elemento degenerado en C,(W(A) x, W (G))). Por otro lado, teniendo en cuenta
que
SHIT = Z(—l)i[SHI((Tao, 80) - (80, 60))]zSHI,

i>0
resulta que SHI, disminuye en al menos 2 el grado de filtracion: SHI lo hace
en al menos 2y SHI((78y,8) — (8o, 8)) al menos en 1. De donde la nilpotencia

puntual de la composicién.

M4s atin, una férmula explicita para § = dg,, €s

5((‘% g)®{ap-17 ce 7a0}®{gq—17 —e ago}) = (aa ng—1)®{9q—1ap—1y . agq—1a0}®{gq-—27 ce ,!Jo}

dado que & = (1 ® AW)dyn(1® EML), por traspasar (1® EML) la diferencial
dgn, seglin un razonamiento andlogo al seguido en el punto 4.

6. Consideremos la contraccion
ZAX,G® C.(W(A)) ®; C’*(W(G)) = Z[A X, G)® hRA® hG.

Vamos a probar que el proceso de perturbar esta contraccién segun el dato &
es finito, ya que la composicién (1 ® 1 ® ¢c + 1 @ ¢4 + g fe)d resultara ser

puntualmente nilpotente.

Sea la filtracién
p—1 g—1
F, = {(G,Q) ® {ap—la - -,ao} ® {gq—la . -,Qo} : Z |ai| -+ Z |9j| < Q},
i=0 =0

semejante a la que ya considerdramos en la demostracién del Teorema 4.2.6.
Resulta que § disminuye en 1 el grado de filtracion, mientras que 1 ® 1 ® ¢¢ y
1® ¢4 ® gofe lo preservan, de donde la nilpotencia puntual.

Agrupando las etapas 4, 5 y 6, obtenemos finalmente una contraccion
Z[A %, G) ®¢ B(Z[A x4 G]) = (Z[A %, G]® hRAQ hG,d + ds),

de donde el modelo homoldgico (hA ® hG,d) de Z[A x, G] conforma una res-
olucién libre (formada por productos de lgebras exteriores y polinomiales di-
vididas) de Z[A x, G] que escinde de la resolucién bar estandar.
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Nota 4.3.2 Consideremos dos grupos discretos A y G con modelos homoldgicos cono-
cidos hA y hG, respectivamente, y una accién de grupos x de G cn A, de modo que
Ax, G admita un modelo homoldgico en funcién de los de los factores en la forma del
Teorema 4.2.4. La demostracion realizada anteriormente indica que en estas circun-
stancias el modelo homoldgico en cuestién también viene dotado de una estructura
de A,-codlgebra, inducida por la contraccién que da dicho modelo homoldgico.

4.4 Aplicacién: generacion de matrices cociclicas
y de Hadamard.

4.4.1 Generalidades.

Una matriz cuadrada de dimensién n con todas sus entradas en K, = {1,—1} se
dice matriz de Hadamard cuando verifica que H - H* = n - I, i.e., si sus filas (resp.,

columnas) tienen por médulo n y son ortogonales dos a dos.

Histéricamente, las matrices de Hadamard fueron ya consideradas por Sylvester
[164] en 1867, en relacién con un problema sobre teselaciones. No obstante, cobraron
entidad propia al aparecer ligadas al siguiente problema, enunciado por Hadamard
[86]: dada una matriz cuadrada real A = (a;;) de orden n con |a;;| < M para cierto
M > 0, Hadamard demostré que el determinante de A venia acotado en valor absoluto
por el nimero M nnae. Es obvio que para M = 1 las matrices de Hadamard alcanzan

la cota cn cuestién, dado que
(det(H))? = det(H) det(H") = det(HH") = det(nl) = n".

Hadamard mismo demostré que las matrices de aqui homénimas, son de hecho las

unicas que alcanzan tal cota.

Es sabido que el orden de estas matrices ha de ser 1, 2 o multiplo de 4; precisando
un poco mas, se puede demostrar el siguiente resultado (ver Teorema 7.2.2 de [24],

por ejemplo).

Teorema 4.4.1 [24] Sea H una matriz de Hadamard de dimensidnn > 1. Entonces,
n es par y cualesquiera dos filas distintas de H coinciden en exactamente n/2 de sus
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columnas. Mds ain, si n > 2, entonces n es miltiplo de 4 y cualesquiera tres filas
distintas de H coinciden en exactamente n/4 columnas.

Dado que H* es Hadamard de serlo H, el resultado anterior se puede igualmente

enunciar para columnas en lugar de filas.

Esto da pie a plantearse la asf denominada conjetura de Hadamard, que versa
sobre la existencia de matrices de Hadamard de dimensién cualquier miltiplo de 4.

Han sido continuos los esfuerzos por llegar a demostrar la validez de la conjetura
de Hadamard (también conocida como conjetura de Paley) y desarrollar métodos de
construccién de matrices de Hadamard de orden cualquiera prefijado. En este sentido
cabe destacar, aparte de los mencionados Sylvester y Hadamard, fundamentalmente
a Scarpis ([145]), Paley ([L34], que generalizé los resultados del anterior), Williamson
([175], considerando innovadores métodos) y Cooper, Wallis y Turyn ([49, 172, 169],

generalizando el trabajo de Williamson).

Actualmente, la aproximacién que se estima con mayores probabilidades de éxito
en la consecucién final de la conjetura de Hadamard es la construccién de “matrices

cociclicas de Hadamard” ([53]), que explicaremos posteriormente con mds detalle.

Un problema secundario relacionado con la conjetura de Hadamard, asimismo de
gran complejidad, es el de la determinacién del nimero de matrices de Hadamard
“esencialmente distintas” que existen para un orden determinado n. La equivalencia
Hadamard de matrices es la nocién que se corresponde con esta idea de “diferencia
sustancial” de matrices dadas H; y Ha, cn el sentido de que han de diferir una de

otra en el producto de sendas matrices de permutacién signadas Py y P,
P H, = HyPy;

es decir, que se pueden obtener una de otra mediante la permutacién y/0 negacién

de filas y/o columnas.

Para més informacién sobre generalidades acerca de matrices, recomendamos la

consulta de [91], referencia por antonomasia.

La existencia de matrices de Hadamard en cualquier dimensién 4n cs fundamental

por sus aplicaciones en muy diversos campos, tales como las teorias de disenos com-
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binatoriales y cédigos correctores de errores. A continuacién, basdndonos en [24, 37],

comentaremos brevemente esta relacidn.

Dados enteros 0 <t < k <wvy A >0, unt— (v,k,\) diserio (combinatorial) o,
simplemente, t-disefio de pardmetros (v, k, A), es una terna (X, B,7) donde X es un
conjunto de v puntos, X = {p1,...,py}, B cs una conjunto de blogues {By, ..., By}
disjunto de X y T es una relacién Z C X x B; con la propiedad de que todo bloque
estd relacionado con exactamente k puntos, y cualesquiera ¢ puntos dados estdn rela-

cionados con exactamente A bloques de forma simultanca.

En la definicién de disefio puede tomarse, incluso, que un mismo bloque puede
aparecer mas de una vez en la coleccidén B, pero no serd el caso de los disefios que
consideraremos aqui. Asi, necesariamente ha de ser el ndimero b de bloques de un
t — (v,k, ) disefio de la forma

Basta observar que el nimero de pares (T, B) distintos formados por un subcon-
junto T de t clementos de X y un bloque B de B viene dado, de un lado, por
clecciones de T y A bloques B para cada una de estas opciones; y, de otro, por b

k
bloques B y ; t-subconjuntos T para cada uno de estos bloques.

Se suele abstracr que Z representa una relacién de pertenencia entre puntos y
bloques, de modo que cada bloque queda identificado como un subconjunto de X
con k elementos (aquellos con los que estd relacionado). Aunque ésta sea una buena
representacién de la idea formal de disefio, no se debe hipotecar el concepto a una
situacién tan particular en la que Z sea la relacién de pertenencia. Este hecho se pone
de manifiesto en la construccién de los complementarios y derivados de disefios.

Dado un t-disefio (X, B,Z) de pardmetros (v, kA) con v — k > ¢, se puede definir
una “estructura complementaria” en el siguicnte sentido: se sustituye la relacién 7
por su complementaria Z = X x B\Z, de modo que un punto z esta relacionado con
un bloque B si (z,B) ¢ .
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Se tiene que la estructura complementaria de un t-disefio de pardmetros (v, k, A)
con v — k > ¢t conforma un t-(v,v — k, A) disefio (X, B), con

(")

Por otro lado, dado s < t, sea S un s-subconjunto de X, X' = X\S'y
B ={B\S:SCB,Bc B}

Entonces, el par (X', B') constituye un ({—s)—(v—s, k—s, A) disefio, que se denomina
disefio derivado de (X, B) con respecto a S. En el caso particular de que S sea un
conjunto unitario {z}, se habla de disefio derivado con respecto al punto z.

Vemos, pues, la necesidad de hacer flexible la identificacion de Z como una relacion
de pertenencia, abarcando un sentido de “pertenencia” més amplio. Con esta idea en
mente, sobreentenderemos que Z representa en adelante una relacion de “pertenencia”
entre puntos y bloques y hablaremos sencillamente de ¢-disetios (X, B).

Todo t-disefio admite una representacién matricial, en forma de matriz de inci-
dencia A = (a;;), para 1 <i<by1l < j < w: laentrada a;; es 1 sip; € Bi y O en
otro caso. Est4 claro que para t-disefios, con ¢ > 0, habrd exactamente k entradas no
nulas por fila. Més ain, se puede probar que también es constante el nimero r de
entradas no nulas por columnas. Recfprocamente, toda matriz con esta propiedad da

origen de forma natural a un 1-discno.

La existencia de disefios para toda entrada de enteros es un resultado hasta ahora
no demostrado, en gran medida similar al de la conjetura de Hadamard. De hecho,
3-disefios, 2-disefios y matrices de Hadamard se encuentran intrinsecamente relaciona-

dos, como se vera a continuacién.

Sea H = (hi;) una matriz de Hadamard de dimensién 4n > 4, que podemos tomar

bajo equivalencia de Hadamard con su primera fila toda de +1.

Para 2 < i < 4n, sean B = {j : hyj = +1} y By = {j : hij = —1}, que
conforman una familia B de 2(n — 1) conjuntos de 2n clementos. Es ficil concluir que
si lamamos X = {1,...,n}, cntonces (X, B) constituye un 3 — (4n, 2n,n — 1) diseno.
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Por otro lado, a partir de un 3 — (4n,2n,n — 1) disefio (X, B) dado, tomando el
disefio derivado con respecto a un punto cualquiera de entre los 4n de X, se obticne
un 2 — (4n — 1,2n — 1,n — 1) disefio.

Sea ahora D un 2 — (4n — 1,2n — 1,n — 1) disefio y denotemos por A su matriz
de incidencia. Sea H la matriz que se obtiene de A al sustituir los 0 por —1 y afiadir
una primera fila y primera columna todas de +1.

En cstas circunstancias, cualquier fila de A contiene exactamente 2n — 1 entradas
+1, de donde toda fila de H coincide en exactamente 2n columnas (todas aquellas
con entrada +1) con la primera fila de H.

Por otro lado, cualesquicra dos filas de A tienen la entrada 1 comin en n — 1
posiciones, y la 0 en n posiciones (dado que el complementario de D es un 2 — (4n —
1,2n,n) disefio). Asf, las correspondientes filas de H coinciden exactamente en 2n
columnas, de donde HH® = 4nl.

En definitiva, hemos verificado la validez del siguiente resultado.

Teorema 4.4.2 [37] Para n > 1, los apartados siguientes son equivalentes:

1. Existe una matriz de Hadamard de dimension 4n.
2. Eriste un 3 — (4n,2n,n — 1) diseno.

3. Eziste un 2 — (dn —1,2n — 1,n — 1) disefio.

Este tipo de 2-disefios y 3-disefios sc denominan diserios de Hadamard.

Demos ahora el paso siguiente, hacia los c6digos correctores de crrores. Primero,
definiremos qué son y algunas de sus propiedades fundamentales, para después rela-
cionar disefios con cédigos y, por ultimo, asociar c6digos a disefios (0 matrices) de
Hadamard.

La tcorfa de cédigos es una herramienta fundamental hoy dfa, dada la cantidad
de informacién que es continuamente transmitida en muy variados medios en los que
la distorsion es siempre factible (transmisiones radio-televisivas, aparatos de audio,

lectores compactos, teléfonos méviles, comunicaciones via satélites, etc.). El hecho de



4.4. Aplicacién: generacién de matrices cociclicas y de Hadamard. 175

poder reconstruir la informacién original enviada a partir de los datos recibidos, bajo
ciertas condiciones determinadas por cddigos correctores de errores, se hace, pues,
indispensable.

Se suele asumir que la informacién a enviar consta de “palabras” de longitud fija
v (frecucntemente, sucesién de digitos), cuyas “letras” recaen sobre un “alfabeto” @
de tamafio g (la mayor de las veces, cuerpo finito Z,, y, en particular, ¢ = 2).

En estas circunstancias, el espacio de Hamming H (v, q) consiste en el conjunto de
todas las palabras de longitud v sobre el alfabeto @, y tiene una métrica asociada,
llamada distancia Hamming, que mide el nimero de posiciones en que difieren las

letras de dos palabras dadas ¢ = (c1,...,¢) y W = (Wi,..., W)

d(c,w) = |{i: ¢; # wi, 1 < i < vyl

As{, palabras cercanas pueden confundirse al final de una transmision, si el efecto
de las distorsiones modifica convenientemente aquellas pocas letras en que varian.
En esta idea subyace la nocién de cédigo: se trata de un subconjunto de al menos
dos palabras de H(v,q), de modo que la transmision se circunscribe a este grupo de
palabras. Asi, de distar lo suficiente unas de otras para que las distorsiones del medio
no lleguen a confundirlas, la informacién recibida puede rectificarse sin problemas

para recuperar cl mensaje original.

M4s concretamente, si se recibe la palabra w, se busca aquella palabra c del
cédigo C prefijado que diste menos de w, y se asume que la palabra transmitida cs
c. La dificultad estriba en determinar c6digos correctores segin el medio en los que
la palabra del c6digo mds préxima a la palabra recibida sea siempre tnica y coincida

con la palabra transmitida originalmente.

Se dice que un cédigo C es corrector de e errores cuando de cualquier palabra w
dada a lo mas dista una palabra ¢ del cédigo, y solo una, menos que e. Esto garantiza
la situacién de que hablibamos en el parrafo anterior, para medios que no propicien

mas de e distorsiones.

Llamemos distancia minima de un c6digo a la menor de entre las distancias de

cada par de sus palabras.

Obviamente, un cédigo de distancia minima d seréd corrector de e errores si y solo
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si d > 2e + 1; es decir, si y s6lo si las bolas de centro cualquier palabra del cédigo y

radio e son disjuntas dos a dos.

Lucgo un buen cédigo corrector de errores habria de satisfacer tres condiciones:
que tuviera una elevada distancia minima, un cuantioso niimero de palabras (a efectos
de poder elaborar gran cantidad de informacién diversa), y que no por ello ¢l problema
dc reconstruir mensajes se tradujera en un problema de alto coste computacional.

Las dos primeras condiciones parecen dificiles de sostener de manera simultanea,
dado que mientras m4s palabras haya en el c6digo, en buena lid es muy plausible que
la distancia minima disminuya. En realidad, este problema de la determinacion del
c4digo de tamafio maximo en H (v, ¢) de distancia minima dada d ha sido hondamente
tratado, lo que ha derivado en la consecucién de diversos resultados parciales, cuales
son la cota de Varshamov-Gilbert, la cota de Hamming, la cota de Singleton,. ..

Reduciéndonos al caso ¢ = IK,, resulta que las matrices de Hadamard permiten
construir cédigos binarios éptimos, en cl sentido de las cotas de Plotkin.

Proposicién 4.4.3 [135] Sea C un cddigo en H(v,2) de distancia minima dada d.

Entonces, el niumero b de palabras que componen el cddigo verifica las cotas siguientes:

(1) Sid es par y v < 2d, esb§2[2d"_v].
(2) Sid es par yv =2d, es b < 2v.

(8) Sid esimparyv<2d+1, esb§2[2—£;‘t-11_—v.

(4) Sid esimpar yv=2d+1, es b < 2v+2.

MacWilliams y Sloane probaron en [127] que la existencia de c6digos 6ptimos para
(1) y (2) implican la existencia de cédigos éptimos para (3) y (4).

Levenshtein probé en [123] que estas acotaciones eran las més finas posibles, dado
que existian cédigos 6ptimos alcanzando dichas cotas, en funcién de la existencia de

matrices de Hadamard de determinadas dimensiones.

Teorema 4.4.4 [30, 123] La ezistencia de una matriz de Hadamard de dimension
4t implica la existencia de los siguientes cddigos binarios dptimos para las cotas de
Plotkin:
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Un cddigo de 8t palabras de longitud 4t y distancia minima 2¢.

Un cédigo de 4t palabras de longitud 4t — 1 y distancia minima 2t — 1.

Un cédigo de 8t palabras de longitud 4t — 1 y distancia minima 2t.

Un cdédigo de 2t palabras de longitud 4t — 2 y distancia minima 2¢.
Incluimos aqui la demostracién dada en [91], por su valor constructivo.

Demostracién. [91]

Sea H una matriz normalizada de Hadamard de dimensién 4¢, y denotemos por
J = (ji;) a la matriz cuadrada de la misma dimensién formada toda ella por 1 (hi; =
1 Vi, 7). Entonces, las 8t filas de las dos matrices W = WJ+H)y wP = 5(J-H)
forman un c6digo binario de distancia minima 2¢, siendo la longitud de cada palabra

constante e igual a 41.

Para construir los otros cédigos, llamemos K a la matriz que se obtiene de H
al eliminar su primera columna, y L la matriz que se obtiene al eliminar la primera
columna de la matriz resultante de eliminar de K todas las filas que comienzan por
+1. Entonces, las 4t filas de W = 5(J+K), las 8t filas de wPy W = H(J—K),
y las 2t filas de Wif ) = 3(J + L) forman los restantes cédigos, respectivamente.

Los c6digos primero y tercero anteriores son Optimos en el sentido de las segunda
y cuarta de las cotas de Plotkin, respectivamente. Los otros dos cédigos son casos
6ptimos particulares de la cota (1), en los que es v = 2d — 1y v = 2d — 2, respecti-

vamente.

Faltarfa probar que para d < v < 2d, d par, existe un codigo de b palabras de
longitud v sobre un alfabeto de ¢ letras y distancia minima d, 4ptimo en el sentido
de Plotkin (i.e., con b = 2 [m_d—ﬁ])

La construccién de un tal cédigo pasa por una suma apropiada de los cédigos

definidos en la demostracion anterior, segtin se recoge en [91].
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Recordemos qué significa sumar cédigos. Sean dados sendos cédigos C, 1 < i < 2,
de b; palabras, de longitud constante v;, en el alfabeto Z, y dc distancias minimas
d;, con by > b;. En estas circunstancias, para naturales (a;,az2) se pucde generar el
cdédigo suma C = a,C) @ a»2Cy cuyas palabras son de la forma & 1] - |6,
siendo cf la palabra j-ésima de C;, para 1 < j < b;. El cddigo C asi construido
consta, por tanto, de b; palabras dec longitud constante a;v; +agvs y distancia minima
d > aidy + asdy. Queda claro que esta construccién es independiente de las dltimas
by — by palabras de Cj.

Sean r = [ﬁ], ay=d2r+1)—v(r+1)y aa=rv—d(2r-1).

Consideremos el cédigo C definido por:

e Sivespar, C = %LWS) D %W&?HT

e Sivesimpary res par, C = alwg(f) & %ZWLI((?H).

e Si vy r son ambos impares, C' = %LWE) &) ang(?r)“).

El cédigo C asi construido es éptimo para la cota de Plotkin.

Por tanto, la existencia de matrices de Hadamard de dimensiones 2r (r par),
2(r + 1) (r impar), 4r y 4(r + 1) es una condicién suficiente para la existencia de

c6digos binarios éptimos en el sentido de la cota de Plotkin, para v y d dados.

Dado que la conjctura de Hadamard permanece hoy dia ain abierta, es interesante
abordar el problema de la generacién de matrices de Hadamard en dimensién dada 4¢.
Uno de los méas prometedores caminos que sc siguen en la actualidad es el que proveen
los disefios combinatoriales cociclicos [52] en relacion con las matrices cociclicas de

Hadamard [53], que esquematizamos a continuacion.

4.4.2 Un algoritmo de generaciéon de matrices cociclicas de
Hadamard.

Una matriz M cuadrada v X v de entradas +1 se dice que esta desarrollada sobre
un grupo finito G de v elementos si proviene de una tabla de multiplicar del grupo
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G, en el siguiente sentido: dada una ordenacién de los elementos de (G, existe una
aplicacién de conjuntos g : G = {£1} de modo que M = (g(ab)) para a,b € G.

Aunque esta nocién se puede extender para conjuntos de llegada S distintos del
grupo K, (generando asi matrices de incidencia para disefios en general), el obje-
tivo inmediato que se planteaba era el de obtener matrices binarias que fueran de
Hadamard, a ser posible de dimensién genérica 4¢ y asi cerrar la conjetura por tantos

afnos abierta.

Pronto se advirtié que la empresa era imposible, dado que las matrices binarias
asi construidas tenfan el mismo nimero de entradas positivas y negativas por fila,
y toda matriz de Hadamard con esta propiedad (denominadas regulares) tiene por
dimensién un cuadrado perfecto 4¢* [173].

La teoria del desarrollo cociclico de disefios, que extiende a la anterior, parece que
pucde solventar esta dificultad. Esta técnica fue por vez primera considerada por de
Launey como una condicién suficiente para poder extender 2-disenos (satisfacicndo
restricciones de ortogonalidad muy generales en sus filas), a disefios de dimensién
mayor del mismo tipo [51], a partir de las ideas apuntadas en [153, 154] para extendecr
una matriz binaria ortogonal a dimensiones mayorcs. Esta extensién se realizaba por
medio de una aplicacién, de nombre funcidn de extension, abeliana en el caso dc

verificar una condicién de conmutatividad.

Horadam identificé una tal funcién como un 2-cociclo, y junto con de Launey sento
las bases de la teorfa de desarrollo cociclico de disefios en [52]. En este articulo, ambos
autores generan matrices de Hadamard por este método hasta completar todas las
dimensiones no superiores a 100 (en contrapartida, no se conoce matriz de Hadamard
de dimensién inferior a 12100 generada por el método simple del desarrollo sobre
un grupo), y conjeturan que mediante este artificio se pueden generar matrices de

Hadamard de cualquier dimensién 4%.

A continuacién, describiremos a grandes rasgos cémo funciona el método de la
generacién de matrices cociclicas (en particular, de Hadamard), que se detalla en
[53], y tiene su fundamento en el articulo més general [52], donde se demuestran los
resultados principales de la teorfa (teoremas 4.4.7, 4.4.10 y 4.4.11 y Corolario 4.4.8).
Posteriormente, analizaremos cémo se puede aplicar la maquinaria de la homologia
cfectiva desarrollada para productos semidirectos en esta tesitura.
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En adelante, entenderemos que GG es un grupo multiplicativo finito de v elementos,

ordenados en la forma G = {a1 = 1,as,...,a,}.

Una funcidn de desarrollo cociclico' para matrices binarias, o mds brevemente

cociclo, es una aplicacién de conjuntos f : G X G — IK; satisfaciendo:
f(a,b)f(ab,c) = f(a,be)f(b,c), Va,bceG. (4.1)

Un cociclo se dice normalizado cuando f(1,1) = 1, en cuyo caso es necesariamente
f(a,1) = f(1,¢) = f(1,1) para cualesquiera a,c € G. Es obvio que cxactamente la
mitad de los cociclos son normalizados, dado que f es un cociclo si y sélo si —f lo es.

Una matriz binaria cuadrada M de orden v se dice desarrollada cociclicamente
sobre GG, o simplemente cociclica, cuando existe una funcién g : G — IK, de desarrollo
sobre el grupo G de modo que M = (f(a,b)g(ab)) para todos a,b € G. De ser g =1,

M se denomina cociclica pura.

Nétese que, en particular, toda matriz desarrollada sobre el grupo G es cociclica,

mediante el cociclo trivial f = 1.

Debemos hacer notar que para un conjunto genérico de coeficientes S no necesari-
amente IK,, un cociclo asocia a cada par de elementos de G una permutacién de S,
habiéndose de verificar igualmente la relacién 4.1. En adelante obviaremos cualquier
mencidn cn este sentido, aunque de igual modo las subsiguicntes definiciones pueden
generalizarse en la misma linea: nos reduciremos al estudio de matrices binarias (con
coeficientes en IK,), aunque utilizaremos la notacién a~! para el inverso de a en K,
(y no a mismo), para mostrar como habria de ser la lectura en el caso mas general.

No es arbitrario el que este tipo de funciones reciba el nombre de “cociclos”, dado
que verdaderamente conforman 2-cociclos del complejo de cadenas no normalizado
usual para calcular la cohomologia de G con coeficientes en Z,, como comprobaremos
mds adelante (ver [35] para més detalles).

Asi, surge la equivalencia de cociclos: dos cociclos f y f' se dicen equivalentes, y
se nota f ~ f’, si existe una aplicacién de conjuntos o : G — Ky de modo que

f'(a,b) = a(a)a(b)(a(ab) " fa,b), Va,beG.

Un cociclo se dice principal cuando f ~ 1.

!También llamada funcidn abeliana de extensidén en [52].
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Por tanto, la clase de equivalencia de un cociclo f viene determinada por aquellas

aplicaciones o que no son homomorfismos de grupos.

Dos matrices cuadradas M y M’ de orden v se dicen cociclicamente equivalentes,
v se nota M ~, M, si existen tres aplicaciones g,¢',a : G — Kz y un cociclo f de

modo que
M = (f(a,b)g(ab)) y M =(a(a)o(b)f(a,b)g'(ab)),

para todo a,b € G.

Es decir, dos matrices son cociclicamente equivalentes si y sélo si estan

cociclicamente desarrolladas por cociclos equivalentes.

Ademas, tomando a = ¢’ = 1, vemos que toda matriz cociclica es cociclicamente

equivalente a una matriz cociclica pura.
El siguiente resultado recoge una caracterizacién de cudndo una matriz cociclica

pura es de Hadamard.

Proposicién 4.4.5 [58] Una matriz cociclica es de Hadamard si y sdlo si la suma

de los elementos de cualquier fila, salvo la primera (de entradas sdlo +1), es nula.

De hecho, dadas las filas b y d, con b,d € G\{1}, sea a = db~!. Entonces, el
producto escalar de las filas b y d seré:

S £(6,0)f(d,c) = 3 f(b,0)f(ab,c) = Y f(a,b)f(a,be) =

cel@ cel@ cEG
= f(avb) Zf(a,bc) = ﬂ:Zf(CL,C),
ceG e

teniendo en cuenta que en IK, todo elemento es su propio inverso. El resultado es

inmediato a partir de esta identidad.

Luego el comprobar si una matriz cociclica pura es 0 no de Hadamard requiere
tan s6lo de, a lo més, (v — 1)? sumas binarias, lo que supone una complejidad com-

putacionalmente aceptable.

Veremos que podemos reducirnos a cste tipo de matrices, segin otra equivalencia

clasica de matrices binarias: la equivalencia Hadamard de matrices.
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Dos matrices M y M' se dicen equivalentes Hadamard, y sc nota M ~, M,
cuando s¢ pueden obtener una de la otra mediante una succsién de negaciones y/o
permutacioncs de filas y columnas.

Al contrario que la equivalencia cociclica, la equivalencia de Hadamard si respeta
la ortogonalidad entre filas (y columnas), lo que la convierte en una relacién de equiva-
lencia entre las matrices de Hadamard. Es més, toda matriz es equivalente Hadamard
con una matriz normalizada, cuyas primera fila y columna estdn formadas sélo por

+1. De hecho, todo cociclo normalizado determina una tal matriz, y viceversa.

El siguiente resultado permite reducir el problema de generar las matrices

cociclicas, en general, al de determinar las matrices cociclicas puras.

Proposicién 4.4.6 [53] Toda matriz cociclica es equivalente Hadamard a una matriz
cociclica pura. En particular, toda matriz desarrollada sobre un grupo es equivalente

Hadamard a una matriz cociclica pura generada por un cociclo principal.

En particular, si M estd desarrollada sobre G es f = 1, luego f' ~ 1 es un cociclo

principal.

Segiin cste resultado, para generar todas las matrices cociclicas es suficiente, salvo
equivalencia de Hadamard, con generar tan sélo las matrices cociclicas puras; o,
equivalentemente, los cociclos normalizados.

Observamos ahora que tanto cociclos como matrices cociclicas puras adquieren la
estructura de sendos grupos abelianos bajo el producto de Hadamard (componente a
componente), sicndo cada elemento su propio inverso:

(f(a,b)) ® (h(a, b)) = (f(a, b)h(a,b)).

Los elementos normalizados conforman, ademds, subgrupos del mismo carécter.

La estructura de estos grupos abelianos elementales de orden 2 de cociclos y coci-
clos normalizados y sus generadorcs es la salida del método que describen Horadam

y de Launey en [52, 53]. Vamos a desglosar cl funcionamiento de dicho método.
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El primer paso es considerar el conjunto de cociclos como el conjunto de homo-
morfismos Hom(A(G, —), Zs), para cierto grupo A(G, —).

Consideremos v? variables (a, b), para a,b € G, sujetas a las relaciones
(a,b) + (ab,c) = (b,¢) + (a,bc), Va,b,c€G.

El conjunto de vectores = (n(a,b))spec satisfaciendo formalmente las relaciones
anteriores conforma un Z-médulo con la suma componente a componente; por lo que

un grupo abeliano, que llamamos A(G, —).

Aplicando una reduccién por filas en los enteros a las rclaciones dadas, se puede
alcanzar, seglin el teorema fundamental de grupos abelianos finitamente generados,
una presentacién estandar de A(G, —).

Observamos que cada cociclo vendrd determinado, ahora (asumiendo en (4.1) una
notacién aditiva en lugar de la multiplicativa), por un homomorfismo de A(G,-) en

Z, que asigne a cada variable el valor correspondiente; y viceversa.

Luego el encontrar un sistema de generadores de cociclos equivale a encontrar un

sistema de generadores del grupo Hom(A(G, —), Z5).

Tomemos ¢ = Zs como grupo aditivo. Entonces, f serd un cociclo cuando veri-
fique que
fla,b) + f(ab,c) — f(b,c) — fla,bc) =0, Va,b,c€G,

normalizado en el caso de que f(1,1) = 0.

Recordando la introduccién histérica realizada al comienzo del presente capitulo,
este tipo de funciones (verificando todas las condiciones, tanto las de regularidad
como la de normalizacién), se llamaban conjuntos de factorizacion, y definian la clase

de un 2-cociclo.

De hecho, si llamamos B(G,C) al subgrupo de los cociclos principales, se tiene
que A(G,C)/B(G,C) es isomorfo al cociente de los conjuntos de factorizacion entre

los conjuntos de factorizacién principales, de donde, efectivamente, es:
A(G,C)/B(G,C) = H*(G; C) = H*(G; Zy).
Por otro lado, aplicando el Teorema de los Coeficientes Universales, resulta que

H*(G;C) = Extz(G/[G, G],C) @ Hom(Hy(G; Z),C), (4.2)
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donde [G, G] es el conmutador de G y G/[G, G| el abelianizado finito de G.

El calculo del funtor Ext es inmediato en estc caso, al trabajar con grupos
abelianos finitos: si G/[G,G] = (EBé-ZlZéj) O (Dfcip1Zy;)s con g = p7, p; primo
impar, entonces

Extz(G|G Zy) = @}_, Z>.

Pero interesaria conocer cémo funciona el isomorfismo (4.2) en concreto, para localizar

los cociclos generadores.

Consideremos la construccién Bar no normalizada asociada a G, en la forma de

suma directa de los grupos abelianos libres M,,(G) de rango finito v™,
My(G) =Z, Mp(G) = Ab < (21,...,Tm) : %; € G >;

dotados de la aplicacién diferencial 8,11 : Mip41(G) = M (G), m > 0, de modo que
Oy(x1) =0y param > 1

am+1($17 L 'Tn) = (_~1)77L+1(:L.17 ey zm) + (an .- 7xm+1)+

m
+- Z(—l)z(IEl, RN 1 1 T [ ,1Em+1).
=1

Llamemos I, = Oyt (Mm41(G)), Kins1 = ker(Omi1) ¥ Rn(G) = My (G)/I;m. Por
definicién, es H,,(G) = Kn /1, el m-ésimo grupo de homologia de G sobre los enteros,
teniéndose que H,,(G) C Bn(G).

En particular, H1(G) = G/|G,G] y Ry(G) = A(G,-), dado que las imdgenes
dz(a,b,c) = —(a,b) + (b,c) — (ab,c) + (a, bc), para cualesquiera a,b,c € G, generan
las relaciones propias de A(G, —).

Asi, A(G,C) es isomorfo a Hom(Rs(G), C), via la aplicacién ¢:
é(h) ( S (n(a,b)(a,b) +Iz) = > n(a,b)h(a,b), he AG,C). (4.3)
(a,b)€GXG (ab)eGxG
Nétese que ¢(h)(H,(G)) = 0 para h € B(G,C).
Llamemos ahora R3(G) = R:(G)/ < (1,1) > y A*(G,C) al subgrupo de los

cociclos normalizados. Estamos en disposicién de enunciar el primero de los teoremas

fundamentales de la tcoria.
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Teorema 4.4.7 [53] En las condiciones anteriores, con |G| = v, se tiene:

1. Ro(G)/Ha(G) = Z°.
2. Ry(G) = No(G) & Hy(G), con No(G) = Ry(G)/Ha(G).
3. A(G,C) = Hom(Ny(G), C) & Hom(Hy(G),C) = C¥ & Hom(H,(G),C).
1. A*(G,C) & Hom(No(G)/ < (1,1) >,C) @ Hom(H,(G),C) =
=~ "1 @ Hom(Hy(G),C).

Luego el grupo abeliano de cociclos es isomorfo a Zj; ®Hom(H»(G), Z,) y el grupo
abeliano de cociclos normalizados es isomorfo a Zj~' @& Hom(H2(G), Z»).

Corolario 4.4.8 [53] Sea Hy(G) = (&' Zy) & (®f1ZL,x), con cada p; primo
impar. Entonces, el grupo abeliano de cociclos es isomorfo a Z, @ Z, y el de cociclos
normalizados isomorfo a Zy ' ® Zs.

La cuestion esté en determinar qué forma tienen los generadores de estas factor-

1zaciones.

Segun el Teorcma 4.4.7, todo cociclo f € A(G,C) se descompone como suma de
un cociclo simétrico f, (de modo que f,(Hz(G)) = 0) y su cociclo conmutador fe

asociado (restriccién de f a Hy(G)).

Si denotamos por S(G,C) al subgrupo de todos los cociclos simétricos, resulta
que S(G,C) = Hom(N,(G), C). Ademéds, B(G,C) € S(G,C), por lo que de (4.2) se

desprende:

e A(G,C) = S(G,C) ® Hom(H(G), C).
e 5(G,C)/B(G,C) = Extz(G/[G, G, 0).

Del mismo modo, como G/[G, G| es abeliano, habria de ser
S(G/|G,G),C)/B(G/|G,G],C) = Extz(G/[G, G, C) = S(G, C)/B(G, C).

Ademss, todo cociclo f € S(G/[G,G],C) admite una elevacion f+ e S(G,C), con
f+ = fo(m x ), siendo 7 : G — G/[G, G] la proyeccién canénica.
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Proposicién 4.4.9 [52] Todo cociclo simétrico f; € S(G,C) tiene una descom-
posicion
fe:f:qi—_f'fBa fAES(G/[G,G],O), fBEB(Gﬂc))

y cualquier otra descomposicion f, = fi + fp es de la forma f§ = fih* y fp =

fs —h*, para ™ € B(G/|G,G],C).

Tomando una descomposicién primaria de G/[G,G] como suma de grupos
abelianos ciclicos finitos, obtenemos el teorema de estructura de cociclos simétricos.

Teorema 4.4.10 [52] Sean f € S(G,C) y G/[G,G] = (&'_1Za) & (DL, Zy,),
g = pi, p; primo, una descomposicidn primaria de G/|G,G]. Entonces,

f = (®£=1fsi)+ + fo

donde f,, € S(Zy:,C), fz € B(G,C) y la descomposicidn es tnica salvo represen-
tante fp de la clase fg + B(G/|G,G],C)* en B(G,C).

Recapitulemos lo obtenido en los tiltimos resultados.

Sabemos que el conjunto de cociclos normalizados es
A*(G,C) 2 Z57' @ Hom(Hy(G), C),
y médulo la relacidn de equivalencia cociclica ~, verifica
A (G,0)/B*(G,C) =2 S*(G,C)/B*(G,C) @ Hom(Hy(G),C) =
~ 7% & Hom(H,(G),C) = Z} & Z),
para cierto 7 < v — 1.

Este indice j se corresponde con el nimero de subgrupos ciclicos potencias de 2
que aparecen en una descomposicién primaria de G/[G, G].

El exponente [ viene, asimismo, del niimero de subgrupos ciclicos potencias de 2

que aparecen en una descomposicién primaria de Hy(G).

Luego, en total, resultan j generadores correspondientes a cociclos normalizados
simétricos, | generadores correspondientes a cociclos no simétricos y k = (v —1) — j
generadores de cociclos normalizados principales (de B*(G, C)).
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Una descripcién explicita para estos generadores se recoge en el siguiente teorema,
que hace uso del producto de Kronecker A ® B de matrices cuadradas A = (@ij)n ¥
B = (bi;)m, que es la matriz cuadrada de dimensién nm formada por n? bloques

m x m de la forma a;; B:
AR B = (ai]-B)nm.

Notaremos por J,, a la matriz cuadrada de orden m formada toda por +1, y

MD(Z,,) ala matriz negaciclica inversa de orden m,

1 -~ 1 1
11 -1 A
MD(Z,,) = : AR
1 -+ A A
14 - A A

en nuestro caso con A% = 1, por ser el grupo de coeficientes C = Z,.

Teorema 4.4.11 [52, 53] Sea A x (G,C)/B % (G,C) & Z, & Z3, con G/G' =
(@£=112ti) ® (GB;TF:J-HZP?), p; primo impar, H2(G) = (@;‘:122’%) ©® (69_%:14—12’1:1'):

g; primo impar. Entonces, se tiene que:

1. Una matriz generadora de los cociclos simétricos es:

MDs(G)=J IGl__ ®MD(th1)--°®MD(ZZtJ—).

2. Sean fi,..., fi un grupo de generadores de los cociclos no simétricos (de parte
no trivial exclusivamente conmutadora). La matriz generadora de todos ellos

€8/

MD(G) = (fi(a,b)) o -+ (fi(a, ).

9. Una matriz MD,(G) generadora del subgrupo B*(G,C) de cociclos normaliza-
dos principales se puede calcular mediante dlgebra lineal.

4. El grupo de todos los cociclos normalizados viene generado por la matriz

MD(G) = MD,(G)  MD,(G) @ MD,(G).
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Ejemplo 4.4.12 En [53], sc dice que las matrices cociclicas sobre G = Z, X Z, tienen

la forma
1 1 1

1

1 A Cc AC
1 ?
1

CK B BCK
ACK BC ABK

con A2=B>=C?=K?=1.

Veamos que esto es asi.

En efecto, resulta que, por ser G abeliano es [G,G] =0y G/[G,G] = G, de donde

MDS(G):MD(ZZ)Q@MD(ZQ):(i ;)cg(i /11)=

1
A
B

N
e

1
1
B
B

g~ -

1
1
1
1

UK R VT U S

1
A
1
A

— = =
N
Dy~
— = =

AB

Por otro lado, tomando una aplicacién genérica g : G — Z, definida por g(1,1) =
a, g(—1,1) = b, g(1,—-1) = cy g(—1, —1) = d, resulta que la matriz desarrollada sobre

G por g,

QN o &
0O a8 o

2 2 O
SIS IS

es equivalente Hadamard a la matriz normalizada cociclica principal pura M =

(g(z)"'g(y)tg(zy)) para z,y € G. De donde

1 1 1 1 1 1 1 1

M~ ab ab cd cd o 11 C C _ MD,(@),
ac bd ac bd 1 C 1 C
ad bc bc ad 1 C C 1

con C = abcd.

Por tltimo, calculemos la matriz M D.(G) correspondiente a los cociclos prove-
nientes de Hom(H,(G), Z2).
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Sabemos que Hy(G) es necesariamente finito, luego sélo tiene parte de torsion

(siempre es abeliano).

Para determinar H,(G) basta entonces con hallar 85(M3(G)), lo cual podemos
conseguir de manera eficiente calculando la forma normal de Smith asociada a la
matriz que representa dicha aplicacién.

Con la ayuda de un programa adecuado, como el Mathematica, se puede concluir
que Hy(G) = Zs, siendo (¢, d) — (d, c) un generador, con ¢ = (—1,1),d = (-1,-1) €
G.

Utilizando ahora las matrices de paso, se puede determinar qué elementos de la
base original dependen linealmente de este vector en la base que da la forma normal:
se trata de los vectores unitarios (b,b), (b,d), (c,b) y (c,d), con b= (1,-1).

Por tanto, la matriz M D.(G) es de la forma

=

S

B

I
= =

1
K
K

1

—_ et =

para K% = 1.

La matriz M D(G) resultante del producto Hadamard de las matrices M D,(G),
MD,(G) y MD.(G) nos da la matriz genérica cociclica sobre G,

1 1 1
A c AC
CK B BCK
ACK BC ABK

1 1 1
AK C ACK
CK B BCK
1 AC BC AB

con A2=B*=C?*=K?=1.

H

—_ e
!
—o =

Nota 4.4.13 Para generar todas las matrices cociclicas de Hadamard, basta selec-
cionar de entre las anteriores aquellas que verifican la condicidn necesaria y suficiente

de ortogonalidad dada en la Proposicion 4.4.5.
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La gran dificultad en el método que disefian Horadam y de Launey estriba (segin
ellos mismos destacan de forma explicita en [53], y proponen como problema a re-
solver), en la determinacién no ya de Hy(G) (sistemas de célculo simbélico tales como
GAP ([146]) y MAGMA ([38]) resuelven esta cuestién), sino de los generadores de
Hy(G), en cl caso de G no conmutativo (se conoce solucién del problema para G
abeliano, de lo que se hacen eco ambos autores también en [53)).

Podemos decir que ha habido muy variadas aportaciones en este sentido.

Flannery sigue en [73] la aproximacién que apuntan Horadam y de Launey, me-
diante el uso del Teorema de los Coeficientes Universales y la Formula de Hopf,
herramientas que se han utilizado tradicionalmente para el calculo del segundo grupo
de homologia de un grupo G dado.

Més explicitamente, para G finito y U un G-médulo (trivial para la accién de G)

finitamente generado, Flannery desarrolla el siguiente esquema:

Segun el Teorema de los Coeficientes Universales, es

H*G,U) = Exzt(G/[G,G],U) ® Hom(H,(G),U),
por lo que incide en la necesidad de calcular Hy(G).

e Por medio de la Férmula de Hopf, si G admite una presentacién G = F/R,

resulta

e Si S/[R,F| denota un complemento (no es unico, en general), de (R N
[F, F])/[R, F) en R/[R, F], se ticne que

H,(G) = R/S.
e Flannery concluye una descomposicién de H*(G,U) en suma directa de los

morfismos transgresién 7, : Hom(R/S,U) — H*(F/R,U) e “inflacién” inf
restriccion a Ext(G/[G, G),U) de la inflacién H*(G/[G,G],U) = H*(G,U):

H*G,U) 2inf & 7,.

Esta aproximacién de Flannery requiere el calculo de diversas presentaciones de
grupos, problema que resuelve puntualmente en los ejemplos particulares que cita en
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[73]). Por otra parte, el calculo explicito de los generadores de H 2(@;U) no aparenta
ser un proceso eficientemente algoritmizable. M4s aiin, el calculo de los 2-cociclos
asociados a Extz(G/[G,G],U) (mediante la inflacién), es candnico; sin embargo,
el caleulo de los 2-cociclos procedentes de Hom(Ho(G),U) requiere la eleccién del
complemento S/[R, F], que en caso alguno sigue un proceso candnico (nétese que jno
es finico!, en general). Una implementacién del método se realiza en [74], utilizando
el sistema de calculo simbélico MAGMA.

Grabmeier y Lambe aportan una aproximacién distinta en [78], desde el punto de
vista de la Teoria de Perturbacién Homolégica, que ahora nos es tan conocida: generan
un algoritmo para cl clculo de todos los elementos en la cohomologia H?(G; Z,), para

p-grupos G (i.e., grupos con un nimero de elementos potencia de p).

Nosotros vamos a presentar aqui un método para determinar de forma explicita
un conjunto completo de generadores de 2-cociclos representativos para los elementos
de H?(Ax, @), con A x, G un producto semidirecto de grupos abelianos con x accién

de grupos.

Este método estaria a medio camino de los algoritmos dados por Flannery en (73]
y Grabmeier-Lambe en [78]. En realidad, nosotros calculamos aquellos 2-cociclos rep-
resentativos que proceden de Hom(Ha(A Xy G), Zy), a partir del modelo homolégico

encontrado en la seccién anterior para los productos semidirectos que consideramos.

De esta aproximacién no s6lo hemos establecido un algoritmo, sino que, ademads,
hemos implementado un programa en Mathematica para el célculo de dichos gener-

adores, en el caso de productos semidirectos de la forma Z, x, Z,.

En particular, unido a sendos programas calculando la presentacién del grupo
conmutador de A x, G (a partir, por ejemplo, de H,(A x, G)) y matrices cociclicas
generadoras de las matrices desarrolladas sobre A Xy G (mediante dlgebra lineal),
se obtiene un programa mas claborado que construye todas las matrices cociclicas
sobre A X, G. Afadiendo un programa de comprobacién de la condicién de ser de
Hadamard, se obtienen asi todas las matrices cociclicas de Hadamard sobre A x, G.

Detallamos todo este procedimiento en la seccion entrante.

-
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4.4.3 Matrices cociclicas sobre A x, G.

El objetivo que se persigue aqui es el determinar un conjunto completo de generadores
de la 2-homologia de un producto semidirecto A x, G, que permita a su vez carac-
terizar un conjunto completo de generadores de Hom(Hs (A % G), Z,); y, mediante el
isomorfismo (4.3), concluir un conjunto de generadores de 2-cociclos representativos,
precisamente los que afiadidos a los 2-cociclos simétricos y principales completan una

base para gencrar todas las matrices cociclicas sobre A X, G.

Recordemos que el modelo homolégico que hemos disefiado aqui para productos
semidirectos A x, G vienen dados por una contraccién con DG-médulo de partida
C.(W(A %, Q)).

Para poder traspasar la informacién homolégica mediante el isomorfismo (4.3),
deberiamos ser capaces de traducir dicha informacién en términos de la construccién
bar de Z[A x, G].

Por ser A x, G un grupo no conmutativo, C,(W(A x, G)) no coincide con

B(Z[A x, G]), pero existe un isomorfismo ¢ entre ellos, que viene dado por

[(a0, go)| - - |(an,gn)] e (—1)[#1“{(%,%), RER (00790)}-

Con toda esta informacién y a partir del modelo homoldgico hA ® hG de A x, G
determinado en el Teorema 4.2.4, podemos establecer el algoritmo buscado.

Los resultados que exponemos a continuacién son vélidos para cualesquiera pro-
ductos semidirectos A x, G de grupos abelianos finitos A y G, aunque con aras de
simplificar la exposicién, nos reduciremos al caso de grupos de la forma Z, x, Z,,

para x acciéon de grupos.
Sabemos que un modelo homolégico de cstos grupos es

(E(uy,u2; 1) ® T'(wy, we; 2), d),

con d dada por el proceso de perturbacién descrito en la demostracién del Teorema
4.2.4.

Sea Iy : By(Z|Z, x, Zs)) — (B(Z|Z,)) ®; B(Z|Z,)))|, =, definida a partir del
isomorfismo ¢, la funcién de torsidon 7 del Teorema 4.2.1 y la aplicacion del teorema
de Eilenberg-Zilber torcido.
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Llamemos fo : (B(Z[Z,)) ®y B(ZZ))||1=2 = (E(uy,u9;1) ® ['(wy, wa;2))| 1= @
la restriccién a dimensién 2 de la proyeccién al modelo.

Teorema 4.4.14 En las condiciones anteriores, se tiene:

1. Hy(Z, x, Z) = Ho((E(u1,uz; 1) @ T(wr,w2;2),d)), que se puede calcular a
partir de ds.

9. La aplicacion F = fooFy : By(Z[Zr x4 Zs)) = E(uy, ug; 1)@ (wy, wy; 2) induce
un isomorfismo en homologia, de modo que para cada z € Hy(E(uy,ug; 1) ®
(w1, wy;2)) la elevacidn de z a través de F define una matriz cociclica sobre
Z, Xy Ls.

Demostracion.

De un lado, F induce un isomorfismo en homologia porque es la proyeccién de la

contraccién que da el Teorema 4.2.4.

Por otro, es sabido que el segundo médulo de homologia de cualquier grupo finito

consiste en grupo abeliano finito, por tanto sin parte libre [35].

Asf, a la hora de calcular Hy(Z[Z, Xy Z,]), s6lo interviene la diferencial d3 (ver

en el apéndice los comentarios acerca del algoritmo de Veblen [170]).

Este proceso consiste en calcular la forma normal de Smith D de la matriz M
que representa a dy con respecto a las bases B = {urwy, witie, ywa, ugwa} y B =

{w1, U1Uz, wz}-

Sean U = {z1,22, 73,74} ¥ V = {41, %2, ys} las bases nuevas del cambio, de modo
que Dy y = PMp (@, para las matrices de paso P y @ correspondientes.

Expliquemos qué hemos de entender por elevar z a través de F'.

Queremos calcular todas las matrices cociclicas sobre Z, x5 Z, que proceden de
HOII](Hz(Zr Xy Zs), Zz)

Para ello, bastara calcular qué elementos z de Ba(Z[Z, X, Z]) se leen con infor-

macién homolégica no trivial via F' en Ha(E(u1, ug; 1) ® T'(wr, we; 2)).
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Para cada generador z en Ho(E(uq, ug; 1) @' (w1, wo; 2)), la elevacién de z a través
de F precisamente devuelve cl conjunto de elementos en By(Z[Z, X, Z,]) que se

proyectan sobre z con informacién 2-homoldgica.

Esto se puede conseguir en dos etapas mas simples de elevacién: una dc
E(uy,ug; 1) @ T(wy,ws;2) a (B(Z[Z,]) ® B(Z|Z,)))| =2, la segunda de aqui a
B, (Z|Z, x, Z,)).

La aplicacién F podria llamarse 2-cocadena universal, por analogia a la notacion

que sugieren Grabmeier y Lambe en [78].

Es posible extender el teorema anterior a otras familias de grupos que tengan
modeclos homolégicos conocidos; tales como extensiones centrales [117], grupos nilpo-
tentes libres de torsion [112, 98, 99], grupos metaciclicos [101], etc. “Sélo” se necesita

establecer férmulas explicitas para las andlogas de las aplicaciones F5 y F.

En nuestro caso, para los grupos Z, X, Z;, podemos cstablecer dichas férmulas
explicitas a partir del Teorema 4.2.4.

La funcién de torsién ¢ que generan 7 y x segun el Teorema 4.2.1 produce el dato

de perturbacién ¢M, con
tN ([n,m] @ [k]) = [x(k,n), x(k,m)] @ [] — [n,m] ® ],

tN ([n] ® [m, k) = [n] ® [k] = [x(m,n)] @ [K].

La inyeccién g3 del modelo E(u1,ug; 1) ® T(wy,wy; 2) a B(Z[Z,]) ® B(Z[Z,)), la
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proyeccién f3 y la homotopia ¢, vienen dadas por
glmw) = (LLI++Lr-Li)el)
gwi) = (LI+-+Lr=T) sl
g3(u1ws) Mo (I,1+-+[Ls=1]),
gs(uawy) = [1® (LTI + - +[Lr—11)
fa([n,m]®[]) = wg,sin+m2=r,
f(ln]®@m]) = (nm)uyug,
L(1®[n,m]) = wysin+tmzs,
so(mm @) = —(LL A+ [Ln-T1m)e[]
s(Alom) = —(LI+ - [Lr-D)em+Ae(5L1+ - [1,m-1),
w(1emm) = -[le(LLm+- - [Ln-1m])
Por otro lado, sea d, (wyus) = T uyus y ds(u1wz) = —5 uruz. Entonces, una expresion

para d3 y foo son
dsZdr+ds+f2tﬂg3—f2t0¢2t093+f2(tﬂ¢2)2t093—"‘,

foo:f2—‘f2tﬂ¢2+f2(tﬂ¢2)2_...

La aplicacién F» viene dada por
Fy[(ay,b1), (a2, b2)] = [ @ [b2, b] 4 2[x(b2, a2)] ® [b1] + 2[x (b2, @2), x(b2b1, 01)] ® []—

—[x(babyba, az), x(babibeby, a1)] ® [] — [x(b2bz, a2)] & [bs].

Ahora, a partir del Teorema 4.4.14, se puede establecer un algoritmo que calcula

2-cociclos representativos para Z, X, Z,.
Algoritmo 4.4.15 ENTRADA: un producto semidirecto Z, Xy Zs.

Calcular ds : B — B', diferencial del modelo homoldgico de Z, Xy Zs en di-

mension 3.

Paso 1.

Paso 2. Calcular Ho(Z, %, Zs) y 2-ciclos representativos a partir de ds.

Paso 3. Elevar los 2-ciclos representativos de Ho(Z, Xy Z;) a By(Z[Z, %y Zs)) a través

de F.

< MBLOTECA

4 ":5',“ {*
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SALIDA: Un conjunto de generadores conmutadores (i.e., de Hom(Hoy(Z, X Z,), Z3))

para una base de matrices cociclicas sobre Z, Xy Z,.

Debemos hacer notar que el Paso 2 frecuentemente requiere calcular la forma
normal de Smith de la matriz que representa a dz, que siempre es de dimensién
4 x 3, independientemente de los indices r y s de los factores. Esto es un importante
avance cn lo que concierne al cdlculo de los generadores conmutadores, dado que las
dimensiones de las matrices que surgen del complejo By(Z[G]) dependen del orden
del grupo; en nuestro caso, G = Z, X, Z,, el tamafio de la matriz correspondiente es
(rs)3 x (rs)?.

4.4.4 Un ejemplo: grupos dihédricos Dy.s.

En esta scceién, aplicamos el Algoritmo 4.4.15 al caso concreto de grupos dihédricos.
Nos servimos de programas en MATHEMATICA, que serdn comentados en el apéndice

de la memoria.

Nos reduciremos al estudio de grupos Dy;.5, puesto que los grupos Dy., con k impar
no proveen informacién 2-homoldgica: se sabe que Hy(Dy.o) = 0 en estos casos [174].

Sea Doy = {(0,0), (1,0),...,(2t — 1,0),(1,1),..., (2t — 1, 1)},

x(0,n) = n, x(1,n) =2t — n, Vn € Zy.

Una férmula explicita para F' es estos casos viene dada por
F[(a1,b1), (az, ba)] = bibay? + 2b1x(bs, ag)xy + 201 (x (b2, az) — 1)z*+

+2A[x (b2, az), x(b2b1, al)]x2 — Ax(by, az), a1]2® — aghizy — bi(ax — 1)a?,

con \: Zy x Zy — Zy, k> 2, Nz,yl=1siz+y>ky0 en otro caso.

Consideremos los casos t = 1, Da.2 = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)},
b= 2) D4-2 = {(O’ 0)1 (17 0)7 (27 O)a (3a O)’ (07 1)5 (1a 1): (2’ 1)’ (3’ 1)}7
yt=06,Dgq = {(O, 0),(1,0),..., (11, O), (0, 1), ( , 1), (11, 1)}

Paso 1. Calcular ds.
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dB)| t=1 =2 t==6

U Wi 0 0 0

Wity | 2uus 2wy + duiue 10w + 12uque
wwsy | —2u g | —2wy — dugug | —10w; — 12uqus
UglWa 0 0 0

Paso 2. Calcular Hy(Dat.) y 2-ciclos representativos a partir de dj.

A la hora de calcular Hy(Da.2) en los casos t = 1,2, 6, es 1itil calcular la forma
normal de Smith D, = P,M,Q; de la matriz M, asociada a d3, con matrices de

cambio de base P; y (), respectivamente.

En estos casos,

t=1 t=2 t=6
2 00 200 2 00
D, 000 000 000}
000 000 000
000 000 000
010 1 -2 0 -1 —6 0
Q@ 1 00 0 10 1 50
001 0 01 0 01

Asf, Hy(Dgso) = Zy parat = 1,2,6 y el unico 2-ciclo representativo es el primer
elemento de la nueva base V de (E(u1,uz2;1) ® (w1, w2; 2)])]) 1=

Con vistas a trasladar a la base B de (E(u1,ug; 1) ® T'(w1, wz;2)])| 1= la in-
formaciéon homoldgica que Hy(Dyp) provee, es suficiente seleccionar las en-
tradas impares de cada una de las columnas de (; que corresponden al
9-ciclo representativo en la base V' (es decir, seleccionar qué clementos de
(E(uq,ug;1) ® I'(wy, ws; 2)])] =2 con respecto a la base B’ tienen una entrada
impar en la posicién correspondiente a un 2-ciclo representativo, tomando co-
ordenadas en V).

La informacién homoldgica esta concentrada en aquellos elementos con coorde-
nadas (—,n, —)p para valores impares de n, en el caso t = 1; en elementos de
la forma (n, —, —)p para valores impares de n en el caso t = 2; y en clementos

(n,m, —)p para n,m de paridad distinta en el caso t = 6.

Paso 3. Elevar los 2-ciclos representativos de Hy(Dau2) a Ba(Z[Dar2]) @ través de F.
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Para ello, sera suficiente detectar qué elementos de By(Z[Das]) se proyectan
via F sobre elementos (—, n, —)p para n impar (¢t = 1), (n, —, —)s para n impar
(t = 2), y (n,m,—)p para n,m de paridad distinta (¢ = 6). Estos elementos
indican las posiciones no triviales dentro de la |Das.g| X |Dap2| matriz cociclica

generadora de la parte conmutadora.

En el caso t = 1, obtenemos los siguientes elementos:

[(0,1), (1,0)], [(1, 1), (1, 0)}, [(0, 1), (1, D], [(1, 1), (1, 1)].

Para ¢ = 2,

[(1,0),(3,0)], [(1,0), (3, 1)],[(2,0), (2,0)], [(2,0), (3,0)], [(2,0), (2, 1)],

[(2,0), (3,1)],((3,0), (1,0)],[(3,0),(2,0)],(3,0), (3,0)], [(3,0), (0, 1)],

[(3,0), (2, 1)],[(3,0), (3, 1)], [0, 1), (2,0)], [(0, 1), (2, )], [(1, 1), (1, 0)],
[(1,1),(2,0)], (1, 1), (1, )], [(1,1), (3, D], [(2,1), (1,0)}, [(2, 1), (1, 1)},
[(3,1),(1,0)},[(3,1), (3,0)],[(3, 1), (1, 1)],[(3, 1), (3, 1)].

En el caso t = 6, los elcmentos que se proyectan via F' sobre elementos

(n,m, —)p para n,m de paridad distinta son aquellos [(a1, b1), (az, by)] de modo
que

by =0, a; +ay > 11;

6

b =1, a1 < as.

SALIDA: un conjunto de gencradores de la parte conmutadora para una basc de

matrices cociclicas sobre Dosa, t = 1,2, 6. Asumiendo que K? = 1, obtenemos

t=1 t=2 t=6

Al A1 A2 A2 AG AG
Bl B1 32 Bg BG BG

1 1 1 1 1 1 K

11 1 K 1 1 1 K 1 K K
3 1= 3 A2_ y B2:

11 1 K 1 1 K K 1 K 1

1 K K K 1 K 1

N
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11 --- 1 1 1 K K K
1 1 1 K 1 1 K K
Ag=| : R I Bg=1|: : Do
11 .-+ K K 11 -+ 1 K
1 K - K K 11 -~ 1 1

La matriz Ag se suele denominar reversa negaciclica.

En general, se puede probar que para t > 2 el calculo de H3(Day.2) se reduce a las

matrices
200
00 0 -1 -t O
D; = 00 0 and Q: = 1 t—-1 0
0 0 1
0 0O

de modo que Hy(Dyta) = Z5 y la informacién 2-homolégica se concentra en aquellos

elementos con coordenadas (n,m, —)s para n,m de paridad distinta.

Asi, el conjunto de generadores de la parte conmutadora para una base de matrices
At At
B: B

matriz reversa negaciclica y B, consiste en la matriz cuyas filas son las propias de A,

cociclicas sobre Da;.9 se reduce a { ( , donde A; denota la correspondiente

pero dispuestas en orden 1nverso.

Debemos incidir en el hecho de que las matrices cociclicas sobre los grupos
dihédricos ya habian sido determinadas en [73], utilizando las técnicas desarrolladas

por Flannery.

Nota 4.4.16 El caso t = 2 fue estudiado asimismo en [52], donde se recogia que el

generador de la parte conmutatora era

R
GORISTI VRSN VRl R
Dol R~
e e e e e e
A RIS
I

—_ e e e e e e e
N v e B T~ I
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con B? = 1.

Esta matriz y la quc nosotros damos como generador difieren en el producto

(Hadamard) de un generador coborde C y un generador simétrico S, que son

1 11 1 1111 11111111
1 A1 A A A1 1 1 D1D1D1D
11 1141 A1 11111111
C:1A1AA11A S:1D1D1D1D
11 4111 41}/ 11111111}’
1 4114111 1 D1D1D1D
1 A A A A A1 A 1 1111111
11 1 44111 1 D1D1D1D
con A=D=-1.

La matriz C proviene de cualquiera de las aplicaciones oy : Dss — IK,, para
k€ {1,—1}, con

@(0,0)=1, «(1,0)=-1, «2,0)=-1, «3,0)=1,

a(0,1) =k, a(l,1)=k «a2,1)=%k «3,1)=—k.
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Programacion.

En este apéndice pretendemos explicar c6mo se ha llevado a cabo la parte de progra-
macién de los algoritmos descritos en la memoria, y comentamos aquellas rutinas que

nos parecen mds relevantes.

El trabajo de implementacién lo hemos desarrollado en MATHEMATICA, y se ha
de entender como una herramienta complementaria en la elaboracién de la memoria,
y en caso alguno como un paqucte informatico de calculo homoldgico a medirse a
nivel internacional con los consagrados Axiom [113, 116], MAGMA [38, 31], GAP o
KENZO (148, 144, 149].

De hecho, una intcresante labor que se nos abre en el futuro inmediato es la de
depurar, optimizar y traducir los procesos aqui descritos a alguno de los sistemas

anteriores.

Por este orden, abordamos primero el programa que calcula la homologia a partir
de 1a forma normal de Smith de las matrices asociadas a la diferencial; después, el
programa que calcula el modelo de una dlgebra conmutativa diferencial graduada; y,
para terminar, aquel que determina la homologia dc los productos semidirectos de

grupos tratados en el capitulo cuatro.

A partir de éste, se podria elaborar otro programa que generase matrices cociclicas
y matrices cociclicas de Hadamard sobre estos productos semidirectos de grupos.
Nosotros s6lo lo hemos hecho para casos particulares, algunos de los cuales se han

descrito en el capitulo cuarto.

203
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A.1 Calculo explicito de la homologia entera.

En [133] se describe un método para calcular la homologia entera de mddulos libres
de tipo finito (i.e., con un ndmero finito de generadores en cada grado), en funcién del
calculo de formas normales de Smith [170] de las matrices que representan en cada
grado el operador diferencial del médulo de partida.

M4s concretamente, supongamos que (M, d) es un DG-moédulo libre sobre Z de
tipo finito. Vamos a determinar una descomposicién de M, en la forma M, =U, ®
Vo ®W,, donde d(U,) C W,_1, d(V,) =0, d(W,) = 0y la expresién de dy |y, respecto
de unas bases adccuadas de U, y W,,_ serd de la forma

con bz €N y b1|b2| s |bl

Scan Z, = Kerd, y B, = Imd,, los ciclos y bordes correspondientcs en grado
n. Definimos W,, como el submédulo de M, generado por los bordes generalizados,
que son todos aquellos elementos que admiten un multiplo entero no nulo en B,.
Evidentemente, B, C W, C Z, C M,,.

Con estas definiciones, estd claro que Z,/W, da la parte libre de H,(M); de
modo que si {d;,...,d;} es una base de W, y {c1 + Wy, ...,cx + Wy} es una base
de Z,/W,, entonces {ci, ..., ¢k, dy,...,d;} conforma una base de Z,. Si tomamos V,
como ¢l médulo de base {c1,...,ck}, todas las condiciones de partida se verifican, a

excepcion de la expresidon matricial de d,,.

Para salvar esta cventualidad, basta tomar la forma normal de Smith D, de la

matriz M, que representa d,, de modo quc respecto de unas bases {es,...,€,} de Cy
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y {€},...,e;} de Cyy, se tiene que

bp -«- 00 -+ 0
D, = 0 b 0 0 ’
0 0 0 0
0 - 00 0
pXq
con bz c IN, b1|b2| v \b[
De este modo, {ei41,-..,€p} conforma una base de Zy, {€},..., €} conforma una
base de W,,_; y {b1€},...,bie;} conforma una base de Bj,_;.

Para caleular Hp(M) = Z,/Bn & (Zn/Wy) © (Wy/B,), bastara realizar las de-
scomposiciones anteriores para las matrices M, (obtenemos Zy) Yy Myt (obtenemos
Wny Bn)

Nétese que el sumando (Z,/W,) corresponde a la parte libre (por tanto, tantas
copias de Z como diferencia de las dimensioncs de Z, y W,.), y el sumando (W,/B,)
corresponde a la parte de torsién (y los coeficientes b; > 1 de los generadores de W,

en B, dan los indices de torsién).
Comentemos la implementacién que realizamos de este proceso en MATHEMATICA.

Para el cdlculo de la forma normal de Smith, nos servimos del paquete elaborado
por David Jabon en 1994 desde la Eastern Washington University. '

En este paquete hay disponibles cuatro funciones elementales, a aplicar sobrc una

matriz de enteros A:

e SmithForm[A] da la forma normal de Smith D de A.
e ExtendedSmithForm[A] devuelve la lista { D, { P,Q}}, donde D = PAQ;

e InvariantFactors[A] devuelve la lista de los factores invariantes de A, esto

es, los elementos en la diagonal de D.

e ElementaryDivisors[A] devuelve la lista de los divisores elementales de A,

esto es, los elementos de la diagonal de D que son distintos de 1.
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A partir de estas funciones clementales, es ficil implementar una rutina para el
célculo de la homologia de M en grado n, conocidas las diferenciales d,, y d,+1. Este
proceso dependera de la codificacién elegida para los generadores del DG-moédulo M.

Este serd el procedimiento que seguiremos para poder calcular las homologias de
CDGAC-élgebras y productos semidirectos de grupos abelianos, con dato de entrada
las diferenciales correspondientes que dan los teoremas 2.9 y 4.2.7, respectivamente.

En las secciones que siguen estableceremos sendas codificaciones en Mathematica

para estas formulas.

A.2 Homologia de CDGAC-algebras de tipo finito.

Vamos a implementar un programa en MATHEMATICA que calcule la diferencial dy,
del Teorema 2.9, propia del modelo que provee el Teorcma 3.2.5.

Este programa tomara como datos de cntrada el nidmero n1 de factores que com-
ponen el producto torcido inicial (4; @ - -+ A, d), con A; € {E, P}, y las imégenes de
los n1 generadores por la diferencial d.

Recordemos que la expresién para dy, es

doo - ((fEP® t ®fB‘P)(1®t_2 @ fﬁ@) ’ "f)_f;@ (540

t—2
o (=10 [ (850 + Y- 950(17 7 ® 980) (199 ® 620) (1 @ o) - faol+
10 j=1
t—1 i '
+956 - (1572 ® gre) Y _(95rf2r® -~ ®garfar ® ¢5r @ 170
j=0

o(1®t_2 ® fae) " f}?c-p])(sd]Z o [gpe (1®t_2 ® 9s0)(9sr ® QEP)]v
donde
k

(D) @ @ ag| (@ @ @ ap)| - laf @ - @ ay),
i=1

parae,-=i+|a%®~-®a,11|+---|a’i®---®ail|.

El sistema de codificaciéon que hemos clegido es el siguiente:
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e Para los elementos del modelo homolégico ®¢_, hBA;, listas de listas de longitud
t 41 de la forma {\;,%;1,-..,%;}, que representan combinaciones lineales del
tipo
T\ @ @ Wi,
J
e Para los elementos en B(®!_;A:), lis-
tas de listas de la forma {Mm, {m1s -« ImLt)s -« - Uimmmas - - ° yImonm.t ), QUe
representan combinaciones lineales del tipo
S At @ o @ winhe] i @ - @ wimn],
m
e Para clementos en B(4) ® B(4'), listas de pares de elementos de la forma

anterior.

El primer dato a introducir es el nimero de factores n1 que componen el dlgebra

producto torcido inicial.

Label[Inicio];
ni=Input["How many factors do compose the product algebra A?"];

Después, se pide el grado de cada uno de los generadores, y se almacena cn una

lista dim1, que contempla una segunda componente, que identifica con un ndimero si
el 4lgebra factor en cuestion es un dlgebra polinomial (0) o exterior (1). En la lista

posalgext se almacenan los indices que corresponden a dlgebras exteriores.

dini={ };

Dol

Print["Please, introduce degree of generator ",i," om A"];
a=Input[];
dimi=Append(dimi,a]l,

{i,n1}1;
dim1=Transpose [Table [{Mod [dim1[[i]1],2],dim1[[i1]},{1i,n1}1];
posalgext=Select [Table[i,{i,n1}],dimi[[1,#1]1]==1&];

(*

The number of factors on A is nl. Characters and
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generator degrees are located on the list diml.

*)

La diferencial d actuando sobre cada generador se codifica como una lista de
listas de longitud ¢ + 1, cuya primera entrada corresponde con un escalar y el resto
marca cl generador de grado esa entrada multiplicada por el grado del generador

correspondiente.

Print["The ",ni," generators of A are denoted by uli]."];
Print["The perturbation datum delta is determined by
its images upon ufli], which are assumed
to be lists of length ",ni+i,""];
Print["The first element in the list corresponds
to the scalar coefficient."];
Print["The following elements represent the exponent of
the associated power of the generator of
the correspondent algebra factor."];
delta={};
Dol
Print["Please, introduce delta(u[",i,"])
as a list of lists of length ",nl+1];
delta=Append[delta,Input[]],
{1i,n1}]1;

Para simplificar combinaciones lineales en el modelo se utilizan las siguientes fun-

cioncs.

coincieen[11.,12_1:=Module[{i},
1=0;
Dol
If(
Rest [11[[i1]1]1]==Rest[12],
i=i1],

{i1,Length[111}]1;
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il;
simplmodelo[11.List,12 List]:=Module[{k,j},
If[
12[[1]]1==0,k=11,
j=coincieen(11,12];
If[
j==0,k=Append[11,12],
ReplacePart[11,Prepend[Rest[12],
11[[5,111+120[1117,311];
k] ;

Si se quisiera extender la definicién de d para que se pudicra aplicar sobre cualquier
elemento, bastaria definir una funcién apropiada que extendiera a d en forma de
derivacién. Este es el cometido de la funcién apdeltal. La funcién simplalgebra
controla que la regla de la derivacién se aplique bien, en el sentido de que sc considere
nulo cualquier elemento con un generador de un dlgebra exterior elevado a una poten-
cia mayor que 1, o que el producto de generadores de dlgebras de potencias divididas

dé lugar al coeficiente binomial correspondiente.

apdeltal[1_]:=Fold[simplmodelo,{Table[0,{il,n1+1}1},
Flatten[Map[apdelta2,1],1]];
apdelta2[1 ]:=Module[{pos,k},
k={Table[0,{il,n1+1}1};
pos=Select[Table[1+i1,{il,n1}],1[[#1]1]=!=0&];
k=Join[k,Flatten[Table[apdelta3[1l,pos[[i1]]-1],
{i1,Length[posl}],111];
posalg(1.]:=Module[{il},
Dol
If[1[[1+posalgext[[i1]]11]1>1,Throw[False]],
{i1,Lengthlposalgext]}];

Throw[Truel];
simplalgebraf(l_] :=Module[{k},
If [Catch[posalgll]],
k=1,

k=Table[0,{il,n1+1}1];
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k];

apdelta3[l_,il1.]:=Table[simplalgebra[Prepend[(Rest[1]-Insert[
Table[0,{i2,n1-1}],1,i1])+Rest[delta[[i1,i3]]],
1[[1]1*deltal[i1,13,1]1]1*((-1) “Apply[Plus,Take[1,{2,11}1])
*Prepend[12,Product [Binomial[1[[i4 + 111 + deltal[i1, i411, 1[[i4 +

1111, {i4, ni}1111,
{i3,Length[deltal[i1]111}];

Se puede implementar una pequefia rutina de comprobacién que indica que d

verifica ser nilpotente de orden 2.

Print["Checking that delta is well defined as a
perturbation datum."];
Print["Wait a moment, please."];
comprobar1[11_,i1_]:=If[
(Apply[Plus,Rest[11]*dim1 ([2]1]1]1==dim1[[2,i1]]-1) ||
(11[[111==0),
True,
False];
comprobar2[11_,i1.] :=Module[{},
Dol
If[
comprobari1[11[[i2]],i1],,
Throw[Falsel],
{i2,Length[111}]1;
Throw[Truel];
Dol
If[
Catch[comprobar2[deltal[i]],il],,
Print["The given data do not define a
perturbation datum, since delta(u[",i,"])
is not of the appropiate degree."];
Goto[Iniciol];
If [apdeltal[deltal(i11]1=={Table[0,{j,n1+1}1},,
Print["delta does not define a perturbation
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datum: delta~2(ul[",i,"]) is not zero."];
Goto[Inicioll,
{i,n1}];
Print["0K to proceed with the computation.'];

Ahora procedemos a codificar las inyecciones gs¢ Y gsp-

gss(m(o@)) = [ul - [ul,  gzelo()) = 0]

El codigo no necesita de explicaciones.

(*
A basis element of simplicial degree t of B(Ai(u))
is codified as a list of length t+1, so that
{1ambda,{s1},...,{st}} is in correspondance with the
element lambdalu~si|...|lu"st]l. Elements in the
homological model of B(Ai) are codified as pairs
{lambda,exponent} and their linear relations.
*)
(*
g3[n] [{lambda,t}] gives the image of lambda*gamma_t (sigma (u))
by the inclusion morphism on the homological model
of B(Ai)]), with n=0 if Ai=P and n=1 if Ai=E,
as it is the case.
*)
g3[1]1[1.]:=Module[{k},
1£[1[[2]11==0,

k={1[[111,{}}.

k=Prepend [Table[{1},{i,1[[2]11}1,1[[1]1]]];
k];
g3[01[1.] :=Module [{k},

If[1[[2]1]==0,
k={1[[111,{}}.
1f[1([2]1]==1,
k={1[[111,{1}},
k={0,{}}11;
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kl;

Para implementar las proyecciones fzz v far,

o), sim=1yr=1,
0, sim>16r >1;

fas(lul ¥ u]) = wlo @), fap(f™ o]+ o)) = {

procedemos de la siguiente manera.

(*
The output of f[n][1] is a list of length 2,
{lambda,t}. The first element (lambda)is
nothing but the corresponding scalar integer.
The second element (t) corresponds to the
exponent of the generator u on the homological
model of B(Ai) with n=0 if Ai=P and n=1 if Ai=E,
as it is the case.
*)
£f[1]1[1.] :=Module[{k},
If [Length[1[[2]]1]==0,
k={1[[1]1],0},
k={1[[11],Length[1]-1}1;
kl;
£[0] [1.] :=Module[{k},
If[Length[1[[2]1]1]1==0,
k={1[[11],0},
If [(Length[11==2)&&(1[[2]1]1=={1}),
k={1[[11]1,1},
k={0,Length[1]1-1}1];
k];
f[dimen List] [1_List] :=unif2[Tablel
fldimen[[i111[1[[4i]1],{i,Length[dimen] }1];

Del mismo modo, se puede implementar los operadores de homotopia

[v]oT o2 [omm], siry > 1,

¢z =0, QSEP(['UTII T lvrm]) = { 0, sirp <1.
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El cédigo es

(*
The function hofi[n][1] computes the image of an
element 1 in B(An) by applying the homotopy operator
of the contraction. Notice that hofi is necessarely
zero in the case Ai=E.
*)
hofi[1][1.]:=0, ;
hofi[0][1.]:=Module [{k},
k=20, ;
If[1002]] == {}, .,
If[1[[2]]1=!={1},
k=Join[{1[[1]],{1},1[[21]1-1},Drop[1,2]11];

k];

La férmula de gz, consiste en el producto shuffle

9se([a1] - an] ® [g1]+ lgm]) = (01 ® 1] -+ [an @ U ¥ [1® 1] -+ |1 ® gm]-

Pero, en verdad, nosotros no estamos interesados sélo en implementar gse, sino

también cada composicién del tipo (1%} ® gpe) -+ + (182 ® g36)-

Para ello, bastars definir una funcién gbar[i] [11,12] que lleve un elemento de
B(A)®B(Aiz1® - ® A;) en otro de B(4; ® - ® A;), puesto que los primeros ¢ — 1

factores permanecen inalterados.

En el cédigo que sigue, las funciones *aument* calculan listas de shuffles y las

funciones gradoshux calculan los signos adecuados.

(*
Function gbar[i][11,12] computes the image of
the inclusion morphism of the bar contraction,

applied to the given simple elements 11 and 12 in B(Ai)

and B(Ai+1x...xAnl), respectively.
*)

aument [6_] [k6.] :=Table[Join[k6,{j5}1,{j5,Last [k61+1,j6}];
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apaument [j6_, j5_] [k6_] :=Flatten[Map[aument [j6~j5+1+Length[k6[[11]1]1],k6],1];
shuf [j5_,1] :=Table[{j6},{j6,1,35}1;
shuf [j5_,j6.] :=Nest [apaument [j5, j6] ,shuf [j5~j6+1,1],j6-1];
insertarlistal[11_,12_][13_] :=Module[{k},
insertarlista2[12_,14.] :=Insert[12, 14([[1]], 14[[2]1];
gradshuf2[k1_] :=1+Apply [Plus,k1*Take[dim1[[1]],-Length[k1]]];
gradoshu[1] [k2_,k3.1:=1;
gradoshu[0] [k2_,k3_] :=Module [{suma},
suma=0;
Dol
suma=suma+Apply [Plus,Map[gradshuf2,Take[
k2,{2,1-i1+k3[[1111}1]1]1,
{i1,Length[k3]}1; (-1)"sumal;
mezclar[ki_,k2_,i_] [k3_] :=Prepend[insertarlistalRest [k1],
Rest[k2]] [k3],k1[[1]]*gradoshuldimi[[1,i]]1] [k2,k3]];
anadiri[i_, 11.J[12.] := Maplanadir2[i, 11], 121;
anadir2({1, 11.1[12_] := Join[1l1, 12];
anadir2[0, 11.1[12.] := Join[12, 111;
gbar[1.][11_,12.] :=Module[{k,shuffle,m1,m2},
I£[110011] == 0 Il 12[[11] == 0, k = {{0, {}}},
If[11[121] == {},
I£[12[[2]]1 == {},
w={{11[[1]11*120[111, {}}}.
k ={Prepend[anadiri[1, {0}][Rest[12]1], 11[[111%12[[1111}],
k=Prepend [anadir1[0, Table[0, {i1l, nl -
i}1]1 [Rest[1111,11[[1131*12[[11]1];
If[1200211 =t= {},
mi=k;m2=Prepend(anadiri[1, {0}1[Rest[12]], 1];
shuffle = shuf[Length[11] + Length[12] - 2, Length[l1] - 1];
k = Map[mezclar[ml, m2, i], shufflel, k = {k}]
11;
k1;

La proyeccién fze actuaba en la forma

m

foo([a1 ® ai] . .- |am @ ap,]) = D vilas] - - - las] ® [aly,] - -+ |ag,),
1=0
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donde v; era cero cuando alguno de entre {a;;1,...,an,a},.-.,a;} DO era escalar, y
su producto en otro caso.

Razonando de igual modo que antes, procederemos a implementar una funcién algo
m4s compleja fbar[i][1], que sea valida para composiciones de la forma (19?2 ®

foe) -+ (1971 ® fra)-

Las dificultades que surgen son, principalmente, detectar qué indices dan lugar a
sumandos no nulos, y determinar los signos correctos de cada sumando. Las funciones

cotax y signo ayudan en este propdsito.

(*
Function fbar[i][1] computes the image of an element 1
of B(Aix...xAn) by the projection of the bar contraction.
*)
fbar[i_][1_]:=Module[{k,mi,m2,cota1,cota2,cota3,cota4,t},
If(

TFLLL[2)]=={},k={{{2 00113, {}}.{t.{}}}},
mi=Table[{First[1[[i1]11},{i1,2,Length[11}];
m2=Map[Rest,Rest[1]];
t=Length[mi];
cotal=t+1-Position[Append[Reverse[m2],Tablel0,

{i1,n1-i}11,Table[0,{il,n1-i}],1,1];
cota2=Position[Append[m1,{0}1,{0},1,1]1-1;
cota3=Last [Prepend[Select [Table[il,

{i1,t}],m1[[#1]1=1={0}&],011;
cotad=First [Append[Select[Table[il,{i1,0,t-1}]1,

m2[[#1+1]]1=!=Table(0,{il,n1-i}1&],t1];
cotal=Max[cotal,cota3];
cota2=Min[cota2,cota4];
coger[11.,i1.]:=Take[1l1,i1];
coger[11.,01:={{}};
If [cotal>cotal,

k={{{o.{}}.{o.{}}}},

k=Table[{Join[{1[[111},coger[ml,i1]],
Join[{1},coger[m2,i1-t11},{il,cotal,cota2}]1];
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k];

La férmula de ¢35, que provee el Teorema 3.3.3 a través de la teoria de inversiones,
resulta ser

n—q—-1
¢ro(a1 ®ai| - lan®@ar) = D D (-1)*
ge{ri#0} p=0
[alGQC%J'"Ian—p-q—l(g)a;—p—q—l|a;—p—q'"a%—q|an—P—QI.“lan—ﬂla%—q+l|"'|a;L
donde
n
sg=n-—p—q—1+la|+ +|an_p_g1| + Z (lax] + -+ + las])+
i=n—g+1
n—g—1
+q(lag] + -+ lanql) + D (layl+ -+ lai]) + (p = D(lay] + -+ +Jag o)+
i=n—p—q
n—q n Jj-=1
+ > lad(lgl+ - Flan )+ D2 D lagllail-
i=n—p—q j=n—q+1k=1

El c6digo de esta féormula es el siguiente.

(*
Function phibar[i] [1] computes the homotopy operator of
the bar contraction acting on 1. Notice that the
contraction consists in B(Aix...xAn)-->B(Ai)xB(Ai+1x...xAn).
*)
phibar[i_][1.]:=Module[{k,m0,m1,m2,m3,m4,n,x},
If(10021]=={},k={{0,{ }}}.
n=Length[1]-1;
x=First [Append[Select[Table[il,{il,n}],
1[[n+2-#1,111="=0&] ,n+11];
gr[11.] :=Apply[Plus,l1*Take[dim1[[2]],-Length[11]]];
mi[il_,i2_]:=Take[l,{2,n-11-i2}];
m2[il_,i2_] :={Prepend[Apply[Plus,Tablel
Rest[1[[i3]1],{i3,n+1-i2-i1,n+1-i1}]11,01};
m3[i1_,i2.]:=Table[Join[{First[1[[i3]111},Table[0,
{i4,Length[1[[2]1]11-1}11,{i3,1+n-i2-i1,1+n-11}];
m4[i1_,i2_] :=Table[Prepend[Rest [1[[i3]]],0],
{i3,n+2-1i1,n+1}]1;
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mO[i1_,i2]:=Module[{signo},
signo=n-il-i2;
signo=signo+Apply[Plus,Table[Apply[Plus,
Table[gr[Rest[1[[j2111],{j2,2,j1+1}1],
{j1,n-i1-i2,n-i1-1}11;
signo=signo+(i2+1)*Apply [Plus,Table[gr(
Rest[1[[j1]111,{j1,2,n+1-11}]1];
If[dimi[[1,i]]==1,
signo=signo+Apply[Plus,Table[Applyl
Plus,Table[First[1([j2]1],
{32,2,j1+#1}11,{j1,n-11+1,n}11;
signo=signo+Apply[Plus,Tablel
First[1[[j111],{j1,2,n-i1-i2}]1];
signo=signo+il*Apply[Plus,Tablel
First[1[[j1117,{j1,2,n-i1+1}11;
signo=signo+Apply[Plus,Tablel
First[1[[j1]1]1]*Apply [Plus,Table[
griRest[10[j2]111,{j2,j1,n}1],
{j1,n+1-i1-12,n+1-i1}1];
signo=signo+Apply[Plus,Tablel
Apply[Plus,Table[First[1[[j1]1]]#
grlRest[1[[j2111],{j2,2,31}11,
{j1,n-i1+2,n+1}11];
signo=(-1)“signo;
signol;
k=Flatten[Table[Table[Prepend[Join[m1[il,i2],
m2[i1,i2],m3[i1,i2],m4[i1,12]1],1[[1]1]1*m0[i1,i2]],
{i2,0,n-i1-1}],{i1,0,x-1}1,111;
k];

Ahora, sélo queda engarzar convenientemente las aplicaciones anteriores.
(*

Function deltabar gives the perturbation operator acting on B(Alx
.. .xAn1)

related to delta, applied on a list of elements of B(Alx ...xAnl).



218 A. Programacion.

*)

(*

Function diftotal gives the full perturbed differential morphism on
the

homological model. Its input data comsists in a list of elements of
the

model, which are lists of length nil+l.

*)

(*

The function unif2 transforms a list {{lambda.il,
t.1},...,{lambdani,t ni}}

of elements of single models of B(Aij) into an unique list,
which is an element of the model of B(Ailx...xAinl).
The inverse function is called desunif.
*)
(*
The function simplmodelo is used to simplify the output data of the
differential morphisms.
*)
(*
The full inclusion morphism is called gcompleta. Its input data
consists in a list of lists of length nl+l. The output data consists
in a list of simple elements in B(Alx...xAnl).
*)
(*
The input data of the full projection morphism (fcompleta) consists in
a
list of simple elements in B(Alx ...xAn1). The output data consists
in a
simplified list of elements (lists of length nl+1l) on the homological
model.
*)
unif2[1.] :=Module[{11,12},
{11,12}=Transpose[1] ;Prepend[12, Apply[Times,11]]1];
desunif[1.]:=
Partition[Insert[1,1,Table[{i+2},{i,Length[1]-2}]],2];
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diftotal[1_]:=Module[{k},
k=Fold[simplmodelo,{Table[0,{il,n1+1}]}, Flatten[Map[dpert,1],11];
If[k[[1,1]1==0,If [Length[kl==1, ,k=Rest[k]1];
k];
inybarl[l_]:=F1atten[Map[inybar2,l],1];
inybar2[1.] :=Module [{j,k,k2},
j=Length[1];k2=gbar[j-11[1[[j-111,1[[j1]1];
k=Table [Append [Drop[1,-2],k2[[i11],{i,Length[k2]}];
k];
gcompleta[l.] :=Flatten[Map[gcomp,1],1];
gcomp[1_] :=Module [{k,num},
k=desunif [1] ;k=Table[g3[dim1[[1,i111[k[[i11],{i, ni}];
If[nl==1, ,k=Flatten[Nest [inybarl,{k},n1-1],1]];
k],
(* La entrada de proybar0 es una lista de elementos de B(Alx...xAnl).
*)
proybar0[1_]:=Module[{k},
If[nl==1,k=1,
k=proybarl[Map[List,1]];
k=Nest [proybarl,k,n1-2]];
k]; proybar1[l]:=Flatten[Map[proybar2,1],1];
proybar2[1 ]:=Module[{k, j},
k=fbar [Length[1]] [Last[1]];
k=Table[Join[Drop[1,-11,k[[i]]1],{i,Length[k]}];
k];
fcompletal[l.]:=Module[{k},
k=Fold [simplmodelo,{Prepend[Table[-1,{ij,n1}]1,0]},
Map [f [dim1[[1]]],proybar0[1]]1];
1f [Length [k]==1,k={Table[0,{ij,n1+1}1},
k=Rest[k]];
k];
proybar3[1.,i_]:=Module[{k},
If[i==n1-1,k={1},
k=proybaril[Map[List,1]1];
k=Nest [proybarl,k,n1-2-i]];
k];
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(*
Notice that the output of deltabar must be a list of elements in
B(Alx...xAnl).
*)
deltabar[1.]:=Module[{k},
k=Fold[simplmodelo,{{0,{}}},Flatten[Map[deltabar2,1],1]1];
If[k[[1,1]1==0,If[Length[k]==1, ,k=Rest[k]]];
k];
deltabar2[1.]:=Module[{k},
If[Length[1[[2]]1]==0,
k={{0,{}}},
k=Apply[Join,Table[deltabar3[1,i+1],{i,Length[1]1-1}1];
If [Length[k]1==0,k={{0,{}}}1]1;
k];
deltabar3[1_,i_] :=Module[{k,j,k1},
k=apdeltal[{Prepend[1[[i1]1,1]1}];
If [k[[1]1==Table [0, {j,n1+1}] ,k1={},
j=Length[k] ;k1=Table[ReplacePart [ReplacePart[1,Rest[k[[j1]]],1i],
k[[j1,113%1[[1]]*sigdeltabar[1,i],1],{j1,Length[k]}]];
ki];
sigdeltabar[l_,i_]:=i-1+Apply[Plus,
Table [Apply[Plus,1[[j+1]1]*dim1[[111],{j,i-2}17;
(*
Both the input and output of function funcionfil are a list of
elements in
B(Alx...xAnl).
*)
simplificarbar[1_]:=Catch[Do[
If[1[[j11=={0,{}},,Throw[Truell,
{j, Length[11}1;
Throw[Falsel];
funcionfi2[1_] :=Module[{k, hi1},
k={{1}};h1=1;
While[simplificarbar[Last[k]],
k=Append [k,Flatten[Map [funcionfi3[h1],Last[k]],1]];h1=h1+1];
Flatten[Drop(k,-1],1]1]1;
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funcionfil[1_]:=Flatten[Map[funcionfi2,1],1];
multiprimer[i.] [1.]:=ReplacePart[1,1[[1]]1*i,1];
funcionfi3[h2_] [1.]:=Module[{k, k1,k2,j,k3},
k=deltabar[{1}];
If [k=={{0,{}}}.k3=k,
k3={};Do[
k1=Map [multiprimer [(-1)h2],funcionfi4[k[[j111];
k2=Map [multiprimer [(-1)h2],funcionfi7 [k[[111];
k3=Join[k3, k1, k2],
{j, Lengthlk1}11;
k3];
funcionfi4[1.] :=Flatten[Table [funcionfi5[1,i],{i,n1}]1,1];
(%
The output of funcionfib consists in a list of elements in B(A)
endowed with the corresponding signs.
*)
funcionfi5[1.,i.] :=Module[{k},
k=Flatten[Map[funcionfi6[i],proybar0[{1}1],1];
k];
gradofi1[1_,i.]:=Apply[Plus,Table[Length[Flatten[Rest [1[[i1]11],1]]+
Apply[Plus,Apply[Join,Rest[1[[i1]]]]*dim1[[2,il]]],{il,i—l}]];
funcionfie[j_][l_]:=F1atten[Nest[inybar1,Map[multiprimer[(—i)gradofil[1,j]],
{Join[Table[g3[dim1[[1,il]]][f[diml[[i,il]]][1[[i1]]]],{i1,j—1}],
{hofi[diml[[l,j]]][1[[j]]]},Table[1[[i1]],{ii,j+1,n1}]]}],n1—1],1];
funcionfi7[1.]:=Flatten[Table[funcionfi8[1,il,{i,n1-1}1,1];
funcionfi8[1_,i. :=F1atten[Map[funcionfiQ[ni—i],proybar3[{1},i]],1];
funcionfi9[i ] [1.]:=Module[{k},
k=phibar[i] [Last[1]]; k=Table [Append [Drop[1,-11,k[[j11],{j,Lengthlk]}1;
k=Flatten[Map [funcionfii0[i] ,k1,1];
k];
funcionfi10[i_]1[1.]:=Modulel{k,j},
otrosigno[il.]:=Module[{p},
If[1[[i1,21]=={},p=0,
p=Length[1[[il]]]-1+App1y[P1us,Join[Rest[l[[il]]]]*diml[[i,il]]]];
pl;
j=App1y[P1us,Table[otrosigno[i1],{11,1—1}]];j=(—1)j;
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k=ReplacePart[1,ReplacePart[1[[i]],j*1[(1i,1]1],1],i];
Flatten[Nest [inybarl,{k},i-11,111;
(*
The output of dpert consists in a list of lists of length nl+i,
which are single elements of the homological model.
The input data consists in a single element of the homological model.
*)
dpert [1.] :=Module[{k},
k=gcompletal{1}];
k=fcompleta[deltabar [funcionfil[k]]];
k];

A.3 Homologia de productos semidirectos.

Ahora, los datos dc entrada son sendos grupos finitos A = Z,, x -+ x Z,, y G =
Ly, X o X Ly, y una accion de grupos x.

La expresion de la diferencial a calcular en este caso viene dada por el Teorema
4.2.7,

=1 k-1
d=1%® dn,, ® 1% H 1% + 19¢ (3 1% Q@ dn,,, ® 1®k—i-1) |
=0 i=0
+ [(fm ®-- '®fnt)(1®t_2®fﬁ®) T fE@] ® [(f'ml &®-- '®fmk)(1®k_2®fﬁ®) . fﬁ®] tNo
k—1

Z[(1®t®95® e (1®k_2®gﬁ®) Z(gml Sm, @ "&Gm; fmJ' ®¢mj+1®1®kqj_1)(1®k_2®fé®) '

>0 j=0
t-1

+98g " (1®t_‘2 ®QE®) E(gmfm ®:-- '®gnjfnj ®¢n]—+1 ® 1®t_j_1)(1®t_2 ®f§®) e fE@]

7=0

®[gff® e (1®k_2 ® gE®)(gm1fm1 Q@ @ gmkfmk,)(1®k_—2 ® fff@) et ffi®]) tm]i ' (_1)1'0

olgse (1%2 ® gae) (Gns @+ ® gny) ® G5s -~ (1% 2 ® g56) (Gny ® -+ - ® gy )]-

Para implementar esta férmula en MATHEMATICA, volvemos a considerar una
descomposicién en funciones elementales més simples, como hiciéramos en el caso de
CDGAC-Aalgebras.

- faet
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En este caso, los elementos del modelo homoldgico
E(uy, - s k) @ T(wy, -+, Werk)

se codifican como listas de listas de longitud ¢+ k+ 1 de la forma {Xg, ni, -+« Tethsiks
que representan la combinacién lineal
k+t
Z Ai U?lOd[nj’i’z]w_gnj’i/Q].
i =1
Para codificar los elementos en B(Z[Z,]), en vez de utilizar listas de la forma
{ni,...,nn}, con entradas que representan congruencias candnicas; vamos a uti-
lizar una manera distinta, que nos servird a modo de comparacién con la codificacion

seguida en el caso de CDGAC-4lgebras.

Asi, identificaremos By, (Z[Z,]) con un (n — 1)™ espacio vectorial, de modo que
el elemento [n|- - - |nm] se corresponde con el j-ésimo vector de la base canénica, con

j=n1+(ﬂ2*—1)*(n~1)+---+(nm—1)*(n—1)m_1.

Se trata, pues, de un cambio de base n — 1 a base decimal.
El proceso es reversible para n > 2, con sdlo tomar m = log,_,(n — 1)™.
El caso n = 2 tendré que ser, por tanto, distinguido en la codificacion.

Los escalarcs {),0} del modelo homolégico se corresponderdn con los escalares
{X{}} de B(Z[Z,)).

Las rutinas de entrada de datos y verificacién de que la accién dada es una accién
de grupos, son similares a las implementadas en el caso de CDGAC-éalgebras.

Label[Inicio];
ni=Input ["How many factors does A decompose into?"];
n2=Input ["How many factors does G decompose into?"];
dim1={};
dim2={};
Dol[
Print["Please, introduce factor ",i," om A."];
dimi=Append[dim1, Input[]],
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{i,n1}];
Do[
Print["Please, introduce factor ",i," on G."];
dim2=Append[dim2,Input[]],
{i,n2}]1;
(*
The number of factors on A y G are nl and n2, respectively.
Their associated dimensions as finite groups are located
on the lists diml/2.
*)
Print["The ",nl1," generators of A are denoted by ulil
and the ",n2," of G by eljl."];
Print["The action X is determined by the elements X(e[jl,ulil),
which are assumed to be lists of length ",n1,"."];
Print["There is a natural correspondence between the
components of these lists and elements on the factors of A."];
accion={};
Dol
accion=Append[accion,{}];
Dol
Print["Please, introduce X(e[",j,"],ul",i,"])
as a list of length ",n1];
accion[[i]l]l=Append[accion[[i]], Input[]],
{3,m2}1,
{i,n1}1;
simp[1.List,k_List]:=Table[Mod[1[[i]],k[[i1]],{i,Length[1]}];
acl[g List] [a_List]:=Module[{k,h},
h=simp(g,dim2];
k=a;
Dol
k=Nest[ac2[jl,k,h[[j11],
{j,n2}1;
k];
ac2[j_Integer] [k_List]:=
simp[Apply[Plus,Table[k[[il]l*accion[[i,j11,{i,n1}]1],dim1];
Print ["Checking that X is well defined as a group action."];



A.3. Homologia de productos semidirectos. 225

Print["Wait a moment, please."];

Dol
Dol
If (Nest[ac2[j],Insert[Table[0,{il,n1-1}],1,i],
dim2[[j111==Insert([Table[0,{i1,n1-1}1,1,i],,
Print["The given data do not define a group actiom,
since X(",dim2[[j]1,"e[",j,"],ul",i,"]) differs
from ul",i,"]."];
Goto[Inicio]l],
{3,n2}1,
{i,n1}]1;

Print["0OK to proceed with the computation."];

Para codificar g,,

gn(u) = [1]7
(@) = Teaeza Lzl 1kl
Qn(“’)’k(w)) = le,...,mkeln“'x]' e |1l$k11]’

creamos primero una funcién base[n,t], que genera todas las listas {z1,...,Z/2)}
tal que gn (uMoM-Ay, 15 (w)) coincide con la suma de todos las tuplas {1,21,1,22,...}
de longitud ¢.

Esto significa que tenemos que construir una lista de todas las tuplas de longitud
[t/2] que podamos formar a partir del conjunto {1,...,n —1}. Este problema lo

resolvemos como sigue.

Llamemos v, a la tabla {{1},...,{n—1}}. Comenzando por v, consecutivamente
unimos cada uno de sus elementos a cada uno de los elementos de vg, de forma anidada,
[(t — 2)/2] veces. El resultado es justamente lo que perseguiamos.

(=
A basis element of simplicial degree t of B(Z[Zn]) is codified as
a list of length (n-1)"t, so that {ul,...,ut} is in
correspondence with the jth basis element of the vector space of
dimension (n-1)"t. Here, jth means the decimal integer
represented as {ul, A ,ut} in base n. The function basel[n,t]
generates the lists (x1...x[t/2]) such that the sum {1,x1,1,x2,...}
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generates the image by g of an element of degree t on the

homological model of B(Z[Zn]).

*)

basel[n_Integer] [1.List]:=Table[Join[{i},11,{i,n-1}];

base2[n Integer] [1.List]:=Flatten[Map([basel[n],1],1];

base[n_Integer,t.Integer] :=Nest [base2[n],Table[{i},{i,n-1}],
Floor[(t-2)/2]1];

El siguiente paso es traducir la lista anterior en la forma normalizada que hemos
tomado de patrén. Es nccesario cambiar las tuplas de base n — 1 a base decimal, y
sumar el resultado. Esto se consigue mediante las funciones conversion y baseaux.
La funcién g3 provee la salida buscada, atendiendo a las particularidades de los casos
t=0,1.

convert[n Integer,t_Integer] [1.List]:=
{1+Apply[Plus, (1-1)*Table[(n-1)~(2k+1),{k,0,Floor[t/2]1-1}11};
baseaux [n_Integer,t_Integer] :=Map[convert[n,t],base[n,t]];
g3[n_Integer] [1 List]:=Module[{il,t, k},
i1=1([11];
t=1[[21];
Which[
t==0,k={i1,{ }},
==1,k=Prepend[Table[0,{i,n-2}],11],
True,k=ReplacePart [Table[0,{i, (n-1)"t}],il,baseaux[n,t]]1];
k];
g3[2] [1.] :=Module[{k},
If[t==0,k={1[[11],{}},k={10[111,t}];
kl;

Ahora vamos a implementar la proyeccién f, : B(Z[Z,]) = E(u,1)®,I'(w,2),

falzln] - Nomlym] = {TTZ1 8% (23, 93) } ym (v),
fn[$1|y1| v |-Tm|ym|z] = {Sl(z) H:ll 52(-'1:12: yz)} u71rz(v)7

con §2 : Z, X Z, = Z vy s': Z, — Z definidos por

$2(i, ) = 0, sit+j<mn,
1, sit+72>2m
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s'()) =4, 1<i<n-—1.

Teniendo en cuenta que f, se aplica sobre una lista del espacio vectorial asociado
a B(Z[Z,)), para mejor definir f, sobre cualquier vector del espacio, en lugar de

hacerlo para los generadores.

La idea sera determinar cusles de los elementos normalizados no se anulan via fp,
para scleccionar las posiciones correspondientes en la combinacién lineal.

(*
The output of f[n][1] is a list of length 2, {lambda,t}.
The second element (t) corresponds to the degree of the basis
element on the homological model of B(Z[Zn]) which 1is
associated to 1 by applying the projection morphism of the
contraction. The first element (lambda)is nothing but the
corresponding scalar integer. Notice that the input data 1
consists necessarily in a list of length (n-1)"t.
Last function is called when computing the total differential.
*)
huniou[n_Integer][1_List]:=Tab1e[Join[{i},1],{i,n-l[[i]],n—l}];
parini[n_Integer] :=Flatten[Map[hunion[n],Table[{i},{i,n-1}11,1];
combinar[n_Integer,2][1_List]:=Modu1e[{pos,k,k1},
ki=parini[nl];
pos=Flatten[Outer[List,Table[il,{il,Length[k11}],
Table[il,{il,Length[11}1],1];
k=Table[Join[k1[[pos[[i1,111]],1[[pos[[i1,2]1]11]],
{i1,Length[posl}];
k];
anteponer [i_Integer] [1.List]:=Prepend[1,il;
combinar [n_Integer,0] [1 List] :=Map[anteponer[1],1];
fun[n_Integer] [1_List] :=Table[anteponer[i] [Join[1,{i}]],{i,n-1}1;
combinar[n_Integer,1][1_List]:=Flatten[Map[fun[n],l],1];
f[n_Integer] [1.List] :=Module({t,k,],v},
t=Log[n-1,Length[1]];
Which[
(Length[1]==2)&&(VectorQ[1[[2]111) ,k={1[[11],0},
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t==1,k={Apply[Plus,Table[i*1[[i]],{i,Length[1]}1],1},
True,k=Nest [combinar [n,2],parini[n],Floor{t/2]-11;
j=Mod[t,2];
k=combinar[n,j] [k];
v[k1 _List,11_List] :=ReplacePart[kl,First[11],
1+Apply[Plus, (Rest[11]-1)*Table[(n-1)"i,{1,0,t-1}111;
k=Fold[v,Table[0,{i, (n-1)"t}],k];
k={Apply[Plus,k*1],t}];
k];
f[dimen_List] [1.List] :=unif2{Tablel[
f[dimen[[i111[1L(i11],{i,Length[dimen] }11;

En la implementacién de la homotopia ¢, cstd envuelto un proceso recursivo, que

eleva la complejidad en la evaluacién del morfismo: ¢, = —¢,, con

nl =0, pulz] = Cla),
pnlzlylo] = [C(@)|ylo] + s*(z, ) [Piez, [Llno];

O(c) = z[uﬂ.

El dato de entrada normalizado consiste en una lista de longitud una potencia k de

(n —1). La salida seré cntonces una lista de longitud (n — 1)*t2.

Asi, el codigo queda

(*
Function hofi[n] [1] computes the image of an element 1
in B(Z[Zn]) by applying the homotopy operator of the
contraction. Both the input and output are lists of
length consecutive powers of (n-1).
%)
sumar[1_,i ]:=Table[1[[j11+1i,{j,Length[1]}];
hofi[n_Integer] [1 List]:=Module[{pos,t,k},
If([
(Length[1]==2)&& (VectorQ[1[[2]]]),
t=0;
k=Table[0,{i,n-1}],
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t=Log[n-1,Length[1]];
pos=Select[Table[i,{i, (n-1)"t}1,1[[#1]1]1=!=0&];
If(
pos=={},k=Table[0,{i, (n-1)"(t+1)}],
k=Apply[Plus,Table[filn,t,1[[pos[[i]1]],pos[[i]]],
{i,Length[pos] }1111;
k];
filn_,t_,j-,i-]:=Module[{k,k1,pos2,resl,res2},
k=Table[0,{p, (n-1) "~ (t+1)}1;
resl=Mod[i-1,n-1];
If([
resl==0,,
ki=sumar [Table[{1+j1*(n-1)},{j1,0,res1-1}],(n-1)*(i-1-res1)];
k=ReplacePart[k,-j,k11];
If[
t<3,,
res2=Mod[(i-1-res1)/(n-1) ,n-1];
If[
resl+res2+2<n,,
ki=hofil[n] [Insert [Tablel0,{p, (n-1)"(t-2)-1}],1,
((i-1)-resl-res2*(n-1))/(n-1)"2+11];
pos2=Select [Table[p,{p, (n-1)"(t-1)}1,k1[[#11]1=!=0&];
reemplazar3[11.,i1.1[12_,i2]:=ReplacePart[12,-j*11[[i2]],
(i2-1)*(n-1) "2+ (i1-1)*(n-1)+11;
reemplazar4[11_,il_,12_,13_]:=Fold[reemp1azar3[11,il],12,13];
k=k+Apply [Plus,Table [reemplazar4[ki,p,
Table[0,{h, (n-1)~(t+1)}],pos2],{p,n-1}1111;
k];

Enfrentémonos ahora a la codificacién de gz,

gso(lar] - lan] @ [g1] - |gm]) = a1 @ 1] -+ an ® U [1 ® g1 -+ [1 ® g].

Aligual que ocurriera en el proceso de implementacién de la diferencial del modelo

de CDGAC-4lgebras, en realidad no nos interesa sélo codificar gz, sino mds bien cada

una de las composiciones gg -+ (1° ® gg)-
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Vamos a definir una funcién gbar[i,13][11,12] que transformard un elemento
de B(Z[Z,))) ® B(Z|Z,,,, x --- x Z,,)) en otro propio de B(Z[Z,, X --- x Zy]).

Tomamos que ml es el nimero de congruencias no nulas en Z,, y m2 el numero de

congruencias no nulas en Z, ,, X -+ X Z,,. La lista 13 serd {p;y1,...,m}.

Pi+1
Etiquetamos los elementos en Z,, x --- X Z, comenzando por el primer
factor: esto es, {1,0,...,0} es el primer elemento, {2,0,...,0} es el segundo,

{piz1 — 1,0,...,0} el (piy1 — 1)-ésimo, {0,1,0,...,0} el p;y1-ésimo, {1,1,0,...,0}
el (p;11 + 1)-ésimo, y asi sucesivamente.

La implementacién resulta:

(*
Function gbar([i,13][11,12] computes the image of the
inclusion morphism of the bar contraction, applied to
the given elements 11 and 12 in B(Z13[i]) and
B(Z13[i+1]...213[n]), respectively. Notice that 13
represents, indeed, diml or dim2, as it is the case.
*)
gbar[i_,13.1[11_,12.]:=Module[{k,t1,t2,pos1,pos2,ml,m2},
mi=13[[i]]-1;
m2=Apply[Times,Drop[13,i]]-1;
ti=Length[11];
t2=Length[12];
Which(
(t1==2)&& (VectorQ[11[[2]]]) && (£t2==2)&& (VectorQ[12[[2]1]]),
k={11[[1]11*120[11],{}},
(t1==2) &k (VectorQ[11[[2]11]),
t2=Log[m2,t2];
pos2=Select[Table[il,{il,m2"t2}],12[[#1]1]1=!=0&];
conversion2[il_]:=Module[{j5,k4},
k4={};
j5=i1-1;
Do[
k4=Append [k4, 1+Mod [j5,m2]];
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j5=(j5+1-k4[[j611)/m2,
{j6’t2}] ;
k4=1+Apply [Plus, ((mi+1)*kd4-1) *Table[
((m1+1)*(m2+1)-1)~13,{i3,0,t2-1}11;
k4] ;
k=11[[111*Apply[Plus,Table[Insert[Table [0,
{i1, ((m1+1)*(m2+1)-1)"t2-1}]1,12[[pos2[[i2]]]1],
conversion2[pos2[[i2]11]1,{i2,Length[pos2]}11,
(t2==2)&& (VectorQ[12[[2]1]),
ti=Log[mi,t1];
posi=Select[Table[il,{il,m1"t1}],11[[#1]]=!=0&];
conversioni[i1_]:=Module[{j5,k4},
k4={};
j5=i1-1;
Dol
k4=Append [k4,1+Mod [j5,m1]];
j5=(j5+1-k4[[j611)/m1,
{j6,t1}]1;
k4=1+App1y[Plus,(k4-1)*Table[((m1+1)*(m2+1)-1)“i3,
{i3,0,t1-1}11;
k4] ;
k=12[[1]]*Apply[Plus,Table[Insert[Table[O,
{i1, ((m1+1)*(m2+1)-1)~t1-1}],11[[pos1 [[i2]]1],
conversionl[pos1[[12111],{i2,Length[pos1]1}]1],
True,
ti=Log[mi,t1];
t2=Log[m2,t2];
posi=Select[Table[il,{il,m1"t1}],11[[#1]1]="!=0&];
pos2=Select [Table[il,{il,m2"t2}],12[[#1]1]1=!=0&];
k=Flatten[Outer[List,posl,pos2],1];
shufflel[ki_]:=Module[{j1,]j2,k2,k3,k8},
j1=k1[[1]1];
j2=k1([2]];
convertiri[j3_,j4_,j7-1:=Module[{j5,k4},
k4={};

j5=33-1;
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Do[
k4=Append[k4,1+Mod[j5, j4]];
j5=(j5+1-k4[[j611)/34,
{36,37}1;
k4] ;
k2=convertirl[jl,m1,t1];
k3=convertiri[j2,m2,t2] *(m1+1);
aument [j6_] [k6.] :=Table[Join[k6,{j5}],{j5,Last [k6]+1,j6}];
apaument [j6_,j5_1[k6_]:=
Flatten[Map[aument [j6~j5+1+Length[k6[[11]1],k6],1];
shuf[j5_,1] :=Table[{j6},{j6,1,35}]1;
shuf [j5.,j6_] :=Nest [apaument [j5, j6]1,shuf [j5-j6+1,1],j6-11;
k8=shuf [t1+t2,t1];
insertarlista[k5.,k6_] [k4.] :=Module[{j5,k7},
k7=k6;
Dof
k7=Insert [k7,k5[[j5]1],k4[[j5111,
{j5,t1}1;
k71;
reconvertir[k5_] :=Insert[
Table[0,{j9, ((m1+1)*(m2+1)-1) " (£1+t2)-1}1,1,
1+Apply [Plus, (k5-1)*Table[((m1+1)*(m2+1)-1)"j5,
{j5,0,t1+t2-1}1]
1;
(11([j1]11*12[[j2]1]) *Apply[Plus,Map[reconvertir,Map[
insertarlistalk2,k3],k81111;
k=Apply[Plus,Map[shufflel,k]]];
kl;

La proyeccion fzg ©S en este caso

folar ® il lam ® aly] = e |-+~ o] & [as |+ ol
=0

Pero nosotros vamos a implementar una funcién fbar vilida para cualquier funcion
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del tipo (1° ® fq).

(*
Function fbar[i,13]1[1] computes the image of an element 1
of B(Z13[i]x Z13[i+1]...Z13[n]) by the projection of the
bar contraction.
*)
fbar[i_,13_1[1.]:=Module[{k,m,pos,t},
Iff
Length[1]==2,
e={{{200111, { }}.{t.{}}}},
m=Apply[Times,Drop[13,i-1]]-1;
t=Log[m,Length[1]1];
pos=Select[Table[il,{il,m"t}],1[[#1]1]=1=0&];
fsimple[i2.] :=Module[{k1,11,12,cotal,cota2},
convertir2[j3_,j4_,j7-] :=Module[{]j5,k4,]8,j9},
k4={};
35=j3-1;
Dol

j8=1+Mod[j5, j41;

j9=Mod[j8,13[[i]]];

k4=Append [k4,{j9, (j8-j9)/13[[111}];

j5=(j5+1-38) /4,

{i6,37H;

k4] ;

{11,12}=Transpose[convertir2[i2,m,t]];
cotal=Position[Join[11,{0}1,0,1,1];
cota2=Position[Join[Reverse[12]1,{0}1,0,1,1];
insertaruno[14_,0,i5.]:={1,{}};
insertaruno[14_,i4_,i5]:=Module[{i6,15},

15=Take[14,i4];
i6=Abs[i4];
Insert[Table[0,{i7,i5"i6-1}1,1,

1+Apply [Plus, (15-1)*Table[i6i7,{i7,0,i6-1}111];
k1=Join[{},Table[{1[[i2]]*insertaruno(11,i3,13[[i]]-1],

insertaruno[12,-t+i3, ((m+1)/13[[111)~-11},
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{i3,Max[0,t-cota2+1] ,Min[cotal-1,t1}1];

k1];

k={};

Do[

k=Join[k,fsimple[pos[[il]]l]],
{i1,Length[pos]l}];
k];
k] ;

El elemento de entrada del operador tN puede ser cualquier combinacién lineal de
elementos de B(Z[A]) ® B(Z[G)); esto es,

B(Z[Z,® - QZ[Z,)) ® BZ[Zw]® - Z[Zn,)).

Normalizamos esta entrada como una lista de listas de longitud 2, cada una de ellas
correspondiente a los factores B(Z[A)]) y B(Z|G]), respectivamente.

Primero, construiremos una funcién hacertau, a aplicar sobre elementos simples
de esta clase, que posteriormente serd extendida por la funcién tau.

pasari[hi ,h2 ,h3.]:=Module[{h4,h5},
h5={};
h4=h1-1;
Dol
h5=Append [h5, 1+Mod [h4,h2]] ;
h4=(h4+1-h5[[h61]) /h2,
{h6,h3}];
h&];
pasar2[dimensi_] [h1.]:=Table[Mod[Floor[h1/Apply[Times,
Take[dimensi,h2-1]1],dimensi[[h2]]],{h2,Length[dimensil}];
(*
Notice that the output of hacertau must be a list of
lists of two lists of monotonic lists of an element of B().
*)
hacertau[dimen ] [par_ ] :=Module[{k,k1,k2,posl,pos2,dimsim},
ki=par[[1]];
k2=par[[2]];
If(
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(Length[k2]==2)&&VectorQ[k2[[2]]],k={{0*k1,{0,{}}}},
posi=Select[Table[il,{il,Lengthl[k1]}], k1 [[#]1]=!=0&];
pos2=Select [Table[il,{il,Length[k2]1}],k2[[#]]=!=0&];
If[
(Length[k1]==2)&&VectorQ[k1[[2]]],
k=Table[{k2[[pos2[[i11111%k1, Insert[Table [0,
{i2,Length[k2]/ (Apply[Times,dimen[[2]]1-1)}],1,
1+(pos2[[i11]1-1-Mod[pos2[[i1]1]-1,Apply[Times,
dimen[[2]]]-1])/(Apply[Times,dimen[[2]]]—1)]},
{i1,Length[pos2]}],
dimsim=Log[Apply[Times,dimen[[1]1]1-1,Length[k11];
taul[k3_] :=Module[{j1,j2,j3,a,8},
j1=k3[[11];
j2=k3[[2]];
j4=Apply[Times,dimen[[2]1]1]-1;
j3=1+Mod[j2-1, j41;
j2=1+(§2-33) /j4;
g=pasar2[dimen([2]1]1[j3];
a=Map [pasar2[dimen[[1]]1],pasar1[j1,
Apply[Times,dimen[[1]]11-1,dimsim]];
a=Map [convac[g] ,al;
convac[il_J[i2.]:=Module[{k5},
k5=ac1[11] [i2];
k5=Apply [Plus,k5*Table [Apply [Times,
Take [dimen[[1]],i3]] ,{i3,0,n1—1}]] ;
k5] ;
If[
Log[Apply[Times,dimen[[2]]]1-1,Length[k2]]==1,
a={Insert[Table[0,{i1,Length[k1]1-1}],k1[[k3[[1]11]1],
1+App1y[P1us,(a—i)*Table[(Apply[Times,dimen[[l]]]—l)“i1,
{i1,0,dimsim-1}111, {k2[[k3[[21111,{}}},
a={Insert[Table[0,{il,Length[k1]-1}1,k1[[k3[[111]1],
1+Apply [Plus, (a-1)*Table[(Apply [Times,dimen[[1]1]1-1)"i1,
{ii,O,dimsim-i}]]],Insert[Table[O,{i4,Length[k2]/j4—1}],
k2[[k30[[2]113,3j21}];
al;
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k=Map[tau,Flatten[Outer{List,posi,pos2],1]];
k];
(*
Both the input and output of diftau are a list of lists
of length 2, each of them corresponding to an element of
the factors B(Z[A]) and B(Z[G]), respectively.
*)
diftaull_,dimen_] :=Flatten[Map[hacertauldimen],1],1];

A la hora de implementar la diferencial total, necesitaremos de varias funciones el-
cmentales adicionales, cuales son: funciones que relacionen los modelos de cada Z[Z,,)]
cen el modelo del producto semidirecto, y viceversa (unif2 y desunif), funciones de
simplificacién (simplmodelo y simplificarbar) y funciones que calculen la scrie a
que da origen la composicién del operador de homotopia y tN (funcionfix), entre

otras.

El cédigo final queda

(*
Function diftotal gives the full perturbed differential
morphism on the homological model. Its input data
consists in a list of elements of the model, which are
lists of length ni+n2+1.
*)
(*
The function unif2 transforms a list of pairs of single
models B(Z[Zik]) into an unique list, which is an element
of the model of B(Z[Zi1] x...x Z[Zin]). The inverse
function is called desunif.
*)
(%
The function dif computes the banal (not perturbed)
differential of an element of the model.
*)
(*
The function simplmodelo is used to simplify the output
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data of the differential morphisms.
*)
(*
The full inclusion morphism is called gcompleta. Its input
data consists in a list of lists of length ni+l. The output
data consists in a list of lists of just one element, which
is in B(Z[Hi]), H1=A, H2=G.
*)
(*
The input data of the full projection morphism (fcompleta)
consists in a list of monotonic lists of an element of
B(z[Hi]), i.e., of the form {{Table}}. The output data
consists in a simplified list of elements (lists of
length ni+l1) on the corresponding homological model.
*)
unif2[1.]:=Module[{11,12},
{11,12}=Transpose[1];
Prepend[12,Apply [Times,111]1];
desunif[1_]:=Partition[Insert[1,1,Table[{i+2},
{i,Length[11-2}11,2];
coincieen[11_,12_]:=Module[{i},
i=0;
Dol
If[Rest[11[[i11]1]==Rest[12],i=i1],
{i1,Length[111}];
il;
simplmodelo[11 List,12 List]:=Module[{k,j},
If(
12[[1]])==0,k=11,
j=coincieen[11,12];
If[
j==0,k=Append[11,12],
k=ReplacePart[11,Prepend[Rest[12],
11[0[j,111+12[[111],3313;
k];
diftotal[1l.]:=Rest[Fold[simplmodelo,{Table[0,{il,n1+n2+1}1},



238 A. Programacion.

Flatten[Map([dinfinito,1],1]1];
dinfinito[1.]:=Join[dif [1],dpert[1]];
dif[1.]:=Module[{k,dimen,grado},

dimen=Join[dim1,dim2];

grado [0] :=0;

grado[j_Integer]:=Mod[1+j,2];

k=Table[ReplacePart[ReplacePart(1, (-1) "Apply[Plus,

Take[1,{2,i-1}]1]1*dimen[[i-1]1*1[[1]1]*grado[1[[i]1]],1],
1[[i11-1,i],{i,2,n1+n2+1}];

k];

inybar [dimen.] [1.] :=Module[{j, k},

j=Length[1];

k=Append [Drop[1,-2] ,gbar[j-1,dimen] [1[[j-111,1[[j111];
k];
gcompleta[l_,dimen_]:=Map[gcomp[dimen],1];
gcomp [dimen_] [1.] :=Module [{k,num},

k=desunif[1];

num=Length [dimen] ;

k=Table[g3[dimen[[i]1]1 [k[[i]11],{i,num}];

k=Nest [inybar [dimen] ,k,num-1] ;

k];
proybari[dimen.][1_]:=Flatten[Map[proybar2[dimen],1],1];
proybar2[dimen_] [1_] :=Module[{k,j},

k=fbar [Length[1] ,dimen] [Last[1]];

k=Table[Join[Drop[1,-11,k[[i]]],{i,Length[k]}]1;

k];
fcompletal[l_,dimen_] :=Module[{k},
If[
Length[dimen]==1,
k=Fold[simplmodelo,{{0,-1}},Map[f[dimen],1]];
If[
Length[k]==1,k={{0,0}},
k=Rest[k]],

k=Rest [Fold[simplmodelo,{{0,-1}},
Map [f [dimen] ,Nest [proybari[dimen],l,Length[dimen]-1]1111];
k];
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(*
Both the input and output of function funcionfil are a
list of lists of length 2, each of them corresponding to
an element of the factors B(Z[Al) and B(Z[G]), respectively.
*)
nulo[11_,2]:=If[

VectorQ[11[[2]11]&&11[[1]]==0,

True,

False];
nulo[11_,j1.]:=If[

11==Table[0,{j,j1}]1,

True,

False];
simplificarbar[1.] :=Catch[

Dol

If[
(nulo[1[[j,11],Length[1[[j,13111) ||
(nulo[1[[j,21]1,Length(1([j,21111),,

Throw [True]l],
{j,Length[1]}];
Throw[False]];
funcionfi2([1.] :=Module [{k,h1},
k={{1}};
hi=1;
Whilel

simplificarbar(Last [k]],
k=Append [k,Flatten[Map[funcionfi3[hi],Lastlk]],11];
hi=hi+1];
Flatten[Droplk,-11,11];
funcionfii[1_] :=Flatten[Map([funcionfi2,1],1];
funcionfi3[h2_1[1_] :=Module[{k, k1,k2,k3,i1},
k=diftau[{1},{dim1,dim2}];
k3={};
Dol
ki=k[[i1,1]1];
k2=k[[i1,2]];
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k2=Flatten[gcompletal[fcompletal[{{k2}},dim2],dim2],1];
ki1=(-1) "h2*funcionfi4[k1];
pos=Flatten[Outer[List,Table[i,{i,Length[k1]}],
Table[i,{i,Length[k2]}1],1];
k3=Join[k3,Table [{k1[[pos[[i,1111]1,k2[[pos[[i,2]1]1]1},
{i,Length[pos]}1],
{i1,Length[k]}];
k3];
funcionfi4[1.]:=Flatten[Table[funcionfi5[1,i],{i,n1}],1];
(*
The output of funcionfib consists in a list of elements
in B(Z[A]) endowed with the corresponding signs.
*)
funcionfi5[1_,i.] :=Map[funcionfi6[i],Nest[proybarl[diml],
{{1}},n1-111;
gradofil[l.,i_ ] :=Apply[Plus,Table[gradofi2(1[[i1]],
Length[1[[i11]11],41],{i1,i-1}]1];
gradofi2[1_,2,i]:=Module[{j},
If[
VectorQ[1[[2]1], j=0,
j=Logl[dim1[[il]-1,2]1];
jl;
gradofi2[1.,j-,i_]:=Logldim1[[i]]-1,j];
funcionfi6[j.J[1.]:=(-1) "gradofil[l, jl1*Flatten[Nest[inybar [dimil],
Join[Table[g3[dim1[[i1]1]] [£[dim1 [(i111I[21C[i1]11],{i1,5-1}],
{hofil[dim1[[j11][1L[j111},Table[1[[i1]1],{i1,j+1,n1}]1],n1-1],1];
(*
The output of dpert consists in a list of lists of
length nil+n2+1, which are single elements of the
homological model. The input data consists in a single
element of the homological model.
*)
dpert[1.]:=Module[{k,11,12,posici},
11=Flatten[gcompleta[{Take[1,n1+1]},dim1],1];
12=Flatten[gcompleta[{Prepend[Take[l,-n2],11},dim2],1];
posici=Flatten[Quter[List,Table[il,{il,Length[11]}],
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Table[il,{il,Length[12]1}]1],1];
k=Table[{11[[posici[[i1,1111],12[[posicil[i1,2]1111},
{i1,Length[posicil}]1;
k=diftau[funcionfil[k],{diml,dim2}];
ultimafun[11.] :=Module[{pos,13,14,15},
13=fcompleta[{{11[[111}},dim1];
14=fcompleta[{{11[[2]1]}},dim2];
pos=Flatten[Outer[List,Table[il,{i1,Length(13]}],
Tablel[il,{il,Length[14]}]1,1];
15=Table [Prepend [Join[Rest [13[[pos[[i1,1]1]11],
Rest[14[[pos[[i1,2]11111]1,13[[pos[[i1,1]1],1]1]+*
14[[pos[[i1,2]],1113,{il,Lengthlpos]}]l;
15];
k=Apply[Join,Map[ultimafun, k]];
k];

Ahora se podria prolongar esta implementacién para construir matrices cociclicas,
matrices cociclicas de Hadamard y cédigos binarios correctores de errores optimos

segin las cotas de Plotkin.

Nosotros hemos realizado calculos parciales, algunos de ellos ticitamente recogi-
dos en el capitulo cuarto de la memoria, aunque no hemos llegado a formalizar una

implementacién genérica.



Referencias

[1]

2]

3]

[4]

[6]

[7]

Alvarez V.: Un tratamiento multiplicativo del Teorema de Eilenberg-Zilber tor-
cido, tesina. Dirigida por P. Real (1997).

Alvarez V., Armario J.A., Frau M.D. y Real P.: An algorithm for calculating
the homology of some semi-direct products of groups, International Workshop
“Algebraic Models for topological spaces and fibrations and their applications”,
Thilisi, Georgia (2000).

Alvarez V., Armario J.A., Frau M.D. y Real P.: Software para generar c6digos
correctores de errores dptimos via homologia de productos semidirectos de gru-
pos, EACA’00, Barcelona (2000).

Alvarez V., Armario J.A., Frau M.D. y Real P.: An algorithm for computing
cocyclic matrices developed over some semidirect products, AAECC’14, Mel-
bourne, Australia. Aceptada publicacién en la serie Lectures Notes, Springer-
Verlag (2001).

Alvarez V., Armario J.A., Frau M.D., Real P. y Silva B.. An algorithm
for computing the first homology groups of CDGAs with linear differential,
3rd International Symposium IMS’99, Hagenberg, Austria, http://www.so-
uth.rotol.ramk.fi/keranen/IMS99/ims99papers/ims99papers.html (1999).

Alvarez V., Armario J.A., Frau M.D., Real P. y Silva B.: An algorithm for
computing the first homology groups of some semidirect products of finite groups,
3rd International Symposium IMS’99, Hagenberg, Austria (1999).

Alvarez V., Armario J.A., Gonzilez-Diaz R. y Real P.: Algorithms in algebraic
topology and homological algebra: the problem of the complezity, Proc. CASC’98,
San Petersburgo, Rusia, pp. 8-11 (1998).

243



244

Referencias

8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Alvarez V., Armario J.A. y Real P.. On the computability of the p-local ho-
mology of TCPs of Filenberg-Mac Lane spaces, Proc. 1st Meeting on Geome-
try and Topology, Braga, Portugal, pp. 15-29, Electronic EMIS Proccedings,
http://www.emis.de/proceedings (1997).

Alvarez V., Armario J.A. y Real P.: Computability of the p-primary homology
of some fibre bundles, actas de EACA’97, Granada, pp. 31-37 (1997).

Alvarez V., Armario J.A. y Real P.: Sobre la computabilidad de la homologia de
productos semidirectos de grupos, actas EACA’97, Granada, pp. 39-44 (1997).

Alvarez V., Armario J.A. y Real P.: On the homology of semi-direct products
of groups, Colloquium on Topology, Gyula, Hungary (1998).

Alvarez V., Armario J.A. y Real P.. Homology of semidirect products
of groups, International Conference IMACS-ACA99, El Escorial, Madrid,
http://math.unm.edu/ACA/1999/Proceedings/ (1999).

Alvarez V., Armario J.A. y Real P.. Céddigos correctores de errores via coho-
mologia, Primer encuentro andaluz de Matematica Discreta, La Rabida, Huelva
(1999).

Alvarez V., Armario J.A., Real P. y Silva B.. HPT and computability
of Hochschild and cyclic homologies of CDGAs, Conf. on Secondary Cal-
culus and Cohomological Physics, Moscii, Electronic EMIS Proceedings,
http://www.emis.de/procecdings (1997).

Alvarez V., Armario J.A., Real P. y Silva B.: Sobre productos semidirectos de
grupos con accion determinada por una matriz, Proceedings EAMA’97, Eds.
F.J. Cobos, J. R. Gémez y F. Mateos, pp. 18-25 (1997).

Alvarcz V., Armario J.A., Real P. y Silva B.:. Obtencién de resoluciones
pequenas sobre DG-dlgebras conmutativas, libres y conezas, actas EACA’9S,
Siglienza (1998).

Alvarez V., Gonzédlez—Difaz R., Jiménez M.J. y Real P.: Discrete methods in al-
gebraic topology, Colloquium in combinatorics, Braunsweich, Alemania (1998).

Alvarez V., Jiménez M.J. y Real P.: On the homology of Jets of CDGAs,
EACA’98, Sigiienza (1998).



Referencias 245

[19] Alvarez V., Jiménez M.J. y Real P.: Sobre el dlgebra de caminos en un drbol
binario infinito, IV Encuentro de Matemadtica Discreta, Sevilla (1998).

[20] Anick D.J.: The computation of rational homotopy groups is #P-Hard, Conf.
on applications of computers to Geom. and Top., Lectures Notes in Pure and
Applied Math., Marcel Deckker Inc., 114, pp. 1-56 (1989).

[21] Armario J.A.: Estructuras multiplicativas y homologia de fibrados, Tesis doc-
toral. Dirigida por P. Real (1999).

[22] Armario J.A., Real P. y Silva B.: On p-minimal homological models of twisted
tensor products of elementary complezes localized over a prime, Contemporary
Mathematics, 227, pp. 303-314 (1999).

(23] Artigas D.: Software para el cdlculo de la homologia de ciertos tipos de DG-
dlgebras conmutativas, Proyecto Diplomatura Informdtica. Codirigido por P.
Real y B. Silva (1997).

[24] Assmus E.F. y Key J.D.: Designs and their codes, Cambridge University Press,
103 (1992).

[25] Baer R.: Erweiterung von Gruppen und thren Isomorphismen, Math. Z., 38,
pp. 375-416 (1934).

[26] Baer R.: Automorphismen von Erweiterungsgruppen, Actualités Scientifiques
ct Industrielles, 205, Paris (1935).

[27] Barnes D.W. y Lambe L.A.: A fized point approach to homological perturbation
theory, Proceeding of the A.M.S., 112 (3), pp. 881-892 (1991).

[28] Barrat M.G., Gugenheim V.K.A.M. y Moore J.C.: On semisimplicial fibre bun-
dles, Am. J. Math., 81, pp. 639-657 (1959).

[29] Baues H.J. y Lemaire J.M.: Minimal models in homotopy theory, Math. Ann.,
225, pp. 219-225 (1977).

[30] Bose R.C. y Shrikhande S.8.: A note on a result in the theory of code construc-
tion, Inform. and Control, 2, pp. 183-194 (1959).

[31] Bosma W., Cannon J. y Playoust C.: The MAGMA algebra system I, The user
language computational algebra and number theory, London (1993). J. Symb.
Computation, 24, (3-4), pp. 235-265 (1997).



246 Referencias

[32] Brady T.: Free resolutions for semidirect products, Tohoku Math. J., 45, pp.
535-537 (1993).

(33] Brown E.H.: Twisted tensor products I, Annals of Math., 69 pp. 223-246 (1959).

[34] Brown R.: The twisted Eilenberg-Zilber theorem, Celebrazioni Archimedae del
Secolo XX, Simposio di Topologia, pp. 34-37 (1967).

[35] Brown K.S.: Cohomology of groups, Graduate Texts in Math., 87, Springer-
Verlag, New York (1982).

[36] Burghelea D. y Vigué-Poirrier M.: Cyclic homology of commutative algebras,
Lecture Notes in Mathematics, Springer, 1318, pp. 51-72 (1988).

[37] Cameron P.J.: Combinatorics: topics, techniques, algorithms, Cambridge Uni-
versity Press (1994).

[38] Cannon P.J. y Playoust C.: MAGMA: a new computer algebra system, Euro-
math Bull., 2 (1), pp. 113-144 (1996).

[39] Cartan H.: Séminaire de Topologie Algébrique, Ecole Norm. Sup., Paris (1951).

[40] Cartan H.: Algébres d’Eilenberg-Mac Lane, Séminaire H. Cartan 1954/55, (ex-
posé 2 & 11), Ecole Normale Superiére, Paris (1956).

[41] Cartan H. y Eilenberg S.: Homological Algebra, Princeton University Press,
Princeton (1956).

[42] C.H.A.T.A. Group: Determining 1-homological models for CDGAs, Interna-
tional Workshop “Algebraic Models for topological spaces and fibrations and
their applications”, Thilisi, Georgia (2000).

[43] C.H.A.T.A. Group: Computing small 1-homological models for CDGAs, Pro-
ceedings of CASC’00, Samarcanda, Uzbekistan, Eds. V.G. Ganzha, E.W. Mayr,
E.V. Vorozhtsov, Springer-Verlag, pp. 87-100 (2000).

[44] C.H.A.T.A. Group: Computing small homological models for commutative dif-
ferential graded algebras, 18"* Victorian Algebra Conference, Mclbourne, Aus-
tralia (2000).

[45] C.H.A.T.A. Group: A software for computing “small” 1-homological models for
CDGAs, EACA’00, Barcelona (2000).



Referencias 247

[46] Chen K.T.: Connections, holonomy and path space homology, Proc. Symp. in
Pure Math., 27, pp. 39-52 (1975).

[47] Chen K.T.: Iterated path integrals, Bull. Amer. MAth. Soc., 83, pp. 831-879
(1975).

[48] Cohen D. y Suciu A.: Homology of iterated semidirect products of free groups,
J. Pure Appl. Alg., 126, pp. 87-120 (1998).

[49] Cooper J. y Wallis J.: A construction for Hadamard arrays, Bull. Austral.
Math. Soc., 7, pp. 269-277 (1972).

[50] Curtis E.B.: Simplicial homotopy theory, Advances in Math., 6, pp. 107-209
(1971).

[51) de Launey W.: On the construction of n-dimensional designs from 2-dimen-
sional designs, Australas. J. Combin., 1, pp. 67-81 (1990).

[52] de Launey W. y Horadam K.J.: A weak difference set construction for higher
dimensional designs, Designs, Codes and Cryptography, 3, pp. 75-87 (1993).
Erratum, ibid 3 pp. 129 (1994).

(53] de Launey W. y Horadam K.J.: Generation of cocyclic Hadamard matrices,
chap. 20 in Computational Algebra and Number Theory, eds. W. Bosma and
van der Poorten, Mathematics and its Applications 325, Kluwer Academic, pp.
279-290 (1995).

[54] Eckmann B.: Der Cohomologie-Ring einer beliebigen Gruppe, Comment. Math.
Helv., 18, pp. 232-282 (1946).

[55] Eilenberg S.: Singular homology theory, Ann. of Math, 45, pp. 407-447 (1944).

[56] Eilenberg S.: Homology of spaces with operators, I, Trans. AMS, 61, pp. 378
417 (1947).

[57] Eilenberg S.: Topological methods in abstract algebra, Bull. Amer. Math. Soc.
55, pp. 3—27 (1949).

[58] Eilenberg S. y Mac Lane S.: Relations between homology and homotopy groups,
Proc. NAS USA, 29, pp. 155-158 (1943).



248 Rcferencias

[59] Eilenberg S. y Mac Lane S.: Relations between homology and homotopy groups
of spaces, Ann. of Math., 46, pp. 480-509 (1945).

[60] Eilenberg S. y Mac Lane S.: General theory of natural equivalences, Trans.
AMS, 58, pp. 231-294 (1945).

[61] Eilenberg S. y Mac Lane S.: Relations between homology and homotopy goups
of spaces II, Ann. of Math., 51, pp. 514-533 (1950).

[62] Eilenberg S. y Mac Lane S.: On the groups H(m,n), I, Annals of Math. 58, pp.
55-106 (1953).

[63] Eilenberg S.y Mac Lanc S.: On the groups H(w,n) II, Annals of Math. 66, pp.
49-139 (1954).

[64] Eilenberg S. y Moore J.C.: Limits and spectral sequences, Top., 1, pp. 1-24
(1962).

[65] Eilenberg S. y Moore J.C.: Homology and fibrations I. Coalgebras, cotensor
product and its derived functors, Comm. Math. Helv., 40, pp. 199-236 (1966).

[66] Eilenberg S. y Zilber J.A.: On products of complezes, Am. J. Math. 75, pp.
200-204 (1953).

[67] Félix Y.: Classification homotopique des espaces rationnels de cohomologie
donnée, Bull. Soc. Math. Belgique, 31, pp. 75-86 (1979).

[68] Félix Y.y Halperin S.: L.-S. category and its applications, Trans. Amer. Math.
Soc., 273, pp. 1-37 (1982).

[69] Félix Y.y Thomas J.C.: Homotopie rationnelle: dualité et complémentarité des
modeéles, Bull. Soc. Math. Belgique, 33, pp. 7-19 (1981).

[70] Ferrer I.: Software experimental para el cdlculo homoldgico de DG-dlgebras con-
mutativas, Proyecto de Licenciatura en Informética. Codirigido por V. Alvarez
y P. Real (1999).

[71] Fitting H.: Beitrdge zur theorie der gruppen endlicher ordnung, Jber. DMV,
48, pp. 77-141 (1938).

[72] Flanncry D.L.: Transgression and the calculation of cocyclic matrices, Aus-
tralas. J. Combin., 11, pp. 67-78 (1995).



Referencias 249

[73] Flannery D.L.: Calculation of cocyclic matrices, J. Pure Appl. Algebra 112 (2),
pp. 181-190 (1996).

[74] Flannery D.L. y O’Brien E.A.: Computing 2-cocycles for central eztensions and
relative difference sets, Comm. Algebra, 28 (4), pp. 1939-1955 (2000).

[75] Freudenthal H.: Der einflu der fundamentalgruppe auf die Bettischen Gruppen,
Ann. of Math., 47, pp. 274-316 (1946).

[76] Gonzalez—Diaz R.: Operaciones cohomoldgicas: un enfoque combinatorial, Tesis
doctoral. Dirigida por P. Real (2000).

[77] Gonzélez-Diaz R. y Real P.: A combinatorial method for computing Steenrod
squares, J. of Pure Appl. Alg. (1999).

[78] Grabmeier J.y Lambe L.A.: Computing Resolutions Quver Finite p-Groups, Pro-
ceedings ALCOMA’99, Eds. A. Betten, A. Kohnert, R. Lave, A. Wassermann,
Springer Lecture Notes in Computational Science and Engineering, Springer-
Verlag, Heidelberg (2000).

[79] Grobner W.: Uber die Syzgyien Theorie der polynomideale, Monatsh. Math.,
53, pp. 1-16 (1949).

[80] Gugenheim V.K.A.M.: On Chen’s iterated integrals, lllinois J. Math., pp. 703
715 (1977).

[81] Gugenheim V.K.A.M. y Lambe L.A.: Perturbation theory in Differential Ho-
mological Algebra, I, Illinois J. Math. 33, pp. 556-582 (1989).

[82] Gugenheim V.K.A.M., Lambe L.A. y Stasheff J.D.: Perturbation theory in Di-
fferential Homological Algebra II, Nllinois J. Math. 35 (3), pp. 357-373 (1991).

[83] Gugenheim V.K.A.M. y May P.J.: On the theory and application of differential
torsion products, Memo. Amer. Math. Soc., 142 (1974).

[84] Gugeheim V.K.A.M. y Moore J.C.: Acyclic models and fibre spaces, Trans.
AMS, 85, pp. 265-306 (1957).

(85] Gugenheim V.K.A.M. y Stasheff J.D.: On perturbations and A structures,
Bull. Soc. Math. de Belg. 38, pp. 237-246 (1986).



250 Referencias

[86] Hadamard J.: Résolution d’une question relative auz déterminants, Bull. Sci.
Math. 17 (parte 1), pp. 240-246 (1893).

[87] Hall M.: Group rings and extensions, I, Ann. of Math., 39, pp. 220-234 (1938).

[88] Halperin S.: Finiteness in minimal models, Trans. Amer. Math. Soc., 230, pp.
173-199 (1977).

[89] Halperin S.: Rational fibrations, minimal models, and fibirngs of homogeneous
spaces, Trans. Amer. Math. Soc., 244, pp. 199-224 (1978).

[90] Halperin S.: Lectures on minimal models, Mémoire de la Société Mathématique
de France (N.S.), 9/10 (1983).

[91] Hedayat A. y Wallis W.D.: Hadamard matrices and their applications, 'The
Annals of Statistics 6, (6), pp. 1184-1238 (1978).

[92] Henncaux M. y Teitelboim C.: Quantization of Gauge Systemns, Princenton
Univ. Press (1992).

[93] Hilbert D.: Uber die theorie der algebraischen formen, Math. Ann., 36, pp.
473-534 (1890).

[94] Hochschild G. y Serre J.P.: Cohomology of group extensions, TAMS 74, pp.
110-134 (1953).

[95] Hopf H.: Fundamentalgruppe und zweite Bettische Gruppe, Comment. Math.
Helv., 14, pp. 257-309 (1942).

[96] Hopf H.: Uber die Bettischen Gruppen, die zu einer beliebigen Gruppe gehéren,
Comment. Math. Helv., 17, pp. 39-79 (1945).

[97] Horadam K.J. y Perera A.A.I: Codes from cocycles, Lecture Notes in Com-
puter Science, Springer—Verlag, Berlin—Heidelberg-New York, 1255, pp. 151-
163 (1997).

[98] Huebschmann J.: Perturbation theory and free resolutions for nilpotent groups
of class 2, J. Alg. 126, pp. 348-399 (1989).

[99] Huebschmann J.: Cohomology of nilpotent groups of class 2, J. Alg. 126, pp.
400-450 (1989).



Referencias 251

[100] Huebschmann J.: Cohomology of finitely generated abelian groups,
L’Enseignement Mathématique t. 37 pp. 61-71 (1991).

[101] Huebschmann J.: Cohomology of metacyclic groups, Transactions of the Amer-
ican Mathematical Society 328, 1, pp. 1-72 (1991).

[102] Huesbschmann J. y Kadeishvili T.: Small models for chain algebras, Math. Z.
207, pp. 245-280 (1991).

[103] Hurewicz W.: Beitrige zur Topologie der deformationen, Proc. Akad. Amster-
dam, 38, pp. 112-119, 521-538 (1935); 39, pp. 117-125, 215-224 (1936).

[104] Johansson L. y Lambe L.A.: Transferring algebra structures up to homology
equivalence, Math. Scan, 88 (2) (2001).

[105] Kadeishvily T.V.: On the homology theory of fibre spaces, Uspekhi Mat. Nauk.,
35 (3), pp. 183-188 (1980).

[106] Kontsevich M.: Formality conjecture, Deformation Theory and Symplectic Ge-
ometry, Ed. D. Sternheimer et al., Kluwer, pp. 139-156 (1997).

[107) Kontsevich M.: Deformation quantization of poisson manifolds I, Preprint
(1997).

[108] Koszul J.L.: Sur les opérateurs de dérivation dans un anneau, C.R. Acad. Sci.
Paris, 225, pp. 217-219 (1947).

[109] Krasil’shchik 1.5.: Some new cohomological invariants for nonlinear differential
equations, Differential Geometry and its Applications, North Holland, 2, pp.
307-350 (1992).

(110] Krasil’shchik 1.S., Lychagin V.V. y Vinogradov A.M.: Geometry of Jets spaces
and nonlinear differential equations, Gordon and Breach, New York-London
(1986).

[111] Kiinneth H.: Uber die Bettischen Zahlen einer produktmannigfaltigkeit, Math.
Ann., 90, pp. 65-85 (1923).

[112] Lambe L.A.: Algorithms for the homology of nilpotent groups, Conf. on appli-
cations of computers to Geom. and Top., Lecture Notes in Pure and Applied
Math. 114, Marcel Dekker Inc., N.Y. (1989).

T
DRSNS

TN



252 Referencias

[113] Lambe L.A.: Resolutions via homological perturbation, J. Symbolic Comp. 12,
pp. 71-87 (1991).

[114] Lambe L.A.: Homological perturbation theory, Hochschild homology and formal
groups, Proc. Conference on Deformation Theory and Quantization with Ap-
plications to Physics, Amherst, MA, June 1990, Cont. Math. 134, A.M.S, pp.
183-218 (1992).

[115] Lambe L.A.: Resolutions which split off of the bar construction, J. Pure Appl.
Alg. 84, pp. 311-329 (1993).

[116] Lambe L.A.: Next generation computer algebra systems AXIOM and the
scraptchpad concept: applications to research in algebra, Collection “Analysis,
algebra and computers in mathematical research, Lulea, pp. 201-222 (1992).
Lect. Notes in Pure and Appl. Math., Dekker, 156 (1994).

[117] Lambe L.A. y Stashcff J.D.: Applications of perturbation theory to iterated
fibrations, Manuscripta Math. 58, pp. 367-376 (1987).

[118] Lechuga L. y Morillo A.: Complezity in rational homotopy, Topology, 39, pp.
89-94 (2000).

[119] Lehmann D.: Théorie homotopique des formes différentielles, Astérisque, 45
(1977).

[120] Lemaire J.M. y Sigrist F.: Dénombrement de types d’homotopie rationnelle,
C.R. Acad. Paris, 287, pp. 109-112 (1978).

[121] Lemaire J.M. y Sigrist F.: Sur les invariants d’homotopie rationnelle liés a la
L.S. catégorie, Comment. Math. Helv., 56, pp. 103-122 (1981).

[122] Leray J.: L’anneau d’une representation, C.R. Acad. Paris, 222, pp. 1366-1368
(1946).

[123] Levenshtein V.I.: Aplication of the Hadamard matrices to a problem in coding,
Problems of Cybernetics, 5, pp. 166-184 (1964).

[124] Lyndon R.: The cohomology theory of group eztensions, Duke Math. J., 15, pp.
971-292 (1948).

[125] Mac Lane S.: Eztensions and obstructions for rings, Ill. J. Math, 2, pp. 316-345
(1958).



Referencias 253

[126] Mac Lane S.: Homology, Classics in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin
(1995). Reprint of the 1975 edition.

[127] MacWilliams F.J. y Sloane N.J.A.: The theory of error-correcting codes, North
Holland, New York (1977).

[128] Massey W.S.: Eract couples in algebraic topology 1,111, Ann. of Math, 56,
pp. 363-396 (1950).

[129] May J.P.: The cohomology of restricted Lie algebras and of Hopf algebras, J.
Alg., 3, pp. 123-146 (1966).

[130] May J.P.: Simplicial objects in Algebraic Topology, Van Nostrand, Princenton
(1967). Chicago Lectures in Mathematics, The University of Chicago Press,
Chicago and London (1992).

[131] McCleary J.: User’s guide to spectral sequences, Math. Lect. Series, 12, Publish
or Perish, Inc. (1985).

[132] Monereo A.: Un algoritmo de cdlculo de los generadores de la construccidn bar
de un dlgebra conmutativa, Proyecto de Diplomatura en Informatica. Codirigido
por V. Alvarez y M.J. Jiménez (1998).

[133] Munkres J.R.: Elements of Algebraic Topology, Addison-Wesley (1984).

[134] Paley R.E.A.C.: On orthogonal matrices, J. Math. and Physics, 12, pp. 311-320
(1933).

[135] Plotkin M.: Binary codes with soecified minimum distances, IEEE Trans. Infor-
mation Theory, 6, pp. 445-450 (1960).

[136] Prout A.: Algébres defferentielles fortement homotopiquement associatives,
Thése de Mathematiques, Université Paris VII (1984).

[137] Quillen D.: Homotopical Algebra, Lecure Notes in Mathematics, Springer, 43
(1967).

[138] Quillen D.: Rational homotopy theory, Ann. of Math., 90, pp. 205-295 (1969).

[139] Real P.: Algoritmos de clculo de la homologa efectiva de los espacios clasifi-

cantes, Tesis doctoral. Dirigida por F. Sergeraert (1993).



254 Referencias

[140] Real P.: Sur le calcul des groupes d’homotopie, C.R. Acad. Sci. Paris, 319, Srie
I, pp. 475-478 (1994).

[141] Real P.: Homological Perturbation Theory and Associativity, Homology, Homo-
topy and Applications, 2, 5, pp. 51-88 (2000).

[142] Real P. y Sergeraert F.: A conjecture of Eilenberg-Mac Lane, Prepublicacin de
L’Institut Fourier, Grenoble (1994).

[143] Rubio J.: Integrating functional programming and symbolic computation, Math-
ematics and computers in simulation, 44, pp. 505-511 (1997).

[144] Rubio J. y Sergeraert F.: Homologie effective et suites spectrales d’Eilenberg-
Moore, C.R. Acad. Sc. Paris, 306, pp. 723-726 (1988).

[145] Scarpis U.: Sui determinants di valore massime, Rend. R. Inst. Lombardo Sci.
e Lett (2), 31, pp. 1441-1446 (1898).

[146] Schérnert M. et al.: Groups, Algorithms and Programming, Technical report,
LDFM, Aachen (1995).

[147] Schreier O.: Uber die erweiterurgen von gruppen, I, Monatsh. Math.u. Phys.,
34, pp. 165-180 (1926); I1. Abh. Math. Sem. Hamburg, 4, pp. 321-346 (1926).

[148] Sergeraert F.: Homologie effective I,II, C.R. Acad. Sc. Paris, 304 (11 y 12),
pp. 279-281 y 319-321 (1987).

[149] Sergeraert F.: The computability problem in Algebraic Topology, Advances in
Math., 1104, pp. 1-29 (1994).

[150] Serre J.P.: Cohomologies des extensions de groupes, C.R. Acad. Sci. Paris, 226,
pp. 303-305 (1948).

[151] Serre J.P.: Homologie singuliére des espaces fibrés, Ann. of Math., 54, pp. 425—
505 (1951).

[152] Shih W.: Homologie des espaces fibrés, Inst. Hautes Etudes Sci. 13, pp. 293-312
(1962).

[153] Shlichta P.J.: Three and four-dimensional Hadamard matrices, Bull. Amer.
Phys. Soc., ser. 11, 16, pp. 825-826 (1971).



Referencias 255

[154] Shlichta P.J.: Higher dimensional Hadamard matrices, IEEE Trans. Inform.
Theory, IT-25, pp. 566-572 (1979).

[155] Silva B.: Modelos homoldgicos pequerios de DGA-dlgebras conmutativas, Tesis
doctoral. Dirigida por P. Real (1998).

[156] Slepian D.: Some further theory of group codes, Bell System Tech. J., 39, pp.
1219-1252 (1960).

[157] Stasheff J.D.: Homotopy associativity of a H-space LII, Trans. Amer. Math.
Soc. 108, pp. 275-292 y 293-312 (1963).

[158] Stasheff J.D.: H-spaces from a homotopy point of view, Lecture Notes in Math.
161, Springer, N.Y. (1970).

[159] Stasheff J.D.: Cohomological Physics, Lect. Notes in Math., Ed. Y. Félix, Al-
gebraic Topology and Rational Homotopy, 1218, pp. 228-237 (1986).

[160] Stasheff J.D.: Homological reduction of constrained poisson algebras, J. Differ-
ential Geometry, 45, pp. 221-240 (1997).

[161] Sullivan D.: Differential forms and the topology of manifolds, Proc. Inter. Conf.
on Manifolds and Related Topics in Topology, Tokyo, Uni. Tokyo Press (1973).

[162] Sullivan D.: Cartan—de Rham homotopy theory, Astérisque, 32-33), pp. 227~
254 (1976).

[163] Sullivan D.: Infinitesimal computations in topology, Publ. L.H.E.S., 47, pp.
269-331 (1977).

[164] Sylvester J.J: Thougths on inverse orthogonal matrices, simultaneous sign-
successions, and tesselated pavements in two oe more colors, with applications
to Newton’s rule, ornamental tile-work, and the theory of numbers, Phil. Mag.
(4), 34, pp. 461-475 (1867).

[165] Szcarba R.H.: The homology of twisted cartesian products, Transactions of the
A.M.S., 100, pp. 197-216 (1961).

[166] Tahara K.: On the Second Cohomology Groups of Semidirect Products, Math
Z., 129, pp. 365-379 (1972).



256 Referencias

[167] Teichmiiller O.: Uber die sogenannte nicht kommutative Galoissche Theorie und
die relation ..., Dutsche Math., 5, pp. 138-149 (1940).

[168] Totaro B.: Cohomology of semidirect product groups, J. Algebra, 182, pp. 469~
475 (1996).

[169] Turyn R.J.: Hadamard matrices, Baumert-Hall units, four-symbol sequences,
pulse compression and surface wave encoding, J. Combinatorial Theory (A),
16, pp. 313-333 (1974).

[170] Veblen O.: Analisis situs, A.M.S. Publications, 5 (1931).

[171] Vinogradov A.M.: An informal introduction to the geometry of jet spaces, Ren-
diconti Seminari Facoltd Scienze, Universitd Cagliari Supplemento al v. 58
(1988).

[172] Wallis J.: Hadamard matrices of order 28m, 36m and 44m, J. Combinatorial
Theory (A), 15, pp. 323-328 (1973).

[173] Wallis W.D.: Combinatorial designs, Marcel Dekker, New York (1988).

[174] Weibel C.A.: An introduction to homological algebra, Cambridge studies in
advanced mathematics, Cambridge University Press, 38 (1994).

[175] Williamson J.: Hadamard’s determinant theorem and the sum of four squares,
Duke Math. J., 11, pp. 65-81 (1944).

) L]
"R L ‘
| 8

\/Ld-zw P\)ch% Se(fawuc .
Lgr (e:d,uuxcds 5@- reoﬁeuuw ‘} S——

fyﬂfﬂ}v« Qc'\(,»uc\- L\,OML\{)» e Tl o

| :wabsmle( N T .

El Doctoradao,






