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Resumen.

Se presentan en esta memoria algunos resultados sobre clasificacién de algebras de
Lie nilpotentes.

La clasificacién de las dlgebras de Lie p-filiformes es conocida para valores de p
comprendidos entre n — 4 y n — 2, siendo n la dimensién del dlgebra. El objeto
fundamental de este trabajo, es el estudio de las dlgebras de Lie (n — 5)-filiformes y
(n — 6)-filiformes.

En el primer capitulo de esta memoria se demuestra que en el caso de las dlgebras
de Lie (n — 5)-filiformes la dimensién de la derivada es 4, 5, 6 6 y se presenta la
clasificacién, en dimensién arbitraria, en el caso de la dimensién de la derivada maxima
y la clasificacién completa cuando la dimensién del dlgebra es 8.

El segundo capitulo tiene como objeto el estudio de las dlgebras de Lie (n — 6)-
filiformes. Se determina la familia genérica de éstas y se da la clasificacién completa en
el caso de dimensién 8. Se cierra asi la clasificacién de las dlgebras de Lie p-filiformes

hasta dimensién 8.

El tratamiento computacional juega un papel importante en el estudio de los pro-
blemas planteados. Se recoge en el capitulo 3 de esta memoria uno de los programas
utilizados, con el lenguaje de programacién AMathematica.

Finalmente, se recogen en dos apéndices las listas de las dlgebras encontradas en
esta memoria.
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Introduccion.

El noruego Sophus Lie (1842-1899) desarroll6 en Berlin la nocién de grupos de trans-
formaciones continuas y su papel en la teoria de ecuaciones diferenciales. Casi si-
multdneamente y en la misma ciudad, el aleman Felix Klein (1849-1925) considera
el papel de los grupos finitos en el estudio de los cuerpos regulares y en la teoria
de ecuaciones algebraicas. Ambos desarrollos, conjuntamente, supusieron un impor-
tante avance para la unificacién de diversas teorias matemadticas y para numerosas
aplicaciones en muchos otros campos. En concreto, la teoria de Lie es de una utilidad
fundamental en dreas como el analisis, la geometria diferencial, la teoria de numeros,
las ecuaciones diferenciales, la estructura atémica, la fisica de alta energia, los siste-
mas dindmicos, el sélido rigido, el campo electromagnético, la mecénica cuantica o la
teoria de la relatividad, entre otras.

En fisica es frecuente encontrar dlgebras y grupos de Lie como grupos de simetria
de sistemas dindmicos. Estas simetrias estdn intimamente asociadas con las leyes de
conservacién. El estudio de la teoria de grupos y algebras de Lie ha ido ganando
importancia en los tltimos afios. Es una poderosa herramienta en el estudio de las
ecuaciones diferenciales y en la teoria de las perturbaciones. Ademds, en la fisica
moderna los grupos de simetrias no consideran sélo simetrias espacio-temporales,
sino también nuevas simetrias asociadas con los grados de libertad internos de las
particulas y los campos.

Mencién especial merece el estudio de las estructuras simplécticas de dlgebras de
Lie filiformes. Las dlgebras de Lie simplécticas aparecen en el estudio de problemas
dindmicos (como el problema de los dos cuerpos, o el de los tres cuerpos). Se han
estudiado las &lgebras de Lie filiformes simplécticas, no simplecto-isomorfas, hasta
dimensién 10 [24], (y, para ello, ha sido necesario clasificar también las dlgebras de
Lie filiformes de contacto hasta dimensién 11, [26])

Conviene, por tanto, determinar familias de dlgebras de Lie lo mds extensas que sea
posible y estudiar sus propiedades. En consecuencia, uno de los primeros problemas
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a considerar serd el de obtener la clasificacién, salvo isomorfismo, de las algebras
de Lie. La descomposicién de Levi (véase cualquier manual sobre dlgebras de Lie,
como [5], [19], [30] 6 [32]) de un &lgebra de Lie en suma semidirecta de su radical (el
ideal resoluble maximal del 4lgebra) y una parte semisimple (la subdlgebra de levi),
reduce el problema de la clasificacion, esencialmente, al de las dlgebras semisimples y
resolubles.

Las algebras de Lie semisimples (sin ideales propios abelianos), juegan un impor-
tante papel en las aplicaciones fisicas. Las complejas fueron clasificadas por Killing
y Cartan en su tesis (1894). La clasificacién de las dlgebrasde Lie semisimples sobre
C va hoy asociada a los diagramas de Dynkin [36]. Posteriormente, Cartan (1914)
clasificé las dlgebras de Lie semisimples reales.

La clasificaciéon de las dlgebras de Lie resolubles, sin embargo, es un problema
abierto, aunque puede reducirse todavia, en un cierto sentido [30], a la clasificacion
de un tipo particular: las dlgebras de Lie nilpotentes y es en este campo donde se
enmarca el trabajo que se presenta en esta memoria.

Son muchos los autores que han abordado el problema de la clasificaciéon de las
algebras de Lie nilpotentes. Las listas para dimensiones menores o iguales a 5 sobre
un cuerpo conmutativo se publicaron por primera vez por Dixmier en 1.958 [20]
aunque, tal como afirma él mismo en el trabajo, lo realizé6 también y de manera
independiente Chevalley, pero no llegé a publicarlo. Mas no son éstas las primeras
listas obtenidas de algebras de Lie nilpotentes, puesto que en 1.891 K. Umlauf [37] da
en su tesis doctoral listas para todas las leyes de dimensiones menores o iguales a 6 y
para aquellas de dimensiones 7, 8 y 9 admitiendo una base {Xy, Xi,...,Xn_1} para
la cual se cumple que [Xp, X;] = X;11 (1 £ i< n—2), sobre R 6 C (las algebras
de Lie nilpotentes con esta propiedad son las ahora llamadas filiformes). Estas listas
contienen, no obstante, errores y dlgebras escindidas no presentadas como tales. Pero
esta direccion de investigacion fue rapidamente abandonada, por su complejidad, en
beneficio del estudio de las mucho mejor estructuradas dlgebras de Lie semisimples.
En 1.958 U. Morosov [33] publica la primera lista completa sobre un cuerpo de K de
caracteristica 0, para dimensién 6. Esta clasificacién se basa en la dimensiéon maxima
de un ideal abeliano maximal.

Vergne [38] publica en 1.966 listas completas de dimensién menores o iguales a 6
sobre C, en su tesis de tercer ciclo, estudiando la variedad de leyes de algebras de
Lie nilpotentes mediante métodos cohomoldgicos més que estudiando directamente
las clases de isomorfia. Muestra el importante papel de las algebras de Lie filiformes,
(terminologia introducida por ella misma), en el estudio de la variedad de leyes de
dlgebras de Lie nilpotentes. Otras listas completas las proporcionan Nielsen [34] vy
Cerezo [18] en 1.983, aunque de manera independiente y haciendo uso de métodos
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diferentes. El procedimiento debido a Cerezo (a partir del hecho de que un algebra de
dimensién n es suma semidirecta de otra de dimensién n — 1 y una recta) ha sido el
seguido por M. Romdhani para dar la lista completa para las nilpotentes de dimension
7 [35]. El tema ha continuado siendo estudiado por muchos autores en muy diversos
lugares pero, la complejidad de los célculos involucrados (realizados a veces a mano)
ha sido fuente de errores y aconseja dar un tratamiento computacional al problema.

Un impulso importante a la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpotentes lo ha
dado la introduccién, por Goze y Ancochea en [3], de un invariante mdas potente
que los hasta entonces conocidos: la sucesidn caracteristica o invariante de Goze.
Usando este invariante, estos mismos autores obtienen la clasificacién de las algebras
de Lie nilpotentes complejas de dimensién 7, [3] y la de las algebras de Lie filiformes
complejas de dimension 8 [2].

Mi4s tarde y usando este invariante, Gémez y Echarte en [21], [22] clasifican las
dlgebras filiformes complejas de dimensién 9. Posteriormente, en [17], Castro, Gémez,
Jiménez-Merchdn, Nufiez y Valeiras desarrollan un algoritmo para ser implementado
en un lenguaje simbélico, que permita encontrar familias genéricas de dlgebras de Lie
filiformes en cualquier dimensién junto a las restricciones exigibles a los pardmetros
y asi ya partir de familias fiables para su clasificacién.

Conforme aumenta la dimensién, la determinacién de listas exhaustivas de élge-
bras de Lie se va volviendo cada vez mds y més compleja. Los trabajos realizados por
nuestro grupo de investigacién han supuesto un avance en la clasificacién de las 4l-
gebras de Lie filiformes, tanto para dimensiones pequefias, Gémez, Jiménez-Merchan
y Khakimdjanov [25], como en extensas familias de dlgebras filiformes en dimensién
arbitraria, Gémez, Goze y Khakimdjanov [23] (las llamadas algebras de Lie filifor-
mes k-abelianas) desarrollandose técnicas que permiten su clasificacion y, dado que
el caso k = 1 ya era conocido, se han clasificado las 4lgebras filiformes 2-abelianas en
dimensién arbitraria.

No es casual que hasta ahora los diferentes autores que han trabajado en la clasi-
ficacién de algebras de Lie nilpotentes se hayan limitado al caso filiforme en cuanto
la dimensién no es “muy pequena” pues, cuando el indice de nilpotencia se “aleja”
de la dimensién, las dificultades crecen extraordinariamente, porque se da un gran
aumento de los pardmetros a determinar sin llevar aparejado un aumento paralelo
de las restricciones entre ellos. Es un hecho bien conocido que la clasificacion de
las dlgebras metabelianas (las de indice de nilpotencia 2, aquellas cuya derivada es
abeliana) es muy dificil. Un resultado reciente de Goze y Khakimdjanov [30] muestra
que la clasificacién general de las dlgebras de Lie metabelianas de dimensién 2p + 1
es equivalente a la clasificacién de las formas bilineales en CP con valores en CP y
contiene la clasificacién de todas las dlgebras de Lie de dimensién p. En la actualidad
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Gémez y Rodriguez estdn trabajando en ellas y han consiguiendo algunos resultados
[29], [27], [28].

Cabezas, Gémez en [7] y [11] y junto a Jiménez-Merchén en [12], estudian una
familia de algebras de Lie que ellos llaman algebras de Lie p-filiformes que son las
de dimensién n e invariante de Goze (n — p,1,...,1). Puesto que las filiformes son
las de invariante de Goze (n — 1,1), quedan incluidas dentro de esta familia como las
4lgebras de Lie 1-filiformes; andlogamente, las casifiliformes son las 2-filiformes y las
abelianas las (n — 1)-filiformes. Hasta el momento se ha obtenido la clasificacién, en
[7] v [12], de las dlgebras de Lie p-filiformes en dimensién cualquiera en los casos en
que p > n — 4.

En esta linea de investigacién se incardina el presente trabajo estudiando édlgebras
de Lie (n — 5)-filiformes y (n — 6)-filiformes. Para las dlgebras de Lie (n — 5)-filiformes
se prueba que la dimensién de la derivada es 4, 5 6 6 y se presenta la clasificacion,
en dimensién arbitraria, en el caso de la dimensién de la derivada méxima y la cla-
sificacién completa en dimensién 8. Se determina la familia genérica de las élgebras
(n — 6)-filiformes y se clasifica en el caso de dimensién 8. Se cierra asi, la clasifica-
cién de las algebras de Lie p-filiformes hasta dimensién 8. Como complemento, en
un apéndice al final del trabajo se clasifican las dlgebras de Lie de dimensién 7, con
invariante de Goze (6,1) [26] y (5,1,1) [4] y también las de dimensién 6 de invariante
de Goze (5,1) [26], [33], con objeto de usar una notacién uniforme para las dlgebras
escindidas que aparecen en la tesis.

Algebras de Lie (n — 5)-filiformes de dimensién n con dimensién de la derivada
méxima (dimensién 6) existen 2n — 13 si es par y 2n — 14 si es impar distribuidas
en cuatro familias. En el caso de dimensién 8 existen 46 &dlgebras y una familia
infinita uniparamétrica de dlgebras 3-filiformes no escindidas y 37 algebras y una
familia uniparamétrica escindidas. Algebras de Lie 2-filiformes de dimensién 8 hay
50 4lgebras, 9 familias uniparamétricas y 2 biparamétricas no escindidas y 7 dlgebras
y una familia uniparamétrica escindidas. Una expresién de las correspondientes leyes
respecto a una base adaptada puede verse en el apéndice B al final de la memoria
(pag. 213 a 240).

En el Capitulo 0 se da una breve recopilacién de tépicos bien conocidos pero que
son prerrequisitos necesarios para la mejor comprension de la tesis. En cualquier caso,
al comienzo de dicho capitulo se citan otras referencias destinadas a aquellos lectores
no suficientemente familiarizados con los conceptos y resultados que se usan a lo largo
del trabajo.

En el Capitulo 1 se aborda el problema de la clasificacién para p =n — 5y con la
derivada mdxima. La familia ha sido ya encontrada en [7], [8], por lo que basdndose
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en esa familia se clasifican las dlgebras de Lie (n — 5)-filiformes con dimensién de la
derivada maxima. Ademds, dentro de este capitulo y como seccién, se da la clasifica-
cién de las (n — 5)-filiformes de dimensién 8. Partiendo de la familia ya encontrada,
se intenta buscar invariantes que permitan distinguir familias no isomorfas. Esto no
es siempre posible, por lo que es necesario buscar otras herramientas o técnicas, lo
que se hace es mediante cambios de base genéricos intentar estudiar si la nulidad de
algunos de los pardmetros que van apareciendo en la familia es o no invariante, o por
el contrario, existe algin cambio concreto que lo anula. En otros casos se ha encon-
trado invariantes que son combinacién de los pardmetros que aparecen en la familia.
Aqui es dénde se utiliza el software Mathematica.

En el Capitulo 2, haciendo uso de los mismos resultados y técnicas se llega primero
a la familia de leyes de las algebras de Lie (n—6)-filiformes y después usando de nuevo
la informatica se obtiene la clasificacién de las dlgebras de Lie (n — 6)-filiformes de
dimensién 8. En este caso, el uso del ordenador se ha hecho imprescindible por la can-
tidad de pardmetros que se obtienen, en cambio, aunque los célculos en el caso de las
3-filiformes pueden resultar complicados, el ordenador ha servido como herramienta
para comprobar los resultados y para garantizar la fiabilidad de los mismos.

Con esto se cierra la clasificacién de todas las algebras de Lie p-filiformes hasta
dimensién 8, en la tabla siguiente se indican los correspondientes invariantes de Goze

7,1) (6,1,1) (51,1,1) (4,1,1,1,1) (3,1,1,1,1,1) (2,1,1,1,1,1,1)
6,1) (5,1,1) (4,1,1,1) (3,1,1,1,1) (2,1,1,1,1,1)

(5,1) (4,1,1) (3,1,1,1) (2,1,1,1,1)

4,1) (3,1,1) (2,1,1,1)

(3,1) (2,1,1)

(2,1)

todas las filiformes hasta dimensién 8 (e incluso hasta dimensién 11), se encuentran
clasificadas en [26]. Todas las de invariante de Goze (4,1,1), (4,1,1,1), (4,1,1,1, 1),
(3,1,1), (3,1,1,1), (3,1,1,1,1,1), (2,1,1), (2,1.1.1), (2,1,1,1,1,1,1) (2,1,1,1,1)
han sido va clasificadas en [7] y por tltimo, la de invariante de Goze (5,1,1), ya fue
clasificada (pero utilizando distinta terminologfa) por Ancochea y Goze en [4].

Un papel importante del método que conduce a los resultados obtenidos es, esen-
cialmente, fruto del tratamiento computacional en el estudio de los problemas plan-
teados, utilizando un lenguaje formal para generar cambios de base que nos permitan
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discutir la existencia de algebras no isomorfas. Se recoge, ademds, en el capitulo
3 de la memoria uno de los programas utilizados, con el lenguaje de programacién
Mathematica, para la generacién de cambios de base.

Finalmente, se anaden dos apéndices con las listas de algebras ya obtenidas ante-
riormente, es el caso de las dlgebras de invariante de Goze (5,1), (5,1,1) v (6,1), y
un ultimo apéndice que recoge las encontradas en esta memoria.
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Capitulo O

Generalidades.

Se introducen las nociones y definiciones generales que se utilizardn a lo largo de este
trabajo de investigacién, y se mencionan algunos textos introductorios sobre algebras
de Lie, que son suficientemente conocidos para el especialista.

Si el lector no esté suficientemente familiarizado con los conceptos que se tratan,
puede recurrir a los textos que se citan a continuacién.

Podrian ser considerados bésicos los textos de Jacobson [32] o Humphreys [31]
y el “survey” de Belifante y Kolman [6]. M4ds recientemente, con un enfoque muy
actual, puede ser consultado el texto de Bauerle y Kerf [5]. Un texto muy reciente
pero imprescindible, dedicado especialmente a las dlgebras de Lie nilpotentes, objeto
de estudio de esta tesis, es el de Goze y Khakimdjanov [30].

0.1 Notaciones y terminologia.

Un dlgebra de Lie (g, ) sobre un cuerpo K es un espacio vectorial g sobre K dotado
de una aplicacién bilineal i : g x g — g, llamada producto o ley del dlgebra, que
cumple las propiedades

ulz,z) =0

y la identidad de Jacobi, que se expresa como
(@, ply, 2)) + ply, w2z, 7)) + plz. p(z,y)) =0

para todos los elementos x,y, z de g.



2 0. Generalidades.

Se suele designar u(z,y) por [z,y] y asi 4 es nombrado usualmente como producto
corchete. Por otra parte, g representa el dlgebra o el espacio vectorial, indistintamente,
seglin contexto. A la dimensién del espacio vectorial subyvacente se le llama también
dimension del dlgebra. Las édlgebras de Lie, en este trabajo, serdn consideradas sobre
el cuerpo C y de dimension finita.

Si llamamos B?(C™) al espacio vectorial de las aplicaciones bilineales de C"* x C"
en C" y fijamos una base {e1, e, ...e,} de C*, podemos determinar un elemento o de
B?(C™) conociendo el conjunto de escalares C’{fj, llamados constantes de estructura,
definidos por las formulas o(e;,e;) = Ti; CFjex; de este modo, B*(C") puede ser
dotado con estructura de espacio afin. Asi, podemos considerar un 4lgebra de Lie g
como un elemento de B%(C"); el conjunto L, de leyes de algebra de Lie sobre C™ es
un conjunto algebraico afin definido por las relaciones polinomiales

1. Clk,:J - "C;'C’i,
2. Y (CHLCE + CLCi+CriC3) =0

y parametrizado por las (n® — n?)/2 constantes de estructura C¥;.

Un subespacio g; de g se dice que es una subdlgebra de Lie de g si [X,Y] € ¢
para todo elemento X,Y de g;, es decir, una subalgebra es un subespacio vectorial
que es algebra de Lie para la multiplicacién inducida.

Una subélgebra de Lie Z de g se dice que es un ideal de g si [Z,g] C Z, es decir,
[X,Y] € T para cualquier elemento X € Z, Y € g; por supuesto, todo ideal es
subéalgebra.

Un algebra de Lie no abeliana g se dice simple si no tiene ideales propios y se-
misimple si no tiene ideales propios abelianos. Las 4lgebras semisimples son sumas
directas de algebras simples y éstas son conocidas desde los trabajos de Killing y
Cartan y estan clasificadas (pueden verse en [30] 6 [31]).

Si g es un dlgebra de Lie, a la sucesién de ideales definidos mediante

{ D%(g) =g,
Dtl(g) = [D*(9), D*(g)]. k>0,

se le llama sucesidn derivada de g. Dicha sucesién verifica que
6="D%)2D'(g) 2--- 2 D'(g)

v si existe un entero k para el que D*(g) = {0} el dlgebra se dice resoluble; en tal
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caso, al menor entero que cumple dicha condicién se le llama indice de resolubilidad
de g.

El Teorema de Lévi (vednse, por ejemplo, [30] 6 [32]) dice que toda lgebra de Lie
g admite una descomposicién en suma semidirecta de su radical (el ideal resoluble
maximal del 4lgebra) y una subdlgebra semisimple (la subdlgebra de Levi). Este
resultado reduce, en esencia, el problema de la clasificacién de las dlgebras de Lie al
de la clasificacién de las resolubles (pues la de las semisimples ya hemos visto que es
conocida).

Si g es un algebra de Lie, a la sucesién de ideales definidos mediante

{CW®=&
CH1l(g) =[C*(g),g], k>0,

se le llama sucesidn central descendente de g. Dicha sucesién verifica que
g=C"g)2Cg) 2 2C(g) -

y si existe un entero k para el que C¥(g) = {0} el dlgebra se dice nilpotente; en tal
caso, al menor entero que cumple dicha condicién se le llama indice de nilpotencia de
g. Cuando la dimensién es n y el nilindice n — 1, las dlgebras que se obtienen son
llamadas filiformes; se diran casifiliformes si su nilindice es n — 2. Las lgebras de Lie
abelianas son las de nilindice 1.

Si g es un &lgebra de Lie y X € g, se denota por ad(X) al endomorfismo de g

definido por
ad(X): g — g
Y — [X|Y]

y se le denomina aplicacion adjunta de X.

La aplicacién
ad: g — gl(g)
es una representacién de g, llamada representacidn adjunta del dlgebra. El Teorema
de Engel dice que “un dlgebra de Lie g es nilpotente si y solo si ad(X) es nilpotente
para todo elemento X de g”.

Se denotard C,, con n € N, al conjunto cociente de C con la relacién de equiva-
lencia R,,, definida como uR,v <= u = wv con uv" =1, Yu,v € C.
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0.2 Invariantes Clasicos.

El problema de la clasificacién de dlgebras de Lie nilpotentes obliga a distinguir
cuando son isomorfas; la decisién no es una cuestién facil, por lo que se recuerdan
los invariantes mas comunes de un &lgebra, es decir, aquellas propiedades que se
conservan bajo isomorfismos, de los que destacan por su sencillez la dimensién y el
indice de nilpotencia.

Otros invariantes usuales son los proporcionados por la sucesién derivada
g=D%g) DD'(g) D>~ D D(g)
por la sucesion central descendente
g=C%g)DCg) >~ DC(g)
asi como por la sucesidn central ascendente que se define como
{0} =Co(g) CCi(g) C--- C Ci(g) -~

donde
{ Co(g) = {0},

Cera(g) ={X €g:[X,g] CC(g)}, kK20

Denotando por
d; = &im(D'(g)), ¢ =dim(C'(g)), ¢ = dim(Ci(g))
entonces la sucesién de dimensiones
1 s—1

(nydyy .. dp1, ¢ty 71 Csm1)

es un invariante de g. La clasificacién de dlgebras de Lie nilpotentes de dimensiones
inferiores o iguales a 6 se puede obtener utilizando solamente estos invariantes.

Se denotan la subdlgebra derivada de g y el centro de g. respectivamente, por
[8.9] = C'(g) = D'(g)
Z(g) = Ci(g)

Asimismo, si h es una subdlgebra de g, el centralizador de h en g viene dado por

Centy(h) ={X e€g:[X,YV]=0. VY €h}
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Las dimensiones de estos ideales, a veces, resultan ser un invariante bastante ttil
para distinguir dlgebras no isomorfas.

Un invariante mas potente es el llamado la sucesidn caracteristica o invariante de
Goze, basado en conceptos elementales relacionados con la forma canénica de Jordan
y se ha utilizado explicitamente, por primera vez, en los trabajos de Ancochea y Goze

1]y [2].

La sucesién caracteristica se define como el mdximo de los simbolos de Segre de
las aplicaciones lineales nilpotentes ad(X), siendo X un elemento del complementario
de la subdlgebra derivada, es decir, si g es un dlgebra de Lie nilpotente compleja de
dimensién finita n, para todo X € g — [g, g] se denota por

c(X) = (cr(X), ca(X),. .-, 1)

la sucesién en orden decreciente de las dimensiones de los subespacios caracteristicos
del operador nilpotente ad(X). Ordenando el conjunto de estas sucesiones en orden
lexicografico se define

c(g) = sup{c(X): X € g —[g,0]}

y a éste se le llama sucesion caracteristica. Este invariante se ha utilizado para obtener
la clasificacién de las slgebras de Lie nilpotentes de dimensién 7, [1].

Evidentemente c(g) es un invariante para los isomorfismos y, por construccion,
existe al menos un vector X € g—[g, g] tal que c(g) = ¢(X); todo vector que verifique
dicha condicién es llamado vector caracteristico del 4lgebra.

El 4lgebra abeliana de dimensién n es la Gnica de invariante de Goze (1,...,1),
en las algebras metabelianas la sucesién caracteristica es (2,2,...,2,1,... 1), en las
4lgebras de Heisenberg (2,1, ...1), en las dlgebras filiformes (n—1,1) y en las dlgebras
casifiliformes (n —2,1,1).

En [7], [11] ¥ [12], se estudian un tipo particular de dlgebras de Lie, aquellas de
invariante de Goze (n —p, 1,...,1), que los autores llaman p-filiformes. Las dlgebras
de Lie abelianas son las (n — 1)-filiformes, las filiformes son las 1-filiformes y las
casifiliformes son las 2-filiformes.

Si g es un 4lgebra de Lie p-filiforme de dimensién n (esto es, nilpotente con su-
cesién caracteristica (n —p,1,...,1)), entonces existe una base que denotaremos por
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{Xo, X1,..., X, Y1,...,Yo_p_1}, verificando
[Xo, Xi] = Xy 1<i<p—1
[Xo, Xn—p] =0
[Xo0,Yj] =0 1<i<n—p-1

dicha base se dira base adaptada del dlgebra, siendo X, un vector caracteristico.

0.3 Algebras graduadas.

Un algebra de Lie g se dice Z-graduada si puede ser descompuesta vectorialmente

como suma directa g = @gi donde los g; son los subespacios graduantes g; que
icZ

verifican [g;, g;] C gi+;, para todo 4,5 € Z.

Se dir4 entonces que € g; 0 @D g: es una Z-graduacidn o, por abuso de notacién,
i€Z
una graduacion. La graduacién se dice finita si el conjunto de los indices 7 para los
que g; # {0} es finito y conexa si existen ny,ny € Z tales que g; # {0} siny < i < ny
y gi = {0} en otro caso.

Un algebra de Lie se dice Z-filtrada (o filtrada) si existen subespacios S;, coni € Z

tales que:
g=U S
icZ
[Si,Sj] C Si+j Z,] €7z
S; C S5 i > j (filtracién descendente)

n

Una filtracién descendente (S;);c7 es finita si existen ny,ny € Z, tales que:

i— g SiZ'STIll}'
i:{O} SiZ‘ZTLQ

\nn

Si un algebra de Lie g es graduada con g = @ g;. puede definirse una filtracién
ieZ
asociada a la graduacién tomando Sy = @ gi-
i>k



0.3. Algebras graduadas. 7

Si g es un algebra de Lie filtrada, con g = U S;, se puede construir, a partir de
i€l
ella, un dlgebra de Lie graduada, poniendo

grg = @ g; con g = Si/Sit1
i€z

v definiendo en grg el producto [X,Y] = [X,Y] donde [X, Y] es la clase del elemento
[X,Y] € Sii;, cuando X e Y son representantes de las clases X,Yen S, yS;
respectivamente.

Se dice que un dlgebra de Lie nilpotente g estd graduada naturalmente si es iso-
morfa al dlgebra graduada grg, obtenida de la filtracién natural del dlgebra. Es decir,
g es un algebra graduada naturalmente si, siendo

grg =@ g con g =C""(g)/C'(g)
i€Z

se tiene que g ~ grg.




Capitulo 1

Algebras de Lie (n — 5)-filiformes.

En este capitulo, usando la familia genérica descrita en [8], se van a encontrar todas
las dlgebras de Lie (n—>5)-filiformes con derivada méxima. Se da la clasificacién de las
dlgebras p-filiformes con dimensién de la derivada maxima. Ademds, se encuentran
la clasificacién completa de las dlgebras (n — 5)-filiformes de dimensién 8, la primera
dimensién no conocida hasta el momento.

1.1 Algebras de Lie (n—5)-filiformes con derivada
maxima.

Lema 1.1.1.— /8] La ley de un dlgebra de Lie g (n — 5)-filiforme compleja de di-
mension n > 6 viene ezpresada, salvo antisimetria, en una cierta base adaptada

{Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, Y1, Y, ..., Yo 6}, en funcidn de los siguientes productos
[Xo0, X;] = Xina 1<i<4
n—=6
(X1,X2] = cXg+dX5+ ) opYe
k=1

[X15X3] = CX5

n—6
[X1,X4] = eXs+ ) HYa
k=1

n—=6
[X2,X3] = —eX5— ) BYa
k=1
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[X1,Y3] a3 X3 +axnXg+a;Xs 1<i<n-6
[X2,Yi] = a3, X4+ a2Xs 1<i<n-6
[X3,Y;] = a3Xs 1<i1<n-—-6
[Y;,Y;] = b;Xs 1<i<j<n-6,

sujeta a las stguientes restricciones

a3; Bk = 0
az; g =0
a1i Bk = 0
a2;cPB =0
as;e = 0
n—6
> Bragk = 0
k=1
n—6
by =0
k=2
n—6 i—1
S agbx = D arby
k=i+1 r=1
n—7
> akbgn-s = 0
k=1
n—=6
> Brbux =0
k=2
n—6 i—1
S Bbx = D Brb
k=it1 r=1
= 0

n—7
> Brbrn—s
k=1

1<4,k<n—-6
1<i,k<n-—6
1<i,k<n-6
1<i,k<n-6

1<i<n—-=6
2<i1<n-7
2<i<n—-7

Es ficil determinar que, cualquiera que sea la dimensién del algebra, la derivada
s6lo puede tener dimensién 4, 5 6 6. A continuacion, se van a determinar todas las
algebras (n — 5)-filiformes en dimensién arbitraria para el caso en que la dimensién

de la derivada sea maxima, es decir, 6.

Lema 1.1.2.— Si g es un dlgebra de Lie (n—>5)-filiforme de dimensiénn con dim|g, g

6 su ley puede ser expresada, en una cierta base adaptada, por

( [X[),)(i] = Xi-H 1 S ) S 1

[X1, X2] = c Xy + Yo7

[Xl,Xg] :CX5

[X1,X4] =Y 6

[X2,X3] = ~Yn_s

[Xl,Yi]za.QiX4 ISZ'STL—'r

[X2,Y;] = a2 X5 1<i<n—T7
\[Yi,Yj]Ibin5 1<i<j<n—-28
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conagyc=0,1<1<n—-"17.

Demostracién: Si en la familia de leyes del teorema 1.1.1, hacemos el siguiente

cambio de base
n—6

Yo ;=dXs+ ) oxYik

k=1
n—6

Y,;_G =eX;+ Z 3 Y
k=1
siempre se puede suponer a,,_7 = B,_¢ = 1 y el resto de los o, B nulos; sustituyendo
estos valores de los pardmetros, las tnicas restricciones que restan son agic = 0,
1<:<n—-". O

Teorema 1.1.3.— Si g es un dlgebra de Lie (n — 35)-filiforme de dimension n > 9 y
dim[g, g] = 6, serd isomorfa a alguna de las familias de leyes siguientes, que son no
isomorfas dos a dos

([ X0, Xs] = Xipn 1<i<H4
(X1, Xo] =Yy -
/‘(15’:1 ..... R [X1, X4] = Yos 1<r<| 5 J
[XQ,X3] = —In-s
[Yo_1,Yes] =X5 1<i<r—1
( [XO’XI]:Xi+1 1<2< 4
(X1, Xa] = Yoy
[Xl’X4] =Y. 6
2,7 n—17
Hs,1,..01) ¢ ¢ [Xo, Xs] = Y6 1<r<| 5 ]
X1, Y] = X4
(X5, Yn_s] = X5
(Yo, Yol = X5 1<i<r—1
(([Xo, Xi] =Niyp  1<0<Hd
[leXQ] Yn—?
(X1, X4] = Yas
3 Y n—=~6
M. [Xa, X3] = —Yos 1<r<| 5 ]
(X1, Yn 7] = X4
[Y%Yn—?] - XS
[Yoi1, Y] =X5 1<i<r—1
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([ Xo, Xi] = Xita 1<1<4
(X1, Xo]=Xs+ Y7
47 [Xl,X3]=X5 n—6
. : <r<
B,y S [X1, X4] = Yos 1<r<| 5 ]
(X2, X3] = =Y
[Yoi1, Y] = X5 1<i<r—1

Nota 1.1.4.— En dimensién 8, sélo hay tres dlgebras de Lie (n — 5)-filiforme con
. 1,1 3,1 4,1
dim([g, g]) = 6; Hs,1,1,1) H5,1,1,1) Y H(5,1,1,1)

Nota 1.1.5.— En total, resultan 2dim(g) — 13 dlgebras, dos a dos no isomorfas, si
dim(g) es par y 2dim(g) — 14 si dim(g) es impar.

Demostraciéon: En primer lugar, se va determinar un invariante por el cual se
podré trocear la familia, ese invariante es la nulidad de ¢. En efecto, pues mediante
cualquier cambio de base la constante de estructura cj 5 es siempre multiplo de c.

Es facil probar que cualquier cambio de base genérico puede expresarse como
combinacién lineal de otros dos. En el primero de ellos dejamos invariante el vector
caracteristico X, mientras que el resto de generadores se modifican tanto como sea
posible; en el segundo de los cambios se mantiene invariante el vector X;. Se les deno-
minard, respectivamente, cambio de base de Jordan (asociada al vector caracteristico)
y cambio de vector caracteristico.

18) Cambio de base de Jordan. La nueva base se expresa, en funcién de la antigua,
mediante

X, = Xo
n—6

X| = QoXo+ QX1+ QX2+ QsX3+QuNy+ Qs X5+ > SiYs
k=1

Xy = QiXo+ QoX3 + Q3Xy+ QuX5

X3 = Q1 X3+ QX4+ Q3X5

X& = Q1X4 + Q2)(5

Xy = 1 X5

el resto de vectores de la base son generadores, salvo los vectores Y, ¢ e Y,_7 que
estan en la derivada y vienen generados, pero para probar la que la nulidad de ¢
es invariante no influye ninguna de las ¥;. Para no salirse de la familia (para que
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[X!, X}] = ' X1), hay que exigir Qo = 0. Y para que sea cambio de base, es preciso

que @ # 0.

Si se efectiia el producto [X], X3], y se pone en funcién de la nueva base, X}, se
tiene que el nuevo pardmetro es ¢’ = Q;c, resultando ser iguales las nulidades de c y
de ¢

28) Cambio de vector caracteristico. Ahora se tiene que

X = PoXo+ PuXy + PoXo & PuXa + PiXa+ PoXs + 3 RiYa

X{ =X, =

Xy =FRX;— (cP+ ga%Rk)Xfi —cP3 X5 — PY, 17— PyYn_s

Xt = P2X3 + (cPoPy — apn-7PiP2) Xy — (cPoPa + agn7P? + 2P0n§57a2kRk)X5
k=1 v

PoP\Y, 7 — (cPiPy+ Py ::Z;;agkRk — PyP3)Y,6

X‘i = 130(P02 + a2,n_7P12)X4 + 20P02P1X5 -+ (CP0P12 — P02P2 - agyn_7P12P2)Yn_6
Xé = P02(P02 + Clgyn_7P12)X5 + ]D()Pl(f)o2 + ag’n_7P12)Yn_6

al igual que en el cambio anterior, no es necesario utilizar el resto de vectores de la
base para encontrar el nuevo pardmetro ¢”’. Hay que exigir que Py # 0 para que haya
cambio de base y que Pjas,—7 = 0 para no salirse de la familia. El nuevo pardmetro

c” con lo que las nulidades de ¢ y ¢” coinciden. Resulta, por tanto, que la

_c
= o
nulidad de c es un invariante para las dlgebras de esta familia.

Casol: ¢c=0

La ley del dlgebra viene determinada por

[

(X1, Xo] = Yo7

[Xl’XélJ = Yn_6

[X2vX3] =-Y.s

(X, Yi]=aXy 1<i<n—7
[(Xo, Vi =auXs 1<i<n—-7

[Vi, Yi] = bi; X5 1<i<j<n-8
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Considerando la dimensién de la subalgebra [C!(g),C*(g)], se obtiene que

1 si Az n—7 =0

dim([C'(g),C*(g)]) =
2 sl agn7#0

llegando asi, a dos familias de leyes no isomorfas entre si.

(11) Q2 n-7 = 0

Considerando el centralizador de C!(g) para este caso, se obtiene que

n—4 si ay =0 paratodo ¢, 1<i<n-—28
dim(Cent(C*(g))) =
n—>5 siexiste: tal que ag # 0

(1.1.1.) Si ay; = 0 para todoi, 1 <i<n-8.

La ley del dlgebra puede ser expresada por

(X0, Xi] = Xipan 1<i<4
(X1, Xo] =Y,
(X1, X4 =Y,
[XQ’X3] = —1In-s6

[Yiij]:bins 1<i<j<n-28

-7
-6

.....

e si existe b;; # 0 siempre se puede suponer que by, # (0. Basta con efectuar el
cambio de base definido por

(X! =X; 0<i<5

Y/ =Y

Y, =Y,

)/;’:)/1

Y, =1,

Y/ =Y, 1<k<n-6 k¢{1.2.ij}

Se puede ademads suponer by =1, by; =by; =0, 3 <1< n— 8, sin mads que hacer
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el cambio de base expresado por

Y=Y
b2

;=Y

/ b21. bh .

/=Y +=Y1—-—Y, 3<i:<n-38

bio bi2
y se obtiene el dlgebra de ley:

[Xo, Xi) =Xiyn 1<i<4

(X1, Xa] = Yor

[X1,X4] =Yoo

[‘XQ,X3] n—

(Y1, Ys] =

[K,Y,]-bz,xs 3<i<j<n-—8

* Si b;; = 0 para todo 1, j, se obtiene /135}1’_'_71).

* Si existe b;; # 0,3 < i < j < n—8, de forma anéloga, siempre se puede suponer
que b3y # 0, bzg =1, by; = by; =0, 5 < i <n— 8y laley del dlgebra es:

[Xo, Xi] = Xipa
(X1, Xo) = Yoy
(X1, X4] = Yaos
[X2, X3] = —Yn-
[Y1,Ya] = X5
[¥3,Y3] = X5

(Y5, Yi] = by Xs

1<1<4

hb<i<j<n—28

Si se continta el proceso, resulta el dlgebra g dada isomorfa a alguna de las algebras
f31,..1y due son dos a dos no isomorfas pues

1,7

dim(Z(g))

-6

:n—Qr—3con1§r§LnTJ
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(1.1.2.) Si existe ¢ tal que ag; # 0.

Siempre se puede suponer ao; # 0. Basta hacer el cambio dado por:

X=X, 0<i<5

v/ =Y

¥ =Y,

/=Y, 1<k<n-6 k¢{l,i}

en este caso es posible suponer ademds que ag; =1, ag; =0, 2 <7< n—7,sin mas
que hacer el cambio de base definido por

1
Yll — _YI
az

Y/=anY,—ayY, 2<i<n-—-7

y la ley del algebra vendra entonces determinada por

[Xo, Xi] =Xiyn  1<i<4
(X1, Xo) =Yo7

[X1, X4] = Yas

[XQ,Xa] = —In-s6

(X1, 7] =X,

(X2, Y1) = X5

[}/1,)/;]=bz]X5 1S2<]_<_7’L—8

* Si b;; = 0, para todo 1, j, se obtiene ”?5}1,...,1)-

* Si existe b;; # 0, hay que distinguir dos posibilidades:

e existe j, tal que by; # 0, en este caso mediante el cambio de base dado por

Xi=Xo+ X1 +1]

X=X

X, =Y,
se obtiene [X}, X!] = X;.; con 1 < i < 4ei =06y por tanto se tendria en
este caso que ¢(X}) = (5.2,1,...,1) que es mayor que (5,1,...,1) con Xj €
g — [g'. ¢'], es decir X vector caracteristico ' por tanto el invariante de Goze
de g’ coincide con ¢(X}) v se llega asi a contradiccién.
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e siby; = 0, para todo j, en este caso siempre se puede suponer bo3 # 0, mediante
cambios similares a los hechos en situaciones ya analizadas y ademds también
se puede suponer byz = 1, by; = by; = 0, 4 < ¢ < n — 8, sin més que hacer el
cambio dado por

r }/1,21/1
Y=Y,
{ bas
v =¥,
Vi =Y+ By, My 4cicn-s
\ b23 23

se tiene que la ley del dlgebra viene dada por

[Xo, Xi] = Xiyn  1<1<4
(X1, Xo] = Yoy

(X1, X4] =Yas

(X2, X3) = ~Yo_s

(X1, Y] = X,

[X2,Y1] = X5

(Y2, Y3] = X5

[Y;,Y;] = bi; X5 4<i<jyj<n-—38
y se llega, de nuevo, a una situacién parecida a las ya analizadas.

.....

previo cambio de base definido por

K,:YE+1 ISZSTL—Q
Y, s=Y

v que, ademds, son dos a dos no isomorfas entre si, puesto que

dim(Z(g)) = n — 2r — 4, 1<r< Ln—;lj

(12) Ay n—v # 0
En este caso, se puede conseguir as,_7 =1 v as; =0paral <1< n-— 8. Basta
con hacer el cambio de base dado por:

s r
Xy = a?,n—?JXO

A '
A= \/a'Q,n—'/‘Xl

Y/ =02, 7Y —anYp7 1<1<n—28
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Asi, la ley del dlgebra viene dada por

[Xo, X;]=Xip1 1<i<H4

(X1, Xo] = Yoy

(X1, X4] = Yo

(X2, X3] = Y6

(X1, Y d] =X,

(X2, Yo7l = X5

Y;,Y;] = b;;Xs 1<i1<j3<n-8

de nuevo, se llega a una situacién similar a las ya analizadas siguiendo el mismo
. . 3, ;
tratamiento se obtiene N(5T1 ..1)» que son dos a dos no isomorfas pues

dim(Z2(g)) =n —2r — 4, 1§r§E(nT_6>
Caso 2: ¢c#0
La ley del algebra viene determinada por
[Xo, Xi] = Xin1 1<i<4
(X1, Xo] =Xy + Yoy
[Xl,Xg] = CX5
[Xl)Xll] - Yn—S
(X2, X3] = ~Yn_6

mediante el cambio de escala

71

6 — Sin-s6
n—=6 c2

\

siempre se puede suponer ¢ = 1. De esta forma, se llega a una situacion similar a
las ya analizadas, y siguiendo con el mismo razonamiento se obtiene la familia de
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’ 4 . ,
algebras U(sﬁ,‘..,l)’ no isomorfas entre si, pues

dim(Z(g)) =n — 2r — 3,

Nota 1.1.6.— Es facil observar que sélo existen tres dlgebras (n — 5)-filiformes no
n—6 n—6 n—6
escindidas si n es par (las de leyes u(sl J) u(s,tl, J) y N(s,LL {)), y una si la dimensién

2,[257)
es impar f7 % -

1.2 Algebras de Lie (n—5)-filiformes naturalmente
graduadas con derivada maxima.

Se determinan en esta seccién todas las dlgebras (n — 5)-filiformes con dim/[g, g] = 6
que sean naturalmente graduadas.

Es evidente que la graduacién correspondiente admite sélo 5 subespacios homogé-
neos no nulos, g1, g2, 83, g4 y @5, verificdindose que Xo, X; € g1y X; € gi, 2 <1 <9,
si {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, Y1,... Yo} es una base adaptada de g.

En lo que sigue dim(g) = n > 8, pues dim/[g, g] = 6.

Proposicién 1.2.1.— Sdlo ezisten dos dlgebras de Lie (n—>5)-filiformes naturalmente
graduadas no escindidas con dim|g, g] = 6, ”ééh,u) Y K3, en dimension 8.

Demostracién: Se observa que u:(zg)rl _1) ho contiene ningin algebra naturalmente
graduada pues [X,Y, 5] = Xy y X; € g; con 7 € {1,3} por lo que se tendna que
X, € g v se llegaria a contradiccién con lo supuesto. De manera anéloga N(o1 _____ 1) ho
contiene ningin algebra naturalmente graduada pues de [X;, X3] = X5 y de X; € g;
con i € {1.3} se tendria que X3 € g, con lo que se llega a contradiccién.

Un razonamiento similar para r > 1 lleva a que no hay ningun élgebra naturalmen-
te graduada en la familia pégrl .1 Y en la familia u?grl _.1)» pues aparece el producto

[¥1, Y] = X5 y se puede razonar de manera andloga a como se ha hecho antes.

Sélo falta estudiar las dlgebras ﬂ(5 o Y ;1(3;1.”_,1) que se corresponden con las
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algebras escindidas 'u%;l,l,l) eCiy “?511,1,1) @ C"8 respectivamente; salvo para

n = 8, que se tiene I‘szfl,l,l) y N?;l,l,l) que son evidentemente naturalmente graduadas,
véase [9]. O

1.3 Algebras de Lie 3-filiformes de dimensién 8.

Como se ha dicho a lo largo de la memoria, la clasificaciéon es un problema muy
laborioso. Hasta ahora son conocidas las dlgebras nilpotentes hasta dimensién 7 [1],
[3], de las filiformes se conocen todas hasta dimensién 11, véase [2], [22], [26] y de las
p-filiformes se conoce su clasificacién para los valores de p, p > n — 4, [7], [10], [11],
[12].

Para p = n — 5 se acaban de clasificar las dlgebras de dimensién de la derivada
maxima.

Dentro de las p-filiformes y para dimensiones menores que 9, faltan por encontrar
las (n — 5)-filiformes para n = 8, [16], [13] y las (n — 6)-filiformes también para
dimensién 8 (es decir, las 3-filiformes y 2-filiformes, respectivamente, de dimensién
8). Las primeras de éstas se encuentran a continuacién y las 2-filiformes se clasifican
en el capitulo siguiente.

1.- Caso de algebras escindidas

Las dlgebras 3-filiformes escindidas se encuentran facilmente.

Nota 1.3.1.— Sea g un algebra de Lie filiforme de dimensién 6. Entonces g = g® C?
es un algebra de Lie 3-filiforme de dimensién 8.

Nota 1.3.2.— Sea g un algebra de Lie 2-filiforme de dimensién 7. Entonces g = g C
es un algebra de Lie 3-filiforme de dimensién 8.

La demostracién es obvia.
Como la clasificacién de las dlgebras de Lie filiformes de dimensién 6 ([26], [33]) ¥

la clasificacién de las dlgebras 2-filiformes de dimensién 7 [3] son conocidas, se puede
deducir la clasificaciéon completa de las dlgebras 3-filiformes de dimensién 8 escindidas.
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En primer apéndice de esta memoria, se presenta la clasificacién completa de éstas
algebras (las filiformes de dimensién 6 y las 2-filiformes de dimensién 7) con el fin de
unificar notacién.

2.- Caso de algebras no escindidas

Aqui se van a considerar sélo las algebras no escindidas.

Lema 1.3.3.— La ley de un dlgebra de Lie g 3-filiforme compleja con dim(g) = 8,
viene ezpresada, salvo antisimetria, en una cierta base adaptada {Xo, X1, Xa, X3,
Xy, Xs, Y1, Ya}, en funcidn de los siguientes productos

( [Xo, Xi] = Xiss 1<i<4
(X1, Xo] = Xy +dXs5 + ou Y1 + aoYs

(X1, X3] = X5

[X1, X4] = eX5 + BiY1 + BoY>

(X2, X3] = —eX5 — B1Y1 — BaY>

[(X1,Yi] = a3 X3 + agi X4 + a1:.X5 i € {1,2}
[X2,Y:] = agiXs + a2 X5 ie{1,2}
(X3, Y] = a3:.X5 i€ {1,2}
[ [V1,Y2] = 0X5s

sujeta a las siguientes restricciones

agie:O 1€ {1,2}
Q;a3; = 0 1.7 € {1,2}
ab=0 1 € {1, 2}
Biaz; =0 i.j €{1,2}
ﬁiazjc =0 2_] € {1,2}
Bib=0 i ={1,2}

Brag1 + Baage =0

Aunque la familia genérica de un élgebra (n — 5)-filiforme, ha sido ya encontrada
anteriormente, se hard un pequefio resumen de la demostracién. La demostracion
completa en dimensién arbitraria puede consultarse en [8].

Demostracién: Sea g un dlgebra de Lie nilpotente, compleja, de dimension 8 e
invariante de Goze (5,1,1,1).
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Si Xy ¢ [g,9] es un vector caracteristico y {Xo, X1,..., X5, Y1, Y2} es una base
adaptada, se ha de cumplir que

(Xo, Xi] =Xy 1<i<4
[Xo,X{,] == O
[Xo,Y;] =0 1<j5<2

A partir de las identidades de Jacobi en las que interviene X, se obtiene una
primera expresion de los restantes productos corchete entre elementos de la base.
Se tiene en cuenta que Y;,Ys; ¢ Im(ad(X,)) y aplicando condiciones sencillas de
nilpotencia, la expresién de los citados corchetes se simplifica extraordinariamente.

Por ejemplo,
[Xo, [X4, X5]] = 0 => [ Xy, X5] = Bas X5 + ajs Y1 + ads Vs

y si ahora se calcula

[Xo, [X3, X5]] = [X4, X5]
teniendo en cuenta que Y;,Y; ¢ Im(ad(X))), se llega a que als = ais = 0, y, ademds,
por nilpotencia sobre [X}, X5], se tendrd que f45 = 0.

De esta forma se obtiene un primer esbozo de la familia. A continuacién se aplican
condiciones de nilpotencia, que se traducen en condiciones matriciales; el polinomio
caracteristico de la matriz ad(V'), para cualquier vector 1/, ha de ser \8.

El otro concepto que se maneja es la 3-filiformidad de la familia que se quiere en-
contrar. Esto se traduce en términos de matrices adjuntas correspondientes a vectores
que no estan en la derivada, es decir, posibles vectores caracteristicos; las correspon-
dientes matrices no pueden admitir menores no nulos de orden 5, por ejemplo, se
calcula la matriz de vectores de la forma ad(AX, + X;) con A # 0 para garantizar
que no esta en la derivada, o vectores de la forma ad(AX,+Y;) igualmente con A # 0
y se impone que no tengan menores de orden 5 distintos de cero; de esta forma se
encuentran restricciones para los pardmetros.

Finalmente, se deben calcular todas las identidades de Jacobi para cada terna de
vectores v de esta forma se tendrian el resto de restricciones.

Es frecuente que deban irse realizando unas operaciones y otras alternativamente
atendiendo a las dificultades que se vayan presentando. O

Proposicién 1.3.4.— Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g) = 8.
Entonces ezisten tres subfamilias, no isomorfas entre si. cuyas leyes vienen dadas en
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una base adaptada {Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, Y1, Y2} por

([ Xo, Xi] = Xia 1<i<4
[Xl,XQ] = CX4 + 3/1
[Xl,Xg] = CX5

AL3F(6) : ¢ [X1, X4 =Y>
[‘Y27X3] - _)/2
[Xh Y1] = a1 X4
\ [X27 Yl] = a21X5
sujeta a la restriccion cas =
[ [Xo, Xi] = Xina 1<:1<4

(X1, Xo] =cXa+ Y1
[X1, X3] = X5
AL3F(5) : { [X1, X4] = eX5 + Y1
[X2,X3] = —eX5 — 1
[X1,Y] = ai X4 + a1 X5 4 € {1,2}
\ [X2,Y]] = a X5 i e {1,2}

sujeta a las restricciones
,3(11,‘20 26{12}

Ban =0
Bagac =0
([ Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, X5] = Xy +dX;5
[Xlaxrfi] = cX;
(X1, X4] = eX5
AL3F(4) : { [X2, X3] = —eX5
(X1,Y]]) = a3 X3 + an Xy +a;i X5 1€ {1,2}
[X2, Y] = agi X4 + a2\ i€ {1,2}
(X3, Yi] = a3:.X5 i€ {1,2}
L [Y7, Ys] = 0X;
sujeta a las restricciones azie=0, 0<i<1.

Demostracién: Es facil probar que
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dim(D'(g)) = 4 + rango ( »05{ %z )

(1) Si rango ( gi gz = 2 se tiene que dim(D!(g)) = 6 y, ademds, o, f2 — a2, # 0.
Sin més que hacer el cambio de base

X! =X, 0<1<5

}/1/ = dX5 + CY1Y1 + QQYZ

Y, =eXs5 + BiY1 + oY

se puede suponer a; =1, ap =0, f1 =0, fo=1,d=0ye=0.

Con estas condiciones, se llega a que la familia se puede expresar por

( [Xo, Xi] = Xina 1<:<4
[Xl,XQ] =cXy+ Y1)
(X1, X3] = X5
{ (X1, X4]=Ys
[Xa, X3] = =Y
[Xl,yi] = a X4
\ [X2,Y1] = anXs

sujeta a la restriccidon cag; = 0, obteniéndose la primera familia.

2) Si rango 192 ) _ 1 ge tiene que dim(D(g)) = 5y, ademads, a1 32 — x5y = 0,
B B

con algin «; 6 B; distinto de O.

Siempre se puede suponer a; # 0. Caso contrario. se tendrian dos posibilidades

e si ap # 0, se hace el cambio de base
X=X, 0<:1<5
Y] =Y,
Yo=Y

e si a, = 0, se hace el cambio de base

1¥6 == ./Y()
X! = X, +
)/1/ — }/’1

Y2' =Y,
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encontrandose los nuevos parametros

d =d+ 2e
) =20
(1’2:2ﬂ2

y el resto no varia.
Puesto que o/, = 281, si f1 # 0 = o} # 0,si /i = 0 = B # 0y se hace el

cambio de base

Y=Y,

;="

Asi pues, a; # 0 y mediante el cambio de base

X! = X; 0<i<5
Y{:dX5+a1Y1+a2Y§
;=Y,

se puede suponer oy =1, ap =0y d = 0. Ademds como a18; — a1 = 0= (2 =0.
Con todo esto, la familia resulta en funcién de los siguientes productos

([ [Xo, Xi] = Xina 1<:1<4
(X1, X2 =cXs+ 1
[Xl,X3] =cXs

{ (X1, Xy] =eXs + /i1a

[XZaXS] =—eXs — 511

[X1,Y]] = a2 Xy + a1;. X5 @ € {1,2}
| (X2, Y] = axX; i € {1,2}

sujeta a las siguientes restricciones

Gra;; =0 1€ {1.'2}
51a21 =0
Brazc =0

obteniéndose la segunda familia de leyes del enunciado (sin mas que hacer § = f,).
Qp Qg
b B

B, = 0. Con esto se llega a la tercera familia buscada. a

(3) Si rango < = 0 se tiene que dim(D!(g)) =4 y ademads a; = ap = B =
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1.3.1 Algebras de Lie 3-filiformes de dim(g) = 8 y dim([g, g]) =
6.

En esta seccién se enunciardn las dlgebras 3-filiformes de dim(g) = 8y dim([g, g]) = 6.
Estas son un caso particular de las (n — 5)-filiformes con derivada méxima (vedse
teorema 1.1.3) por lo que sélo se van a enunciar.

Teorema 1.3.5.— [8] Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme con dim(g) = 8 y dim([g, g]) =
6. Entonces es isomorfa a alguna de las tres dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes
fis111y 1 < i <3, dadas por ,

[Xo, Xi] = Xipn 1540 <4

1 . [X17X2] = }/1
/“6(5,1,1,1) ' [Xl,X4] — Y2
[X27X3] = —Y2

[ [Xo, Xi] = Xipn 1<i<4
[A17X2] - Y'l
9 (X1, X4 =Y,
Hi10) Y (v
(L1, [X2, X3] = -1,
[XlaYl] =X,
L [X2>Y1] = Xs
( [Xo,Xi]zXz+1 1<1<4
(X1, Xo) =Xy + 1)
U:(s5,1,1,1) R [1¥15X3] = X
(X1, Xy =Ys
(A2, X3] = —Y5

Demostracién: Véase demostracion del teorema 1.1.3. O
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1.3.2 Algebras de Lie 3-filiformes de dim(g) = 8 y dim([g, g]) =
D.

En esta seccién, se van a determinar todas las dlgebras 3-filiformes de dimensién 8 y
dimensién de la derivada 5.

Proposicién 1.3.6.— Sea g cualquier dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g) =
8 y dim([g, g]) = 5. Entonces ezisten tres subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas
leyes vienen dadas en una cierta base adaptada {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, Y1, Ya} por

([ [Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, 2]:CX4+)1
AL3F(5,3) : ¢ [X1,X3]=cX
[X1, X4 = X»+,6’Y1
| [ X2, X3] = —eX5 — 1)
( [Xo, Xi] = Xin1 1<i<4

[

[Xl,Xg] _CX *)fl
[X1,X3 _CXs
[

]
AL3F(5,2) : { [X1, Xy4] =eX5+ 311
[X2, X5] = —e)s— — 87
[X1,Y:] = agi Xy + a1 Xs 1€ {1,2}
| [X2, Y] = a2 X5 i€ {1,2}
con
fai; =0 i€ {1.2}
Baz =0
Bagec =0
ag1012 — ageayy =0 con algin a;; # 0
([ [Xo, Xi] = Xiny 1<i<4
[X1, Xo] = Xy — 11
(X1, X3] = cX;
AL3F(5,1) : { [X1, Xy] = eX5
[Xo, X3] = —eXs
[(X1,Y:] = api Xy — a1 X5 i € {1,2}
(X2, Y] = an X5 ie{1,2}

\

o
con (12021 — Ao2a11 7 U
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Demostracion: Mediante un simple cdlculo se demuestra que

3 si mngo( G2 22 ) =0
ail G2
. ) . a1 a2 \ _
dim(Z(g)) = { 2 sl mngo( 0 Gy ) =1
1 si mngo( 21 A2 ) =2
api; Q2

az1 a2
i a12
sigue directamente la familia AL3F(5,3).

1) Si rango = 0 se tiene que ao; = as2 = a;; = a2 = 0, de donde se
g

Q21 Q22
a1l G2
obteniéndose la familia AL3F(5,2).

(2) Si rango ( = 1 ha de ser az;a12 — aza;; = 0 con algin a;; # 0,

. g1 Qa2 .,
(3) Si rango ( 0 a 2 | = 2 entonces ag a1z — aooay; # 0 teniéndose, por tanto,
11 Q12

que (a1, a12,a9) # (0,0,0) y por las restricciones se sigue que § = 0, resultando la
familia AL3F(5,1). O

Nota 1.3.7.— Es facil probar que si g es un algebra de Lie 3-filiforme de dim(g) = 8
tal que (dim(D'(g)),dim(Z(g))) = (5,3) (g € AL3F(5,3)), entonces g se puede
descomponer como g = g; & C, donde g; es un dlgebra de Lie 2-filiforme de dimensién
7. Se encuentran las dlgebras i, ;) ® C para1 < < 8.

Teorema 1.3.8.— Sea g es un dlgebra de Lie 3-filiforme de dimensidn 8 tal que

la (dim(D(g)),dim(Z(g))) = (5,2). Entonces es isomorfa a una de las siguientes
dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes “{5,1,1) @C.9<;j<18,5#14, ug,’{\’l) @ C

con A€ Cy, y HZ(.5‘1,1,1); 4 <1 <15 dadas por

Xo, X=X 1<i<4
X1, X =Y,

[(X1,Y2] = X5

”?5,1,1,1) :
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([ X0, Xi]=Xipy 1<i<4
; (X1, X =Y,
H(s "9
GLLD Y (X0, Vo] = Xy
\ [XQ) }/2] - XS

I :
G:L.L1) (X1, Y2] = X4 + X5
| [X2, Yo] = X5

U(75,1,1,1) :

N?5,1,1,1) 19 [X1, Xs]l = X5

(X0, Xi] = Xip1 1<i<4
[X1, Xo] =11
:“?5,1,1,1) 19 [XL, Xy = X5
(X2, X3] = - X5
| [X1,Y2] = X5
([ Xo, Xi] = X;o1 1<i<4
[Xl,X2] =Y
o) KX =X
(5,1,1,1) [Xa, X3 = — X5
[X1,}
(X
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[ [Xo, Xi] = Xis 1<1<4
(X1, X2] =1
[X1, X4 = X5

pll :

(:1.L1) (X2, X3) = - X5
[Xh}/Q] = -X4 + X5
[X21 )/2] = X5

[Xo, Xi] = Xina 1<:<4
(X1, Xo) = X4+ 11

12 ) X1, Xe] = X5

H(5,1,1,1) * 9

G.L.1, [X1, X4] = X5
[Xz,Xs] =—-X;5

[XlaYZ] = XS

Xo, Xi] = Xina 1<:1<4
X1, Xo)=Xs+ 1)

— o

X1, X3 = X5
ﬂ(153,1,1,1) pe [X, X = X
[X2, X3] = =X
[X1,Y2] = X4
[ [X2, Y] = X5
([ Xo, Xi) = Xina 1<i<4
[X1, Xa] = X4+ 1)
[X1, X3] = X5
N%g,l,l,l) 19 [ X X = X5
[Xo, X3] = = X5
[X1,Y5) =Xy — X5
L [X2,Y2] = X5

15 .
Hs1,1,1) * g
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Demostracién: Si g estd en las condiciones anteriores, su ley vendra dada, salvo
antisimetria, por

[ [Xo, Xi] = Xi 1<:1<4
[X1, Xo] =cXy+ Y1
[Xl,X3] = CX5

{ [ X1, Xy] = eXs 4+ 13

[X2, X3] = —eX5 — B1]

[X1,Y] = api Xy + a1;: X5 1€ {1,2}
[XQ,Y] = a9; X5 i€ {1,2}

sujeta a las siguientes restricciones

Bay; =0 i€ {1,2}
Baz; =0
Bagc =0

a91Q12 — A92Q711 — 0 con algl'm Qaij 7£ 0

Es ficil comprobar que la nulidad de § es un invariante. En efecto, pues

am@@) =5 5570

Caso 1: (8 = 0) En este caso la familia es

[ [ Xo, Xi] = Xin 1<i<4
(X1, Xo] =cXy+ Y1
(X1, X3] = X5
(X1, X4) = eX5
(X2, X3] = —eX5
[X1,Y] = an Xy +ap N5 1€ {1,2}
(X2, Y] = a2 X5 i€ {1,2}

\

sujeta a la siguiente restricciéon

ao1012 — Q92011 = 0 con algfm a;j ?é 0

Utilizando cambios de base genéricos se vera que la nulidad de as; es invariante.
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X =Py Xo+ P X1+ P Xy + P X3 + Py Xy + P X5 + FPY1 + PrY,
X = QoXo + Q1 X1 + Q2Xo + Q3 X3 + Qs Xy + Qs X5 + QY1 + Q7Y2

X} = (PoQ1 — PiQo) X2 + (PoQ2 — P2Q0) X3 + [(PoQ3 — P3Qo) + (PiQ2 — PoQ1)c +
(PiQs — PsQ1)ag + (P1Q7 — PrQ1)agn]Xs + () X5 + (PQ: — Q1)1

X4 = Py(Po@1 — PiQo) X5 + [Po(PoQ2 — PoQo) + Pic(PoQ1 — PiQo) + Pras (P1Q2 —
P,Q)IXs + (- ) Xs + Pi(P@Q1 — PQo)Y1

Xy = (P(;2 + Pf?a'Ql)(POQl — PiQo) X4 + [Poz(Pon — P2Qo) + 2Py Pic(Po@Q1 — PiQo) +
PyPrag (PyQ2 — PoQ1) + Pre(Po(PoQ2 — PoQo) + Pic(Po@1 — PiQo) + Pian(PiQ2 —
P,Q1)) + (P?ay; — PyPae + Py Prag ) (Po@1 — PiQo)] X5

X{ = (Po + Pie) (P} + Plan)(Po@Q1 — PiQo)Xs

1
Yf = Qo(Ple - P1Q0)X3 + _—[P1P2Q0Q1a21 - P1P2Q(2]€ - POP2Q¥a'21 -
Po + Ple

P P,Q%eay; + P2Q%cay + PIQ3c— PoPiQ3%ay + PEQoQ1an | Xa+ (- - ) X5+ Q1 (Po@Q1 —
PQo)Yh

Yy = SoXo + S1X1 + SoXo + S35 X3 + Sa Xy + S5 X5 + SeY1 + S7Y2

para que sea cambio de base (X! # 0) se ha de exigir que
(Po + Pie)(P§ + Plan)(PoQ1 — P1Qo) # 0
y para no salirse de la familia ([X], X}] = ¢ X}), hay que imponer que:
PoQo + PiQ1a21 =0

como los cdlculos son muy complicados, se completardan los cambios particularizando
para valores concretos de algin pardmetro y las condiciones sobre ellos.

Los nuevos parametros son:

' Q1c + P (Qoc + Qran)
P02+P12a21 (P0+P1€)(P62+P120,21>

e = (POB - P1a21)(P0Q1 - PlQo)
(Po + Ple)(PO? -+ P126121)

, _ (PoQ1 — PiQo)?

a = ,
27 (P2 1 Plag )2

c

Se observa que la nulidad de ay; es invariante, también lo es la de la suma e? + ay;,
pues
(Po@Q1 — P1Qo)?

2
(P(] + P16)2(P02 + Pfagl) (C + a21)

2 !
€ —+—a21 -
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e Si ag; = 0, los cambios quedarian:

Xt = Py Xo+ P X1 + P Xy + P3X3 + Py Xy + Ps X5 + PsY1 + PrY,
X! = Q1 X1 + QoXo+ Q3 X3 + QuXys + Qs X5 + QY1 + QrY2

X, = Py@1Xo + Py@:X3 + [PQs + (PiQ2 — PaQ1)c + (P1Q7 — PrQ1)ax] Xy +
+(- ) X5 + (PQ2 — PQ1)Y1

Xi =PI X3+ (P2Qqy + PyP1Q10) Xy + (- ) X5 + Bo P

Xz,l = P03Q1X4+[Pg’Qz+2P02P1Q1c+P02P1Q26+P0P12Q106+P0P12Q1au—POQPnge—
P1Qo)] X5

Xé = POBQl(P(] + Ple)Xg,

Teniendo esto en cuenta, se tiene que :

POPIQ%G‘II

— X I Xs + P2OLYS
Py + Pre 4+ () Xs + BE1h

Y, =

Yg = 93X3 4+ S X4+ S5 X5+ SgY1 + S7Ys
para no salirse de la familia, ([X{,Y;] = 0):

P, S7a99 + PyS3 =0
PySy + P, Ssc+ P,Sse + PySgary + PyS7a12 — PaSsze + PaS7a20 =0

y para que sea cambio de base, PyQ,(Py + Pre)S7 # 0.

Asi, los pardmetros quedan:

' Qic P GQan

r Qle

€ = ——mMmM—
P0+P16

a - = Q%@u

1 PO(PO + P16)2

P S7a90

Qoo = P3

o = Sea1y + Sy PiSragn(3Pc + Pran) P}Sqce’as,
12 P02(P0 + P16)2 PS(P() + Ple) POS(PO + P1€)2
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Ademas, es facil comprobar que la nulidad de ce + a,; es invariante, pues

%

m(&? + all)

cde' +ay; =

Se observa de los cambios de base anteriores que las nulidades de e, a1; y ag, son
invariantes. Teniendo en cuenta que la dimensién del centro es 1, y que ao; = 0,
queda que aga;; = 0 con algin a;; # 0.

Se ilustra a continuacién en una tabla la configuracién de los pardmetros:

' ( ( azp =0= a1 #0
c=0 a12=0
a 0
22# {a12#0
an:OJ
e=0¢« 02220:}6112#0
c#0
L a227é0(1)=>a12=0
| @11 #0(2) = ¢c=0; an=0 a2=0

( ( 'a22:O=>a12740
<
c=0 (112:0
azp #0
a;; = 0¢ \ a1z # 0
a22=0=>a12#0
e#0¢ ea12+ca22960(=>a12=0)
c#0<
CLQQ#O(S) Cago
edys + case =0 (=:> algz—T)

C€+(111#0:>C:0; apo =0; app=0
ann # 0 (4) ce+a11:0=>c=—£l£; toy = 0; a1 =0
e

\ \

donde (1), (2), (3) ¥ (4) quiere indicar, respectivamente los casos siguientes:

(1)e=a;; =0, caxp#0

. Pyaiz .
Se elige P, = para conseguir a;s = 0.
30(122
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(2)e=0, an#0

. P()C . ..,
Eligiendo P, = ——— se puede suponer ¢ = 0 y como consecuencia de la restriccion
am
. Sra19
aznai; = 0 — ag = 0 y eligiendo S = ———, se puede suponer ai, = 0.
ai
(3) ay = O, €Ca92 ;é 0
@157

Es facil ver que €'aj,+c'ap, = s (eaia+caz) y por tanto la nulidad es

P02(P0 + Ple)

N : . Py :
invariante. Si eajs + cag # 0, eligiendo adecuadamente P; # —— se puede conseguir
e

a2 = 0. Si eajs + cagye = 0, entonces a2 = —2165—2.
(4) €al ‘# 0
. Q1(Poc+ Pi(ce + an))

Cc =

POQ(PO —+ Ple)
y, por tanto, la nulidad de ¢ depende de la nulidad de ce + a1;. Sice+ap; =0, la

: ) . . - Pyc :
nulidad de ¢ es invariante y si ce + a;; # 0, eligiendo P, = ——f———, se consigue
ce ay
. S7a
¢ = 0 y eligiendo Sg = ~ ’ 12, ap = 0.
an

Una vez estudiados estos casos, es laborioso pero trivial, comprobar que las unicas
4lgebras o familias de &lgebras con ay; = 0, no isomorfas entre si, son las que se
obtienen a continuacién.

(1.1)62011:C2022:0, a127é0
Mediante el cambio de escala:

X=X, 0<i<5

Y =Y
1
),’I — __)/
2 a2 2

se obtiene pf; ) | -

(12) e=app=c=a;2=0, axp#0
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Mediante el cambio de escala:

V="
Y’:LYQ
22

se obtiene s ; ;1 1)-
bt i}

(1.3) e=ay;; =c=0, axpap#0
Mediante el cambio de escala:
Xy = 22X,

Q22
X{ = XI
3
a
Y] = 212Y,
2 0'%2
se obtiene ufs ; ; 1y-
(l4d) e=ay;; = a3 =0, ca;p #0
Mediante el cambio de escala:
X(’) = XO
1
X{ = —X1
i
V;=—Y,
a2

se obtiene pfs ; | 1y-

(1.5) e=ai; = a2 =0, caxp #0
Mediante el cambio de escala: 7
X(I) = X()

1
1¥{ = _1¥1
c
Vi=—Y,
Q22

se obtiene pif; ; | ).

(16)e=c=ap =a;2=0, a;; #0
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Mediante un sencillo cambio de escala, se obtiene U?5,1,1) @ C.

(17) aj] = C= a2 = 0, €ayo # 0
Mediante el cambio de escala:

o = Xo
1
X =-X1
9
Y] = —Y,
a2
se obtiene s | 1 1y-
(1.8) a;y =c=a;2=0, ean#0
Mediante el cambio de escala:
Xo=Xo
1
X{ = —X1
9
Y] = —Y5,
22
se obtiene ufg ) | 13-
(19) a;] =C= O, €A920a12 # 0
Mediante el cambio de escala:
[ xy=22X,
a22
a -,
] Xi=—2X
€422
3
a
Yy = 2V,
\ 2 a32
se obtiene (3, | 1y-
(110) ay; = Ao = O, eCa12 75 0
Mediante el cambio de escala:
c
X,=-X
0 ec 0
4
c .
YQI = )'2




38 1. Algebras de Lie (n — 5)-filiformes.

se obtiene y1i2 ) | 1.

(111) ajy = app = 0, €Ca92 # 0
Mediante el cambio de escala:

¢
X} = <X,
%
X{ = gXl
3
c
Y/ — }/
2 63(122 2
se obtiene y3 ) | 1y-
ca
(112) a; = 0, a2 = —-—;—2—2', €Ca99 75 0

Utilizando el cambio de base del caso anterior se obtiene N%§,1,1,1)-

(1.13) c=ag =a;2 =0, ea;; #0
Mediante un sencillo cambio de escala, se obtiene 3, ;) & C.

(1.14) azo = a12 =0, eann #0, c¢= s

e
Mediante el cambio de escala del caso (1.13) se llega a 45, ;) ® C.

e Si ay; # 0, el cambio de base dado por

X(I):X()
X{:Xl
Y=Y

! __ v Ve
Yz =anYs — axp)

y la restriccién asjaja — agaq; = 0, permite suponer as; = a2 = 0. La familia queda:

( [Xo, Xi] = Xip 1<i<4
(X1, Xo] = eXy + 13
(X1, X3) = X5
¢ [X1, Xy =eX;
[X2, X3] = —eX;5
(X1, Y1) = a1 Xy + an X
(X2, Y1] = a1 X5
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con ag; # 0. Luego corresponden a las leyes %,1,1) @ C con 12 < i < 18. (Véase
apéndice A, pag. 187 a 204).

Caso 2: (8 # 0). En este caso y atendiendo a las restricciones, la familia queda:

,

[Xo,Xi] = Xi—+—1 1 S 1 S 4
(X1, Xo) =1

[Xl,X4] = 6X5 -+ ,8}/1

[Xz,Xa] = —eX;5 — /Y]

[Xl, Y2] = ag Xy

[ [X2, Y2] = a0 X5

A

bajo la condicién Bags # 0 obsérvese que el cambio de base

X(,):Xo

e
X! =X, — Y-
! ' Bage 2
Y=Y,

permite suponer e = 0 y con el cambio de escala

1
X(,) == WXO
X{ . X1
Y= =Y,
2 5\/56122 2
se llega a p(5 1, 1)- O

Teorema 1.3.9.— Sea g es un dlgebra de Lie 3-filiforme con dim(g) = 8 y tal que
(dim(D(g)), dim(Z(g)) = (5,1) (AL3F(5,1)). Entonces es isomorfa a una de las
dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes Nf5,1,1,1)r 16 <1 <25, 2# 21y ;L?;”{\’M),

dadas por

[
[

pgia sy Xl =X
[ -
[
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TEREIER
T ERRER
,U(lglll) \
:u’(zg,l,l,l) .

21,A

K111 -

(Xo, Xi] = Xo1 1<i<d
(X1, X =1
(X1, X4] = X5
(X2, X3] = = X5
(X1, Y1) = X5
[X1,Y3] = X4
[X2,Y2] = X5
(X0, Xi] = Xina 1<1<4
(X1, Xo) = -X4+ 1]
(X1, X3] = = X5
[X1, X4]) = X5
[X3, X3] = = X5
[X1, 1] = X5
[X1,Y2) = X,
[ X2, Ya] = X5
[Xo, Xi] =X;11 1<i<4
(X1, Xo] =Y
(X1, Y1) = X4
[X1,Y2) = X5
[X2,Y1] = X5
[Xo, Xi] = X1 1<i<4
(X1, Xl =Y
(X1, Y1) = Xu + X5
(X1, Y] = X5
[Xo, Y1) = X5
(X0, X = Xips 1<i<d4
(X1, X = X, + 1
[X1, X3] = X5
[X1,Y1] = X4+ AN
[X1,Ys) = X5
| 0,7 = X5 Ne Gy
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([ X0, Xi]=Xin 15054

(X1, Xo] =T
(X1, X4] = X5
/J’%E?,l,l,l) : j [Xa, X3] = —Xs
(X1, Y] = —X4
[X1,Y2] = X5

[ [X2, V1] = X5

([ Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, Xo) = X4+ 11
[X1>X3] = Xs
03 (X1, X4 = X5

HELLD T\ (X, Xa] = X
(X, Y] =-X4+ X5

[X1,Y2] = X5
[ [Xo, V1] = = X5
([ Xo, Xi] = Xia 1<i<4
(X1, Xo) =X4+ 11
(X1, X3] = X5
(X1, X4] = X5

2 .
H(,1,1,1) ) [X2,X3] = —X;
(X1, Y] = —X4 — 3Xs

[X1,Y2] = X5

[ [Xo, V1] =—-X5

( [Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, Xo] =1
[X1, X4 = X5

“%55,1,1,1) 1 [N, X5) = —X5

(X, Vi) = -Xy + X5
[X1,Yo] = X5

[ [X2, V1] = =X

Demostracién: Si g estd en las condiciones anteriores vendra dada, salvo antisime-
tria, por
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[ [Xo, Xi] = Xina 1<:1<4
(X1, X0 =cXy+ 1}
[X1, X3] = X5
{ [X1, Xy) =eXs
(X2, X3] = —eX5
[X1,Yi] = ai Xy + a; X5 @€ {1,2}
\ [X2, Y]] = a0 X5 1€ {1,2}
sujeta a la restriccidn, a1Q12 — Q11090 # 0

Se observa que son vélidos los cambios de base del teorema 1.3.8 (en el caso 8 = 0),
teniendo, por tanto, que la nulidad de ay; es un invariante.

e Siay = 0= Qo =0, por la restriccién se tiene que a; az # 0y el cambio de base

X6=Xg
X{:Xl
Y =1

-
Yy =ai1Ys —a¥h

permite suponer a;o = 0.

Teniendo en cuenta todo esto y adaptando los cambios, los pardmetros resultan:

! (Po+ Pie)Qic+ Pi1Qia;

POZ(PO =+ Ple)
e/ — Qle
P() + P1€
Q2011
aj; = :

Fo(Py + Pre)?
sujetos a las condiciones:
Py@Q1(Fy + Pre) # 0
P3Sgary — 3Py P1S7(Py + Pye)cagy — PES7(Py + Pie)ariagy — P2Srce?as, =0

Se observa que la nulidad de e es invariante, asi como la nulidad de ce+a; también
lo es, pues
Q3

W(CE - 011)

de' +ay, =
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‘ . Pyc :
* Si e = 0, eligiendo P, = —L, se consigue ¢ = 0.
ai11
x Sie # 0,
. .. POC .
— Si ce + ay; # 0, eligiendo P, = —————— se consigue ¢ = 0.
ce + ann
. an
— Si ce +a;; =0, entonces ¢ = ——.
e

La configuracién de los pardmetros es la que ilustra la tabla siguiente:

az = 0 = anag #0;, — a2 =04

Se distinguen asi los diferentes casos:

(11) 91 = Qg = €=C= 0, 411029 ?é 0
Mediante el cambio de escala

[
Xo = a1 Xo
[ J—
X1 = a1 Xy
3
a
}/21 — 11Y2
a2
se obtiene 2, | 1y-
(12) as] = Q12 = C = 0, a11G99€ # 0
Mediante el cambio de escala
ai «-
X = —X
X0 PR
ng2
- 11 4~
)&{ == —3_1X1
%
Y’I all )'
2 62
aoo€
se obtiene p3 | 1y-
ai
(1.3) as1 = a12 = 0, aijage # 0, c= T
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Mediante el cambio de escala anterior se obtiene ,u%gl 1.1)-

e Si as # 0, al igual que en el teorema 1.3.8, la nulidad de e? + ay; es invariante

(POQl - P1Q0)2
P0+P1€)2(P(]2+P12021)

y, ademas, el cambio de base dado por
Xy =Xo
X{ . .X1

A
Y2 = a9 Y2 —anpY)

(62 -+ 021)

e? +ah = (

permite suponer as; = 0 y por tanto ajp # 0.

. . . Poe . .
x Si €2 + ag # 0, eligiendo P, = ——, se consigue e = 0. Si en este caso se vuelven a
a1
efectuar los cambios de base, para mantener e = 0 hay que imponer que @y = P, =0,

llegando asi a:

C’ _ Q]C
- 2
Fs
2
a . = 1011
11 — 3
Fs

luego las nulidades son invariantes, y, por tanto, se pueden distinguir los siguientes
casos:

(14) a1 = Qg — €=C= 0, 12021 # 0
Mediante el cambio de escala
Xy = Xo
1
XI == )(1
! \1/6121
}/21 — ____Y2
45V
se obtiene y(3 ;| 4)-
(1.5) ago = e=c =0, a1 a12a91 # 0
Mediante el cambio de escala
4 a .
Xp =X,
azlan
X=—X
! 0211\/0121
a
),'l — 11/ }’2
2 (1203
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se obtiene ufg | | -

(16) Q9o = € = A11 = 0, Ca12091 # 0
Mediante el cambio de escala

X! = ——X,
V21
X=X
< 1= 1
a21
4
C
!
Y, = Y,
\ a12035;

- 21,0
se obtiene 51,1,1)"

(17) oy = € = 0, C11G12021 7é 0
Mediante el cambio de escala del caso anterior se obtiene ,u%;{\ 1,1y donde A € Gy — {0}.

% Sie? +agy; =0 — ag; = —e? y, por tanto, e # 0 y, adaptando los cambios de base
del teorema 1.3.8, se obtiene que

X(’) =Py Xo+ P X, + Xy + P3 X5+ P Xy + Ps X5 + BsYy + 7Y,
X!=QoXo + Q1 X1 + Q2 Xo + Q3 X3 + QuXs + Qs X5 + QY1 + QY2

Xb = (PoQ1 — P1Qo) X2 + (PoQ2 — PaQo) X3 + (PoQs + P1Q2c — PiQee® — P2Q1c —
P3Q0 + P6Q162)X4 -+ ( . )X5 -+ (P1Q2 bt PQQl)}/l

X5 = Py(Po@Qy — PiQo) X3 + (PEQ2 — PoPoQo + PoPiQic — P2Qoc — P2Qq€* +
PiP,Q1e?) X4+ (.. ) X5 + (P Pi1Q1 — PEQo)Y1

X, = (P2 — P2)(PyQ; — PLQo) X4 + (P§Qy — PEPyQo + 2PP1Q1c — 2Py PP Qoc —
P0P12Q262 -+ P02P1Q26 =+ P0P12Q160 — PfQoGC — P13Q263 + P12P2Q1€3 + PoPlel(lu —
P3Qoan, — PEP,Qre + PEPQoe®) X5

Xf’) = (PO + Ple)(PO? - P1262)(P0Q1 - PIQO)XE‘
1
V! = Qu(Po@i~P1Q0) X+ 55— (- PiPQo0re* = Ry PoQie* PPy Qe+ P Paie’ +
0 1
PIQjc — PIQie*c — PoP1Qiary + PIQoQran) Ny + (.. ) Xs + (Po@1 — P1Qo) Q1Y)
Y3 = SoXo + S1X1 + S2Xo + S3X5 + Sa Xy + S5.N5 + SeY1 + 5712

para que sea cambio de base y para mantener e # 0, hay que imponer que

(P2 — P2*)(Q% — Q%e?)(Po@Q1 — P1Qo)S7 # 0
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y para no salirse de la familia
[X{,Xé] = X; = PyQo — PlQl62 =0

(X5, Y5] = [X3, V5] = [X5, V2] = [X3, V5] = [X5, Y] = 0=

Py Sq7a1,
= S5p=51=5=5=5%=0, S=—-——7]"-4
0 1 2 3 6 y 04 Py + P,
De esta forma, los pardmetros quedan:
1
d = [Pl(Ql(au -+ BC) + QQC) + Plec]

(Po + Pie)(P§ — Pfe?)
o — PyQ1 — P1Qo

P2 — Pe?
P, - P,
aj; = (Py + ;il)(POQ 1—Q;’1262)2 [Pl(—Qle(Gn — 3ec) + Qoa11) + Pleau]
S7a12

!
2= (B~ eP)(Py + eP))

Un sencillo cdlculo demuestra que:

v s (Po@r = PiQo) (P — Pie)(Qo — Qie)
e = (Bo+ Pre) (B2 - P2éPe (%)

(Po@1 — P1Qo)(Po + Pre)(Qo + Qqe)
(Po + Pie)(P§ — Pe?)%e

(Po@:1 — P1Qo)*
(Py + Pre)2(Pg — P?e?)t

(a1 + 3ec)

aj; +3e'd =

(@}, —€c)(ay; +3ed) = (a11 — ec)(ai; + 3ec)

se observa que las nulidades de las expresiones anteriores son invariantes. Se resumen
a continuacién los casos a considerar:
( ap; + 3ec=0
a;; —ec=20 {

a;; + 3ec# 0

a;; +3ec=40
a;; —ec# 0
\

ay +3ec#0

2
ajpao; # 0, az = —e” <
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(1.8)  a;2 #0, a;1 —ec=ay +3ec =0 — c=a;; =0y por tanto ¢’ = a}; =0,
sustituyendo en la familia, se tiene que:

con eap # 0.

Mediante el cambio de escala

X, =X
1

X{ = —X1
61

V==Y
a2

se obtiene u%gl 1,1)

(1.9) a2 #0, ap—ec =0, ap+3e #0— ay =e y ecap #0,
sustituyendo en la familia:

([ Xo, Xi] = Xina 1<i1<4
(X1, Xo] = X4+ 13
[ X1, X3] = cX5

) [X1, X4) = eX5
[X2, X3] = —eX5
(X1, Y] = —e? Xy +ecXs
[Xb Y2] = 0a12Xs

[ [Xo, Y1) = —€2 X5

con ecap 7 0.

Mediante el cambio de escala

- €y
)&6 = —)&0
eC
X ==X,
e?
4
c .
Y] = 15
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se obtiene pf2 | | 5.

(1.10) a1 #0, a;; —ec#0, a3 +3ec=0— a;; = —3ec y ecap # 0,
sustituyendo en la familia

([ X0, Xi] = Xina 1<:1<4
[Xl,.XQ] = CX4 + }/1
[X1, X3) = X5

) [Xl,X4] = €X5

[XQ,X_';] = —€X5
(X1, V1] = —e*Xy — 3ecXs
[Xl,Y2] = a2 Xs

. {XQ,Y&] = —62X5

con ecap # 0.
Mediante el cambio de escala anterior se obtiene pf | | 5.
(1.11) a;2#0, a;3—ec#0 y a3+ 3ec#0.

En este caso siempre se pueden elegir los coeficientes del cambio de base para
hacer ¢ =0y € = a}; = a}, = 1. En efecto:

/ PIQI

eSic=0=a1 #0 y (= ot Poc) (FE = P1262)a11 y, para mantener

¢’ =0, se tiene que exigir que

PP=0=PR#0#Q1 y Q=0

P1Q1:0:>{
h=0=P#0#Qy vy =0

luego ¢ =0y af; #0.

e Si ¢ # 0, para hacer ¢ = 0 hay que imponer que
Pi(Q1(an + ec) + Qoc) + PoQic =0

si se prueba que se puede elegir siempre

Ql (au -+ GC)
Cc

Qo # —

con (J; # 0 v por tanto
PyQqc

Ql(a‘ll + 66) =+ QoC

Plz—
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con Py # 0, entonces ¢ = 0. Habrd que comprobar que se mantienen todas las
condiciones del cambio y de la familia.

(1.) Hay que mantener PyQy — P1Q1e? = 0; si se sustituye el valor de P,

PO %626

Ora e 10 = 0 = PolQBe+ QoQulan + ec) + Qie’e] = 0

PyQo +

Si Pp =0 => P, =0 (—+—) (no serfa cambio de base), luego P, # 0. Para
mantener ¢ = 0 tendria que ser Q;(a;; + ec) + Qoc = 0, pero por otro lado ha de
verificarse que P,Q1e2 =0 — @Q; =0y Qo = 0 (—>+—). Con esto se llega a que
P, # 0 y para que se conserve la igualdad hay que exigir que Qic+ QoQ1(arr +ec) +
Q3%e%c = 0, resolviendo la ecuacién se obtiene

—Q1(a11 + ec) £ Q14/(am + ec)? — 4e2c?
N 2c

Qo

con Q1 #0,yvaquesiQ; =0= Qp =0 (—r+—).

Eligiendo
PyQc

Ql(au -+ €C) + Q()C

0 —Q1(a;; +ec) £ Ql\/(an + ec)? — 4e?¢?
O =
2c

se puede conseguir ¢ = 0. Falta probar que estos valores son compatibles con las
restricciones del cambio.

P =-

ap + BC)

(2) Si @y = — !

rando se llega a que en tal caso —4e?c? = 0, contradiccién (—<—), ec # 0.

(seria el valor prohibido para mantener ¢’ = 0), ope-

(3.) Si Qp = £Qie (serfa el valor prohibido de Qo para que sea cambio de base),
operando se llega a:

— Qg = Qre = 4(a;; + 3ec)ec = 0 (—<«—) ((a11 + 3ec)ec # 0).

— Qo = —Qie = —4(a;; — ec)ec = 0 (—»<+—) ((a11 — ec)ec # 0).

(4.) Hay que mantener Py — P?e* # 0 por lo que, sustituyendo Py, se llega a que
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2
tienen que ser @ # — 0L y @ # — Silent 20

c c
_ Qia11 / —
—Qo=— , operando se tendria que 4(a;; — ec)ec = 0 (——).
c
2
— Q= _gl—(ill—lciic) = 4(a; + 3ec)ec = 0 (—>+—).

(5.) Po@1 — PiQo # 0, si se reescriben

2P()C
Pl = -
(a11 +ec) £ \/(au + ec)? — 4e?c?
—Ql (011 + BC) + (an + 66)2 — 4e2¢?
Qo = :
c
y sustituyendo,
2PyQ14/(a11 — ec)(a1; + 3ec)
PQ1 — PG = \/

(a1 +ec) £ \/(au + ec)? — 4e?c?

Todo esto lleva a que se pueden elegir P; y QJy como se indicaba antes y, por tanto,
P,Q, # 0, para conseguir ¢ =0y aj; # 0.

Si se sustituye en la familia queda:

([ Xo, Xi] = Xin1 1<:1<4
XlaXZ] - Yl
Xl,X4] = €X5

con eajiQp9 # .

Mediante el cambio de escala dado por

o -
\0 —_ 62 "\0
an
' r
! X=X
4
)'I . agn Y.
2 78 2
\ € (112
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se obtiene p2; | ).

Nota 1.3.10.— En el caso en que se trabaje en el cuerpo de los reales, el signo del
producto (a;; — ec)(a1; + 3ec) es invariante y, por tanto, hay que distinguir dos casos:

(1.11.1) a12 # 0,  (a11 — ec)(as; + 3ec) > 0. Andlogo al caso complejo, y resulta el
dlgebra cuya ley se expresa exactamente igual a N%§,1,1,1)-

(1.11.2) a2 # 0, (a1 — ec)(a; + 3ec) < 0. Ahora no se puede hacer ¢’ = 0, pues
2

2 4
s ! Ql oo QO ! 1. ! [N 1 2
quedaria a}; = B G 60y = 5 Fany, por tanto, (a}, —€'c’)(a};+3€'c’) = 201 > 0
0 1€ 0

Q-

P2eb a2, > 0, en contra de lo supuesto. Siempre se pueden elegir los coeficientes del

cambio para poder suponer aj; =0y c'a}, # 0.

6

aj, = 0= Pi(—Q:e(ar; — 3ec) + Qoa11) + PoQra11 =0

e Sia;; =0 = ¢ # 0y para mantener a] = 0 se tendria:

P=0=PFR#0#Q1 y Q=0
PQ=0=
Q=0=P#0#Qy y B =0
y, por tanto, aj; =0y ¢’ # 0.
e Siaj; # 0, hay que elegir

_Q1(3€20— ear) y P =- PyGQran
an ' —Qle(al - 360) + Qoar

(1.) PyQo — PiQ1€* = 0, de donde se tiene que:

Qo #

_ Qie(an - 3ec) £ \/eQ(au — 3ec)? — 4ea?

2a11

Qo

Un estudio andlogo al realizado en el caso (1.11.1) permite poder hacer un
cambio de base eligiendo P, y Qo como se ha indicado antes y Fy(); # 0 para
tener aj; =0y ¢ #0.

(CLU - 3€C)Q1€

an

(3.) Si Qo = £Qe,

= de?a}; =0 (——).

(2.) S1 Qo =
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- Qo = Qie — —4e?ar;(ay; + 3ec) = 0 v se llegaria a contradiccién, pues
ean(au - €C>(Cl11 + 3€C) ?é 0.

- Qo = —Q,e — —12€%a;1(ay; — ec) = 0 v se llegarfa a contradiccién, pues
eay (a1 — ec)(ar; + 3ec) # 0.

(4.) P2 — PZe? # 0, sustituyendo el valor de P; se llega a que

e(2a;; — 3ec 3Q:€%¢
QO#QI( 11 ) y Qo#—Ql
an a1
2a;; — 3
- Qo= Qre(2an ec)’ sustituyendo se tiene que
an ’
—-1262&11(011 - €C) =0 (—><_)
2
— Qo= _3Gue ©, entonces —4e?ay;(ar; + 3ec) = 0, (—r+—).
an
(5.) Po@Q1 — P1Qo # 0, si se reescribe P
2P
P =— 0411

(3e2c — eay;) £ \/(3626 — eap;)? — 4e2a}

Q1(eay; — 3e%c) £ Ql\/(3626 —eay1)? — 4ea?
2(111

Qo =

sustituyendo en Py}, — P1Qo, queda:

:tQ\/j?)e?(au — ec)(a1; + 3ec) ) 40

(ea1; — 3e%c) £ \/(3620 — eay;)? — 4e%a?,

POQl_PlQOZPOQI(

basta elegir Py(; # 0.

Asi pues, siempre se puede suponer a;; = 0y ¢ # 0. Sustituyendo en la familia,

queda:

([ [Xo, Xi] = Xy 1<i<d
[)&rl, ‘Yg] = Cz\4 + Y1
[A’l; ‘Yg} = CTY5
[‘Yl, ‘Y4] = €1Y5
[1\’2,‘\’3} = —€X5
(X7, 17] = —e2 X,
(X1, Y3] = 012X

L [JYQ: )’1] = —€2X5

con ecayp # 0.
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Mediante el cambio de escala:

(X! =X,
e
C .-
X{ ES gi)xl
4
c
Y, = Y5
\ 2 €4a12 2
se obtiene el algebra
([ X0, Xi] = Xin 1<1<4
[X1, Xo] = X4+ 11
[X1, X3] = X5
[XX)-X4] = X5
[ X2, X3] = = X5
[Xh Yl] =-X
[X17Y2] = Xs
| [Xo, V1] = —X5

Siguiendo con la demostracién, los casos que se han considerado, atendiendo a la
configuracién de los parametros, vienen ilustrados en la tabla siguiente:

'4

e2+a21 750(———)6’=0)<

ajp #0

4

62+a21=0=>a21=—e2

c=0
a11=0

c#0

c=10
a1 #0

c#0

‘

a1 —ec=0

ajp —ec# 0

a1 +3ec=0=c=a1;1 =0
a1 +3ec# 0= a1 =ec; c#0
a1l +3ec=0= a1 = —3ec; c#0

a1 +3ec#0=c =0; a}; #0
]
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1.3.3 Algebras de Lie 3-filiformes de dim(g) = 8 y dim([g, g]) =
4.

En esta seccién, se encontrardn todas las dlgebras 3-filiformes de dimensién 8 y con
derivada minima, [13].

Proposicién 1.3.11.— Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g) = 8
y dim([g, g]) = 4. FEntonces existen dos subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas
leyes vienen dadas, en una cierta base adaptada {Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, Y1, Ya},
por

([ Xo, Xi) = Xita 1<:<4
[X],Xz] = CX4 + d)(5
[Xl,Xg] = CX5

[X1,Y1] = a1 X3 + a1 Xy + an Xs
AL3F(4,—,0) : ¢ [X1,Y2] = ape Xy + a12.X5

[Xo, V1] = an Xy + a2, X5

[Xz, Y2] = apnXs

[Xs, Yl] = a3 Xs

\ [Yi,)’:?] =bXs

([ X0, Xi] = Xig1 1<i<4
[X1, Xo] = cX4 +dX5
[X1, X3) = X5
[X1, X4 = eX5
[X2, X3] = —eX5

ALSF(4, = 1) (X1, V1] = an X4 + a1 X5

[X1,Y2] = a0 Xg + a12.X5
[1\2,5/1] = anXs
[-"fQ, Yz] = anX;

[ ¥, Y2] = 0X;5

cone# 0

Demostracién: Si g estd en las condiciones anteriores. su ley vendrd dada, salvo
antisimetria, por
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[X1, Xo] = X4+ dX5
(X1, X3] = X5
X1, X4 =eXs

$ [Xo, X3) = —eX5

[
[ 3
[X1,Yi] = a3 X3 + api Xy + a1 X5
[X2,Y:] = agi Xy + a9 X5

[

X3,Yi] = a3 X5
[ [¥1,Y2] = bX;5
sujeta a las restricciones aze=0,1<:1< 2.

Siempre se puede suponer azy; = 0. En efecto, pues

— si azp # 0y az; = 0, se hace el cambio de base

X! = X; i€ {0,1}
Y/ =Y,
Y =Y

— siazy # 0y az; # 0, se hace el cambio de base

XI=X; i€{0,1}
Y/ =Y,
Yz’ = a3Ys — anl]

i€ {1,2}
i€ {1,2}
i€ {1,2}

Es facil comprobar que la nulidad de e es invariante, ya que

dim(D*(g)) =

De esta forma, se tienen las dos subfamilias del enunciado, una con az; =e =0

la otra con az; = az =0y e #0.

0 sie=20
1 sie#0

y
O

Proposicién 1.3.12.— Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g) = 8,
dim([g,g]) = 4 y dim(D?*(g)) = 0. Entonces eristen dos subfamilias, no isomorfas
entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una base adaptada {Xo, X1, X2, X3, X4, X,

Y1, Ya}, por
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[
[
[
AL3F(4,—,0).1:¢ |
[
[
[

[ [Xo, Xi] = Xina 1<:1<4
[X1, Xo] = cX4 + dXs
[X1, X3] = cX5
[X1, Y1) = a1 X3 4+ a1 Xg + an Xs
AL3F(4,-,0).2: < [X1,Y2] = an Xy + a12X5
[X2,Y1] = a3 X4 + a0 X5
[Xz,Y2] = a2 Xs
[Xs,Yl] = a3 Xs
L [Y1, Y2 = 0X5

con az; # 0.

Demostracién: Si g estd en las hipétesis anteriores, su ley vendrd dada salvo

antisimetria por:
( [Xo, Xi] = Xipa 1<i<4

[ X1, Xo] = cX4 +dXs
[X1, X3] = X5
[X1,Y1] = a1 X3 + ann Xy + an X5
¢ [ X1, Y5] = anXy + 012X
[X2,Y1] = as1. Xy + an X5
[X2,¥2] =
[ ] = anNs
.l 1,)’2] = bX;

= QX5

Utilizando cambios de bases genéricos, se va a probar que la nulidad de a3; es un
invariante, de donde se siguen las dos subfamilias no isomorfas del enunciado, con la
salvedad de que, en el caso en que as; = 0, siempre se puede suponer as; = 0 gracias
al cambio de base
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X} =X,
X{ZXI
Y =Y,

! Ve
Yz =anY2 — anl)

para el caso asage # 0; si este producto fuese nulo bastarfa, como maximo, con
intercambiar los vectores Y7 e Y5.

En esta familia existen cuatro generadores Xy, X1, Y1, Y2. Se van a efectuar algunos
calculos para demostrar que la nulidad de a3 es invariante; el resto de calculos se
haran en cada caso en concreto.

X(,)._—.P0X0+P1X1+P2X2+P3X3+P4X4+P5X5+P6}/1+P7)/2
X{ :QOX0+Q1X1+Q2X2+Q3 ’3+Q4X4+Q5X5+Q6Y71+Q7Y'2

Xj = (PoQ1 — PiQo) Xz + [PoQ2 — PoQo + (P1Qs — Ps@1)as1] X5 + [PoQs — PsQo +
(PiQy—PQ))c+(PiQs—PsQ1)az + (P1Q7— PrQ1) azn+(PaQs — PeQ2)as | Xa+(- - ) X5

Xt = Py(Py@Q1 — P1Qo) X5 + [Po(Po@2 — P2Qo) + Py(P1Qs — PsQ1)as1 + (P@Q1 —
P1Qo)(Pyc— Psaz)| Xa+[Po(PoQs— PsQo) + Po(P1Q2— PaQ1)c+ FPo(PiQs — PsQ1)az +

Po(P1Q7 - P?Ql)a22 + (Ple - P1Q0)(P1d — Psag — P7a22) + (Plc - P6a31)[POQ2 -
PQop + (P1Qs — PsQ1)aa1] + Po(PoQs — PsQ2)as1)] Xs

X} = P}(PoQ1 — PiQo) X4 + Po[Po(PoQ2 — P2Qo) + Po(PiQs — PeQ1)az: + 2(FoQu —
P1Qo)(Pic — Psaz)] Xs

X = P3(Po@Q1 — PiQo) X5

Y] = RoXo + R1 X1 + RoXo + R3 X3 + Ry Xy + Rs X5 + ReY1 + R7Y>

Yy = SoXg + S1X1 + SaXo + S5 X3 + S Xy + S5.X5 + Se¥1 + S7Y°
para no salirse de la familia hay que imponer que:

X7, X5 = X5 = Qo =0

[X,Y]]=0= Ry =0

(X, Y]=0= R, =0

[)&'6, }’11] =0= P()RQ + P1R66231 =0

i
4

hIN ~
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(X5, Y]] = 0= PyR3 + PiRoc — PsRya3; + PyRsas + PiRraz + PaRgaz; =0

(X},Y!] = 0= PyRy+ PiRod + P1R3c — PsRoay — PrRyag — PsR3as + PiRsa1 +

P,Rza15 + PyRgas + PaRyag + PyRgas; + (PsRy — PrRg)b =0
(X, Y7]=0= S,=0

[X3,Y3]=0=51=0

[(X3,Y5] = 0= Seaz1 =0

(X5, Y] =0= S5.=0

[X(’), YQ,] =0 = PoSg -+ P156a21 + P1‘97a'22 =0

[Xé, YZ] =0= P()S4 —+ Pngc - P6.5'3a31 + P]SGCLU =+ P157a12 =+ PQSﬁagl + P257022 +

(P6S7 - P?»Se)b =0

y para que sea cambio de base  PyQ1(ReS7 — R7Ss) # 0.

Teniendo esto en cuenta, se tiene que:

, P(]RG(ZQl — 2P1Rﬁca31 + 2P6R6a§1 -+ PQR7CL22
a’21 = P(;l

lo que demuestra que la nulidad de a3; es invariante, pues

e si as; = 0, entonces aj, = 0, sin importar la nulidad de R

e sias # 0, entonces Sg = 0 => Rg # 0 y por tanto az; # 0.

Proposicién 1.3.13.— Sea g cualquier dlgebra en AL3F (4, —,0).1. Entonces ezisten
cuatro subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una cierta base

a’dapta‘da {-‘YO: « ?19 X27 JYB: X4: -‘Y:—)’ }/11 Y2}7 por
Xo, Xi] =Xy 1<:0<4

AL3F(4,—,0).1.1:
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[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<4
(X1, V1] = anXg +an s
AL3F(4,—,0).1.2: < [X1,Y2] = a12X5 con as; # 0
[X2, V1] = a1 X5
[Y1,Y5] = bXs

\

(([Xo, Xi] =Xinn 1<i<H4

[X1, X2] = X4

AL3F(4,-,0).1.3: ¢ [X1, X3] =cX5 con c# 0
[Xl,Yﬂ =anXs

| V1, Ye] = bX5

([ Xo, Xi] = Xina 1<:<4
(X1, X2] = X4
(X1, X3] = X5
AL3F(4,—,0).1.4: ¢ [X1,Y1] = an X4+ a1 X5 con cag # 0
[Xl,Y'z] = a12X5
[Xz,Yl] = an Xs
{ [YIaY2] =bXs

[
[
[
AL3F(4,—,0).1: ¢ [X1,Y1] =an Xy +anXs
[ .
[
[

Un simple cdlculo demuestra que la nulidad de ¢ es un invariante, ya que éste
condiciona la dimensién del centralizador de C?(g). pues se verifica que

siec=0

sic#0

O~

dim Cent(C*(g)) = {
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En este caso, se tenia que as; = 0 y mediante un cambio de base siempre se podia
suponer asy = 0. Si adaptamos los cambios de base hechos en la proposicién 1.3.12
al caso as; = age = 0, es ya facil comprobar que

Re

’
Ay, = —Q
21 3 W21
P

con PyQ;(RsS7 — R;7Ss) # 0. Para mantener aj, = 0, hay que imponer que Sgag; =
0. Para estudiar si la nulidad de as; es o no invariante, hay que distinguir dos
posibilidades:

e si ag =0 — aby, = 0 (no influye la nulidad de Rg)

e si ay # 0, entonces Sg = 0 y puesto que PyQ;1(RsS7 — R756) #0 = Rs # 0

y en ambas se mantiene la nulidad de a,;. Tras estas consideraciones, se llega a las
cuatro subfamilias con algunas excepciones, que se detallan a continuacién, en cada
una de ellas.

1) (¢,a2) = (0,0)

Se llega a la familia AL3F (4, —,0).1.1, ya que siempre se puede suponer ajs = 0
gracias al cambio de base

X, =X,
X{:Xl
Yi=n

Yg’ = a11Y2 — a;2¥1
para el caso ajpa;; # 0; si este ultimo fuese nulo, bastaria, como maximo, con inter-
cambiar los vectores Y] e Y5.

2) (c,a91) = (0,a91) con ag; # 0

Tras el cambio de base

< 76 == ‘Y[)

X{ = a21X1 + d)yl
Y=Y

vy =Y

siempre se puede suponer d = 0, de donde se sigue el resultado.
3) (C'/ a21) = (Ca O) con ¢ # 0

Mediante el cambio de base
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d
X, = Xo+ X3

2c%"
X{ZXl
Y/ =Y,
vi=Y,

se puede asi suponer d = 0. Ademaés, también se puede suponer a;p = 0, gracias al
cambio de base

r([):XO
X=X
Y/ =Y

[
Yz =a11Y2 — a12¥;

para el caso aipa;1 # 0; si este ultimo fuese nulo, bastaria, como maximo, con inter-
cambiar los vectores Y] e Y5.

4) (¢, aq1) con cag # 0

En este caso, sin méas que sustituir los pardmetros y haciendo el mismo cambio de
base que permitié suponer d = 0 en el caso 3), se llega a la familia AL3F (4, —,0).1.4.
O

Teorema 1.3.14.— Sea g cualquier dlgebra AL3F(4,—,0).1.1. Entonces es isomorfa
a algunas de las dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes :“%5,1) eC?% 1<j5<2
w1 @©C, 19 <k <20y plsy ), 26 <@ <27, dadas por

2 | [Xo, Xi] = Xipn 1 <0< 4
HELL T 1, ) = X

[(Xo, Xi] =X 1<i<4
/'L%g,l,l’l) : ['(Yl’ ‘X’?] = 4X5
D/la ),2] - X5

Demostracién: Si g estd en las hipétesis anteriores, su ley vendrd dada, salvo
antisimetria, por
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[Xo, Xi]=Xiy1 1<i<4

[X1, Xo] = dX5
[Xh}/l} = a1 X5
[Y1,Ys] = 0X5

Se demuestra que las nulidades de d y de b son invariantes. En efecto,

7 sid=0
dim(Cent(C*(g))) = {
6 sid#0
aj; = 0 dim Z(g) =3
- o{
ain #0 dim Z(g) =2

b#0 dim Z(g) =1

Ademds, se observa que para el caso b = 0 la nulidad de a;; es un invariante,
mientras que para b # 0 siempre se puede suponer a;; = 0 gracias al cambio de base

X, = X,
X]’_-_—le'f'au)/Q
Y/ ="
;=Y,

Todo esto permite distinguir los diferentes casos, atendiendo a la configuracién de
los pardmetros, tal como se ilustra en la siguiente tabla:

( ( a;; =0
b=10

d=0 a,u;éO

\b#O—)au:O

( a11:O
b=20

d#0 ann #0

\b;éO——MLu:O
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Caso 1: (d,b,an) = (0,0,0), sin mas que sustituir se obtiene ufs ;) ® C*.

Caso 2: (d,b,an) = (0,0,a11), ann # 0, se obtiene g, ;) ® C, previo cambio de
escala.

Caso 3: (d,b,a11) = (0,6,0), b #0
Mediante el cambio de escala

[ X§ = Xo
X =X;
< 1
Y! = Y]
1 bl
| Yo=Y,

se llega a e | 4)-
Caso 4: (d,b,a11) = (d,0,0), d # 0, se obtiene H%s,n @ C?, previo cambio de escala.

Caso 5: (d,b,a11) = (d,0,0a11), day, # 0, se obtiene ufy, ;) @ C, previo cambio de
escala.

Caso 6: (d,b,a;;) = (d,b,0), db# 0
Mediante el cambio de escala

X, = X,
1

P X

X Cll 1

Yi=oh
| Y7 =12

se llega a pil | | -

Teorema 1.3.15.— Sea g cualquier dlgebra AL3F (4, —,0).1.2. Entonces es isomorfa

a{alguna de las dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes Nfs,1,1) ®C,21<j <2y
Kz 111y 28 <1 < 30, dadas por

Xo, Xi] =Xy 1<0<4

28 .
Hisa,1,1) -
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[Xo, Xi]=Xiy1 1<i<4

29 . [X17 }/1] = X4
H(5,1,1,1) (X1, Ya] = X5
[X21 YI] = X5

[ [Xo, Xi]=Xiy1 1<i<4
(X1, 1] = X,
:“?31,1,1) 1S X, Y = X5
[X2,Y1] = X5
\ [Yl’yﬂ = X5

Demostracién: Si g estd en las hipdtesis anteriores, su ley vendrd dada, salvo

antisimetria, por
[ [Xo, Xi] = Xiga 1<i1<4

(X1, Y1] = a1 Xy + ann X
$ [X1,Y2] = a12Xs

[Xz,Yl} = an Xs

| [Y1,Y2] = bX;5

con ag # 0.

Es facil comprobar que la nulidad de a;2 es un invariante. En efecto,

{6 siap =0

dim(Cent(CentC'(g))) = 4 siap#0

% Si a;p = 0, la nulidad de b es un invariante, pues

wmz@) =17 5370

e Si b = 0, la nulidad de a;; es un invariante; se adaptan los cambios hechos en
la proposicién 1.3.12 (a3, = az = a1 = b=c = d = 0) y resulta que cualquier
cambio de base admisible ha de ser uno de los siguientes:

X, = Pg)&ro + P X, +P24Y2 +P3‘¥3 +P4)x’4 + P5.\5 + B /1 + P;Y,

X = QN1 + QoXo + Q3N + QuXy + @55 — QeYr + Q72
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X} = P Xz + PoQ2X;5 + [PoQs + (P1Qs — PsQ1)agt] Xy + () X5

X} = PEQ1 X3+ P} QX4+ (P Qs+ Po(P1Qs — PoQ1)an +(P1Qs — PsQ1)az) Xs
Xi=PdQ1 X4+ P3Q2Xs

Xy = Pr@Q1Xs

Y/ = R3 X35 + Ry X4 + Rs X5 + ReY1 + R7Ys

Yg — 53X3 + S4X4 + Ss ’5 + 56}/1 + 57)/2

y, para no salirse de la familia, hay que imponer que:

PyR3; + P Rgas; =0

PyS3 + PySgao; =0

PyRy + PiRgay; + PaRgaz =0
PySy + P1Ssay + P2Seaz =0

mientras que para que sea cambio de base
Py@Q1(ReS7 — R1S6) # 0

resultando

Para mantener las nulidades de ass y de a;» hay que imponer que Sg = 0, pues
as; # 0. Por tanto, Rg # 0 y la nulidad de a;; invariante.

Nota 1.3.16.— En realidad se trata de un caso en el que s6lo aparecen algebras
escindidas, obteniéndose % | y®C (sian = 0) v uff; )®C (si air # 0), previos
cambios de escala.

e Si b # 0, mediante el cambio

X=X,

£ ’1 = b}{l -+ anYQ
V! =Y,

Vi =Y

se puede suponer a;; =0y b=1.
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* Si aja # 0, el cambio de base

X! = X,
X{ —_—X1
Y/ = apYi —anYs
Y, =Y,

permite suponer a;; = 0. Ademads, la nulidad de b es un invariante, pues si se adaptan
los cambios de base de la proposicién 1.3.12, es facil comprobar que si

lel = R3X3 + R4X4 + R5X5 + Reyrl + R7)/2

Y2, . 83X3 + S4 ’4 + S5X5 + Ssyl + 573/2
con las restricciones
P0R3 + P1R6a21 =0
POS3 + P1$6a21 =0
PyRs + PLRya12 + PaRgas; =0

PoS4 + P]S’/Cllg + P256a21 =90
entonces
i R657 - R756

b= b
PiQ,

con Ple(RSS'/ — R7Sﬁ) # 0.

Se resumen, a continuacién, los resultados anteriores en el siguiente esquema

( a;; =0
b=0
a2 =0 ap #0
< b=1—a; =0

b=0—a;; =0

ajs #0
L b#O—)an:O

Atendiendo a esto, se tienen los siguientes casos

e Caso 1: (a12,b,a11) = (0,0,0); se obtiene ufs, ;) & C.

o Caso 2: (a12,b,a11) = (0,0, ay1), a1 # 0; se obtiene p%, ;@ C.
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e Caso 3: (aja,b,a11) = (0,5,0),b=1

Mediante el cambio de escala

( X(IJ = X()
X! =X,
1
)/1/ — _')’1
az1
L Yy =anl?

se llega a pifs ;)

e Caso 4: (alg, b,all) - (a12, 0, 0), (050 # 0

Mediante el cambio de escala

[ X} =X
X{ - X]
1
a21
1
Y=Y
\ a2

se llega a pfs | 1 1)-
e Caso 5: (alg,b, a11) = (alg, b, 0), CL12b # 0

Mediante el cambio de escala

(X} = X,
b
X{ e —Xl
12021
Y = —VY
21
1
Y] = —Y,
\ 12

se llega a pufs | 1 ).

Teorema 1.3.17.— Sea g cualquier dlgebra AL3F (1. —.0).1.3. Entonces es isomorfa
a alguna de las dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes /1?5’1) & C?, u?g,l’l) e Cuy

N?51,1,1‘1); dada por

(X0, Xi] = Xioy 1<i<4
31 . [X17X2] __‘X'
Hs1,1,1) - [Xh)\s] ,O

V1, Y] =
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Demostracién: Si g estd en las hipdtesis anteriores, su ley vendra dada, salvo

antisimetria, por
[Xo, Xi] = Xipn 1<0<4

(X1, Xa] = Xy
¢ [ X1, Xs] =cX5

[Xl,yl] = a1 A
| [Y1,Y2] = 0Xs

Es fcil comprobar que la nulidad de b es un invariante. En efecto, pues

) 263 sib=0
amz@)={ $°° 3020

e Si b= 0; la nulidad de a;; es un invariante, pues

. 3 sia;; =0
am(z@)={ 5 520

Nota 1.3.18.— En realidad se trata de dlgebras escindidas, ufs,) ® C* (si
a1 =0)y M%g,1,1) @® C (si a;; #0).

e Si b # 0; el cambio de base

Xé :X[)
X{ = le + ClvnY'Q
Y/ =Y,
;=1

permite suponer a;; =0y b= 1.

aip =0
b=20
{ {au;é[)

b=1—a;; =0

En resumen,

Atendiendo a la anterior configuracién de los pardmetros se distinguen los siguien-
tes casos

o Caso 1: (b,a11) = (0,0), se obtiene pf; ) ® C.
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e Caso 2: (b,a11) = (0,a11), an # 0, se obtiene u7, |, & C.

e Caso 3: (b,a1;) = (5,0),b=1

Mediante el cambio de escala

( X(I):)&’o
1
X{:—Xl
C
Y; =%
1
Yy =~V
[ 72 cb}2

se obtiene pif5 ;| 1y

Teorema 1.3.19.— Sea g cualquier dlgebra AL3F (4, —,0).1.4. Entonces es isomorfa
a algunas de las dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes pfs;1) ® C ¥y Uis111)
32 <1 < 33, dadas por

[ [Xo, Xi] = Xi 1<:1<4
[X1, Xs) = Xy
32 ) X Xa] = Xs
H(5,1,1,1) ¢ S (X1, V1] = Xq
[X1,Ys] = X5
| [Xo, V1] = X5
([ X0, Xs]=Xip1 1<i<4
(X1, Xo) = X4
W [X1, X3] = X5
(X1, Y1) = Xy
[X2, Y1) = X5
[Yl,y.'z] = X

Demostracién: Si g estd en las hip6tesis anteriores, su ley vendrd dada, salvo
antisimetria, por
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([ X0, Xi] = Xina 1<:<4
[Xl,X2] = CX4
[X1, X3] = X5

(X1, V1] = annXg + a1 X5
(X1, Y] = a12X5

[Xo, V1] = an X5

\ [Yl,Yz] = bX5

ca9 76 0.

Para clasificar esta familia de dlgebras se efectuardn cambios de base genéricos.
Modificando tanto como sea posible los cuatro generadores, calculando todos los pro-
ductos corchetes (incluidos aquellos productos que son nulos) e imponiendo las con-
diciones necesarias, los cambios admisibles quedan reducidos, por razones analogas a
los casos ya estudiados, a:

Xy =P Xo+ P X, + PXo+ PX3+ Py Xy + P X5 + FeY1 + PrY,
X] = Q1 X1+ QX+ Q3 X5 + Qs Xy + Qs X5 + QsY1 + Q7Y

X4 = PoQh Xo + PoQo X3+ [PoQs + (PiQ2 — PoQ1)c+ (PiQs — PsQ1)an | Xy + [PoQy +
(PiQs— PsQ1)c+ (PiQs — PsQ1)an + (P1Q7r — PrQ1)aie + (PaQs — PsQ2)an + (Ps Q7 —
PrQ6)b) X5

Xt = P} Xz + (PEQa+ PoPiQ1)Xs + (- ) X5
Xy = P3Q1 X4 + [PQ2 + 2P2PQ1c) X5
}/1, — R3X3 + R4X4 + R5X5 + Rﬁ /1 + R7Y2
Yg = 54)&’4 + S5X5 + S’{)/Q
con las condiciones
P()R?, + P1R5021 = 0
P0R4 + P Rsc + PyRgayy + PiRra12 + PyRgasy + (FPsR7 — PrRg)b =0

P054 -+ P]Slaqg + P687b =0
PyQgaz + 2P1Q1¢* =0

evidentemente para que sean cambios de base PyQ1R¢S7 # 0. (Nota: Sg = 0, pues
hay que mantener [X,Y,] = 0).
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Los parametros resultan:

c/ _ Qlc
- 2
B
f Rgag
Qg P3

—3P,Q; Recagy + PoQ1Rsa11 + PoQ1Rra12 + Po(QeR7 — Q7Re)b

!

ay, =
H Py
g = S7(Q1a12 + Q)
. Py@u
¥ — R¢S7b
Ph
Como cay; # 0, siempre se puede suponer a;; = 0, eligiendo P;. Ademads, si b =10
la nulidad de a,5 es invariante mientras si b # 0, se puede elegir Qs = _nghz y
entonces aj, = 0.
ai2 — 0
b=0
a;; =0 a2 #0

b # 00— ap= 0
Atendiendo a esto, se tienen los siguientes casos

e Caso 1: (b,a1z) = (0,0); se obtiene pfs, ;) S C.
e Caso 2: (b,a12) = (0,a12), aj2 #0

Mediante el cambio de escala

(X} =X,
1
1Y{ - __\—1
C
. 1
Yl' —-— —0’2‘ } 1
1‘
Y] = —15
. a2

se obtiene | | ).
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e Caso 3: (b,asn) = (b,0), 6 #0

Mediante el cambio de escala

se obtiene pf3 ) | ).

(X5 =Xo
1
X{ = —Xl
< c
1
Y] = —Y,
Q21
Q21
V)= -%
[ 7?2 ch 2

Teorema 1.3.20.— Sea g cualquier dlgebra AL3F (4,—,0).2. Entonces es isomorfa
a alguna de las dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes #Z5,1,1) BC,25<3<27Ty

W11,y 34 <4 < 41, dadas por

4 .
W5 1) ¢ S

ﬂ?g,1,1,1) S

N?g,l,l,l) X

([ [Xo, Xi] = Xin
(X1, Y] = X3
[X2,Y1] = X4
[X3,Y1] = X5

| Y1, Y2] = X5

([ X0, Xi] = Xin
[X1,Y1] = X3
(X1, Y3 = X5
(X2, Y1) = X,
(X5, Y1) = X5

X1, Yg] = Xj
(X, V1] = X4
[-X’37 Yl] = X5

| 1, Y] = X

1<:1<4

1<e1<4
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37 )
H(s,1,1,1) -

IESRRIER

39 .
H5,1,1,1)

40 .
H5,1,1,1) ©

11 )
K1) -

(X0, Xi] = Xin
[X1, Xo] = X5
(X, V1] = X3
(X2, V1] = X4
[X3,Y1] = X5
[Y1,Y2] = X5

[X1,Y2] = X5
[Xo, 11] = X4
(X3, V1] = X5
Y1, Y2] = X5
[Xo, Xi] = Xina
[X1,Y1] = X3
[Xh YQ] = X4
(X2, 1] = X4
(X2, V2] = X5
(X3, 1] = X5
Xo, Xi] = X1y
X, Y] = Xs
X, Y] = X,

1<1<4
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Demostracién: Si g estd en las hipdtesis anteriores, su ley vendra dada, salvo

antisimetria, por
([ Xo, Xi] = Xipa 1<:1<4

X1, Xo] = Xy +dX5

X1, X3] = cX5

X1, Y] = a5 X3+ anXg + ann Xs
X1, Ys] = apXy + a12Xs

X9, V1] = an Xy + an Xs

X

2, Y2] = a0 Xs
X3,Y1] = a3 Xs
( 11, Ys] = bX5
con az; # 0

Se observa que el cambio de base

Xh =X,
X{ =a31X1 +CY1
Y/ =%
Y=Y,

permite suponer ¢ = 0.

Para clasificar esta familia de &lgebras se efectuardn cambios de base genéricos.
Modificando tanto como sea posible los cuatro generadores, calculando todos los pro-
ductos corchetes (incluidos aquellos productos que son nulos) e imponiendo las con-
diciones necesarias, los cambios admisibles quedan reducidos, por razones anélogas a
los casos ya estudiados, a:

Xé=P0X0+P1X1+P2X2+P3)(3+P4 f4+P51X’5_7P6}’1+P7}/2
X =1 X1+ Q2Xo + Q3 X3+ Qs Xy + Qs X5 + Q72

X} = P11 X2+ [PoQ2+ (P1Qs — PsQ1)as | Xs + [PoQs + (P1Qs — PsQ1)as + (P1Q7 —
PQ1)ass + (PoQs — PsQ2)asi ]| Xy + (- ) X5

X = POQle (3 + [P02Q2 + Py(PQs — PsQ1)az — Po{DeO.1031]X4 + [Po[PoQ3 + (P1Qs —
Ps@Q1)as + (P1Q7 — PrQ1)age + (PQs — PsQ2)az1] — PoQ1(Pid — Psagy — Prag) —
Ps[PoQ2 + (PiQs — PsQ1)asias ] Xs

X} = P}Q1 X4+ (P3Qa + PEP1Qsaz; — 3P Ps(1a3) X5
1\’; = P{)in‘Xg,
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5/1/ = R2X2 -+ R3X3 -+ R4X4 + RSXS + Rﬁyi + RT)/:?
}/2, = S3X3 + S4X4 + SSXS + 57}/2

con las condiciones

P0R2 + P1R6a31 =0
PyR3 + Py Rgas + PiR7ag + PaRgas) — PsRoaz =0
P()Sg -+ P1576122 =0

PoR4 + PiRyd + Py Rga1; + PiRraia + PyRgas) — PsRoeao + PoRrag — PrRya22
+(PsR7 — P;Rg)b — PsR3a3 + P3Reaz; = 0

P()S4 + P1576112 + PQS'{aQQ - P553a31 + P687b =0

y para que sean cambios de base PyQ1ReS7 # 0.
Nota: Q¢ = 0, para mantener ¢’ = 0.

Los pardmetros quedan:

d = Q1d - Q7a22
P
a. = 2PsRea3, + Po(Reaz + Rraz)
“ P3Q
g = S7a2
' S7(Pyays + 3Psazzaz;)
a1 = o3
0
RSy
V= b
PiQ:

Siempre se puede elegir Ps tal que a; = 0 (va que as; # 0). Ademds, resultan
invariantes las nulidades de asy y b. Cuando as» = 0 resultan invariantes las nulidades
de d y ajo v se puede elegir Ps tal que ay = 0 (va que as; # 0). Cuando axp # 0
se pueden elegir Q7, Ps y R7 tales que sean nulos d’, a}, v a};, respectivamente. La
situacién se ilustra en el esquema siguiente donde. en cada situacién se calcula af;.
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- r ( a11-—_—0
(l)bIO—)an:O
aj;p =0 a1 #0
d =04 (2)1)#0—)02136111:0
(3)1):0—)0212011"—‘0
6127’50
Qoo = 0¢ \ (4)1)750—-)&-21:0,11'—'0
g ( (5)b=0—ag =a;; =0
a2 =0
(6)b#0——->a.21=a11:()
d#0/

(7)():0———)&21:(111:0
a2 # 0
(8)()#0—}&21:(111:0

\ \

b=20

agr #0 —d=a12 =0a1 =0(9); a;; =0
b#0

\

Los casos a considerar son los que se han sefialado como (1), (2), (3), (4), (5), (6),

(7), (8), v (9)-
P()a

21 : :
(1) Tomando P; = ———— se consigue ay = 0. Si se vuelven a efectuar ahora los
: asy
. ' Rsai, . . .
cambios de base resulta aj; = —pi > con lo que la nulidad de a;; invariante.
0

(2) Eligiendo Ps como en el caso anterior se consigue a;; = 0 y el cambio dado por

xyé - JYO

X! = bX, + anYs
¥ = Y5

=Y,

permite suponer a;; = 0.

(3) Al igual que en los casos anteriores se puede suponer ay; = 0, eligiendo adecua-
damente P y el cambio dado por



1.3. Algebras de Lie 3-filiformes de dimensién 8. 77

X} = Xo
X! = X,
Y! = a1pY] —anYs
Yi=Y,

permite suponer a;; = 0.
(4) De modo anélogo se puede hacer a}; = a5, = 0.

(5) Tomando Ps como en casos anteriores se obtiene que ay; = 0y el cambio de base

dado por
ail

X=X X
0 0+2da31 !
X! =X
2

an arn
f—y - Ly, —
Vi=h-o X 4da31X4
;=Y

permite suponer a;; = 0.
(6) Analogo al caso (5).

(7) Tomando Ps como antes se consigue aj; = 0 v el cambio dado por

X = Xo
X1 =X;
Y] = apY: —anYz
Yo=Y,
permite suponer a;; = 0.
(8) Anédlogo al caso (7).
- hd .- . , .
(9) Eligiendo Q7 = P se puede suponer d = 0 v eligiendo R; se tiene aj; = 0. Si
22
L Pyars : 0 v i
se elige ahora Fg = — se tiene aj, = 0 v el cambio de base dado por
3agaas
[ X} =Xo- —Lv;
0 0 2da31 -
X! =X,
b
V=¥ -2y, - 2y
! ! 2d 2 2022(1.31 *
Y, =Y,
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permite suponer a;; = 0.

Teniendo en cuenta esto, es laborioso pero trivial ver que las dlgebras que a con-
tinuacién se obtienen son no isomorfas entre si. Se consideran los siguientes casos:

Caso 1: a9 =d = ajp = b = ag; = a1 = 0, se obtiene ﬂ%g,u) ® C, previo cambio de
escala.

Caso 2: a9y =d = ajp = b = ay =0, ay; # 0, se obtiene ufg’l,l) ® C, previo cambio
de escala.

Caso 3: a22:d:a12:a21:a11:0,b7é0.
Mediante el cambio de escala

X'=X;, 1<i<?2

1

Yll = —Y1
)

Y; = -5 2

se llega a s | 1y-

Caso 4: a9 =d=b=ay =ay; =0, a2 #0.
Mediante el cambio de escala

se llega a pfl) | 1)-

Caso 5: Qoo = d= o1 = Q11 = O, algb # 0.
Mediante el cambio de escala

( Xh =X,
b
X, = X
04131@12
Yll - _Yl
afl
Y= —Yo
\ a12

se llega a 13 ; 1)-
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Caso 6: ayp = ajp = b =ay = a;; =0, d # 0, se obtiene M?§,1,1) @ C, previo cambio

de escala.

Caso 7: age = a1 = ao; = ay = 0, db # 0.
Mediante el cambio de escala

([ X{ = Xo

1
Xi:EXl
] Y] = 1Y
1_331 '
r_ 831
\Y2 .de2

se llega a pf] | | ).

Caso 8: agp = b =ay; =a;; =0, dayp #0.
Mediante el cambio de escala

[ X} = Xo
1
X ==X
1 % 1
Y/ = —Y;
asi
=ty
\ a2

se llega a uff ;| 1-

Caso 9: Q99 = Q91 = Q11 = 0, damb 76 0.
Mediante el cambio de escala

( db

X = X
a31a12
d2b3
li
Xy ==X
a31a12
d2b?
!
a310712
dip?
!
o= 0
L a310i2

se llega a s | -

Caso 10: d = a19 = b= o1 = Q11 = O, a99 # 0.



80 1. Algebras de Lie (n — 5)-filiformes.

Mediante el cambio de escala

’X—Xi, 0<:<1
1

Y = —Y

' a311

v =1y,

\ a22

se llega a (g | 1)-

Caso 11: d = a1p = ag; = a1 =0, axb #0.
Mediante el cambio de escala

(X} = X,
b
X! = X
az2a31
\ 1
Y/ =—N
as1
1
Yi=—Y,
\ a22
se llega a pi3 1 1 1y- O

Proposicién 1.3.21.— Sea g cualquier dlgebra AL3F (4, —,1). Entonces ezisten dos
subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas en una base adaptada
{Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, 17, Yz} por

[

[

(X1, X3] = X5

(X1, Xy) = eX5

(X2, X3] = —eX

(X1, Y] = aa1 Xy + a1 X5
(X1, Y5] = age Xy + a12.X5
{XQ, Yl] = agn X

(X2, Y5] = agnX;

co;?. e#0

AL3F(4,—,1).1: 4
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([ Xo, Xi] = Xina 1<1<4
(X1, X2] = Xy

[ X1, X3) = X5

(X1, X4) = eX5

(X2, X3] = —eX5

[X1,Y1] = a1 X4 + an Xs
[X1,Y3] = ae X4 + 012X
[Xz, Yl] = a2 Xs

[X2, Y2] = a2 Xs

| [V1,Y3] = b5

con be # 0

AL3F(4,—,1).2: 4

Demostracién: Si g estd en las condiciones anteriores, su ley vendra dada por

([ Xo, Xi] = Xis1 1<i<4
[X1, Xo] = cX4 + dX5

[X1, X3] = X5

(X1, X4] = eXs

[Xo, X3] = —eX5

(X, 1] = a1 Xy +an Xs

[X1,Y2] = a0 Xy + a12X5

[X2, Y1) = anXs

[X:z, Yz] = a2 X5

[ [Y1, Y] = X5

con e # 0.
El cambio de base dado por
)(6 = XO d
Xi=X;—=—2X\
! L7 9e 3
V=1
Y=Y,

permite suponer d = 0, y, ademds, la nulidad de b es invariante, pues

dim/(Cent(Cent(C*(g)))) = { g : Z ; 8

obteniéndose asi las dos subfamilias indicadas. U
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Proposicién 1.3.22.— Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme con dim(g) = 8 y en
las condiciones de la familia AL3F (4, —,1).1. Entonces, ezisten tres subfamilias, no
isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una cierta base adaptada {Xo, X1,

XQ; X37 X4a XSa Y'h }/2}7 por

(([Xo, Xi]=Xipn 1<4i<4
[ X1, Xo] = X4
AL3F(4,~,1).1.1: ¢ [X1,X3) =cX5
[X1, X4) = X5
| [X2, Xs] = —eX5
cone#0
[Xo, Xi] = Xita 1<i<4
[X1, Xo] = X4
(X1, X3] = X5
(X1, X4] = eX5
AL3F(4,—,1).1.2: { [X,, X3] = —eXj;
[X1,Y1] = an X4 + an Xs
[X1, Y] = 020 X4 + 212X
(X2, Y1) = an X5
| [X2, Ys] = anX;
con e # 0,
axnai — agayp =0, existe a;; #0
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<4
[Xl, ’2] =cX,
(X1, X3] = cX5
(X1, X4] = eX5
AL3F(4,—,1).1.3: { [X2, X3] = —eX;5

\
con e(azay; — anar:

[)(17) ] = ag X: — a1 s
(X1, Y5] = ape Vs = a2\
[Xo, Y1) = ani s
[Xo,Y2] = a5
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Demostracién: Si g estd en las hipétesis de anteriores, su ley vendré dada, salvo
antisimetria, por

([ X0, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, X2] = cX4
[X1, X3] = X5
(X1, X4] = X5

{ [Xa, X3] = —eXs
(X1, Y] = a1 Xy + a1 X5
(X1, Ys] = ago Xy + 012X5
[X2, V1] = a1 X5
[X2,Y2] = a0 X5

e #0.
Es facil comprobar que:
( . az @
3 sirango 2 M2 =9
az an
. . A a
dim(Z(g)) ={ 2 sirango| > 2 ) =1
az 041
. a @
1 sirango 22 M2 ) —9
§ az; a4
y se obtienen las tres subfamilias. O

Teorema 1.3.23.— Sea g un dlgebra de Lie S-filiforme de dim(g) = 8 y en las
condiciones de la familia AL3F(4,—,1).1.1. Entonces es isomorfa a algunas de las
dos dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes jujs 1y ©C? y pls ) ®C?, ambas escindidas.

Demostracién: Si g est4d en las hipétesis de la proposicién, su ley vendrd dada,
salvo antisimetria, por

(([Xo, Xi]=Xip1 1<i<4
(X1, X5] = Xy
(X1, X3] = X5
(X1, Xy4] = eX5
(X2, X3] = —eX5

con e # 0.

Esta familia corresponde a una suma directa de C? con las dlgebras de leyes /1,‘(15,1)
y “?5,1) (véase apéndice A, pag. 184 a 185). a
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Teorema 1.3.24.— Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g) = 8 y
en las condiciones de la familia AL3F(4,—,1).1.2. Entonces es isomorfa a alguna de
las dlgebras, no isomorfas entre s1, de leyes Nfs,l,n@C’ 28 < 1 < 33, todas escindidas.

Demostracién: Teniendo en cuenta que dim(Z(g)) = 2, se puede suponer siempre
que Y, € Z(g). En efecto, ya que

e si Y; € Z(g) mediante el cambio Y] = Y5, Yj = Y7, se tiene que Y; € Z(g),

e si aY; + 3Y; € Z(g) con af # 0, mediante el cambio Y =Y, Y, = oY) + fY2,
se tiene que Y, € Z(g).

Asi pues, siempre se puede suponer az = a2 = 0. Luego, si g estd en las hipétesis
de la proposicién, su ley se podrd expresar como:

[ [ X0, Xi) = Xin1 1<i<4
(X1, Xo] = Xy
(X1, X3] = cX5
{ [ X1, Xy] = eXs
[X2, X3] = —eX5
[X1, V1] = anXq + anXs
| [X2,Y1] = anXs

con e 75 0 y (a’ll>a’21) 76 (070)

Corresponden a la suma directa de C con las dlgebras de leyes Nf5,1,1)7 28 <1 <33
(véase apéndice A, pdg. 204 a 209). m

Teorema 1.3.25.— Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g) = 8 y
en las condiciones de la familia AL3F (4,—,1).1.3. Entonces es isomorfa a alguna de
las dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes /125,1,1‘]). 12 < ¢ < 43, dadas por

[

[

#?52,1,1,1) 9 %
[

[
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( [XO,Xz‘] =X 1<i<4
(X1, Xa] = X4
[X1, X3] = X5
N (X1, Xa] = X
H(s,1,1,1) * [Xs, X3] = — X
(X1, V1] = X,
[X1, Y2] = X5
[X2,Y1] = X5

Demostracién: Si g estd en las hipdtesis de la proposicién, su ley vendrd dada,
salvo antisimetria, por

[ [Xo, Xi] = Xin1 1<i<4
[X1, X2] = cX4
[X1, X5] = X5
(X1, X4] = eX5

\

e(axa1 — anaiz) # 0.

Siempre se puede suponer as; # 0 pues, en caso contrario, utilizando que agsas; —
as1a12 # 0, ¥ que ago tiene que ser no nulo, bastaria intercambiar los vectores Y7 e Ys.

Ademds, siempre se puede considerar que ass = 0y ajz # 0 pues, si azp # 0,
mediante el cambio de base
Vs |
Y=Y
Yy = —an Yo +axnl)

se podria suponer ag = 0 v, aplicando la condicién de determinante, ajp # 0. Susti-
tuyendo. la familia queda:
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( [Xo, Xi] = X 1<i<4
(X1, Xo] = cXi
(X1, X3] = X5
[X1, X4] = eX5
)

eaza12 # 0.

Adem4ds, mediante el cambio de base
Y] = —appY1 +anYs
Y, =Y,
se puede suponer siempre a;; = 0. Finalmente, la nulidad de c es invariante, ya que
si g* = g/Z(g) se verifica que

dim(Cent(C'(g*))) = { ;1 : 2 :ég

Caso 1l: ¢c=0
Mediante el cambio de escala
([ X§ = Xo
, 1
e
1
< Yll = —Yl
a2
Y. = in
\ 2 a2
se obtiene (3, | 13-
Caso 2: ¢#0
Mediante el cambio de escala
¢ c
X =-X
0 e 0
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se obtiene u‘(lgl L1

Teorema 1.3.26.— Sea g un dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g) = 8 y
en las condiciones de la familia AL3F(4,—,1).2. Entonces es isomorfa alguna de las

dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes /,Lés,l,l’l), 44 <1 < 47, dadas por

#?§,1,1,1) 9

N?g,1,1,1) D4

A

46 )
Kis1,1,1) ¢

[XOa ]

z+l
[Xl’ ]
[XZ’X] Xs
| 1, Y] = X5

( [Xo, Xi] = Xia

47
RSB

Demostracion:
salvo antisimetria, por

(X1, X4 = X5
[X2, Xa] = —
(X1, 1] = X4
[X2, V7] = X5

. Y1,Y2] = X5

( [XOaXi] = Xin
(X1, Xp) = X,
(X1, X35] = X5
(X1, X4) = X5
(X2, X3] = =X

| Y1, Y2] = X5

([ X0, Xi] = Xit1
[X1, Xo] = X4
[X1,X3] = X5
[X1, X4] = X5
[Xo, X3] = — X3
[(X1,Y1] = X4
[Xo, 1] = X5
Y1,Y5] = X5

1<1<4

Si g estd en las hipdtesis de la proposicién, su ley vendrd dada,
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[X1,Y1] = a1 X4 + a1 X5
[X1,Y2] = a2 X4 + a12X5
[X2,Y1] = an X5

[X2,Y2] = a2 X5

| [%1,Y3) = bXs

be # 0.

Siempre se puede suponer as; = 0. En efecto:
- si agp # 0 y ag; = 0, se intercambian los vectores Y) e Y.

- i agy # 0y ao; # 0, se hace el cambio

X! =X,
r],_:Xl
Y=Y,

[
Y2 = anY) —anY

Ademés, el cambio de base

X(’) = Xy
, 021012 - a2
= - X3 — —Y;
X1 =X %b ° b !
Yl’ =Y
}/’2/ — }/'2

permite suponer a;p = 0 y el cambio de base

Xb = Xo
a
X{ =X+ %
Y/ ="
Y’I:YV2

permite suponer a;; = 0.

Se tiene que las nulidades de ¢ y ag; son invariantes. Sea g* = g/Z(g); su ley
viene dada por



1.3. Algebras de Lie 3-filiformes de dimensidn 8. 89

[XO,X{] — Xi-+-1 1 S 1 S 3
[X1,X2] =cXy
(X1, Y] = an Xy

Es facil comprobar que:

3 si a21=0

dZm(Z(g*)) = { 2 siag # 0

y que:
6 sic=0
. 1/ _% _
dim(CentC" (g"))) = { 5 sic#0
lo que prueba que ambas nulidades son invariantes para g* y, por tanto, lo son para
g. Esquemadticamente:

az =0
c=0
_ . az # 0
a;p = a2 =axp =0 -0
c#0 a2 =
azn # 0
Asi pues, se tienen los siguientes casos:
Caso 1: (c¢,a91) = (0,0)
Mediante el cambio de escala
(X=X,
1
X1 =-X
< i
Y! = =Y,
1™ ept
\ YQI =Y,
se obtiene ufs ) | -
Caso 2: (c,as1) = (0,a91), a1 # 0.
Mediante el cambio de escala
( X{ = Xo
1
X =-X;
el
Y/=—MN"
a3
V! = 222V
2 be °

se obtiene i3 | -
s&rdy
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Caso 3: (¢,a01) = (¢,0),c#0

Mediante el cambio de escala ) c
X! = X,
eC
X{ - —2X1
$ 25
Yll EYI
| i =Y,

se obtiene u(e, ; 1y

Caso 4: (c,a01), cag; # 0
Mediante el cambio de escala

4
X} ==X
CC
X ==X
€ 3
S C
Y] = Y,
62021
c"ag
!
L Y2 beB Y2

se obtiene 4 | ;).



Capitulo 2

Algebras de Lie (n — 6)-filiformes.

En este capitulo se determina la familia genérica de algebras (n — 6)-filiformes y, para
ello se har4 uso, esencialmente, de argumentos sobre nilpotencia, sucesién caracteris-
tica y p-filiformidad. También se clasifican las de dimensién 8 (la primera dimensién
que no estd clasificada).

2.1 Familia de leyes de algebras (n — 6)-filiformes.

Dado que un algebra de Lie p-filiforme de dimensién n admite una base adaptada
{Xo, X1, -, Xn—p, Y1,...,Yp_1} para la que los tnicos corchetes no nulos de X por
elementos de la base son los [Xg, X;] = X411, 1 <7 <n—p—1, laidentidad de Jacobi
aplicada a una terna (Xo,U,V), con U y V de la base, da un primer esbozo de la

familia.

El concepto de nilpotencia se traduce en una condicién matricial relativamente
sencilla, el polinomio caracteristico de la matriz ad(U), para cualquier vector U, es A".
Esta condicién puede ser a veces dificil de aplicar. por lo que hay elegir adecuadamente
los pasos a seguir e ir aplicando esta condicién conforme se va simplificando la familia.

El concepto de p-filiformidad también tiene una traduccién matricial en térmi-
nos de las matrices adjuntas de vectores que no estdn en la derivada, los posibles
vectores caracteristicos; las correspondientes matrices no pueden admitir menores
de orden n — p no nulos. Esta propiedad junto con la nilpotencia, bien manejadas
proporcionan muchas condiciones sencillas de los parametros si se aplican a vectores

91
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convenientemente elegidos.

Después de estas propiedades o entre ellas, segtin se simplifique la familia, se hace
uso de las identidad de Jacobi aplicada a una terna de vectores de la base, que nos
proporciona nuevas restricciones para los pardmetros.

A medida que disminuye la p con respecto a n, la familia se va complicando, por
lo que es muy dificil su clasificacién. Por esta razén, se clasifica la primera dimensién
no encontrada, dimensién 8.

Teorema 2.1.1.— [1/] La ley de un dlgebra de Lie g (n — 6)-filiforme compleja
de dimensién n > 9 viene ezpresada, en una cierta base adaptada {Xy, X1, X2, X3,
X4, X5, Xg, Y1, Yo, ..., Yo 7}, en funcion de los siguientes productos

[Xo, Xi] = Xina _ 1<1<5
n—-7

[X1, Xo) = 26, X3 + (by + b3) Xg + by X5 + b5 X + D> Y
k=1
[Xl,X;;] — 2b1X4 + (b2 -+ b3)X5 + b4X5

n—-T7

[X1, Xa] = 01.X5 + 0o Xe + Y, BiYi
k=1

n—-"7

(X2, X3] = b1 X5 + b3 X6 — Z BrYx
k=1

(X5, Xs] = b1 X

[X1,Y:] = a4 X35 + a3 X4 + a2 X5 + a1;. X5 1<i<n-7
(X2, Yi] = asi Xy + a3i X5 + a2 X 1<i:<n-7
(X3, Y] = asi X5 + a3:.X6 1<:1<n-7
(X4,Yi] = aui X 1<i1<n-7
Y, Y]] = di; Xo 1<i<j<n-—7

sujeta a las siguientes restricciones

a4ib = 0 1<i<n-—7

a4 Bk = 0 1<ik<n-T7
A4; Ok =0 1<ekh<n-7
az; Bk = 0 1<i.h<n—7
asifBi(ba +b3) = 0 1<ik<n-T7
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n—7
dawfB = 0
k=1

n—7

> diib = 0 1<i<n—7
k=1

n—7 n—7

S aubs = Y ageon — 263

k=}{ k=1

Z dkiak = —3a3ib1 - 2@4ib3 1< 1 <n-— 7
k=1

Demostracién: Sea g un algebra de Lie (n — 6)-filiforme compleja de dimensién n
(de invariante de Goze (6,1,...,1)).

Si {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6, Y1, Ya,..., Y,_7} es una base adaptadade gy Xy ¢
[g, g] es un vector caracteristico, se ha de cumplir que

[Xo, Xi] = Xign 1<3<5
[X(),Xs] == 0
(Xo,Y;] = 0 1<j<n-=7

De las identidades de Jacobi para ternas de vectores que incluyan a X se tiene
que

[Xo, [Xi, Xin]] = [Xi, Xive] 1<:1<4

[Xo, [Xi, X;)) = [Xizn, Xj] + [Xi, Xj1] 1<i<j+1<6

[Xo, [Xi,Xs]] - [Xi+1;X6] 1 S 1 S 9

[Xo,[Xl,Y}]] = [X,;H,Y‘] 1 SZS 5, 1 S] STL—?
[Xo, [Xe, Y]] =0 1<j<n-7

[Xo, [¥5, ;] =0 1<i<j<n-7

Asi, por ejemplo, como [Xy, [X5, Xs]] = 0, se sigue que
n—7
(X5, X6 = a1 X6 + D Y5
=1
y como [Xp, [Xy, X¢]] = [X5, X¢] sigue que ¢; = 0,1 <@ < n—7, pues Yy, Ya,. .,
Ya_7 € Im(ad(Xy)) con lo que [X;5, Xg] = a1 X ¥. por nilpotencia, sigue que a; = 0.

De manera andloga, haciendo uso, sucesivamente, de la identidad de Jacobi, del
hecho de que Y3, Ys,..., Yo_7r € Im(ad(X,)) v aplicando condiciones evidentes de
nilpotencia, se obtiene que la ley de g se puede expresar en la base anterior como
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[Xo, Xi] = Xip1 1<i<5

(X1, X2] = 5agX1 + (as + 3a7 + 2a9) Xs + (ag + 2b1) X3 + (by + b3) X4 + b4 X5
+b5 X6 + ni:?akYk

(X1, X3] = Saf;k)x:’; + (a4 + 3az + 2a9) X3 + (ag + 2b1) X4 + (b + b3) X5 + by X

[X1, X4] = 3a6X3 + (aqg + 2a7 + a9) X4 + (as + b1) X5 4+ b2 X6 + ni:?ﬁkYk

[X1, X5]) = ae X4 + (a4 + a7) X5 + asXe =

[X1, X6] = as X6 + :ij’)’kyk

(X2, X5] = 206 X3 + (a7 + ag) Xy + by X5 + b3 X — nz:?ﬁkYk

(Xa, Xa] = 25X, + (a7 + a9) X5 + by Xo .

[X2, X5] = a6 X5 + a7 X6 — :z::’YkYk

(X3, X4] = as X5 + agXs + Tg"mYk

[X3, X5] = as X .

[X1,Y:] = as:i Xo + a4; X3 + a3 X4 + a2 X5 + a1, X6 + nz_f phY, 1<i<n-7

[X5,Y] = a5 X5 + 04i X4 + a3 X5 + a2 X = 1<i<n-7

[X3,Y:] = a5 X4 + a4 X5 + a3 X6 1<i<n-7

(X4, Yi] = a5: X5 + a4; X 1<i<n-7

[ X5, Y] = as:. X6 1<i<n-7

[)f,-,}g]:dijxﬁ+n§j_7cijk 1<i<j<n-—7

k=1

De Jac(X1, X3, X5) se obtiene que ag = 0 y el cambio de base

.Y(l) = XD
:\'i = )&,1 - Hfgjx’g

permite suponer ag = 0. Aplicando a continuacién condiciones de nilpotencia en
[X1, X5] se tiene que a4 + a7 = 0.

Para todo A € C— {0} se cumple que AXy+1; ¢ g.gl. 1 <i<n—8ylamatriz

adjunta correspondiente al vector AXy + Y7 es
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0 0 0 0 0 0 00 O 0
0 0 0 0 0 0 00 O 0
0 A-—as 0 0 0 0 00 O 0
0 —a41 A-— asy 0 0 0 0 0 0 0
0 —-asm —an A-ax O 0 00 O 0
0 —a9g1 —as3] —Q41 A-— as1 0 00 0 e 0
0 —ar1 —Qa9 —Qasi —Qa41 A— as1 0 0 d12 . dl,n—7
0 -pp 0 0 0 0 00 ¢y ... clus
0 —-pi’ 0 0 0 0 00 cx”’ tals
Puesto que el invariante de Goze es (6,1,...,1), no puede existir un menor de

orden 6 distinto de cero. Si se elige A tal que A — as; # 0, lo que siempre es posible,
se tiene que

A — a5 0 0 0 0 0
—ayn  A-—asn 0 0 0 0
—as1 —a4 A — as; 0 0 0 _ 3 _—
—an —as; —ay; A—as 0 0o | (A~ as5)°ci; =0=
_pllcl 0 0 0 0 c’fi

= =0,conl<k<n-T7y2<i<n-T.

Se va a probar por induccidn finita que se puede admitir siempre que

k=0 1<k<n—7, i+1<j<n-7, 1<i<n-8§

Segtin se ha visto ¥, =0con 1 <k<n—-7v2<i<n-T.

Supéngase que las matrices ad(AXy + Y3), ad(AXq + V3),...,ad(AXo + Yi_1) se
han obtenido v, de forma andloga al caso anterior. se ha encontrado que

=0, 2<r<i-11<k<n-7. r+1<j<n-7

En consecuencia, la matriz ad(AX, + Y;) es
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 A-as; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 —Qay4; A - as5; 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 -asz; — Qa4 A-— as; 0 0 0 0 0 0 0 0

0 —ag; —as; —Qa4; A-— as; 0 0 0 0 0 0 0

0 —ay —ay; —ag3; —agi A—as5; 0 —dy; ... —dic1; 0 dijyr ... din—7

0 —pj; 0 0 0 0 0 0 0 0 ciyy oo Clag
\ 0 -p¥7 0 0 0 0 0 0 ... 0 0 &7 ... ¢,

Si se elige A tal que A — as; # 0, 1o que siempre es posible, se llega a que

A — as; 0 0 0 0 0
—Qy4; A— as; 0 0 0 0
—as; —ay A as 0 0 0 _ PR T P
—Qy; —as; ~ay A-—as 0 0 |~ (4—as5)°c; =0 =
—a1; — Q2 —as; —ay;  A-—as di

=>c§j-—-0, conl<k<n—-7yi+1<j<n-—7 conloquese ha probado que es
cierto paral <1 < n — 8.

Siguiendo el mismo razonamiento, y teniendo en cuenta que AXy + X; ¢ [g, g,
que el invariante de Goze es (6,1,...,1) y que la matriz adjunta correspondiente al
vector AXy+ X, es

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 O 0 0
-1 A 2((17 + Clg) 0 0 0 0 (0231 cee Qs p-7
0 0 A+ 2b1 2(&7 + ag) 0 0 0 Q41 cee Q4p-7
0 0 bQ + b3 A -+ 2b1 a7 + ag 0 0 as31 -e. A3p—7
0 0 b4 b2 + bg A + b1 0 0 aoq ce. Q27
0 0 b5 b4 bQ A ay aiy o Qip-7
0 0 o 0 B 0 1 ph - Plat
0 0 ans 0 Boer 0 oo PITT oo pIRL

~
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se verifica que v, =0, 1 < k < n — 7, pues, si no lo fuera, siempre se podria elegir A
tal que

A 2((17 + ag) 0 0 0 O
0 A + 2b1 2((1,7 + ag) 0 0 0
0 b2+b3 A+2b1 a7 + ag 0 0 _
0 b4 bg + b3 A+ b1 0 0|
0 b5 b4 b2 A ay
0 o 0 Be 0
= As’)’k + A45b1’)’k + A3")/k(8b% - 3(b2 + bg)(a'{ + ag)) + A27k(2(a7 + a9)2b4—

—4by (a7 + ag)(by + b3)) #0

lo que es imposible, al ser el invariante de Goze (6,1,...,1).

Este resultado junto con una simple condicién de nilpotencia en [X;, X¢], permite
suponer ag = 0 y, como a4 + a7 = 0, se tiene que a7 = 0.

Anilogamente, como no puede existir ningin menor de orden 6 no nulo, a la
matriz adjunta de AX, + X, ¢ [g,g], VA € C — {0}, como

0 0 0 0 0 0 0 O 0

0 0 0 0 0 0 0 O 0

0 A—2a O 0 0 0 0 O 0
-1 -2, A 0 0 0 0 as ... Gsp7

0 (bg + b3) 0 A+ Qg 0 0 0 Qg2 ... Q4n-7

0 —by 0 b1 A4+ag 0 0 as2 ... azpn-7

0 —b5 0 b3 b1 A0 Q22 ... Q2n-7

0 —Q] 0 ——,81 0 0 0 0 0

0 —ap7 0 =B, 0 0 0 O 0

se cumple que a4;0 =0 paral <4, k<n-T.

Si en la matriz adjunta del vector AX, + X;. se elige un menor de orden 6, hay
que imponerle que sea cero por la condicién de (n — 6)-filiformidad, es decir,

A 2&9 0 0 0 Qsj
0 A+2b  2a 0 0 ay
0 bQ + bg A+ 2b1 g 0 as; | _
0 b4 b2 + b3 A -+ b1 0 az; -
0 b by by A ay
0 Qe 0 ,Bk 0 ])lfj
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= A%pk; + A4(5b1p’fj — a2 Bk — asjor) + AP(43pY; — 2b1a9;Bk+

+(by + b3)as; Bk — 2braz; Bk — 3ag(by + bs)pk; + 2as(asjon — 3bragja))+
+A2(4b3pk; + 201 (ba + bs)as; Bk — 4b7ag; Bk — 4agby (by + ba)py; — 2a5asj0—
—2agbgas; Ok + 2ag9byasjoy + 2a9(bs + b3)ag; B + 2a3b4p’fj + ag (b + bs)agjoy
—2h3ag;a) =0

se deduce que

p’fj =0
a2i Pk + agjar =
—4byag;fr + (b2 + bs)az;fBk + 2a9as;0x — 3brag;ary = 0
2b1 (b2 + b3)&3jﬁk — 4b§a2jﬂk — 2aga2jak - 2agb4a3jﬁk+
+2agb1a3]-ozk + 2a9(b2 + b3)a2j,3k + ag(b2 + b3)a4jak —_ Zb%al;jak =0

[en}

conl<5k<n-T7
Las dos tltimas relaciones junto con a4 =0, 1 < j,k < n -7, se reducen a

p’fj =

a2; Bk

Q450

a4; Bk

(bz + b3)ﬁka3j + 2aga3jozk

2b1 (b2 + b3)a3j,3k - 2a§a2jak — 2agb4a3jﬁk + 2a9b1a3jak

1 [
cooocoo

conl<j5,k<n-—-"1.

o Qg ... QOp_7

se pueden distinguir
b B2 ... ﬁn-r)

Dependiendo del rango de la matriz (

tres casos

Caso 1: Si rang = 2, el cambio de base dado por

n—"7
Vi _ V4
oY n—8 = Z Qk} k

k=1

n—7
BY:_ =73 Bl
k=1

(sin cambiar los otros vectores de la base excepto, si es necesario, permutaciones
triviales) permite suponer a = 3 = 1.
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Caso 2: Si rang = 1, existen tres casos,

caso 2.1:siay = ... = a,_7 = 0y existe k tal que [y # 0, en este caso, se puede
hacer el mismo cambio de base y se puede suponer a =0y = 1.

caso 2.2: si existe k tal que o # 0y B = Aoy, para todo i, entonces el cambio de
base definido por

{ Xo=Xo
X=X - %X;;
reduce este caso al caso 2.1.
caso 2.3:si By = ... = Bn_7 = 0 y existe k tal que oy # 0, en este caso se puede

hacer el mismo cambio de base que se hizo en el caso 1, con lo que se puede suponer
a=1y 3=0.

Caso 3: si rang =0, o; = B = 0, resultando a = § = 0.

Todas estas posibilidades est4n incluidas en el cambio de base formal definido por

Y, s = Z o Y
ﬁYé._'/ = Z B Y
k=1

con a, 3 € {0,1} (donde los casos @ = 0 6 8 = 0 no corresponden, propiamente, a un
cambio de base).

En consecuencia, el dlgebra g dada es isomorfa a una de ley

(X0, Xi] = Xina 1<1<5
(X1, Xo] = 2a9X + 201 X3 + (bg + b3) Ny + by X5 = b N6 + oYy

(X1, Xs] = 2a0Xs + 20Xy + (bs + b3) X5 + b X

(X1, Xy = ag Xy + 01 X5 4 by N6 + BYo 7

[Xo, Xs] = ag Xy + biXs + b3.X5 — A1

[Xo, X4] = ag X5 + b1 X

(X3, X4] = a9 Xs
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[X1,Y:] = asiXo + a4i X35 + a3i Xq + a2 X5 + a1; X6 1<i<n-—7
[X5,Yi] = a5: X3 + a4 Xq + a3 X5 + a2 X 1<i<n-7
(X3, Y] = a5 X4 + a4i X5 + a3 X6 1<i<n—-7
[Xo, V)] = asiXs + asi Xo 1<i<n~—7
[Xs,Yi] = as: Xe 1<i<n—7
Vi, Y] = dij Xs 1<i<j<n-—7

con las restricciones
axyf =

Qy4;

a4

(b2 + b3)a3,ﬂ + 2a9a3,-a

2b1 (()2 + bg)agiﬁ - 2agb4a3iﬂ —_ 2a§a2ia + 2agb1a3,-a =

|
coooo

paral <:<n-—7T.

De Jac(X;, X, Y;) se deduce que

AgQy; = 0

agQgy; = 0

b1a4i =0
n—7
Z akdki = —2ag(12i — 3b1a3,- -+ 2b3a4i
k=1

De Jac(X,, X2, X35) se deduce que

n—7
Z A5 0 = 0
k=1

De Jac(X1, Xo, Xy) se deduce que

g = 0
n—"7
> asifr =0
k:l
n—i
> azfe =0
k=1
n—7
> anfr =0

k=1
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De Jac(X;, X2, X3) se deduce que
n—7

n—7
S awBe =Y aseax — 2b]
k=1 k=1
De Jac(X;, X4, Y;) se deduce que
n—7
> Bedi =0
k=1

El resto de identidades de Jacobi se verifica trivialmente. De todas las identidades

de Jacobi y de la propiedad de adjunto nilpotencia se tiene que
ag = 0

a4ib1 = 0

a5 n-8 = 0

a5,n—7:8 = 0

a/3,n—7ﬁ =0

a2,n—716 =0

di,n—?:B =0

110 — azp-sa = —2b}

3a3,ib1 + di,n_ga =0

donde 1 <i<n-T.

El cambio de base definido por

X=X 0<:<6

Y;-I:Y;‘-f‘a{,on IS]SH—"?
permite suponer que as; =0, con 1 < j <n—7, por lo que algunas condiciones desa-
parecen por verificarse trivialmente y aplicando las demds condiciones se demuestra
que todos los menores de orden 6 de la matriz adjunta de cualquier posible vector
caracteristico es nulo. a

Nota 2.1.2.— Para el caso de dimensién 8, de manera analoga, se llega a que la ley
de un &lgebra de Lie g (n-6)-filiforme compleja viene expresada en una cierta base
adaptada {Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, Xg, Y}, por
(0, Xi] = Xy 1<:<5
X1, Xo] = 201 X3 + (ba + b3) Xy + b4 X5 + 05X + Y
Xp, N3] = 201X + (bo + b3) X5 + by X
Xy = b1 X5 + b Xg + Y
Xg, X3] =0 X5 + b3 X — 5Y

[X
[
[
[
[
[Xa, X4] = b1 X¢
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[(X1,Y] = as X3 + a3 X + aa X5 + 01 X5
(X2, Y] = as Xg + a3 X5 + ap X

[X3,Y] = aa X5 + a3 Xe

[X4,Y] = as Xs

donde los parametros verifican las restricciones
CL3b1 = a4b1 = a4b3 =0

asa =0
a3 =azBf=a,8=0

a1 = aza — be

Nota 2.1.3.— Para el caso de dimensién 7, se llega a que la ley de un algebra de Lie
g (n-6)-filiforme compleja viene expresada en una cierta base adaptada {X,, X7, Xo,
X3, X4, X5, X6}, por

[Xo, Xi] = Xina 1<i<5
(X1, Xo] = (by + b3) Xy + by X5 + b5 X

[X1, X3] = (ba + b3) X5 + by Xs

[X1,X4] = b2X6

[1¥2,X3] = b3X6

2.2 Algebras de Lie 2-filiformes de dimension 8.

En esta seccién, se describen todas las dlgebras (n — 6)-filiformes de dimensién 8. Al
igual que se hizo para las dlgebras (n — 5)-filiformes, se va a distinguir las algebras
escindidas de las no escindidas.

1.- Caso de algebras escindidas

Las algebras 2-filiformes de dimensién 8 escindidas se encuentran facilmente.

Nota 2.2.1.— Sea g un élgebra de Lie filiforme de dimensién 7. Entonces g =g® C
es un algebra de Lie 2-filiforme de dimensién 8
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La demostraciéon es obvia.

La clasificacién de las dlgebras de Lie filiformes de dimensién 7 ([26]) son conocidas,
se puede deducir la clasificacién completa de las dlgebras 2-filiformes de dimensién
8 escindidas. En el primer apéndice de esta memoria, se presenta la clasificacién
completa de éstas dlgebras (filiformes de dimensién 7) con el fin de unificar notacion.

2.- Caso de algebras no escindidas

Lema 2.2.2.— La ley de un dlgebra de Lie g 2-filiforme compleja de dim(g) = 8,
viene ezpresada, salvo antisimetria, en una cierta base adaptada {Xo, X1, X2, Xs,
X4, X5, Xg, Y}, en funcion de los siguientes productos

[Xo, Xi] = Xipa 1<2<5H
[X1, Xa] = 201 X5 + (b + b3) X4 + b4 X5 + bs X6 + oY

(X1, X3] = 201 X4 + (bo + b3) X5 + 04.X6

[ X1, X4] = 01 X5 + 0, X6 + BY

[Xa, X3] = 01 X5 + 03X — BY

(X2, X4] = b1 Xs

[(X1,Y] = aa X3 + ag Xy + a2X5 + a1 X5

[X2,Y] = as X4 + a3 Xs + a2 Xs

[X3,Y] = as X5 + a3 Xs

(X4, Y] = a4 Xe

sujeta a las siguientes restricciones
ashy = ayf = aqa = a8 = a3 =0

a8 = aza — 2b3
3a3b1 + 2(141)3 =0

Demostracién: Véase el teorema 2.1.1. O

Proposicién 2.2.3.— Sea g un dlgebra de Lie 2-filiforme compleja con dim(g) = 8.
Entonces existen dos subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en
una base adaptada {/Yo, )(1, ){2, 4\’3, X4, JYE), )&rﬁ, )'}, por
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Xo, Xi] = Xip1 1<1<5

[
[
[X1, X3] = 201 X4 + (b2 + b3) X5 + b3 X
[ X1, X4] = b1X5 + bo X6 + BY
AL2F(6) : { [Xa, X3] = b1 X5 + b3 Xg — BY
(X2, X4] = b, Xe
(X1,Y] = a3 Xs + ax X5 + a1 Xs
(X2, Y] = a3 X5 + a2 Xs
L [XG, Y] = a3Xs
con  azh; = a8 = azf =0; a,08 = aza — 2b}; (o, B) # (0,0)

([ Xo, Xi] = Xia 1<1<5
[Xl, X2] = (b2 + b3)X4 + b4X5 + bs‘YG
[Xl, X3] = (bg + b3)X5 + b4X6
[X1, Xa] = 02X
ALQF(E)) R [XQ,X3] = b3X6

[Xl, Y] = a4X3 + a3X4 + 02X5 + al_\'s
[XQ, )/] = a4X4 =+ a3X5 -+ CLQXG
[Xg, Y] = a4X5 + CL3X6

(| [X4, Y] = a4 Xe

con asbs3 =0

Demostracién: Se observa en la familia de leyes obtenida en el teorema anterior
que los vectores X, X3, X4, X5, X6 € D'(g), luego la dimensién es mayor o igual que
5; es mas,

vdim(Cl(g)) = 5+ rango ( ‘;, >

(1)Si rango < g, ) =1= a#068+#0= dim(C'(g)) = 6. Por las restricciones

se tiene que ay = 0. De esta forma se llega a la familia AL2F(6).

(2) Si 7‘ango< Y2 0=a=8=0= dim C*(g)) = 5. Si se sustituye en

54
la familia genérica, las restricciones quedan b; = 0: a;b3 = 0; de donde se obtiene
directamente, sin mds que sustituir el valor de los pardmetros, la subfamilia AL2F(5)

del enunciado. O
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2.2.1 Algebras de Lie 2-filiformes de dim(g) = 8 y dim([g,9]) =
6.

En esta subseccién, se van a determinar todas las dlgebras o familias de élgebras 2-
filiformes de dimensién 8 y dimensién de la subdlgebra derivada 6. En los casos donde
sea posible se estudiardn invariantes cldsicos, tales como dimensiones de subalgebras
conocidas, en otros donde no sea posible, se estudiardn todos los cambios de bases.
En algunos casos, algunos paradmetros, pueden estudiarse sus nulidades por ambos
métodos. En otros casos, debido al gran niimero de célculos, es necesario mediante
cambios de base concretos, hacer cero aquellos donde se pueda y después aplicar
técnicas ya conocidas.

Proposicién 2.2.4.— Sea g cualquier dlgebra de Lie 2-filiforme compleja con dim(g) =
8 y dim([g, g)) = 6. Entonces ezisten dos subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas
leyes vienen dadas, en una cierta base adaptada {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X, Y}, por

([ Xo, Xi] = Xin1 1<i<5
(X1, Xo] = (bo + 03) Xy + 0y X5 + ¥

[X1, X5] = (ba + b3) X5 + by X

AL2F(6,3) : { [X1, X4] = b Xe

[ X2, X3] = b3 X6

[X1,Y] = ap X5 + a1 X6

L [X2, Y] = ax X6

([ X0, Xi] = Xipa 1<:i<5

ALOF(6,4) : { X0 Xa] =01Xs o+ b, X o+ 5Y
XQ’ X3] = b X5 + b3X6 — /B}'
Xy, X4] =01 Xs
202
[‘Yl,y] = —‘jXﬁ
con B#0

Demostracién: Si g es un algebra de Lie 2-filiforme con dim(g) = 8 v dim/[g, g] = 6,
su ley vendra dada por
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( [XOaXi]':Xi+1 1<:1<5
[X1, Xo] = 201 X5 + (b2 + b3) Xy + by X5 + bs X + Y
[ X1, X3] = 201 X4 + (b2 + b3) X5 + bsXs
[X1, X4]) = b1 X5 + b2 X6 + Y
AL2F(6) : ¢ [X2, X3] = 01 X5 + b3 X6 — BY
[X2, X4] = 01 X6
[X1,Y] = a3 Xs + a2 X5 + a1 Xe
[X2,Y] = a3 X5 + a2Xs
| [X3,Y] =a3Xs
con azh = asf = a3 =0; a8 = aza — 2b%; (o, B) # (0,0)

Es facil comprobar que

am@@ ={ 35 570

Caso 1: Si 8 =0 = a # 0y, por las restricciones, se tiene ag = b; = 0. Si, ademas,
se hace el cambio de base dado por

X(I) e X()
X{ - X1
Y' = b5X6 +aY

se puede suponer bs = 0 y a = 1, obteniéndose la familia AL2F(6, 3).

Caso 2: Si B3 # 0, por las restricciones se tiene a; = az = 0, obteniéndose la familia
AL2F(6,4). i

A continuacién, se van a estudiar cada una de las familias anteriores “troceando”
donde sea posible por invariantes conocidos y donde no, utilizando el Mathematica
para estudiar los cambios de base genéricos. Se dard una lista completa y exhaustiva
de todas las algebras o familias de dlgebras 2-filiformes de dimensién 8 y dim/[g, g] = 6,
no isomorfas entre si.

Teorema 2.2.5.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(6.3). Entonces es isomorfa a

una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si. de leyes “%6,1,1)’ 1 <1 <09,

: - , 6 7,0 , v S
i #4,6,7, N?G/,\m): y?&l’l), /L({s’l!l), /,zgg’f"l), #/25,1,1)’ con A, 0, p € Cya € C; dadas

por
) W X =Xim 1<1<5
Poin ) (X, X, =Y
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(X1, Xo]=Xs+Y

(X1, X5] = X6

{[Xo,Xi]:xiH 1<:1<5
2 )
H,1,1) -

[ [Xo, Xi] = Xin 1<21<5
[Xl,XQ] - X5 + Y

#?6,1,1) 9 [X1, Xs] = Xe
[XlaX4] :XG

\ [X2)X3] - _XG

([ Xo, Xi] = Xina 1<:1<5
(X1, Xo] =Xy + X5+ Y

4 (X1, X3] = X5 + X6

B, ¢S (X1, X4] = AXe
[XQ,X;J,] = (1 - )\)Xﬁ A € C
\ [Xl, Y] = 2X6
[Xo, Xi] = Xiyg 1 <0 <5
/‘1’?6,1,1) 14 (X, Xo] =Y
[Xl, Y] = X6
([ Xo, Xi]=Xipn 1<i<5
[XI’X2] =Y
M?éfl,l) 4 [Xy, Xa] = X
(X2, X3 = — X5
| (X1,Y]=6Xs 6€C
[Xo, Xi] = Xin 1<:1<5
(X1, Xo] = X4 +1
TAS (X1, X3] = X5
He,1,1) [XI,X4] = \X;
(X2, X3] = (1 — A)X6
\ [}(1,5/] = 5){6 )\ 6 € C
( [‘Xyo,‘yi] = Xi+1 1 < S 5
8 . [‘Ylv ‘YQ] =Y
He,1,1) [X1,Y] = X;
[ [N2, Y] = X
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|
g ) [ X, Xo]=Y
M(G’l’l) ) [Xl, Y] = X5 -+ Xs
(X, Y] = X6
[ [Xo, Xi] = Xin 1<:1<5
. (X1, Xo] = X5 +Y
10, d
iu‘(S,’I,l) t [X17A3] = X6
(X1, Y] = Xs + aXe
L [ Y ] = X a € Cy
[ [Xo, Xi] = Xip1 1<1<5

[XI,XQ] == X4 -+ VX5 + Y
[X1, X3] = X5 + v X6

11,v,6 |

1) * S [X1, X4] = Xe
[Xl, Y] = X5 + 5X6
[ [X2, Y] = X5 v, 6€C

Demostracién: Si g € AL2F(6,3), su ley vendrd dada por

([ Xo, Xi] = Xina 1<1<5
[Xl, XQ] = (bg + b3)X4 + b0 X5+ Y

[X1, X3) = (b2 + b3) X5 + b4X6

AL2F(6,3) :  [X1, X] = by X
[X2, X3] = b3Xs

(X1, Y] = apXs + a1 Xe
([ X2, Y] = ap X

Utilizando un programa en calculo simbdlico, concretamente Mathematica 3.0, se
pueden obtener los nuevos parametros al efectuar un cambio de base genérico, cam-
biando los Unicos generadores Xy y X;. El programa se detallard en un apéndice, aqui
tan sélo se hard uso de la salida del programa, es decir, de los nuevos pardmetros asi
como de las restricciones de cambio. En el resto de familias donde se ha utilizado el
Mathematica 3.0 el programa es similar, aunque cada familia requiere un tratamiento
especifico.

Q1
-
2 — PO
bg_ (P0+a2 Pl) Q1b3
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b, = PG((b4 P} — P (—ay P2+202 PP +4by by P} +2b5 Pf+4az by Py Pt
3&2 b3 P0P1—|-a§ P12)) Ql)
a,:(a1P02—a2P1(4b2P0+2b3P0+a2P1))Q%
an, = Q2
2 P3
COIIP()Ql;éO

Se deduce claramente que la nulidad de a, es invariante. Mediante un simple
calculo se tiene que si a; = 0, la nulidad de a; — 2(b + b3)? es invariante, pues

2
a'l - 2(b’2 + bg) (134 (a1 - 2(b2 + b3) )

y también que la nulidad de b, + b3 es invariante, pues

by + bf =

A partir de estos datos se va estudiando la nulidad del resto de pardmetros, con lo que
la configuracién es la siguiente, que ird detallando después. Primeramente se estudia

el caso ay = 0.

, ’ b 0— b o{b4=
2 = —— 03 = a1 =
b 0
(a) bs = —b2 by = 47
b 0=—=a =0
\ 2 # 1 {b47é0
2(by + b3)? [ =0 by £0 oz | ="
= = , A1 =
2 + b3 2 3 1 5\ by £ 0
by =0
(b)bg;’é—bQ b3=0=>a1=2b%
by £ 0
by £ 0 o
as =0 b3#0:>a1:2(b2+b3)2{b4¢0

N7

b2=0:>b3=0

b3:—bg=>a17é0{
b2#0:>{)3—_——b27£0

( a1 =0
bo=0=0b3#0
£ 9(}h 2 _ CLI#—O
(bg +b3)° (c) = by =0 4y =0
by # —bo bg_o{ 20
by # 0 a“
by # 0 @ =0
° al#O
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donde (a), (b), y (c) son los casos a considerar.

e Caso (a): Sia; = 2(by + b3)? y b3 = —by. Sustituyendo en los pardmetros, se
tiene que la nulidad de b, es invariante, al igual que la de b4, y a; = 0.

e Caso (b): Sia; = 2(by + b3)? y b3 # —bs, se sigue teniendo que la nulidad de b,
es invariante. Si by = 0, entonces b3 # 0 y a; = 2b5, ademés del hecho de que
a1 = 2(by + b3)? se deduce que siempre la nulidad de b4 es invariante.

En el caso de que by # 0, la nulidad de b3 es invariante y también lo es la de b,.

o Caso (c): Sia; # 2(by + b3)?, eligiendo
_ by Py
a) — 2(b2 -+ b3)2

se puede suponer siempre by = 1 y, andlogamente a los casos (b) y (c), se sigue
teniendo que la nulidad de b, + b3 es invariante, al igual que la de b,.

P1:

Si b3 = —b,, implica que a; # 0.

Si by # —by, se tiene que siempre la nulidad de a; es invariante.

Atendiendo a la configuracién de los pardmetros, las dlgebras o familias de alge-
bras, no isomorfas entre si, son las que a continuacién se detallan.

e Caso 1: a; = ap = by = by = by = 0. En este caso sin mas que sustituir en la
familia se llega a pfg | -

e Caso2: ay=ap =by=0b3=0, by#0.

El cambio de escala dado por

X} = X,
N
‘Xlz b—4)&1

permite suponer by = 1, obteniéndose uf; ; ).

e Caso 3: ay=ao=0bs =0, b3=—by #0.

El cambio de escala dado por

)&—6 — JYO
1
JX’ = .z-\'
1 b2 1

permite suponer by = 1, obteniéndose u?éol -
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e Caso 4: (11:(12=O, b3=—b2¢0, b4#0

El cambio de escala dado por

by
X)=—X
0 b2 0
b2
m:ﬁx
2

permite suponer by = by = 1, obteniéndose g ; -

e Caso 5: 02:b2:b4:0, bg?éo, ay =2b§

El cambio de escala dado por

X(I) . X()
1
Xl=—X
1 b3 1
7,0,2

permite suponer b3 = 1, obteniéndose (611"

e Caso 6: g = b2 = 0, b3b4 # O, a = 2b§

El cambio de escala dado por

xp=ix,
bs
b2
Xi=aX
by

permite suponer b3 = b4 = 1, obteniéndose /,L[(ié?lyl)-

e Caso 7: ap =bg=bys =0, by #0, a =2b3.
El cambio de escala dado en el Caso 3, permite suponer by = 1, obteniéndose
iy
e Caso 8: ap =by =0, byby #0, a; = 2b3.
El cambio de escala dado en el Caso 4, permite suponer b, = by = 1, obtenién-
dose :“z(léh,l)-
o Caso 9: ap =by =0, (by+b3)bobs #0, a, = 2(by + b3)>.
El cambio de escala dado por
X, =2Xo

1
X =
1 b2+b3

permite suponer by + b3 = 1, obteniéndose y(Té:\i?l), con A € C—{0,1}.

X,
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Caso 10: Qg = 0, (bz + b3)b2b3b4 75 0, a; = Q(bg -+ b3)2.

El cambio de escala dado por

by
X) = X
0 by + b3 0
2
X{=—A__x

—X
(b2 + b3)3 !
permite suponer by + b3 = by = 1, obteniéndose y‘(lé’,\l’l), con A € C—{0,1}.

Caso 11: a2=b2=b3:b4:O, CLI#O.

El cambio de escala dado por

X! = X,
1

X{ = '——.Xl
a

permite suponer a; = 1, obteniéndose #?5,1,1)-

Caso 12: as = by =0, b3 = ~by, a1by#0.

El cambio de escala dado en el Caso 3, permite suponer b, = 1, obteniéndose
u?éfl,l), con 6 € C— {0}.

Caso13: a; =a, =by=by, =0, b3#0.

El cambio de escala dado en el Caso 5, permite suponer b3 = 1, obteniéndose

7,0,0
He,1,1)"

Caso 14: a9 = b2 = b4 == 0, a1b3 75 0, a; 75 ng

El cambio de escala dado en el Caso 5, permite suponer b3 = 1, obteniéndose
uzé?fl), con § € C — {0,2}.

Caso 15: a; =a; =b3 =by =0, by #0.

El cambio de escala dado en el Caso 3, permite suponer b, = 1, obteniéndose

7,1,0
He,1,1)°

Caso 16: ap = b3 =by =0, a1by #0, a; # 2b3.

El cambio de escala dado en el Caso 3, permite suponer b, = 1, obteniéndose
uzéfl), con 6 € C—{0,2}.

Caso 17: a; = Qg9 = b4 = O, (bg + b3)b2b3 # 0.

El cambio de escala dado en el Caso 9, permite suponer by+b;z = 1, obteniéndose
ugéj\l’?l), con A € C—{0,1}.
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e Caso 18: Ao = b4 = 0, ai (b2 + b3)b2b3 ?é O, a; ;é 2(b2 + b3)2.

El cambio de escala dado en el Caso 9, permite suponer bo+b3 = 1, obteniéndose

/1(7(’5?\1’(,51)’ con A€ C—-{0,1} y 6 € C—-{0,2}.

En segundo lugar, y por tltimo, se va estudiar el caso as # 0.

Si se elige
b3 Py

a2

P1:

en by, se puede suponer siempre b = 0. si se vuelven a efectuar los cambios genéricos,
para mantener b3 = 0, hay que suponer P, = 0, y entonces el resto de parametros
queda como sigue

B = by @1
2 PO2
Y = by Q1
4 P(;i

a1 Q2
ay = P 1

a2 Q%
ay = S

con Py@Q; # 0.

Es fécil deducir que las nulidades de by, by v de a; son invariantes. Por tanto, la
configuracién en este caso de los pardmetros es la que sigue

( F al_—_O
b4:0
lu#(){
b4:O{

0

by # 0 Zio
2]

L \ a1¢0

Teniendo esto en cuenta. se llega a que las unicas dlgebras o familias de algebras
son las siguientes
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e Cas019: a; = by =b3=by =0, ag #0.

El cambio de escala dado por

Xt = X,

[1
X{—_— "—Xl
a2

permite suponer as = 1, y se llega a :u?ﬁ,l,l)‘
e Caso 20: bg = b3 = b4 = O, a;ao :/é 0.

El cambio de escala dado por

a

!

X, ==X,
a2

aj
X{ . _ZXI
ay

permite suponer a; = a; = 1, y se llega a N?6,1,1)-

e Caso 21: a; = by =0b3 =0, azbs #0.

El cambio de escala dado por

'd 3 bg
az
b
X{ = '—4X1
a

permite suponer a; = by = 1, y se llega a N(lg,’f,l)-

o Caso 22: by = b3 =0, ajazbs #O0.

El cambio de escala dado en el Caso 21, permite suponer a; = by = 1, y se llega
a ,uzg,’ﬁl), con a € C; — {0}.

e Caso 23: a; = b3 = b4 - 0, agbg # 0.

El cambio de escala dado por

b .

Xp=-2X,
as
bT

< 2 v

P2 ——}Ll
a3

11,0,0

permite suponer a; = by = 1, y se llega a H.1.1)"
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e Caso 24: b3 = b4 = 0, (11(12[)2 # 0.
El cambio de escala dado en el Caso 23, permite suponer a; = by = 1, y se llega
auééff con 6 € C — {0}.

e Caso 25: a; = b3 =0, asbyby # 0.
El cambio de escala dado en el Caso 23, permite suponer a; = b, = 1, y se llega
a u(lé{'f), con v € C — {0}.

L4 C&SO 26: b3 = O, a1a2b2b4 -',é 0.

El cambio de escala dado en el Caso 23, permite suponer a; = b, = 1, y se llega
ap,ééff),con v,6 € C—{0}. a

Proposicién 2.2.6.— Sea g cualquier dlgebra de Lie en AL2F(6,4). Entonces ezisten
dos subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una cierta base
adaptada {Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, X6, Y}, por

[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<5
[X1, Xo] = bX4 + b4 X5 + b5 X6 + Y
AL2F(6,4)(0) : { [X1, X3] = bX;5 + by X

[X1, X4] =bXe+ Y
| [X2, X3] ==Y

( [Xo, Xi] = Xina 1<i<5
(X1, Xa] = 2b,X; + bX4 + bs X5 + bs Xg + oY

[X1, Xa] = 2b, X4 + bXs + by X

AL2F(6,4)(1) : { [X1,X4] = 01 X5 +bXs + Y

(Xo, X3] = by X5+ Y

[ r2>X4] = b1 X

| [X1,Y] = — 202X

con by #0

Demostracién: Sige AL2F(6,4), su ley vendrd dada por los siguientes productos
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[ [Xo, Xi] = Xin1 1<1<5
[X1, Xa] = 261 X5 + (b2 + b3) Xy + b4 X5 + b5 X6 + @Y
[X1, X3] = 201 X4 + (b2 + b3) X5 + bs X
(X1, X4] = 01 X5 + b2 X6 + BY
(X2, X3] = 01 X5 + b3Xe — Y
(X2, X4] = by Xe

22
[XI:Y] = —#XG
con ##0

Un sencillo cdlculo, prueba que la nulidad de b; es invariante, pues
Cw.een=1 o 7

dim(|C"(g),C’(g)]) =
1 sl b1 :/é 0

Caso 1: Si b; = 0, mediante el cambio de base dado por

Xo = Xo
X{ = X1
Y'=b3Xe + Y

se puede considerar 3 = 1, obteniéndose la familia AL2F'(6, 4)(0), sin mas que cambiar
by + b = b.

Caso 2: Si b; = 0, mediante el cambio de base dado en el caso 1, se puede suponer
B3 =1, obteniéndose la familia AL2F(6,4)(1), sin méas que cambiar b, +b3 =0. O

Esta subdivisién, es esencial para poder encontrar todas las dlgebras, como se vera
en los teoremas siguientes, pues aunque el tratamiento en el fondo es el mismo, en la
forma no v el cdlculo se complica sustancialmente cuando b; # 0, ni incluso utilizando
el Mathematica, se ha podido unificar estas dos subfamilias, para aplicarles el mismo
tratamiento. Tanto en una como en otra, se ha hecho imprescindible en tratamiento
computacional, sin el cual no se hubiera hecho posible.

Teorema 2.2.7.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(6,4)(0). Entonces es isomorfa
a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes K611y 12 <1< 17,
dadas por
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[(Xo, Xi] =Xip1 1<4<5
Py s X, Xd =Y
(X, Xo] = —Y
([ Xo, Xi]=Xign 1<4<5
3 L) X X = Xe
M) P X =Y
\ [XQ’XS] =Y
[ [Xo, Xi] = Xina 1<21<5
[XlaXZ] = X4
Mgy g X1, Xs) = Xs
[XI,X4] = X5 + Y
. [XQaXS] = -
([ X0, Xi]=Xin 1<4<5
[XI)XQ] - X5
N%ss,1,1) a [Xl,XB] = X
[Xl,X4] - Y
| [Xo, X3] = —

([ Xo, Xi] = X1 1<i<5
[Xl,Xz] = X5+ X
Mgy sy [X1, Xs] = Xe

[X]_,X4] == Y
| [X2, X3] ==Y
[ [Xo, Xi] = Xina 1<2<5

[X1, X2] = X4 + X
.“%g,m) D9 [Xn, X5
[X17X4]
[)(29 ’3]

Il

I

.Xﬁ"}“}

Demostracién: Si g € AL2F(6,4)(0), su ley vendrd dada por los siguientes pro-
ductos

[Xo. ;] = Xits 1<i<5

(X1, Xa] = bX, + by X5 — b5.Xg + Y
AL2F(6,4)(0) : { [X1. X3] = bXs + by Ve

(X1, X)) = bXG +Y

[X2. N3] = —
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Mediante cambios de base genéricos, cambiando los dos Unicos generadores Xy
y X1, se va estudiar la situaciéon. La notacién seguida es la misma que en otras
situaciones, es decir,

Xy =P Xo+ PX1+ PBXy + P3 X5+ P Xy + Ps X5 + P Xg + PrY
X = QoXo+ Q1 X1+ Q2Xo + Q3 X3 + Qs Xy + Qs X5 + Q6 Xe + Q7Y

si se va calculando el resto de vectores de la base (con tratamiento computacional),
y se van efectuando los productos e imponiendo todas las condiciones para no salirse
de la familia, se obtienen los nuevos pardametros, que se van a detallar

b1
p o= 2l
Py
B — (bsPy — 20°P1) Q1
B o— (bs Py® — 5bby Py Py + 56° P) Qs
5 Pé;
PG} - WP} + PRIPIQE - PGS+ 2RQ10s

PP}

con Py@; # 0, que seria la condicién de determinante, ¥ (Jo = 0 para no salirse de la
familia.

Si se observa el nuevo parametro o', se deduce que existe al menos un cambio de
base (eligiendo adecuadamente, por ejemplo, @3) que permite hacer o/ = 0 indepen-
dientemente del resto de pardmetros.

A la vista de los resultados, se tiene también que la nulidad de b es invariante. Si
se efectian algunos célculos se demuestra, ademds, que la nulidad de 4bbs — 5b7 es
invariante, pues

_9

ab'vy — 5b,° = 5 (4bbs — 542)
0

Caso  4bbs — 5b3 = 0.

e Subcaso b = 0. En este subcaso, se tiene que b; = 0, ademds, imponiendo esta
condicién en el nuevo b, se llega a

p— &

- S
3 Pél
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lo cual implica que la nulidad de bs es invariante.

La situacion es la siguiente:

b5 =0
a=b=0=10,=0
bs # 0
con lo que se deduce que las tnicas élgebras no isomorfas entre si en este subcaso
son:

— (1) @ = b = by = by = 0. Sustituyendo directamente en la familia, se
obtiene ug 1y

—-(2)a:b=b4:0, bs#o
El cambio de escala dado por

X} = Xq
1
X! =—X
1 b5 1

permite suponer bs = 1, obteniéndose ¢ ; ;-
e Subcaso b # 0. En este caso, si se elige

b4 Po
2b2

P1:

se puede suponer b; = 0. Ademds, como en este caso 4bb; — 5b2 = 0, se tendria
que bs = 0, y la situacién seria

a=0 b#0=>by=0; b5=0

- (3)a=b=0b=0, b#0.
El cambio de escala dado por

X(I) = _\'0
1
X =-X
1 b 1

permite suponer b = 1, obteniéndose 117 ) ;-
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Caso  4bbs — 5b3 # 0.

e Subcaso b = 0. Teniendo en cuenta el caso, se tendria que by # 0 y se llega a

by = }?bg,
lo que demuestra que la nulidad de b5 es invariante. La situacién es la siguiente:
b5 =0
a=b=0= 0, 3& 0
bs #0
- (4) a:b:bg,:O, b4?£0
El cambio de escala dado por
X = Xo
1
X =—X
1 b4 1
permite suponer by = 1, obteniéndose u(g, ;).
- (5) a=b=0,b4b5#0.
El cambio de escala dado por
b=
Xi=2X
0 b4 0
b3
X{ = %Xl
b

permite suponer by = b5 = 1, obteniéndose ¢, ;).
e Subcaso b # 0. Eligiendo
by By
T
se puede suponer by = 0. Teniendo en cuenta el caso en el que se esté, se deduce
que b; # 0. La situacién es:

a =0, b¢0:>b4202>b5#0

lb2
)&r['] = v 34‘\70

b2
X =y5%

permite suponer b = b5 = 1, obteniéndose /1(15-‘1:1). g

— (6) a=by =0, bbs # 0.
El cambio de escala dado por
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Teorema 2.2.8.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(6,4)(1). Entonces es isomorfa
a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes Ufe,1,1): 18 <7 <21,
dadas por

[Xo, Xi] = Xina 1<:1<5

[X1, Xo] = 2X;

[X1, X3] = 2X4

18 [

He1,1) - X, Xyl =Xs5+Y
[Xg, 3] = X5 -Y
[XQ,X4] = X6
{ [(X1,Y] = —2X,
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<5
[ X1, Xo] = 2X;5 + X4 + 2/3X5
[ X1, X3) = 2X4 + X5 +2/3X6
w2y S (XL Xe = X5+ Xo + Y
(X0, X3] =X5-Y
[XQ,X4] — X6
\ [(X1,Y]=—-2X,
([ (X0, Xi] = Xita 1<1<5
(X1, Xo] =2X53+ X5
[Xl,X3] = 2X4 + Xs
u%g,l,l) M [Xl,X4] X5+ X¢ + Y
(X2, X3]=X5-Y
[XQ,X4] = Xﬁ
{ [(X1,Y] = —-2Xe
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<5h
(X1, Xo] = 2X5 + X4
[Xl,Xg] == 2X4 + X5
M%ﬁl,l,l) : [)(1, X ] Yg, + X(; + Y
(X2, X3] =X - Y
[Xo, Xy] = X
{ [X1,Y] = —2X,

Demostracién: Sige AL2F(6,4)(1) su ley vendra dada por los siguientes produc-
tos:
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([ Xo, Xi] = Xipa 1
(X1, Xo] = 201 X5 + b X4 + b4 X5 + b5 X6 + Y
[X1, Xa] = 26X, + bXs + b4 Xe
AL2F(6,4)(1) : { [X1,Xs] = biXs + bXo + Y

(X5, Xa] = by X5 + Y

[X2, X4] = 01 X6
[ [X1,Y] = —26 X6
con by # 0

IN
IN
[

Utilizando las mismas técnicas que en teoremas anteriores y haciendo cambios de
base genéricos, se obtienen los nuevos parametros. En esta familia se puede observar,
a la vista de los resultados, que es imprescindible el uso del ordenador.

Se recuerda que los unicos generadores son Xy y X; y que la notacién seguida es:
X(’J = Py Xo+ P X1+ P Xo+ P3 X3+ Py Xy + Ps X5+ P X¢ + P7Y
X{ = QoXo + Q1 X1 + QoXo + Q3X3 + Qs Xy + Qs X5 + Qs Xe + Q7Y

Es imprescindible calcular todos los productos, incluso aquellos que son cero, para
comprobar que no se sale de la familia, obteniéndose

(P1 Qo — Py Q1)
(—Py+ by P) (Po+2b; P)

b = by

b,:_(P1 Qo— P Ql)b
(Py+2b P)°

Vy=(bs PPP2Q2—2b" Py P} Q2—2ab? Py P} Q2+2b, by Py P} Q3+
b2b PP Q2 —4abd PPQi+b P} P? Q2+ 402 Py P, P2 Q3+
4B P2P2Q2—2b, PPP Py Q}—8b2 Py PP P3 Q2 -8 PP Py Q32—
2by P PL Qo Q1+4b PF P2 Qo Qi +40abf Py PP Qo@Q1—
4by by P PP Qo @Qr+20 07 PP Qo Q1 —8abi P Qy Qi+
402 P2 P2 Qo Q1 +2b PP Py Qo Qi +4b3 P2 P PyQp Qi—
8bIPPPQyQy+by PP Q2—2b02P PLQ}—2ab? PP P Q2+
2b by PP PL Q4+ by PP P2 Q2 —4ab} P PPQ?—40 b PfQi+
16 ab? PQ*+403 P PFQ?+16b] Py P, P} Q7 +48 b, P? P Qi+
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402 P3P Q2+ 1663 P} P, P, Q? + 16 b7 P P? Py Q*—

—16 b P} Py Q3 —2by P§ P, Qo Q2 — 126} P Py P, Qo Qa2+
801 PP Py QoQy— 403 PP PyQ1 Qo —240 P Pr P Q1 Q2—
48 b1 Py Pt P, Q1 Q2 — 800} PP P, Q1 Q2+ b1 Py Q3+

8 b3 P Py Q2 +24 03 P2 P2 Q3+32b) Py P? Q3+ 16 b} P} Q3)/
(P = b1 P) (Po+2by P)° (—P Qo+ Po Q1)) +

26 Qs
(=Py+by P) (Py+2b, P)?

b, = (—bs P3 P2 Q3+2bab, P?P}Qi+50bby P? PfQ3—60b bs P? P Qj-
503 Py PP Q3+2bab? Py PP Q3+14bb; by Py PP Q3
12b2bs Py P5 Q3 — 3 by PP Q3 —4babd PP Q3+8bb?by PP Q3—

83 bs PSQ3+3bb P2 P2P2Q3+120b0% Py PP P} Q3+

12003 P P2 Q34+ b, PP P} Q3+602 P P P} Q3+

1253 Py P2 P} Q3+ 8 b% PP P} Q3 —60bb, P2 P} Py Q3—

24bb2 Py Pi P Q3—24bb3 PP P, Q3 —3b, Py P, P, P Q3—

18 b2 P2 P2 P, P; Q3 — 36 b Py P? P, Py Q3 — 24 bf P{ P, Py Q3+

3b, P} P2 P, Q3 +18 b3 P2 P} P, Q3 +36 b3 Py P! Py Q3+

24 b} PP Py Q3 +3bs Py PP Q5 Qi —6bab Py PP Qg Qi

15 b by P3 P3 Q2 Q) +18 by by P P2 Q2 Q, + 15 b° P¢ P} Q2 Q.-
6bab?P2PQ2Q,—42bby by P2 P} Q3 Qi +360b%bs P2 Pl Q3 Q1+
3b3b1 POPPQ§Q1+12bab?POPf’Q§ Q1—24bb%b4P0P15QgQ1+
24 b3 by Py PP Q2 Q1 —6bb, PP P, P2 Q2 Q) —18 b b} P2 P? P} Q% Qi+
24008 PAP2Q2Q,+60 P P} Q2Q,+360% P P, P Q} Qi+

72 b Py P2 P} Q3 Q1 +48 6% PP P Q3 Q1+ 15b by Py PP P3 Qf @it
54b 02 P2 PP Py Q2 Q+360b003 Py P Py Q3 Q1 —24b b} PP Py Q3 Q1+
30 PAP,PsQ2Q,+6b2 P3P P, Py Q3 Q1 —36b3 P PP P, P3 Qf Q1—
120 b% Py P3 P, Py Q2 Q, — 96 05 P{ Py P3 Q3 Q1 — 6 by Pi Py Py Qf Q1—
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3002 P2 P2 P, Q2 Q1 —36b3 P2 PP Py Q3 Q1 +24b% Py Pi Py Q2 Q1+
48 83 PP Py Q3 Q1—3bs P§ PL Qo Q2 +6bab Py PP Qo Qi+

15b by P} P2 Qo Q% — 18 by bs Py P2 Qo Q% — 15 b3 P3 P} Qp Q%+
6bab?P3P}QyQ3+42bb by PP PP Qy Q% —360b% bs P3 PP Qp Q%—
30° by Pf PY Qo Qi —12ba b} Pf P Qo QF +24bb] by P§ P{ Qo QF-
2463 bs B¢ P Qo Q3 +3bby P PF Qo QF — 36 b b7 P§ PP P} Qo QF—
48 b b Py PP P2 Qo Q3+ 1268 P§ P3 Qo Q¥+ 72 b1 P} P, P} Qo Q%+
144 b3 Py P> P3 Qo Q2 +96 88 PP P} Qo Q2 —12bby Py P, P3 Qp Q2—
36 b b2 P3 P2 P3 Qo Q2+ 48bbi Py P! Ps Qo Q} +12 b Py P, Ps Qo Qi+
60 b3 P3 P, P, Ps Qy Q3+ 72 b! P2 P} P, Py Qo Q3—

48 b5 Py P2 Py Ps Qo @2 — 96 b8 P Py Py Qo Q% +3 by P Py Qo Q7+
6b%P04P1P4Q0Q§_36bzfpo3pl2P4QOQ?—120b%P(J2P13P4QOQ%_
96 0% Py PPy Qo @ +bs PE Q3 —2bab PP PLQi—5bby PP P Q3+
6b,bs PSP, Q3+5b° PEP2Q3~2bab? P P2Q3-

14 b by by P} P2 Q3+ 1202 bs PE P2 Q3+ 0% by P§ PP Q3+

4ba b PEPPQ3—8bb2 by PP PP Q3+803bs PP PP Q3+

6bb2 PP P2Q3+24bb3 PP P, P} Q3+24b0b} P2 P P Q3+

8bt P3P} Q3+480% P2 Py P} Q3+96068 Py P! P§ Q3+640b] PP P} Q¥+
3bb PSP, Q3+6b02 PE P PsQ3—12bb% PP P2 Py Q3

24b b P2 PP Py Q3+ 1203 PR P, Ps Q3+ 7241 P} P, P, P3 Q3+

144 b3 P} PP P, Ps Q3+ 96 b8 Py P} P, P3 Q} +6 b Py Py Q3+

36 b3 P} P, Py Q3+ 72 0% P} P? Py Q3448 b} P} P} Py Q3—

3bby PEPI P QF Qu— 18003 By PP Py Q5 Q2 — 36007 Py P P Qf Qo
2400 PP P, Q Q2 — 301 By P7 Qf Q2 — 24 b7 Py Py P} Qf Qa—

720} P2 P2 P} Q3 Q2 — 96 b} Py PY P} Q3 Q> — 48 % P P} Q3 Qo+

3b PP Py Q2Qy+2402 PP PPy Q3 Qo+ 7203 P2 P} Py Q2 Qo+

96 b4 Py P} P3 Q2 Qo +48 85 PP Py Q2 Q2 +6bby P Py P, Qo Q1 Qo+
36002 P} PP, Qy Q1 Qu+ 72003 P} PP Pr Qo Q1 Qo+
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48 b bt Py P} P, Qo Q1 Q2 — 12 b2 P PF Qo Q1 Q2

96 b3 P P, P2 Qo Q1 Q2 — 288 b} P2 P2 Py Qo Q1 Q2—

384 05 Py PP P? Qo Q) Q2 — 192 8¢ P P? Qo Q1 Q2 —3 by Fy Ps Qo Q1 Q2—
18 b2 P} Py P3 Qo Q1 Q2 — 24 b3 P3 P Ps Qo Q1 Qo+

48 b} P2 PP Py Qo Q1 Q2+ 1440} Py P! P Qo Q1 Q2+

96 b PP Py Qo Q1 Q2 —3bby P§ P QF Qo — 18 b8} P P P QF Qu-

36 b6 PS P2 P Q7 Qy—24b b1 P} PP P, Qf Q2

12 b3 Pt P2 Q2 Qo — 96 b% P3 Py P2 Q? Qy — 288 b} P2 P? P} Q% Q2—

384 08 Py PP P2 Q% Qs — 192 b7 PP P2 Q2 Qo — 6 b} PY P Q% Qo

48 b¥ P4 P, Py Q2 Qy — 144 b P? P2 Py Q2 Qy — 192 55 P} PP P Q2 Qo
96 05 Py P4 Py Q2 Qy+3 by PE P, Qo Q3+30 8 Pi P P Qo Q3+

120 b3 P2 P? P, Qo Q3 +240 b P} P} Py Qo QF +240 b} Py P! P, Qo Q3+
96 b PP P, Qo Q3 +6 02 P§ P, Q1 Q3 +60 b} P P P Q1 Q3+

240 b¢ P} P2 P, Q1 Q% +480 b P2 P3 P, Q, Q3 +480 1% Py Pi P, Q1 Q3+
192 b7 P5 P, Q) Q2 — by PS Q3 — 12 b2 B3 P, Q3 — 60 b} P§ P? Q3

160 bt P3 P? Q3 — 240 6% P? P} Q3 — 192 b Py PP Q3 — 64 b Pf Q3+
3bb P3P3Q2Qs+18bb2 P2 P Q% Qs+36bb Py PP Q% Qs+

24 b b P8 Q2 Qs +3 by PP, P, Q} Qs +24b% P§ P2 P, Qf Qs+

7203 P2 P3 Py Q2 Qs+ 96 b% Py PE Py Q% Q3 +48 b3 PP P, QF Q3—

6bby PiPQoQ1Qs—36bb2 P PP QoQ1Qs—T72b0% Py P Qo Q1 Qs3—
48 b b Py PP Qo Q1 Q3 —3 b1 P P Qo Q1 Qs — 1807 Py Py P, Qo Q1 Q3—
24 b3 P3 P2 P, Qy Q1 Q3 +48 b1 P} P} Py Qo Q1 Qs+

144 b2 Py P2 Py Qo Q1 Qs + 96 b6 PP Py Qo Q1 Qs+

3bb, PP P Q? Qs+ 18 b b2 P4 P2 Q2 Qs+ 36 b b} P} PP Q% Qs+

24 b b P2 PY QY Qs — 612 PP Py Q2 Qs — 4803 Pf Py Py Q3 Qs—

144 b} P} P2 Py Q3 Qs — 19205 B} P} Py Q3 Q5 — 96 b Py Pl P> QF Qs—




126 2. Algebras de Lie (n — 6)-filiformes.

3b Py Py Qo Q2 Qs — 3007 Py Pt Qo Q2 Qs —120 b} P P} Qo Q2 Q3—
240 b1 P§ Py Qo Q2 Q3 — 240 b} Py PP Qo Q2 Q3 — 96 b PP Qo Q2 Qs+
3by P§ Q1 Q2 Qs +300 P P Q1 Q2 Qs+ 12003 Py P Q1 Q2 Qs+
240 b} P P} Q1 Q2 Q3 +240 b3 P P} Q1 Q2 Q3 +96 b8 Py PP Q1 Q2 Q3)/
(Po—b1 P1) (Po+2by )T (=Py Qo+ Py Q1)°) +

3 b Q4
(=Py+ by P) (Py+2b; P,)°

o) = (a F§ P} Q5 +3 ab Py P} Qf—by Py PP Q3+ P Q5 +2a bl P Qj-
20, by PP Q5 —P3 P Q5 —4b, Py PL P} Q5 — 4] PT P; Q5 +2 F} P P Q3+
8by b PP Q3+802 PPPaQi—2a P8 P QyQ1—6ab P2 PEQy Q1+
204 FF P Qo Q1 —20 Py PP Qo Qi —4abi Py PP Qo Qi+
4by by Py PP Qo Q1 —4 by P§ P§ Qo Q1—1607 Po P, P} Qo Q1
16 b3 P2 PZ Qo Q1 —2 P P3 Qo Q1 —4 by P? P, P; Qy Q1+
8V P PPPsQyQ1+168 PPPQy@Qi+a Pl Q2+3ab P3P Q2
by P3Py Q2+ 12 P2 P2 Q2+2a b2 PP P? Q2 —2 by by P? P? Q3—

AU PP PE QI 160 Py Py P} Qi ~ 161 P} P} Q-

4b; P§ P, Q?—16 b2 P} P, P; Q? — 16 b Py P? P3 QI+
2P P, Qo Qa+12b; P2 P, P Qo Q2 +24 b2 Py PP Py Qo Qo+
1603 P2 Py Qo Qa+4by PP P Qy Qa+2402 P2 P, Py Q1 Qo+
4803 Py PP Py Q) Q2+ 3201 PP P, Q) Q2 — Py Q3—

8b Py Py Q3 —24 b Py PP Q3 —320b) Py PY Q3 — 16 b P} Q3) /
(Po+2b P)' (=P1 Qo+ Py Q1)) +

2Q3
(Po+2b P) (=P Qo+ Py Qh)

Ademads, hay que imponer las siguientes restricciones sobre las coeficientes del
cambio
PyQo + b PiQo — 2b7P1Q1 = 0
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para no salirse de la familia ([X], X{] =0) y
(Py — b1 P1)(Po + 2b1 P)(Po@1 — PiQo) # 0

para que sea cambio de base.

A partir de estas condiciones y a la vista de los pardmetros, se deduce facilmente
que tanto b} como o’ se pueden hacer 0, eligiendo adecuadamente Q4 y )3, respecti-
vamente.

Utilizando de nuevo el ordenador, se encuentra un util invariante,

PyQ1 — PiQo)*
—2[)’2 /b/2 (- ( 0 _2b2 b2 b
+3a 1 +3b1b4 (Po—blpl)(P0+2b1P1)5( +3a 1 +3b1 4)

Como se ha dicho anteriormente, se puede elegir @3 de forma que se pueda hacer
o = 0, es facil comprobar (con ayuda del ordenador), que la nulidad de —2b% + 3by by
sigue siendo invariante, y ademds, también lo es la nulidad de b.

El nuevo pardmetro b que resulta al hacer o' = 0, es el siguiente:

" (1 OQl llQO) 2
= — + P, + b, P,
b4 (-PO + 2b1P1)5 ( 2(b b1b4) 1 4 0)

Teniendo todo esto en cuenta se puede distinguir los siguientes casos

e Caso —2b% + 3b;by = 0.

— Subcaso b = 0. En este subcaso y puesto que b; # 0, se tendria by = 0, en
resumen, a = bs; = b = by = 0 y by # 0. Mediante un sencillo cambio de

escala se consigue b; = 1,

Xi=Xo
1
4” — _4¥
1 bl 1
obteniéndose (g ;-
) 2b?
— Subcaso b # 0. En este subcaso se tiene que by = e en resumen,
1
2b?
a=bs =0, bb; #0y by = —. Mediante un sencillo cambio de escala se

3b;
consigue b; = b =1,
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b
X(/) - a)&o
b .,
X{ = EA]

obteniéndose (g, ;).
e Caso —2b% + 3b1bs # 0.

— Subcaso b = 0. En este subcaso, es facil deducir que by # 0. En resumen,
se tiene @ = b = bs = 0 y b1b; # 0. Mediante un sencillo cambio de escala

se consigue b; = by = 1,

by
X§=1/—=X
0 bl 0
bs .
.'L"l = b—g)&l
obteniéndose u%, ).
22
— Subcaso b # 0. En este subcaso, se sabe que by # T
1

* Si by = 0, para mantener el nuevo b] = 0 habria que imponer que
P, = 0 pues b # 0. Si en estas condiciones se utilizan el resto de
restricciones entre los coeficientes del cambio, se tendria que:

Po@Q: # 0, Qo=0

y de esta forma se mantiene b} = 0.
* Si by # 0, resolviendo la ecuacién by = 0 en Py, es decir, eligiendo

2(=b% + biby) Py

Py =-
0 by

se puede hacer b} = 0.
Ahora habria que comprobar que ese cambio se puede hacer y si hay
que elegir algunos coeficientes para ello.

1) PoQo+ b PQo—2b2P1Q = 0, si se sustituye el valor anterior de P,
se tiene que para mantener esa expresion igual a cero, se debe elegir

01 = (% = hibQy

2) Py@Q1 — P1Qy # 0, si se sustituye los valores de Py y @1, se tiene

que
b2 (—2b2 = 3b1by) P, Qo

bibt

Py — PQo=— #0
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lo cual implica que se debe elegir P;(Qo # 0.
3) Py — b1 P, # 0, si se sustituye los valores de Py y (1, se tiene que

(—2b2 + 3bybs) Py
by

Po—blplz—‘ #0

4) Py + 2b, P, # 0, si se sustituye los valores de Py y @1, se tiene que

2% P
by

P()+2b1P1= #0

5) Qo — b1Q; # 0, si se sustituye los valores de Iy y Q1, se tiene que

2

- b

QO"lel — ( 2b +3b1 4)Q0 7’50
2b1by

6) Qo + 2b1Q, # 0, si se sustituye los valores de Py y @1, se tiene que

2b2
Qo +20,Q = 220 4 ¢
b1by

De esta forma, se demostraria que en el subcaso bb; # 0, siempre se puede
hacer a = by = by = 0. Mediante un cambio de escala se consigue b = b; =

1.
! /b ¢
! b e
Xl = E‘Xl

obteniéndose yifg ) -

2.2.2 Algebras de Lie 2-filiformes de dim(g) = 8 y dim([g, g]) =
s}

Por tdltimo se van a encontrar todas las dlgebras de Lie 2-filiformes de dimensién 8
con derivada minima.

Proposicién 2.2.9.— Sea g cualquier dlgebra de Lie 3-filiforme compleja con dim(g)
8 y dim([g,g]) = 5. Entonces ezisten dos subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas
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leyes vienen dadas, en una cierta base adaptada {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6, Y}, por

([ Xo, Xi] = Xigq 1<e<5

[X1, Xa] = ba Xy + by Xs + bsXe

[X1, Xa] = by X5 + by X

(X1, X4] = boXe

[X1,Y] = ay X3 + a3 Xy + a2 X5 + a1 X

(X2, Y] = as Xy + a3 X5 + a2 X

[X3,Y] = as X5 + a3 X
]

AL2F(5,0) : {

([ Xo, Xi] = Xina 1<e<5
(X1, Xo] = (by + b3) Xy + by X5 + b5 X
(X1, X3] = (ba + b3) X5 + by X
[X1, Xa] = by X
[ X2, X3] = b3 X5
[X1,Y] = a3 Xy + ax X5 + a1 Xs
[X2,Y] = a3 X5 + a2 X5
[ [X3,Y] = a3X6
con b3 #0

AL2F(5,1) : 4

Demostracién: Si g€ AL2F(5), su ley vendra dada por

([ Xo, Xi] = Xipa 1<i<5
[X], Xz] = (b2 + b3)X4 + by X5 + b5 Xe

[Xl, Xg] = (bQ + bg) 75 + b4)(6

[Xl,X4] — b2X6

) : {XQ, X3] = bg)(s

[Xl, Y] = a4X3 + G3X4 + CLQ.X5 + ale

[XQ, }/] = a4X4 + G3A75 + CLQ:\'G

[X3, }/] = CL4)&’5 + a3X6

\ [ ’47Y] = a4 X

con asb3 =0

AL2F(

ot

Se observa que
. 0 b;=0
aim(e* (@)@ =1{ § 7'

lo que prueba que la nulidad de b3 es invariante. Para el caso b3 # 0 se tiene que
as = 0 por la restriccion asb; = 0. O
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Proposicién 2.2.10.— Sea la familia de dlgebras AL2F(5,0). Entonces existen tres
subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una base adaptada
{XOa Xla X27 X37 X47 X5’ Xﬁ) Y}) pO'f'

AL2F(5,0)(7) :

AL2F(5,0)(6) : <
( )( ) [Xl,Y] =a4X3+a3X4 +(12X5+01X6

[XQ, Y] = a4 X4 + a3 X5 + a2 Xg
[X3,Y] = a4 X5 + a3 Xe

\ [X4,Y] = a4X6
byas — bsag = 0; con algin elemento no nulo

( [Xo, Xi] = Xinn 1<i<5

[X1, Xo] = bo X4 + b4 X5 + b5 X

(X1, Xa] = b2 X + by Xe

- [X1, X4] = by Xg

AL2F(5,0)(5) : J (X1, Y] = ay X35 + a3 Xy — ap X5 + a1 X¢
(X0, Y] = as Xy + az X5 — as X
(X5, Y] = asXs + asXe
| (X4, Y] = au X
boas — byay # 0
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Demostracién: Si g € AL2F(5,0), su ley vendrd dada por

([ Xo, Xi] = Xina 1<:<5

[X1, Xa] = bo Xy + bs X5 + b5 X6

[X1, X3] = 02X5 + b4 X5

AL2F(5,0): v KA =bXe o o
[X1,Y] = a4 X35+ a3 Xy + a2 X5 + a1 X

(X2, Y] = as Xy + a3 X5 + a2X5

[X3,Y] = a4 X5 + a3 X5

([ X4, Y] = a4 X

Un sencillo célculo demuestra que dim(Cent C3(g)) vale

( . b2 Qy .
7 si rango( bs as ) =0
. 3 . b2 Q4
dim(Cent C°(g)) =< 6 sirango ( b ) =1
4 43
. bg a4 _
\ 5 sl rango ( by as ) =2
en cada uno de los casos se obtiene cada familia. O

Teorema 2.2.11.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,0)(7). Entonces es isomorfa
a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes :U%s,m & C, u?&l) e C
Y Ufs,l,n: 22 <1 < 25, dadas por
[Xo, Xs] = Xiyn 1<i<5
P"?g,l,l) : [X1,Y] = X5

(X2, Y] = X,
. [(Xo, Xs] = Xjy1 1<7<5
GLD ] (X0, Y] = X,

( [X07Xi] =X 1<0
“(264’1’1) : < [‘Yla)(Q] = AXG
\ [‘Yls )’] — ‘Yﬁ

VA
(S]]

([Xo, Xi]=Xip1 1<i<5
u?g,l,l) : [Xla ),] = )&’5 + ‘X’G
| [ X2, Y] = X
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Demostracién: Si g e AL2F(5,0)(7), su ley vendra dada por

[ f07Xi] = Xin1
(X1, Xa] = b5 X6
[X1,Y] = as X5 + a1 Xe
[X2,Y] = a X6

Si se aplican cambios de bases genéricos, cambiando tinicamente los generadores,
se tiene que:

X6 = PyXg + P1X; + P2Xo + P3X3 + PyX4 + P5X5 + PeXe + PrY
Xi = QoXo + QiX1 + Q2Xo + Q3X3 + QaXy + QX5 + QeXe + Q7Y

X,y = (PoQ1 — P1Qo)X2 + (PoQ2 — P2Qo)Xs + (PoQs — P3Qo)Xq + [PoQs — P4Qo +
(P1Q7 — P7Q1)a2)Xs + (.. .)Xs

Po(PoQ1 — P1Qo)X3 + Po(PoQ2 — P2Qo)X4 + Po(PoQs — P3Qo)Xs + (-..)Xs
P3(PoQ1 — P1Qo)X4 + P3(PoQ2 — P2Qo)X5 + P§(PoQs — P3Qo)Xs
X4 = P3(PoQ1 — P1Qo)Xs + P§(PoQ2 — P2Qo)Xe

X = P§(PoQ:1 — P1Qo)Xe

Y’ = RoXo + R1X1 + RoXg + R3X3 + RyX4 + R5X5 + ReXe + R7Y

para no salirse de la familia hay que imponer que:
De [X],Xi]=0= Qo =0.
De [X{,Y']|=0= Ry, =0.
De [X,Y]=0= R, =0.
De [X},Y']=0= R, =0.

R3=0
De [_Xv(l), }"I] =0 = P()R4 + P1R7CL2 =0
P0R5 + P1R7CL1 -+ PQR'_‘(IQ =0

v para que sea cambio de base Py@Q1R7 # 0.
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Efectuando los productos, los nuevos pardametros resultan ser:

A
a9 =

b, =

donde se observa que si a; # 0, medi

se puede tener by = 0.

En resumen:
4 (

a; = 04
< \
al#OI

R7 (05)
P

Q1b5 - Q?az
Py
Q105

ante un cambio de base (eligiendo Q7 =
az

b5:0

bs # 0
CLQ#O——_—}bs:O

b5—_—0
a2=0
bs # 0

CL2=0

L 02#0$b5:0

a) (a1, az,bs) = (0,0,0) se obtiene s,y ® C.

b) (a],az, b5) = (0,0, bs), con b5

C) (alaa27 b5) = (07 02,0), con ap

.

.

se obtiene, uf% ) ).

d) (al,ag,b5) = (01,0,0), con a;
(

# 0 se obtiene uf; ) @ C.

# 0. Mediante el cambio de escala dado por

X! = X,

X{ - )(1
yi=ly
as

# 0. Mediante el cambio de escala dado por

[45)
7l e
zX 0 — _JX 0

ax
LA b
3
Q
/ _2 Ve
Y = 23

)
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se obtiene uf3 | ).

e) (a1,a9,bs) = (a1,0,bs5), con a;bs # 0. Mediante el cambio de escala dado por

[ X{ =X
1
Y’=—1-Y
\ ay

se obtiene pf | ).
f) (a1, ag, bs) = (a1,a2,0), con aja; # 0. Mediante el cambio de escala dado por

(X} =X,

Q
[¥)

se obtiene u% | ).

Proposicién 2.2.12.— Sea la familia de dlgebras AL2F(5,0)(6). Entonces existen
cuatro subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una cierta
base adaptada {Xo, X1, Xa, X3, X4, X5, X6,Y'}, por

[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<5
[X1, Xo) = ba X5 + b5 X6
(X1, X3] = bs X
[X1,Y] = a2 X5 + a1 X

| [Xo, Y] = a2 X

con by #0

AL2F(5,0)(6).1 ¢

{
[
AL2F(5,0)(6).2: { [X1,Y] = asX; + as Vs + a1 Xe
XY
[
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([ Xo, Xi] = Xin 1<i<5
[X1, Xo] = bo X + 05X
(X1, X3] = b X5

AL2F(5,0)(6).3:< ., R
(5.0)(6) (X1, X4] = baXe

[Xl, Y] = CL2X5 + GI‘XG

L [XQ Y} = (ZQX

con by #0
([ X0, Xi] = Xin 1<:1<5

{Xla X2] = b5X6
[Xl,Y] = 0,4X3 + a2X5 + a1X6

AL2F(5,0)(6).4
( )( ) [Xz,Y] = CL4X4 + a‘ZXG

[X3,Y] = a4 X5
L [X47Y] = a’4X6
con a4 #0

Demostracién: Si g € AL2F(5,0)(6), su ley vendrd dada en una base adaptada
por

( [Xﬂa 1] z+1
(X1, Xo] = 02Xy + b4 X5 + b5 X
[X1, X3] = b2 X5 + by X
(X1, X4] = 02 Xe
[X1,Y] = as X3 + a3 Xy + a2 X5 + a1 X
[Xa, Y] = as Xy + a3 Xs + a2 Xs
(X3, Y] = as X5 + a3 Xe
[X4,Y] = as X

\

con byas — bsay = 0; y algun elemento no nulo.
Aplicando cambios de base genéricos:

XE) =PyXp + P1X; + PoXo + P3X3 + PyXy + P X5 - PgXg + P;Y
= QoXo + QX1 + QX2 + Q3X3 + QaXy + QX5 — QeXs + Q7Y

X'Q = (PgQ; — P1Qo) X2 + (PoQ2 — P2Qo + a4(P1Qr — P7Q1))X35 + (-=P3Qo — P7(a3Q: +
21Q2) +bo(—=P2Q1 +P1Q2) +PoQs +(agP1+2a4P2)Qr) Xy + (=P1Qo —b2P3Qy —22P7Q1 -
a3P7Qq + by (—P2Q +P1Qo) +boP1Q3 —a4P7Q3+ P Qs + (a2P1 +a3P2 +2a4P3)Q7) X5 +
(.. )Xe
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X} = Po(—P1Qo +PgQ1)X3 + (24P1P7Qo + boP1(—P1Qo + PoQ1) + P§Q2 + Po(—P2Qo +
as(—2P7Q1 +P1Q7))) X4 + (~PoP3Qo + a3P1P7Qo + a;P2P7Qq — 2a3PoP7Qq +afP3Q1 +
bsP1(-P1Qo + PoQ1) — 2a4PoP7Q2 + PZQs + (Po(asP1 + asP2) — aiP1P7)Q7 +
ba(—P1P2Qo — PoP2Q:1 ~ a4P1P7Q1 + 2PoP1Q2 + a:P3Q7)) X5 + (a2P7(P1Qo — PoQ1) +
bsP1(=P1Qo + PoQi1) + (—baP1 + a4P7)P3Qo + P7(a3Q1 + 24Q2) + b2(P2Q1 — P1Q2) —
PoQs — (a3P; + a4P2)Q7) + Po(—P4Qo — b2P3Q1 — a2P7Q1 — a3P7Qa + ba(—P2Q1 +
P1Q2) + b2P1Qs — a4P7Q3 + PoQ4 + (a2P1 + a3P2 + a3P3)Qr) + a3P7(P2Qo — PoQ2 +
aq(P7Q1 — P1Q7)) + baP1(-P2Qo + PoQ2 + a4(—P7Q1 + P1Q7)))Xs

X, = P3(-P1Qo + PoQ1)X4 + Po(2a4P1P7Qo + 2boP1(~P1Qo + PoQ1) + P§Q2 +
Po(—=P2Qo + a4(—3P7Q1 + P1Q7)))Xs + (=P3P3Qo + 2a3PoP1P7Qo + 2a4PoP2P7Qo —
a2P1P2Q—3a3PZP7Q; +3a3PoP2Q; +2bsPoP1 (—P1Qo+PoQ1)+b3P(—P1Qo+PoQ1) -
3&4P%P7Q2 + PSQs + Po(Po(azPy +asP2) — 2&2P1P7)Q7 + b2(2a,4P%P7Qo + P%(—PQQl +
3P1Q2) + 2PoP1(—P2Qo + a4(—2P7Q1 + P1Q7))))Xs

X, = P3(-P1Qo + PoQ1)Xs + P3(3a4P1P7Qo + 3b2P1(-P1Qo + PoQ1) + P§Q2 +
Po(—P2Qo + a4(—4P7Q1 + P1Q7))) X6

Xg = P§(—P1Qo + PoQ1)Xs

Y' = RoXg + R1X; + RoXs + R3X3 + RyXy + Rs X5 + ReXs + R7Y

para no salirse de la familia ([X],X}] = 0, [X},Y’] = 0, [X;, Y'] = 0) hay que
imponer que:

Qo =0

Ry=R; =0

PyRy + P R7as =0

PyR3 + Py Roby + Py Rras + PoRras — Q7Ra4 = 0

PoRy + PyRoby + P Rsby + P Ryay + PyRraz + PsRrcq — Q7Rya3 — Q7 R3as =0

PyRs + Py Rybs + P R3by + Py Ryby + Py Ryay + PyRrap + PsRraz + PyRray—

~QrRoaz — QrR3a3 — Q7 Ri04 =0

Ademass, teniendo en cuenta que ha ser un cambio de base (X§ # 0), se tiene que

Py@1 # 0.

De esta forma, los nuevos parametros son:
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b — Q1by — Qray
2 P02
_ P0R7a3 -+ 2P7R7a§ - 2P1R7a4bg

Py

!
Qg

Se observa que la nulidad de a4 es invariante y se tiene que configuracién de los
parametros se puede representar esquematicamente mediante:

{agzo (1)
b2=0

a3 #0 (2)
by £0=—> a5 =0 (3)
a47éO=>b2=a3=b4:0 (4)

donde (1), (2), (3) y (4), son los casos que a continuacién se detallan.

(1) Si ag = by = a3 = 0, por la restriccién que hay en la familia AL2F(5,0)(6), se
tiene que by # 0, obteniéndose AL2F'(5,0)(6).1.

Q1bs — Q7as3

3 , lo cual indica que

(2) Siaqg = by =0, ag # 0, se tiene que b, = 2
0

mediante el cambio de base dado por

r)((I)I)([)
’ by
| X{=X1+—Y
as
Y=Y

se puede suponer b} = 0, obteniéndose AL2F'(5,0)(6).2.

(3) Siag = 0, by # 0 serd ag = 0 pues aghy — asby = 0 y se tiene que b =

Q1(Pobs — 2P;b3)

Py 2

del cambio para no salirse de la familia, se puede conseguir &, = 0, obteniéndose
AL2F(5,0)(6).3.

, ¥ puesto que by # 0, eligiendo P, = y el resto de coeficientes

004
202

(4) Si ay # 0, se pueden elegir los coeficientes del cambio del tal manera que
az = by = 0, v por la restriccién de la familia, by = 0. obteniéndose AL2F(5,0)(6).4.

0
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Teorema 2.2.13.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,0)(6).1. Entonces serd iso-
morfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes N?e,n é C,
,u‘(is’l) ® C y pis,1y, 26 <1< 29, dadas por

[ [Xo0, Xi]=Xizn 1<4<5

2% . [XlaXZ] = X5
HeLn * [X1, X3] = X6
L [XI,Y] = XG

( XOaXz]—Xi+1 1<1<5

[
_—

Hoan Y 1x), Xo) = Xe
[

[ [Xo, Xi]=Xip1 1<0<5

(X1, Xs) = X5
Byt (X, X = X
[X1,Y] = X5
| [X2, Y] = X6
[ [Xo, Xi] = Xita 1<i<5
(X1, Xa] = X5
Koy g (X1, Xs] = Xe
[X1,Y] = X5 + X
| [X2,Y] = X6

Demostracién: Se recuerda que si g € AL2F(5,0)(6).1, su ley vendrd dada por

[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<5
(X1, Xo] = by X5 + b5X6
AL2F(5,0)(6).1: [X 1,A | =bsX56
[‘Xl, ]—le)X +01\6
[ ] - CL’)‘\G
con b4 ;é 0
Adaptando los cambios de base genéricos hechos en 2.2.12 a este caso, se tiene que
[ R7
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ay = Eia

1 P05 1
b = le5 Q?az
5 P04

Siay # 0, si se elige @7 = 5, se puede suponer b = 0. En resumen:

f b5=0
0120 b#
5#0
ag—O b5=0
by #0 a1 #0
bs £ 0
a1=0
agaéO————>b5=O
\ (117é0

(a) Si az = a; = b5 = 0, by # 0, obteniéndose pf ;) ® C.
(b) Si ay = a; = 0, bsbs # 0, obteniéndose /,L((lﬁ’l) @ C.

(c) Si ay = bs = 0, bsa; # 0. El cambio de escala definido por

( X(’) ZX()
{ Xi= b—4X1
y =1y
\ ai

permite suponer by = a; = 1, obteniéndose u(s 1.1)-

(d) Si ap =0, byabs # 0. El cambio de escala definido por

4 b5

r[ — —X

0 b4
LB

JX == b4 <

},’/ — bg )/'

\ 4&1

,

permite suponer by = by = a; = 1, obteniéndose ,urfg_l.l).
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(e) Si a; = bs = 0, bgas # 0. El cambio de escala definido por

X(,) = XO
1
Xi=—X
Ii4
V==Y
az

permite suponer b; = az = 1, obteniéndose yfg , )
(f) Si bs = 0, byaza; # 0. El cambio de escala definido por

permite suponer by = a3 = a; = 1, obteniéndose #?2,1,1)-

Teorema 2.2.14.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,0)(6).2. Entonces serd
isomorfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes /‘fe,1,1)’
30 <1 < 33, dadas por

(([Xo, Xi] =Xy 15155
30 . [Xla Y] =Xy
H6,1,1) + [XZ,Y] = X;s
L [ X3, Y] = X6
([Xo, Xi] = Xon  1<i<5
g ) (XL Y] =Xe+ X5
Hen ) [X,, Y] = X5 + Xo
L [X3, Y] =X
(([Xo, Xi]=Xip1 15055
[)(1, )&’2] = XG
u?g,l,l) 9 [XL Y =Xy
(Xs,Y] = X
\ [‘Y37} } = X
[ [Xo. Xi] = Xina 1<:1<5
(X1, Xo] = Xg
M?SJJ) XL Y] =X+ _\:5
[Xo, Y] = X5 + Y5
(X3, Y] = X
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Demostracién: Si g€ AL2F(5,0)(6).2, su ley vendrd dada por

[ [Xo, Xi] = Xina

(X1, Xo] = b5 Xe
AL2F(5,0)(6).2: ¢ [X1,Y] = a3 Xy + as X5 + a1 X¢
[X2,Y] = a3 X5 + a2 X

| [X3, Y] = as Xe

con az #0

Adaptando los cambios de bases hechos en 2.2.12 a este caso, se tiene que los
nuevos parametros son:

b — Q105
5 P(;I
/ Rra3
as —Pé’
; Rqas
ag P
' R7(P0a1 + 3P7a§)
a; = Fo
.. Pyay . ,
Puesto que az # 0, eligiendo P, = — 3.7 se consigue a; = 0.
as

Se tiene, por tanto

a2:0

bs =0 0

a3#O:>G,1-——0 oz 7
b0l 270

° (LQ#O

Se distinguen pues, cuatro casos:
(a) b5 = as = a; =0, az # 0. El cambio de escala dado por

A’é = JYO

1\71 - )&’1

},'I — _l_y'
as

. _ oy 30
permite suponer a3 = 1, obteniéndose g, ).
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(b) bs = a; = 0, azay # 0. El cambio de escala dado por:

- az
X, =—=Xp
0
as

X! = X;
v = By
a3

permite suponer as = ay = 1, obteniéndose uf ; ))-

(¢) ay = az =0, azbs # 0. El cambio de escala dado por:

X} =X,
1

X{ — E‘E:Xl

Y/ — ly’
as

permite suponer as = bs = 1, obteniéndose u?g,171).

(d) a1 = 0, agbsay # 0. El cambio de escala dado por:

( a9
X(I) — _'X()
as
4
a r
X{ = "212—A1
CL3b5
3
a
Y'=2Yy
\ %]

permite suponer bs = a3 = ap = 1, obteniéndose N?g1 1)

Teorema 2.2.15.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,0)(6).3. Entonces serd iso-
morfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes u?é}l) ¢ C,

/‘Za,n &Cy H/fs,l,l), 34 <1 < 37, dadas por

[X1, Xo] = X4
,u?gyl’l) . [Xl, Xg] = ‘}(5
[)(1, ‘Y4] = YG
L [Xl, )’] = X;
([ Xo, Xi] = Xia 1<1<5
1,){2 = )&’4 + \6
35

[
|

Hi61.1) *
(6,1,1) [
[

(([Xo, X;] =Xi11 1<49<5
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([ Xo, Xi] =Xipn 1<4<Z5
[Xl, X2] - )(4
“36 o [XlaXE»] = Xs
(6,1,1) [X],Xz;] — XG
[(X1,Y] = X5
[ [X2, Y] = Xg

(([Xo, Xi) = Xina 1<1<5

[X1, Xo] = X4

N37 » [XlaX3] = Xs

(6,1,1) [Xl,X4] — Xs
[X1,Y] = X5+ X

\ [X2>Y] = Xs

Demostracién: Si g e AL2F(5,0)(6).3, su ley vendra dada por

([ X0, Xi] = Xi 1<i<5
[X1, Xa] = bo Xy + b5 X6

(X1, X3] = b2 X5

(X1, X4] = b2 X

[X1,Y] = a2 X5 + a1 X

| (X2, Y] = a2 X6

con by #0

AL2F(5,0)(6).3 :

Adaptando los cambios de base hechos en 2.2.12, los nuevos pardmetros son:

Q1bs — Qraz

b=~

b
> se puede suponer b5 = 0.

Por tanto, si as # 0, eligiendo Q7 =
az

( =0
b5=0{014

0 017—0
(11:()
(11#0
(1120

(11750

En resumen:

Qo =

by # 0 55750{

0,2#0:}[)5:0{

\
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(1) Si ay = by = a; =0, by # 0, obteniéndose ,u?éfl) & C.

(2) Si ag = bs = 0, bya; # 0. El cambio de escala definido por

( X(I) =X0
1
{ X{ = Z);Xl
Y’I — iY
\ a

permite suponer a; = by = 1, obteniéndose g, 1y-
(3) Si ap = a1 = 0, bebs # 0, obteniéndose pfs ;) & C.

(4) Si ay = 0, babsa; # 0. El cambio de escala definido por

X(l) = b2X0
b
¢ Xi= _;Xl
b3
1 bg b5
\ b%al b2

permite suponer by = bs = a; = 1, obteniéndose ﬂ?g,l,n-

(5) Si bs = a; = 0, baag # 0. El cambio de escala definido por

( X(’) b Xo
1

X =—X

1 b2 1

y =Ly
a2

\

permite suponer by = as = 1, obteniéndose u?gl_l).

(6) Si by =0, bpaga; # 0. El cambio de escala definido por
4 . aq
JXI = _—JY
0 as 0
2
a
X=X
< ! a3by '
p_ly
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permite suponer by = ay = a; = 1, obteniéndose u(ﬁ 1,1y .

Teorema 2.2.16.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,0)(6).4. Entonces serd
isomorfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes Nfs,l,l)’

38 < i< 42,1 #40 y pigyy), con A € Cy, dadas por

'M@XJ:XH115i55
[XI’Y]

[X2’ ]"‘

[X5,Y] = 5

[X4’Y]

ARIRR
[ [Xo, Xi] = Xina 1<:<5

[Xl, }/] = X3 -+ XG
Marny X2, Y] =Xy

[Xg,}/] = X5
| X, Y] =X
(X0, Xi] = Xipa 1<1<5
[(X1,Y]) = X3+ X5 + A X
u?f?,,{\,l) : [XQ, ] X4 + Xﬁ
[(X3,Y]) = X5
[X47 /] XG A c CQ

a )1
:U’(G,l,l) : J [){27 )/] — )(4

[

[

[)(la )(2] - ‘YG
4 -—_ )(3 + 1Y

ﬂ42 . ]
&w-;gu_&+x

v']

]
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Demostracién: Sige AL2F(5,0)(6).4, su ley vendrd dada por

([ Xo, Xi] = Xina 1<2<5
[X1, Xa] = 05X
[Xl, }/] = CL4X3 =+ (12X5 + CLIXG

AL2F(5,0)(6).4 : < ,
( )( ) [XQ, Y] = (14X4 + (12)&6

[Xs, Y] = a4 X5
L [X4, Y] = a4 Xe
con a4 #0

Adaptando los cambios de bases hechos en el teorema 2.2.12, a la familia AL2F(5,0)(6).4,
los pardmetros quedan:

b = Q165
5 P(;}
' Rra4
“TH
o = Rqas
2 P[;l
o = R7(Poay — 2Pyasbs)
1=

Fg

Teniendo en cuenta los parametros, se puede resumir la situacién como sigue;

( a, =0
a1=O 0
bs = 0 a25£
£0 o400 @70
a
4 1 )
by £ 0 o) 2=0
= Q] =
\ 5 1 .

(1) Si by = a; = ay =0, ag # 0, el cambio de escala definido mediante

( ‘X(l] - JY()
< X{ - )&rl
1
Y'=—Y
\ Q4

permite suponer a4 = 1, obteniéndose ufg ; -
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(2) Si by = a; =0, asas # 0, el cambio de escala definido mediante

)
Xy = [ 2 X,
a4

< X{ = Xl
az
Y’ == —2Y
\ ag
40,0

permite suponer ay = as = 1, obteniéndose (61,1

(3) Si bs = ap = 0, asa; # 0, el cambio de escala definido mediante

4
a .,
Xé =3 —-)ig
G4

X{ =X1

)ﬂ:-LS(ﬂ>%f
a4 Qa4

permite suponer as = a; = 1, obteniéndose pg, 1.

\

(4) Si bs = 0, asa1a2 # 0, el cambio de escala definido mediante

X(I) = %XU
V Qq

{ Xi=X4
Y =2y
\ ay

permite suponer a4 = ay = 1, obteniéndose “?g,’f\,l)’ con A € C, — {0}.

(5) Si a; = ag =0, asbs # 0, el cambio de escala definido mediante

( 1¥6 == XO
1

X =—-X

4 1 b5 1

y =Ly
a4

permite suponer a4 = bs = 1, obteniéndose “?(},1,1)'
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(6) Si a; = 0, agbsay # 0, el cambio de escala definido mediante

.
az

! bd
ay

2

¢ X = 22X,
azbs
Y= Y
\ 4
permite suponer a4 = ap = b5 = 1, obteniéndose #?62,1,1)‘ O

Proposicién 2.2.17.— Sea la familia de dlgebras AL2F (5,0)(5). Entonces ezisten
cuatro subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una cierta
base adaptada {Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, X6, Y}, por

([ Xo, Xi] = Xin 1<i<5
(X1, Xo] = 0o Xy + 04 X5 + b5 X5
(X1, Xa] = by X5 + by X
AL2F(5,0)(5).1: { [X1, X4] = boXe
[X1,Y] = ag Xy + a2 X5 + a1 Xs
[X2,Y] = a3 X5 + a2 Xe
[ [X35,Y] = a3X6
b2a3 7é 0

Xo, Xi] = Xin 1<1<5
X1, Xo] = by Xs + b5 Xo

X1, X3] = b4 Xs

X1. Y] = a4 X3 + ag Xy — a2 X5 + a1 X
X2. Y] = ay Xg + a3 N5 — a2Xs

X3. Y] = ay X5 + as-Xe

Xy Y] =

[
[
[
AL2F(5,0)(5).2: ¢ |
[
[
[ asXg
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Demostracién: Sige AL2F(5,0)(5), su ley vendrd dada por
([ Xo, Xi] = Xina 1<21<5
(X1, Xo] = 02Xy + b4 X5 + b5 X
(X1, X3] = b2 X5 + by X
(X1, X4] = 02X
AL2F(5,0)(5) : (X1,Y) = as X3 + a3 Xy + a2 X5 + a1 X
[(X2,Y] = as Xy + a3 X5 + a2 X
(X3, Y] = a4 X5 + a3 X
g [X4,Y] = a4 Xs
boas — byag # 0

Se observa que los cambios hechos en 2.2.12, son vélidos para este caso, por lo que
lez

a4

se tiene que la nulidad de a4 es invariante y ademds, si a4 # 0, eligiendo Q7 =

se puede suponer by = 0, puesto que
b = by Q1 — as Q7
= 2% %]
R
De esta forma, se tienen las dos familias del enunciado (la primera con ay =0, y
la segunda con a4 # 0, by = 0), teniendo en cuenta que byas — bsas # 0. O

Teorema 2.2.18.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,0)(5).1. Entonces serd
isomorfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes Nés,1,1):
43 <1 < 44, dadas por

[Xo, X; ;
[Xl,Xg] == X4
(X1, X3] = X5
u?g,l,l) e [X, Xy) = Xe
[X1,Y] =X,
(X2, Y] = X5
| [X3,Y] = X
([ X0, Xi] = Xip 1<i<5h
Xy, Xo] = Xy
\1,3&’3} Xs

A, Y] _X4+A6
No, Y] = X;
L [YS,Y] —1X.7

|

-
l"éé,1,1) <[ X

[

[
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Demostracién: Sige AL2F(5,0)(5).1, su ley vendra dada por

([ Xo, Xi] = Xita 1<i<5
[X1, Xa] = bo Xy + b3 X5 + 05X
[)&1, 3] = by X5 + by Xg
AL2F(5,0)(5).1: < [X1, X4] = b2 X
[X1,Y] = a3 X4 + a2 X5 + 01X
[X2,Y] = a3 Xs + a2 X5
[ X5, Y] = a3 X6
a3b2 #0

Se deduce facilmente que los cambios de base hechos en 2.2.12 para a4 = 0 son
también vélidos para esta familia y, de esta forma, los pardmetros quedan:

B bo Q1
2 P02
b = b4P0Q1 - 2b3P1Q1 - G3P0Q7
4 P(?
b — b5P02Q1 + 5b§P12Q1 - GQP()QQ7 — 5boby Py Py Q1 + 2a3ba Py P Q1 + 3a3ba Py P1Q7
5 P06
a. = as Ry
3 Pé}
, _ (agPy — 3azba Py) Ry
a; = Jo
0
d = (alPOQ — 4a2b2P0P1 - 3a3b4P0P1 + 9a3b§P12 -+ 3a§P0P7)R7
=

5
B
con la unica restriccién que  PyQ1 R # 0.

(by Py — 2b§P1)Q1
as Py

se puede hacer a; = 0, si en b% se elige P;, de forma que haga

Como azby # 0, eligiendo @7 =

, permite suponer by = 0. Si

az Lo
se elige Py = ——
3asb,’
by = 0, se puede suponer bs = 0. Teniendo en cuenta todo esto, los cambios conducen
a que la nulidad de a; es invariante.

a1:0

b2a3;£0:>b4:b5:a2=0
alyéO
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(1) Si b5 = ay = a; =0, beas # 0, el cambio de escala definido mediante

( X(,] == X(]
1
X ==X
< 1 bQ 1
Y = Ly
\ as

permite suponer by = a3 = 1. Se tiene 43, ).

(2) Si bs = ay =0, baaza; # 0, el cambio de escala definido mediante

{ a’l
X, ==X,
as
a
{ Xi=—X;
azb;
ay [y
Y'=—,[—Y
\ a3 as

permite suponer by = az = a; = 1. Se tiene ujg, )).

Teorema 2.2.19.—

Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,0)(5).2.

Entonces serd

isomorfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes pfﬁ,l’l),
45<1 <46 y M?g,’l)‘,l) con A € C, dadas por

#?65,1,1) :

o) * S

( Xo,){i]:Xi_H 1S’l§ 5

[
[XlaX2] = X5
[

X1, X3 = Xe
[-Xlay] :X3
[Xg,)/] :X4
[)&73,)/] :X5
[X4,Y] = Xs

[Xo, Xi] = Xin
(X1, Xo] = X5

1<:<5

[X1, X3] = Xe
X1, Y] = X3 + X
X, Y] =X,
[)(3,}’7] = X5

L [)(4, y'] = XG
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[
[
47, [ ,
By X1 Y] =X+ AXe
[
[
[

6 recC

Demostracién: Sige AL2F(5,0)(5).2, su ley vendrad dada por

( [XO;Xi] = Xi+1
[X1, Xa] = 04 X5 + b5 X
[XlaXS] = b4X6

AL2F(5,0)(5).2: { [X1,Y] = asX3+asXy+ arXs + 0:1.Xg

[X2,Y] = as Xy + a3 X5 + a2 X6
[X3,Y] = as X5 + az Xe

[X4,Y] = as X
a4z)4 #0

Adaptando los cambios hechos en 2.2.12, para as # 0 y b, = 0 (para mantener
b, = 0, es necesario exigir al volver a realizar los cambios, que sea Q7 = 0), se tiene
que los nuevos parametros son

by = b4Q1
4 P(?
b — bs PoQ1 + 3asbs P11
) P(]5
a, _ (CL3P0 + 2&2P7)R7
3 Péi
P (a2P02 + 5a3a4PoP7 + &4(—2b4P0P1 + 503P7-2))R7
Ay = P06
a, . (G,lp(;z — 3a3b4P0P1 — 204b5POP1 + 3a§P02P7 + 602&4POP7 — 12aib4P1P7+
1=

P

| 21@30,.21P0P72 + 14&3])-?)37
+

£y
con PleR'/ §£ 0.
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La configuracién de los pardmetros puede quedar reflejada de la siguiente manera:

a, = 0
b5 =0 0
a4b47é0=>(1)a2=a3=0 Zl#o
1 s
bs # 0
5 7 0 £ 0
. . —a3zFy ' . .
7 = ; pu az = 0. Si se
(1) Si se elige P, 5,2 o0 03 entonces se puede hacer siempre 0. S
7

repiten los cambios, para mantener a3 = 0, hay que imponer P, = 0. Si todo esto

. ‘ . az o
se sustituye en los pardmetros, se puede elegir P, = 5 para poder hacer a; = 0.
2Q404

Una vez hechos estos cambios particulares, para mantener los ceros, hay que imponer
Q; = P, = P; =0, y asf se tiene que las nulidades de b5 y a; son invariantes.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, las dlgebras que se van a obtener son no
isomorfas entre si. Estas son:

e Caso 1: a3 = ap = a1 = b; = 0, ashy # 0.

El cambio de escala definido por:

[ X! =X,
1
< X{ - _Xl
by
yr =Lty
\ a4

permite suponer ag = by = 1, obteniéndose N(s 11)

e Caso 2: a3 = ag = by = 0, asai1bg # 0.

El cambio de escala definido por:

.
- a1

A(l) =3 _XO
Q4

X =-2x,
! a4b4

v= L[y
\ a4 ay

permite suponer a4 = a; = by = 1, obteniéndose H«e 1,1)-
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e Caso 3: a3 = ay = a; =, aqbsbs # 0.

El cambio de escala definido por:

X,=—X

0 b4 0

b: .

< X{ = E)Xl
Y' = b§ Y

\ a4b§

permite suponer a4 = b4 = b5 = ],, obteniéndose /,Ll(lg:?’l).

e Caso 4: a3 = ay = 0, asa1bsbs # 0. El mismo cambio de escala anterior permite
suponer ag = by = by = 1, obteniéndose u?;’l’\’l), con A € C — {0}. a

Proposicién 2.2.20.— Sea la familia de dlgebras AL2F(5,1). Entonces ezisten
cuatro subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en una base
adaptada {Xo,Xl,Xg,Xg, X4,X5,X6,Y}, por

([ Xo, Xi] = Xin 1<:1<5
[X1, Xo] = b3 X4 + b4 X5 + b5 Xe
[X1, X3] = b3 X5 + b4 X6
[X2, X3] = 63X
[X1,Y] = a2 X5 + a1 Xs
\ [X2,Y] = ap X5
con b3 #0

AL2F(5,1)(7,4)

([ Xo, Xi] = Xina 1<1<5
X1, Xo] = b3 Xy + b3.X5 + 05 X6

X, X3] = b3 X5 + by Xe

Xo, X3] = b3 X

X1, Y] = a3 Xy + a2 X5 + a1 Xe

(X9, Y] = a3 X5 + a2\

L [X3, Y] = a3 X

con azbz #0

[
[
[
AL2F(5,1)(7,3) |
[

<
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[ [Xo, Xi] = Xin 1<:1<5
(X1, Xo] = (by + b3) Xy + b3 X5 + b5 X
[X1, X3] = (by + b3) X5 + by X
AL2F(5,1)(6,4) { [X1,X4] = 02X
(X, X3] = b3 Xe

([ Xo, Xi] = Xi 1<i<5
[X1, X2] = (bg + b3) X4 + by X5 + b5 X

[X1, X3] = (b + b3) X5 + by X

(X1, X4] = by X

(X2, X3] = b3 X

[X1,Y] = a3 Xy + as X5 + a1 X

(X, Y] = a3 Xs + as X

L [X3,Y] = a3 X

con azbybz # 0

AL2F(5,1)(6,3) <

Demostracién: Si g estd en las condiciones anteriores, es decir, si g € AL2F(5,1),
su ley vendra dada por

([ Xo, Xi] = Xin1 1<i<5
[X1, X2] = (b + b3) Xy + by X5 + bs X

[X1, X3] = (b + b3) X5 + by X

[X1, X4) = 0:X6

[Xo, X3] = b3 X

[X1,Y] = a3 Xy + a2 X5 + a1 Xe

(X2, Y] = a3 X5 + a2 Xs

\ [X;;,Y] = a3 X

con b3 #0

AL2F(5,1) : ¢

Se tiene facilmente que las nulidades de by y de a3 son invariantes, pues

7 sib,=0

dim(Cent(C*(g) = {

6 siby#0
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4 siaz=0
dim(Cent(C*(g) =
3 siaz#0
de ahf la notacién seguida. Para cada uno de los casos se obtienen, respectivamente,
las familias del enunciado. a

Teorema 2.2.21.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,1)(7,4). Entonces sera iso-
morfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes N(s 1 @ Cuy

,u(s 1,1y, 48 <1 <50, dadas por

[ [Xo, Xi] =Xipy 1<i<5
[X1, Xo] = X4
pigny t§ [X1, Xa] = X5
(X2, X3] = X6
\ [Xl’Y] :X6
( [X X]_ i+1 137'55
(X1, Xo) = Xy
R R
” [)&2,X3] Xs
[Xl’ ]
\ [X2v ]_‘
(([Xo, Xi]=Xipn  1<i<5
(X1, Xo] = X4
u30 [X1, X3] = X5
(6,1,1) [XQ,X;;] — XG
[(X1,Y] = X5 + X
( [X2, Y] =X

Demostracién: Sige AL2F(5,1)(7,4), su ley vendrd dada por

( XO,XA =X 1<i<5
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Si se efecttian los cambios de base genéricos (con ayuda del paquete de cédlculo
simbélico Mathematica 3.0), en la familia AL2F(5,1)(7), y luego se particulariza
para a3 = 0 o bien para la otra familia con a3 # 0, se llega a que

XIO = PoXp + P1X;1 + PoXg 4+ P3X3 + PyXy + P5Xs5 + PgXg + P7Y
X1 = QX1 + QX2 + Q3X3 + QeXyg + QsX5 + QX6 + Q7Y

X4 = PoQiX2 + PoX3 + (b3(P1Q2 — P2Qi1) + PoQ3 + 23(P1Q7 — P7Q1))X4 + (—a2P7Q1 —
a3P7Q2+bs(P1Q2 — P2Q1) +b3(P1Q3 —P3Q1) + PoQ4 +a2P1Q7 +23P2Q7) X5 + (—bsP3Q1 —
a1P7Q1 — b3P3Q2 — a2P7Qa + bs(P1Q2 — P2Q1) + bsP1Q3 + b3P2Q3 — a3P7Q3 + PoQs +
a1P1Q7 + apP2Q7 + a3P3Q7)Xs

L = P2Q1X;3 + Po(bsP1Q1 + PoQ2)X4 + Po(bsP1Q1 — 2a3P7Qq + b3(2P1Q2 — P2Q) +
bsP1Qs + PoQ4 + a2P1Q7 + a3P2Q7)Xs

Xf; = P8Q1X4 + Pg(2b3P1Q1 + PQQQ)X5 + P%(2b4P1Q1 + 2b3P1Q2 + PoQs + 3.3(—3P7Q1 +
P1Q7))Xe

L =PiQ:Xs5 + P3(2b3P1Q1 + PoQ2)Xs
X§ = P3QiXe
Y' = R3X3 + RyX4 + RsX5 + ReXg + R7Y

con PyQ;R; # 0. Y para no salirse de la familia ([X], Y] = 0), hay que elegir los R;,
de la siguiente forma

a3P1R7
Ry =217
3 PO
a,2P0P1R7 — (Z3b3P12R7 + (13POP2R7
Ry=— =
0
Re = G,lpgle7 — a3b4P12R7 + a2POP2R7 - CL3b3P1P2R7 + CL3POP3R7 -+ G§P1P7R7
5 = —

Fg

La familia que se va a tratar es AL2F(5,1)(7,4). que corresponde a a3z = 0, y
bs # 0. Si se efectiian todos los productos, se tiene que los nuevos pardmetros son de
la forma:

b[ _ b30.1
3 = PQ
0
b b1 Po@Q; — 205 P1Qy
4 P[al
b= bs P2Q? + 403 P2Q? — as PEQ1Q7 — 4bsbs PP Q7 + b3 PFQ3 — 2b3 PfQ1Q3
5 =

@
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. a1P0R7 - 2a2b3P1R7

a
1 Pé}

a = ax Ry
L=

Py
Si <o live Pr = PO oo b ,
1 se elige P = ol en bj, se puede hacer entonces by = 0 y por tanto se puede
3

considerar by = 0.

Si se vuelven a efectuar los cambios de base, para mantener by = 0, hay que
imponer P, = 0.

En este caso se tiene que
bs PEQ? — a; PFQ1Q7 + bs PEQ5 — 2b3 PE Q1 Qs

by =
° PEQ:
—b2Q?% + bsbsQ? + b2Q3 b
y si se elige Q3 = 191 1 by 5Q;;Q3Q2 a2 3Q1Q7, se puede suponer siem-
31

pre bs = 0.

Después de todo esto, queda que las nulidades de a; y de ay son invariantes,
teniendo por tanto la siguiente configuracién

( a'1:O
(1,220

al#()

b4:b5—_—0< a1:O
62#0

L al#O

Teniendo en cuenta esto, se llega a que las dnicas algebras no isomorfas entre si
son las que se detallan a continuacion:

e Caso 1: by =bs=ay=a; =0, b3 #0, se obtiene U?é?l) ® C.

e Caso 2: by =bs=ay =0, bza; #0.
El cambio de escala dado por

( < ’[’) _ JX.’O
1
/YI == —‘X'
1 b3 1
1
Y= —1%
\ al
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permite suponer bs = a; = 1, obteniéndose uﬁg’l,l).

e Caso 3: by =bs=a; =0, bsay # 0.

El cambio de escala dado por

( X(’):X()
1
§ X=X
y' =1y
\ az

permite suponer b3 = as = 1, obteniéndose #?3,1,1)~

e Caso 4: b4 = b5 = O, b3a2a1 ‘f'L 0.
El cambio de escala dado por
[ x1=2x,

Y'==2Y

\ a‘2

permite suponer b3 = a = 1, obteniéndose uy, ;-

Teorema 2.2.22.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F (5,1)(7,3). Entonces serd iso-
morfa al dlgebra de ley /i?é,1,1)z dada por

| =Xy
laX3} = XS
27‘Y] :X6

Demostracién: Sige AL2F(5,1)(7,3), su ley vendrd dada por
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([ Xo, Xi] = Xi1 1<i<5
[X1, Xo] = b3 X4 + b4 X5 + 05X
(X1, X3] = b3 X5 + b4 Xs

AL2F(5,1)(7,3){ [X2, X3] = b3Xs

[X1,Y] = a3z Xy + a2 X5 + a1 Xs

[X2,Y] = a3 X5 + a2 X6

L [X5,Y] = a3Xe

con azbz #0

Son validos los cambios hechos en el teorema 2.2.21, por tanto, los pardmetros
quedan,

b, = b3Q21

Fy
b, = bsPoQ1 — 2b5P1Q1 — a3 Py Q7

Py
b = bsP2Q? + 463 P2Q3 — ap P2 Q1Q7 — 4b3bs PoP1Q% + 3azbs PoPr Q3 + b3 P3Q3
PSQ1
_ 2b3PyQs3 + asbs P Q7
Fy
all _ a1PyR7 — 2a9b3 Py R7 — 3a3bs Py PRy + 6agb§P12R7 + 3a§P0P7R7
Fg
a,2 _ a2P0R7 - 3a3b3P1R7
Fy

o, = a3 R7

7

2
by PoQ1 — 203 P10y
a3 Fo ’
se elige adecuadamente Q3, entonces se puede suponer siempre bs = 0. Se observa
az Fo
] ] 3@3[)37
ultimo, si se vuelven a repetir los cambios de base, para mantener los parametros
nulos, hay que imponer que P, = 0, ademds de otras condiciones y por tanto basta

. ajro
elegir en a}, P; = — 3

se puede suponer by = 0. Si, ademds, en b}

Si se elige Q@7 =

también que si se elige en aj, P, = se puede suponer siempre ap = 0, y, por

para conseguir siempre a; = 0.
as

En resumen, se tiene que azbs3 #0 y by = bs = a; = a» = 0 y mediante el cambio
de escala dado por
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X :XO
1
X =—X;
bs
Y=~y
as
se obtiene ufq ; ). O

Teorema 2.2.23.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,1)(6,4). Entonces serd iso-
morfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes N?e,n @ C,

sy ® C, sy ® C, con 6C, plg; ), 52 < i < 55, y plyyy, 56 < j < 58, con
)\ € C {0, 1& dadas por

[ [Xo, Xi]=Xipa 1<i<5

K1) -

[
52 [
|1

[

[X1, X4]) = X
u?g,l,l) . 4 [Xo, Xa] = =X
[X1,Y] = X5
| [X2, Y] = X
[ [Xo, Xi]=Xip1 1<i<5

54 .
tu(S,l,l) : [){1! ){4

/J‘E)g,l,lj :
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( [XO,Xz‘]~Xz+1 1<1<5
(X1, Xa] = Xy
56, [Xl’X3] =X5
HeLD Xy, Xy] = AXG
[X2, X5] = (1 — A\)Xe
| [X1, Y] =X, Axe C-{0,1}
([ Xo, Xi) = Xina 1<:<5
(X1, Xo] = X4
(X1, X3] = Xs
eyt 4 (X1, X = AXG
[X2, X3] = (1 = A)Xe
[(X1,Y] = X5
| [Xa, Y] = X rxeC—{0,1)
¢ [Xo, Xi] = Xis1 1<i<5
(X1, Xo] = X4
(X1, X3] = X5
,u?g,’l)‘,l) O [Xh, Xy = A X6
[Xo, X3] = (1 — M) Xs
[X1,Y] = X5+ X6
| [X2, Y] = Xo xeC-{0,1}

( [Xo, Xi] = Xits 1<i<5
[X1, Xo] = (bg + b3) X4 + b5.X5 + b5 X
[X1, X3] = (by 4 b3) X5 + 03X
AL2F(5,1)(6,4) { [X1, X4 = 02X
(X, X3] = b3Xs
[X1,Y] = ap X5 + ;X
[X2,Y] = axXe

con bybs # 0
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El cambio de base dado por

X(,]:Xo
X=X +—bS—X
LT AT op, 3
YI:)/'

permite suponer siempre bs = 0.

Se va a estudiar ahora diferentes invariantes, para ir separando adecuadamente la
familia hasta conseguir las dlgebras o familias de dlgebras del enunciado.

Si se calcula Cent(C*(g)), se tiene que una base estd formada por los vectores
{X1, Xo, X3, X4, X5, X6, Y}, si se vuelve a calcular el centralizador de ese espacio, se
llega a lo siguiente

| ) 3 si a=0
dim(Cent(Cent(C*(g)))) = { 2 si ap#0

lo que demuestra que la nulidad de a, es invariante. Si, ademds, en el caso en que
ap = 0 se calcula el centro, se tiene que
2 si a=0

dim(2(g)) :{ 1 si a;#0

lo que lleva a que si a; = 0, la nulidad de a; es invariante.
Si se considera ahora g* = g/Z(g), en cada uno de los casos anteriores, se tiene

que
0 si bz"t‘bgzo

dim|C*(g"), Cent(C*(g"))] :{ I si bptby#£0

lo que demuestra, igualmente, que la nulidad de b, - b3 es invariante.

Si by + b3 = 0, se tiene que la nulidad de by es invariante pues

gim(Cent(@ (@) =4 © O N0
e8I = 5 G b 0
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Ademds, si by + b3 = 0 y ap # 0, el cambio de base dado por

( aj
X, =X X
0 0+2a2b2 !
a1by
X=X -—Y
< 1 1 20%
YI_____a_lr_ a% X-+Y
\ - 2b3 4 4a2b2 ?

permite suponer a; = 0.

En resumen, se tiene el esquema siguiente para el caso by + b3 =0

( ( (11:0
CLQZO

b4:0< al?éo
bz+b3:0< ;(12#0——_—;;104;30
az =10
bi# 04 {m#o

a2#0=>a1:0

\ \

donde (1) indica el caso a considerar

De esta forma, las dlgebras o familias de dlgebras que se tienen son las correspon-
dientes a los siguientes casos:

e Caso 1: by + by =b; =ay, =a; =0, by = —by # 0, obteniéndose .U?s,n o C.

e Caso 2: b2+b3=b4=a2:O,b3:—b2760,ya.1750.

El cambio de escala dado por

r X(I) _ XO
1
X =—X
1 b2 1
)/'/ — i}
\ ap
permite suponer by = a; = 1, y by = —1, obteniéndose 3, ;).

e Caso 3: by +b3=by=0a; =0, bg=—by #0. v ay #0.
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El cambio de escala dado por

[ X| =X
1
Xi=-—X
< 1 b2 1
1
Y=—Y
\ az
permite suponer b = a; =1, y b3 = —1, obteniéndose #?8,1,1)-

e Caso4: by +bs=ay=a; =0, b3 =—by #0, y by # 0, obteniéndose ﬂ?s,m @ C.

e Caso 5: by +b3=ay =0, b3 = —by #0, y bsa; # 0.

El cambio de escala dado por

( b
Xh= 22X,
by
, _ b
< X1 = _3X1
by
b5
YI — 4
\ G,Ib%
permite suponer bZ = b4 =a) = 1, y b3 = —1, obteniéndose N’?é,l,l)'

e Caso 6: by +b3 =a; =0, b3 = —by #0, y bgas # 0.

El cambio de escala dado por

( b
Xy = —Xq
by
v bZ 7
¢ Xi= b—3)&1
2
}/' — bg_ g
\ a’2b3
permite suponer by =by = ay = 1, v b3 = —1. obteniéndose /1?65’1’1).

Si se considera ahora el caso by + b3 # 0, por el cambio de base del comienzo de
la demostracién, se puede siempre suponer b; = 0. Ademds si se hace el cambio de
base dado por
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¢ b4
X' = X, —_—X
0= A0t S T by
¢ Xi=X
v azby ., agbf — 2a,bq(by + b3)2X5 Ly

| T 2(by + b3)2 " 4(by + b3)*

permite suponer by = 0. Por tanto la familia queda

([ [Xo, Xi] = Xina 1<i<5
[ X1, Xo) = (b2 + b3) X4
[X1, X3] = (b + b3) X5
{ [ X1, Xa] = 02X
[ X2, X3] = b3 X6
[X1,Y] = a2 X5 + a1 X6
[X2,Y] = a2 X
" con (by + b3)bobs # 0
una vez llegado a este punto, para estudiar las nulidades de a; y a1, es necesario

utilizar cambios de base genéricos en esta familia. siguiendo la misma notacién que
en teoremas anteriores, se comprueba que los nuevos parametros son

(bg + bg)l %(bQ -+ b3)
0

,_ G
b2 . P—02b2

,_ @
b3 — ﬁgbg

, R
ay = -ﬁogbg

' Rq
a, ﬁgal

(b2+b3)750———>b4:b5:0
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Por esta razén, los casos a considerar son los siguientes

e Caso 7: by = bs = ap = a1 = 0, (by + b3)bybz # 0, obteniéndose ﬂ?é:\l)’ con
Ae C—-{0,1}.

e Caso 8: by = bs = ay =0, (by + b3)babza; # 0.
El cambio de escala dado por

(X} = X,
1
,_ JX’
1 VT (bt b))
y' =1y
\ a)

permite suponer b, + b3 = a; = 1, obteniéndose /1?2,’{\,1)’ con A € C—{0,1}.

e Caso 9: b4 = b5 =a; = 0, (bg + b3)b2b3a2 75 0.
El cambio de escala dado por

( X{) = XO
-t 1 -
1T (bt b))
Y'= iY
\ 43

permite suponer by + b3 = a; = 1, obteniéndose u?g”f‘,l), con A € C—{0,1}.

e Caso 10: b4 = b5 = 0, (b2 + b3)b2b30201 75 0.
El cambio de escala dado por

4 al .
X6 == —)&0
Qg
2
 X] al $|
Aq 5
4
a
s 1
Y=Y
\ '2

permite suponer by + b3 = as = a; = 1, obteniéndose ;1?68,’1’\’1), con A € C—-{0,1}.

Resta, por tltimo, indicar que los cambios de base genéricos usados en la demos-
tracién se han hecho para la familia inicial utilizando un programa de calculo formal
Mathematica 3.0, v se ha trabajado con todos los parametros iniciales, en vez de
hacerlo ya para casos concretos. O
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Teorema 2.2.24.— Sea g cualquier dlgebra en AL2F(5,1)(6,3). Entonces serd
isomorfa a una de las siguientes dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes N%G,l,l)}

59<i1<60y /,L?é”f"l), con A € C —{0,1}, dadas por

0, Xi|=Xiyn 1<i<5

o] P X = =X
O [, Y] = X,
[X2, Y] = X5
| (X3, Y] = X6
( [Xo,Xl] = XH—I 1<2<5
[X1, X4a] = X
60 . < [X25X3] - _X6

Hes,1,1) - [Xl,Y] = X4+ Xs

L [ X, Y] = Xs

([ Xo, Xi] = Xina 1<:1<5
[X1, Xo] = X4
[X1, Xa] = X5

THNER . o
b [(Xo, X3] = (1 — M) X6

[(X:,Y] =X,
[X,,Y] = X5

L [X5, Y] = X Ae C-{0,1}

Demostracién: Si g€ AL2F(5,1)(6,3), su ley vendra dada por

([ Xo, Xi] = Xina 1<1<5

con azbybs #0
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Si se trabaja de manera similar a como se ha hecho en familias anteriores (uti-
lizando los mismos coeficientes para los cambios), con ayuda del Mathematica, y

teniendo en cuenta que los generadores de esta familia son Xy, Xi, Y, se tiene que
los nuevos parametros de la familia son:

,_ @
bQZngg

,_ @

/ Ql
b-——Fg(bg”‘I"bg)

, =by Py Qi +a3 Py Qr+2 (by+b3)° P @
b4_—— 4

By
1
bgzw(b5P§Qf—4bgb4PoP1Qf+5b§PfQf+14b§b3Pfo+4b§Pfo+
0 1

3az by By P, Q%bs POZQ;%—Q% Po2 @1 Qs — as P02 Q1 Q7r+a3 b3 Py P Q1 Q7 +
by Q1 (=5 by Po P Q1+ 133 P2 Qi1 +2a3 Py P; Q1 +3as Py P, Q7))

1
ai:?((al P02—2CL2 (21)2+b3) P0P1+3a3 (—b4 P0P1+3bgP12+5b2 b3 P12+

0
2 bg P12+(13 by P7)) R7)

((12 PO - 3 as (bz +b3) Pl) R7
Py

Qo =

' Ry
a —as

3 — Pé}
con PoQ, Ry # 0.

Un andlisis profundo y que se detallara mds adelante, permite llegar a la configu-
racion siguiente de los pardmetros:

0,220

b2+b3:O:>b3:~b2, (13b2¢0(1):>b;:b5201:0
GQ#O

asbabs(by +b3) 0 (2) = bs=bs =a;=a, =0

donde (1) v (2) indican los casos a considerar.
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o (1) Si by + by =0 => b3 = —by, los pardmetros quedan

1
by = P30, (b5P0Q:12—a2P0Q1Q7—b2(b4P1Qf+a3P7Q%+P0Q§—2POQ1Q3—
2a3P1(1Q7))
b — bsQ1 — as@Q7
4 Pé;
/ as Ry
ay = Pi
Cl,’ N (CLlP() — 2a2b2P1 + 3&3(—b4P1 + CL3P7))R7
=

Fg
Si se elige en bf,

_ bsPoQ} — aaPoQ1 Q7 — ba(bsP1QF + 23P7QF + PoQF — 2a3P1Q1Q7)

Qs =

2byPo Qs
permite suponer siempre b5 = 0.
De manera analoga, eligiendo en b
bsQ1
Q7=
as

se puede suponer by = 0.
Si se hace igual en a] y se elige

_a1P0 - 2a2b2P1 - 3a3b4P1
3a}

P',':

se puede suponer a; = 0.

az Py
3a3(b2 + b3)2
as = 0. Si se elige también en a, después de sustituir el valor anterior para /1,
P; como

e (2) Siby+b3 #0, eligiendo P, = en aj, se puede siempre suponer

—a% by Py +3 a1 as (b2+bg) Fy—3as a3 by Py

P=—
! 9a§(b2+b3)

se puede suponer a; = 0. Si se sigue sustituyendo estos valores en los pardmetros
v se elige en b @7 de la siguiente forma

_ —2ay (by+b3) Q1+ 3 az by Qs
Q7_ 3 2
as
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se tiene by = 0 y se repite lo mismo en by y se elige
p 5 g

Q . a%(?bg + 16b2b3 =+ 8[)%)@% — 9a2a3(b2 + bg)b4Q% _
’ 18a3bs (b2 + b3) @1

_303(52 + bs)(a1(2b2 + 3b3)Q? — 3as(b:Q3F + b3Q3))
18&%[)3(1)2 + b3)Q1

En resumen, se tiene que siempre se puede suponer a; = a; =by =bs; =0y en
estas condiciones, queda azbabs(by + b3) # 0

Con todas estas consideraciones, las inicas dlgebras o familia de dlgebras no isomorfas
entre si, son las que a continuacién se detallan

o Caso 1: by =bs =a; = ay =0, b3 = —by, azby # 0.
El cambio de escala dado por

([ X5 =X,
1
X =—-X
4 1 b2 1
YI — __1_)/
\ as

permite suponer az = b, = 1, obteniéndose %, ).

e Caso 2: b4 = b5 =a; = 0, b3 = —bg, a2a3b2 7é 0.
El cambio de escala dado por

r as
X(’] - —X(]
as
2
a
o 2 -
{ )‘l — _Z—Z)_“Xl
0.3 2
3
- g -
Y'= 2y
\ as

permite suponer a; = a3z = by = 1, obteniéndose u?g,l‘l).

e Caso 3: b‘; = b5 = a; = a2 = 0, (Igbgb;g(bg + bg) # 0.
El cambio de escala dado en el caso 1 permite suponer az = by + b3 = 1,
by = A, b3 =1 — A, obteniéndose u?é}’il), con A € C—{0,1}. O



Capitulo 3

Tratamiento Computacional.

Como se ha comprobado ampliamente en los capitulos 1 y 2, las clasificaciones ob-
tenidas para dimensién 8 no habrian sido posibles sin la ayuda computacional. En-
tenddmonos, no estamos diciendo que “a mano” serian menos fiables y podria haber
errores; la importancia es mayor, ya que muchos de los tratamientos realizados no
habrian sido posible sin la ayuda de un programa informatico y el uso de un paquete
de calculo simbélico (el Mathematica 3.0 en nuestro caso).

A modo de ejemplo, se detalla a continuacién uno de los programas utilizados en
esta memoria. El programa corresponde al usado para clasificar una familia concreta,
pero sirve para ilustrar los demds, [15].

(** CAMBIO DE BASE EN LA FAMILIA (6,1,1) CON DIMENSION DE DE-
RIVADA 6, AL2F(6,3) *¥)

dim=8;
base=Table[x[i],{i,0,dim-1}];
P[i_] := Subscript[P, il;
Qli_] := Subscript[Q, il;
ali_] := Subscriptla, il;
bl[i_] := Subscript(lb, il;
B[i_] := Subscriptlc, i];
A[i_] := Subscript[d, il;
x[i_] := Subscript[x, il;
y[i_] := Subscriptly, il;
Y[i_] := Subscript[Y, il;
t[i_] := Subscriptlt, il;
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(*bilinealidad y antisimetria*)

mul[0,x_]:=0;

mulx_,0] :=0;

mulx_,x_]:=0;
mulx_,y_]:=Simplify[-muly,x]]/;0rderedQ[{y,x}];
mulx_+y_,z_]:=Simplify[mulx,z]+muly,z]];
mulz_,x_+y_]:=Simplify[mulz,x]+mulz,y]];
mulx_,a_ y_]:=a mulx,y];

mula_ x_,y_]:=a mulx,yl;

(*(n-6)-filiforme*)

For[i=1, i<=5,i++,
mu[x[0],x[i]]=x[i+1]
1;

For[i=6, i<=dim-1, i++,
mul[x[0],x[1]]=0
1;

(*Demés productos corchetes™)

mulx[i_],x[j_1]1:=0;
mulx[1],x[2]]:=(b[2]+b[3])x[4]+b[4] x[5]+x[7];
mul[x[1],x[3]]:=(b[2]+b[3])x[6]+b[4]1x[6];
mu[x[1],x[4]]:=b[2] x[6];

mu[x[2],x[3]]:=b[3] x[6];

mu[x[1],x[7]1]:= al2] x[5]+al1] x[6];
mulx[2],x[7]]:=al2] x[6];

(*Cambio de base*)

y[0]1=P[0] x[0]+P[1] x[1]1+P[2] x[2]+P[3] x[3]1+P[4] x[4]1+P[5] x[5]+
pPl6] x[61+P[7] x[7];
y[11=Q[0] x[01+Q[1] x[11+Q[2] x[2]+Q[3] x[3]1+Q[4] x[4]1+Q[5] x[5]+
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Qlel x[61+Q[7]1 x[7]1;
y[2]=Collect [muly[0],y[1]],base];
y[3]=Collect[muly[0],y[2]],base];
y[4]1=Collect [muly[0],y[3]],basel;
y[5]1=Collect [muly[0],y[4]],base];
y[6]=Collect [muly[0],y[5]],basel;

(*Nueva base*)

basel:=Table([y[i],{i,0,dim-1}];

verbase:=
For[i=0,i<=6,i++,
Print["y[",i,"]:=",y[i]
]
1;

(*Poner x5 y x6 en funcién de y5 e y6, que ha habido que renombrarlas Y5 y Y6*)

sol:=Solve[{Y[5]== y[5],Y[6]==y[6]},
{x[5],x[6]1}];

(*Impongo que no se salga de la familia*)

mu2:=muly[1],y[5]]/.s01;
soll:=Solve[mu2==0,Q[0]];
t[0]=y[0]/.Part[soll, 1];
t[1]=y[1]/.Part[soll,1];
t[2]=y[2]/.Part[soll,1];
t[3]=y[3]/.Part[soll,1];
t[4]=y([4]/.Part(soll,1];
t[6]=y[5]/.Part[soll,1];
t[6]=y[6]/.Part[soll,1];

base2:=Table[t[i],{i,0,7}];

base3:=Table[Y[i],{i,0,7}];
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(*Se sacan los nuevos coeficientes, B2 que seria b2, B3 que seria b3, B4 que seria
b4, A2 que seria a2 y Al que seria al*)

al2,3]=Part[mult[2],t[3]]/.s01,1
J/.Part[soll,1
1;

(*el producto de t2 por t3 en las Y*)

B3=Coefficient[
al[2,3],Y[6]
1;

(*el coeficiente nuevo correspondiente a b3*)

al1,4]=Part[mult[1],t[4]]1/.s01,1
1/.Part[soll,1
1;

(*el producto de t1 por t4 en las Y*)

B2=Coefficient[
al1,4]1,Y[6]
1;

(*el coeficiente nuevo correspondiente a b2*)

al[1,3]=Collect[
Part[mul[t[1],t[3]]/.s0l,1
] ,base3
1/ .Part[soll,1

1;

(*el producto t1 por t3 en las Y*)
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B4=Coefficient [Simplify[Collect[
al1,3]-(B2+B3)Y[5],base3
11,Y([6]
1;

(*el coeficiente nuevo correspondiente a b4*)

(*Definicién de y7, realmente t7*)

t[7]=Collect[
Simplify[mult[1],t[2]1]1-(B2+B3)t[4]-B4 t[5]
] ,base

1;

(*aqui tendrfa ya calculado el producto t1 por t2*)

(*Condicién de cambio de base*)

eli_,k_]:=el[i,k]=Coefficient[t[i],x[k]
1;
For[i=0,i<=7,i++,
For [k=0,k<=7,k++
]
1;

matrizcambio:=Table[
e[l’k] ){110’7}:{1{10:7}
1;

detcambio:=Simplify[
Det [matrizcambio
]
]

Print["condicioncambio->",detcambio!=0];

(*Se resuelve ahora un sistema para calcular las x en funcién de las t*)
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solucion=Solve[{Y[0]==t[0],Y[1]==t[1],Y[2]==t[2],Y[3]==t[3],Y[4]==t[4],
Y[5]==t[5],Y[6]==t[6],Y[7]1==t[7]},
{x[0],x[1],x[2],x[3],x[4],x[5],x[6],x[7]1}];

(*Calcular los restantes productos corchetes*)

If (mu[t[0], t[7]] == 0, Print["[t[0],t[7]1]=0"],
Print[{}], listal=Coefficient[
Part[mult[0],t[7]]/.solucion,1
] ,base3
]
1;

If(mult[2], t[4]] == 0, Print["[t[2],t[4]1]=0"],
Print[{}],
listal = Coefficient[
Part[mu[t[2], t[4]] /. solucion, 1],
base3]];

If (mu[t[2],t[5]1]==0,
Print["[t[2],t[5]1=0"],Print [{}],
lista2=Coefficient[Part[mul[t[2],t[5]]/.solucion,1
] ,base3
]
1;

If [mu[t[3],t[4]]==0,
Print["[t[3],t[4]1]1=0"],Print[{}],
lista3=Coefficient [Part [mul[t[3],t[4]]/.solucion,1

] ,base3
]
1;

If (mu(t[3],t[5]1]1==0,
Print ["[t[3],t[5]]1=0"],Print[{}],
listad4=Coefficient[Part[mult[3],t[5]]/.solucion,1
] ,base3
J
1;
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If (mul[t[3],t[7]]1==0,
Print["[t[3],t[7]11=0"],Print[{}],
lista5=Coefficient [Part [mult[3],t[7]]/.solucion,1
] ,base3
1
1;

If (mult[4],t[5]]==0,
Print["[t[4],t[5]]1=0"]1,Print [{}],
lista6=Coefficient [Part[mult[4],t[5]]/.solucion,1

],base3
]
1;

If (mu[t[4],t[7]1]1==0,
Print["[t[4],t[7]]=0"],Print[{}],
lista7=Coefficient[Part[mult[4],t[7]]/.solucion,1

] ,base3
]
1;

lista8=Coefficient[Part[mul[t[5],t[7]]/.solucion,1
] ,base3

1;

If (mu(t[5],t[7]1]==0,
Print["[t[5],t[7]]1=0"],Print[{}],1lista8
1;

(*Calcular A2 y Al, correspondientes a a2 y al*)

lista9=Coefficient[
Collect[Part [mul[t[2],t[7]]/.solucion,1],

base3],

base3];

al2,71=If [mu[t[2],t[7]]==0,

Print["[t[2],t[7]1]1=0"],Print[{}],lista9
1;

(*Calculo t2 por t7*)
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A2=Part(al[2,7],7];

(*Encuentro el nuevo a2*)

listalO=Coefficient[
Collect[Part[mult[1],t[7]]/.solucion,1],

al1,7]1=1f[
mult[1],t[71]1==0,Print ["[t[1],t[7]1]=0"],
Print[{}],1listal0
1;

A1=Simplify([Part[al1,7],7]1];

(*Encuentro el nuevo al*)

comproba:=If[A2==Part[a[1,7],7],Print[0K],
Print [{}],
Print[error]

1;

(*Sacar todos los coeficientes*)

Map[(#[[11] -> #[[21D&,
Transpose[{{B_2, B_3, B_4, A_1, A_2}, {B2, B3, B4, A1, A2}}]]

]



Problemas abiertos.

Si se desea conocer mejor un cierto conjunto de estructuras algebraicas, es claro que
su clasificacién es uno de los primeros problemas a abordar. Son muchos los autores
que han trabajado en el problema de la clasificacién de las 4lgebras de Lie nilpotentes.

En los tltimos tiempos el estudio de la clasificacién de las dlgebras de Lie nilpo-
tentes se ha centrado en las filiformes, por ser éstas las mas estructuradas.

Recientemente, un nuevo invariante ha sido introducido por Goze y Ancochea [3]
para el estudio de algebras de Lie nilpotentes: la sucesion caracteristica o tnvariante
de Goze. Utilizando este invariante Cabezas v Gémez estudian unas familias de
algebras que ellos llaman p-filiformes y que generalizan a las filiformes. Esta eleccién
les ha permitido obtener clasificaciones en dimensién arbitraria en algunos casos.

Entre los problemas que de una forma “natural” podrian ser considerados una
continuacién de esta memoria, merecen senalarse:

e Clasificar las lgebras de Lie (n— 5)-filiformes en dimensién arbitraria. Abordar
este trabajo con las técnicas usadas aqui para el caso de dimensién de la derivada
méxima parece complicado pero, acaso otros métodos pueden funcionar mejor.
Por ejemplo, se podria seguir el método de extensiones centrales que introducen
Cabezas y Gémez para el caso de las algebras de Lie (n — 4)-filiformes [11] o
diseniar algun “ad hoc”.

e Clasificar, siquiera parcialmente, las (n — 6)-filiformes. Tal vez el caso de la
derivada mdxima sea el mds facilmente atacable.

e Clasificar las algebras de Lie p-filiformes en dimensién 9. El uso de técnicas
computacionales parece aqui imprescindible.

e El tratamiento computacional abre las puertas a considerar problemas diferentes
v/o aumentan la dimensién concreta en otros.
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Otro problema a tratar podria ser el estudiar ciertas propiedades cohomolé-
gicas a partir, acaso, de la determinacién de las correspondientes algebras de

derivaciones.

Estudio de componentes irreducibles que cortan a las lgebras de Lie p-filiformes
para ciertos valores de p (en funcién de la dimensién), pues se conocen las
ecuaciones polinémicas (restricciones) que verifican.

Finalmente, se podria pensar en considerar el estudio de subfamilias de algebras
“relevantes”, pues la clasificacién exhaustiva empieza a perder interés.

Un problema m4s interesante pero quizds mucho mds complicado es el de estu-
diar las estructuras de familias de algebras p-filiformes para valores concretos
de p, en la linea de trabajo de Khakimdjanov [26]. Esto darfa una nueva pers-
pectiva a otros muchos problemas y en un primer momento, se limitaria al caso
p=2.



Apéndice A

Algebras filiformes y casifiliformes
de dimensiones 6 y 7.

En este apéndice se obtendrdn todas las dlgebras filiformes y casifiliformes de di-
mensiones 6 y 7. Estas dlgebras han sido ya estudiadas por diferentes autores, las
filiformes de dimensién 6 (invariante de Goze (5,1)) pueden verse en [26] 6 [33], las
filiformes de dimensién 7 (invariante de Goze (6,1)) en [3] 6 [26] y las casifiliformes
de dimensién 7 (invariante de Goze (5,1,1)) en [3]. Se incluyen en esta memoria con
el inico fin de unificar notacién.

A.1 Algebras de Lie filiformes de dimensién 6 (in-
variante de Goze (5,1))

Lema A.1.1.— /8] La ley de un dlgebra de Lie g filiforme compleja de dimensidnn = 6
viene ezpresada, salvo antisimetria, en una cierta base adaptada {Xo, X1, Xy, X3,
X4, X5}, en funcion de los siguientes productos

(X0, Xi] = Xipi 1<i<4
(X1, Xa] = cXg+dXNs

[/Yl,}&’3] = C./Y5

(X1, X = eX;

[XQ,)(3] = —6){5
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Teorema A.1.2.— Sea g un dlgebra de Lie filiforme con dim(g) = 6. Entonces es
isomorfa a algunas de las dlgebras, no isomorfas entre st, de leyes Nfs,u: 1<:1<5,
dadas por

I‘L(15,1) : { [Xo,X,] = Xi+1 1 S 1 S 4

2

[Xo, Xi] =Xin 1<i<4
s,y -

[X1, X2] = X5
(([Xo,Xi)=Xip1 1<i<4
/‘L?S,I) ¢ [ X1, Xo) =Xy
\ [Xl)X3] - X5
([ Xo, Xi]=Xipn 1<i< 4
uisy X Xd =Xs
\ [X27X3] =-Xs
([Xo, Xi]=Xip1 1<i<4
[Xl,XZ] = X4
Byt X1, Xs] = X5
[X1, X4 = X5
[X%XB] - _X5

Demostracién: La demostracion es un sencillo cdlculo, pues en la familia tan sélo
tenemos tres pardmetros y puede hacerse, bien a mano o usando una adaptacién de
los programas utilizados en capitulos anteriores.

Si en la familia del lema A.1.1 se hacen cambios de base genéricos, cambiando
los dos tnicos generadores Xy y X; y usando la misma notacién que en capitulos

)

precedentes, se llega a que los nuevos pardmetros son:

s
Fg |
d,:_—dPO?Q%+2C2P0P1Q%+C26P12Q%+€P02Q§—2€P02Q1 Q3
Py (Po+eP) ’
o = e @
P0+€P1

Una sencilla discusién, permite distinguir los siguientes casos que van a dar las
algebras no isomorfas.
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( d=20
c=0
e=0 d#0

$ c#0—d=0
c=0—d=0

e#0
L c#0—d=0

Haciendo, cuando sea necesario, un simple cambio de escala, se obtienen todas las
algebras del enunciado.

A.2 Algebras de Lie casifiliformes de dimensién
7 (invariante de Goze (5,1,1))

Lema A.2.1.— /8] La ley de un dlgebra de Lie g (n — 5)-filiforme compleja de di-
mensién n = 7 viene expresada, salvo antisimetria, en una cierta base adaptada
{Xo, X1, X2, X3, X4, X5,Y}, en funcidn de los siguientes productos

( [X(),Xz] - Xi+1 1 S 1 S 4
[Xl,XQ] = CX4 +dX5 + aY
[Xl, X3] = CX5
) [XuXa] = eXs+pY
(X3, X3] = —eXs— Y
[Xl, Y] = (13X3 + CLQX4 + al_\:—,
[)(2, )/] = 6113)&74 —+ CLQ}({)
[)(3, Y] = CL3X5

sujeta a las siguientes restricciones

aff =
as
aze =

I
o oo




186 A. Algebras filiformes y casifiliformes de dimensiones 6 y 7.

Proposicién A.2.2.— Sea g un dlgebra de Lie 2-filiforme compleja con dim(g) = 7.
Entonces existen dos subfamilias, no isomorfas entre si, cuyas leyes vienen dadas, en
una base adaptada {Xo, X1, Xo, X3, X4, X5, Y}, por

[ [Xo,Xi] = Xip 1<i<4
[Xl,Xz] = CX4 +Y
[Xl,Xg] = CX5
W) [X1, X = eXs+5Y
[XQ, Xg] = —6X5 - ,gY
[Xl, Y] = a2X4 + a1X5
L [X‘Z,Y] = a2X5

af=0, 1<i<?

([ X0, Xi] = Xip 1<:1<4
[X17X2] CX4 +dX5
[Xl,Xs] = cX;s
[Xl,X4] = €X5

(2)< [XQ,X;;] = —€X5

[Xl,Y] = a3X3+a2X4+alX5
[Xz, ] = a3X4 +CL2X5

| [X5,Y] = a3Xs
ase =0

Demostracién: Si g estd en las hip6tesis anteriores, su ley vendrd dada por

([Xo, Xi] = Xin 1<i<4
[Xl, XQ] = CX4 + dXs + aY
[Xl, }(3] = CX5
) LX) = eXs+pY
[AX'Q, X3] = —eX;5-— ‘»’3}/
LXl, }/] = a3X3 + a,2X4 + all\'g,
[;\72, }/] = (l3)(4 + a»g)&’s
(X3, Y] = ayX,

sujeta a las siguientes restricciones

0‘3;3 =0
azae = 0
alﬁ = 0
avgﬁ = 0
aze = 0
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Es facil comprobar que

dim([g, g]) =4+ rang ( ; )

e!

e Caso 1: Sirang ( 5 ) = 1= dim([g,g]) = 5. En este caso siempre se puede
suponer « # 0 pues, caso contrario, seria 5 7# 0 y bastaria con hacer el cambio
de base dado por

X5 = Xo
X{ = X1 + 4Y3

y, teniendo en cuenta las restricciones, se tendrd a3 = 0; ademads, el cambio

dado por
Y'=dX5+aY

permite suponer d = 0 y o = 1. Todas estas consideraciones llevan a la familia
(1) del enunciado.
Q
e Caso 2: Sirang 5 =0 = dim([g, g]) = 4. En este casose tiecnea= =10

y directamente se obtiene la familia (2) del enunciado. O

Teorema A.2.3.— Sea g un dlgebra de Lie 2-filiforme con dim(g) = 7 y en las
condiciones de la familia (1) Entonces es isomorfa a algunas de las dlgebras, no
somorfas entre si, de leyes K1 LSt < 18, 1# 14 y u(s 1 1) dadas por

[XOaX]:Xi+l 1<:<4
N(011)

[
/i%s,l,l) 9 %
[

( [Xo, Xi] = Xin 1<1<4
N?5,1,1) ] [X, X =Xg+ Y
\ [Xla /‘{3] = )(5
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N?s,l,l) :

ﬂ?s,l,l) :

“?5,1,1) :

Nz5,1,1) :

/‘?5,1,1) :

M?5,1,1) :

10

His1,1) -

([ Xo, Xi] = X 1<i<4
(X1, X2] = X4 +Y

¢ [X1, X5l = X5
[X1, X4 = X5
[Xa, X3] =

(([Xo, Xi)=Xiy 1<i<4
(X1, Xo] =Y

) XX =Y

| [X2, X3] ==Y

[ [ Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, Xo] =Y

< (X1, X4 =Xs+Y

| [Xo, Xa) = X5~ Y

[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<4
[X1,Xo] = X4+ Y

¢ [X1, X3 = X5
(X1, X =Y
[Xg, X3] = -V

[ [Xo, Xi] = Xin1 1<i<4
(X1, Xo] = X, +Y

4 [X1,X3]=
[Xl,X]:\/_X5+Y

| (X, X3] = — —V2X5-Y

[ [Xo, Xi]=Xipp 1<i<4

{ (XL, Xo)=Y

| [X1,Y] = X5

([ X0, Xi]=Xip 1<i<Hd
(X1, Xo] =Y
(X1, Xq] = X5
(Xo, X3] = —X;

| X1, Y] = X5
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/‘%é,l,l) :

“(152,1,1) :

M%g,l,l) :

145 .
Hs,1,1) *

:“%5?,1,1) :

[ [Xo, Xi] = Xin 1<3<4
(X1, Xo) = X4 +Y
(X1, X3] = = X5
[X1, X4] = X5
[X2, X3] = = X5
| [X1,Y] = Xs
([ Xo, Xi] =Xip1 1<i<4
(X1, Xs] =Y
[(X1,Y] =X,
{ (X5, Y] = X5
([ Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, Xs] =Y
[X1,Y]=Xs+ X5
| (X0, Y] = Xs
[ [Xo, Xi] = Xin1 1<i<4
(X1, Xo) =X4+Y
¢ [X1, X5l = X5
[X1,Y] = X4+ A X5
{ [X2,Y] = X5 Ae Gy
([ X0, Xi]=X;11 1<i<4
(X1, Xs] =Y
< (X1, Xy] = X5
[Xa, X3] = — X
(X1, Y] = — X,
(X5, Y] = — X,
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Demostracién: Si g estd en

Es facil comprobar que

dim

[Xo, Xi] = X1 1<i<4
(X1, X2 =X4+Y

[X1, X3] = X5

[Xl,X4] =X

(X2, X3] = =X

[X1,Y]=-X4+ X5

(X2, Y] =—-X5

[Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, Xo] = X4 +Y

[X1,X3] = X5

(X1, X4] = X5

(X2, X3] = = X5

[X1,Y]=-X4 - 3X5

[X2,Y] = -X;

[Xo, Xi] = Xit1 1<i1<4
(X1, Xo] =Y

[X1, X4] = X5

[Xz,Xs] =—-X5

[X1,Y] = —-X4 + X5

(X2, Y] =-X;5

las condiciones anteriores, su ley vendra dada por

Xit1 1<:<4
CX4 + Y
cXs
€J¥5 + /BY
—eXs — BY
a2X4 + a1X5
CLQ.X,{,
1<:<2

I

Il

a

a9

(Z(g)) =4+ rango <

)

De esta forma, se pueden distinguir dos casos.
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e Caso 1: Si a; = a, = 0, se obtiene las algebras N25,1,1)7 con1<1:<8.

En este caso la ley de g vendrd dada, salvo antisimetria, por los siguientes

productos
[ [Xo, Xi] = Xin 1<i<4

(X1, Xo] =cXs+Y
{ [X1, Xs) = cX5
(X1, X4) =eXs + 3Y
| [X2, X3] = —eX5 — Y

Un sencillo célculo permite ver que la nulidad del par (e, 3) es un invariante,

pues
0 si(e,B)=(0,0)

dim(D*(@)) :{ 1 sie,B) # (0,0)

en particular, la nulidad del pardmetro § es otro invariante puesto que condi-
ciona dim(C3(g))
. 3 2 sig=0
am@@) ={ 3 3570

Por tanto, se empezard distinguiendo dos casos dependiendo de si 3 es igual o
distinto de 0; también, dentro del caso 8 = 0 se volverdn a distinguir dos casos,
dependiendo esta vez de la nulidad del pardmetro e. Se probard mediante
cambios de base genéricos que la nulidad de c es un invariante. Como los tnicos
generadores son Xp, y X;, un cambio de base genérico viene dado por

X, = Py Xo+ PiX1 + PoXo + P3 X3+ Py Xy + Ps X5 + BY
X{ = Q()XO -+ Q1X1 + Q2X2 + QSXB + Q4X4 + QSXS + QGY

X5 = (PoQ1 — PiQo) X2 + (PoQ2 — PoQo) X3 + [(PoQ3 — P3Qo) + (P1Q2 —
PQ1)e)|Xg + () Xs + ()Y

X5 = Py(PQy — PiQo) X3 + [Po(PoQ2 — PaQo) + Pic(Po@Q1 — P1Qo)] X4 +
(- )X+ ()Y

Xy = POQ(POQl—PlQo)X4+[(P0+P1€)(P0(P0Q2—P2Qo)+P10(P0Q1—P1Qo))+
(Poplﬁ—Popze)(Ple —PiQo)| X5+ [Po Py (PyQ2— PoQo) + (Pic— Py Pr) (PyQ1 —
P1Qo)]3Y

X5 = P()Q(Po + Pre)(Po@1 — PiQo) X5 + POQPI(POQI — P1Qo)BY

-1 2 P12Q%02e 2 2\ v 2 2
Y' = (2P@Q:1Qse — PyQse — —p 2P,Q1¢%) X5 + (PoQy — PoQ38 +

0
PEQic*8

),,'
P )

2Py Q1Qs5 —



192 A. Algebras filiformes y casifiliformes de dimensiones 6 y 7.

Para no salirse de la familia ([X7, X}] = ¢ X]) hay que imponer que Qo =0y
para que sea cambio de base que

PoQ:1(Po + Pie)(P2Q? — P2Q28 + 2P2Q1Q30 + PoP,Q% + P2Q2*B) # 0

Se tiene que los nuevos parametros son:

¢ = Qe
P
6’ _ Q%(P06+2P162ﬁ)
P{Q} — PEQ3B + 2P3Q1Q38 + PoPiQie + PEQ3c?3
Q18

[
8 = BT P OIs + 2P 0\0s8 + BoPiQRe + PROTED

(de nuevo se prueba que la nulidad de 3 es invariante, asi como la de ¢, y que
en el caso 8 = 0 lo es también la nulidad de e).

e
Se observa que para el caso ¢f # 0, tomando P, = —ﬁ, siempre se puede

suponer e = 0, salvo el caso e = ¢y/2( ya que en tal caso mediante ningin
cambio de base admisible se podria hacer igual a 0, pues en tal caso se anularia la
condicién de cambio de base. La configuracién de los pardmetros es la siguiente:

B=0
e=0
C#O{
\ e#0
4
( e=20
c:O{
e#0
5404
e#cy/23(— e =0)
c#90
{ \ e=cy23

(1) (B,c,e) = (0,0,0)

Sustituyendo los valores de estos pardmetros en la familia se obtiene yifs 1.1)
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(2) (B,c,e) =(0,0,€), e #0

Siempre se puede considerar e = 1, mediante el cambio de escala

X} = X,
1

X{ - —)&’1
€

Sustituyendo los valores de estos pardmetros en la familia se obtiene ,u(25,1,1)

(3) (B,c,e) = (0,¢c,0), c#0

Mediante el cambio de escala
X = Xo
X = %X 1
se puede suponer ¢ = 1, obteniéndose #?5,1,1)-

(4) (B,c,e) = (0,c,e), ce # 0
Con el cambio de escala que a continuacion se detalla

c I
X’ = _JXO
0 €

c ..
e
siem d = e = 1, obteniénd R
pre se puede suponer ¢ = e = 1, obteniéndose s ; ;).

(5) (B,c,€) = (8,0,0), 6#0

Mediante el cambio de escala
1
Xy=—=X
VAR
X{ - X1
siempre se puede suponer § = 1, obteniéndose M?s,l,l)

(6) (8,c,e) = (B,0,¢), fe #0

Mediante el cambio de escala

1
X,=—=X\
0 \/13 0
X=X\,

=7
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siempre se puede suponer 3 = e = 1, obteniéndose ﬂ?5,1,1)'

(7) (B, ¢c,€), Bc#0, e # cv/2p
En tal caso, segin se indicé anteriormente se suponer e = 0 y mediante el

cambio de escala )

X, ==X
0 \{—B 0
X{ = EXI

se puede suponer ¢ = § = 1 llegando a pfs , ).

(8) (ﬁa ¢, 6) = (,6, c, C\/2ﬁ), ﬁc # 0
Mediante el cambio de escala del caso anterior se puede tomar 8 = c =1y
e = /2, llegando a u(85’1,1),

Caso 2: Si (a3,a2) # (0,0), por las restricciones, 8 = 0. De esta forma, la
familia queda

([ X0, Xs] = Xin 1<1<4

[Xl, XQ] = CX4 +Y

[Xl,Xg] = CX5

¢ (X1, X4 = eXs

[XQ,X;;] = —6X5
[Xl,}/] = a2X4 +a1X5
L (X2, Y] = axX;s

(al’ a2) :/: (Oa O)

Para estudiar las nulidades de los parametros, se van a hacer uso de los cambios
de base genéricos y, en este caso, se obtienen las dlgebras K{s,1,1)> con 9 < 7 < 18,

1# 14y pgyyy con A € Ca.
)(6 :P0X0+P1¢¥1+P2X2+P34Y3+P4X4+P5KY5+P6Y
X = QoXo+ Q1 X1 + Q2 Xo + Q3 X35+ QuXy + QX5 + QY

Xy = (PQ1 — PiQo) X2 + (PQ2 — PoQo) X3 + [(PoQ3 — PsQo) + (P1Qy —
PQ1)c+ (PiQs — PsQr)ag) Xy + (- ) X5 + (P1Q2 — Po(Q1)Y

X3 = Po(Po@Q1—P1Qo) X3+ [Po(PoQa—PoQo) +Pic(PoQ1— PiQo)+ Prasy(PQo—
P,Q1)I Xy + (- ) X5 + Pi(Po@1 — P1Qo)Y

Xi = (P§+Plas)(PoQ1—PiQo) Xy +[(Po+Pre) [Py (PoQa— PaQo) + Prc( PyQy —
PiQo) + Prax(PiQ2 — PoQh)] + PoPic(PoQr — PiQo) + Play (Py@ — P1Qo) —
PyPre(PyQ1 — PiQo) + PiPrax(Po@1 — PiQo)] X5

Xé = (P() +P1€)(P02 -+ Pfag)(Ple — Pngj.\'5
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1 .
Y' = QO(P0Q1 - PlQo)Xs + ——————[P1P2Q0Q1a2 - PleQ%e - Poszfaz -
P() + Ple

P P,Q%ay + P2Q%cay + P2Qic + PEQoQiar — PoPiQia1)] Xy + (- ) X5 +
Q1(PoQ1 — PiQo)Y

para que sea cambio de base
(Py + Pre)(P§ + Plag)(Po@1 — PiQo) # 0
y para no salirse de la familia hay que imponer que:

PyQo + P1Qi1a2 =0

Los parametros son:

' Ghc n P (Qoc + Qra1)
P02+P12(12 (P0+P18)(P02+P12a2)

C

;_ (PO@ - P1a2)(P0Ql - PlQo)
e =
(Po + Pye)(P§ + Pfasy)

d = (Po@1 — PiQo)%az
2 (PO2 -+ P12a2)2

Se observa que la nulidad de a, es invariante.

— ay =0, en este caso, teniendo en cuenta la familia que se estd clasificando,
se tiene a; # 0 y, adaptando los cambios para este caso Qo = 0, se deduce
que la nulidad de e es invariante. Ademds, un sencillo célculo demuestra

que
all — Q%al
P()(Po + Ple)
y que si e # 0, se tiene que la nulidad de ce + a, es invariante
ce' + a}/1 — Qﬁ(ce + al)
Po_(PO + Ple)

Se resumen a continuacién en una tabla los casos a considerar

(e=0(1) = c=0
ay =0 =>a, #£0 ce +a; #0(2)=c=0
e#0 a
ce+a =0=—=c=——
\ (&

En (1) y (2) eligiendo adecuadamente los coeficientes del cambio (P, =

Clp . .
—— Yy P1 = — respectlvamente) se puede conseguir ¢ = 0.
)
ay ce + a;
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x ag=e=c=0, a #0.
Mediante el cambio de escala dado por

X[I) = 1¥0

se consigue a; = 1, obteniéndose #?5,1,1)-
x ap =c=0, ea; #0.
Mediante el cambio de escala dado por

a;
X;=—=X
0 “0
e2
ai .,
X{ = —g)&l
€

se consigue a, = e = 1, obteniéndose y(g, ;-

ay
* a2=0, C:——g, 6&1#0.

Mediante el cambio de escala dado en el caso anterior, se consigue
a; =e =1, ¢= -1, obteniéndose y3 ).

— a3 # 0. Un sencillo calculo demuestra que la nulidad de e?+a, es invariante

pues se tiene que:

&? 4 dl = (Po@Q1 — P1Qo)?
> (P + Pe)2(P§ + Play)

de esta forma se distinguen dos casos:

(€2 + ag)

- Poe : .
* Si €2 + ap # 0, eligiendo P, = —0—-, se consigue e = 0. Si en este caso
a

2
se vuelven a efectuar los cambios de base, para mantener e = 0 hay que
imponer que @y = P; = 0, llegando asi a:

d = @
Pg
o Q%al
1 Pg,

v, por tanto, las nulidades de a; y ¢ son invariantes. Se tienen los siguientes
€asos:

(I)e=a;=c=0, ay#0
Mediante el cambio de escala:

o r
- O—JXO
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se obtiene u(s 1,1)

(2) e=a; =0, ayxc#0
Mediante el cambio de escala:

X, = —Xp
C a2
X{ - _Xl
a2
se obtiene ué;’f’l).
(3)e=c=0, aa #0
Mediante el cambio de escala:
- ax
0 = —Xo
aga
X{ — 1 r

se obtiene u(S 1,1)"

(4) e=0, axa;c#0
Medlante el cambio de escala del caso

- {0}.

xSiel4+a,=0—a =
de base para a; = —e?, se tiene que:

(1.16) se obtiene u(s 11 donde X €

—e? y, por tanto, e # 0. Adaptando los cambios

Xo =P Xo+ X1+ PXo+ P X3+ Py Xy + B X5 + BY

X1 = QoXo+ Q1X1 + Q2Xo + Q3X3 + Qs X4 + Q5Xs5 + QY

X5 = (PoQ1 — PiQo) X2 + (PoQ2 — PaQ0) X3 + (PoQs + PiQac — PiQse® —
PyQic— PsQo + Ps@1€®) Xy + (.. ) X5+ (P1Q2 — P.Q1)Y

Ni = Py(Po@Q1 — PiQo) X3+ (P2Q2 — PoP'on + PyPiQic — PEQoc — PPQ2¢* +
PiP,Q1e®) Xy + (.. ) Xs + (P PiQ1 — PEQo)Y

XN{ = (PE—Pie?)(PoQi1—PiQo) X4+ (P Q2 — Py PaQo+2P¢ PLQ1c— 2Py PYQoc—

PQPEQ2€2+P02P1Q2€+P0P12Q160—Pls

PEQoal — POQPQQle -+ PEP2Q082)X5
Xi = (Po + Prie)(P§ — Pe?)(Po@n
1
V' = F, - P Xg4+ ——7-—
QO( OQI 1QO) 3 P0+P1

PIQic— PLQ3€?

c— PyPiQ3a; + PEQoQra)) Xy + (..

Qoec— PPQae’+ P P,Qqe3+ Py PEQra; —

— P1Qo) X5

(=P PyQoQ1€* — P PQie+ Py PoQ3e® +
)Xs + (Pogi — PiQo) Q1Y

/

2 68110154 3
Oo v’D"C‘

\;3‘ M 1;‘
. e

J.

5
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para que sea cambio de base y para mantener e # 0, hay que imponer que
(Po2 - Plzzez)(Qg - Q%62)(P0Q1 — P1Qo) #0
y para no salirse de la familia, PyQo — P,Q:e? = 0.

Los parametros quedan:

1
c = (PO + P1€)(P02 _ P1262) [Pl(Ql(al + CC) -+ QOC) + POQ1C]

' Po@Q1 — P1Qoe
P} — P}e?

, Po@1 — PiQo

U= BT PP - PR el — 3o + Qo) + B

Un sencillo cdlculo demuestra que:

d —ele = — (PoQ1 — PiQo) (FPo — Pre)(Qo — Que) (ay — ec)
! B (Py + Pre)(P2 — P2e?)2e !

(Po@Q1 — PLQo)(Po + Pre)(Qo + Q1€)
(Py + Pre)(P¢ — P2e?)2e

aj + 3€e'd = (a1 + 3ec)

(Po@1 — P1Qy)*
(Po -+ P]G)Q(Pg d P12€2

se observa que las nulidades de las expresiones anteriores son invariantes.

(a} —€'d)(a] +3€c) = i (a; — ec)(ay + 3ec)
Teniendo esto en cuenta, se pueden distinguir los siguientes casos:

Subcaso 1.1: a; —ec = a; +3ec = 0 — ¢ = a; = 0 y, por tanto,
¢’ = a} = 0. Sustituyendo en la familia se tiene que:

(X0, Xi] =Xy 1<i<4
(X1, Xo] =Y
< (X1, X4] =eX5
[X2, X3] = —eX5
(X1, Y] = —€2X,
[X,, Y] = —€%X;

con e # 0.
NMediante el cambio de escala

X(’) - ‘X'O
1.,

X{ == —‘\1
€
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se obtiene pi3, 1.

Subcaso 1.2: a; —ec=0, a; +3ec #0 — a; =ecy ec # 0. Sustitu-
yendo en la familia:

( [Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, Xo) =Xy + Y
(X1, X3] = X5
{ [ X1, Xy =eXs
(X2, X3] = —eX5
[(X1,Y] = —e* Xy + ecX;
[ [Xo, Y] = —€2X;

con ec # 0.
Mediante el cambio de escala

c
Xo = gXo
X = 6—62X1
se obtiene u(g ) ).
Subcaso 1.3: a7 —ec # 0, a; +3ec = 0 — a; = —3ec y ec # 0.
Sustituyendo en la familia
([ Xo, Xi] = Xin1 1<i<4

(X1, Xo] =Xy +Y
[X1, X3] = X5
$ [X1, X4] =eXs
[X2, X3] = —eX5
[X1,Y] = —e2X, — 3ecX;
L [Xo, Y] = —€? X5
con ec # 0.
Mediante el cambio de escala anterior se obtiene uf , ).

Subcaso 1.4: a; —ec# 0y a; + 3ec = 0.
En este caso siempre se pueden elegir los coeficientes del cambio de base
para conseguir ¢ = 0y ¢ = a] = 1. En efecto:

Py
(Py + Pye)(P§ — Pie?)

eSic=0=a, #0yc = a; y, para mantener

¢’ = 0, se tiene que exigir que
PP=0= P #0#Q1 y Q=0
PQ=0=
H=0=P#0#0Qy y Pb=0
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luego ¢ =0y a} #0.
e Si ¢ # 0 para hacer ¢’ = 0, hay que imponer que

P (Q1(a; + ec) + Qoc) + PoQic =0
si se prueba que se puede elegir siempre

Qo £ _Ql(alc+ ec)

con J; # 0 y por tanto

PyQsc

h= an(al +ec) + Qoc

con Py # 0, entonces ¢ = 0. Habrd que comprobar que se mantienen todas
las condiciones del cambio y de la familia.

(1.) Como hay que mantener PyQy — PyQ1€% = 0, se sustituye el valor de
Py, vy se llega a
2,2

POy + PyQie’c
Q1(a; + ec) + Qqgc
Si P, =0= P, =0 (—+—) (no seria cambio de base), luego P, # 0.
Para mantener ¢’ = 0 tendria que ser @1 (a; + ec) + Qoc = 0 pero, por otro
lado, ha de verificarse que Pi@ie? =0 — Q1 =0y Qp = 0 (—+—).
Con esto se llega a que Py # 0 y para que se conserve la igualdad hay que
exigir que Q3c + QoQ1(a1 + ec) + Q%e’c = 0; resolviendo la ecuacién se
obtiene

=0 = Ry[Qfc + QoQi(a1 + ec) + Qie’c] =0

) —Q1(a; +ec) Ql\/(al + ec)? — 4e2c2
0=

2c
con Q1 #0,yaquesiQ; =0=Qp =0 (—>—).
Eligiendo
PyQc
P1 == —
Q1(a; + ec) + Qyc
—Q1(a1 +ec) £ Q1 \/(al + ec)? — 4e?c?
Q= -

se puede conseguir ¢’ = 0. Falta probar que estos valores son compatibles
con las restricciones del cambio.

(2.) Si Qo = _M :

operando se llega a que en tal caso —4¢2c® = 0. lo que es una contradiccién,
va que ec # 0.

seria el valor prohibido para mantener ¢’ = 0),
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(3.) Si Qo = Qe (seria el valor prohibido de @ para ser cambio de
base), operando se llega a:

- Qo = Qe = 4(a; + 3ec)ec = 0 (—«—) ((a1 + 3ec)ec # 0).
- Qo= —-Q1e = —4(a; —ec)ec =0 (—r¢—) ((a1 — ec)ec # 0).

(4.) Hay que mantener P? — P2e? # 0 por lo que, sustituyendo Py, se llega
Qm _ Qe +2ec)

a que tiene que ser QQy # — y Qo # — .
_ Q11 , o
— Qo=— , operando se tendria que 4(a; — ec)ec = 0 (——).
2
- Qo = —Q—l((}—l:—ec) = 4(a; + 3ec)ec = 0 (—r+—).
(5.) Po@1 — P1Qq # 0, si se reescribe
2P
P1 = — OC
(a1 +ec) £ \/(al + ec)? — 4e?c?
—Q1(a; +ec) £ \/(al + ec)? — de2c?
Qo= A
c
y sustituyendo,
2PyQ1+/(a; — ec)(ay + 3ec)
FQ1 — PQo = \[

(a1 +ec) £ \/(al + ec)? — 4e?c?

Todo esto lleva a que se pueden elegir P; y (o como se indicaba antes y,
por tanto, Py@Q; # 0, para conseguir ¢ =0y aj # 0.
Si se sustituye en la familia queda:

([ [Xo, Xi] = Xipa 1<i<4
[Xh } =

) [Al’){d =
[X:z, f3] = —6)15
(X1, Y ] —e* Xy + a1 X5

| [Xo, Y] = =€ X5

con ea; # 0.
Mediante el cambio de escala dado por

X =Ly,

o -
xxl — _.Xl
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se obtiene ug, ).

Nota A.2.4.— En el caso de que se trabajara sobre el cuerpo de los
reales, en el subcaso 1.4, habria que distinguir dos casos, pues el signo de
(a; — ec)(a; + 3ec) seria invariante, por lo que en este caso se tendrian dos
algebras.

(1.4.1) (a; — ec)(a; + 3ec) > 0. Anélogo al caso complejo

(1.4.2) (a3 — ec)(a; + 3ec) < 0. Siempre se pueden elegir los coeficientes
del cambio para poder suponer a]; =0y ¢’ # 0.

ay =0 = P;(—Qie(a; — 3ec) + Qpa;) + PyQ1a; =0

* Sia; =0 = ¢# 0y para mantener a] = 0 se tendria que exigir que

P=0=F#0£0, y Q=0
P1Q1:0:>
Q=0=P#0#Q y P =0

y, por tanto, aj =0y ¢ #0.
x Sia; # 0, hay que elegir
_Q1(362c — ea;) PyQra

P =—
a1 y ! —Q1e(a; — 3ec) + Qoay

Qo #

(1.) PyQo — PiQ:1€? = 0, de donde se tiene que:

_ Qie(ar — 3ec) £ \/ez(al — 3ec)? — 4e2a?
- 2(11

Qo

Un estudio andlogo al realizado en el caso (1.4.1) permite poder hacer
un cambio de base eligiendo P; y (Jy como se ha indicado antes y
Py@Q, # 0 para tener a; =0y ¢ # 0.
(2) Si Qo = (a1 — 3ec)Q1e
a
(3) Sl QU = :tQ167
- Qo = Qe — —4ea;(a; + 3ec) = 0 y se llegaria a contradiccién
pues ea;(a; — ec)(a; + 3ec) # 0.

= 4e?al =0 (—«—).

- Qo = —@Qre — —12¢e%a;(a; —ec) = 0 v se llegarfa a contradiccién
pues ea;(a; — ec)(a; + 3ec) # 0.
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(4.) P? — P2e? # 0, sustituyendo el valor de P; se llega a que

QO # Qle(2a1 - 366) y QO # _3Q162C

ax ay

2a; — 3
C Qo = Qe 621 ec)’ sustituvendo se tiene —12e2a,(a; — ec) = 0
(—r—).
3 2
C Qo= — Qe C, entonces —4e?a; (a; + 3ec) = 0 (—¢—).
a
(5.) Py@Q1 — P1Qo # 0, si se reescribe P,

2P0a1

P =-
(3e2c —eay) £ \/(3626 — eay)? — 4e?a?

Q1(ea; — 3e%c) £ Q \/(3626 — eap)? — 4e?a?

20,1

Qo =

sustituyendo en Py@; — P1Qo, queda:

iQ\/—BeQ(al —ec)(a; + 3ec) 0
(ea; — 3e%c) £ \/(3626 — eay)? — 4e%a?

P0Q1—P1Q0=P0Q1(

sin més que elegir Py@y # 0.

Asi pues, siempre se puede suponer a; = 0 y ¢ # 0. Sustituyendo en
la familia, queda:

( [Xo, Xi] = Xina 1<:1<4
(X1, Xo] =X+ Y
[X1, X3] =X
(X1, Xq] = €5
Xy, Xo] = —e X5
X, Y] = —€2X,
| [X,,Y] = -2,

con ec # 0.
Mediante el cambio de escala:

- c
)x(') — _-XO
€
C
AX, = ——)&1
1 62
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se obtiene

([ Xo, Xi] = Xinx 1<:<4
(X1, X0 =Xy +Y
[X1, X3] = X5

ﬁ%SB,l,l) 9 [Xy, X = X

[Xo, X3] = — X5
[X1,Y]=-X,4

( [X2,Y]=-X5

Siguiendo con la demostracién, del subcaso (1.4), la configuracién de los
parametros es la siguiente:

( ( c=0
CL1:0
c#0
el +a;#0 (— e =0)34
c=0
a1760
c#0

a;+3ec=0—c=a,=0
a;—ec=10

a,+3ec#0—a; =ec; c#0
€2+(12=O =>Cl,2:—62<

a1 +3ec=0—a; =-3ec; c#0
a, —ec#0

a;+3ec#0—c =0; a] #0

Teorema A.2.5.— Sea g un dlgebra de Lie 2-filiforme con dim(g) = 7 y en las
condiciones de la familia (2). Entonces es isomorfa a algunas de las dlgebras, no
isomorfas entre s, ul('5!1) pC,1<i<dy /1,25’1’1), 19 < i < 33 dadas por

19 ‘ {\ .X]—XZH 1<:i<4
Hisa,1) - [\1 ]
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([ Xo, Xi]=Xit1 1<i<4
Poan +q [X1, Xo] = X5
L (X1, Y] =X5
[ [Xo, Xi] =Xip1 1 <454
/‘%51,1,1) S [XL Y] =X
\ [XQ’Y] =X
[ [ X0, Xi] = Xina 1<:1<4
u?gll) ¢ X, Y] =X4+ X5
| [X2, Y] = X5
([ Xo, Xi]=Xip1 1<i<4
23 . [X1, Xo] = X4
H(5,1,1) - (X1, X3) = X5
{ [X1,Y] = X5
([ Xo, Xi]=Xipn 1<i<4
(X1, Xo] = X4
/J%fil,l) te [ X, X = X
[X1,Y] = X4
| [Xo, Y] = X5
[ [ X0, Xs] =Xi41 1<i<4
:U%gl 1) Y= X
b (X2, Y] = X4
| [(X3,Y] =X
([ Xo, Xi] = Xina 1<3<4
-~ (X7, ]_1\3+‘\
His1,1) X
[X

[\0,)&’] ’141 1<:1<4
[Xl,X]
,u%g,l,l) te [ Y] = XB
[X2> ]‘—
(X3, Y] = X
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28

K511y -

29

His51,1) -

Hisa ¢

31

H(s,1,) *

/1'?52,1,1) :

A

( [Xo, Xi]=Xi41 1<i<A4
(X1, X4] = X5
(X2, X3] = = X5

{ [X1,Y] = X5

([ X0, Xi]=Xiy1 1<i<4
[X1, X4] = X5
[X2, X3] = =X
[X1,Y] =X,
| [Xo, Y] = X5
[ [Xo, Xi] = Xin 1<:1<4
(X1, X4] = X5
(X2, X3] = = X5
[X1,Y] = X4+ X5
L [X2, Y] = X5
([ Xo, Xi] = Xina 1<i<4
(X1, Xo] = Xy
[X1, X3) = X5
[X17X4] = X
[Xo, X3] = = X5
[X1,Y] =Xy — X5
[ [X2,Y] = X5
(([Xo, Xi] =Xis1 1<i<A4
[X1, Xp] = Xy
[X1, X3] = X5
(X1, Xy = X5
[X2, N3] = =X
| [X1. Y] = X5
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([ X0, Xi] =Xi1 1<i<4
[X1, Xo] = Xy
[X1, X3] = X5
U?g,l,l) pq XL Xy = X5
[Xz,Xs] =—-X5
[X1,Y] =X,
( (X2, Y] = X5

Demostracién: Si g estd en las condiciones anteriores, su ley vendrd dada por

([ X0, Xi] = Xina 1<21<4
[XI,XQ] = CX4 + dX5
[XI,X;;] = CX5
) [Xl,X4] = 6X5
[XQ,X;;] = —€X5
[Xl,Y] = a3X3+a2X4+a1X5
(X2, Y] = a3Xq+aXs
| [X5,Y] = a3 Xs
aze =0

Utilizando las técnicas y notaciones ya conocidas y el paquete de cdlculo simbdlico
Mathematica, se obtienen los siguientes nuevos valores de los pardmetros

,_CQ1-G3 Qs
(=
Fs
1
V= prrey o @B A2 BRI e Pl Ql-em B P Qi+
2ca3PoPsQf—eP3Q§+2eP§Q1 Q3—G2P02Q1Q6+602P0P1Q1Q6+
2cas Py P, Q) Qs —2 a3 Py Ps Q1 Qs

o = e (h
P0+€P1
1
a, = a; P! —3cay PP P —2day P2 P —
S mrep)y o @ SR Lo
3ceay Py PP Qi+5c a3 Py PY Qi —ce’ay Py PP Qi+5as a3 By Ps Q1 —
IOcaéPOQPlP6Q1+5G§P02P§Q1)R6)

(aa PP Q1 +eay Py PLQr—2caz Py PL Q1 +2a3 Py Ps Q1) Re
.P(;1 (P0+€P1) Ql

[
Ay =

r_ a3R6
3 P()(P0+6P1)

a
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con PyQ1Re(Py + ePy) # 0.

Un sencillo cdlculo muestra que en el caso e # 0 la nulidad de ea;+cas es invariante

pues
_ @Q1Rs(ea; + cay)

I ! 7
€a, +ca, =
L 27 PPy +eP)?

A la vista de los resultados, es laborioso pero trivial discutir la configuracién de
los pardmetros que se detalla a continuacién

( ( ( ( d=0
al—O
{d;éo
a2=0<
d=0
c=0¢ a; #0
ol
asz = 04 a; =0
a2#0=>d:0
L al#O
e=0 <
( a1=0
CZZZO:}d=O{
c# 0< a; #0
L \a27é0=>a1—d—0
(11:0
d=0
a3 #0=a,=c=0 a; # 0
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( ( a1=0
a2=0
al#O

a1:0
CLQ#O
CL17£0

e£A0=a3=d=0
as=0=a, =0

ea; +ca; =0

CL2$£0—“—">CL1:——
c# 04
a,=0=a; #0

eal—i—caz;éO{

ag#O=>a1:0

Sélo queda obtener las algebras correspondientes a cada caso distinguido, previo
cambio de escala, encontrandose las dlgebras del enunciado

A.3 Algebras de Lie filiformes de dimensién 7 (in-
variante de Goze (6,1))

Lema A.3.1.— La ley de un dlgebra de Lie g filiforme compleja de dimensién n =7
viene ezpresada, en una cierta base adaptada {Xo, X1, X2, X3, X4, X5, X6}, en fun-
cion de los siguientes productos

(X0, Xi] = Xiqa 1<1<5
(X1, Xa] = (by + b3) Xy + by X5 + b5 X

[X1, X3] = (b + b3) X5 + bs X

(X1, X4] = by X

[Xo, X3] = b3 X

Teorema A.3.2.— Sea g un dlgebra de Lie filiforme con dim(g) = 7. Entonces es
isomorfa a algunas de las dlgebras, no isomorfas entre si, de leyes M%s,w 1<1<T7y
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u(gé:\l) con A € C, dadas por

/“%6,1) : { [Xo, Xi] =Xi1 1<i<5

2

[Xo, Xi] = Xiy1 1<4<5
H(ﬁ,l) : [

leXQ] = XG

[ [Xo, Xi]=Xiy1 1<i<5
,U?s,l) DXL X =X
[X1, X3] = X,

\

( [Xo,Xi]IX,'_}.l 1S'L55
{XI,XQ] =X5+X5
[X1, X3] = — X5

A

“QD:

\

[ [Xo, Xi]=Xiyn 1<i<5
(X1, X4) = Xe
[X27X3] - _XG

A

ﬂ'?ﬁ,l) :

\

[ [Xo, Xi]=Xi1 1<i<5

Moy [X1, Xs] = Xe
[X1,X4] = Xs
[ (X2, X3] = — X
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<5
. J [X1, Xo] = Xy + X

K (X1, X3] = Xs

\

oo
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Demostracién: La demostracién es un sencillo cdlculo, pues en la familia tan
sélo tenemos tres parametros, bien directamente o usando una adaptacién de los
programas utilizados en capitulos anteriores, lo cual facilita los calculos.

Si en la familia de la lema A.3.1 se hacen cambios de base genéricos, modificando
los dos tnicos generadores X, y X; y usando la misma notacién que en capitulos
precedentes, se llega a que los nuevos pardmetros son:

oo 2
2 P02
yo= b @
3 P02
(bo + b3) @4
by + bg)' =
( 2 + 3) P02
¥ = (bs Py —2( by + b3)® P1) @
4 P61
1
bg:?§z§@5p§Q§—5@b4Rfapﬁ—4b3mI%fﬁQ%+5®1%1? 1+
F14 62 by P3 P2 Q1+ 13 by b2 PP P2 Q4 +4 b3 P§ P2 Q} + b P§ Q% Q3—
—2 b3 Py Q% Qs)
con Py, # 0.

Una sencilla discusién permite distinguir los siguientes casos que van a proporcio-
nan algebras no isomorfas.

by =0=b3=0

bg+b3:0 b4;é0
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(b =0=>b3#£0=>b;=0
b5:O

by + b3 # 0¢ b; =0
by # 0 bs # 0

bg#():}b5'—'0

Haciendo, cuando sea necesario, un simple cambio de escala, se obtienen todas las
algebras del enunciado. O



Apéndice B

Listado de leyes de algebras
p-filiformes.

Finalmente, y para concluir esta memoria, se presentan las listas de todas las algebras
o familias de algebras que se han encontrado a lo largo del trabajo, para facilitar su
localizacion.

B.1 Algebras de Lie (n — 5)-filiformes.

B.1.1 Algebras de Lie (n—5)-filiformes de derivada maxima.

([ Xo, Xs]=Xiyn  1<Zi< 4
[‘Ylv ‘XQ] = Yn—?'
X1, 3{4] =Yns 1<r< l_
]

213
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B. Listado de leyes de dlgebras p-filiformes.

2,r .
H,t,.1)

3, .
“(5?1,...,1) :

4,r
H(s.1,...,1)

(([Xo, Xi] =Xip1  1<i<4
(X1, Xo] =Yo7
[X17X4] =Y 6
[Xz, Xs] = Yo g 1<r< (207
(X1, Yoos] = X4
[X2, Vs = X5
x[}/21—1;Y'2i]—X5 I1<i<r-1
([Xo, X = Xes 1<i<4
[X1, Xs] = Yoy
(X1, X4) = Yo i
[ Xz, Xa] = —Yos 1<r< [~
(X1, Y 7] = X4
(X2, Yo 7] = X5
( [Yaim1, Yol = X5 1<i<r-1
[ [Xo, Xi] = Xina 1<i<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>