TESIS DOCTORAL

Método de elementos de
contorno de reciprocidad
dual aplicado a la
termoelasticidad
anisotropa desacoplada

Presentada por Consolacién Pedraza Rodriguez, Ingeniera
Industrial

Dirigida por Francisco Garcia Benitez, Dr. Ingeniero Industrial

Sevilla, Marzo de 2012

Presentada en el departamento de Ingenieria
A}@r Mecanica y de los Materiales de la Escuela

u@, Técnica Superior de Ingenieria de la

Universidad de Sevilla






A Alberto, Alberto y Carmen






Agradecimientos

Una vez finalizado este trabajo tras largos afos, demasiados, de dedicacion
resulta necesaria una mirada atras para agradecer la ayuda prestada a
companeros y amigos. En primer lugar quiero reconocer la labor de mi
director el Dr. Francisco Garcia Benitez que ha mostrado una paciencia y
comprension infinitas. En segundo lugar a mi familia que ha tenido que vivir
momentos de menor dedicacion por mi parte. Tampoco puedo olvidar a los
compaferos del Area de Medios Continuos de la Universidad de Malaga:
Miguel, Pepe Espejo, Carlos, Jorge, German y especialmente a mi companero
Felipe, a Juan (1), mi maestro, y, por supuesto, a Alberto. Por Gltimo recordar
a los compaiieros del area de Transportes de la Universidad de Sevilla, sobre

todo a Luis por la tediosa labor de correccion.






Nomenclatura

Derivada espacial

Derivada temporal

Contorno

Parametros del método de Newmark

Parte real de la raiz de la ecuacion caracteristica
Funciones temporales linealmente independientes
Coeficiente de dilatacion térmica

Parte imaginaria de la raiz de la ecuacion caracteristica
Matriz de flexibilidad en elasticidad plana

Incremento de tiempo

Funcion delta de Dirac, toma el valor 1 en r; y 0 en otro caso
Componente del tensor de deformaciones

Parametro del método de Wilson

Parametro asociado a la discretizacion temporal de la
temperatura

Parametro asociado a la discretizacion temporal del flujo de
calor

Funcion de forma asociada al elemento

Solucion de la ecuacion estatica siendo f,(r) la parte no
homogénea

Flujo asociado a ()

Variable natural asociada al elemento

Densidad

Componente del tensor de tensiones

Coeficiente de Poisson

Solucion de la ecuacion caracteristica

Matriz de giro

Término independiente asociado al cambio de curvatura

Coeficiente de la solucion fundamental elastica
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pi
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Pik
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Fuerza volumétrica

Método de los elementos de contorno

Componentes de la matriz de rigidez elastica del material
Calor especifico

Términos independientes asociados al problema térmico vy
elastico respectivamente

Dominio

Método de los elementos de contorno de reciprocidad dual
Operador

Médulo de elasticidad en la direccién de la coordenadas x,, x,
Funciones espaciales linealmente independientes

Coeficiente del flujo de la solucion fundamental elastica
Matriz de coeficientes del flujo

Matriz de coeficientes de la temperatura en el problema
térmico o del desplazamiento en el elastico

Coeficiente de conveccion
Conductividad térmica del material

Matriz de constantes del material asociadas al problema
termoelastico

NUmero de nodos en el contorno
NUumero de elementos del contorno
Normal al contorno

NUmero de puntos utilizados en la integracion. Es la suma de
de Ny NP

Nimero de polos o puntos del dominio utilizados en la
integracion

Vector tension

Vector tensién conocido en el contorno
Componente normal del vector tension
Componente tangencial del vector tension

Flujo asociado a la solucion fundamental del problema
elastico

Flujo de calor

Flujo de calor conocido en el contorno



Flujo asociado a la solucion fundamental del problema
térmico

Matriz de rigidez elastica del problema plano
Coeficiente de la solucion fundamental elastica

Matriz de cambio de base del elemento continuo al
discontinuo

Radio anisotropo equivalente en el problema térmico y
distancia euclidea en el problema elastico

Componentes de la matriz inversa de la de conductividad para
el problema térmico y de la matriz de flexibilidad para el
problema elastico

Tiempo

Temperatura

Temperatura conocida en el contorno

Solucion fundamental del problema térmico
Vector desplazamiento

Vector desplazamiento conocido en el contorno
Componente normal del vector desplazamiento
Componente tangencial del vector desplazamiento
Solucion fundamental del problema elastico
Coordenada espacial

Direccion caracteristica
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Capitulo 1: Introduccioén

1.1. Generalidades

Desde que el hombre empezo6 a construir ha sido necesario el conocimiento
del comportamiento de los materiales. Dadas las construcciones de los
egipcios parece evidente que disponian de reglas empiricas sobre la
naturaleza de los materiales, mas tarde griegos y romanos avanzaron en el
campo de la construccion y no fue hasta 1638 cuando se edité el primer
estudio analitico publicado sobre la Resistencia de Materiales Discorsi e
dimostrazioni matematiche in torno a due nuoue fcienze escrito por Galileo,
posteriormente Hooke publica en 1678 De Potentia Restitutiva en donde
establecid una relacion lineal entre las fuerzas y la deformacion que éstas
producen. Luego en 1744 Euler introduce el calculo de variaciones. Otras
aportaciones importantes durante el siglo XVIIl fueron las de Lagrange, mas
teodrico, y Coulomb, mas practico. Ya en el siglo XIX tenemos a Young vy
Navier.

El origen de la teoria matematica de la Elasticidad se puede situar a principios
del siglo XIX principalmente con los trabajos de Cauchy quien introduce los
conceptos de tension y deformacion, poco antes Fourier habia publicado su
trabajo sobre la propagacion de calor. Durante el siglo XIX aparecen, entre
otros, los trabajos de Poisson, Lamé, Green, Piola, Kirchhoff y Saint-Venant.

A mediados del siglo XX el estudio de la Elasticidad cobra de nuevo impulso,
posiblemente debido a las aplicaciones tecnoldgicas de los nuevos materiales
que aparecen. Merece especial importancia el estudio de las laminas finas en
aeronaltica, la propagacion de vibraciones en los cuerpos para el diseiio de
magquinaria industrial, la propagacion de ondas en materiales no homogéneos
y anisotropos en geofisica, la transmision de calor en astronaltica etc.

Es también en este siglo cuando el analisis funcional moderno hace posible el
estudio de la existencia, unicidad y comportamiento de las soluciones,
permitiendo resolver problemas de estabilidad. Asimismo el desarrollo del
analisis numérico proporciona una idea bastante aproximada del
comportamiento real de los materiales, posibilitando un gran avance en el
diseno de estructuras.
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En muchas situaciones de interés practico, el estado de tension-deformacion
de los solidos esta fuertemente influido por fenomenos térmicos, debido a la
tendencia de los materiales a dilatarse al aumentar la temperatura. Conviene
distinguir dos niveles en cuanto a dicha influencia:

e Por una parte, esta el hecho de que el propio proceso de deformacion
lleva asociados fendémenos térmicos. Para proceder con rigor, el
proceso de deformacion debiera considerarse como un proceso
termodinamico en su conjunto, en el que el trabajo de las fuerzas
aplicadas es sélo un término mas en las ecuaciones energéticas.
Algunas de las conclusiones de este enfoque riguroso son, por
ejemplo, que las constantes elasticas son distintas (aunque
ligeramente) dependiendo de si el proceso de deformacion es
adiabatico o isotermo, y que con la deformacion se genera calor
(aunque en cantidad usualmente pequena) que, a su vez, influencia a
la propia deformacion, estando acoplados ambos fenémenos.

e Por otra parte, tenemos la posible concurrencia de fenomenos
térmicos producidos por causas externas a la deformacion, como
calentamiento por irradiacion solar, cercania de calderas o motores
de combustion, exposicion al ambiente de invierno y de verano, etc.
Estos efectos son de mucha mayor magnitud que los efectos térmicos
asociados a la deformacion, y son los Unicos que se tienen en cuenta
en las aplicaciones usuales de ingenieria.

El modelo de comportamiento termoelastico lineal general puede resumirse
en dos ecuaciones (Martinez, 1997) una fundamentalmente térmica (expresa
la entropia) pero que contiene un término elastico, y otra fundamentalmente
elastica (expresa la tension) pero que contiene un término térmico. El
despreciar los “efectos térmicos asociados a la deformacion” se traduce en
despreciar la generacion de entropia asociada a la deformacién frente a la
asociada a las variaciones de temperatura en la primera ecuacion, que queda
solamente con variables térmicas. Esta puede resolverse en primer lugar, y
permite manejar la segunda ecuacion con el término térmico ya conocido.

El hecho de que puedan resolverse independientemente (“desa-
copladamente”) las ecuaciones térmicas y elasticas es lo que hace que este
modelo se identifique como “termoelasticidad desacoplada”. Seguidamente,
se supone que el problema térmico ha sido resuelto independientemente, de
forma que el campo de temperaturas es un dato a efectos operativos, y se
obtiene la ecuacion de comportamiento elastico en presencia de un campo de
temperaturas. Los razonamientos utilizados seran sencillos, si bien la



El método de los elementos de contorno

ecuacion que se obtendra coincide con la que se obtiene del modelo
termoelastico acoplado.

1.2. El Método de los Elementos de Contorno

Después de cuatro décadas de desarrollo del método de elementos de
contorno (BEM), éste ha encontrado su sitio en el campo de los métodos
numéricos para la resolucion de ecuaciones diferenciales. Comparado con los
métodos numéricos mas populares, el método de elementos finitos (FEM) y el
método de diferencias finitas (FDM), se puede considerar que éstos son
métodos de dominio en tanto en cuanto exigen discretizar todo el dominio
frente al BEM que es un método de contorno pues solo necesita discretizar el
contorno, lo que va a reducir un orden el problema. Este método presenta sin
embargo, el problema de que las matrices que aparecen son matrices llenas
no simétricas; aunque existen métodos que pueden circunvalar esta
desventaja (DeFigueiredo & Brebbia, 1991).

Los elementos de contorno tienen una amplia historia, que ha sido descrita
por diversos autores (Cruse, 1987, Watson, 2003, Cheng&Cheng, 2005, Hsiao,
2006, Yu et al 2010). Otros autores han descrito la historia de los elementos
de contorno aplicado a diversos campos como la resolucion de problemas con
fuerzas de volumen (Cheng et al., 2001) o el analisis dinamico inelastico
(Hatzigeorgieou & Beskos, 2011). Ya, en 1962, Friedman y Shaw resolvieron la
funcion de onda escalar mediante un método conocido con el nombre actual
de elementos de contorno. Con anterioridad a estas fechas esta metodologia
se habia desarrollado analiticamente por Rankine (1864), Trefftz (1926) y Von
Karman (1927), como mas representativos. La creacion del término Método de
los Elementos de Contorno se debe al esfuerzo colectivo de un grupo de
investigadores de la Universidad de Southampton en 1977 (Brebbia, C. A,
Dominguez J., Banerjee, P. K. y Butterfield, R.), aunque estos cuatro autores
nunca escribieron nada juntos, si lo hicieron Brebbia, C. A. y Dominguez, J.,
1989 y Banerjee, P. K. y Butterfield, R. en 1981. Mencion especial merece los
trabajos de Cruse y Rizzo a los que se debe la primera formulacion integral de
contorno para el analisis dinamico de sélidos en 1968. Posteriormente se han
escrito numerosos textos sobre el método (Chen & Zhou, 1992).

Para la resolucion de los problemas dependientes del tiempo se han seguido
diversas aproximaciones tales como:
¢ El método de la transformada de Fourier (Hosseini-Tehrani & Eslami,
1998) o la transformada de Laplace (Chen & Dargush, 1995;
Georgidiatis et al, 1999; Hosseini-Tehrani & Eslami,2000;
Alburquerque et al, 2003).
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e La utilizacion de una solucion fundamental dependiente del tiempo.
Mansur & Brebbia (1982) desarrollaron este tipo de funciones en
ecuaciones de ondas, mas tarde Israil (1990) estudié el problema de
ondas transitorias en el plano mediante la funcion fundamental
dependiente del tiempo

e El método de Reciprocidad Dual, que se ha utilizado en el presente
trabajo.

e El método de Reciprocidad Miltiple, propuesto por Nowak y aplicado
primero al problema de transferencia de calor transitoria (Nowak,
1992).

Existen otras metodologias mixtas de las anteriores como el método de
reciprocidad dual con transformada de Laplace que Zhu (1998) compara con el
método que utiliza solucion fundamental dependiente del tiempo o que
aplican Zhu & Satravaha en 1996 para resolver problemas no lineales, o bien
el método de reciprocidad dual en el dominio de la frecuencia (Albuguerque
et al., 2003).

Uno de los pilares fundamentales del método de los elementos de contorno se
basa en la utilizacion y obtencion de soluciones fundamentales para diversos
problemas fisicos (Wideberg & Benitez, 1996; Pan et al, 1997; Pan & Amadei,
1999; Manolis & Shaw, 2000; Zhong & Zhang, 2001) y la evaluacion de las
mismas (Wang & Achenbach, 1992), asi como de sus derivadas (Sales & Gray,
1998).

Desde el punto de vista de la aplicacion numérica, el método mas tradicional
utilizado por el método de los elementos de contorno es el de colocacion.
Entre los primeros trabajos de este ambito destaca la aplicacion elastostatica
de Rizzo (1967) y el de termoelasticidad de Rizzo & Shippy (1977). Este
método consiste en discretizar el contorno en un nimero determinado de
elementos que vienen definidos por una serie de nodos, en los que se supone
que se satisface la ecuacion integral, por ejemplo la definida en [2.29]. Otra
propuesta es el método de Galerkin que no requiere que se verifique la
ecuacion integral en los nodos pero implica resolver integrales dobles al
calcularse tanto la ecuacién de potencial como la de flujo. Este dltimo
método se ha aplicado a numerosos campos como la elastostatica (Parreira &
Guiggiani, 1989). Una extension de él corresponde al método de Galerkin
simétrico que utiliza la solucion fundamental de Green, que se ha aplicado a
diversos campos como conduccion de calor (Sutradhar et al, 2005),
elastodinamica (Yuan et al, 2003). Pérez-Gavilan & Aliabadi, en 2001, seialan
que es idoneo para combinarlo con el método de elementos finitos, aunque
hace aparecer integrales hipersingulares (Ademoyero et al, 2001).
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La aplicacion del BEM al problema de la termoelasticidad ha sido abordada
por numerosos investigadores. A Rizzo y Shippy se debe la solucion de
problemas termoelasticos en régimen estatico en 1977; Dargush y Banerjee
presentaron en 1989 una solucion para problemas termoelasticos en régimen
cuasiestatico continuando en 1990 con el problema tridimensional y en 1991
con el problema termoplastico; Rodriguez y Sensale en 1997 resolvieron
problemas termoelasticos isotropos desacoplados aproximando la
temperatura,mas tarde Chatterjee y Banernee en 2007 desarrollaron una
metodologia para resolver problemas termoelasticos mediante una solucion
fundamental dependiente del tiempo e integrada paso a paso; Shiah y Tan en
1999 mediante el método de las caracteristicas transformaron el término
termoelastico de anisdtropo a isétropo; en 1995 Tanaka y su equipo
estudiaron el problema termoelastico acoplado transitorio.

Los problemas termoelastico y termoviscoelastico , utilizando la transfomada
de Laplace, han sido estudiados por diversos autores (El-Maghraby, 2004, El-
Karamany & Ezzat, 2002).

La exactitud del BEM, como en cualquier método numérico, depende de varios
factores tales como la representacion de la geometria, el esquema numeérico,
la precision del procesador y el tipo de discretizacion. Desde el comienzo de
la aplicacion del método muchos han sido los investigadores que han
intentado predecir este error (Kita & Kamiya, 2003) y mejorarlo con técnicas
de refinamiento. Tres estrategias de refinamiento son las mas utilizadas: la
estrategia h que subdivide algunos de los elementos, (Rencis & Mullen, 1986;
Rodriguez & Power, 2001), la estrategia p (Alarcon & Reverter, 1986) que
incrementa el orden de las funciones de interpolacion, y la estrategia r
(Ingber & Mitra, 1992) que recoloca los nodos de los elementos. Hay veces en
que se combinan estas estrategias: la h-p (Rank, 1989) y la h-r (Liapis, 1994).

1.3. El método de elementos de contorno de reciprocidad
dual

En el presente trabajo se utiliza el Método de Elementos de Contorno de
Reciprocidad Dual, en adelante DRBEM. La idea basica de este método
desarrollado por Nardini y Brebbia en 1982 es emplear la solucion
fundamental correspondiente a una ecuacion simplificada y tratar los
restantes términos asi como los términos no homogéneos mediante un
procedimiento que considera un desarrollo en serie con funciones de
aproximacion globales. Una descripcion completa del método aparece en
Partridge et al., 1992. Este método se utiliza siempre que haya integrales de
dominio tal y como aparecen con la presencia de fuerzas de volumen (Cheng
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et al., 2001) cuando se utilizan soluciones particulares (Deb, 1996) o al
hacerse uso del método de integracion radial (Gao, 2002 y 2003). Desde que
Nardini y Brebbia introdujeron el método numerosos autores lo han
implementado en diversos campos: problemas de conduccion de calor (Ang,
2006; Behbahani-nia & Kowasary , 2004; Tanaka & Sing, 2000; Park, 2003;
Tanaka et al., 2006; Tanaka et al, 2008), problemas de convecciéon (Choi,
1999), problemas de difusion-conveccion (Sarler & Kuhn, 1998, Partridge &
Sensale, 2000), problemas de fluidos (Wrobel, 2001; Choi & Balaras, 2009),
problemas de potencial con fuentes distribuidas arbitrariamente (Niku &
Brebbia, 1988), problemas no lineales (Tanaka et al. 2006; Tanaka et
al.2008), problemas de transmision de calor con condiciones no locales de
energia (Ang & Ooi, 2007) asi como para resolver problemas que implica el
operador biarménico V*, especialmente para analisis de flexion de placas
(Kamiya & Sawaki, 1988), pandeo (Ezein & Syngellakis, 1992), problema de
grandes deflexiones (Wang et al., 2000), problema de vibraciéon (Davis &
Moslehy, 1994, Niku & Adey, 1995, Albuquerque et al., 2003), dinamica de
fractura (Albuquerque et al., 2004, Vera-Tudela & Telles, 2005), problema
elastoplastico transitorio (Owatsiriwong & Park, 2008), entre otros.

Blobner et al, en 2000, lo usaron en combinacion con el método integral del
dominio en el contorno, BDIM; Bialecki et al, en 2002 lo utilizaron sin matriz
inversa; Medeiros et al (2004) en combinacion con el método de soluciones
fundamentales. Pérez-Gavilan & Aliabadi en 2000 lo usaron con el método de
Galerkin para resolver el problema elastodinamico y en 2000 con el método
simétrico de Galerkin para resolver el problema elastostatico. Chen & Tanaka,
2002, aplicaron el DRBEM con soluciones fundamentales no singulares llegando
al Boundary Knot method y Chen et al (2001) desarrollaron un método
derivado del DRBEM, el Método de Elementos de Contorno Generalizado para
resolver problemas no homogéneos.

En cuanto a la aportacion del DRBEM a la termoelasticidad, en 2002, Park y
Banerjee trataron el problema termoelastico desacoplado cuasiestatico
isotropo y en 2006 el problema poroelastico acoplado; Sladek y Sladek
presentaron la formulacion para resolver la termoelasticidad acoplada en
1985 pero no lo desarrollaron numéricamente; en 2007, Baranoglu y Mengi
utilizaron el DRBEM para resolver problemas de termoviscoelasticidad
acoplada en materiales isotropos.
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1.4. Objeto y Objetivo de la tesis

El objetivo de esta tesis se ha enfocado en el estudio de la bondad del DRBEM
para la resolucion de problemas bidimensionales de termoelasticidad
desacoplada en materiales anisotropos.

Cuando se utiliza un método numérico para la resolucion de un problema
fisico es conveniente estudiar el alcance del mismo. Este trabajo ha
pretendido estudiar como influyen los diferentes factores en la aplicacion del
método, desde la discretizacion, tanto en el espacio como en el tiempo, el
tipo de funcion de aproximacion o los parametros que definen la
discretizacion de la aceleracion en el tiempo.

No ha sido el tipo de elemento un objeto de estudio, pues en todo momento
se han usado elementos cuadraticos, pudiendo ser éstos continuos o
discontinuos segln los casos.

1.5. Organizacion del documento

Este documento se ha organizado en cinco capitulos mas la bibliografia. A
continuacion se hace una descripcion muy somera de los capitulos que siguen
al presente.

El capitulo dos esta enfocado en el DRBEM aplicado al problema de
conduccion de calor, estudiando la discretizacion usada tanto en el espacio
como en el tiempo. Se comienza con un estudio teodrico y se termina con
aplicaciones numeéricas. Primero se trata el problema isotropo seguido del
ortétropo y anisdtropo, terminando con aplicaciones a multicuerpos. Se
analiza la influencia de los distintos factores en el método, tales como los
diferentes tipos de discretizacion.

El capitulo tres se centra en el estudio del DRBEM aplicado al problema de
dinamica y, de forma analoga a como se hizo en el capitulo dos, se centra en
la discretizacion del espacio y del tiempo.

El capitulo cuatro se dedica al estudio de la termoelasticidad, primero desde
un punto de vista tedrico, estudiandose las integrales hipersingulares
utilizadas y posteriormente se muestran los ejemplos que se han ejecutado.






Capitulo 2: El problema térmico

2.1. Generalidades

Este capitulo se centra en el estudio del problema de conduccion plana
anisotropa y transitoria.

La primera parte del capitulo se dedica a un estudio tedrico del problema,
comenzando con un estudio analitico de la ecuacion y centrandose en la
aplicacion del DRBEM.

En la segunda parte del capitulo se analiza la aplicabilidad del método y los
factores que lo determinan mediante la resolucion de una bateria de
ejemplos.

2.2. Formulacion del Problema

El problema de conduccion plana anisdtropa transitoria en un dominio como el
que se representa en la figura 2.1 viene definido por la ecuacion:

o°T o°T o°T oT
u—7 2Ky, +Kyp—5=pC, — [2.1.a]
X OX,0X, OX; ot

K
En la ecuacion anterior, Kj; son las conductividades del material, p es la
densidad, ¢, la conductividad térmica, x; y x, las coordenadas espaciales, t el
tiempo y T es la temperatura. Las condiciones de contorno, seglin se muestra
en la figura 2.1, pueden ser:

T=T en oD, [2.1.b]
(Knﬂ"'Klzﬂjnl"'EKum"'Kzzﬂjnz:q:q en JD,
7% & % [2.1.c]
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q=h(T-T,) endaD, [2.1.d]

De las condiciones de contorno descritas en [2.1], las condiciones definidas
en [2.1.b] son de temperatura impuesta, las que se describen en [2.1.c]
corresponden a calor impuesto y las definidas en [2.1.d] son condiciones de
conveccion.

oD,

oD, D

D,

Figura 2.1: Condiciones de contorno que pueden aparecer en un
solido genérico

2.3. El Método de Reciprocidad Dual

Para llegar a desarrollar el DRBEM aplicado al problema descrito en [2.1] se
aplica la teoria de los residuos a la expresion [2.1.a].

T[T (KM£+Klzﬂjnl+£K12£+KzzﬂJn2 dr+
2 24 X, 24 OX,

+JT*([K11£+K125T

2

ZIn+ K12£+K22ﬂ n, dr=pcpjT*ﬂdQ
oD X2 axl aXZ D at
[2.2]
En la expresion anterior T es la solucién fundamental del problema de

conduccion de calor en un medio anisotropo; o sea es una funciéon que verifica
la ecuacion:

K +2K +K +6, =0 2.3
11 ﬁxlz 12 é,xlaxz 22 5X§ i [ ]

donde §; es la funcién § de Dirac, que toma el valor de la unidad parar =1; 'y
es nulo en otro caso.

En cuanto al término de la derecha de la igualdad [2.2], éste se resuelve
descomponiéndolo en una serie de términos con variables separadas:
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NN

T (%, %, t)=> o (1) fi (%, %,) [2.4]
k=1
Donde NN = N (nimero de nodos en el contorno) + NP (nimero de polos; o sea
puntos internos que se usan en la integracion). Se escogen funciones f; de
forma que se puedan obtener facilmente funciones w;, tal que:

2 2 2
Ky, 0 Ve 42K, OV, K, 0 Ve _f, [2.5]
OX, O%; X, OX;

Introduciendo [2.5] en [2.4] y ésta, a su vez, en [2.2] se obtiene:

- ;T((KMLKHQJM(KHﬂKnﬂjmjm
oD axi axz axl aXZ

« oT orT oT oT
+|T|| K, —+K,— [n+| K,—+K,_ —|n, |[dT = 2.6
aJI; ([ 11 8)(1 12 axzj 1 [ 12 axl 22 axz\] ZJ [ ]

kN oy oy oMY, Vo
=pC, > (t)j Ky ok + 2K, — 4 K, —2K [T"dQ
=) S OX; OX,0X, OX,

Si se integra dos veces el término de la derecha, se obtiene:

2
I(Kn—é’ Vi g oK, <Y KA7S K,, oY, ]T dQ =
5 OX oxOx, ° OX

Zi ZiN i
=Wi— J‘/l [[ Klzﬂ_Xanl—F[Kle—'—Kzzﬂ_szandr-’_
oy 4 4
(( a_;jnlJ{K”o"_kJr K”a_xkjnzjdr
2 & 2 [2.7]

Incluyendo [2.7] en [2.6] y, poniendo la expresion resultante en forma
matricial se llega a:

—PT—HIT+Gq=pc, (—P\P—fﬂ'+(";n)a [2.8]
En la expresion anterior P es una matriz cuyos términos verifican:
PI] :C|5“ [2'9]

donde c¢; es un parametro que depende de la posicion geométrica del punto de
calculo, tomando en los puntos internos el valor de 2x, y en los puntos del
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contorno el valor del angulo que forma las tangentes del mismo; si el contorno
es suave toma el valor de =.

Denotando:

I

H

H

+P
+P

I

e introduciendo estas expresiones en [2.8], se llega a:
HT-Gq =pc, (H¥-Gn)o [2.10]

donde n :Z—‘V .
n

Por otra parte teniendo en cuenta [2.4] y reescribiendo esta expresion en
forma matricial, se obtiene:

T=Fo=o=F'T

Introduciendo ésta en la expresion anterior se alcanza:

HT-Gq=pc,(H¥-Gn)F'T

[2.11]
Llamando:
¢, (Hy-Gn)F*'=-C
pc, (Fy—Gn) [2.12]
y teniendo en cuenta [2.12], la expresion [2.11] queda:
(H+C)T=Gq [2.13]

La expresion [2.13] se reduce a un sistema de ecuaciones lineales. Para llegar
a este sistema hay que hacer una discretizacion en el espacio y en el tiempo.
La discretizacion en el espacio se tratara detalladamente en el apartado 2.3.

La discretizacion en el tiempo se realiza, en este trabajo, linealmente, asi si
m y m+1 son dos instantes continuos en el tiempo, se tendra que las variables
Ty q en el intervalo [m, m + 1] se pueden aproximar como:
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_ _ m m+1
T=(1-6,)T"+6,T [2.14.a]

_ _ m m+1
a=(1-6,)a"+6, [2.14.b]

En las expresiones anteriores 6, y 6, son numeros racionales que toman
valores entre 0 y 1 y que no tienen por qué ser iguales. En cuanto a la
derivada de la temperatura respecto al tiempo en este intervalo de tiempo,
entre my m+1 es, teniendo en cuenta la discretizacion lineal:

. m+l _ m

T -T [2.15]
At

Teniendo en cuenta esta discretizacion en el tiempo, la expresion [2.13]

toma la forma:

C m+ m+ c m m
(EH%HJT '-6,Gq l:(E+(1_6”)HjT —(1—0q)Gq [2.16]

2.4. Discretizacion. Elementos cuadraticos.

Para definir un modelo discretizado se pueden usar elementos constantes,
lineales o cuadraticos, o incluso discretizaciones mas complicadas como
elementos de Hermite (Miranda-Valenzuela et al, 2001 y 2003). En este
trabajo se realiza una variacion cuadratica de Ty de g en cada elemento del
contorno, (Benitez & Alarcon, 1980). En este tipo de discretizacion cada
elemento i viene determinado por tres nodos: 1, 2y 3, figura 2.2, que van a
ser los puntos de integracion. Las propiedades de cualquier punto del
elemento se pueden aproximar por las propiedades de sus tres nodos. Se
realiza, también, una discretizacion cuadratica de la geometria, o sea de las
coordenadas Xy y X,. Sin embargo las funciones de forma que se van a usar
para las coordenadas no tienen por qué coincidir con la de las variables
implicadas T (temperatura) y g (flujo de calor).

w

Figura 2.2: Discretizacion con elementos cuadraticos de un sélido
genérico.
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Para discretizar la coordenada x; de un nodo perteneciente al elemento i,
definido por los nodos 1, 2, y 3, se pondra ésta en funcion del valor de las
coordenadas de estos nodos, de la siguiente manera:

X (&)=[en o, o] % [2.17]

donde las funciones de forma ¢4, ¢, y ¢3 son:

(E-1¢
2

(E+1)¢
2

? = ; (02:(1"'5)(1_5); @O = [2'18]

La variable natural & puede tomar cualquier valor entre -1 y 1,
correspondiendo el valor de -1 para el nodo 1, el valor de 0 para el nodo 2 y el

valor de 1 para el nodo 3, por tanto los valores de xﬁ , xfy xE corresponden a la
coordenada k de los nodos 1, 2 y 3, respectivamente.

Bajo la misma hipotesis, se puede discretizar la temperatura y el flujo de
calor en cualquier punto del elemento (¢):

T, d.
T(E)=[ey 0% ¢4]T, |5 a(®)=[ey ¢, o] a, [2.19]
T, q.

En las expresiones anteriores los subindices a, b y ¢ no corresponden
exactamente con los nodos 1, 2, 3; esto es porque se han usado elementos
discontinuos. En éstos, figura 2.3, en vez de referir el valor de las variables a
sus valores en los extremos se refieren a puntos muy cercanos, coincidiendo el
nodo 2 con el b. Esto se hace asi porque el flujo de calor no tiene por qué ser
el mismo en un nodo para dos elementos continuos como sucede en las
esquinas o en problemas con multicuerpos (Atalay et al, 2004)

Figura 2.3: Elemento cuadrdtico discontinuo
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Para obtener las funciones de forma ¢’, ¢’, y ¢’3 se expresan los potenciales y
los flujos en estos puntos a partir de los potenciales y flujos de los puntos 1, 2
y 3:

—

T.) (@(&) (&) o(é)
T, |= ¢1(§b) ¢2(§b) (03(5&3) )
T, 2] (éc) P, (Sac) (23 (Cfc) T,

o

[2.20.a]

G) [@(&) (&) @(&)) (%
4, |=| ¢, (éb) P, (‘ib) [0 (éb) 1 0, [2.20.b]
qc (Pl(gc) (pz (gc) (PS(éc) q3

Las expresiones anteriores puestas en forma matricial son:

T, T,
T, [=[Q]| T, [2.21.a]
T, T,
d. o
a, |=[Q]| a, [2.21.b]
, 0

En las expresiones anteriores &,, &, y & son, respectivamente:

Sa="1+Pa; 6 =03 & =1-pc [2.22]

Siendo p, y p, parametros que verifican:

| |
=2 = 2.23
Pa =50 Pe=50 [2.23]

En el caso particular de que |, y |, sean cantidades nulas el elemento es
continuo.

Para obtener las funciones de forma se determina la temperatura y el flujo de
calor de un punto cualquiera del elemento en funcion de los valores en a, b y
¢, que a su vez se pueden poner en funcion de los valores en 1, 2 y 3 por
[2.21] y se igualan a la temperatura y al flujo de calor puestos en funcion de
los valores de 1, 2y 3.
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T, T,
T(&)=(21(&) ¢2(¢) 25(9))| T |=(2.(&) ¢2.(&) ¢% ()R |=
T, T,
Tl
:(401(5) ? (&) (p3(§)) T
T [2.24.a]
qa ql
q&)=(#1(6) #2(8) #3E)) ap |=(#1(E) 6, #3)Q] as |=
qc q3
0
=(#(&) #:(&) #:(&)) a
% [2.24.b]

Las funciones de forma ¢’y, ¢’2 y ¢’3 que aparecen en [2.24] se pueden
obtener a partir de las funciones de forma ¢, ¢, y ¢3 a partir de la matriz de
paso [Q], quedando las expresiones que aparecen en [2.25]:

£(-1+p.)
-1+ pa)(_2+ pa + pc)

(Pllz(

(-1+p, —&)(-1+p, +&)

L= 2.25
% = e p,) (-1 p,) [2.25]
oo BB

(A1 p)(=2+ p, + p,)

2.5. Elementos de las MatricesHy G

Para obtener los elementos de las matrices H y G es necesario conocer la
solucion fundamental, solucion de la ecuacién [2.3], que resulta:

. 1 1

T :—In[—j [2.26]
27‘51? Kij| r

En la expresion anterior r es lo que se podria denominar radio anisotropo

equivalente y toma el valor:
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r :[Sll(x1 —x;)Z +28;, (% =% )(% = X5 )+ Sy (X, =%, )ZTZ [2.27.a]

Siendo S;; las componentes de la matriz inversa a la de conductividad:

S=K* =i[ Kz _KHJ [2.27.b]
|Kij| _K12 K11

donde |Kij| es el determinante de la matriz de conductividad:

|Kij| =K;K,, - K122 [2.27.c]

Este determinante ha de ser positivo, pues ha de cumplir la condicion eliptica
(Clements & Rogers, 1983)

Hay autores que reducen este problema a la resolucion de una laplaciana
aplicando el método de las caracteristicas (Shiah & Tan, 1997) con lo que
necesitan la solucion fundamental del problema isétropo.

En cuanto al flujo de la solucion fundamental:

*

* T Zi or” Zi
q = K110,,_+K12_ N+ Ky ——+Ky——1n, =
X, X, % X,
[2.28]

= 1Ki-| |:(X1—X1i)n1+(xz_xi2)n2:|

Para determinar los elementos de las matrices G y H se debe tener en cuenta
que la expresion [2.10] se obtiene de [2.6], por tanto teniendo en cuenta la
discretizacion del contorno en NE elementos, la expresion [2.6] se puede
poner como:

&b
—
I
M
—
—
N
7N\
)
Y
Ei*

—+K12i n + K12£+K22ﬂ n, |dT+
X 2 OX

2 2

=i . 'z ar ar Zl
+Z I T ([Klla"r K12 é’_)(z)nl +{K12 E'ﬁ‘ K22 é’—)(zjandFZ[Z.29]

NE k=NN 2 2 2
a (t)[| K TV oK, Ve 1k, 7V |10
4 k 11 5)(12 12 é,xlé,xz 22 é,xzz

En la expresion anterior se le ha puesto al término de T; el coeficiente c'
porque puede tratarse el punto i de un punto del contorno del sélido. Como
cada elemento viene definido por tres nodos: los dos extremos y el central,
por cada elemento habra tres términos para las matrices H y G. Estos tres
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términos se obtienen al sustituir [2.25] en [2.19], asi para el elemento j-
simo:

Tl Tl
[Tadr= [ [p, ¢, ¢5]d|T, [d0=[h} h Wi]T, [2.30]
oD, 2D, -|-3 -|-3
o o [w
[amdr=[[o} ¢, ¢4lu'|g,|dr=[g} ¢! oi]q| [2.31]
0 78 s O,

Tanto para los términos de la matriz H como para los de la G hay que
distinguir si el punto i pertenece o no al elemento j pues en el primer caso
aparecen integrales singulares. Para resolver esta singularidad se utiliza un
dominio que excluye un circulo de radio infinitesimal, teniendo solucion
variacional el problema, aunque no exista solucion clasica (Chun, 1992).

— Matriz H, nodo no perteneciente al propio elemento

En este caso el término que hay que evaluar es:

hi = j @' qdr [2.32]
D

La funcion ¢’ de la integral anterior viene dada por una de las expresiones de
[2.25] vy, al igual que esta funcion, el resto del integrando se pondra en
funcion de la variable natural &. Asi el diferencial de longitud dI' se puede
poner como:

B . , % 2 % 2
dr = Jox? +dx? = (a&J {ag] de [2.33]

Teniendo en cuenta que las coordenadas se definieron en funciéon de la
variable natural & segln las expresiones definidas en [2.17] con las funciones
de forma dadas en [2.18], incluyendo [2.18] en [2.17] y desarrollando se
tiene:

X, =%§Z+Bi§+xf [2.34]

donde los coeficientes A; y B; toman los valores:
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A =x—-2X+X

B, =%(xf—xi1) [2.35]

Teniendo en cuenta el valor de x; obtenido en [2.34], la expresion [2.33] se
puede poner como:

dr=(A&+B,) +(AE+B,) dg [2.36]

A continuacion se va a desarrollar la expresion del flujo de la solucion
fundamental, ecuacion [2.28]. Lo primero que se van a obtener son las
componentes del vector normal al elemento en el punto de calculo, n; y n,.
Para ello se partira del valor de la pendiente del vector tangente que, segln
el concepto de derivada, es:

dx, _dx,/dg_ AE+B,

[2.37]
dg dx/dg  AL+B
Con esto ya se puede identificar las componentes de la normal:
. = send— f tan? 0 ;’ o, /dx, )’ Ac+B,
l+tan’ @ \j1+ dx /dxl) \/(A1§+Bl)2+(A2§+Bz)z
n,=—cosé=— > AlerBl 2
1+ tan? 9 \/1+(dxz/dx1) \/(Aif+31) +(AL+B,)
[2.38]

Teniendo en cuenta los valores de [2.38] y [2.36] en [2.28], el valor de los
términos de la matriz H, [2.32], cuando el nodo no se encuentra en el
elemento es:

pay [ 2O () (AL +B) (X - X )(AC+B)
. jK”| -

dé  [2.39]

— Matriz G, nodo no perteneciente al propio elemento

Para los términos de la matriz G en los que el nodo de calculo no pertenece al
elemento sobre el que se esté integrando se parte de la expresion:

9/ = [ o\ T7dr [2.40]
2D;
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El valor del diferencial de longitud dr, de la expresion anterior, se obtuvo en
[2.36], la solucion fundamental viene dada por [2.26], y el valor de r en
funcion de la coordenada natural & se obtiene de incluir [2.34] en [2.27.a],
con lo que el término de G es:

27gl =— | il InG}/(AZQHBZ)Z+(A1§+Bl)2d§ [2.41]

l

=

]

— Matriz H, nodo perteneciente al propio elemento

En este caso el punto de colocacion; o sea el nodo de calculo pertenece al
elemento, luego se le puede asociar un valor relativo &’ de la variable natural
con: -1 <&’ < 1. La expresion [2.32] se puede poner como:

hi = — ' 1 Xl(é)_xl(é)n +X2(§)_X2(il)n
2t =] o Kij|r<a>{ @ e 2}” 4l

Si en la integral anterior se tiene en cuenta la expresion de d7"de [2.36], el
valor de r(£) dado en [2.27.a] y los de n; y n, de [2.38], se transforma en:

K..
ij

2t | 01 (8) -1 (8)) A5+ By )~ (x5 (8) %, () (A + 8y "
(501 ) 265 (4 €5 @) 1 (€ ) by 1y )
[2.43]

Si en la expresion [2.43] se tiene en cuenta [2.34] y se divide numerador y
denominador entre(é — £)2:

! ¢, [Ks| (B, - A,

) _—1 2[K22[/;1 (E+&)+ Bl]z - 2K12[% (E+&)+ Bl](%(f +&)+ sz+ KM[% (E+&)+ Bz]zj "

[2.44]

En el caso de los términos singulares de la matriz H, la singularidad se ha
resuelto dividiendo numerador y denominador entre (£ - £)?, pues se trata de
una singularidad evitable que se produce cuando & = &’; pero, como se vera
mas adelante la resolucion de las singularidades de la matriz G resulta mas
compleja.
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Para el término h,’, cuando coinciden los puntos de colocacion y de
integracion, es importante calcular el término ¢; de la expresion [2.9]. Este
término corresponde a la integral de la expresion [2.45], donde I, es el arco
de circunferencia de radio ¢ y centro el punto de coordenadas (x';, x'3)
representado en la figura 2.4, y resulta:

»

Figura 2.4: Bola en torno a la singularidad para obtener el término ci

¢= [Kﬂai+ KlzaiJnl+[Kuai+ K,, @Ljnz dr. =
I X, 0X, X, OX,

:_in;[ r2 TK| [(xl—xli)nﬁ(xz—x‘z)nz]dfa

]

[2.45]

Como n; y n, son las componentes de la normal de la linea 7, o sea, coinciden
con la direccion del radio y drI, no es otra cosa que la diferencial de arco, la
integral anterior queda:

2
ome = —— 1 [ ‘39 [2.46]
|Kij| o T
donde se ha tenido en cuenta que:
=B 2 () O )T, o0

En [2.46] r es el radio anisotropo equivalente definido en [2.27.a], si se
expresa éste en coordenadas polares, la expresion [2.46] se transforma en:

ome - — [IK de
”Ci——\/| ij| K 2 2
22 C0S~ 8 —2K;,sen@cos @ + K, ,sen“6
4

Buscando una primitiva conocida:
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2nc, = — Ki1 j (1+tan26’) _do
Kl % | Kyptan6— Ky,

i1

+1

se obtiene como resultado:

6,

K,tan8-K,

2nc; = —arctan
K|

[2.47]

6

Para la demostracion se parte del coseno del angulo que forman las tangentes
al contorno a ambos lados del punto de calculo. Asi, si 6 es el angulo que
forman ambas tangentes, y &; y & el angulo que forman éstas con la
horizontal:

cosf =
(Ky8en6, — K,,c086, N K, en6, — K,,c086, )+ (KMK22 - Klzz)cosé)l c0s6,
‘/(K“senel —Ky,c086,f + (KMK22 - Klf)cos2 6, ‘/(Knsenez —K,,cos6,f Jr(KMK22 - Kuz)(:os2 0,

K,;5en6;5end, + K, cosd, cosd, — K,,(cosd;send, +send, cosd, )

‘/Kusenzéq +K,, cos? 8, —2K,, cosd,sen6, ‘/Kusenzez +K,, cos? 8, —2K,, cos@,send,

[2.48]

Si el contorno es suave 6, - 6; = =y se cumple que cosé, = -cosf; y senb, = -
sené,. Sustituyendo en [2.48] estos valores de cos@, y sen6, se obtiene:

2 2
—K,;sen6, — K,, cos® 6, + 2K, ,sen6, cos 6, __

cos0 = 5 >
K., sen6, + K,, cos® 6, — 2K ,sen6, cos 6,

Por tanto en este caso:

0,

K, tan0-K,

2nc, = —arctan
il

[2.49]

6

El resultado de la expresion anterior para contornos suaves coincide con el de
problemas de potencial isotropos.
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Si la expresion [2.48] se pone en funcion de las componentes de las normales
a los contornos a ambos lados del nodo de calculo y teniendo en cuenta que
las componentes de estas normales son:

n,=send;; ny=-cos6; n; = send,; n;’ =-cosb

La expresion final para c; sera:

Ky, +Ky,n,n, '+ Ky, (nn, +nn, ")
2 2 2 2 12 12 12 12
\/Kllnl + K22 n2 + 2K12n1 n2 \/Kllnl + KZZ n2 + 2K12 nl n2
[2.50]

C, =arccos

Obsérvese que la expresion [2.50] es simétrica respecto de los ejes x; y x,.

— Matriz G, nodo perteneciente al mismo elemento

De forma analoga, a como se hizo para la matriz H, se considerara que el
nodo le corresponda un valor & de la variable natural tal que: -1 <& < 1. Las
expresiones de dI" y r(£) seran iguales que en el caso anterior. Para
desarrollar la integral de [2.40] se descompondra ésta en dos intervalos segiin
la variable natural &.

&=¢" é=1
gl = j @' Tdr = j @' Tdr + j @' T'dr [2.51]
oD; E=-1 £=¢'

A continuacion se estudiara cada una de las dos integrales que aparecen en el
término derecho de esta expresion.

£t
— Integral [ ¢\, T°dl

g1

Se realiza el cambio de variable:

S S TP
n—1+a o lainversa &=—(1+&)n+¢ [2.52]

Con esta nueva variable el diferencial de longitud se transforma en:

dr = (A (~@+e)n+8)+B) +(A (-A+&)n+&)+8,) e'dn  [2.53]



24 El problema térmico

Y el radio anisotropo equivalente:

o)~ ﬁ;lj)[&z[‘\[w)n 2el-a ) -2 Ao sh-2s)-n | Rlosah-25)-s. )

+ KZZ[% [@+&)-28]- Bzﬂ“ 2
[2.54]

Introduciendo [2.54] en la primera integral de [2.51] y operando se llega a:

[T AR S

i
' ]
% In

+ dr=
2Kl \/[Kzz[%[(1%')'1*25'}51]Z*ZKu[i[(lﬁ')'i*Zi']*Bl][%[(1%')'1*25']*52]+K11[72[(1+f)77 2che, |
1 1 1
If dn+Ih d&+Ig(§)d§
0 "1 "1 [2.55]

El diferencial de longitud d7, que aparece en las integrales anteriores, se ha
puesto en el primer caso en funcion de la variable 7 y en las otras dos en
funcion de &, de forma que las tres integrales anteriores quedan:

jf(n)dn:

J(P'kK(nf ln@J[A (~(g+tn+e)+B ] +[A (-(E+2)n+8)+B ] (1+8)dn

| ! [2.56]

[o(z)de-

At ) (Presctin ]

: ale+e+8 —-|&+&']+B,

ZLIKK‘n 2[ Kl] + 2[ Kz] \/(A1§+Bl)2+(A2F’+BZ)2d&"
[2.57]

Obsérvese que la expresion [2.57] no es singular. Para determinar la integral
que queda se realiza el cambio de variables:
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_2 e __ e 1-8
_1+é,§+l+aolamversa&— LA [2.58]
.
[h(e)de=
e [ S ]
Jn[n&;} 2 % KK, AT r g PR AL e R
[2.59]

Las funciones ¢(n) y ¢(n) de [2.56] y [2.59], respectivamente, son:

)= [&-(1+&)m ][ -1+ p. +&—-(1+E")]
LN E TS Ty

(Pll(

_ [-1+p, —&+(1+E)n]|[-1+ p, +E—(1+E)n]

(PZI(n) (=1+ p,)(-1+p,) [2.60]
oy L& (@+EIm][1-p, +E-(1+E)n]
%)= (—1+p.)(-2+ P, + )
1+&"  1-€")( 1+&'  1+€
.():(_ 2 "2 J(_ 2 "2 +D°J
o (_1+pa)(_2+pa+pc)
1+&  3-¢' 1+4&  1+4&'
@.@):(:z“_ 2 *pJ(‘;z“‘z+“j
(_1+ pa)(_1+ pc) [2.61]
1+&  1-g")( 1+& 3-¢'
s
’ (-1+p,)(-2+p, +P.)
&=1
— Integral Iw'kT*dF
g=¢g

Procediendo de forma analoga a la integral anterior, se realiza el cambio de
variable:
_ &<

"1 e o lainversa &=(1-&+& [2.62]

n
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Y se consigue la descomposicion:

| dor:jf(n)dn+jg(g)dg+jh(g)da [2.63]

éjil Py n
SIS

donde el valor de cada integral anterior es:

9(n) In(ij\/[ﬁ((—é'+1)n+i')+ 8] +[A((-&+)m+e)+8,] (1-g)dn
[2.64]

L _ (Ag+B) +(Ag+B, de

1 1

[o(e)de=[o%Mn .

&' &' ﬁ/}[@g]uﬁ] (?[§+g']+BZJ
K i K2

Observe que el integrando de [2.65] es el mismo que el de [2.57], quedando

[2.65]

de la suma de ambos:

h 1 7 :
Ig dE’ .[ > > \/(A1E.=+ Bl) +(A2E»+ Bz) dg
S ‘/ e [/}[M%%J {?[MMZ]
1 2 [2.66]
[ (e () [ (1me ey T 1-8  1+¢ ’
Ih(i)df— ln(EjTJ. K, ‘/[A(TAHT}r Bl:| +|:A2(T,U+Tj+8 } du
[2.67]

En la integral anterior hubo que hacer el cambio de variable:

2 ., +¢ 1-g 1
=—§——(t° o lainversa &-Tgpw%& [2.68]

1-¢° 1-¢
En cuanto a las funciones de forma ¢(n) y #(r) de [2.64] y [2.67]

respectivamente, son:
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_[er@-gm][Le p+ g4 (-E)n]
(_1+ pa)(_2+ Pa + pc)

P3 '(n)

):[,“ P, —&-(1-&m|[-1+p, +&+(1-&)n]

(pll(n (_1+ pa)(_l+ pc) [2.69]
o [eH@a-e)m][-1+p, +E+(1-8)n]
()= (-1+p,)(-2+ P, + p,)
1-&  14e)(1-8  -1+E
(Pl.(u)_( 2 T )( 2 T +pcj

(—1+ p)(-2+ p. + P,)

(3 ) ey

@ '(H): 2 2 2 2
’ (-1+p,)(-1+p,) [2.70]
1-&' 1+&")\(1-¢' 3+¢&'
N e

(-1+ p,)(-2+ p, + p.)

Con esto se han obtenido los términos de la matriz G cuando el punto de
colocacion esta contenido en el elemento de calculo. Este término sera la
suma de las integrales que aparecen en las expresiones [2.56], [2.59],
[2.64], [2.66] vy [2.67].

Para la resolucion de todas las integrales, tanto de los términos de H como de
G se ha utilizado la cuadratura de Gauss para la resolucion de integrales del
1

tipo If(x)dx, excepto para la resolucion de las integrales que aparecen en

-1
las expresiones [2.56] y [2.64] en las que se ha usado cuadratura de Gauss
1
para la resolucion de integrales del tipo If(x)ln(ljdx (Abramowitz &
X
0
Stegun, 1972 y Press et al, 1996).
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2.6. Elementos de las matrices F, y y n

Para la obtencion de los términos de estas matrices se tomaran funciones de
r, “radial basis function” siendo r el radio anisotropo equivalente definido en
[2.27.a]. Si se introduce la expresion [2.4] en [2.1.a] vy si se tiene en cuenta
que cada funcion fi(r) es independiente de las demas se obtiene, para cada k:

2 2 2
Ky ° fzk +2K, ot +Ky, c fzk QL (t):iaak f, (l’) [2.71]
axi 8Xlaxz 6X2 pCp ot

Considerando que la funcion fi(r) depende solo del radio anisotropo
equivalente r, la expresion anterior se transforma en:

r pC,

o (t){f‘k(r)+m}:iak (t) f (r) [2.72]

Que se puede transformar en:

o e
0 =p—cpa: (t)=—u2 [2.73]
O bien:
r*f (r)+rf (r)+p*f (r)=0 [2.74]

La solucion de la ecuacion definida en [2.74] es:

f (r)=J,(pr) [2.75]

donde Jy(z) es una funcion de Bessel de primera especie y orden 0.
Para obtener y y n se parte de una funcién f(r) y se eligen funciones  que
verifiquen [2.5] y funciones 7 obtenidas de:

0 0 0 0 0
n= o Ky &k, X n + Ky, 2k, 2 |, [2.76]
on o0X, 0oX, 0%, OX,

Para que las funciones y dependan de la variable r, el radio anisétropo
equivalente, la expresion [2.5] se transforma en:
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1d d‘l/k(r) _
Fa(r—dr ]_fk(r) [2.77]

Las funciones v, (r)que cumplen lo anterior son:

Jo (ur
v, (r)=- OL(;‘) [2.78.a]
. () [2.78.b]
n

A pesar de lo analizado anteriormente no es la funcion de Bessel la mas
usada. La eleccion del tipo de funcion de aproximacion es fundamental a la
hora de determinar la convergencia del método (Aral, 1988; Yamada, 1994;
Partridge, 2000; Yang, 2002). A continuacion se presentan diferentes tipos de
funciones de aproximacion, f, asi como las funciones 'y r correspondientes.

2.6.1. Funciones polinémicas

Presentan la tipologia genérica siguiente

f=1+r2+ri+..+r" [2.79.a]

dando lugar a:

[2.79.b]

1 r r? r"
n=|(Stgty et (XN, +x,1n,) [2.79.c]

Zhang & Zhu, 1994, analizaron la exactitud del método usando estas funciones
en funcion del grado mayor m.

2.6.2. Funciones Exponenciales

Pueden presentar la forma:

fogn [2.80.a]
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dando lugar a
2 7rL r
Y= [e o — El[—r—n [2.80.b]
0

—(r?
n=-e °£%+?°j(xln1+xzn2) [2.80.c]

En las expresiones [2.80] La constante rO representa el valor mayor de todos
los radios anisotropos equivalentes. El problema que representa esta funcion
es que el valor que toma y y n parar = 0 es «. Para resolver este problema se
puede utilizar la funcion siguiente:

P [1_ij [2.81]

2.6.3. Funciones de Bessel

Como se ha indicado al inicio de este apartado interesa tomar funciones fk(r)
que verifiquen la expresion [2.74], ahora bien, como el parametro p es
desconocido se definen funciones de la forma (Abramowitz & Stegun, 1972):

f— Jo[ij [2.82.a]

r‘0
y=r2 (1—30(3] [2.82.b]
n:Jl(rLjr?o(xinﬁxznz) [2.82.c]

Ademas de funciones dependientes de r se han utilizado otras funciones de
aproximacion, como funciones polindmicas (Cheng et al., 1993, Partridge,
1994), series trigonométricas (Elzein & Syngellakis, 1992, Partridge, 1994) o
series hipérbolicas, y funciones propias para geometrias determinadas como
se desarrolla a continuacion.
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2.6.4. Funciones para problemas con simetria axial

Estas funciones no van a depender del radio anisotropo equivalente definido
en [2.27.a] sino de la diferencia entre el radio del punto de colocacion y el
de integracion seglin se muestra en la expresion [2.83.a]. En este caso solo se
van a considerar problemas isotropos pues en los problemas anisétropos
desaparece la simetria.

En este caso se ha considerado la funcion de aproximacion:

f, =1+d, +d? [2.83.b]

donde

d, {(xf ox2)" _((x;)u(x;)z)ﬂ: R-R, [2.83.]

Y con esto quedan las funciones y y n:

1(R? R R*
W:E(T(l_Rk +R; )+E(1—2Rk)+E [2.83.c]
n= E(1—R +R2)+R—2(1—2R )+R—3 (x.n, +%,n,) [2.83.d]
2 k k 3 k 4 1 2" 72 ° °
2.7. Ejemplos practicos
2.7.1. Geometria rectangular, problema isé6tropo

Para ver la validez del método se va a comparar con el modelo teérico
desarrollado para un rectangulo, figura 2.5, que se enfria desde una
temperatura inicial Ty a una temperatura final T = 0, siendo la condicién de
contorno la temperatura impuesta de valor T = 0 en todo el contorno.
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Figura 2.5: Ejemplo tedrico

La solucion exacta es (Partridge et al, 1992):

© © H 2 2 K 22 _2
T=ZZAﬂsenmsenﬂexp - Kxnzn + yjzﬂ t [2.84.a]
L L Lo L L L,

donde:
_ 4T0 n j
A= (0" -1][(-1) 1] [2.84.b]
2.7.1.1. Influencia del valor de las constantes y de la
discretizacioén.

Al resolver el problema mediante el método de reciprocidad dual hay que
elegir una discretizacion adecuada del contorno, un nimero conveniente de
polos internos y una discretizacion en el tiempo acertada. Para ello no se
puede perder de vista el valor del parametro p (Chaudouet,1987), tomando
como:

[2.85]

En el parametro anterior Ax es la distancia entre nodos contiguos del
contorno. Como en este trabajo se utilizan elementos cuadraticos, que vienen
definidos por tres nodos, Ax es la mitad de la longitud del elemento y k es el
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cociente entre la conductividad del material y su capacidad calorifica; o sea

ke

pPCp

El parametro p es importante ya que marca el menor tamafo que puede
elegirse para la discretizacion en el tiempo, At.

El modelo de la figura 2.6, reproduce ¥ del solido genérico de la figura 2.5, al
que se le ha aplicado simetria segun el eje OX y segun el eje OY (L, = 6; L, =
4). Los polos que se utilizan siempre son 15. El niUmero de elementos de
contorno y los intervalos de tiempo variaran para distintas cargas analizadas.
Se daran los valores para los cuatro puntos que se indican en la figura. En
todos los casos la capacidad calorifica del material es de pc, = 1.

q=0
'y ‘)1
To =100
o o o o o
2| T=0 © o0 ,0 o o q=0
ceo0 o0 o0 o
v 3 _
4 T-0
3

Figura 2.6: Ejemplo de material isétropo

Para determinar la evolucion en el tiempo del problema definido en la figura
2.6, primero se analiza, para una conductividad K = 1, la variacion de la
temperatura en tres puntos: uno del contorno (el punto 1), un polo (el punto
2), y un punto interno que no es un polo (el punto 3); o sea que es un punto
que no se utiliza en la discretizacion sino que se calcula una vez que se
conoce la solucion en el contorno. Finalmente se obtendra el valor del flujo
de calor en el punto 4. Estos valores se determinaran para diferentes
discretizaciones del contorno (N =8; N=20; N=40; N=80; N =160),
segln se muestra en las figuras 2.7.b, 2.8.b, 2.9.b y 2.10.b y diferentes
discretizaciones en el tiempo (At = 0.01; At = 0.1; At = 1), que se representan
en las figuras 2.7.a, 2.8.a, 2.9.ay 2.10.a. Para los casos “a” el parametro es
u=0.0625y en los caso “b” se ha tomado un At = 0.1
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Temperatura
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100 4 b 100 . -
- —tedrico
A  \eoneo - NByu=225
80\ "°7A':g fl’l 4 80 o N20ypu=0.25 4
X f 2::1 —1-- N4O y u = 0.0625
604 o 6o — —N80y . =0.015625 ]
% —+—N160 = 0.0039062!
404 ué"' 40
2
20 20
0 0
0 2 4 6 8 10 0 2 . s s 10
tiempo tiempo
(@) (b)
Figura 2.7: Variacion de la temperatura del punto 1. (a) Diferentes
discretizaciones temporales con N = 40 (b) Diferentes
discretizaciones espaciales con At = 0.1
120
100 tedrico 109 tedrico
o At=0.01] ~-0- NByp=225
14 A At=0.1 80 4 & N20yp=0.25
21 o at=1 —0—N40y p = 0.0625

tiempo

(a)

Temperatura

40

—+-- N160 y 1 = 0.00390624

% --NBO y u = 0.015625

tiempo

(b)

Figura 2.8: Variacion de la temperatura del punto 2. (a) Diferentes
discretizaciones temporales (b) Diferentes discretizaciones

espaciales.
120
100 teérico
o0~ N8yu=225
100 4 ori b
- tedricol A N20y i =0.0625
—————— 0.1 59— N40y i = 0.015625

w0 —£—-0.01 R % N80 y i = 0.00390625

© 4

5
60 | 4 2

@

% 4
40 1 5

2
20 ] i

o P P
T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tiempo tiempo

(@)

(b)

Figura 2.9: Variacion de la temperatura del punto 3. (a) Diferentes
discretizaciones temporales (b) Diferentes discretizaciones
espaciales.
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T T T T
08 —%—B—a——a *
b 0
Y 20
-50 4 — T a0 Teodrico
tedrico 0] --0--N8ypu=225 4
_ N
5 100 o A=001 1 o el A-N20yu=025
3 | At=0.1 g -~ N40y u = 0.0625
e —moAt=1 S 100+ -0~ N80y u = 0.015625
2 150 4 o 0] 8-~ N160 y u = 0.00390625
T 2 140 1
200 - b 1607 ]
-180 | 1
250 b 2007 ]
220 B
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0 2 4 6 8 10 0 2 a 6 8 10
tiempo tiempo
(@) (b)

Figura 2.10: Variacion del flujo de calor del punto 4. (a) Diferentes
discretizaciones temporales (b) Diferentes discretizaciones
espaciales.

Los resultados representados en las figuras 2.7.a, 2.8.a, 2.9.a. y 2.10.a son
bastante aceptables excepto en el caso de At = 1, que se alejan bastante del
resultado teodrico pues At >> x4 En el caso del punto 3 se ha omitido, esta
grafica por variar bastante del valor tedrico.

En cuanto a los resultados representados en las figuras “b” éstos muestran
coincidencia con el resultado tedrico.

A continuacion se consideraran los resultados para K=10, K=1, K=0.1y K =
0.01, siempre con N = 40; o sea lo que implica que Ax = 0.125, con lo que el
parametro p tomara los valores de 0.0015625, 0.015625, 0.15625 y 1.5625

respectivamente. Se varia el valor de At de forma que Aﬂt =1.5625 en todos

los casos. Todo esto se refleja en la grafica 2.11., en la que se representan las
temperaturas de los puntos 1, 2y 3 y el flujo de calor por conductividad (Q/K)
del punto 4 frente al nimero de pasos de tiempo.

110 T T T T
—0—K=10yaAt=0.001| |

100

o5 ] A K=1yAt=0.01
904 *- K=01yat=01 ||
90 4 g —o-K=00lyat=1
g 80 -
5 854 4 ]
5
g g ™
Q 804 B 5
GE) % 60 4
F 754 |—0o—K =10y At=0.001 2
o K=1yAt=0.01 50
7 |.a-K=0lyat=0.1 o
654 [*-K=00lyat=1 ]
304
60 T T T T

pasos de tiempo pasos de tiempo

@) (b)
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100 4 204
—0—K =10y At=0.001

~A-K=1yAt=001

80 * K=0lyat=01|
0~ K=0.01yAt=1.0

Temperatura
(Flujo de Calor)/k
Lol
&
1

40 - -180 - —0— K =10y At=0.001
-200 - & K=1yAt=0.01
204 -220 o *- K=0.1yAt=0.1
240 ] ~<0-K=0.01yat=1.
-260
0 1 -280 T T T T
0 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
tiempo pasos de tiempo
(c) (d)

Figura 2.11: Variacién de la temperatura de los puntos 1 (a); 2 (b) y
3 (c) y variacién del flujo de calor por conductividad del punto 4. (d)
frente a pasos de tiempo.

En las graficas de las figuras 2.11 hay una concordancia, casi perfecta, de
resultados, esto es asi ya que se esta resolviendo la misma ecuacion
incremental. No da exactamente lo mismo en todos los casos porque los
coeficientes de la ecuacion y el término independiente se ven multiplicados
por un factor diferente en un caso respecto a otro, lo que hace variar
ligeramente la solucion. Esto es algo que ni se aprecia en las graficas.

Numero de polos o puntos del dominio usados en la discretizacién.

En cuanto a la influencia del nimero de polos, se comenzara estudiando el
problema de la figura 2.5, sin considerar la simetria aplicada en la figura 2.6,
tal y como se muestra en la figura 2.12. Esto se hace asi porque al tratarse de
un enfriamiento repentino de todo el contorno, las condiciones iniciales
vienen descritas por los polos.

T=0

o O
o O

o

ole

O 0O O 0O 0 0 ©o
@
o

Ow. O O 0O 0O ©o
O 0O O 0O 0 0 ©o
O 0O O 0O 0 0 ©o
O 0O O 0O 0 0 ©O
O 0O O O 0 O ©O
O 0O O 0O 0 0 ©O
O 0O O 0O 0 0 ©O

_|

1]
o

o o
o O

Ne O O 0 0 0 ©O

T=0

Figura 2.12: Problema sin simetria.
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En este caso se ha tomado un intervalo de tiempo At = 0.1 y una
conductividad de K = 1. Siempre se utilizara la misma discretizacion exterior
(N = 80) variandose el niumero de polos tal y como se muestra en la figura
2.13.

O 0O 0O OO0 O 0o 0O OO [e] [e] [e] [e] o [e]
0O 0O 0O OO0 0O 00 0 OO [e] [e] [e] o [e]
O 0O 0O OO0 O 0o 0O OO [e] [e] [e] [e] o [e]
O 0O 0O OO0 0O 00 0 0O [e] [e] [e] o [e]
O 0O 0O OO0 0O 00 0 0O (o] (o] o [e] o (o]
O 0O 0O OO0 0O 00 0 0O [e] [e] [e] o o
O 0O 0O OO0 O 0o 0O OO [e] [e] [e] [e] o [e]
NP = 77 NP = 39
(o] (o] o (o] o o [e] [e] o [e] o (o]
(o] (o] o (o] o o (o] (o]
[e] [e]
[e] [e] o [e] o o (o] o
(o] (o] o (o] o o [e] [e] o [e] o (o]
NP = 25 NP =17
[e] [e] o [e] [e]
[e] [e] o [e]
[e] [e] o [e] [e]
NP =9 NP=5

Figura 2.13: Discretizaciones con distintos niumeros de polos del
problema de la figura 2.12

Se representa la temperatura de los puntos 1, 2, 3 y 4 de la figura 2.12 Aqui
hay que tener muy presente que, dependiendo del nimero de polos en
cuestion, el punto objeto de estudio puede ser un polo, si aparece en la
discretizacion, o un punto interno, en cuyo caso su temperatura se obtiene
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después de determinar las temperaturas y flujos de calor de los puntos del
contorno. Los resultados se muestran en la figura 2.14.

T
140 4 /f\\\ teérico | | r
\\\<> =0 NP =77 100 & tedrico |
1204 &~ NP =39 o NP=T77
= NP =25 w0 & NP=39 |
—0---NP = 25|
g —0--NP =17
2 ©
<4 5 ~*%-NP=9 | 4
2 g 4 NP=5
S s
5 8 ]
= 5
hd
&
2 J ; . ) T T T T
° t 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
tiempo tiempo
@) (b)
T 160
tedrico | 7 tedrico
—o—-NP=77 ] 1404 7 —o-NP=77 A
A NP = 39 120 A-- NP =39
—o--NP =25 -9~ NP =25
~0-—NP=17 ] 100 45 0 NP =17 4
100 & —~%—NP=9 —*—NP=9
804 - NP=5 80

Temperatura
Temperatura

tiempo tiempo

(c) (d)

Figura 2.14: Variacion de la temperatura de los puntos 1 (a); 2 (b) 3
(c) v 4(d) de la figura 2.12 frente al tiempo.

En las figuras anteriores se aprecia que a partir de NP = 25 los resultados se
desvian apreciablemente de los teoricos.

A continuacion se varia el nimero de polos para el problema de la figura 2.6,
en el que al haber puntos del contorno que reflejan las condiciones iniciales
(contorno con q = 0) es de suponer que el numero de polos necesarios sea
menor. Los distintos modelos se reflejan en la figura 2.15. En todos los casos
se elige una discretizacion externa de N = 40 y una conductividad de K = 1.

En la figura 2.16 se representa la temperatura de los puntos 1, 2y 3 y el flujo
de calor del punto 4 de la figura 2.5. Se puede observar que en este caso se
deben colocar los polos lo mas cerca posible del contorno en el que cambia,
de repente, las condiciones iniciales, de modo los resultados del modelo (e)
con 7 polos cercanos a los contornos que cambian de repente su temperatura
son apreciablemente mejores que los proporcionados por la configuracion (d)
con 9 polos.
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Figura 2.15: Discretizaciones con distintos numeros de polos y
diferentes posiciones de éstos del problema de la figura 2.6
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Figura 2.16: Variacion de la temperatura de los puntos 1 (a); 2 (b) y
3 (c) y variacién del flujo de calor del punto 4 (d) de la figura 2.12
frente al tiempo.
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2.7.1.2. Parametros 6

En este apartado se varia el valor de los parametros 6,y 64, en el problema de
la figura 2.5 con K=1, At=0.1y N=40, o sea con u=0.0625. Los
resultados para las temperaturas de los puntos 1, 2 y 3 y el flujo de calor del
punto 4 del sélido de la figura 2.6, se muestran en la figura 2.17.

T T T T

—*— tiempo 100 4 166
06,205 N eecirlgos
80 4 & = 4T = Un
9,=0.79 80 4 A9 =075 -
*-6,=1 % =1

60 4

40

Temperatura
Temperatura

204

tiempo tiempo

(@) (b)

T T T T

teérico
00,205y 0,05
56,05y 6,=0.75

teérico B
~0-0,=05y 0,05

Temperatura

Flujo de calor

tiempo tiempo

(c) (d)

Figura 2.17: Variacién de la temperatura de los puntos 1 (a); 2 (b) 3
(¢) vy flujo de calor del punto 4(d) de la figura 2.12 frente al tiempo.

La figura 2.18 recoge las graficas 2.17.c-d, en las que se han eliminado los
casos que dan lugar a mayor dispersion, que corresponde a 6, = 0.5.
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Figura 2.18: Variacion de la temperatura del puntos 3 (a) y del flujo
de calor del punto 4(b) de la figura 2.12 frente al tiempo.

2.7.1.3. Funciones de aproximacion

Las funciones de aproximacion mas usadas son las polindmicas. En todos los
ejemplos anteriores se ha usado una funcion cuadratica [2.86.a] que ha dado
lugar a las funciones v y n siguientes

f,=1+r+r [2.86.a]
r2rr
—— e — 2.86.b
v, 4 + 9 + 16 [ ]
n 1+ r+— (%N, +%,n,) [2.86.c]
22 3 4 22

En este apartado se investiga la adecuacion de otras funciones de
aproximacion polinomicas, tales como:

f=1+r [2.87]
fy=1+r+r>+r® [2.88]
f,=1-r/r, [2.89]

En la figura 2.19 se muestran la variacion de temperatura de los puntos 1, 2 y
3y el flujo de calor del punto 4 del dominio representado en la figura 2.6.
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Figura 2.19: Variacion de la temperatura de los puntos 1 (a); 2 (b) 3
(c) y del flujo de calor del punto 4(d) de la figura 2.6 frente al
tiempo.

Se puede observar en la figura 2.19 que los valores que se acercan mas al
resultado teorico son los que se han inferido al utilizar las funciones f; y f4,
alejandose bastante los valores correspondientes a la funcion f; que es la
funcion polindmica de mayor grado.

2.7.2. Geometria circular. Problema isétropo

Se va a considerar un circulo de radio R = 2; conductividad K = 1y
capacidad calorifica pc, = 1. Este circulo se encuentra a una temperatura
inicial T, = 100 y sufre un enfriamiento repentino de la superficie aT = 0.
Se discretizara un cuarto de circulo, de forma que el problema que se estudia
es el representado en la figura 2.20.a siendo la discretizacion la representada
en la figura 2.20.b; una segunda discretizacion con un numero de elementos
mitad de la anterior también sera estudiada.
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Figura 2.20: Problema de transferencia de calor en una geometria
circular (a) y discretizacién del dominio correspondiente (b).

En las figuras 2.21 se muestra la temperatura del punto 1 de la figura 2.20.b y
el flujo de calor del punto 2. Se comparan los resultados que se obtienen con
la solucidn teodrica (Polyanin, 2002) y se observa que los resultados se ajustan
fielmente a los teodricos, sobre todo la discretizacion con mayor nimero de
elementos.

B 20
analitico 04
207

0

60

-80 a

100 //
120
40 [/
-160 [i
180 |/
200! ]
220" analitico ]
T = N=16 1
-260 - o-N=32 1
T T -280 T T T T

o 2 4 0 1 2 3 4
tiempo tiempo

(a) (b)

Figura 2.21: Variacién de la temperatura del punto 1 (a) y variacién
del flujo de calor del punto 2. (b) de la figura 2.20.b frente al
tiempo.
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2.7.3. Geometria rectangular. Problema ortoétropo

A las dificultades propias del método que aparecen en problemas isétropos
hay que anadir las derivadas de utilizar constantes diferentes para cada eje.

Se va a considerar el mismo soélido de la figura 2.5, con la consideracion de
simetria, como se muestra en la figura 2.6. Los polos que se utilizan siempre
son los mismos, 15, y se va cambiando la discretizacion en el contorno. En las
discretizaciones con 40, 80 y 160 nodos todos los elementos son iguales
mientras que las discretizaciones con 32, 128, 104 y 200 se discretiza mas
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finamente el contorno segin el eje OX que presenta una conductividad
menor. Se varian las conductividades k. de 0.01 a 10 y k, de 0.1 a 100,
realizandose todas las combinaciones posibles. Los resultados se muestran en

la figura 2.22 cuando la relacion % es del orden de 0.1 o 10 los resultados se
y

ajustan a los teoricos, pero si esta relacion es muy diferente empieza a haber
grandes discrepancias con el resultado teorico, discrepancia que no se
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resuelve afinando la discretizacion de las aristas con mas conductividad.
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Figura 2.22: Evolucion de la Temperatura para el punto 1 del sélido
ortétropo de la figura 2.6 con diferentes discretizaciones (a) K, = 0.01
VK, =0.1; (b) K,=0.01y K, = 1; (c) K, = 0.01 y K, = 10; (d) K, = 0.1y
K,=1; (€) Ky=0.1y K, = 10; (f) K= 0.1y K, = 100; (3) K, = 1y K, =
10; (h) Ky = 1y K, = 100; (i)K\ = 10y K, = 100

2.7.4. Geometria rectangular, problema anisétropo
A fin de contrastar la adecuacion de la simulacion numérica para un material

con comportamiento anisotropo se va a realizar una transformacion de

coordenadas para transformar el problema anisétropo en un problema
isotropo equivalente. Se transformara la ecuacién [2.1.a] en la ecuacion
[2.90]:

ou &% 1 au
2t e T T A
x?% % pe, ot

[2.90]

Para ello se debe hacer el cambio de coordenadas:
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X, '=(l,cos0)x +(lsend)x,
X,'=—(I,en0) x, +(I, cos6)x, [2.91]

Si se introduce la transformacion de coordenadas [2.91] en [2.1.a] queda:

2

4,
|2

1

1,2 (Kll cos? 0 + K ,,5en260 — 2K, c0s 6sen 9)

o%u

+
axllale
’u 1 au
X2 pe, ot

+14, ((K22 ~Kyq)sen@ cos 6 + K12(0032 6 —sen 29))

|22(K11$en29+ K ,, cos? 0 —2K,, cos 95en6’)

Para transformar la expresion anterior en la [2.90] se deben verificar las
ecuaciones siguientes:

1,2 (K11c052 6+ K ,,5en?0 — 2K, cos Gsen 9):1
(K,p— Ky )sen@cos 6 + Klz(cos2 6- senze): 0
1, (Kllsenze +K,, 00s% 6 — 2K, cos Gsen 0): 1

De la resolucion del sistema de tres ecuaciones anterior con tres incognitas se
obtiene:

2K,

taHZOZW [2.92.3]

117 22

(1) =" ; %2, Kﬂ;KZ? c0s 260 - K,,5en20 [2.92.b]
b Ky+K, K,-K

(1,)° = 11; 22 00520 + K, 5en20 [2.92.c]

El problema que se va a estudiar es el sélido de la figura 2.6 con N = 40 y con
constantes K;; =2, K, =1,y K,, =0.5. Si a este solido se le hace la
transformacion precedente para que quede un sélido isotropo se obtiene el
solido de la figura 2.23.

Se van a comparar los resultados del problema anisotropo de la figura 2.6 con
K, =2,K,=05,yK,, =1, con los resultados del problema isétropo de la
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figura 2.23 con K;; =1, Ki3,=0, y K,;, =1, Los resultados de las
temperaturas de los puntos 1, 2 y 3 de la figura 2.6 se muestran en la tabla
2.1. Estos valores corresponden a un tiempo t = 1. En ambos casos se ha
tomado un incremento de tiempo At = 0.1.

Puntos | Anisotropo Isdtropo equivalente
1 44.0870 44.0874

2 25.5104 25.5107

3 9.5693 9.5695

Tabla 2.1: Resultados de las temperaturas de los puntos 1, 2y 3 de la
figura 2.6, considerando el solido anisétropo y los de los mismos
puntos para el sélido isétropo correspondiente, figura 2.23.

(0.52, 2.07)
q=0

T=[0 (2.38, 0.79)

(1.87, -1.29)

Figura 2.23: Sélido de la figura 2.6 al que se le ha aplicado el cambio
de coordenadas de las expresiones [2.91] vy [2.92]

Como se observa en la tabla anterior los resultados del problema anisotropo
son muy semejantes a los del problema isotropo equivalente, no se ha hecho
una representacion grafica de resultados ya que las curvas obtenidas son
practicamente coincidentes.

2.7.5. Geometrias definidas con multicuerpos

En este apartado se van a simular geometrias definidas por cuerpos de
distintas caracteristicas. Inicialmente se simulara una geometria multicuerpo

en la que todos los dominios presentan idénticas caracteristicas tal como la
geometria circular de la figura 2.24.b. En este caso se tomara K; = K, = K5 =
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1 comparandose los resultados obtenidos con los del ejemplo de la figura
2.24.a. En ambos casos se trata de un circulo de radio R =2 con una
capacidad calorifica pc, = 1, una temperatura inicial T, = 100 y unas
condiciones de contorno aplicadas ent = 0, como se muestra en la figura
2.25: un cuarto de circuloa q = 0 y los otros tresa T = 20 . En el caso de la
figura simple se emplean 105 polos internos y en el de multicuerpos los
mismos polos menos los que corresponden al contorno, o sea 86 polos.

..‘KZ-

(b)

Figura 2.24: Sélido con multicuerpos (b) frente al mismo sélido
simple (a).

Los puntos cuyos resultados se contrastaran se indican en la figura 2.25.

Figura 2.25: Puntos en los que se calculard la Temperatura (1y 2) y
el flujo de calor (3) de los sélidos de la figura 2.24.

En la figura 2.26 se muestran los resultados, practicamente coincidentes entre
los dos casos monocuerpo y multicuerpo.
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T
Dominio tnico
©-- Multidominio | 4

Dominio Gnico|
©-- Multidominio

Temperatura
°
3
Temperatura

tiempo tiempo

(a) (b)

Dominio Gnico| |
©-- Multidominio

-100 4

Flujo de calor

-150 4

-200 4

Tiempo

(c)

Figura 2.26: Valores de las temperaturas de los puntos 1y 2 de la
figura 3.20 y flujo de calor del punto 3 de la misma figura.

Por ultimo se considerara el ejemplo, un poco mas complejo, de la geometria
eliptica de la figura 2.27.a, con las condiciones de contorno que se muestran
en la figura 2.29.a. y con las constantes del material K;; = K,, =K, =1y
pc, =1. El solido de la figura 2.27.b. esta formado por tres dominios
perfectamente unidos entre si y con las mismas constantes y condiciones de
contorno que el sélido de la figura 2.27.a.

5

(@) (b)

Figura 2.27: Solido con multicuerpos (b) frente al mismo solido
simple (a)
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El solido de la figura 2.27.a se ha discretizado con 64 elementos de contorno,
con 128 nodos externos, y 37 polos internos, mientras que el sélido de 2.27.b,
se ha discretizado con 88 elementos (174 nodos externos) y 26 polos internos.
Los resultados de las temperaturas del punto 1y 2 y del flujo del punto 3 de
la figura 2.27.a se muestran en la figura 2.28, en la que se observa una buena
adecuacion de resultados.

105 T T

Dominio Simple|
©o-- Multidominio 7 100 47

T T
Dominio simple|
©- - Multidominio |

Temperatura
Temperatura
~
3

tiempo tiempo

(a) (b)

Dominio simple]|
©-- Multidominio

Flujo de calor

tiempo

(c)

Figura 2.28: Valores de las temperaturas de los puntos 1y 2 de la
figura 2.27.a y flujo de calor del punto 3 de la misma figura.

A continuacion se analiza el comportamiento del solido cuando tiene dominios
con constantes muy diferentes. Se considera el mismo solido de la figura
2.27.a pero subdivido en cuatro dominios como se muestra en la figura 2.29.a
con K, =K, =K; =Ky K, »Ky las condiciones de contorno mostradas en
dicha figura; se compara con el sélido simple de la figura 2.29.b. En el sélido
representado en 2.29.a se han incluido 36 polos mientras que en el de 2.29.b
35 polos. Los puntos en los que se representan los resultados son los puntos 1,
2 y 3 de la figura 2.27.a.
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q=0 T=20
K3 K;
K4 Ki
T=20 q=0
(a) (b)
Figura 2.29: Sélido con multidominio (a) frente al mismo sélido
simple (b)

Los resultados de las Temperaturas de los puntos 1y 3 y del flujo de calor del
punto 2 se muestran en las graficas de la figura 2.30, donde se aprecia total

coincidencia de resultados.

T T T
- - 04
100 Multidominio B
©- Dominio Simple|

50

Multidominio
©-- Dominio Simple|

-100 4

Flujo de calor

-150 4

Temperatura

-200 4

T T T
0 1 2 3 4

tiempo tiempo

(a) (b)

T T
100 Multidominio i
©-- Dominio Simple|

Temperatura

tiempo

(c)

Figura 2.30: Valores de las temperaturas de los puntos 1 (a) y 3(c) de
la figura 3.b y flujo de calor del punto 3 (b) de la misma figura.






Capitulo 3: Elastodinamica

3.1. Generalidades

Si el capitulo anterior se dedica al estudio del problema térmico, éste se
focaliza en la Elasticidad plana anisotropa lineal; primero desde el punto de
vista analitico y después desarrolla el DRBEM para este tipo de problemas.
Finalmente se analiza la influencia de los distintos factores que intervienen en
el método mediante su aplicacion a una serie de ejemplos.

3.2. Ecuaciones de la Elasticidad Anisétropa en
Elastodinamica

Las ecuaciones que definen el problema elastico (Fung, 1977) son:

Ecuaciones de equilibrio interno:

G, +hb =py, [3.1]
Relaciones cinematicas:
1
&ij E(Ui'j +uj’i> [3.2]
Ecuaciones de comportamiento:
oij =Ciju€u [3.3]

En las expresiones anteriores o;; representa a las componentes del tensor de
tensiones, &; a las componentes del tensor de deformaciones, u; a las del
vector desplazamiento, b; a las componentes del vector de fuerzas de
volumen, Gy a las componentes de la matriz de rigidez del material y p es la
densidad; los subindices i, j, k, [ pueden tomar los valores 1,2,3. Las

53
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ecuaciones anteriores constituyen un sistema de 15 ecuaciones con 15
incognitas, las seis tensiones, las seis deformaciones y los tres
desplazamientos, siendo las condiciones de contorno, bien en tensiones, bien
en desplazamientos, como se indica a continuacion:

Condicién de contorno en desplazamiento:
Ui = Ui [3-4]
Condicion de contorno en tensiones:

P =0 [3.5]

En la expresion [3.5] p; representa las componentes del vector tension que se
relaciona con el tensor de tensiones y la normal a la superficie exterior n; a
través del lema de Cauchy:

p, = oy, [3.6]
El sistema de ecuaciones representado en [3.1], [3.2] y [3.3] se puede
reducir a un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, los tres
desplazamientos, si se sustituye [3.2] en [3.3] y el resultado en [3.1],
constituyendo las ecuaciones de Navier:

Cijkluk,lj +b =pU; [3.7]

El objetivo del presente trabajo ha sido resolver el problema plano para el
que se pueden reducir las ecuaciones de la elasticidad a un sistema de dos
ecuaciones.

3.3. Ecuaciones de la Elasticidad Bidimensional

Estos problemas pueden ser de tension plana o de deformacién plana (Love,
1927).

Tension plana
Las caracteristicas basicas de un dominio elastico sometido a un estado de
tension plana son:

e El solido tiene una dimension, que se denominara 2h vy, sin pérdida de
generalidad se asumira que se dispone a lo largo del eje Ox;, mucho
menor que las otras dos. Estas constituyen el plano Ox;x,.
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e No hay fuerzas de superficie en los planos x; = # h.

e Las fuerzas de volumen no tienen componente seglin x;.

e Las fuerzas de superficie que actuan sobre la superficie cilindrica son
independientes de la coordenada x;.

Bajo estas condiciones se puede suponer que las tensiones o33, oy3 Y 033 SONn
despreciables frente a oy;, 03, Y o072, por lo tanto:

033 = 0, 013 = 0, 033 = 0 [3.8.a]
Las tensiones no nulas son:
01 =0, (% %) On=0y,(%,%); o, =04,(X.X%) [3.8.b]
Como consecuencia de las relaciones anteriores los desplazamientos son:
U =U (X,%); U =U,(%,%); U #0 [3.8.c]
Los desplazamientos anteriores implican que &35 =0.

Deformacion plana
Un dominio elastico esta sujeto a un estado de deformacion plana cuando:

¢ Una dimension, que se puede definir a lo largo del eje x;, es mucho
mayor que las otras dos.
¢ El desplazamiento en esta direccion puede suponerse nulo.

e Las fuerzas de volumen y las de superficie que actuan en la superficie
cilindrica no dependen de la coordenada x;.

Los desplazamientos son:

W =U(X,%); U, =U,(%,%); U =0 [3.9.a]
Como consecuencia de estos desplazamientos las deformaciones son:
833 = 0, 813 = 0, 823 =0 [3.9.b]

y las deformaciones no nulas:

811:811(X1’X2); 822:822()(1’)(2); 812:812(X11X2) [3.9.c]
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Hay que tener en cuenta que ag;; # 0.

Las leyes constitutivas en elasticidad bidimensional son:
— Ecuaciones de equilibrio interno:

Gy +0, =pU, [3.10]

— Relaciones cinematicas:

€ap :_<ua,ﬁ+uﬁ,a) [3.11.a]

En las expresiones anteriores los subindices « y B toman los valores 1,2. Para
los casos de tension plana la expresion [3.11.a] hay que completarla con:

1
& :E(ua,3+u3,a);g33 =U,, [3.11.b]

oL

La ley de comportamiento se puede reducir a:
o, = Q¢ [3.12]

En la expresion anterior los tensores de tensiones y de deformaciones se
expresan como vectores tomando los indices i, j los valores 1, 2, 6, que
corresponden a los pares 1=11, 2=22, 6=12. Los coeficientes de la matriz Q,
para deformacion plana son:

Q11 :Cllll; le :C1122; Q22 :C2222; Q16 :C1112; Qze 202212; Qee :C1212
[3.13]

Para tension plana, renombrando la matriz de rigidez C,m, como Cj; con i, j =
1, 2, 6, se tiene:.

Qi =Cy— ety [3.14]

C33

Con estas simplificaciones las ecuaciones del problema elastico en funcion del
campo de desplazamientos, ecuacion de Navier, se reducen a las dos
ecuaciones:

Qllul,ll + 2Q16u1,12 + Q66u1,22 + Q16u2,11 + (Q12 + QGG ) u2,12 + Q62u2,22 = pul

Q16u1,11 + (Q].Z + QGS) u1,12 + Q26u1,22 + Q66u2,11 + 2Q26u2,12 + Q22u2,22 = puZ [3 . 1 5]
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Y las condiciones de contorno en un sélido como el de la figura 3.1 son:

Il
=]

Uo =t en D, [3.16.a]
u, = U,
P = Po en D, [3.16.b]
Py =B
t :u_” en D3 [3.16.c]
P, =B
oD,
éD3
D
oD,

Figura 3.1: Sélido sujeto a diversos tipos de condiciones de contorno

De las condiciones de contorno anteriores, las descritas en [3.16.a]
corresponden a desplazamiento impuesto; las descritas en [3.16.b]
corresponden a las fuerzas conocidas y, por Ultimo, las descritas en [3.16.c]
corresponden condiciones mixtas. Los subindices n y r denotan direccion
normal y tangencial al contorno, respectivamente.

Los problemas bidimensionales se suelen resolver mediante funciones de
tension. Asi la ecuacion [3.10], sin considerar efectos dinamicos ni fuerzas de
volumen se reduce a:

%o, Ty
OX -
% [3.17]
ot,, 0o, 0
+ —=
ox oy
En este caso se puede encontrar una funcion de forma @ que:
2 2 2
o =22 5 -2 . __2° [3.18]
OX oy oxoy

Si se desarrolla la inversa de la expresion [3.12]:



Elastodinamica

58

B B Bis ) on
[3.19]

=B Bn By || 0z
G

8ll

€2

2¢, Bis Bas Bes

La matriz B8 que aparece en [3.19] es la matriz de flexibilidad que, en tension
plana, coincide con la matriz de flexibilidad tridimensional S y se puede poner

en funcion de las constantes ingenieriles:

Su:i’ 512— h—_\/21:
E, E E
Niza - Mo 1
S, = =—, S, =— 3.20
e El G12 # EZ [ ]
S, = M2z _ Moo , S, = i
EZ GlZ G12
Para deformacion plana se tiene:
Si,S;;
By =Sy ——— [3.21]
S33

Expresion ésta analoga a la [3.14].

Las deformaciones tienen que verificar la ecuacion de compatibilidad en el
plano:

2

ey [3.22]

d%, 0%,
OX,0%,

+ =
x> ox’

Si se introduce [3.18] y [3.19] en [3.22] se obtiene:
o'® o'®
B,—=0 [3.23]

o' o'® o'®
Bzz aXf _ZBZG 6X138X2 +(2B12+B66)W_2B16m+ :
Definiendo el operador D;:
D, =i—usi [3.24]
OX, X,

la expresion [3.23] se puede poner como:
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D,D,D,D, (CD):O [3.25]

Sustituyendo cada operador por su valor, definido en [3.24] se obtiene:

4

oD
By —2Bu+ (2312 +Bes ) MZ - 2B16H3 + BMMA 7= 0
oz

La resolucion de la ecuacion anterior pasa por la resolucion del polinomio
caracteristico:

B, _2[326“"'(2[312 +B66)”'2 _2B1GH3 +B11U4 =0 [3.26]

La resolucion del polinomio [3.26] tiene 4 soluciones y, segin demuestra
Leknitskii (1963), las cuatro son complejas, por lo que éstas son:

o=oy+iB, W, =0, +iB,, =, Hy =R, [3.27]
Las direcciones caracteristicas se denotan por:

Z, =X X%, [3.28]

3.4. EIl Método de Reciprocidad Dual en Elastodinamica

Despreciando el efecto de las fuerzas de volumen, si los términos de [3.10] se
multiplican por el campo de desplazamientos u, y ambos términos se integran
sobre el volumen, se obtiene:

J'cijyjuk*dv = Ipuiuk*dv [3.29]
D D

En la ecuacion anterior, integrando por partes el término de la izquierda, se
deduce:

.[Gijvjuk*dV = I(Gijuk*)'j dv —jcijuk,j*dv =
D D D

N N X N [3.30]
= J.csijnjuk dS—IGijakj dv = J‘ p.u, dS—J.(sij g4dV
oD D b D

En la expresidon anterior se ha tenido en cuenta el teorema de Gauss y las
igualdades:
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U, =0y (akj +03kj):csijskj [3.31]
6 [3.32]

o

Oji&g = Gj

donde o, es la matriz de giro.
Por otra parte la ultima integral de [3.30] se puede poner como:

E[Gij*akjdv = _l‘;cij*uk,jdv = J‘(Gij*uk ),j dv —I[Gij’j*ukdv =

D

= Icij*njukds +Ibi*ude = J. p,'u,dS +Ibi*ukdv [3.33]
oD D oD D

donde u’, es la solucién fundamental de la elasticidad en un medio anisotropo;
o sea es un campo de desplazamientos asociado a la ecuacion de equilibrio:

lej,j*+Ael =0 [3.34]

En la expresion anterior Ae; es una fuerza & de Dirac aplicada en el punto de
calculo en la direccion de e, de forma que la solucion fundamental se puede
expresar como:

u, =ue
k* |k* | [3.35]
P« = Pi&
Teniendo en cuenta [3.30], [3.33], [3.34] y[3.35] en [3.29]:
CyUy + j Py dl = J.u*lk pde_Iu*lkpude [3.36]
oD oD D

En la expresion [3.36] c, es un tensor que depende de la geometria del
elemento y de las propiedades del material y que, para pendientes suaves
toma el valor de &§,/2. Un estudio pormenorizado del calculo de este
coeficiente viene desarrollado por Liu (2000).

Tomando como aproximacion el desarrollo en variables separadas de la
aceleracion, de la forma:

U, :gan’”(t)‘ foe (%, %;) [3.37]

siendo NN = N (nimero de nodos del contorno) + NP (nimero de polos del
dominio).
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La integral de dominio de [3.36] se puede poner como:
* NN *
IU Ikpude:pza?J‘ulk f [3.38]
D m=l D

Las funciones de forma f.c deben ser tales que permitan obtener W, con
facilidad. Estas deben verificar:

Con¥, . =f, [3.39]

ksmr = mn,rs

Sin embargo obtener las funciones ¥,, es una tarea dificil por lo que en
elasticidad anisotropa se procede al revés a como se hacia para el problema

del potencial, se supone la funcion ¥%,, vy, a partir de ella y de la expresion
[3.39] se obtiene fy.

Teniendo en cuenta [3.38] en [3.36]:
¢ Uy +.|. p’ U dl = ju W pdT — pZa ju W FrdQ [3.46]
oD

Considerando ahora la expresion [3.39] e integrando por partes la integral de
dominio de la expresion anterior, resulta:

ju,k frdQ = ju,k o P s 0Q = ju CoanrVn ), dQ- Iu,kSC Y dQ=

ksmr

= IU Ik ksmr mn,r sdr IU Ik, kasmr\P dQ IU Iknkndr JCmrksu*lk,s‘Pmn,rdQ

[3.41]
La segunda integral de la expresion anterior se puede poner como:
J.Cmrksu*lk s © mn dQ _‘-Cmrks Iks mn,rdQ = J.G*Imr\Pmn,rdQ =
D
I S Imr\P dQ_IG Imr,r‘{jmndQ = JG*Imrnrl{jmndS __[G*Imr,r\PmndQ =
D b D
= J p Im\Pmnds +jb*lm\PmndQ = j p*lklPkndS +ClklPkn
b D ab
[3.42]

Teniendo en cuenta [3.41] y [3.42] en [3.40]:
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NN
CyeUy + J p Ikukdr = JU Ik pkdr_pzanm {Clk‘"y?n - j u .mﬂldFJrJ p |kl}’::1dr}
oD m=1

D oD D
[3.43]

En la expresion anterior ¥y n tienen significado de desplazamiento y vector
tension, respectivamente:

u" =W¥le [3.44]
P =M€y [3.45]
T1kn = 6knsns [3'46]

En la expresion [3.46] 5, es el tensor de tensiones que se obtiene al derivar

el campo de desplazamientos v, para obtener las deformaciones correspon-
dientes y, posteriormente, aplicar la ley de comportamiento [3.3].

Si se expresa la expresion [3.43] en forma matricial se llega a:
Hu-Gp =p(H¥Y-Gn)a [3.47]

Teniendo en cuenta [3.37] i=F-a=a=F'ii, e introduciendo esto en la
expresion anterior:

Hu-Gp =p(H¥-Gn)Fii

[3.48]
Llamando:
M=—p(H¥-Gn)F" [3.49]
la expresion [3.48] se reduce a:
Ml +Hu=Gp [3.50]

La expresion [3.50] se reduce a un sistema de ecuaciones lineales cuando se
hace una discretizacion en el espacio y en el tiempo. La discretizacion en el
espacio se realizara mediante elementos cuadraticos iguales a los
considerados en los problemas de potencial, apartado 2.4, en cuanto a la
discretizacion en el tiempo se vera en el apartado 3.7 del presente capitulo.

El vector desplazamiento y el de tension son:
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c
=

| e
Pro e

' 0 ' 0 ! 0 .
UZ[Ul]:[(Pl ' 2 ' ®s 'J = Pu’ [3.51]
u, 0 o' 0 o, 0 o

c

c C
NwhPFwdhn

"0 g, 0 ¢ 0)¢ .
q:(qu:(cpl P, 3 ]qlz _oq  [3.52]
Q.
o
3

02

Si se desarrolla la expresion [3.50], teniendo en cuenta [3.51] y [3.52] queda
la expresion [3.53], siendo NE el nimero de elementos:
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u;
(Cn Clzj[”l] +§J‘(p1*1 pl*zj(q)l' 0 ¢," 0 ¢ Ojdr' Ulz _
Cu Co)i\U)y T \Pu P20 @' 0 9" 0 o) 'u
3
ul
u;
]
P
P
=NE (uil uaz}[q)l' 0. ®,’ 0' Q' O.Jdrj p1z 4
iap, \Uar Uy 0 ¢ 0 ¢ 0 o P,
3
Py
P
pNzN NZE {Cll "12} [\yn ‘1’12] i U1 Yo [“ﬁ' 0 0" 0 o5 0](“_ [”11 n12] .
m=1/ j=1|\%1 C2)i\*21 ¥2 i | “;1 uzzi 0 @' 0 9 0 o M1 22y

" J‘[pl*l pl*zJ[(pll 0 ¢, 0 @ Ojdr [‘Pn \Pm] [fn fnjl(ul)
o, p; p;zi 0 o' 0 o, 0 ¢ Yy Yy ki f T K u,

[3.53]
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3.5. La soluciéon Fundamental
A la ecuacion de equilibrio [3.34], le corresponde la ecuacion de Navier:
C iUy +Ae’ =0 [3.54]

La solucion en Elasticidad Bidimensional Anisotropa es (Zhang et al, 1996, p.
ej):

uj (2,2 ) =2Re[ a,A; In(z,— %) +0,A, In(z, -2, | [3.55]

En la expresion anterior z4 son los términos definidos en [3.27]y z, y z’x en
[3.28].

Los coeficientes gjx son:

Bn“i + B —Brekty
= 3.56
o [Buuk +By /“’k _BZGJ [ :

Las constantes f;; son las componentes de la matriz de flexibilidad definida
en[3.19]

Y los Aj son las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones complejo:

1 -1 1 —1)(AL) (8,/(2ni)

ool M, o, || A _ _8j1/(2ni) [3.57]
Oy _qll G _q12 'ﬁ‘j 2 0
Br T G O j2 0

En cuanto a la tension fundamental:

1 1
p,.(zk’ ) 2Re|:g|1 i1 (Hl )+gi2Aj2ﬁ(p'2nl_n2):|

l 2 2
[3.58]

En la expresion anterior el Unico factor desconocido es el tensor g, donde:

[ M Mo
[gik]_[_l _:J [3.59]
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siendo ny las componentes del vector normal al elemento.

Tanto en la expresion [3.56] como la [3.58] se trabaja con nimeros
complejos aunque el resultado final es real. Para ello se va a explicitar ambas
expresiones en funcion de nimeros reales, descomponiendo cada coeficiente
en un nimero real y otro imaginario:

Oy = Qii + iqilk
A, = AL +iAl [3.60]
O = gii +igilk

A continuacion se va a transformar la solucion fundamental, partiendo de la
descomposicion en la parte real e imaginaria de:

In(z, -2 )=In[(x, —Xx))+o (X, —X,)+iB (X, —x',) | =Ink +i6, [3.61]

En [3.61] (LePage, 1980, p. €j):

b= (% =X bon (%=X, )) + B2 (%, X, )
Bk(xz_xlz) J [3'61]

(Xl—X'1)+0Lk(X2—X'2)

0, = arctan(

Teniendo en cuenta [3.61] y [3.60] en [3.55]:

u; = 2{( piF;Ale - pillAJ!l)In I _( piRl’AJ!l + pillAle)el +

R AR | | R Al | R [3.63]
(pizAjz - pizAjZ)In r _( piZAjZ + piZAJZ)ez}
Para la tension fundamental es necesario desarrollar:
1 :(Xl—X'l)—i-ock(Xz—X'z)_iBk(Xzz—X'z) [3.64]

; 2
=7 Iy

r‘k
donde ry es el valor que aparece en [3.62].

Teniendo en cuenta [3.64] la expresion [3.58] queda:
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[(% =X )+ay (X =X, ) ] (aym, —n,)+Biny (X, —x'2)+

p; =(g?1A1T _g}lAll) r?
—(g?lAi'l—g}lAFj)[(Xi_Xll)Jral(xz_XIZ)][ilznﬁBl(xz_X'Z)(alnl_n2)+
[ , (%, —x' ]1 . . [3.65]
X )T (X X oM =Ny )+ P (X, — X,
+(O7A: ~05A:) o)t )r(za AL ON
_(g?ZAIZ_g;ZAZ)[(Xl_Xl)+a2(X2_XZ)JBr22n1+B2(X2_X2)(a2n1_n2)

3.6. Elementos de la Matriz G

Los elementos de la matriz G vienen definidos por la integral:

J‘{uzl UIZJ((Pll 0 ¢, 0 o Ojdr_:[glll 9112 9121 9122 9131 gfzj
oy U L0 @' 0 @' 0 o) ' \gy 0, 0% 9 9n x

[3.66]
De forma analoga a como se hizo en el problema térmico hay que distinguir si

el nodo i pertenece o no al elemento j, por la aparicion de integrales
singulares en el primer caso.

— Matriz G, nodo no perteneciente al propio elemento

El término que hay que evaluar sera:

o) = j(p-k u;dr [3.67]

D,

La funcion ¢’;, de la integral anterior, vendra dada por una de las expresiones
de [2.25] v, al igual que esta funcion, el resto del integrando se pondra en
funcion de la variable natural &, como se hizo en el problema del potencial. El
diferencial de longitud dI" se puede poner segun la expresion [2.36].

Introduciendo en [3.67] la ecuacion [3.63] se puede deducir que la obtencion
de [3.67] se reduce a las dos integrales siguientes:

[ @n'inndr= [ ¢, 'K \(AE+B,) +(At+B ) dg [3.68]
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[ on'0,0r= j o 0, \(AE+B,) +(AE+B, ) dE [3.69]

En las expresiones anteriores ry y 6, vienen dados en [3.62].

— Matriz G, nodo perteneciente al mismo elemento

En este caso las integrales definidas en [3.68] y [3.69] son singulares. Para la
integral definida en [3.69] la singularidad es evitable:

B (A (E+E)+B,)
(A(e+E)+B,)+o, (A (E+E)+B,

)\/(Az&"‘ Bz)z +(AE+ Bl)zdé
[3.70]

I ¢, '0,dT = I ¢, 'arctan
oD D;

En la expresion anterior se le ha asociado una coordenada natural & a un
punto cualquiera del elemento j.

En cuanto a la integral del término logaritmico, [3.68], se resolvera de forma
analoga al problema de potencial, descomponiendo la integral en dos
intervalos.

g=¢’ &=l
[o\inrdr= [ ¢\ Infdl+ [ ¢, Inrdr [3.71]
oD; &=-1 g=¢’
353
— Integral _[(p'klnrkdl":
E=-1

Se realiza el cambio de variable definido en [2.52]:

_g i - _ ' '
n_1+§‘ oalainversa &=—(1+&)n+§ [2.52]

Con esta nueva variable el diferencial de longitud se transforma en [2.53] y ry
es:

e (n) = Tl(h&')ﬂ(%[(l%')ﬂ—2&']— Blj+ak [%[(ha')n—zg']_ szjz +

2

+BE (ﬁ[(ua')n—zgj— Bzﬂ

[3.72]
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Introduciendo [3.72] y [2.53] en la primera integral de [3.71], ésta se puede
descomponer en tres integrales:

Tl%"n(rk)d“jf(n)dn+jh(&)d&+jg(é)d& [3.73]

En las tres integrales en que se ha descompuesto la integral inicial aparece el
diferencial de longitud dr;, en la primera integral éste se pone en funcion de
la variable r y en las otras dos en funcion de & de forma que las tres
integrales anteriores quedan:

.1[ f(n)dn= —i(p'k (n)ln(i}/[ﬂ(—(&#l)n +§')+ 81]2 +[Al(—(§'+1)n + g')+ 81]z (1+€&"dn

0 [3.74]

i Tw-k@)m[\/((?[(na)nza-]Bl]*“k(gz[(“@')“é']BZDZ*“@Z[(“&')”M BU

J(AE+B) +(Ag+B,)de

[3.75]
Para determinar la segunda integral se realiza el cambio de variables:
2 1-¢' . 1+¢"  1-¢'
=——E&+—— oalainversa {E=———=p+——=> 2.58
H 1+§'§ e g PR [2.58]

[h()ae = In(l+§')%j(p'k (u)\/{a[lfu_lf} BlT {A{lfu_lf} Bszu

-1

Las funciones ¢'(n) y ¢ (1) de [3.74] y [3.76] vienen definidas en [2.60] y
[2.61].

g=1
- Integral I ¢\ Inrdl:

g=t'

Se procede de forma similar a como se hizo en la integral anterior; para esta
integral se realiza el cambio de variable:

nzfl_—_;j oalainversa &=(1-g)n+&' [2.62]
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Se consigue la descomposicion:

T(p'k (&)nrdr=| 1 (n)dn+jg(g)d§+jh(§)d§ [3.77]

&=¢'

donde el valor de cada integral anterior es:

[ t(mon=—for, ([ 2| (A= 0n+2) T A (= Dn+2) 8] (-€)en

n

[3.78]

=j<p'k (&)In[\/[[’g[(1+§')n—2é']— Bljmk (%[(ng')n—zg']— szjz +PB2 (%[(H;-)n_gg-]_ szz]

(AE+B) +(AE+B,) dg

[3.79]

El integrando de [3.79] es el mismo que el de [3.75], quedando la anterior
expresion como suma de ambas.

[a(e)de=

- 1(4)& (i)ln[J&’;[(ng')nza] Bljmk (%[(ug')nfzg'} BZDZ +B (%[(ug')m 2]~ BQJZJ

J(AE+B) +(Ag+B,)de

[3.80]

Por ultimo, para la tercera integral se hace el cambio de variable definido en
[2.68]:

uzig—lt—g o la inversa 5:%;”% [2.68]

[h(z)de= n1-2)% o (H)J[A(l‘f'wl‘f} BlT {A{%w%} Bszu

-1

ot—y

En cuanto a las funciones de forma ¢'(n) y ¢ (u) de [3.78] y [3.81] son las
mismas que aparecian en las ecuaciones [2.69] y [2.70], respectivamente.
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3.7. Elementos de la Matriz H

Cada elemento tendra 12 términos de la matriz H que son los que se ven a
continuacion:

J‘(pl*l p;z](q)ll 0 ¢ 0 ¢ OJdI—_:[hh h112 h121 h122 h131 hfzj
oD p;l p;z 0 ¢ 0 ¢ 0 ¢ ! h;1 hgz h221 h222 h231 h232

Hay que distinguir si el nodo i pertenece o no al elemento j.

¢ Elemento de la matriz H cuando el nodo no pertenece al elemento

De forma analoga a como se procedio con la matriz G es necesario obtener las
integrales:

j‘(pk.(é)[()ﬁ_xll)"'ak(xz_Xlz)l(gkm_nz)"'ﬁi(xz_Xlz)nl \/(Aié+ B1)2 +(A2<t._,+ Bz)zdé

-1 I’k
[3.82]

j‘pk -(i)[(xl =X+ (X, — x'z)]B:zn1 +Bi (% — X ) (o,

_”Z)J(A@+ B,) +(AgE+B,) dg
[3.83]

En las expresiones anteriores ry viene dada en [3.62] y n; y n, son las
componentes de la normal al elemento que vienen determinadas en [2.38].

¢ Elemento de la matriz H cuando el nodo pertenece al elemento

Este caso resulta mas complicado que en la matriz G. Las expresiones [3.82] y
[3.83] se modificaran poniendo las coordenadas del nodo (X1, X2) que
pertenece al elemento en funcion de una coordenada natural &’. Se utilizan
los valores de n; y n; dados en [2.38], las coordenadas x; y x; de la expresion
[2.34] y [2.35] y el diferencial de longitud de [2.36] en funcion de la
coordenada natural.

Se comenzara estudiando la expresion [3.83] que presenta una singularidad
evitable:

~Joc® AR 7 48
B [?(&+a‘)+81+ak( > (&+a')+BZD +ﬁi(/§(a+a‘)+82j
[3.84]

>
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En la expresion anterior tanto numerador como denominador se han dividido
entre (¢-¢')°.

La integral [3.82] sélo se podra dividir entre (§—&'):

1 ((%(M%Bljmk[%(m%Bz]](ak(Az&Bzw(AmBl))ﬂsi{%(m%Bz](Aza+Bz)
J‘Pk'(&) 2 2

’ (g—&'){[(?(ma')&jmk(?(a+a')+sz]j B[S ere)en,) }

dg

|>

[3.85]

Como la integral [3.85] es singular, no se puede resolver a menos que se
cuente con @, '(é), pues no hay que olvidar que esta funcion es un producto
de dos binomios, pero de los tres nodos que definen el elemento sélo las
funciones de forma de dos de ellos tiene el binomio (£§-&'). El término h'

carece de él, aunque se puede determinar considerando hipotesis de solido
rigido, (Brebbia & Dominguez, 1989):

>ohi, =0 [3.86]

3.8. Discretizacion en el tiempo

Para discretizar en el tiempo la expresion [3.50] se va a seguir un método
directo, esto es, no se va a transformar la ecuacion mediante la transformada
de Laplace o de Fourier, sino que se va a tomar el tiempo como variable.
Partiendo de que las variables u y p son conocidas en el tiempo t,, se
estimaran en el tiempo t,.;, para lo que se utilizaran métodos propios del
Método de los Elementos Finitos. Se estudiara un intervalo de tiempodeOa T
y, sin pérdida de generalidad, se consideraran intervalos de tiempos iguales,

de forma que si hay N intervalos de tiempo el incremento sera At:%.

Dependiendo de la aproximacion que se haga de la aceleracion se distinguen
diferentes métodos. Tres métodos han sido implementados (Bathe, 1976 o
Zienkiewicz, 2004) aunque existen otros métodos que han sido tratados a lo
largo de la literatura como el de la solucion temporal cuadratica QC (Wang et
al, 1997; Yu et al, 1997) para elastodinamica transitoria. Resultan también de
interés los métodos desarrollados por Demirel & Wang (1987) de truncamiento
para reducir el tiempo de computacion o incluso una integracion analitica
para problemas determinados (Crouch & Tian, 1988).
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3.8.1. El Método de Wilson
Este es un método de aceleracién lineal, pues se establece una variacion
lineal de la aceleracion en el intervalo de tiempo que va desde t a t + 44t,
donde 6 > 1,(Polyzos & Beskos, 1998) pero para que sea incondicionalmente
estable 8 > 1.37, empleandose habitualmente 6 > 1.4.

Si se considera 7, un incremento de tiempo tal que 0 < 7 < 64t, una vez
conocidas las variables del problema en un tiempo t, se particularizara la
ecuacion [3.50] al intervalo t + =

Md,,. +Hu,,. =Gq,,, [3.87]

t+t
donde las ecuaciones en el intervalo t + 7, se pondran en funcion de las
variables en el intervalo t y de las variables en el intervalo t + 64t, de la
forma.

Uy, =4, +%[ut+€m _ut] [3.88]
2
U, =0, +07+ 2OAt [Ut+6At _Ut] [3.89]
U, = U, + 0,7+ 2,22 [0, — ] [3.90]
“ 2 BOAL

Particularizando el valor de las variables definidas en [3.88], [3.89] y [3.90]

para un valor de ¢ = 6At, se obtiene el valor de u,,, de [3.90] e
introduciendo estos valores en [3.87] se obtiene:
LM+H Uon —GOPx =G (1-6)p, +M Lu +iu +2U
(eAt)z t+0At t+At t (eAt)z t BAI t t
[3.91]

En la expresion [3.91] se ha realizado una discretizacion lineal de las
tensiones p:

Prioa =Py +0(pl+At _pt) [3-92]

de
de [3.88] , para ello hay que particularizar =1 _El valor

Al finalizar el calculo de cada intervalo hay que hallar el valor de u
[3.89] y de u
de U se despeja de [3.90], habiendo tomado 7= 44t.

t+6At

t+At

t+At
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3.8.2. El Método de Newmark

Es un método que también puede ser incluido entre los métodos de
aceleracion lineal. Se aproximan tanto los desplazamientos como las
velocidades:

Uy, =0, +[ (1-5)U,, +5U,,, |At [3.93]

Uy, =0, +[ (1-5)U,, +5U,,, |At [3.94]

m+1
La ecuacion [3.50] se particulariza para un tiempo t+At, expresion [3.87] con
T = At, y se introduce la expresion de i, obtenida de [3.94]:

m+1

1 1 1 1
M+H|u ,-G =M| ——u_+——u_+| —-1|U
(ocAtz jm“ P [()cAt2 " oAt " (2(1 jmj [3.95]

De los parametros o y & depende la consistencia y estabilidad del método.
Newmark propone como incondicionalmente estable a=%y 5=%. En este
método hay que calcular velocidades aunque la ecuacion carezca de términos
de amortiguamiento. En el caso de que « :%y 5:% el método de Newmark

se corresponde con el de aceleracion lineal. Para que sea incondicionalmente
estable se debe cumplir:

; @>2(05+5) [3.96]

S,
v
N~
N

3.8.3. El Método de Houbolt.

Este método es implicito; esto es, se determina la aceleracion en un tiempo
tn.s a partir de los desplazamientos en los periodos de tiempo anteriores,
como se muestra, a continuacion:

. =$(2um+l—5um +4u, ., -u, ;) [3.97]

m+!

Si se particulariza la ecuacion [3.50] en el tiempo t;.+:

Ma,,,, +Hu, ., =Gq,,., [3.98]

m+1
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Introduciendo la expresion [3.97] en la [3.98] se obtiene:

2 5 4 2
(EM+HJUmH—Gpm+1 ZFMum—FMum71+EMUm72 [3'100]
En la expresion anterior los términos que contienen a los desplazamientos
Un+¢ Y fuerzas pm.1 conocidos por condiciones de contorno pasaran junto a los
términos que ya aparecen en la derecha como términos conocidos quedando
como incognitas el resto de desplazamientos y fuerzas en el contorno.

Este método presenta el inconveniente de que hay que almacenar los
desplazamientos de tres pasos anteriores de tiempo (u,, u,, Yy U, ,) para
obtener los desplazamientos del paso actual (u,,) como se desprende de
[3.100]; por contra en el método de Newmark, expresion [3.91], solo hay
que almacenar variables correspondientes al periodo anterior de tiempo, pero
como contrapartida requiere la obtencion de velocidades y aceleraciones
mediante las expresiones [3.89] y [3.90].

Aunque existen otros métodos de discretizacion directa del tiempo no se han
desarrollado ni han sido implementados en el presente trabajo. Tales métodos
son el método discontinuo de Galerkin desarrollado entre otros por Chien et
al, 2003, el algoritmo de Green-Newmark implementado por Soares, 2007,etc.

3.9. Elementos de las Matrices F, y y 1.

En el problema de potencial se elegian los elementos de la matriz F y se
resolvia la ecuacion [2.5] para obtener los elementos de la matriz y, en este
caso, este proceso resulta mucho mas complicado al serlo la resolucion de la
ecuacion [3.39], por ello se elegirda una funcion y tal como (Nardini &
Brebbia, 1982 o Alburquerque, 2002):

v, =15, [3.101]

En la expresion anterior r no es el radio anisotropo equivalente que se definia
en el problema térmico sino la distancia euclidea entre el punto de
integracion y el de colocacion, dada por:

r, :\/(xi—x'l)2+(x2—x'2)2 [3.102]

A esta funcion, y siguiendo [3.39] le corresponde:
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r, :\/(xl—x'l)2+(x2—x'2)2 [3.103]

Si bien hay autores que han partido directamente de las funciones de
aproximacion (Agnantiaris et al, 2001, Rashed, 2002) siempre han aplicado
este tipo de funciones para comportamiento isotropo.

Considerando 3 como un campo de desplazamientos, su derivada permite
obtener las deformaciones y la ley de comportamiento las tensiones:

Gy =3r°Ciyly 8 [3.104]

' Mim

Una vez obtenidas las tensiones para obtener los vectores tension
correspondientes, funciones 7;, no hay mas que aplicar la expresion [3.46].

En la literatura se ha reportado la utilizacion de diversas funciones de
aproximacion, a continuacion se muestran algunos ejemplos:

y; =(A-r)rips; [3.105.a]
yy =(r*+r?)3; [3.105.b]
La funcion definida en [3.105.a] la utilizd Park, 2002 para el problema

axilsimétrico isotropo, la expresion [3.105.b] se debe a Kogl & Gaul, 2003
para 3D.

3.10. Tensiones en el Dominio

Para hallar las tensiones, se partira de la expresion de los desplazamientos en
el dominio, se derivaran éstos para obtener deformaciones y, a partir de
éstas, aplicando la ley de comportamiento, se obtendran las tensiones.

Se parte de la expresion del desplazamiento, [3.53], que, para un punto del
dominio se queda en:

U (P)+ [ P (P.Q)u, (Q)dT = [u', (P.Q) p, (Q)dT -

pnzz {‘Pn (P,S)_Ju*in (P, R)nm (R,S)dF+J p*in (P’ R)\pnl (R’S)dl—} i (S’Q)Uk (Q)
3 ¢ [3.106]
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En la expresion anterior P es el punto de calculo, y hay que derivar respecto a
las coordenadas de éste; Q, Ry S son los puntos del contorno y los polos.

Las deformaciones se obtienen de la expresion [3.2], derivando los términos
de [3.105] que dependen de las coordenadas del punto P:

5, (7)=3 [0 (P.QIB (Q)ers [ 7 (PQJu (Q)er+

+pi{®isj (P.S)- IUi.j (P.R)n, (R’S)dFJFJ. Py (P.R)¥, (R,S)dl“}fm (s.Q)u, (Q)}

oD ob

[3.107]

En la expresion anterior:

U”j (P’Q):(au*u (P,Q)+8U il (P,Q)JZZRe{qll_GiJl_'_ﬁ} [3.108]

OX; X Z z,

P, (P Q) = Py (P’Q) " ap*i' (P’Q) —2Re ﬁll(nz _Hlnl)Gijl + Ay (nz _“1n1)Gij2
i\ OX; X, 2 2
[3.109]
(Disi (P'S) = \Vis,j +\‘r’js,i = 3r(Xan + Xi6j|) [3.1 10]

En la dltima igualdad de [3.110] se ha tenido en cuenta la expresion de y
dada en [3.101].

Los términos gy de la expresion [3.108] vienen dados por [3.56], y el resto
de los términos son:

. [ 2
= 3.111
Mk (_1 _J [ 1

Gijl = Alﬂjl + Ajll:lil

- - [3.112]
GijZ = AZMjZ + Ajzl'liz

Donde los coeficientes Ay se obtuvieron de [3.56] y:
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1 1
fire { ] [3.113]
|

Para obtener las tensiones hay que aplicar la ley de comportamiento dada en
[3.3] a las componentes del tensor de deformaciones dadas en [3.107] (Avila
et al, 1997).

3.11. Ejemplos practicos del problema elastico

3.11.1. El problema isétropo.

Se considera el solido cuasi-isotropo de la figura 3.2, (Dominguez, 1997)
sometido a una fuerza superficial unitaria repentina en t = 0 tal y como se
muestra en la figura 3.3. Se va a considerar un sélido con una dimension,
segun el eje OZ, mucho menor que las dimensiones representativas en los ejes
OX'y OY.

T

y

1
11111t

[
»

5000000000000 00000 DOOL

AR R

20000000 0000000000000 C000C

ST

A

",

< 2 >

Figura 3.2: Sélido sometido a una fuerza unitaria repentina

t —>

Figura 3.3: Funcion escalén aplicado en y = 4
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3.11.1.1. Influencia del valor de las constantes y de la
discretizacion. Parametro B.

Se van a variar las constantes del material y el nimero de discretizaciones
tanto espaciales como temporales para llegar a unos incrementos de tiempo
idoneos. El incremento de tiempo teodrico minimo (Dominguez 1997) es:

At =0.5%Ax EL(l—vz) [3.114]

max

Donde Ax es la mitad del tamano del elemento, v es el coeficiente de Poisson,
pes la densidad y E es el modulo de Young.

Después de realizar una bateria de ejemplos se llega a los resultados
mostrados en la tabla 3.1 en la que se muestran los valores de incrementos de
tiempo que son validos frente a los valores tedricos minimos. N es el numero
de nodos del contorno y E;, E,, G, v;, ¥ p son las propiedades del material. En
esta tabla se muestran los incrementos de tiempo adecuados en cada caso
frente al tiempo minimo.

Una vez obtenidos los incrementos de tiempo idoneos se van a representar
algunos valores de desplazamientos y fuerzas frente a los valores teoricos.

Incremento de tiempo | Tiempo
minimo

E;=106667; E; =106800: G=40000; | [0.0006, 0.002] 0.000722
v12=0.3333; p=1; N=24
E;=106667; E; =106800: G=40000; | [0.0006, 0.002] 0.00036
v12=0.3333; p=1; N=48
E;=106667; E; =106800: G=40000; | [0.0006, 0.002] 0.00018
v12=0.3333; p=1; N=96
E;=106667; E; =106800: G=40000; | [0.0015, 0.0035] 0.0015
v12=0.3333; p=4; N=24
E1=213334; E; =213600: G=80000; | [0.0004, 0.001] 0.00051
v12=0.3333; p=1; N=24
E;=213334; E; =213600: G=80000; | [0.0009, 0.0025] 0.00102
v12=0.3333; p=4; N=24
E;=53333.5; E,=53600; G=20000; |[0.0008, 0.002] 0.001
v12=0.3333; N=24

Tabla 3.1: Valores adecuados de incremento de tiempo para diferentes discreciones
del problema de la figura 3.2
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Para un material cuasi-isotropo con las constantes del material E; = 106667, E,
= 106800, v = 0.3333 y p = 1, se realiza la discretizacion de la figura 3.4. Se
han tomado 24 nodos externos.

El incremento de tiempo elegido es At = 0.000722, que es el que hace que
B = 0.5, considerando el parametro B definido por (Nardini & Brebbia, 1986,
Chaudouet, 1987, Wang et al, 1997):

p= = A [3.115]
(1—\/ )p AX
17 15 13
1 3 5

Figura 3.4: Discretrizacién del sélido de la figura 3.2.

En las graficas de las figuras 3.5 se muestran los valores del desplazamiento
del punto 15, asi como la tension o, del punto 3. Se han comparado los
resultados con la expresion teorica dada en [3.116]. En ambos casos se
aprecia unos resultados bastante similares. Se determina es la velocidad del
frente de onda, dada en [3.116.a], el desplazamiento hasta que el frente de
onda recorre dos veces el solido [3.116.b] y la fuerza desde que recorre el
solido una vez hasta que lo recorre dos veces mas [3.116.c] (Achenbach,
1973).

C = > =346.6 [3.116.a]
1-v
C, 1
U= = 3.116.b
E 346.6 [ ]
1-v2

F =2P=-2 [3.116.c]
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Figura 3.5. a: Desplazamiento del punto 15 del sélido de la figura
3.2, con la discretizacion de la figura 3.3.
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Figura 3.5.b: Fuerza Fy del punto 3 del sélido de la figura 3.2, con la
discretizacion de la figura 3.3.

Tanto en la figura 3.5.a como en la 3.5.b se observan una buena aproximacion

entre resultados tedricos y numéricos.
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Para ver la influencia del incremento de tiempo se ha representado la
evolucion de los valores anteriores ante diferentes incrementos de tiempo, tal
y como se muestra en la figura 3.6.
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Figura 3.6: Desplazamiento del punto 15 (a) y fuerza Fy del punto 3
del sélido de la figura 3.2, con la discretizacion de la figura 3.3 y
ante diferentes incrementos de tiempo

De las graficas 3.6 se observan los peores resultados para los incrementos de
tiempo menor que el minimo, tanto es asi que para At =0.0003 la
discrepancia es tan grande que se ha dejado de representar la grafica.
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A continuacion se analiza la influencia del numero de puntos de
discretizacion, representando el desplazamiento del punto 15 y la fuerza F,
del punto 3. En todos los casos se ha utilizado un incremento de tiempo, At =
0.001 para el cual se obtienen valores del parametro B8 de 0.347, 0.693, 1.386
y 2.773 para las discretizaciones de N = 12, 24, 48 y 96, respectivamente
(figura 3.7).
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Figura 3.7: Desplazamiento del punto 15 (a) y fuerza Fy del punto 3
del solido de la figura 3.2, con la discretizacion de la figura 3.3 y
ante diferentes discretizaciones espaciales.

En todos los ejemplos representados en las figuras 3.7 se observa una gran
adecuacion entre resultados tedricos y nimericos.
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3.11.1.2. Numero de polos o numeros de puntos del dominio
usados en la discretizacion

En el ejemplo de la figura 3.2 no se requieren gran cantidad de polos, de
hecho en la discretizacion de la figura 3.4 solo se han utilizado 3 polos. En
este caso se va a usar una discretizacion N = 12, con At = 0.001 y se va a
variar el niUmero de polos, desde NP = 1 hasta NP = 21 tal y como se muestra
en la figura 3.8.

(d) () (f)

Figura 3.8: Solido de la figura 3.2 con diferentes nimeros de polos:
(a) NP =1; (b) NP = 3; (c)NP = 5; (d)NP = 7; (e)NP = 9; (f)NP = 21

Los resultados se muestran en las graficas de la figura 3.9. En todos los casos
se muestra buena aproximacion con el resultado teérico.
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Figura 3.9: Desplazamiento del punto 15 (a) y fuerza Fy del punto 3
del sélido de la figura 3.2, con la discretizacion de la figura 3.3 y
ante diferentes discretizaciones espaciales.

3.11.1.3. Influencia de las funciones de aproximacion

Al igual que sucedia con el problema térmico, de la eleccion de las funciones
de aproximacién depende, en gran medida, la bondad del método (Park,
2002; Rashed, Y, 2002; Raveendra, 2000). En Elasticidad anisotropa, segun se
indico en el apartado 3.8 de la presente memoria, resulta muy complicado
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elegir una funcién de aproximacion y obtener a partir de ésta la funcion y, es
por ello que se procedera en sentido inverso, es decir se elige la funcion yy a
partir de ésta se determinan las funciones f y 5. En este trabajo, y por
simplicidad, se han elegido funciones  que verifican:

v, = ()5, [3.117]

En la expresion anterior r es la distancia euclediana definida en [2.102]. Se
han tomado las siguientes funciones ¢:

g (r)=r’ [3.118.1]

@ (r)=r+r [3.118.2]
o, (r)=\(r* +C?)’ [3.118.3]
@, (r)=r"Inr [3.118.4]

Se han elegido estas cuatro funciones para inferir las funciones de
aproximacion mas cominmente utilizadas en elasticidad isotropa. La eleccion
de las funciones ¢; y ¢, viene justificada por la funcion conica definida en
[3.119.1], @3 por la funcion multicuadratica definida en [3.119.2] y ¢, por la
solucion de placas delgadas definida en [3.119.3].

f,(r)=1+r [3.119.1]
f,(r)=r? +C? [3.119.2]
f,(r)=r*Inr [3.119.3]

La constante C de las expresiones [3.118.3] y [3.119.2] puede tomar
cualquier valor, pero se ha demostrado (Samaan et al, 2007) que el valor de
0.01 es bastante adecuado y, por tanto, es el que se ha utilizado en este caso.

En las graficas de las figuras 3.10 se muestran los valores del desplazamiento
del punto 15, asi como la tension oy del punto 3.

En estas graficas se observa una identificacion casi exacta con el modelo
tedrico cuando se usan las funciones ¢; y ¢; la funcion ¢, se comporta peor,
correspondiendo a la funcién ¢4, el peor comportamiento, hasta el punto de
que se ha dejado de representar a partir del segundo ciclo. Es por esto que en
el resto de este trabajo se ha usado la funcion ¢;. Se ha querido representar,
en este caso un mayor nimero de ciclos para comprobar como evolucionaba la
respuesta del sistema a lo largo del tiempo.
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Figura 3.10.a: Desplazamiento del punto 15 del sélido de la figura
3.2, con la discretizacion de la figura 3.3 usando las funciones de
[3.118].
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Figura 3.10.b: Fuerza del punto 3 del sélido de la figura 3.2, con la
discretizacion de la figura 3.3 usando las funciones de [3.118].
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3.11.1.4, Diferentes discretizaciones en el dominio del tiempo.

Como se afirmoé en el apartado 3.7, existen diversos métodos de discretizacion
en el tiempo. Se han implementado los tres métodos que se describen en este
apartado: el de Newmark, el de Houbolt y el de Wilson. Como los ultimos
métodos estan parametrizados se han implementado diferentes parametros.
En la grafica 3.11.a se muestra el desplazamiento vertical del punto 15 de la
figura 3.3 y en la 3.11.b la fuerza vertical del punto 3 del solido de la misma
figura.
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Figura 3.11.a: Desplazamiento del punto 15 del sélido de la figura
3.2, con la discretizacion de la figura 3.3 usando los métodos de
Houbolt, Newmark y Wilson.
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Figura 3.11.b: Fuerza vertical del punto 3 del sélido de la figura 3.2,
con la discretizacion de la figura 3.3 usando los métodos de Houbolt,
Newmark y Wilson.

En las figuras 3.11.ay 3.11.b se observan que los métodos que mas se acercan
al resultado teorico son el método de Houbolt y el de Newmark para valores
de parametros o =0.4y5=0.75, a=05y5=0.75 0 a=0.6y 5 =1, distorsio-
nandose los resultados para « =0.25y 5 =0.5, en cuanto al método de Wilson
se distorsiona para cualquier valor del parametro 6.

Para estudiar mas detalladamente la bondad de los diferentes métodos de
discretizacion en el tiempo, se va a considerar la placa cuadrada de la figura
3.12.a con la discretizacion que se indica en la figura 3.12.b. La placa se
encuentra sometida a una fuerza periddica en el lado izquierdo igual a
(Tanaka, 2001):

F,=—2P=-2 [3.120]

Se va a tomar P=1, a=1 es la longitud del lado de la placa, E=10 es el
modulo de elasticidad transversal, p=1 es la densidad y A=1 es la seccion
transversal. Los resultados del desplazamiento en el punto 36 de la figura
3.12.b para diferentes métodos de discretizacion en el tiempo, y siempre
considerando un incremento de tiempo At=0.015, se muestra en la figura
3.13. La solucion teodrica de ese desplazamiento es:
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[3.117]

En la figura 3.13 se observa buena adecuacion entre resultados tedricos y
experimentales, para los métodos de Houbolt y Newmark, pero para el
método de Wilson la adecuacion desaparece a partir del primer ciclo.
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Figura 3.12: Placa sometida a la fuerza perioddica definida en
[3.112](a) y discretizacién de la misma (b).
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Figura 3.13: Desplazamiento horizontal del punto 36 de la figura
3.11.b.calculado mediante diferentes métodos de discretizacion en el
tiempo.



90 Elastodinamica

3.11.1.5. Otras geometrias
Corona circular

Se considera una corona circular que, de repente, se somete a una fuerza
radial de traccion F = 1. Para discretizarla se considera la condicion de
simetria, quedando un cuarto de corona como se muestra en la figura 3.14.a.
o incluso un octavo de corona, figura 3.14.e. Se consideran diversas
discretizaciones: 3.14.b, 3.14.c, 3.14.d y 3.14.e. Las caracteristicas del
material son E; = 9.9, E; = 10, v = 0.25 y p = 1. En todos los casos se ha
elegido un incremento de tiempo At = 0.025.

En las figuras 3.15 se representa el desplazamiento radial y la fuerza
circunferencial de la placa de la figura 3.14.a con las discretizaciones
mostradas en 3.14.b, 3.14.c, 3.14.d y 3.14.e.

A
A

i W e M

L
Pl T

Figura 3.14: Ejemplo con contorno curvo (a) y discretizaciones del
mismo: (b), (c), (d)y (e)
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Figura 3.15.a: Desplazamiento radial de la placa de la figura
3.14.a.con las diferentes discretizaciones espaciales mostradas en
3.14.b, 3.14.c, 3.14.d y 3.14.e.
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Figura 3.15.b: Fuerza circunferencial de la placa de la figura
3.14.a.con las diferentes discretizaciones espaciales mostradas en
3.14.b, 3.14.c, 3.14.d y 3.14.e.
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En las figuras 3.15 se observa que los valores asociados a la discretizacion
3.14.d resultan tan distorsionados que no se han representado los Ultimos
valores. También se observa distorsion para los ultimos valores, sobre todo,
en las fuerzas. Hay que tener en cuenta que, en todos los casos se ha tomado
el mismo valor de incremento de tiempo, lo cual, no siempre resulta
adecuado.

Barra biapoyada

En este caso se considera la barra biapoyada, de la figura 3.16.a, sometida a
una carga de Heaviside uniforme de valor w = 0.01. Las propiedades del
material son v = 0.3333, E = 100 y p = 1.5. Considerando simetria, la figura
3.16.b representa el modelo simulado, cuya discretizacion se muestra en la
figura 3.16.c.

e

222222222 R2RERY

° h=6

Figura 3.16. Barra simplemente apoyada (a), a la que se le ha
aplicado la simetria (b) y discretizacion de la misma (c)

Para la discretizacion de la figura 3.16.c se obtiene un incremento de tiempo
minimo At = 0.0866, por lo que se toma un incremento de tiempo At = 0.1, sin
embargo para este incremento de tiempo no se obtienen buenos resultados,
s6lo en el primer ciclo, por lo que se aumenta el incremento de tiempo a At =
0.4. Los resultados del desplazamiento vertical del punto central de la barra
se muestran en la figura 3.17.
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Figura3.17: Desplazamiento vertical del punto A de las figuras 3.16.a
y 3.16.b.

3.11.2. El problema ortétropo

Para este caso, al igual que para el caso isotropo, se analizan los incrementos
de tiempos para los que la resolucion del problema presenta un
comportamiento estable asi como los valores adecuados de la constante G.
Este analisis no se llevo a cabo para el caso de materiales isotropos al venir
fijado el valor de G. Los datos se muestran en la tabla 3.2.

Incremento de G Incremento de Tiempo
E;=106667; E,=213334 | [80000, 100000] [0.0006, 0.001]
v12=0.3333; p=1
E;=106667; E;=53333.5 |[15000, 25000] [0.0007, 0.002]
v12=0.3333; p=1

Tabla 3.2: Valores adecuados de incremento de tiempo y de G en materiales
ortotropos y para la geometria de la figura 3.2 con la discretizacion de la figura 3.3.
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Se ha comparado también para diversos polos (nodos internos utilizados en la
integracion) y se ha comprobado que no mejora sustancialmente el resultado
aumentando el nimero de polos.

En las graficas de la figura 3.18 se representa el desplazamiento del punto 15
de la discretizacion de la figura 3.3, para el sélido de la figura 3.2. En las
graficas de la figura 3.19 se representa la fuerza normal del punto 3. En
ambos casos se considera un modulo de Elasticidad E, = 106667 y un
coeficiente de Poisson v,, = 0.3333
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Figura 3.18.a: Desplazamiento del punto 15 de la figura 3.3, para el
caso de que E = 213334
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Figura 3.18.b: Desplazamiento del punto 15 de la figura 3.2, para el
caso de que E, = 533335.
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Figura 3.19: Fuerza Fy del punto 3 de la figura 3.3, para el caso de
que Ey = 213334(a) y de que Ey = 53333.5(b).
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3.11.3. El problema anisétropo

Se considera el problema de la figura 3.2 con las constantes de un material
ortotropo E; = 106777, E, = 213554, vy, = 0.3333 y Gy, = 65000, segln los
ejes de ortotropia x; y x, mostrados en la figura 3.20. Si las coordenadas de
los nodos se expresan en los ejes x e y de la figura 3.20, hay que girar las
constantes del material y el problema se transforma en anisotropo. En la
figura 3.21.a se muestra la fuerza F, del punto 3 de la figura 3.4 y en la figura
3.21.b el desplazamiento del punto 15. Se gira el sélido con tres angulos:

a)f = 0 que representa los ejes de ortotropia, b)éo =1"—2, en cuyo caso las

constantes del material toman los valores E; = 114351, E;, = 213554, G,; =
T

60200.4, vy, = 0.321878, nq3,1 = -0.255335y nyz; = -0.0231199 y c) 6 = - que
supone un valor de las constantes de E; = 114351, E;, = 213554, G4, = 60200.4,
Uiz = 0.321878, nqz1 = -0.255335y nqy; = -0.0231199. En estas figuras se
observa que los valores, para los tres angulos, son practicamente

coincidentes.

X2

X1

Figura 3.20: Solido de la figura 3.2 con ejes de ortotropia OX1X2 y de
anisotropia OXY
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2,5 T T T T T T T

fuerza

'015 T T T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16

tiempo

Figura 3.21.a: Fuerza Fy del punto 3 (a) y desplazamiento uy del
punto 15 (b) de la figura 3.4 para diversos valores del dngulo 6 de la
figura 3.7
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tiempo

Figura 3.21.b: Fuerza Fy del punto 3 (a) y desplazamiento uy del
punto 15 (b) de la figura 3.4 para diversos valores del dngulo 6 de la
figura 3.7.
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3.11.4. Multicuerpos

Se procedera igual que en el apartado 2.10. Se considerara primero el solido
de la figura 3.2 a la que se le haran una serie de particiones segin se observa
en la figura 3.22.

17 15 13 21 17
¥ A ' ' ' A
4 4
v 1
1 3 5 5
(a) (b)
21 17
' A
. 4
. v
1 5
4 | -

(©)

Figura 3.22: Solido de la figura 5.2 con varios subdominios. En las
figuras (b) y (c) se ha definido un sélido doble porque se ha tenido en
cuenta la simetria de la figura, por eso el sélido de la figura 3.21.a.
es de dimensiones 2x4 mientras que los de las figuras (b) vy (c) son de
dimensiones 4x4.
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Los desplazamientos del punto 15 de la figura 3.4 y la tension del punto 3 se
han comparado con los desplazamientos y tensiones correspondientes a lo de
la figura 3.22. Estos resultados aparecen en las figuras 3.23.a y 3.23.b,
respectivamente. En ambos casos se observa una adecuacion entre los
resultados para un solo cuerpo y un solido multicuerpo

T T T
0,00009 i
—— Dominio ani 1
0,00008 - ominio unico ]
--0--- Multidominio (a) A
0,00007 + A Multidominio (b)) /% g
0,00006 ---0--- Multidominio (c) ]
£ /
& 0,00005 ]
g i
7N
S 0,00004 / 4
<
2 0,00003 _
Q
2 0,00002 ]
0,00001 i
0,00000 i
0,00001 - : . :
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08

Tiempo

Figura 3.23.a: Comparacion entre el desplazamiento del punto 15 de
la figura 3.4 con el desplazamiento de los puntos 15, 21y 21 de los
solidos (a), (b) v (c) de la figura 3.21.

3,5 T T T

304 —— Dominio Unico |
’ ---0--- Multidominio (a)
2,5 A|--4- Multidominio (b)),

“o. 'f‘o\‘ ---0--- Multidominio (2)

S
1

2,04

1,54

1,0 A

Fuerza

0,54

-0,5 Lo 4

-1,0 T T -
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08

Tiempo

Figura 3.23.b: Comparacién entre el desplazamiento del punto 15 de
la figura 3.4 con el desplazamiento de los puntos 15, 21y 21 de los
solidos (a), (b) y (c) de la figura 3.21.
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En las representaciones de las figuras 3.23 se observa buena aproximacion
entre resultados del solido monocuerpo con los de los solidos multicuerpos
excepto para la fuerza del segundo ciclo del s6lido3.22.b, como se muestra en

la figura 3.23.b.



Capitulo 4: El problema termoelastico

4.1.

Generalidades

Este capitulo alna los esfuerzos de los dos capitulos anteriores y estudia la
termoelasticidad desacoplada, o sea la incidencia del problema térmico en el
problema elastico y no viceversa; pues se trata de un problema desacoplado.
Para ver esta influencia resulta necesario derivar el campo de temperaturas
con la consecuente aparicion de integrales hipersingulares, a las que se
dedica una parte importante en el presente capitulo. La resolucion de éstas,
al igual que la de integrales singulares, se puede hacer mediante diversos
métodos, (Karami&Derakhsham, 1999):

1.

Integracion por partes. El orden de la singularidad se reduce en uno al
hacer una integracion por partes. Mediante este método aparecen
nuevas variables tales como el gradiente de los desplazamientos
(Nishimura & Kobayashi, 1989; Polch et al, 1987).

Solucion particular. Puede ser la solucion particular de un movimiento
como solido rigido y/o desplazamiento constante o deformacion
constante en los problemas elasticos y potencial constante en los
problemas clasicos (Rudolphi, 1991; Bialecki, 1991; Bonnet, 1993;
Garcia-Sanchez, 2005). Este procedimiento se observa desde el
comienzo de la aplicacion del método (Banerjee & Butterfield, 1981 ¢
Brebbia & Dominguez, 1989)

Métodos de transformacion. Estos métodos estan basados en
operaciones numéricas y algebraicas sumando y restando términos
(Guiggiani & Casalini, 1987; Guiggiani & Gigante, 1990; Guiggiani et
al, 1992; Garcia-Sanchez, 2005; Saez, 1997). En este trabajo se ha
usado un método de transformacion para la resolucion de las
integrales hipersingulares.

Método del limite. Este método consiste en traer el punto singular del
contorno al dominio. Se obtienen las expresiones analiticas para
integrales singulares en términos de un radio infinitesimal en torno al
punto singular (Gray & Soucie, 1993).
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5. Parte finita de Hardamard. Este método emplea una formulacion
especial para determinar singularidades en términos del radio en
torno al punto singular (Toh & Mukherjee, 1994).

El calculo de estas integrales esta sujeto a un error residual que ha sido
analizado por Menon et al, 1999. Gran parte de los estudios sobre integrales
hipersingulares y supersingulares han surgido como consecuencia de la
aplicacion del método de los elementos de contorno a la mecanica de fractura
para la que resulta especialmente adecuado (Mukherjee et al, 1999). También
el DRBEM ha sido aplicado a la mecanica de la fractura sirvase de ejemplo
Sollero & Aliabadi, (1995) y Erba & Aliabadi, (2000)

El capitulo comienza con un desarrollo tedrico, se sigue con la aplicacion del

DRBEM a la termoelasticidad desacoplada y se termina simulando una serie
de ejemplos practicos.

4.2. Ecuaciones de la Termoelasticidad Anisétropa

Una vez desarrollado los problemas térmico y elastico se ha procedido al
desarrollo del problema termoelastico. Para la formulacion del mismo son
validas las expresiones [3.1] y [3.2], la [3.3] se debe sustituir por la [4.2]:

e Ecuaciones de equilibrio interno:

o, =pl, [4.1]
e Ecuaciones de compatibilidad:
& :%(u.y.+ujyi) [3.2]
e Ecuaciones de comportamiento:

5 = Cjaa —My T ; [4.2]
Ecuacién de conduccion de calor:

2
Kij ai;( =pC, ﬂ +m;Tou; ; [4.3]
i

ot
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La Ecuacion [4.1] no es exactamente igual a la que se vio en el capitulo 3
pues en este caso ya se han despreciado las fuerzas de volumen. Las
ecuaciones anteriores constituyen un sistema de 16 ecuaciones con 16
incognitas, las seis tensiones, las seis deformaciones, los tres desplazamientos
y la temperatura, siendo las condiciones de contorno, bien en tensiones, bien
en desplazamientos, en el caso del problema elastico o bien en temperatura o
calor en el caso del problema térmico.

Los Unicos parametros no considerados hasta ahora son la matriz de
constantes del material m;; y la temperatura de referencia Ty. Las constantes
del material m;; se pueden expresar en funcién de la matriz de rigidez Cjy y
de la matriz de dilatacion térmica oy;:

my = Cijklakl [4.4]

De igual forma que sucedia con el problema elastico (introduciendo [3.2] en
[4.2] y el resultado en [4.1]) también el termoelastico se puede reducir,
segun la formulacion de Navier, a un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas, los tres desplazamientos y la temperatura:

Caly =My T = pUy [4.5.a]

KTy =pc, T +mTou, ; [4.5.b]
Ahora bien, suele suceder que el Gltimo término de la expresion [4.5.b] sea
despreciable con lo que se llegaria a las ecuaciones de la termoelasticidad
desacoplada:

CijaUey =My T = pU [4.6.a]

K,T; =pc,T [4.6.b]

ij i)

4.3. El método de reciprocidad dual en termoelasticidad
desacoplada

Se trata de resolver por el Método de Reciprocidad Dual el sistema de
ecuaciones [4.6]. En los capitulos anteriores se ha resuelto el problema
definido por la ecuacion [4.6.b], que corresponde a la ecuacién de
conduccion de calor transitoria. Solo queda por resolver el sistema [4.6.a].
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Si los términos de [4.1] se multiplican por el campo de desplazamientos u; y
se integran en el volumen, se obtiene:

[0, 5u AV = [ptiy, dv [3.29]
D D

En la expresion anterior u, se puede expresar como en [3.35]
U, = U8 [3.35]

donde uy es la solucion fundamental del problema elastico definida en
[3.55].

De manera similar a como se actuo en el capitulo 3 se puede llegar a:

Uy |

U + j p U dl = Iu*,k pkdl"—ju*,k (puk +m..T.)dQ [4.7]
oD oD D

En la expresion anterior py es la traccion fundamental definida en [3.58].
Desarrollando en variables separadas el factor que multiplica a la solucion
fundamental en la integral de volumen:

NN
pui, +m;T; :Zaﬂ (1) for (%,%,) [4.8]

m=1

siendo NN = N (numero de nodos del contorno) + NP (nimero de polos del
dominio). Con la expresion anterior la integral de dominio de [4.7] se puede
poner como:

Iu*lk [pﬁk +mijT,j:|dQ=§a:J‘uI’l: f [4.9]
mi D

D

Al igual que en el problema elastico, se toman funciones f,, de tal forma que
se puedan deducir con facilidad ¥, que verifiquen:

Cent ¥ =f

ksmr mn,rs nk

[3.39]

También, al igual que en el problema elastico, se parte de una funcion ¥,
conocida y, a partir de ella y de la expresion [3.39] se obtiene f.

Incluyendo [4.9] en [4.7]:
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NN
Cy Uy + j p*lkukdr = j u*lk pkdr_za?_.‘u*lk fedQ [4.10]
oD m=1 D

oD

Teniendo en cuenta la expresion [3.40] e integrando por partes la integral de
dominio de la expresion anterior, resulta:

Iu*lk fanQ = _[ u*Iknkndr_J‘Cmrksu*lk,sl}’mn,rdgz [3'41]
D oD D

La segunda integral de la expresion anterior se puede poner como:

J.Cmrksu*lk,s\ljmn,rdQ = J- p*lk\l}kndS +Clk‘Pkn [3'42]
D oD

Considerando [3.41] y [3.42] en [4.10]:

NN
Cp Uy + J p Ikukdr = I Uy pkdr_za? {Clkqﬂk?] - J u Iknadr_'_‘l‘ p |k‘PE:1dr}
oD m=1 b

aD D
[4.11]

La expresion anterior coincide, aparentemente, con la expresion [3.43] y, al
igual que ésta se puede expresar en forma matricial:

Hu—-Gp =p(HY-Gn)a [3.47]

Teniendo en cuenta [4.7] pU+MdT=F.-a=a= F’l(pl'j + de) , e
introduciendo esto en la expresion anterior:

Hu—szp(H‘l‘—Gn)Fl(ﬁ+m—de [4.12]
p

Denotando:
M=—p(H¥Y-Gn)F* [3.49]
La expresion [4.12] queda:

Mii+Hu+M ™ _gp [4.13]

p
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La expresion anterior se reduce a un sistema de ecuaciones lineales, en el que
las incognitas seran los desplazamientos o las fuerzas en el contorno. En
cuanto a la derivada de la temperatura, ésta se ha obtenido de la ecuacién de
conduccion de calor que se habra resuelto para un tiempo determinado. Para
la discretizacion en el espacio se hace uso de la aproximacion cuadratica;
para la discretizacion en el tiempo se siguen las mismas hipotesis que en el
capitulo 3.

4.4, Derivada de la temperatura

Se supone que la temperatura, T, se comporta como una funcion diferenciable
en el punto de calculo y que satisface, junto a su derivada, la condicién de
Holder, estoes que T C"%en P:

T(Q)-T(P)=K|x(P)-x (Q)" [4.14]

conK, a>0

Las condiciones de Holder hacen posible un desarrollo de Ty de g, en el
entorno del punto P:

T(Q)=T(P)+T.(P)(%(Q)-x%,(P))+O(r")

[4.15]
Q(Q) =K T, (Q)nh (Q) =Ky T, (P)nh (Q)"‘O(ra)
donde O< o < 1.
La ecuacion integral del potencial se puede poner como:
J[T(Q)4 (P.Q)-T"(P.Q)a(Q)Jdr = pe, [ ST (P.Q)dO -
® ° [4.16]

=i{—IT*(P,R)n(R,S)dF+jq*(P,R)‘P(R,S)dr}f (5,.Q)T(Q)

En la expresion anterior T es la temperatura, q el calor, T la solucién
fundamental y g el flujo de la soluciéon fundamental.

Si el primer término de la igualdad anterior se deriva segun x,(P):

[[T(Q)-a" (P.Q)-T",(P.Q)q(Q) JdT [4.17]

ab
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Teniendo en cuenta los desarrollos de T(Q) y q(Q) realizados en [4.15]:

Iim{ j [q*‘k(P,Q)T(Q)—T*VK(P,Q)Q(Q)]dFJr

+[ [ (PQT@-T(P)-T (P (Q) -4 (P))]-T"4 (PQ)[a(@)-KuT, (P)n(Q)] Jar +

+T, (P)i ([Xn (Q)=x%(P)]a" (P.Q)~Kyn (Q)T", (P,Q))dF+T (P) J 'y (P,Q)dl"}

b,

[4.18]

Para simplificar la expresion anterior se elegird como D, una bola de radio ¢
centrada en el punto P, figura 4.1. Gracias al desarrollo que se ha hecho de
T(Q) y de q(Q) se puede llegar a:

j [0 (P.Q[T(Q)-T(P)=T,(P)(%,(Q)=x%(P))]-T"« (P.Q)[4(Q)~KyT,(P)n (Q) ] Jdr ~O(e")
[4.19]

Figura 4.1: Bola en el entorno del punto P

Por otro lado:

[ ([(%(Q)=x(P)]a"s (P.Q) =Ky (Q)T 4 (P.Q))dI =¢,, (P)+O(e)

D,

[4.20]

siendo ¢x(P) = ¢(P) &n. En los contornos suaves ¢, (P) = 0.56,. Para finalizar la
Gltima integral queda:

J‘q;(P,Q)drz@Jrak(P)JrO(s) [4.21]

Los coeficientes a, y by también dependen del contorno, en concreto g, sélo
toma un valor distinto de cero cuando en el punto de calculo hay variacion de
curvatura (Mantic & Paris, 1995).
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Teniendo todo esto en cuenta y desarrollando de forma analoga la expresion
de la derecha, queda la expresion final:

G (P)T 1 (P) 42, (P)T (P)+ nm{ ] T@).(PQar- | T,;(P,Q)q<Q)dr+bk§P)T<P>}

e—>0 oD-al
NN
-pc, 1{ckh(P)\{ah(P,S)Jﬂak(P)\IJ(P,5)+
m=

+ Iimo{— [ Ti(P.R)n(R;S)dr+ | qfk(P,R)lP(R,s)dnb“(SP)\P(P,S)H*f—l(s,Q)u(Q)

[4.22]

donde D-AD, es el contorno si se excluye una bola en el entorno del punto de
calculo. Es obvio que si se trata de un punto interno, ésta coincide con . Se
puede observar que en la expresion anterior hay que derivar tanto la solucion
fundamental como su derivada. Considerando una discretizacion cuadratica se
trata de hallar expresiones equivalentes a las de [2.30] y [2.31]:

—Tl_ Tl
[Ta,dr= [} o, ¢%5]d,|T, |d0=[h), h, h )T, | [4.23]
b b _Tg_ -I-3

O | R
J‘qu;drz I[(pll (PIZ (PI3]U,*0( q2 dr:[gll.]a gIZJ(x g(‘;a] T2 [4’24]
oD oD _q3_ T3

donde i denota punto de colocacion y j punto de integracion

4.4.1. Obtencion de g,

Es preciso derivar la solucion fundamental, para lo cual sera necesario hallar
la derivada del radio anisétropo equivalente:

o= SaB(XB(P)_XB(Q)) [4.25]

La derivada de la solucion fundamental queda:
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. 1
2mi, ==, (%,(Q) -, (P)) [4.26]
|Kij|r2
Con esto el valor de g,, cuando el punto de colocacion no pertenece al
elemento queda:

-1

2ng,a=j\/|};’;:1rz S, (%, (Q) =%, (P)){(AE+B,) +(Ag+B, ) de [4.27]

Si pertenece al elemento:

1 ¢ksja[A2"(é+§')+B,-J
Zﬂg'azj . A J(AE+ B +(Age + B, P
] |Kii|(§_§')5ij[%(§+§')+ BiJ[ZJ(§+§')+ Bj]

[4.28]

La expresion anterior presenta una singularidad en & = &’ que es evitable
cuando el punto de colocacion y de observacion no coinciden al aparecer el
binomio & - &’ en la funcion de forma ¢, Cuando ambos puntos coinciden se
resolvera como se indica en 4.3.3.

4.4.2. Obtencioén de h,,

Se procedera de forma analoga a como se hizo en 4.4.1, comenzando por
derivar el flujo de la solucion fundamental:

2nq,,” =

K. |r? r

ij

Con lo que la derivada de la componente de la matriz H, cuando ambos nodos
no pertenecen al mismo elemento, es:

2

2mh,, = Jl. (Pk| - {Suﬁ (XB (Q)—ZXB (P)) _SQﬁ}SBys (AY§+ Bv)dE_, [4.30]
r

4K r
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Para obtener [4.30] se ha tenido en cuenta la definicion de n; dada en [2.38]
y que &g, es el indice de permutacion.

Si ambos nodos pertenecen al mismo elemento:

21h,, :j b .
4 |Ki,-|si,-[’;“(¢+é')+8i][2"(§+§')+Bj](§—é')2

{Saﬂ(A—j(&f% Bﬂjz =SS [%(g’ +E)+B j{%(gwf% Bj J}sﬁys(Am B, Jis

[4.31]

La expresion anterior presenta una hipersingularidad en & = & que pasa a
singularidad cuando el nodo entrante y saliente no coinciden, en este caso se
resolvera como se indica en 4.4.4; la resolucion de la hipersingularidad se
muestra en 4.4.3.

4.4.3. Resolucion de la hipersingularidad

Se va a intentar resolver el siguiente término de la expresion [4.22]:

ygg{ J T(Q)-q,;<P,Q>dr+bk(j)wm}1@3{?@“—f.;da+m<a'>bk(f)}T<Q>

aD-aD,

[4.32]

En la expresion anterior se ha tenido en cuenta que la integral toma la forma
que aparece en la expresion [4.31]. Esta integral es una integral hipersingular
que se puede desarrollar de la siguiente forma:

D00

e [ BE) e, AE)
=[elee)der [0 [(5—5')2

o [} 1,

d&+o(&)

=l +1,+1,

b, (P)

[4.33]

con &,&'e[-11]
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La resolucion de la primera integral Iy no presenta dificultad al ser una
integral regular y se puede resolver mediante cuadratura de Gauss.

Para resolver las otras dos integrales hay que distinguir si el nodo esta en el
extremo del elemento o en su interior (figura 4.2).

y{ /0\\%2
(b)
(a)
e(¢) e(e)
(c)

Figura 4.2: Distintas posiciones para el punto colocacién. En (a) y (b)
son extremos & = -1y & = 1, respectivamente y en (c) es un punto
intermedio.

Antes de resolver cualquiera de las otras dos integrales, para los puntos
extremos del elemento, se va a tener en cuenta una serie de consideraciones:

Se denominara:

§=g-¢'

4.34
p=|3|=35sgn(3) [4.34]

El radio de la bola que se toma en torno al punto P sera:

1

a:[z(xm(q)_xm(P))zf :[zam (£)5+b, (g)aZT [4.35]

m=1

donde:
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a, (& :( '—%)x}n —28'x2 +(E_,'+%jxfn
[4.36]

Se realiza un desarrollo en serie de Mc Lauren de p en funcion de la variable
&

p=p(0)-|—p'(0).s+@a2 +O(s3)

En la expresion anterior se tiene en cuenta [4.34]. Para obtener p’(0) y p’’(0)
se determina ¢°(0) y ¢’’(0) derivando la expresion [4.35] respecto a ¢ dos
veces. Teniendo todo esto en cuenta el desarrollo de p queda:

p=2B, +&%y,5gn(8)+0(&*) [4.37]

Dado que interesa el valor de p en los puntos extremos, en concreto para
ai(e) Y ag(g),cuando & = 1y & = -1, respectivamente, se ha asignado el
subindice m a los coeficientes, subindice que puede tomar los valores de 1 6
de 2. Los valores de estos coeficientes son:

Y Tn=——% [4.38]
con:

m= [4.39]

También es interesante determinar el valor de la inversa de p. De [4.37] se
llega a:

1 1 1 3 _i 3
B:% —1+8Vm sgn(6) +O(8 )— g(S)+O(8 )

B
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Si en la expresion anterior se hace un desarrollo en serie en torno a ¢ = 0, de
la funcion g(¢) se obtiene:

sgn (&
1=i[1——‘°’Ym Al )]+O(s3) [4.40]
p &Py, B
4.4.3.1. Determinacion de I-1

Si & = -1, tal como se muestra en la figura 4.2.a:

o LoB(g) | . { 2 }
lim d¢=B,(-1)lim ———d&=B,(-1)lim{In|——|t =
SLO —1+0tJ.z(s) (EJ_ EJ I) E’ ( ) SLO 71+;l1'2(5) (EJ +1) E" ( ) SL)O 0“2 (8)
= Bz(—l)lsim{ln 5}
2 [4.41]

Si &’ =1, tal como se muestra en la figura 4.2.b:

el (e e g .
l'LT(] ) @dg:%(l)lem{ :[ @d&}:%(l)';ﬂg{'“

B,

= Bl(l)liml{n

g0

} [4.42]

Ahora bien, si el punto de colocacion esta en un extremo de un elemento, es
como si se encontrase en la union de dos, figura 4.3, luego hay que sumar las
integrales de [4.41] y [4.42] y si se tiene en cuenta que B,(-1) = B4(1) = B:

1-oy(e) 1 1 1 B
1 —= _d&+B,(-1 —~ _dé=BlIn|t 4.43
B,(2) I % ( )ui@)(m)é i [4.43]
051(5) 2(5)

Sy

Figura 4.3: Punto de colocacion que pertenece a dos elementos

Si-1<§& <1, tal y como aparece en la figura 4.2.:
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1 £'—e(e) 1 1 1
i e s e | A
L (8-8) G(E-8) T Lne(6-8) (4.44]

4.4.3.2. Determinacion de I-2

Al igual que se hizo para la integral anterior habra que distinguir para las
distintas posiciones que puede tomar el punto.

Si & =-1:

A )]
'HO{JN(& ey 1ot }

:|im{A2(_1) j ;Zda_i_(p(a.)bk(l:’)}:

o (o) (§+1) e

—l;gg{Az( 1)( 0 2] ®(&") (P)}
P

pofafg e

} [4.45]

Para &’ = 1:

- 1-ay(e) A(&') }: im{ 1-04(2) 1 }:
e S

- m{Al(l)(altg) —%]} = [E'J{Al( ){;31 [H gi H} [4.46]

En las dos expresiones anteriores se ha tenido en cuenta [4.40] y la definicion
de la funcidn signo.

Como el punto se encuentra en la union de ambos elementos hay que sumar
[4.45] y [4.46]:
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) 1 A(fl) 1-ay() A(fl) . bk(P)}
lim g dEs | e dE g (8 =
5»0{ j (5_51) :[ (5_(:.) ( ) <

—l+a, (&)

. 1 bl g bk(P)}
—lim{A (<) [ ——de+AQ) [ ——dé+g (& -
ELO{AA ) [ e [ peerae®,

=gm{&(—l)[f@)—g}a(l)[%z)—%le(é')bk ip)}=

Ligg{Az(—1){8—;2[1—%2(5)%}A&(l){g—lﬁl(l_%i(&)gﬂwl(a)bk E;P)}:
(

P e E NG N ERE LUlE

[4.47]

En la expresion anterior se ha tenido en cuenta que el término que esta
dentro del limite se anula.

Si-1<¢& < 1:
im 1 A(C’EI) + M = A& lim 5'*6(8); + 1 1 =
i [ e A@)!%“ G dg}

[4.48]

En la expresion anterior se ha tenido en cuenta que la funcion by(P) es nula
para pendientes suaves.

La formula final, para puntos extremos, se obtiene de [4.33], [4.43] vy [4.47]
y toma la forma:

Iim{
g0 | _
Ol

=> [C.(&¢)de+BIn

[ oot

AN (é.)(gﬂm sgn<a>j

B,
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Y, para puntos intermedios, teniendo en cuenta [4.33], [4.44] y [4.48]
queda:

Koy
[
o
~—
[R—
Il

D-aD,

Ilm{ [ ' (P.Q)dT+o(g) =
C

j (&,&")de+B(g )In

[4.50]

4.4.4. Resolucion de la singularidad
Se trata de resolver el siguiente término de la expresion [4.22]:

m{ [ u’(P.Q) } J(E_. &_,) [4.51]

0D,

Como la integral anterior es una integral que presenta una singularidad
fuerte, se puede descomponer de la siguiente forma:

)d‘i_I [4.52]

f—d{i’))a fcaadaj

& ¢&' e[ 11]

La expresion anterior se resuelve como la [4.33] pero sin aparecer la integral
hipersingular /..

También surge una integral singular fuerte en expresiones del tipo:

[ T(Q)-a. (P.Q)dr

aD-aD,

cuando, tanto el punto de colocacion como el de integracion, pertenecen al
mismo elemento pero no coinciden. En este caso si el punto de colocacion es
extremo no hay que sumar las integrales de los elementos adyacentes y habria
una expresion para &’ = -1 y otra para &’ = 1.

4.4.5. Obtencion de los términos independientes ckh(P) y ak(P)

Para obtener los términos independientes que se indican, habra que resolver
las integrales que aparecen en los términos [4.20] y [4.21]. Ambas integrales
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se realizan en contornos muy pequenos en torno al punto P y se suelen tomar
arcos de circunferencia tal y como se hizo en la figura 2.4, esta figura aparece
mas detallada en la figura 4.4 porque aqui hay que incluir el concepto de
curvatura.

<— P20

2(€)

P1(e P10

Figura 4.4. Contorno del arco de circunferencia.

Asi para determinar ¢,(P) se parte de [4.20] y se tiene en cuenta que se
trabaja con un arco de circunferencia con lo que:

(Q)-x (P
= BOAE), - ()1 (P(x (Q)-x (P ar = 6
[4.53]
Incluyendo lo anterior en [4.29]:
n __X (Q)-x(P) [4.54]
&
Y en [4.26]:
. 1
2nT,, = —=———S;,n, [4.55]
IK; |f(0)z
donde:
f (0) =Sy, cos® 0+ 2S,,sen0cos 0+ S, sen’0 [4.56]

Con todo esto la expresion [4.20] queda:

l [ 1 Skj
| nknh—zmnjnh—K,thkn,nj do=c,(P)  [4.57]
b

ZTEM f (9)
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Para obtener a,(P) se va a desarrollar la expresion [4.21]:

.[ %J(‘ : ) %Jgt) L SqMy
q(P.Q)dr= | q’,(P,Q)ed0 = —{nk—Z }de:
@, o(e) n(o) \|Ky | T (0)e £(6)
62(2)
SHIRACLE [4.58]
()

La expresion anterior se puede poner como:

1 92 (&) 1 1o b2 () 20
= [ f(6)do==| [ f,(0)do+ [ f,(6)do+ [ f,(6)do
& () & i (e) 20 o

donde la primitiva de f(6) es:

J. fi (e)de =F (9)

Por otra parte si se hace un desarrollo en serie de Taylor Fy(0):

F(0.(e)) = F, (¢10)+(1'F;—g"1)%) e+0(e”)=F (¢y)+ Ty (0r0) K1£0)8+O(82)

do de 2

donde x es la curvatura.

o (0,(2) = (¢zo>+dFk—(“’z)dﬁ]_ £+0(e%) = F (o) + T (6) 2D e v 0(<7)

Teniendo en cuenta lo anterior la expresion [4.58] se puede poner como:

™ |

“’Zf’) £ (O)de _ F (q)zo)_ Fe (q)lo) _ fi (¢10)K1(0)+ fe ((])20)](2 (0) = b E;P) +a, (P)

(o) € 2

[4.59]

De la expresion [4.59] se desprende que para la obtencion de ay no es
necesario realizar ninguna integral. En cuanto al calculo de la curvatura se
hara segln la férmula:

k(g)=—r 2Rl [4.60]
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Las derivadas de las variables anteriores se realizaran respecto a la variable
natural & considerando que se ha hecho una discretizacion cuadratica de la
geometria, expresion [3.33].

4.5. Puntos internos

Para obtener los desplazamientos y las tensiones de los puntos internos se
procede como en el apartado 3.10 utilizando las expresiones [3.106], para el
calculo de los desplazamientos, y [3.107] para el calculo de las
deformaciones. A estas expresiones es necesario anadirles los términos de las
derivadas de la temperatura, quedando para el desplazamiento la expresion
[4.61] y para la deformacion la [4.62]:

b (P)+ [ Py (P.Q)u,(Q)dr = [ Uy (P.Q) p, (Q)dr -

oD

3 { ju (P,R)n, (R,S) dr+j P (P.R)¥ nl(R,S)dF}.
f,k(S,Q)(pu (Q)+kaTJ)

[4.61]
g, (P)=2 { ju,,l P,Q)p (Q )dr+jPi,j(P,Q)u,(Q)dr+
+n {qnm ju.“ P,R)n,(R,S) dr+j i (P, R)‘Pn(R,S)dF}-
1, (5,Q)[ pti, (Q)+m,T, (Q)]

[4.62]

La determinacion de las tensiones en funcion de las deformaciones obtenidas
en [4.62] se realiza a través de [4.2]. En las expresiones anteriores los
términos Uy;, Py y Wy vienen definidos en [3.108], [3.109] y [3.110]
respectivamente.

4.6. Casos practicos de la Termoelasticidad

4.6.1. Introduccion

Al igual que se hizo en el capitulo 2 con el problema térmico y en el capitulo 3
con el problema elastico, en el presente capitulo se analizan diferentes
problemas. No se aborda un estudio del comportamiento del método ante
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diferentes discretizaciones espaciales y temporales asi como la influencia de
las distintas funciones de aproximacion puesto que esto ya se ha llevado a
cabo en los capitulos antes mencionados.

Se consideraran diferentes geometrias y problemas tanto isotropos como
ortotropos y anisotropos, asi como problemas con multicuerpos.

4.6.2. El problema isétropo

Se va a comenzar simulando la laja de la figura 4.5.a, a la que se somete a un
shock térmico, tal y como se muestra en la figura 4.5.b. La discretizacion que
se utiliza es la de la figura 4.5.c

En la figura 4.5.a. se aprecian las condiciones de contorno del problema
elastico. Para el problema térmico, hay un shock térmico en x, =1 de T = 1
para el instante t = 0, tal y como se muestra en la figura 4.5.b; y el resto del
contorno presenta flujo de calor q = 0. Las constantes del material son E = 10,
v=0.25K=1,pc=1p=1, a=0.02.

El incremento de tiempo que se usa es At = 0.01. Los tiempos optimos
minimos para el problema térmico y el elastico son:

At). = %C(Ax)z ~0.015625 [4.63.a]

At), = 0.5%Ax /Ei(l—vz) =0.019 [4.63.b]
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Figura 4.5: Solido sometido a un shock térmico(a). Distribucién de la
temperatura T1, a lo largo del tiempo (b) y discretizacion (c)

En la figura 4.6 se muestra el desplazamiento, a lo largo del tiempo, del
punto 21 de la figura 4.5.c con la discretizacion mostrada en la misma y con
las condiciones de contorno que se muestran en la figura 4.5.a. Se compara
con el resultado teorico (Polyanin, 2002):

ATy & " a, sin(2,bt)—bcos(Z bt)+be 4
u=-— 7zbl nZ:l:(—l.) ( )a2/1r12+b(2 ) wsin(4,x)

[4.64.a]

donde:
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Desplazamiento

Fuerza

0,04

El problema termoelastico

0,03 +
0,02

0,01

-0,01
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8 °  BEM

0,0

Figura 4.6.a: Desplazamiento del punto 21 de la figura 4.5.c.
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Figura 4.6.b: Fuerza del punto 5 de la figura 4.4.c.

[4.64.b]

[4.64.c]

[4.64.d]

[4.64.e]
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En las graficas de la figura 4.6. no se observa una aproximacion exacta,
aunque también hay que tener en cuenta que la solucion analitica es
aproximada.

A continuacion se van a comprobar los resultados de un problema con simetria
de revolucion. Las constantes del material son E =10, v=0.25,K=1,pc=1p
=1, a = 0.02. Se considera una corona circular con ambos contornos libres de
fuerzas. El solido tiene una temperatura inicial T = 0 y, de repente, se
somete el contorno exterior a una temperatura T = 1 en t = 0. Se aplica
simetria, quedando un cuarto de corona. Geométricamente este soélido se
corresponde con el de la figura 4.7.

'3

Figura 4.7: Ejemplo con contorno curvo

A

v

Al igual que se hizo en el capitulo 3, se van a considerar las distintas
discretizaciones representadas en la figura 3.14: 3.14.b, 3.14.c, 3.14d vy
3.14.e. En todos los casos se toma un incremento de tiempo At = 0.02. Los
resultados de los desplazamientos radiales se muestran en la figura 4.8.a y los
de las fuerzas diferenciales en la figura 4.8.b
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Desplazamiento

tiempo

Figura 4.8.a: Desplazamiento radial del sélido de la figura 4.7. segun
las discretizaciones mostradas en las figuras 3.14.b, 3.14.c, 3.14.d y
3.14.e

4,0 T

Fuerza

adot

tiempo

Figura 4.8.b: Fuerza circunferencial del sélido de la figura 4.7.seglin
las discretizaciones mostradas en las figuras 3.14.b, 3.14.c, 3.14.d y
3.14.e

De las figuras 4.8 se desprende que existe una buena aproximacién entre las
distintas discretizaciones, teniendo presente que ésta es susceptible de
mejorar al cambiar el incremento de tiempo.
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Un aspecto que hay que tener en cuenta es la diferencia entre el valor del
parametro u, que marca el incremento de tiempo minimo del problema
térmico y del incremento de tiempo minimo de la elasticidad. Para entender
esta cuestion se van a considerar los valores reales de un material, en el caso
de un acero, por ejemplo, de propiedades:

Densidad: p = 7850 — [4.65.a]
Conductividad: K = 54% [4.65.b]
Calor especifico: ¢, = 465ﬁ [4.65.c]
Mddulo de Elasticidad: E = 210GPa [4.65.d]
Coeficiente de Poisson: v = 0.3 [4.65.e]

El parametro u y el incremento tiempo minimo At del problema elastico son:

1= 67597(Ax)? y At = 9.22 - 1075Ax [4.66]
En las expresiones [4.66] el parametros u y At se miden en segundo si el
intervalo Ax va en metros. Para hacer coincidir ambos parametros el intervalo
Ax ha de ser:

Ax = 1.364-10™°m [4.67]

Este valor de Ax resulta excesivamente pequeno.

4.6.3. Multicuerpo

Se va a considerar el solido de la figura 4.5 dividido en una serie de dominios
tal y como se muestra en la figura 4.9.

o o o o o o o o o
J o o o o o J o o o °
o o °© o

b o o ) o o b o -] ° o P
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(€)

Figura 4.9: Placa de la figura 4.5 con diferentes subdominios

Los resultados del desplazamiento del punto 21 de la figura 4.5 con los
diferentes subdominios representados en la figura 4.9. se muestran en la
figura 4.10.a. También se van a representar las fuerzas normales del punto 5
en la figura 4.10.b.

0,04

0,034 WA —a— un dominio

0,02

0,01

Desplazamiento

-0,01

-0,02

-0,03 T T T
0,0 0,5 1,0 15 2,0

tiempo

Figura 4.10.a.: Desplazamiento del punto 21 de la figura 4.5.c.con
las discretizaciones de la figura 4.9
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Figura 4.10.b.: Fuerza del punto 5 de la figura 4.5.c.con las
discretizaciones de la figura 4.9

La adecuacion de todos los problemas es bastante aceptable.

4.6.4. El problema ortétropo y anisétropo

Se va a resolver, nuevamente, el problema de la figura 4.5., pero cambiando
las constantes del material que seran para el caso ortotropo E; = 10, E; = 20,
viz =0.25, G, =5, K =1, K, =2, pc=1p=1, ay =0.02y o, = 0.01. Se
utilizara un incremento de tiempo At = 0.015 y el desplazamiento del punto

21 y la fuerza del punto 5 se representan en las graficas 4.10.a y 4.10.b,
respectivamente.
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Desplazamiento

tiempo

Figura 4.11.a.: Desplazamiento del punto 21 de la figura 4.5.c para
un material ortétropo

Fuerza

-2,0 T T

tiempo

Figura 4.11.b.: Fuerza del punto 5 de la figura 4.5.c.para un
material ortotropo

El problema anisétropo que se resolvera tendra E; = 10, E; = 20, vy, = 0.25, Gy,
= 5, Ni2,1 = '0.25, Ni22 = '0023, K1 = 1, Kz = 2, K12 = 05, pC = 1 p= 1, o =
0.02, o, = 0.01y a4, = 0.01.
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Figura 4.12.a.: Desplazamiento del punto 21 de la figura 4.5.c para
un material anisétropo

Fuerza

0,0 0,5 1,0 15
tiempo

Figura 4.12.b.: Fuerza del punto 5 de la figura 4.4.c.para un
material anisétropo

Aunque los resultados que se muestran en la figura 4.11 y 4.12 no han sido
comparados con otros se observa un comportamiento bastante adecuado
exceptuando en el segundo ciclo de la fuerza en el problema anisétropo,
figura 4.12.b en el que aparecen altibajos inesperados.






Capitulo 5:  Conclusiones y desarrollo futuro

5.1. Conclusiones

En el presente trabajo se ha pretendido realizar un estudio pormenorizado del
método de reciprocidad dual realizando una discretizacion en el tiempo y con
una integracion paso a paso para los problemas:

e Problema de conduccion térmica,
e Problema elastico,
e Problema de termoelasticidad desacoplada.

A continuacion, se van a analizar las conclusiones obtenidas para los
direrentes problemas.

5.1.1. Problema térmico
Se ha analizado la bondad del método frente a diferentes factores:

o Parametro p. Este problema resulta idoneo para utilizar este método
aunque se comporta mejor para valores de incremento de tiempo
cercanos al parametro p, que se defini6 en [2.85]. Si el valor de
incremento de tiempo que se toma es muy pequefio, siempre en
comparacion con p, las variables del problema comienzan tomando un
valor inaceptable para los primeros incrementos de tiempo hasta
pasado un intervalo del orden de p, en el que los valores obtenidos
son aceptables. Si se utilizan incrementos de tiempo muy superiores a
u los resultados no son adecuados.

x 2
§= % [2.85]

¢ Numero de polos. Se ha comprobado la bondad del método frente al
numero de polos o de puntos del dominio. Se ha puesto de manifiesto
que en aquéllos problemas en los que se cambia una condicion de
contorno resulta conveniente colocar mas polos cerca del contorno en
el que se produce esta variacion.

131
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e Parametro 0. Para valores de 8 > 0.5 el comportamiento del método
resulta incondicionalmente estable, demostrandose que para 6, < 0.5
y para 6, < 0.5 se producen problemas de inestabilidad.

e Funciones aproximantes La dependencia de estas funciones es
notable, recomendandose las funciones polindmicas por su simplicidad
y buen resultado, si bien éstas deben ser, como mucho, de segundo
orden. Aunque se han implementado funciones mas complejas, como
funciones exponenciales y funciones de Bessel, éstas no han dado
mejores resultados, sino todo lo contrario.

e Problema ortépropo y anisétropo. Aunque toda la casuistica anterior
se ha aplicado al problema isétropo, se ha comprobado la bondad de
este método frente al problema ortotropo y anisétropo si bien hay que
tener en cuenta que, cuando la relacion de rigideces en los diferentes
ejes es muy grande; del orden de 100, el método no proporciona
valores adecuados.

e Multicuerpos. El comportamiento de la metodologia numérica ante
dominios formados por materiales diferentes es bastante bueno.

5.1.2. Problema elastico
Al igual que con el problema térmico se han analizado diferentes factores que
influyen en el comportamiento del método:

e Parametro B. Si en el problema térmico el parametro p es el que
marca como deben estar relacionadas las discretizaciones en el
espacio y en el tiempo, en el problema elastico es el parametro B,
que se definio en [3.115]. La dependencia de este parametro es alin
mas acentuada que en el problema térmico. En consonancia con este
parametro se encuentra el tiempo minimo definido en [3.114]:

At = 0.5Ax EL(1 —2) [3.114]

max

¢ Numero de polos. Hay problemas que necesitan un nUmero mayor de
polos que otros que practicamente no los necesitan, asi un dominio al
que se le somete, de repente, a un sistema de fuerzas equilibradas
necesita mas polos que uno al que se somete solo a parte del
contorno.

e Discretizacion en el tiempo. Se han implementado diversos métodos
de discretizacion en el tiempo: Houbolt, Newmark y Wilson. Se ha
comprobado como el método de Houbolt es un método
incondicionalmente estable y los métodos de Newmark y Wilson
dependen del valor de sus parametros, o y & para el método de
Newmark y, 6 para el de Wilson. Se comprueba que Newmark funciona
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adcuadamente para las condiciones definidas en [3.96], en cuanto al
método de Wilson aunque se considere incondicionalmente estable
cuando 6 =137 solo simula adecuadamente en los primeros
instantes.

[EEN

52%; a22(0.5+6)2 [3.96]

e Funciones de aproximacion. En el caso de las funciones de
aproximacion de la elasticidad se ha tomado una funcion ¥ conocida y
a partir de ella se ha obtenido la funcién de aproximacion. Se han
analizado diversas funciones, siendo las de mejor comportamiento las
definidas en [3.118.1] y [3.118.3] con C = 0.01. Hay que tener en
cuenta que la funcion 1;;viene definida en [3.117]:

¥ :@(r)é}j [3.117]
a(r)=r [3.118.1]
0,(r)=(r* +C?Y [3.118.3]

e Problema ortépropo y anisétropo. En este caso el comportamiento
del método es adecuado siempre que la relacion de rigideces, como
en el caso del problema térmico no sea muy elevada.

e Multicuerpos. La metodologia desarrollada, para dominios formados
por materiales diferentes, presenta un comportamiento muy bueno.

5.1.3. El problema termoelastico
En este tipo de problemas los parametros citados en los apartados
precedentes influyen en la bondad de la metodologia en los mismos términos.
Adicionalmente hay que hacer especial mencion en la diferencia entre el valor
del parametro p, que marca el incremento de tiempo minimo del problema
térmico y del incremento de tiempo minimo de la elasticidad.

5.2. Desarrollo Futuro
El presente trabajo tiene muchas ramificaciones posibles:

e Ampliar el estudio de las funciones aproximantes, sobre todo para el
problema elastico.
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Ampliar los tipos de discretizaciones en el tiempo, por ejemplo
empleando discretizacion de Galerkin; aunque los estudios publicados
al respecto no indiquen que mejore el comportamiento del método.

Seria muy interesante poder realizar una discretizacion diferente para
el problema térmico y el elastico; aunque la dificultad estriba en la
gran diferencia que existe entre los incrementos de tiempo adecuados
para cada uno de estos problemas.

Incluir el efecto de fuerzas de volumen para el problema elastico y de
fuente de calor en el problema térmico.

Se podria intentar ampliar el estudio a termoelasticidad acoplada.

Utilizar otros algoritmos de calculo, en este trabajo se han seguido los
que define Press et al, 1996
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