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Resumen

En términos generales, el principal factor limitante en los procesos de confor-
mado de chapa es el fallo del material, entendiendo por fallo cualquier evento que
inutilice la chapa. Entre los tipos de fallo más comunes se encuentran la estricción
localizada y la fractura dúctil, iniciándose uno u otro en función de la ductilidad
del material y de las condiciones del proceso. En la práctica, los puntos críticos
donde se origina el fallo del material suelen estar asociados a zonas en las que
las herramientas conformadoras presentan una mayor curvatura. En estas situa-
ciones se generan esfuerzos de flexión en dichos puntos críticos, de manera que
el fallo se produce bajo un gradiente de tensión/deformación en el espesor de la
chapa. En las operaciones donde los esfuerzos predominantes son de tracción, el
efecto de este gradiente en la conformabilidad del material ha sido frecuentemente
menospreciado debido al espesor relativamente pequeño de las piezas conforma-
das. Sin embargo, la distribución no homogénea de tensiones y deformaciones en
el espesor constituye un factor determinante en el mecanismo de fallo. El obje-
tivo principal de esta tesis es el estudio del efecto de la flexión en el fallo por
estricción localizada y fractura dúctil en la conformabilidad de chapa metálica. El
trabajo se centra fundamentalmente en el análisis de la evolución de los gradientes
de tensión/deformación en el espesor durante el conformado y la influencia de la
microestructura del material en el mecanismo de fallo.

Para analizar la evolución de tensiones/deformaciones en el material se desa-
rrollan dos modelos analíticos del proceso de conformado de una chapa. En un
primer modelo se considera el caso simple de una evolución proporcional de la
tensión y deformación durante el conformado. Este modelo reproduce adecuada-
mente las operaciones de abombamiento mediante hidroconformado (bulge) donde
la matriz conformadora tiene una abertura elíptica cuya relación entre semiejes
mayor y menor es menor de 1,3. El segundo modelo se diseña para simular la
evolución de tensiones/deformaciones en operaciones de estirado o estampación de
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iv Resumen

chapa mediante punzones de forma, usadas habitualmente a nivel industrial. El
modelo consiste en dos etapas sucesivas, una de flexión pura hasta que la chapa
adquiere la curvatura impuesta por el punzón, seguida de una de tracción pura
hasta el fallo del material. A diferencia de otros trabajos, este modelo permite ana-
lizar la influencia en el fallo de dos fenómenos observados en la práctica: el efecto
dominante de la flexión durante los primeros instantes del estirado con punzón y
la consecuente inversión de la deformación que sufre el material en contacto con
el punzón, inicialmente acortándose y que pasa a estirarse cuando los esfuerzos de
tracción se tornan en dominantes.

El fallo por estricción localizada y fractura dúctil se describe mediante un
modelo analítico basado en el concepto de volumen crítico de material. El modelo
se desarrolla combinando los métodos actuales de predicción del fallo en chapas
bajo un gradiente de deformación en el espesor con las ideas que subyacen de las
teorías clásicas de Distancias Críticas, originariamente desarrolladas para analizar
el comportamiento a fatiga de componentes con entallas. El modelo propuesto
postula que la estricción localizada se inicia cuando el material en una cierta
distancia crítica desde la cara interna de la chapa no puede resistir por más tiempo
la inestabilidad plástica de la sección. De manera similar, el modelo asume que
el fallo por fractura dúctil se produce cuando el material en una cierta distancia
crítica desde la cara externa de la chapa alcanza el límite de rotura del material.
Las distancias críticas en ambos modos de fallo se asumen que dependen de la
microestructura del material.

Los modelos analíticos desarrollados se contrastan con resultados experimen-
tales publicados en la literatura. Los datos proceden de ensayos de estirado con
flexión con punzones cilíndricos de radios comprendidos entre 0,5 y 20 mm. Las
chapas ensayadas comprenden aceros, aluminio y latón, de diferentes geometrías
y espesores entre 0,69 y 1,5 mm. Para simular la evolución de la deformación y
tensión en los ensayos se utiliza el modelo de carga propuesto de flexión-tracción en
dos pasos. Las distancias críticas de fallo por estricción localizada y fractura dúctil
se estiman a partir de datos experimentales y se comparan con la microestructura
de los materiales.

Por otro lado, el presente trabajo realiza algunas propuestas de mejoras de
herramientas tradicionales para el análisis y predicción de la conformabilidad de
chapa. Los diagramas MN o diagramas flector-axil adimensionales, empleados para
analizar el fallo en términos de combinaciones de esfuerzos, se modifican sustan-
cialmente al considerar el efecto de la historia de carga y los dos modos de fallo
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por estricción y fractura. También se proponen las superficies límite de conformado
(SLC). Estas gráficas son una generalización en 3D de los diagramas límite de con-
formado (DLC), de uso extendido en la industria para evaluar la conformabilidad
del material en términos de deformaciones principales, a los que se les añade un
tercer eje que cuantifica el efecto de la flexión mediante la relación espesor/radio
del punzón (t0/R).

Brevemente, el estudio realizado indica que la estricción localizada y la frac-
tura dúctil son dos modos de fallo independientes, produciéndose uno u otro en
función de la severidad del gradiente de tensión/deformación en el espesor de la
chapa. Dicha independencia proviene del hecho de que cada mecanismo de fallo
está controlado por volúmenes de material distintos, los cuales se relacionan con
la microestructura del material, representada aquí por el tamaño medio de grano.
Los materiales analizados soportan la idea de que el fallo por estricción y frac-
tura está gobernado por la resistencia a la inestabilidad plástica o a la fractura
dúctil, respectivamente, de un volumen crítico de material de entre 8 y 10 tama-
ños de granos situados en la cara interna y externa de la chapa, respectivamente.
Los resultados experimentales se describen razonablemente bien con los modelos
propuestos.

La tesis se estructura en seis capítulos. En el Capítulo 1 se revisan las técnicas
y trabajos más relevantes de análisis y predicción de los modos de fallo de chapa
más habituales en la práctica: la estricción localizada y la fractura dúctil. También
se exponen algunos estudios recientes sobre el efecto de la historia de carga en la
conformabilidad del material. En el Capítulo 2 se presentan los trabajos más im-
portantes sobre el efecto de la flexión en la conformabilidad de chapa, así como una
revisión de las teorías analíticas del doblado de un material continuo y homogéneo.
El Capítulo 3 analiza el comportamiento elasto-plástico de una porción elemental
de chapa en un proceso de conformado con esfuerzos combinados de tracción y
flexión, proponiéndose dos modelos de carga en tensión plana, uno proporcional
y otro no proporcional de flexión-tracción en dos pasos. Asimismo se analiza el
efecto de la tensión transversal en el espesor de la chapa. El Capítulo 4 discute
el efecto del gradiente de tensión/deformación en el fallo por estricción y fractu-
ra, planteándose un modelo para su predicción. En el Capítulo 5 se comparan las
predicciones de los modelos propuestos con resultados experimentales publicados
en la literatura. Finalmente, el Capítulo 6 resume las conclusiones más destacadas
de esta tesis, indicando las posibles extensiones futuras del trabajo desarrollado.
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Nomenclatura

Caracteres latinos

d Distancia medida desde la cara interna de la chapa indeformada.

H Pendiente de la curva tensión-deformación (H = dσeq/dεeq).

m1 Esfuerzo flector máximo adimensional bajo unas determinadas condiciones
de deformación (m1 = M1/M1,Y ).

Mi Esfuerzo flector en dirección principal i (i = {1, 2}).

M1,Y Esfuerzo flector elástico máximo bajo unas determinadas condiciones de de-
formación.

n1 Esfuerzo axil máximo adimensional bajo unas determinadas condiciones de
deformación (n1 = N1/N1,Y ).

Ni Esfuerzo axil en dirección principal i (i = {1, 2}).

N1,Y Esfuerzo axil elástico máximo bajo unas determinadas condiciones de defor-
mación.

p Presión de contacto del punzón.

R Radio de curvatura del punzón.

rin Radio de curvatura de la superficie interna de la chapa.

rm Radio de curvatura de la superficie media de la chapa.

rn Radio de curvatura de la fibra neutra.

rout Radio de curvatura de la superficie externa de la chapa.
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xviii Nomenclatura

ru Radio de curvatura de la fibra indeformada.

rθ Coeficiente de Lankford en la dirección que forma un ángulo θ con la de
laminación.

t Espesor de chapa deformada.

t0 Espesor de chapa indeformada.

z Posición de una fibra en el espesor medida desde la superficie media.

Caracteres griegos

α Relación entre tensiones (α = σ1/σ2).

α̃ Relación entre tensiones reducidas (α̃ = σ̃1/σ̃2).

β Relación entre velocidades de deformación (β = dε1/dε2).

δ Distancia adimensional a la cara interna de la chapa indeformada (δ = d/t0).

Δ Incremento de una determinada variable contado a partir del final de la etapa
de flexión en el modelo flexión-tracción en dos pasos.

εi Deformación en la dirección principal i (i = {1, 2, 3}).

εeq Deformación equivalente.

κi Curvatura relativa de la superficie media de la chapa en la dirección principal
i (i = {1, 2}) (κi = t/rm,i).

μ1 Esfuerzo flector máximo adimensional modificado (μ1 = m1/τ
2).

ν1 Esfuerzo axil máximo adimensional modificado (ν1 = n1/τ).

ρ Relación entre la velocidad de deformación equivalente y la velocidad de
deformación principal máxima (ρ = dεeq/dε1).

σ0 Límite elástico.

σi Tensión en la dirección principal i (i = {1, 2, 3}).

σ̃i Tensión reducida en la dirección principal i (i = {1, 2, 3}) (σ̃i = σi − ωi).

σeff Tensión característica en el modelo de fallo propuesto.
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σeq Tensión equivalente.

ωi Desplazamiento de la superficie de plastificación en la dirección de la tensión
principal i (i = {1, 2, 3}).

τ Espesor de chapa adimensional (τ = t/t0).

τi Posición de la fibra indeformada relativa a la superficie media de la chapa
en la dirección principal i (i = {1, 2}) (τi = ru,i/rm,i).

ϕ Relación entre la tensión equivalente y la tensión principal máxima (ϕ =

σeq/σ1).

ϕ̃ Relación entre la tensión reducida equivalente y la tensión reducida principal
máxima (ϕ̃ = σ̃eq/σ̃1).

ζ Posición relativa de una fibra en el espesor medida desde la superficie media
(ζ = z/t).

Subíndices

{1,2,3} Direcciones principales.

frac Variable en el fallo por fractura dúctil.

in Variable en la superficie interna de la chapa.

mid Variable en la superficie media de la chapa.

neck Variable en el fallo por estricción localizada.

out Variable en la superficie externa de la chapa.

Y Variable relacionada con el límite de fluencia del material.

Superíndices

M Variable en un instante durante la etapa de flexión en el modelo flexión-
tracción en dos pasos.

ML Variable según el Método de la Línea.

MN Variable en la transición entre la etapa de flexión a la de tracción en el
modelo flexión-tracción en dos pasos.
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MP Variable según el Método del Punto.

N Variable en un instante durante la etapa de tracción en el modelo flexión-
tracción en dos pasos.

TP Variable en condiciones de tensión plana.

Abreviaturas

DLC Diagrama límite de conformado clásico (en deformaciones).

DLCT Diagrama límite de conformado en tensiones.

MDC Métodos de distancias críticas.

SLC Superficie límite de conformado.



Capítulo 1

Conformabilidad de chapas
metálicas

La chapa metálica se utiliza extensivamente para la fabricación de componentes
en las industrias aeronáutica y automovilística y en multitud de productos de uso
cotidiano. En la práctica, los procesos para su conformado están limitados por el
fallo de la chapa. Los tipos de fallo más comunes observados en estos procesos son
la estricción localizada y la fractura dúctil. Ambos modos de fallo empezaron a
ser investigados a mediados del sigo XX y han sido muy numerosos los criterios
propuestos para su predicción. En mayor o menor medida, los primeros análisis
no tienen en cuenta factores que se consideran a priori de segundo orden, como el
efecto de la temperatura de trabajo, la fricción, las condiciones del proceso de carga
o la presencia de gradientes de tensión/deformación en el espesor de la chapa. En
este capítulo se exponen los trabajos teóricos y experimentales más relevantes de
los dos modos mencionados de fallo de chapas. Estos trabajos asumen sólo esfuerzos
de tracción en el plano de la chapa, siendo estas condiciones muy habituales en una
gran parte de los procesos de conformado. También se describen, bajo las mismas
condiciones de deformación en el plano, los estudios realizados sobre un factor
que se ha comprobado que es determinante en la conformabilidad del material: el
efecto de la historia de carga.

1



2 Conformabilidad de chapas metálicas

1.1. Introducción

La producción de chapas metálicas, obtenidas por laminación en frío o en ca-
liente, representa una parte importante de la producción metálica industrial. Las
chapas laminadas son conformadas posteriormente para fabricar carrocerías de
automóviles, fuselaje de aeronaves, revestimientos de electrodomésticos, latas de
conservas y bebidas, elementos de construcción y otros muchos productos de uso
cotidiano. Una de las características principales que hacen atractivos los produc-
tos fabricados mediante conformado de chapa es que éstos presentan una buena
resistencia mecánica y una excelente relación resistencia-peso.

Existen en la industria un gran número de procesos para el conformado de com-
ponentes de chapa. Aunque muy diferentes desde el punto de vista técnico, estos
procesos comparten fundamentos básicos que permiten analizarlos en su conjunto.
Entre las técnicas y procesos básicos de conformado de chapa están el doblado o
plegado, el estirado, la estampación, la embutición, el hidroconformado, etc.

El proceso de doblado (bending) más simple consiste en plegar la chapa a lo
largo de una directriz recta. La Figura 1.1 ilustra de forma esquemática algunos
de los procesos de doblado más destacados: en el doblado con matriz en V, un
punzón móvil fuerza a la chapa a entrar en la cavidad de la matriz; en el doblado
en voladizo, la chapa se sujeta con una mordaza o prensachapa; el conformado con
rodillos es un proceso no estacionario para el doblado progresivo de perfiles.

Punzón
Punzón

Matriz

Chapa

Chapa

ChapaRodillos

Prensa-
chapa

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.1: Procesos de doblado de chapa con directriz recta (Marciniak et ál., 2002): (a)
chapa doblada mostrando la directriz recta; (b) doblado en V; (c) doblado en voladizo;
y (d) doblado de perfiles con rodillos.

Como es característico en la mayoría de los procesos de conformado de chapa,
la deformación plástica se localiza en una zona muy restringida (el conformado
con rodillos es una de las excepciones), en este caso en la directriz o línea de
doblado, permaneciendo el resto del material indeformado. Si el material no es
suficientemente dúctil, pueden aparecer grietas en la superficie externa doblada,
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aunque habitualmente la mayor dificultad consiste en obtener una buena precisión
geométrica de la pieza final, debido al fenómeno de la recuperación elástica.

El doblado también puede realizarse a lo largo de una directriz curva. En este
caso, la deformación plástica puede extenderse no sólo a la zona de doblado, sino
también a la región adyacente. Un ejemplo muy común es el embridado curvo del
extremo de una chapa. Según sea la curvatura de ésta, la zona de la brida quedará
a compresión (Figura 1.2(a)), pudiendo ocasionar el arrugamiento por pandeo local
de esta zona, o quedará a tracción (Figura 1.2(b)), favoreciendo así la fractura en
la parte de la brida. Un ejemplo más complejo, donde aparecen estos dos eventos,
es el doblado de perfiles (Figura 1.2(c)).

(a) (b) (c)

Figura 1.2: Procesos de doblado de chapa con directriz curva (Marciniak et ál., 2002):
(a) brida a compresión; (b) brida a tracción; y (c) doblado de perfiles.

El conformado por estirado (stretching) es uno de los procesos más utilizados
en la industria aeronáutica para la fabricación del fuselaje de las aeronaves (Fi-
gura 1.3(a)). En estas operaciones, la chapa se sujeta en sus extremos mediante
mordazas o prensachapas, mientras que un punzón o útil de forma ejerce presión
en su superficie. En este proceso el material se encuentra sometido a un estado
fundamentalmente de tracción, haciendo que la chapa se conforme plásticamente
estando todas las fibras del material alargadas. Este hecho hace que la recupera-
ción elástica sea bastante más pequeña que en el doblado y, por tanto, la precisión
de la pieza final sea mejor y más controlable.

El objetivo de la estampación (stamping, Figura 1.3(b)) es muy similar al esti-
rado, i.e. se trata de conformar la chapa de manera que el material esté sometido
esencialmente a deformaciones de alargamiento. No obstante, se diferencia del es-
tirado en que se permite que el material sujeto por el prensachapa se introduzca,
en cierto grado, en el hueco de la matriz. Dicho proceso permite obtener piezas
de mayor complejidad que con el estirado y tiene un uso muy extendido en la
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Punzón

Punzón

Chapa

Prensa-
chapa

Prensa-
chapa

Chapa

(a) (b)

Matriz

Matriz

Chapa

Matriz

Figura 1.3: Procesos de conformado de chapa (Marciniak et ál., 2002): (a) por estirado;
y (b) por estampación.

industria del automóvil y del electrodoméstico.
La estampación permite obtener en general piezas poco profundas. Para con-

formar piezas más profundas, sin que se produzca el fallo de la chapa, es necesario
permitir que el material fluya en el hueco de la matriz con mayor facilidad. Para
ello se utiliza el proceso de embutición (deep drawing) (Figura 1.4(a)). En la em-
butición, la mayor parte de la deformación se produce en las paredes de la pieza
embutida. El prensachapa tiene la importante misión de regular el flujo de material
dentro del hueco de la matriz, evitando el arrugamiento o pandeo local de la chapa
en la zona de la brida que se produce debido a los esfuerzos circunferenciales de
compresión que allí se generan. Para obtener piezas aún más profundas se emplea
una embutición en varias etapas o proceso de re-embutición (redrawing).

Prensa-
chapa

Punzón

Matriz Chapa
Chapa

Matriz

Pieza
embutida

Fluido

Contenedor Diafragma

(a) (b)

Presión

Figura 1.4: Procesos de conformado de chapa (Marciniak et ál., 2002): (a) por embutición;
y (b) por hidroconformado.

Los procesos anteriores necesitan de herramientas rígidas para dar forma a la
chapa. Sin embargo, existen otros métodos alternativos como el hidroconformado
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(hydroforming, Figura 1.4(b)), en el que la presión la ejerce un fluido presurizado
(e.g. aceite) en un contenedor sobre una herramienta flexible (e.g. un diafragma
de caucho). Aunque las presiones requeridas en el fluido son muy elevadas, la
reducción en el coste de las herramientas hace que en determinados casos este
método sea viable, especialmente para piezas complejas.

En la práctica, los procesos de conformado están limitados por el fallo de la
chapa. Los mecanismos más comunes de fallo incluyen la estricción localizada y la
fractura dúctil. Que suceda uno u otro depende de las condiciones de deformación
y de la ductilidad del material. En el caso de materiales muy dúctiles, el fallo
normalmente ocurre con la aparición de una estricción localizada. A partir de este
instante, el material se deforma de forma continua en la zona de estricción hasta
que se produce la fractura dúctil. En cambio, en materiales poco dúctiles, como
es el caso de algunas aleaciones de aluminio con tratamientos térmicos típicas de
la industria aeronáutica, en ciertas condiciones de deformación la fractura dúctil
puede ocurrir sin estar precedida de una estricción localizada.

Para evitar el fallo es necesario modificar el material o el proceso de confor-
mado. Una adecuada predicción del fallo permite obtener la información necesaria
para realizar las modificaciones oportunas y optimizar así el proceso, evitando cos-
tes de producción. Para evaluar la conformabilidad del material se pueden realizar
diferentes tipos de ensayos siguiendo el procedimiento propuesto en la reciente nor-
mativa ISO 12004 (2008). De acuerdo a esta norma, el procedimiento consiste en
tomar medidas durante el ensayo de la deformación principal máxima a lo largo de
secciones predefinidas perpendiculares a la zona de fallo. Los distintos ensayos se
pueden clasificar, según el procedimiento seguido, en ensayos en el plano (in-plane
tests) y en ensayos fuera del plano (out-of-plane tests) (Allwood y Shouler, 2009).

(a)

(b) (c)

Figura 1.5: Esquema de los ensayos de (a) Marciniak y (b) Nakazima (Hotz y Timm,
2008); y (c) diferentes geometrías de probetas en ensayos Nakazima.
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Los ensayos en el plano incluyen, entre otros, el ensayo tradicional de tracción,
el ensayo en deformación plana (similar al de tracción pero con un ancho de chapa
mayor para eliminar la contracción lateral) y el ensayo de Marciniak (1967), donde
una probeta es sujetada por sus extremos mediante unas mordazas y deformada
mediante un punzón plano que ejerce presión en una de sus superficies o caras
(Figura 1.5(a)). Entre los ensayos fuera del plano destacan los ensayos de abomba-
miento hidráulico (hydraulic bulge tests) y el ensayo de Nakazima (Figura 1.5(b),
descrito y analizado por Ozturk y Lee (2005)), similar al de Marciniak pero donde
el punzón tiene forma hemiesférica. La Figura 1.5(c) muestra una serie de ejem-
plos de probetas con distintas geometrías, utilizadas en los ensayos tipo Nakazima,
para la obtención de resultados en diferentes condiciones de deformación.

1.2. Diagramas límite de conformado (DLC)

El diagrama límite de conformado (DLC, Figuras 1.6 y 1.7), propuesto inicial-
mente por Keeler y Backhofen (1963) y Goodwin (1968), se ha convertido en una
herramienta muy útil para la evaluación de la capacidad de conformado de las
chapas metálicas en la práctica. Se utilizan en todas las fases de la producción de
un producto de chapa: en la simulación con elementos finitos durante el diseño del
producto y del proceso, en las fases de prueba con las herramientas conformadoras
y en el control de la calidad durante el proceso de producción. El DLC consiste
en una gráfica con la deformación principal mayor en el plano de la chapa (ε1)
frente a la menor (ε2), y permite representar los distintos estados de deformación
presentes en el material.

La Figura 1.6 muestra un DLC obtenido experimentalmente en el que se mues-
tran los resultados obtenidos de la deformación de fallo y fotografías de los especí-
menes ensayados. El DLC muestra una línea denominada curva límite de confor-
mado (CLC, obtenida en el ejemplo de la figura a partir de los resultados experi-
mentales) la cual divide los estados de deformación entre aquellos que permiten el
correcto conformado de la chapa y los que producen el fallo. Esta curva proporcio-
na una medida simple de la severidad del conformado. En la práctica convencional
se realizan modificaciones en el proceso hasta que las deformaciones en todos los
puntos de la chapa estén dentro del margen de seguridad que proporciona la CLC.

Es muy habitual caracterizar las condiciones de deformación de un proceso
de conformado mediante un parámetro β con la relación entre los incrementos
infinitesimales de deformación principal máxima y mínima en el plano de la chapa
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Figura 1.6: Diagrama límite de conformado (DLC) experimental (Barata-Rocha et ál.,
2009).
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Figura 1.7: Diagrama límite de conformado (DLC) esquemático con las curvas límite de
conformado por estricción (CLCE) para varios materiales.
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(β = dε2/dε1 o, en términos de velocidades, β = ε̇2/ε̇1). En los casos en los que
el proceso de carga es proporcional, el parámetro β viene dado directamente por
el estado de deformación final (β = ε2/ε1). En estas situaciones, la deformación
sigue una trayectoria lineal en el DLC, como es el caso de los ensayos ilustrados
en la Figura 1.6.

El modo de fallo más característico en los procesos de conformado de chapa es la
estricción localizada, que precede a la fractura dúctil en la mayoría de los casos. Por
este motivo, es frecuente mostrar en los DLC una única CLC por estricción (CLCE,
Figura 1.7). Aunque la obtención experimental de la CLCE sigue siendo muy
habitual, hoy en día se tiende cada vez más a estimarla numérica o analíticamente.

La Figura 1.7 muestra la evolución típica de las CLCE que se observan en la
práctica, para distintos materiales. Como puede apreciarse, la CLCE normalmente
presenta una curva en forma de V, decreciente en el lado de la izquierda (β < 0)
y creciente en el lado de la derecha (β > 0). El vértice de la curva, i.e. el valor
más bajo de la deformación principal máxima (ε1) suele ocurrir en condiciones de
deformación plana (β = 0). Este valor de deformación, denominado DLC0, es un
dato característico del material.

1.3. Estricción localizada

Durante los procesos de conformado de chapa se observa que, bajo determi-
nadas circunstancias, llega un momento en que la deformación de la chapa se
concentra a lo largo de una zona de ancho muy reducido. Dicha zona recibe el
nombre de estricción localizada, siendo su ancho del orden del espesor de la chapa.
Una vez que ésta aparece, toda la deformación posterior de la chapa se produce
en ella, mientras que el resto de la chapa no se deforma significativamente. Esto
ocasiona un adelgazamiento progresivo e inestable del material en la región de
la estricción, el cual conduce inevitablemente al desgarro o fractura dúctil de la
chapa.

Para predecir la estricción localizada se han realizado numerosos trabajos teó-
ricos. Todos ellos tratan la estricción localizada como una inestabilidad plástica y
están basados, por tanto, en la teoría de la plasticidad. Sin embargo, como algu-
nos estudios señalan, un análisis a nivel macroscópico no es suficiente en ciertas
condiciones y resulta necesario buscar soluciones a nivel microestructural (Yama-
guchi y Mellor, 1976; Zhou y Neale, 1995). De esta forma, se pueden identificar
tres metodologías claramente diferenciadas en los diferentes análisis desarrollados
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para describir la condición por la cual se produce la estricción localizada, y donde
cada una de ellas tiene sus ventajas y sus limitaciones.

La primera trata la estricción como una inestabilidad plástica que se inicia con
una bifurcación en la solución de las ecuaciones del comportamiento elasto-plástico
del material, i.e. un instante donde la solución de la deformación no es única. Los
trabajos de Swift (1952) y Hill (1952) fueron pioneros en este tratamiento. La
principal limitación de estos métodos es que la teoría de la plasticidad en un
material continuo y homogéneo no permite predecir la aparición de la estricción
localizada en situaciones donde las deformaciones en ambas direcciones principales
del plano de la chapa son positivas, como se describe más adelante.

La segunda metodología, que permite solventar la deficiencia anterior, se puede
identificar con el trabajo de Stören y Rice (1975). Estos investigadores establecie-
ron que la aparición de una estricción localizada, en condiciones de deformación
biaxial, puede estar causada por el desarrollo de un vértice en la superficie de
plastificación del material. Esta irregularidad en la descripción constitutiva del
material se justifica en base a las pequeñas desviaciones de la carga que se produ-
cen en materiales policristalinos. Así, la condición de inestabilidad plástica puede
ser establecida también mediante un análisis de bifurcación de la deformación.

La tercera metodología asume que la estricción localizada, en condiciones de
deformación biaxial, se produce como consecuencia de una imperfección preexis-
tente en el material, siendo el método de Marciniak y Kuczyński (1967) el más
conocido y usado. En esencia, el defecto del material en los métodos que siguen esta
metodología persigue el mismo objetivo que la irregularidad en las leyes constitu-
tivas de la metodología anterior, i.e. permitir una bifurcación en los incrementos
de deformación en un proceso de deformación uniforme. Ambas metodologías es-
tán basadas en un análisis de material dañado, siendo en el primer caso el daño
microscópico debido a las imperfecciones propias de la estructura cristalina y en
el segundo caso el daño es macroscópico debido a imperfecciones geométricas.

Los siguientes subapartados describen estas tres metodologías con más detalle.
Se hace especial hincapié en las hipótesis en las que se fundamentan y en los
resultados de sus predicciones. También se describen brevemente las principales
investigaciones que amplían los métodos originales en la búsqueda de mejores
predicciones.

1.3.1. Análisis de bifurcación de Swift y Hill

Swift (1952) postuló que cuando la carga que soporta el material alcanza un
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máximo, se inicia una estricción o inestabilidad difusa. Este análisis es conocido
también como de bifurcación de carga, porque predice que, para una misma carga,
la solución de la deformación no es única.

Estricción difusa

Estricción localizada

NN
1

2
1’

2’

�

Figura 1.8: Estricción difusa y estricción localizada en una chapa sometida a tracción.

Considérese una chapa rectangular sometida a un esfuerzo de tracción (N) en la
dirección longitudinal de la chapa, o eje 1 (Figura 1.8). Sea 2 el eje en la dirección
lateral en el plano de la chapa, y 3 el eje en la dirección del espesor. La condición
de estricción difusa de Swift o condición de carga máxima viene entonces dada
por:

dN = 0 ⇒ d(σ1A) = Adσ1 + σ1dA = 0 (1.1)

siendo A el área de la sección transversal y σ1 la tensión aplicada, ambas en la
dirección de aplicación de la carga. Operando en esta expresión y considerando
el material como incompresible (i.e. de volumen Al = A0l0, siendo l la longitud
actual de la chapa) debido a las grandes deformaciones plásticas inducidas en
el espécimen, se obtiene la siguiente expresión de la condición de inestabilidad
plástica:

dσ1

σ1
= −dA

A
=

dl

l
= dε1 (1.2)

que puede expresarse en términos de velocidades de tensión y deformación como:

σ̇1

σ1
= ε̇1 (1.3)

El método propuesto por Swift predice la estricción difusa pero no la estricción
localizada, que se produce a lo largo de una fina banda en el plano de la chapa (Fi-
gura 1.8) y que es un modo de fallo característico en las operaciones de conformado
de chapa. Hill (1952) estudió la estricción localizada y postuló que en la incipiente
aparición de la estricción, el endurecimiento producido por el primer incremento
de deformación produce su inmediato desarrollo y causa que la deformación avance
por sí misma de forma continua. Según este autor, la estricción se propaga en un
estado de deformación plana en la dirección de la banda de estricción y el material
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a ambos lados de dicha banda detiene su deformación. Por lo tanto, a partir del
instante en el que se desarrolla la estricción localizada, las tensiones a ambos lados
de la banda se mantienen sin cambios durante el resto del proceso. Entonces, la
velocidad de endurecimiento en la zona de la estricción equilibra la velocidad de
disminución del espesor, mientras que las componentes de las tensiones en esta
zona mantienen unas relaciones constantes.

La condición de estricción localizada puede obtenerse de manera análoga a
la de estricción difusa, añadiendo la hipótesis de deformación plana en la banda
de estricción en el instante del fallo. En esta situación, el ancho de la chapa se
mantiene constante y las variaciones de la sección transversal (A) se producen
entonces a través de la reducción del espesor (t). Así, la condición de axil máximo
viene ahora dada por:

dN = 0 ⇒ d(σ1t) = tdσ1 + σ1dt = 0 (1.4)

de donde se deduce la expresión:

dσ1

σ1
= −dt

t
= −dε3 = dε1 + dε2 = (1 + β)dε1 (1.5)

o la equivalente en términos de velocidades:

σ̇1

σ1
= (1 + β)ε̇1 (1.6)

Al igual que en el análisis de Swift, el de Hill (conocido también como análisis
de bifurcación de tensión) predice que la solución de la deformación no es única
en el inicio de la inestabilidad plástica. Aunque el método de Hill se encuentra
avalado por la evidencia experimental, presenta la limitación de que en estados
de deformación biaxiales (β > 0) no existe ninguna dirección en el plano de la
chapa de deformación nula y, por consiguiente, no se puede predecir la aparición
de una estricción localizada. Su utilidad práctica queda restringida, por tanto, al
lado izquierdo del DLC, de valores negativos de β.

Los análisis originales de Swift y Hill asumen procesos de carga proporcional
y condiciones de tensión plana. En esta situación, considérese el caso sencillo de
una chapa de material isótropo, caracterizada por un comportamiento plástico
que obedece a la ley σ1 = Kεn1 . Las expresiones obtenidas anteriormente para la
condición de inestabilidad plástica permiten obtener una solución analítica de las
condiciones de deformación en el inicio de ambos modos de estricción, difusa y
localizada, en función del coeficiente de endurecimiento por deformación (n) y de
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la relación de velocidades de deformación (β = dε2/dε1). Considerando el caso
que es de interés en este trabajo, la estricción localizada, y sustituyendo la ley de
comportamiento en las expresiones (1.6) del método de Hill:

σ̇1

σ1
=

nKεn−1
1 ε̇1

Kεn1
=

nε̇1
ε1

= ε̇1 + ε̇2 = (1 + β)ε̇1 (1.7)

se obtienen unas expresiones sencillas de las deformaciones en el instante del fallo:

ε1 =
n

1 + β
, ε2 =

βn

1 + β
(1.8)

y donde el ángulo que forma la banda de estricción con la dirección de mayor
deformación (véase la Figura 1.8) viene dado por la condición de deformación
plana local (dε2′ = 0) lo que se traduce en (Marciniak et ál., 2002; Stoughton y
Zhu, 2004):

θ =
π

2
− arctan

√
−β , si β ≤ 0 (1.9)

Esta expresión, válida sólo para valores negativos de β, muestra que en condiciones
de deformación plana (β = 0) la banda de estricción forma 90o con la dirección
de tracción y que este ángulo disminuye con β. Así, por ejemplo, en un ensayo de
tracción (β = −1/2) el ángulo es de 55o.

Swift

Hill

Stören & Rice

n	
�

n�
�

�	

��

Figura 1.9: Predicción de los límite de conformado mediante los modelos de Swift (1952),
Hill (1952) y Stören y Rice (1975) (Stoughton y Zhu, 2004).

La Figura 1.9 muestra un ejemplo de ambas predicciones de Swift y Hill en
un DLC, para un material con n = 0,18 (Stoughton y Zhu, 2004). Nótese que la
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curva de estricción localizada sólo aparece en el lado izquierdo del DLC. Además
ésta es menos restrictiva que la curva de estricción difusa, lo que significa que la
estricción difusa comienza antes que la estricción localizada, aunque es esta última
la que determina el fallo de la chapa.

1.3.2. Análisis de bifurcación de Stören y Rice

La teoría de la plasticidad predice un comportamiento estable y único del flujo
plástico en un proceso de carga proporcional en un material continuo y homogéneo.
Cuando una chapa dúctil se deforma mediante tracción biaxial, de manera que
ambos incrementos de deformación en direcciones principales son positivos (β > 0),
no existe una línea de deformación nula en el plano. En estas situaciones, como se
ha comentado, el análisis anterior de Hill no permite predecir la aparición de una
estricción localizada.

���

��	
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��
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d

�
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�

(a) (b)

Figura 1.10: Análisis de bifurcación de Stören y Rice (1975): (a) representación esque-
mática de la inestabilidad plástica en el espacio de las tensiones desviadoras, mostrando
en el vértice las direcciones normales a las superficies de fluencia (m) y el incremento de
tensión (dσd

ij) en el estado actual de tensiones; y (b) sistema de coordenadas y dirección
de la incipiente estricción (Stören y Rice, 1975).

Stören y Rice (1975) examinaron la hipótesis de que la estricción es debida a la
aparición de un vértice en la superficie de fluencia del material, i.e. una superficie
de plastificación irregular. El vértice puede ser considerado como la intersección
de dos superficies de fluencia y donde el incremento de deformación puede ir diri-
gido en cualquier dirección entre el ángulo formado por la perpendicular a ambas
superficies de fluencia (Figura 1.10(a)). De esta manera, la solución no es única y
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existe, por tanto, una inestabilidad plástica. La hipótesis del vértice está basada en
estudios previos del fenómeno más general de inestabilidades en la ley constitutiva
del material en procesos de deformación homogénea (Hill, 1962). La formación
de un vértice en la superficie de fluencia es una característica observada en ma-
teriales policristalinos (Hill, 1967), dado que la inhomogeneidad microestructural
intrínseca de los policristales provoca pequeñas alteraciones en el proceso de carga.
Parece razonable asumir, por tanto, que este tipo de irregularidad en la superficie
de plastificación puede desestabilizar el flujo plástico durante el conformado.

Dado que el sistema de ecuaciones que describe la evolución de la deformación
en un vértice es fuertemente no lineal y difícil de resolver, Stören y Rice conjetu-
raron que las ecuaciones de la teoría de la plasticidad son válidas para describir
el efecto desestabilizador del vértice, dado que las desviaciones en la dirección del
flujo plástico son pequeñas. Los autores dedujeron entonces una función algebraica
que alcanza un valor máximo en un determinado valor de la pendiente de la curva
tensión-deformación. Por tanto, en este análisis, al igual que en los métodos de
Swift y Hill, el coeficiente de endurecimiento por deformación (n) resulta ser deci-
sivo en la predicción de la estricción. No obstante, algunos autores señalan que las
predicciones de este método no siempre se ajustan a las medidas experimentales
en una gran variedad de ensayos (Takuda et ál., 2000).

Asumiendo la formación de un vértice en la superficie de plastificación como
el responsable del inicio de la estricción localizada, Stören y Rice derivaron las
condiciones de deformación en chapas sometidas a condiciones de estirado biaxial,
en tensión plana, aplicando la condición de equilibrio de esfuerzos axiles en el plano
de la chapa. El conjunto de soluciones se reduce a las siguientes restricciones en el
instante de la aparición de la estricción localizada:

Δσ̇1

σ1
= Δε̇1 (1.10)

cuando la banda de estricción se orienta perpendicular al eje longitudinal (i.e. el
vector normal a la banda de estricción cumple n2 = 0), y

Δσ̇2

σ2
= Δε̇2 (1.11)

cuando la banda de estricción se orienta en la dirección del eje longitudinal (n1 =

0), siendo Δ(...) las diferencias de la variable correspondiente entre la zona de
estricción (A) y el resto del material (B) (véase la Figura 1.10(b)), i.e.:

Δσ̇ij = σ̇A
ij − σ̇B

ij
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Δε̇ij = ε̇Aij − ε̇Bij

Asumiendo carga proporcional, la ley de Hollomon de comportamiento plástico
y el criterio de plastificación de von Mises, el conjunto de ecuaciones (1.10) y (1.11)
tiene como solución (Stoughton y Zhu, 2004):

ε1 =
3β2 + n(2 + β2)

2(2 + β)(1 + β + β2)
(1.12)

para n2 = 0, y

ε1 =
3+ n(1 + 2β2)

2(1 + 2β)(1 + β + β2)
(1.13)

para n1 = 0. Las condiciones de deformación se completan con la igualdad ε2 =

βε1. El conjunto de estas dos soluciones se muestra en la Figura 1.9, junto a las
predicciones anteriores de Swift y Hill, todas ellas para un material con n = 0,18

(Stoughton y Zhu, 2004). Como se aprecia en el ejemplo de dicha figura, la solución
del método de Stören y Rice cubre todo el rango de valores en el DLC.

Posteriormente, Zhu et ál. (2001) ampliaron el análisis de Stören y Rice aña-
diendo la condición de equilibrio de momentos en el plano de la chapa. Demostraron
que los esfuerzos cortantes se anulan y que las ecuaciones de equilibrio se reducen
al siguiente conjunto: (

Δσ̇1

σ1
− (Δε̇1 +Δε̇2)

)
n1 = 0(

Δσ̇2

σ2
− (Δε̇1 +Δε̇2)

)
n2 = 0

(1.14)

Zhu et ál. mostraron que estas ecuaciones tienen dos soluciones. Un conjunto
de soluciones coincide con los obtenidos por Stören y Rice cuando n1 o n2 son
cero, i.e. cuando la banda de estricción es paralela a uno de lo ejes principales
de deformación. La otra solución es equivalente a la obtenida por Hill, descrita
anteriormente, con la banda de estricción alineada con la dirección de deformación
nula. Por tanto, el análisis de Zhu et ál. muestra que los modelos de Stören y Rice y
de Hill no son mutuamente excluyentes, sino que son dos soluciones de un análisis
de bifurcación más general.

El análisis de Zhu et ál. predice, por tanto, dos posibles soluciones en todo el
rango de valores de β y una solución adicional en el lado izquierdo del DLC, de
valores β < 0. Esta última solución es la equivalente a la obtenida por Hill, de
deformación nula en la dirección de la banda de estricción, orientada un cierto
ángulo en el plano de la chapa. En las otras dos soluciones la banda de estricción



16 Conformabilidad de chapas metálicas

se orienta perpendicular a la dirección de mayor deformación. Existen, por tanto,
tres posibles orientaciones de la banda de estricción con relaciones de deformación
negativas (la dirección de deformación nula y las dos direcciones principales) y
dos posibles orientaciones en el caso de relaciones de deformación positivas. La
orientación preferente de la banda de estricción será la dirección donde se produce
la mínima deformación crítica.

Diversos autores han propuesto mejoras en el modelo de Stören y Rice, modifi-
cando las relaciones constitutivas del material. Christoffersen y Hutchinson (1979)
y Gotoh (1985) propusieron la denominada teoría de deformación J2 en un vér-
tice. Más recientemente, diferentes estudios ha sido realizados mediante análisis
de elementos finitos (Gotoh, 1990; Boudeau y Gelin, 1994; Nakamachi, 1995; Yos-
hida et ál., 1995). Son de destacar los trabajos de Nakamachi (1995) y Yoshida
et ál. (1995), que implementaron el modelo de Stören y Rice en simulaciones de
elementos finitos para predecir la curva de estricción localizada en los DLC.

1.3.3. Método de Marciniak y Kuczyński

Marciniak y Kuczyński (1967) examinaron una idea distinta a la de Stören y
Rice (1975) para predecir la estricción localizada en condiciones de deformación
biaxial. Estos autores realizaron un intento de resolver el problema, asumiendo
inhomogeneidades o imperfecciones preexistentes en el material. Estos defectos
pueden tener orígenes mecánicos o metalúrgicos y estar debido, en principio, a
una combinación de pequeñas variaciones geométricas y una falta de homogeneidad
del material, aunque el enfoque más habitual es caracterizar el defecto como una
pequeña variación en el espesor. Desde un punto de vista físico, esta práctica
parece razonable porque si existen defectos geométricos o microestructurales en la
chapa, es de esperar que la severidad del conformado variará de un punto a otro
del material. La presencia de estos defectos permite así predecir la aparición de
una inestabilidad plástica en situaciones donde sería imposible si se considera el
material como continuo y homogéneo y sin ningún defecto geométrico. En esencia,
el defecto en el modelo de Marciniak y Kuczyński persigue el mismo objetivo que
el vértice en la superficie de fluencia del modelo de Stören y Rice, i.e. permitir
una bifurcación en los incrementos de deformación en un proceso de deformación
uniforme.

El modelo propuesto por Marciniak y Kuczyński, conocido como modelo M-K,
fue desarrollado para predecir el fallo cuando ambas componentes de la deforma-
ción son positivas y se ha convertido en el más usado para predecir la CLCE en
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Figura 1.11: Análisis de bifurcación de Marciniak y Kuczyński (1967): (a) imperfección
geométrica inicial en una chapa a tracción biaxial (Marciniak y Kuczyński, 1967); y (b)
evolución de la deformación en la banda de estricción (B) y en el resto del material (A)
(Lee y Zaverl, 1982).

procesos de estirado biaxiales. Los autores modelaron el efecto de las imperfec-
ciones preexistentes en el material como una pequeña disminución del espesor en
la zona de la chapa donde se producirá la estricción (Figura 1.11(a)). La relación
entre espesores iniciales se expresa en función del parámetro f = tB/tA, donde los
índices A y B indican la zona de material fuera y dentro de la banda de estricción,
respectivamente. Se asume que la estricción localizada se forma en una banda per-
pendicular a la dirección de máxima deformación. Así, imponiendo el equilibrio
de fuerzas a través de la imperfección y la compatibilidad de la deformación a lo
largo de la misma se obtienen las siguientes ecuaciones (Graf y Hosford, 1990):

σA
1

σB
1

= f · exp (εB3 − εA3 )

dεA2 = dεB2

(1.15)

Estas ecuaciones se resuelven de forma incremental, siguiendo un camino de de-
formación específico o un camino de carga. Como explican más detalladamente
Sowerby y Duncan (1971), los incrementos de deformación locales en una porción
inicialmente más delgada que el resto del material, asumiendo que son perpendicu-
lares a la dirección de deformación principal máxima, evolucionan hacia un estado
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de deformación plana (β → 0) mientras que el resto del material se deforma con
una relación β constante. Como ε2 es continua a lo largo de la porción adelga-
zada, esto implica que la relación de incrementos dε1 entre la porción y el resto
del material tiende a infinito, i.e. el material más delgado empieza a deformarse
más rápidamente que el resto, de mayor espesor. El límite de conformado se define
así cuando los incrementos de deformación en el material más delgado alcanzan el
estado de deformación plana.

La principal limitación del modelo M-K radica en que las predicciones son
muy sensibles a los defectos preexistentes, caracterizados por la relación entre los
espesores en la zona adelgazada y el resto de la chapa (f = tB/tA) y sobreestiman
en exceso los resultados experimentales. El modelo M-K ha sido posteriormente
investigado y ampliado por Sowerby y Duncan (1971), Parmar y Mellor (1978) y
otros investigadores (Van Minh et ál., 1975; Yamaguchi y Mellor, 1976; Needleman
y Triantafyllidis, 1978; Lee y Zaverl, 1982; Lu y Lee, 1987; Graf y Hosford, 1990;
Date y Padmanabhan, 1992; Padwal y Chaturvedi, 1992; Zhou y Neale, 1995; Zhao
et ál., 1996). Sowerby y Duncan analizaron el efecto de las propiedades del material
en la deformación y en el fallo de un elemento de chapa, en un estudio ampliado
del modelo M-K inicial, el cual asumía que la plastificación se produce en la zona
de estricción antes que en el resto del material. Los autores mencionados también
consideraron los demás casos donde el estado plástico se alcanza antes en la región
fuera de la banda de estricción o en todo el material simultáneamente. Una de
las causas de las sobreestimaciones de los datos experimentales apuntaba a que
el modelo original está basado en el criterio de fluencia de Hill (1948). Algunos
estudios teóricos trataron de mejorar las predicciones mejorando este criterio de
plastificación. Así, por ejemplo, Parmar y Mellor (1978) usaron un nuevo criterio no
cuadrático propuesto posteriormente también por Hill, y Graf y Hosford (1990) y
Padwal y Chaturvedi (1992) emplearon el criterio de plastificación para materiales
con anisotropía planar propuesto por Hosford (1985). Lu y Lee (1987) extendieron
el análisis al caso de historias de carga no proporcionales, asumiendo los dos tipos
clásicos de endurecimiento del material, isótropo y cinemático.

Otros investigadores intentaron minimizar la sensibilidad de las imperfecciones
del material consideradas en los análisis. Van Minh et ál. (1975) modelaron dichas
imperfecciones mediante un modelo probabilístico en términos de la población de
huecos microestructurales. Usando este modelo analizaron la influencia del espesor
del material, de la deformación y de la fracción de volumen equivalente de huecos
en el límite de conformado. Yamaguchi y Mellor (1976) consideraron como imper-
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fección la rugosidad superficial, como una consecuencia de la estructura granular
del material. De esta forma, asumieron que las pequeñas variaciones en el espe-
sor de la chapa se relacionan con el tamaño medio de los granos. Needleman y
Triantafyllidis (1978) emplearon el modelo propuesto por Gurson (1977) para el
comportamiento plástico de materiales porosos. Lee y Zaverl (1982) tomaron me-
didas del espesor a lo largo de la chapa proporcionando un rango representativo
de variaciones de espesor. Date y Padmanabhan (1992) incluyeron en el análi-
sis parámetros determinados experimentalmente, como la rugosidad superficial, el
crecimiento de huecos, el espesor de la chapa, el tamaño de grano, el exponen-
te de endurecimiento por deformación, el índice de sensibilidad de velocidad de
deformación y la anisotropía normal. Hutchinson y Neale (1978) desarrollaron un
análisis detallado basado en la idea de inhomogeneidad inicial para predecir el fallo
en todo el rango de deformación del DLC.

Una vez iniciada la estricción localizada, algunos autores señalan que el ma-
terial en la banda de estricción evoluciona hacia unas condiciones de deformación
cercanas a una deformación plana hasta producirse finalmente la fractura del es-
pécimen (Jain et ál., 1999; Han y Kim, 2003). Según estos autores esto se produce
con independencia de las condiciones iniciales de deformación, i.e. en todo el rango
de valores en el DLC. Sin embargo, como se ya ha sido expuesto, las condiciones
de deformación plana se producen a lo largo de la banda de estricción y no ne-
cesariamente en las direcciones principales de la chapa. Solamente en condiciones
de estirado biaxial, en el lado derecho del DLC (β > 0), la estricción se orienta
perpendicular a la dirección de máxima deformación. En estas situaciones la línea
de deformación nula en el material durante la estricción coincide con la dirección
de la deformación lateral (ε2), siendo razonable que el proceso evolucione hacia
una trayectoria vertical en el DLC, como se ha ilustrado en la Figura 1.11(b). En
cambio, en el lado izquierdo del DLC (β < 0), si la banda de estricción se orienta
un cierto ángulo respecto a las direcciones principales de la chapa, como se deduce
de los análisis de Hill (1952) y de Zhu et ál. (2001) examinados anteriormente, los
ejes principales de deformación dejan de coincidir con los ejes de la chapa. Atkins
(1996) muestra que, en estas situaciones, la relación entre deformaciones (β, dado
que se trata de procesos de carga proporcional) en la zona del material donde se
produce la estricción sigue siendo la misma que antes de iniciarse la inestabilidad.
Por tanto, según este investigador, las trayectorias lineales de la deformación no
cambian de dirección durante todo el proceso de conformado hasta la fractura,
como muestra el lado izquierdo del DLC de la Figura 1.12.
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Diffuse necking
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Figura 1.12: Trayectorias de la deformación en la zona de estricción hasta la fractura
y medidas experimentales de ésta, para una aleación de aluminio 5154 (Atkins, 1996);
nótese en el lado izquierdo del diagrama las trayectorias lineales de deformación y la
aparición de estricción difusa y posterior estricción localizada, mientras que en el lado
derecho las trayectorias cambian al producirse la estricción localizada, excepto en el caso
extremo de deformación equi-biaxial en el que la fractura no viene precedida de estricción.
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1.4. Fractura dúctil

La fractura puede ser dúctil o frágil dependiendo de si viene precedida o no por
una significativa deformación plástica del material. La fractura frágil está caracte-
rizada por la iniciación y rápida propagación de grietas por clivaje en el material.
En cambio, la fractura dúctil sucede tras producirse grandes deformaciones plásti-
cas y es, por tanto, un modo de fallo característico en los procesos de conformado
de chapa. Dependiendo de las condiciones de deformación, la fractura dúctil puede
producirse por cortante, típico en procesos con grandes esfuerzos de compresión
(Le Roy et ál., 1981; Yingbin y Wierzbicki, 2004), o bien como consecuencia de un
proceso de nucleación, crecimiento y finalmente coalescencia de huecos en el mate-
rial, más habitual en procesos donde predomina la tracción (Yingbin y Wierzbicki,
2004). La Figura 1.13 muestra de forma esquemática ambos modos de fractura dúc-
til y en la Figura 1.14 se ilustra un ejemplo de fractura por cortante en cilindros
sometidos a compresión y un ejemplo de fractura por coalescencia de huecos en
un ensayo de tracción. Este último modo de fallo es el más común en la práctica
del conformado de chapa y, por tanto, el que ha centrado un mayor número de
investigaciones.

(a) (b)

Figura 1.13: Modos de fractura dúctil (Yingbin y Wierzbicki, 2004): (a) por cortante; y
(b) por nucleación, crecimiento y coalescencia de huecos en la microestructura.

Se han propuesto y analizado numerosos criterios de fractura dúctil. En general,
se formulan en base a una determinada variable que alcanza un valor límite en el
momento del fallo. La forma habitual es hacerlo mediante un expresión de la
variable en el instante de producirse el fallo, denominados entonces como criterios
locales (e.g. Bressan y Williams, 1983), o mediante una integral de una función que
representa el efecto de los parámetros del proceso sobre el rango de deformación,
conocidos como criterios de fallo continuo o simplemente criterios integrales (e.g.
Freudenthal, 1950; Cockcroft y Latham, 1968; Brozzo et ál., 1972; Norris et ál.,
1978; Oh et ál., 1979; Oyane et ál., 1980; Zhang y Zheng, 1990; Chaouadi et ál.,
1994; Atkins, 1996; Han y Kim, 2003). Estos últimos generalmente consisten en una
integral de una función de las tensiones sobre el campo de deformación equivalente.
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(a)

(b)

Figura 1.14: Ejemplos de fractura dúctil: (a) fotografía de especímenes ensayados a com-
presión hasta la fractura por cortante (Yingbin y Wierzbicki, 2004); y (b) micrografías en
un ensayo de tracción que muestran la nucleación, crecimiento y coalescencia de huecos
en la microestructura hasta provocar la fractura de la probeta (Le Roy et ál., 1981).



1.4 Fractura dúctil 23

Una segunda clasificación de los criterios de fractura dúctil consiste en agru-
parlos en criterios empíricos y criterios basados en la microestructura. El primer
grupo lo forman los criterios de naturaleza empírica, i.e. los que relacionan la frac-
tura con parámetros macroscópicos del proceso sin tener en cuenta los cambios que
se producen en la microestructura del material (e.g. Freudenthal, 1950; Cockcroft
y Latham, 1968; Brozzo et ál., 1972; Norris et ál., 1978; Oh et ál., 1979; Atkins,
1996; Han y Kim, 2003). En cambio, el segundo grupo de criterios de fractura
dúctil consideran en mayor o menor medida la secuencia de procesos de iniciación,
crecimiento y coalescencia de huecos, generalmente en términos de una función del
daño interno del material (e.g. Oyane et ál., 1980; Zhang y Zheng, 1990; Chaouadi
et ál., 1994). En términos generales, cada proceso de la secuencia tiene su propio
modelo de predicción y el fallo es considerado entonces como el último de dicha
secuencia.

(a) (b)

�1

�2

�1

�2

FLD at
Necking

FLD at
Fracture

� �	= � �	=� 	= � 	=

FLD at
Fracture

FLD at
Necking

Figura 1.15: Evolución típica de las curvas límite de conformado por estricción localizada
(CLCE, FLD at Necking) y por fractura dúctil (CLCF, FLD at Fracture) (Vallellano
et ál., 2008): (a) materiales de alta ductilidad; y (b) materiales de baja ductilidad.

La predicción de la fractura dúctil en los procesos de conformado de chapa
es importante, particularmente en los casos en los que no viene precedida de la
formación y desarrollo de una estricción localizada. En general, los DLC muestran
sólo el fallo por estricción localizada por ser éste el tipo de fallo más usual en
materiales dúctiles. En cualquier caso se puede añadir en estos diagramas una se-
gunda curva límite de conformado por fractura (CLCF), que en materiales dúctiles
queda siempre por encima de la CLCE, i.e. materiales donde la estricción precede
a la fractura en cualquier estado de deformación (Figura 1.15). La forma de la
CLCF depende de la ductilidad del material. Así, en chapas con una ductilidad
relativamente alta, esta curva tiende a tener una forma lineal decreciente, como
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muestra el esquema de la Figura 1.15(a). En cambio, los materiales poco dúctiles
exhiben una curva más compleja en forma de V, ligeramente creciente en la región
de estirado (Figura 1.15(b)). En condiciones de deformación cercanas a las equi-
biaxiales (β → 1) suele estar cercana a la CLCE, o bien ser la única curva de fallo
si la fractura no viene precedida por una estricción localizada.

Existe una gran variedad de criterios de fractura dúctil en la literatura científi-
ca (Freudenthal, 1950; Cockcroft y Latham, 1968; Brozzo et ál., 1972; Norris et ál.,
1978; Oh et ál., 1979; Oyane et ál., 1980; Bressan y Williams, 1983; Zhang y Zheng,
1990; Chaouadi et ál., 1994; Atkins, 1996; Han y Kim, 2003) y diversos estudios
que analizan y valoran sus resultados (Takuda et ál., 1997a,b, 1999, 2000; Jain
et ál., 1999; Ozturk y Lee, 2004; Vallellano et ál., 2008). Jain et ál. (1999) y Valle-
llano et ál. (2008) han analizado un gran número de estos criterios en chapas de
aluminio 6111-T4 y 2024-T3, respectivamente, de uso habitual en la industria au-
tomovilística, con resultados muy satisfactorios. También de manera satisfactoria,
Takuda et ál. comprobaron la aplicabilidad de los criterios integrales clásicos para
multitud de tipos de chapa metálica, e.g. aceros especiales (Takuda et ál., 1997a),
aleaciones de aluminio 1100-O y 5182-O (Takuda et ál., 2000) y chapas laminadas
compuestas de acero suave (SPCC) y diferentes aleaciones de aluminio 1100-O,
2024-T2 y 5052-O (Takuda et ál., 1997b). Recientemente, Ozturk y Lee (2004)
han evaluado la conformabilidad del acero AKDQ (aluminum killed drawing qua-
lity electrogalvanized) mediante algunos criterios integrales, encontrando buenas
predicciones en el lado izquierdo del DLC; en el lado derecho del DLC observaron
que algunos criterios, en concreto los de Freudenthal (1950), Cockcroft y Latham
(1968) y Oh et ál. (1979), se aproximaban mejor que otros, pero concluyeron que
en general ninguno se ajusta con precisión a los resultados experimentales. Estos
estudios han demostrado que los criterios integrales predicen satisfactoriamente la
CLCF lineal. No obstante, los criterios integrales no son capaces de reproducir la
CLCF observada para las chapas de metales de baja ductilidad, con una curva,
bien en forma de V o bien en forma compleja en la región de estirado biaxial
(Jain et ál., 1999; Han y Kim, 2003; Ozturk y Lee, 2004; Vallellano et ál., 2008).
En estos casos se ha comprobado que los criterios de fallo basados en la tensión
tangencial, como el de Tresca o el Bressan y Williams (1983), proporcionan una
buena aproximación a la CLCF experimental en un rango amplio de relaciones de
deformación (Jain et ál., 1999; Vallellano et ál., 2008; Zadpoor et ál., 2009).

En los siguientes subapartados se exponen brevemente los principales criterios
de fractura dúctil, agrupados en criterios locales, criterios integrales empíricos y
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criterios basados en la microestructura del material.

1.4.1. Criterios locales

Los criterios locales asumen que la fractura dúctil depende principalmente del
estado actual de tensiones y deformaciones en el material y que la evolución de la
fractura está gobernada por un proceso de daño acumulado. Así, el fallo ocurre
cuando la tensión/deformación en un cierto punto del material alcanza un valor
crítico. Dos de estos criterios son el de Tresca y el de Bressan y Williams (1983).
Ambos han demostrado ser bastante precisos en la predicción de la fractura en
chapas de aleación de aluminio 6111-T4 (Jain et ál., 1999) y 2024-T3 (Vallellano
et ál., 2006).

El criterio de Tresca establece que la fractura dúctil ocurre cuando el cortante
máximo alcanza un cierto valor:

τmax

C1
= 1 (1.16)

siendo C1 una constante del material. Nótese que cuando un estado de tensión
plana prevalece en el material (σ3 = 0), lo cual es muy usual en los procesos de
conformado de chapa, el criterio de Tresca es equivalente al criterio de tensión
principal máxima (σ1 = cte.).

El criterio de Bressan y Williams, inicialmente propuesto para predecir el inicio
de la estricción localizada cuando β > 0, establece que el fallo se inicia en un plano
en el espesor de la chapa en el cual el material alcanza un alargamiento nulo.
Además, asume que el fallo se inicia cuando el cortante en este plano (τ(dε=0))
alcanza valores críticos:

τ(dε=0)

C2
= 1 (1.17)

En condiciones de tensión plana, el cortante crítico se estima como:

τ(dε=0) =

∣∣∣∣√1 + β

2 + β

∣∣∣∣ σ1 (1.18)

1.4.2. Criterios integrales empíricos

Dado que la fractura dúctil involucra una considerable disipación de energía,
Freudenthal (1950) postuló que la fractura dúctil ocurre cuando el trabajo plástico
acumulado alcanza un valor límite, que en variables equivalentes se formula como:∫ εpeq,f

0

σeqdε
p
eq = C3 (1.19)



26 Conformabilidad de chapas metálicas

donde σeq y εpeq son la tensión y la deformación plástica equivalentes, respectiva-
mente, εpeq,f es la deformación plástica equivalente en el instante de la fractura,
y C3 es una constante del material (i.e. el trabajo plástico crítico). Es habitual
encontrar este criterio en la literatura como criterio de Clift et ál. (1990), ya que
este autor lo usó con resultados satisfactorios en procesos de conformado plástico
global. Sin embargo, las predicciones no fueron aceptables en operaciones de con-
formado de chapa (Takuda et ál., 1997a, 2000). El principal argumento en contra
de dicho criterio se basa en que no considera el efecto de la presión hidrostática
(σh) en la nucleación de huecos en la microestructura (Thomason, 1990). En efec-
to, nótese en la expresión (1.19) que la densidad de trabajo plástico sólo depende
de las componentes del tensor desviador de tensiones:

σeqdε
p
eq = σhdε

p
ii + σd

ijdε
p
ij = σd

ijdε
p
ij (1.20)

donde dεpii = 0 debido a la incompresibilidad de las deformaciones plásticas.
Cockcroft y Latham (1968) sugirieron un modelo alternativo en el que conside-

ran que la fractura está controlada por la tensión principal máxima (σ1), y no por
la tensión equivalente. Estos autores propusieron un criterio de fractura basado en
el trabajo plástico desarrollado por esta tensión:

∫ εpeq,f

0

σ1dε
p
eq = C4 (1.21)

Este criterio incluye implícitamente la influencia de la presión hidrostática y ha
sido muy utilizado y modificado por diversos autores. Así, Brozzo et ál. (1972)
exploraron las predicciones de este criterio, comparándolas con resultados experi-
mentales obtenidos con probetas entalladas de aleaciones férreas. Propusieron una
modificación del mismo que incluye en el criterio de fallo una dependencia explícita
con la presión hidrostática:

∫ εpeq,f

0

2

3

σ1

σ1 − σh
dεpeq = C5 (1.22)

Han y Kim (2003) propusieron una combinación de los criterios de Cockcroft y
Latham y Bressan y Williams. Oh et ál. (1979) modificaron el criterio de Cockcroft
y Latham como sigue: ∫ εpeq,f

0

σ1

σeq
dεpeq = C6 (1.23)
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Norris et ál. (1978) propusieron un criterio donde la única tensión representa-
tiva es la presión hidrostática:∫ εpeq,f

0

1

1− C7σh
dεpeq = C8 (1.24)

Atkins (1996) adaptaron el criterio de Norris et ál. al conformado de chapas
mejorando claramente las predicciones. El criterio modificado de estos autores
consistió en añadir el efecto de la condición de deformación, β, como sigue:∫ εpeq,f

0

1 + β/2

1− C9σh
dεpeq = C10 (1.25)

1.4.3. Criterios basados en la microestructura

Oyane et ál. (1980) desarrollaron un modelo de fractura dúctil suponiendo que
durante la fase de crecimiento de huecos el material se comporta como un medio
poroso. Al aumentar el tamaño de los huecos durante el conformado, la densidad
relativa del material (ρ, definida como la relación entre la densidad aparente del
material poroso y la densidad del material considerado como libre de poros) se
reduce y aumenta la deformación volumétrica (εv) hasta alcanzar un valor εvf .
Postularon que la siguiente integral sólo depende del material:

C9 =

∫ εvf

0

f2ρ2C10−1dεv (1.26)

siendo f una función de ρ, y propusieron el siguiente criterio de fractura dúctil:∫ εpeq,f

0

(
σh

σeq
+ C11

)
dεpeq = C9 (1.27)

El criterio de Oyane et ál. ha sido utilizado entre otros por Takuda et ál. (1997b,
1999), con buenos resultados en simulaciones mediante elementos finitos de proce-
sos de estirado de chapa. En un trabajo posterior, Takuda et ál. (2000) realizaron
un esfuerzo por predecir en el DLC los dos modos de fallo por estricción localizada
y fractura dúctil usando el criterio de Oyane et ál.. Sin embargo, el procedimiento
para predecir la estricción es un método muy subjetivo, ya que lo que hicieron
fue medir las deformaciones límite de estricción en las inmediaciones del material
donde se produce la fractura (Ozturk y Lee, 2004).

Más recientemente, Chaouadi et ál. (1994) argumentan que, a nivel local, la
condición de incompresibilidad no es aplicable en procesos de fractura dúctil, de-
bido al fenómeno de formación y crecimiento de huecos. La fractura dúctil puede
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entenderse, por tanto, como un proceso en el que compiten dos mecanismos: la
deformación plástica y el crecimiento de cavidades. Así, la fractura dúctil se pro-
duce cuando el trabajo total de deformación alcanza un valor crítico que depende
del material. Dada la existencia de huecos en el material al inicio de la fractura
dúctil, el trabajo total de deformación será la suma del trabajo de deformación
plástica más el trabajo de variación de volumen. Haciendo uso de las expresiones
obtenidas por Rice y Tracey (1969) para describir el proceso de crecimiento de
huecos, el trabajo total de deformación, o trabajo de daño como denominan los
autores, se expresa como:

dWD =

⎛⎝1 + 3αξe
3

2
ξ
⎞⎠ σeqdε

p
eq (1.28)

siendo el coeficiente de triaxialidad de tensiones ξ = σh/σeq. Los parámetros ξ y α

se asumen que son constantes del material que pueden determinarse experimental-
mente. Dada esta expresión del trabajo de daño, el criterio de factura de Chaouadi
et ál. puede formularse como:

∫ εpeq,f

0

⎛⎜⎝σeq + 3ασhe

3σh

2σeq

⎞⎟⎠ dεpeq = C12 (1.29)

Los autores comparan satisfactoriamente las predicciones de dicho modelo con
los resultados experimentales obtenidos en componentes cilíndricos entallados a
tracción, con diferentes geometrías de entalla. Un modelo muy similar ha sido
también propuesto por Zhang y Zheng (1990).

El efecto de la presión hidrostática o, en forma adimensional de la triaxialidad
de tensiones (ξ = σh/σeq) ha sido ampliamente estudiado por Bao y Wierzbic-
ki (2004). Según estos autores, dicho coeficiente es, además de la severidad de la
deformación, el factor más importante que controla el inicio de la fractura dúc-
til. En un estudio numérico-experimental de diferentes tipos de ensayos en chapas
de aleación de aluminio 2024-T351, cuantificaron la relación entre la deformación
equivalente en el instante del fallo (la cual es una buena medida de la ductilidad
del material) y el coeficiente de triaxialidad de tensiones. Mostraron que existen
tres regímenes distintos en el rango de ξ donde la fractura se produce por moti-
vos diferentes. En valores negativos (obtenidos mediante ensayos a compresión),
la fractura está gobernada por el modo cortante. Para grandes triaxialidades el
modo dominante de fallo es el crecimiento de huecos, mientras que para bajas
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triaxialidades entre los anteriores dos regímenes, la fractura puede desarrollarse
como una combinación de los modos cortante y de crecimiento de huecos.

Algunos de los criterios anteriores y modificaciones de los mismos, incluyendo
el efecto de la tensión hidrostática, se han analizado para predecir el fallo por
fractura dúctil en chapas de aleación de aluminio 2024-T3 (Vallellano et ál., 2008).

Estricción localizada

Arrugamiento

Fractura dúctil
(coalescencia de huecos)

Fractura dúctil
(cortante)

Conformado seguro
(no fallo)

Figura 1.16: Diagrama límite de conformado mostrando diferentes modos de fallo.

Como se ha comentado anteriormente, los dos modos de fallo más comunes
en los procesos de conformado de chapa, estricción localizada y fractura dúctil,
pueden representarse gráficamente en un solo DLC para evaluar la conformabilidad
de la chapa en todo el rango posible de condiciones de deformación. La Figura 1.16
muestra de forma esquemática un DLC típico con una representación de las curvas
límite de conformado más habituales. En general, la estricción localizada suele ser
el modo de fallo predominante en un amplio rango del DLC. Como se ilustra en
la figura, la fractura dúctil por cortante se localiza en el lado izquierdo del DLC,
donde existen esfuerzos de compresión, mientras que la fractura dúctil debida a la
coalescencia de huecos ocurre en el lado derecho del DLC, en situaciones cercanas
a la deformación equi-biaxial. La figura se completa con la curva de fallo por
arrugamiento, debido a la aparición de pandeo, típico en operaciones como la
embutición.
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1.5. Efecto de la historia de carga

La principal ventaja del DLC tradicional es que es fácil evaluar la conformabi-
lidad del material a partir de medidas de la deformación en las chapas conforma-
das. Aunque ha demostrado ser una herramienta muy útil, tiene el inconveniente
de que es válido solamente para casos de carga proporcional (Ghosh y Lauko-
nis, 1976; Kleemola y Pelkkikangas, 1977; Laukonis y Ghosh, 1978; Ranta-Escola,
1980; Arrieux et ál., 1982; Shang et ál., 1985; Schmitt et ál., 1987; Graf y Hos-
ford, 1993a,b; Stoughton, 2000; Allwood y Shouler, 2009). Así, en la práctica del
conformado multietapa, se consideró que el DLC podía usarse solamente en la
primera etapa. Motivados por este problema, Ghosh y Laukonis (1976) y Klee-
mola y Pelkkikangas (1977) realizaron a mediados de 1970 una serie de ensayos
con predeformación uniaxial y equi-biaxial en chapas de acero, aluminio, cobre y
latón, y observaron la dependencia de la magnitud y del tipo de predeformación
en las curvas límite de los DLC. Las curvas de fallo obtenidas diferían en posición
y forma de la curva de fallo correspondiente al material sin predeformar y las di-
ferencias se incrementaban al aumentar la magnitud de la predeformación. Otros
autores también exploraron los efectos del cambio en las trayectorias de deforma-
ción y encontraron resultados similares (Laukonis y Ghosh, 1978; Ranta-Escola,
1980; Arrieux et ál., 1982; Shang et ál., 1985; Schmitt et ál., 1987; Graf y Hosford,
1993a,b). La Figura 1.17 muestra los resultados de Graf y Hosford (1993b) en cha-
pas de aluminio 2008-T4, con 15 procesos de diferentes niveles de predeformación
uniaxial, plana y equi-biaxial.

La no proporcionalidad de carga está presente no sólo en las operaciones sub-
siguientes del conformado multietapa. Hay multitud de operaciones donde la no
proporcionalidad es inherente al proceso, siendo la embutición un ejemplo muy
claro. En este proceso el estado tensional del material sufre cambios muy bruscos
al pasar de la zona de la brida, donde el prensachapas ejerce esfuerzos de compre-
sión, a la zona de la pared lateral sometida a esfuerzos de tracción entre punzón y
matriz. Los análisis de elementos finitos muestran que las tensiones pueden sufrir
procesos de descarga elástica y de carga inversa y que raramente seguirán la misma
trayectoria de la carga inicial. En otras operaciones la no proporcionalidad de la
carga es menos evidente. Este es el caso, por ejemplo, del estirado de chapa con
punzones o matrices de forma donde existen esfuerzos combinados de tracción y
flexión. Para que este proceso fuera de carga proporcional, tracción y flexión de-
berían evolucionar de forma lineal y simultáneamente. Sin embargo, como se verá
en capítulos posteriores, los efectos de la flexión se concentran en los primeros
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Figura 1.17: Curvas límite de conformado en chapas de aluminio 2008-T4 con distintos
niveles de predeformación uniaxial, plana y equi-biaxial (Graf y Hosford, 1993b); las
líneas discontinuas que parten del origen muestran las trayectorias de predeformación y
posterior proceso de deformación plana hasta el fallo.

instantes del conformado siendo la tracción el esfuerzo dominante durante el resto
del conformado.

En un proceso de carga proporcional, la relación entre las tensiones principa-
les (α = σ2/σ1) se mantiene constante en todo el proceso de conformado. Todos
los análisis de fallo revisados en los apartados anteriores asumen carga propor-
cional en condiciones de tensión plana. En estas condiciones se puede demostrar
que si en un instante determinado la carga se incrementa de forma proporcional
(α = cte.) se tiene que el incremento de flujo plástico también es proporcional (i.e.
β = dεp2/dε

p
1 = cte.). A menudo, esta condición se ha relacionado erróneamente

con la condición de deformación proporcional, donde la relación entre las defor-
maciones principales es constante (ε2/ε1 = cte.) (Stoughton, 2000). Esta mala
interpretación puede ocasionar errores de juicio en la evaluación de la factibili-
dad de una operación de conformado, si se utiliza un DLC cuya curva límite de
conformado ha sido obtenida asumiendo carga proporcional. En efecto, se pueden
producir en la práctica fallos en zonas donde el DLC no las predice, y viceversa.

Kleemola y Pelkkikangas (1977) señalaron que los límites de conformado se
podían calcular asumiendo que sólo dependen del estado tensional, independiente-
mente del camino de deformación. Basándose en esta idea, propusieron los diagra-
mas límite de conformado en tensiones (DLCT, Figura 1.18) como una alternativa
a los tradicionales en deformaciones. Arrieux et ál. (1982) redescubrieron este fe-
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Figura 1.18: DLC en tensiones (DLCT) correspondiente al DLC de la Figura 1.17 (Stough-
ton, 2000); nótese la superficie de plastificación inicial y la correspondiente al final de la
predeformación equi-biaxial definida en la trayectoria lineal E2.

nómeno y propusieron un criterio de estricción localizada en términos de tensiones.
Esta línea de investigación fue abandonada durante las décadas de 1980 y 1990.
Más tarde, Stoughton (2000) volvió a considerar el efecto de la historia de la de-
formación y propuso el uso de criterios de fallo basados en el estado tensional en
todas las operaciones de conformado de chapa, incluidas las que se asumen en
carga proporcional, para obtener una medida robusta de la severidad del confor-
mado. Sus investigaciones posteriores (Stoughton, 2001; Stoughton y Zhu, 2004;
Stoughton, 2008) se centraron en los resultados experimentales presentados por
Graf y Hosford (1993b), presentados anteriormente en la Figura 1.17.

Según Stoughton, todas las curvas de fallo en el DLC, obtenidas con diferentes
caminos de deformación, coinciden en la misma curva en el espacio de las tensiones.
Comprobó esta hipótesis con los datos de Graf y Hosford y obtuvo las correspon-
dientes curvas en el DLCT, que coincidieron con un estrecho margen de error
(Figura 1.18). Sin embargo, diferentes autores apuntan a que dicha coincidencia se
debe principalmente a la pendiente casi horizontal de la curva tensión-deformación
en los materiales ensayados. En efecto, en el fallo de estos materiales, a un amplio
rango de deformaciones le corresponde un rango estrecho de tensiones, y vicever-
sa, un estrecho margen de error en el estado tensional puede acarrear grandes
diferencias en la predicción de la deformación. En parte por este motivo, la idea
de establecer los criterios de fallo en términos de tensiones no ha sido totalmente
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aceptada por la comunidad científica. Como además las deformaciones son medi-
bles, al contrario que las tensiones, los DLC tradicionales siguen siendo los más
usados a día de hoy. No obstante, Stoughton defiende el uso de los DLCT en base
a que en la actualidad los análisis mediante elementos finitos permiten obtener
medidas de las tensiones igual de precisas que de las deformaciones.

Siguiendo esta línea de investigación, Wu et ál. (2005) realizaron un estudio
numérico del efecto de la historia de carga, asumiendo diferentes caminos de car-
ga bilineales en chapas de AA6111-T4. Las simulaciones estuvieron basadas en la
teoría de la plasticidad y en el método M-K (Marciniak y Kuczyński, 1967). Com-
probaron que ambos diagramas en deformaciones y tensiones, DLC y DLCT, son
dos representaciones matemáticamente equivalentes de los límites de conformado.
Señalaron que mientras que el DLC es muy sensible a los cambios en la historia
de deformación, el DLCT es mucho más independiente.

Teóricamente, la utilidad del DLCT radica en que la obtención de una sola
curva límite de conformado permite predecir el fallo en cualquier proceso de carga.
En cambio, el DLC se obtiene habitualmente en procesos donde las tensiones
evolucionan de forma lineal y sólo son válidos, por tanto, para procesos de carga
proporcional.
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Capítulo 2

Efecto de la flexión en el
conformado de chapa

Existe un gran número de procesos de conformado de chapa donde la flexión
está presente. En general, los esfuerzos de flexión aparecen en todas las operaciones
de conformado cuyos productos contienen zonas curvadas (e.g. embutición, estam-
pación, doblado, estirado o hidroconformado). Dependiendo de las condiciones del
proceso, la flexión puede ser el esfuerzo predominante (e.g. en el doblado en V o al
aire) o puede no serlo, aunque su presencia sea imprescindible (e.g. en el estirado,
la estampación o el hidroconformado, donde los mayores esfuerzos son de tracción).
Cuando los esfuerzos predominantes son distintos de la flexión, las variaciones de
deformación y tensión presentes en el espesor han sido a menudo menospreciadas.
Esta simplificación es frecuente debido al espesor relativamente pequeño de las
chapas. En estas situaciones, tradicionalmente la predicción del fallo de chapa es
analizada con los métodos descritos en el capítulo anterior. Ante la necesidad de
optimizar los procesos de producción, esta tendencia ha ido cambiando durante
los últimos años, de manera que cada vez se tiene una mayor conciencia de la
importancia de considerar los gradientes de deformación y tensión en el espesor
de la chapa. Aún así, el número de trabajos dedicados al estudio de la influencia
de estos gradientes es insignificante comparado con el número de artículos en el
amplio campo del conformado de chapa.

Este capítulo comienza con una revisión de los trabajos teóricos y prácticos
más destacados sobre el fallo de chapa en operaciones donde la flexión no es, en
general, el esfuerzo predominante del proceso pero se manifiesta su influencia en la
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conformabilidad del material. Los diversos autores que se citan sugieren el efecto
de la flexión en el fallo, valoran su importancia, su complejidad y la necesidad de
comprenderlo mejor.

Los análisis teóricos realizados en la literatura del proceso de conformado y de
la predicción del fallo son muy variados y adoptan hipótesis simplificativas muy
diversas. La mayoría de los trabajos asumen implícita o explícitamente carga pro-
porcional y se basan en la teoría de deformación. Otros pocos usan la teoría del
flujo plástico en sus análisis. Casi todos asumen condiciones de deformación plana
para simplificar el análisis y son raros los casos que consideran las tensiones trans-
versales en el espesor. Toda esta variedad de hipótesis diferentes pone de relieve la
complejidad, proclamada por multitud de investigadores, del análisis en presencia
de gradientes de deformación y tensión en el espesor de la chapa. Por consiguiente,
para realizar un estudio preciso de la conformabilidad de chapas en operaciones
con doblado resulta fundamental comprender los mecanismos que intervienen en
estos procesos. Para ello, en este capítulo se realiza una revisión de las dos teorías
analíticas existentes del doblado de un material continuo y homogéneo, se exponen
sus fundamentos básicos y se describen brevemente algunos trabajos posteriores
que de ambas se derivan. La primera se suele denominar teoría elemental o inge-
nieril de doblado y es la más utilizada por su mayor simplicidad. A la segunda se la
ha llamado teoría matemática de doblado y permite obtener soluciones más preci-
sas que la primera, aunque también es más compleja. Además, permite introducir
y analizar conceptos de especial relevancia que la teoría elemental no contempla,
debido a las hipótesis simplificativas en las que se basa. En la exposición de estas
dos teorías se hace especial hincapié en la acción combinada de flexión y tracción,
que será tratada en mayor profundidad en el capítulo siguiente.

2.1. Introducción

El efecto de la curvatura en el fallo de chapas fue señalado por primera vez
a mediados de la década de los 70 del pasado siglo. Algunos trabajos posterio-
res verificaron experimentalmente el fenómeno, aunque fracasaron en el intento
de explicar el mecanismo del proceso de deformación. A partir de entonces, pa-
ra caracterizar la capacidad del conformado de chapas en la práctica, la solución
convencional fue la de usar las deformaciones estimadas en el plano medio de la
chapa. Esta simple aproximación, denominada a veces como Regla del Plano Me-
dio, ha permitido encontrar resultados consistentes, aunque a menudo demasiado
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conservadores. Durante más de dos décadas no se prestó más atención al efecto
de la flexión en los procesos de estirado. En este periodo de tiempo el esfuerzo
en los trabajos publicados se centra en procesos de flexión pura. Recientemente,
los congresos internacionales dedicados al conformado de chapa (e.g. Numisheet,
ESAFORM, Metal Forming, IDDRG) empiezan a experimentar un cada vez ma-
yor número de aportaciones relacionados con el fallo de chapa en presencia de
gradientes de deformación y tensión en el espesor, tales como los efectos de los
esfuerzos de flexión, de la curvatura de los punzones de forma o de la presión que
éstos ejercen.

Los ensayos de estirado de chapa mediante punzones de forma, realizados por
Keeler y Backhofen (1963) para investigar la inestabilidad plástica, sirvieron a
sus autores para proponer los DLC. Siguiendo esta línea de investigación, Keeler
(1968) y Goodwin (1968) establecieron que, al menos para chapas de acero al
carbono, existía no una sola curva en el DLC sino una banda, conocida como
banda de Keeler-Goodwin, que reproducía los resultados obtenidos en todos los
ensayos con los diferentes punzones. Ghosh y Hecker (1974) señalaron por primera
vez la influencia de la curvatura del punzón como causa de los diferentes límites de
conformado, aunque sin aclarar sus razones. Un año más tarde, Charpentier (1975)
observó el mismo efecto usando punzones de diferentes radios de punta. En todos
estos trabajos se presentan la evolución de los DLC, en los que se aprecia una clara
influencia del radio del punzón en los resultados obtenidos: los resultados obtenidos
con punzones hemiesféricos (ensayos de Nakazima, out-of-plane tests), y por tanto
donde existe una clara componente de flexión, se sitúan claramente por encima
de los obtenidos en condiciones de deformación uniforme (ensayos de Marciniak,
in-plane tests). En particular, los trabajos de Ghosh y Hecker muestran diferencias
en torno a un 12-15 % en los DLC obtenidos con un punzón hemiesférico de 100
mm de diámetro y con un punzón plano, para chapas de acero de bajo carbono
con espesores en torno a 1 mm. Esta evolución se acentúa cuanto menor es el radio
de curvatura del punzón. Charpentier pone de manifiesto diferencias de más de un
50 %, empleando punzones elípticos de radios de entre 24 y 95 mm sobre chapas
de aceros calmados de bajo carbono de 1,85 mm de espesor. Más recientemente,
resultados similares a los anteriores se pueden ver por ejemplo en los trabajos de
Raghavan (1995) para chapas de acero y en los de Moshksar y Mansorzadeh (2003)
para chapas de aleación de aluminio 3105.

Melbourne et ál. (1973) fueron los primeros en proponer ensayos con punzones
de radios pequeños para caracterizar la capacidad del conformado de chapas en
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Figura 2.1: Esquema de los ensayos ASBT (Kitting et ál., 2008).

acciones combinadas de tracción y flexión. Estos ensayos fueron originariamente
diseñados para caracterizar chapas de acero laminado y han sido muy utilizados
con posterioridad en el estudio del efecto de la curvatura. Hoy día se conocen
por sus siglas en inglés, ASBT (angular stretch bend test). A diferencia del en-
sayo de Nakazima (a veces denominado HBST, hemiespherical stretch bend test),
en el que se utiliza un punzón hemiesférico de radio estándar 50 mm, el ASBT
emplea punzones cilíndricos con diferentes radios de punta. La Figura 2.1 muestra
un esquema de este tipo de ensayo. Los radios de punta (R) varían en un rango
de valores pequeños (e.g. entre 1 y 20 mm en probetas de 1 mm de espesor) para
que el efecto de la flexión sea apreciable. Las probetas suelen ser rectangulares con
una región central más estrecha con el objeto de concentrar la mayor deformación.
La probeta se fija horizontalmente por sus extremos y el punzón ejerce presión
mediante un desplazamiento gradual. El punzón se sitúa en el centro de la chapa
y su punta se alinea a lo largo del ancho de la probeta. En la actualidad se uti-
lizan sistemas ópticos de medición de deformación con dos cámaras que registran
imágenes continuamente durante el ensayo hasta la rotura del espécimen, para su
posterior análisis (Geiger y Merklein, 2003; Kitting et ál., 2008; Martínez-Donaire
et ál., 2010).

Uko et ál. (1977) realizaron un estudio más exhaustivo que el de Melbourne
et ál. para un acero de alta resistencia. Realizaron ensayos ASBT hasta la frac-
tura en chapas de 5,26 mm y 6 punzones de radio de punta comprendido entre
19 y 2,4 mm. Obtuvieron medidas de la distribución de deformación a lo largo
y ancho de la línea de doblado y en las caras interna y externa de las chapas,
para diferentes carreras del punzón hasta la rotura del material. Observaron que
las mayores deformaciones se producían en el punto central de la chapa y que el
fallo se iniciaba en este punto crítico. Comprobaron que en este punto las defor-
maciones transversales (ε3) eran siempre de compresión (i.e. el espesor se reducía)



2.1 Introducción 45

Outside surface

Punch travel (in.)

Inside surface

Outside surface
Inside surface

Punch travel (in.)

N
at

u
ra

l
st

ra
in

N
at

u
ra

l
st

ra
in

�1

�3

�2

(Overall thickness strain)

Figura 2.2: Evolución con la carrera del punzón de las deformaciones longitudinal (ε1),
lateral (ε2) y transversal (ε3) en la zona central de una chapa de acero HSLA de 1/4
pulgada de espesor, en un ensayo ASBT con un punzón de radio de 3/4 pulgada (Uko
et ál., 1977); nótese cómo la cara interna de la chapa (inside surface) se acorta inicialmente
(dε1 < 0), se invierte posteriormente la deformación (dε1 > 0) y aumenta la velocidad
de deformación al recuperarse la elongación original (ε1 = 0).

y aproximadamente iguales en ambas superficies de la chapa (Figura 2.2). La de-
formación longitudinal (ε1) era siempre de tracción en la cara externa, pero en la
cara interna era inicialmente de compresión. Mostraron cómo la línea neutra de
doblado se desplazaba a través del espesor y alcanzaba la cara interna (hecho que
interpretaron como el instante en el que la deformación longitudinal en la cara
interna cambiaba de signo). Superado este instante, las deformaciones en ambas
superficies de la chapa aumentaban rápidamente, como se puede apreciar en la
Figura 2.2. Una de las principales interpretaciones de Uko et ál. fue que el fallo se
producía en un valor aproximadamente constante de la deformación equivalente
(calculada mediante el criterio de fluencia de von Mises para materiales isótropos)
en la cara externa de la chapa, y que este valor era independiente del radio del
punzón y del espesor de la chapa. Sin embargo, como afirman los autores, esta
deformación difería significativamente de la obtenida en ensayos de tracción, de
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Figura 2.3: Curvas de conformabilidad RtH : (a) en chapas de acero AK para distintos
espesores y radios de punzón (Demeri, 1981b); y (b) en chapas de distintos materiales
(Sadagopan et ál., 2003).

manera que dicha observación no fue concluyente. Concluyeron que el modo de
deformación en el contacto chapa-punzón era extremadamente complicado y que
era necesario una mayor investigación experimental para elucidar los mecanismos
del proceso de deformación.

Demeri (1981b,a) intentó desarrollar unos principios generales para el diseño
de los procesos de estampación de chapas (donde existen acciones combinadas de
embutición, estirado y doblado) en base al radio del punzón (R), el espesor de
la chapa (t) y la carrera del punzón en el instante de carga máxima (H). Sus
resultados fueron familias de curvas que relacionan estos tres parámetros, que de-
nominó como curvas RtH (Figura 2.3(a)). Entre otras conclusiones, afirmó que
los gradientes de deformación en el espesor de la chapa aumentan los límites de
conformado al modificar la condición de inestabilidad plástica y retrasar la forma-
ción de una estricción localizada. Además subrayó la necesidad de comprender y
valorar la conformabilidad de chapas sujetas a acciones combinadas de tracción y
flexión.

Años más tarde, Sadagopan et ál. (2003) representaron los resultados de sus
ensayos ASBT para varios aceros en gráficas con el desplazamiento del punzón en
el instante de carga máxima (H) frente a la relación entre el radio del punzón y el
espesor de la chapa (R/t) (Figura 2.3(b)). Comprobaron que H tiene una fuerte
dependencia de la relación R/t en valores bajos de ésta, mientras que en valores
altos prácticamente es independiente. Basándose en estos resultados, concluyeron
que el efecto del doblado en la conformabilidad de la chapa era mínimo a partir de
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un cierto valor de R/t. También observaron en la mayoría de los aceros ensayados
que la localización del fallo se desplazaba desde la punta del punzón, en valores
altos de R/t, a la zona de la chapa fuera del contacto chapa-punzón, en valores
bajos de R/t. En cambio, en aceros DP (dual phase) el fallo se localizó siempre en
la punta del punzón incluso en valores altos de R/t, indicando en estos casos que
la flexión, aunque fuera pequeña, seguía influenciando el fallo del material.

Ese mismo año, Tharrett y Stoughton (2003a,b) presentaron los resultados de
una serie de ensayos ASBT en chapas de acero, aluminio y latón (estos resulta-
dos se analizan en el Capítulo 5). Midieron la deformación principal máxima en
ambas superficies de la chapa en el instante del fallo y representaron en gráficas
la deformación medida en la cara externa frente a la relación t/R. Al igual que
Uko et ál. (1977), observaron que en la cara interna la deformación era inicial-
mente negativa. Estos autores también observaron en sus ensayos que la estricción
de la chapa se iniciaba cuando la deformación de la cara interna alcanzaba o era
ligeramente superior a la deformación límite de estricción obtenida en ensayos de
tracción pura. En base a estas observaciones, propusieron un criterio de fallo al
que denominaron Regla de la Cara Cóncava (RCC). Según este criterio, la es-
tricción se inicia cuando la deformación longitudinal en la superficie cóncava de
la chapa alcanza la deformación límite de conformado en el plano. Otros autores
han relacionado la aparición de esta inestabilidad en el espesor con variables del
proceso más globales. Así, por ejemplo, Yoshida et ál. (2005) han establecido para
diferentes aleaciones de aluminio (A5182-O, JIS6061-T4 y JIS6N01-T5) sujetas a
estirado con flexión que el fallo aparece cuando la fuerza de tracción en el espesor
de la chapa alcanza un máximo. En esta misma línea se encuentran los trabajos de
Hora y Tong (2008), donde emplean modificaciones del criterio de máximo esfuerzo
principal para predecir el efecto del gradiente de deformaciones en la aparición de
la estricción.

Col y Balan (2007) proclamaron la necesidad de considerar los efectos de los
gradientes de tensión y deformación en los análisis numéricos mediante elemen-
tos finitos. Hasta entonces, dichos gradientes eran menospreciados en los cálculos
debido a su complejidad o al elevado coste de computación. Los autores afirma-
ron que en algunos casos esto podría tener consecuencias importantes. Así, por
ejemplo, una simulación mediante elementos finitos de una estampación de chapa
puede conducir erróneamente a rechazar su factibilidad porque determinados pun-
tos quedan en la región de fallo en el DLC, cuando en realidad en el DLC no se han
considerado el efecto de los gradientes de deformación, de manera que los puntos
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de la chapa que teóricamente fallan no lo harán en la práctica porque pueden estar
sometidos a una flexión importante. Para explicar la influencia de los gradientes en
el espesor, el autor propuso un nuevo concepto de DLC en 3D, o Superficie Límite
de Conformado (SLC) (Col, 2002, 2005). La idea consistió en generalizar el DLC
tradicional (ε1 frente a ε2), válido sólo para piezas con una curvatura limitada,
introduciendo la influencia de la flexión en un tercer eje, caracterizada por la rela-
ción entre el espesor de la chapa y el radio del punzón (t/R). Cuanto mayor es este
parámetro, mayor es el gradiente de deformación en el espesor y mayor es la ca-
pacidad de conformado de la superficie externa de la chapa. Propusieron una SLC
hipotética, cuya forma sólo fue conjeturada mediante una serie de simplificaciones.
La influencia del gradiente de deformación se justificó con una teoría muy simple
suponiendo el material como una superposición de capas, todas ellas con las mis-
mas propiedades del material base. Según esta teoría, cuando la superficie externa
alcanza la deformación crítica, el resto de capas menos deformadas posponen la
aparición de la estricción. Los autores sólo propusieron el concepto de SLC para
ilustrar el fenómeno y alertar a la comunidad científica sobre la fuerte influencia
de los gradientes, ya que calcularlas experimentalmente para cada material podría
ser extremadamente difícil y requerir un elevado coste de tiempo.

Trabajos como los anteriormente mencionados de Tharrett y Stoughton (2003a,b)
y Col y Balan (2007) han abierto una interesante vía de trabajo en este campo,
poniendo de manifiesto la necesidad de trabajar a un nivel mesoscópico, i.e. a nivel
de la fibra en el espesor de la chapa, para explicar el efecto del gradiente de defor-
maciones en el fallo. Este punto en particular, y los efectos de los gradientes en el
espesor en general, han sido activamente discutidos en los congresos especializados
en conformado de chapa de mayor prestigio internacional celebrados recientemen-
te. Entre los principales trabajos se encuentran los publicados en los congresos
Numisheet 2008 (Huang et ál., 2008; Kitting et ál., 2008; Stoughton, 2008; Valle-
llano et ál., 2008), IDDRG 2008 (Emmens y van den Boogaard, 2008), ESAFORM
2009 (Kitting et ál., 2009a; Kruijf et ál., 2009; Morales et ál., 2009; Schleich et ál.,
2009b), ESAFORM 2010 (Emmens y van den Boogaard, 2010; Fictorie et ál., 2010;
Liewald y Schleich, 2010; Vallellano et ál., 2010) y Metal Forming 2010 (van den
Boogaard et ál., 2010; Morales et ál., 2010).

Entre los trabajos más representativos presentados en esta línea cabe destacar
los de Stoughton (2008) y Stoughton y Yoon (2010), donde se propone un crite-
rio de predicción de fallo basado en la combinación de modelos propuestos con
anterioridad (Stoughton y Zhu, 2004; Stoughton y Yoon, 2005), que es capaz de
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diferenciar entre la estricción localizada, el agrietamiento superficial y la fractura
dúctil en el espesor. El modelo tiene en cuenta la evolución de las tensiones y
deformaciones en el espesor de la chapa y produce predicciones acordes con los
resultados experimentales propios y de otros autores en condiciones de tracción
uniforme, tracción-flexión y flexión pura.

Kitting et ál. (2008, 2009a,b) realizaron un estudio experimental del efecto
del radio del punzón en la conformabilidad de chapas de acero de alta resistencia
H340LAD de 1,5 mm de espesor (los resultados de estos trabajos se analizan en el
Capítulo 5). En un primer trabajo, los autores realizaron una serie de ensayos de
Nakazima y ASBT con punzones de radios comprendidos entre 1 y 20 mm (Kitting
et ál., 2008). Investigaron la evolución de la deformación en la superficie externa
de la chapa hasta la rotura del material, tomando imágenes de los ensayos con un
sistema óptico de gran precisión. Para punzones mayores de 7 mm observaron un
proceso de estricción localizada previo a la fractura. En estos casos, la deformación
en la superficie externa era mayor cuanto menor era el radio del punzón, coincidien-
do así con los resultados de los trabajos descritos anteriormente. En cambio, con
punzones de radio menor a 7 mm no encontraron una estricción previa a la frac-
tura. Siguiendo la idea de Uko et ál. (1977) calcularon la deformación equivalente
en un intento de elucidar un criterio de fallo, aunque sin éxito. Al año siguiente,
Kitting et ál. (2009a) usaron los mismos resultados experimentales para evaluar
la Regla de la Cara Cóncava propuesta por Tharrett y Stoughton (2003a,b). Las
previsiones fueron aceptables solamente para los ensayos con radios del punzón a
partir de 10 mm; para radios menores de 10 mm dicho criterio subestimó la con-
formabilidad de las probetas. En otro trabajo, los autores ampliaron el estudio de
los ensayos mencionados, obtenidos en condiciones de deformación uniaxial, rea-
lizando otras dos series de ensayos en condiciones de deformación plana y biaxial
(Kitting et ál., 2009b).

En otro estudio experimental del efecto de la flexión, Huang et ál. (2008) ana-
lizaron los resultados de una serie de ensayos ASBT con 9 punzones de radios
comprendidos entre 1 y 25 mm, en cuatro aceros de alta resistencia de 1,6 mm de
espesor (Sriram et ál., 2003). El ancho de las chapas fue relativamente grande y se
obtuvieron condiciones de deformación plana en la región central de las mismas.
Midieron la reducción del espesor en el instante del fallo en 3 zonas diferentes de
las chapas: en la región de contacto chapa-punzón, en el límite de dicho contacto
y en la zona donde la chapa no está en contacto con el punzón. Observaron que
se producían 3 tipos de fallo. El tipo I de fallo es la estricción en el límite del
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contacto chapa-punzón, muy habitual en procesos de estampación. Encontraron
que esto sucedía siempre para valores aproximados de R/t > 3, y eventualmente
en el rango 1 < R/t < 3. Propusieron un criterio empírico de fallo I basándose en
el trabajo de Hill (1952). El tipo II de fallo también es de estricción, pero sucede
en la región de contacto con el punzón, en el rango aproximado 1 < R/t < 3.
Según observaron los autores, este tipo de fallo es el único que puede ser predicho
en un DLC haciendo uso de la Regla de la Cara Cóncava de Tharrett y Stoughton
(2003a,b). El tipo III de fallo es de fractura sin estricción previa y observaron que
sólo ocurre con punzones pequeños, siempre en valores aproximados de R/t < 1.
Los autores encontraron una relación entre el límite de fractura y el límite de es-
tricción en deformación plana (DLC0) y propusieron un criterio empírico de fallo
III basado en el valor de DLC0.

Schleich et ál. (2009a,b) y Liewald y Schleich (2010) investigaron los límite
de conformado en chapas de aleación de aluminio en condiciones de estirado con
flexión. Estos autores estudiaron el efecto de la curvatura y del espesor en la
conformabilidad del material y realizaron un intento de obtener un criterio de fallo
en deformaciones (Schleich et ál., 2009b). A partir de resultados experimentales
de fallo por estricción, obtenidos de ensayos de Nakazima o HBST, y de resultados
experimentales de fallo por fractura, obtenidos de ensayos ABST, propusieron una
función de interpolación de la deformación límite de fallo para todo el rango de
valores del radio del punzón, corregida por una correlación cuadrática entre el
espesor de la chapa y el ángulo de doblado. Posteriormente consideraron además
el efecto de la anisotropía del material (Liewald y Schleich, 2010).

En otra serie de trabajos se pone de manifiesto que las operaciones de esti-
rado con flexión son inherentemente no proporcionales. Como se ha comentado
anteriormente, Uko et ál. (1977) y Tharrett y Stoughton (2003a,b) observaron en
ensayos ASBT la inversión de la deformación que se produce en la cara interna de
la chapa, en contacto con el punzón. Por otro lado, Hotz y Timm (2008) realizaron
una serie de ensayos de Nakazima (punzón hemiesférico de 100 mm de diámetro),
mostrando en el DLC que el valor de deformación mínima (DLC0) no se obtiene
en condiciones de deformación plana, sino que las curvas de fallo se desplazan a
la derecha del DLC sistemáticamente. Observaron que en los primeros instantes
de los ensayos el punzón entra en contacto sólo en la región central de la chapa,
siendo la deformación biaxial (β > 0, Figura 2.4). Posteriormente, cuando todo
el ancho de la chapa está en contacto con el punzón, la deformación tiende a la
relación ε2/ε1 esperada de la geometría de la probeta. Demostraron así que las tra-
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Figura 2.4: Trayectorias de deformación para diferentes relaciones de deformación en
ensayos de Nakazima (punzón hemiesférico) (Hotz y Timm, 2008).

yectorias de deformación no son lineales, sino que empiezan con una componente
biaxial más o menos pronunciada, como se aprecia en la Figura 2.4.

En la misma línea de investigación anterior, Kruijf et ál. (2009) realizaron un
estudio del efecto de la acción combinada tracción-flexión comparando simulacio-
nes con elementos finitos y un modelo analítico sencillo. Propusieron un criterio de
fallo por estricción basado en un punto de bifurcación en la respuesta esfuerzos-
deformación (i.e. el instante en el que un aumento de la carga produce dos caminos
de deformación distintos). Obtuvieron diferencias significativas al comparar cami-
nos de carga simultáneos de tracción-flexión y caminos de carga no proporcionales
de tracción con pre-flexión. Ambos resultados numéricos y analíticos indicaron que
la acción simultánea de la flexión previene la formación de la estricción en las ope-
raciones de estirado de chapa. A partir de un cierto valor de flexión, los resultados
no preveían la aparición de la estricción.

Por último, Emmens y van den Boogaard (2010) y van den Boogaard et ál.
(2010) estudiaron los posibles efectos de la presión de contacto del punzón en la
conformabilidad de chapa metálica. Presentaron un modelo analítico muy simple,
tomando valores promedio de las variables internas en la sección de la chapa e in-
troduciendo un parámetro corrector en la ecuación de equilibrio, y analizaron los
resultados experimentales de ensayos de doblado a 90o de chapas de acero DP (dual
phase) (Kim et ál., 2009; Wagoner et ál., 2009) y de ensayos ASBT en chapas de
acero de alta resistencia (Kitting et ál., 2009b). Concluyeron que el punzón provoca
un cambio en el estado tensional en la superficie de contacto chapa-punzón que no
puede ser ignorado. Las predicciones se ajustaron bien a los resultados experimen-
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tales, pero no aclararon el significado físico del parámetro corrector introducido.
Un análisis de las ideas de estos trabajos, incluido una posible explicación física
del mencionado parámetro corrector, se expone en el Apartado 4.5.

2.2. Teoría elemental de doblado

La teoría elemental de doblado fue desarrollada durante finales del siglo XIX
y la primera mitad del XX para estudiar el comportamiento elasto-plástico de
barras, de amplia aplicación en el cálculo de estructuras de edificios y puentes.
Esta teoría asume materiales uniformes e isótropos y está basada en una serie
de hipótesis simplificativas. Estas hipótesis y sus principales limitaciones son las
siguientes:

1. Durante el doblado, una sección transversal de la barra permanece plana,
perpendicular al eje de la barra, y su forma y dimensiones permanecen tam-
bién inalteradas. Sin embargo, esta hipótesis puede conducir a errores con-
siderables; e.g. si la chapa reduce su espesor entonces también disminuye la
capacidad de carga de la sección.

2. Las únicas tensiones que aparecen son las longitudinales de tracción o com-
presión; no hay tensiones transversales o laterales entre las fibras longitu-
dinales de la barra. No obstante, es bien sabido que la tensión lateral en el
doblado de una barra de sección cuadrada provoca una curvatura anticlástica
que puede llegar a ser apreciable.

3. Supone que la superficie media de la chapa, la superficie neutra (la que separa
las fibras traccionadas de las comprimidas) y la superficie indeformada o
de deformación neta nula (la que tiene las mismas dimensiones que antes
del doblado) coinciden como una sola superficie durante todo el proceso
de doblado. Sin embargo, como se describe en el Apartado 2.3, estas tres
superficies se mueven de forma diferente debido a que el material se desplaza
continuamente hacia la cara convexa de la chapa.

La teoría elemental ha demostrado ser sencilla y adecuada para multitud de
aplicaciones en ingeniería. Durante la década de los 40 hubo un gran número de
estudios teóricos y experimentales, debido a su amplia aplicación en el conformado
plástico de componentes para la industria de fabricación de aviones, en plena
expansión. La mayoría de la literatura científica de esta época está relacionada
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con la ciencia y la industria de fabricación aeronáuticas. Estos artículos discutían
sobre la tecnología de conformado plástico de chapas, placas, paneles y perfiles
de forma de varios materiales, y proporcionaban tablas, gráficas y fórmulas semi-
empíricas para facilitar su uso en la práctica (Yu y Zhang, 1996).

Debido a las limitaciones originadas por las suposiciones adoptadas, la teoría
elemental sólo puede ser aplicada cuando las deformaciones de doblado no son
grandes, siendo el radio de curvatura del orden de 4 ó 5 veces el espesor de la
chapa (Hill, 1950). No obstante, el análisis del conformado de chapa mediante
esta teoría permite introducir una serie de conceptos básicos que serán tratados
más exhaustivamente en el siguiente capítulo. En los siguientes subapartados se
analiza brevemente la formulación básica de la teoría elemental aplicada a chapas
en acciones combinadas de flexión y tracción (Yu y Zhang, 1996), así como los
principales trabajos que de dicha teoría se derivan.

2.2.1. Variables en la teoría elemental

Considérese una chapa continua de ancho unitario en la cual se produce una
región de doblado cilíndrico a partir de la chapa plana (Figura 2.5). Sea rm el
radio de curvatura de la superficie media de la chapa, θ el ángulo de doblado, M1

el momento flector y N1 el esfuerzo axil, ambos esfuerzos por unidad de ancho
aplicados en la región doblada de la chapa. Se asume que N1 actúa en la superficie
media de la chapa y que las secciones planas convergen todas en el centro de
curvatura.

N1N1

�

rm

M1
M1

z

t

Figura 2.5: Variables en la teoría elemental de doblado.

En general, la dimensión longitudinal de la superficie media cambia si, por
ejemplo, la chapa se estira durante el doblado. Así, su longitud inicial l0 se convierte
en lm = rmθ en la chapa doblada. Cualquier otra superficie o fibra, a una cierta



54 Efecto de la flexión en el conformado de chapa

distancia z de la superficie media, se deformará con una longitud:

l = (rm + z)θ = rmθ

(
1 +

z

rm

)
= lm

(
1 +

z

rm

)
(2.1)

La deformación real longitudinal de esta fibra será:

ε1 = ln
l

l0
= ln

lm
l0

+ ln

(
1 +

z

rm

)
= εN1 + εM1 (2.2)

donde εN1 es la deformación de la superficie media o deformación de membrana
y εM1 es la deformación de doblado que depende de z, y donde los índices N1

y M1 indican que la deformación se debe al esfuerzo axil y al momento flector,
respectivamente. Cuando el radio de curvatura es grande comparado con el espesor
de la chapa, la deformación real de doblado se puede aproximar por la deformación
ingenieril:

εM1 = ln

(
1 +

z

rm

)
≈ z

rm
(2.3)

Se denomina superficie indeformada a la superficie cuya deformación longitu-
dinal es nula (ε1 = 0), i.e. la superficie cuya longitud coincide con la inicial. Esta
superficie coincide con la superficie media de la chapa en ausencia de esfuerzo axil
y se desplaza hacia el centro de curvatura conforme se aumenta la tracción. En
acciones combinadas de tracción-flexión, el alargamiento debido a la tracción en
la superficie indeformada compensa el acortamiento debido al flector. Su posición
se obtiene fácilmente de las expresiones anteriores.

Se denomina superficie neutra a la superficie donde no se produce un incre-
mento instantáneo de deformación (dε1 = 0), siendo la tensión longitudinal nula
(σ1 = 0). Por encima de la superficie neutra las fibras están traccionadas y por
debajo están comprimidas. Por la hipótesis de tensión plana en el espesor, la su-
perficie neutra coincide con la superficie indeformada, i.e. ni se alarga ni se acorta.
Como se discute más adelante, ambas superficies neutra e indeformada no coinci-
den si se consideran las tensiones transversales en el espesor (σ3 �= 0).

Las condiciones de equilibrio de la tensión σ1 en el espesor con el axil y el
flector se obtienen de:

N1 =

∫ t/2

−t/2

σ1 dz (2.4)

M1 =

∫ t/2

−t/2

σ1 z dz (2.5)

Existe una tercera ecuación de equilibrio relativa a la resultante radial del axil.
En las operaciones de estirado con punzón, esta resultante se equilibra con la
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presión que ejerce el punzón en la cara interna de la chapa. Sin embargo, como
los radios de curvatura debe ser grandes para que las hipótesis adoptadas sean
válidas, dicha resultante se puede despreciar.

2.2.2. Flexión sin tracción

En un proceso de flexión pura, la deformación ingenieril viene dada por:

ε1 =
z

rm
= κz (2.6)

siendo κ = 1/rm la curvatura de la superficie neutra, que coincide con las super-
ficie media e indeformada. En general, los materiales exhiben un comportamien-
to elasto-plástico con endurecimiento. Es habitual obtener las relaciones tensión-
deformación mediante leyes sencillas, e.g. rígido-plástico perfecto, elasto-plástico
perfecto o rígido-plástico con endurecimiento. La elección de un modelo concreto
del material dependerá de la magnitud de la deformación del proceso. Considérese
en primer lugar un material elasto-plástico perfecto, de comportamiento idéntico
a tracción y a compresión:

σ1 =

{
E′ε1 si |ε1| ≤ σ0/E

′

±σ0 si |ε1| > σ0/E
′ (2.7)

siendo E′ = E en barras sometidas a tracción pura y E′ = E/(1 − ν2) en chapas
en condiciones de deformación plana; E es el módulo de elasticidad del material y
σ0 es el límite elástico.

En una flexión pura, la distribución de tensión debe satisfacer:∫ t/2

−t/2

σ1 dz = 0 ,

∫ t/2

−t/2

σ1 z dz = M1 (2.8)

siendo t el espesor de la pieza. Teniendo en cuenta la simetría a tracción y com-
presión en el comportamiento del material, la primera de las ecuaciones anteriores
se satisface y la segunda puede expresarse como:

2

∫ t/2

0

σ1 z dz = M1 (2.9)

Esta expresión se puede utilizar para determinar el momento flector en función
de la curvatura de la barra (M1 = Φ(κ)) o viceversa (κ = Φ−1(M1)). Dependiendo
del estado elasto-plástico en el que se encuentran las fibras del material en el
instante de doblado, se pueden tener las siguientes situaciones:
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1. Cuando toda la sección está en estado elástico (σ1 = E′κz), el momento
flector se calcula como:

M1 = 2E′κ
∫ t/2

0

z2dz =
E′κt3

12
= E′Iκ (2.10)

siendo I = t3/12 el segundo momento de inercia de la sección por unidad de
ancho de la pieza.

2. Cuando la fibra exterior está plastificada a tracción (σ0 = E′κt/2) y la
interior a compresión se obtienen los denominados curvatura elástica máxima
y momento flector elástico máximo, definidos por:

κe =
2σ0

E′t
, Me = E′Iκe =

σ0t
2

6
(2.11)

3. Si el material tiende a tener una tensión constante σc cuando la deformación
es suficientemente grande, entonces cuando la curvatura de la barra dobla-
da es suficientemente grande el momento flector tiende también a un valor
constante:

Mp = ĺım
κ→∞M1 = 2σc

∫ t/2

0

z dz =
σct

2

4
(2.12)

siendo Mp el momento flector plástico límite, que representa el máximo mo-
mento flector que el material puede soportar. La relación:

ζ =
Mp

Me
(2.13)

depende de la forma de la sección y de las propiedades del material (relación
σc/σ0). Si el material es elasto-plástico perfecto entonces σc = σ0 y ζ se
denomina factor de forma de la sección, que toma el valor 3/2 en secciones
rectangulares.

4. El momento flector correspondiente a un estado en el que coexisten en la
sección fibras en estado elástico y fibras en estado plástico viene dado por:

M1 = 2E′κ
∫ c

0

z2dz + 2σ0

∫ t/2

c

z dz =
σ0t

2

4
− σ3

0

3E′2κ2
(2.14)

siendo c la distancia de la línea neutra a la primera fibra plastificada en la
sección de la pieza.
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Tomando las variables adimensionales m1 = M1/Me y φ = κ/κe, la relación
flector-curvatura puede ser expresada como:

m1 =

⎧⎨⎩ φ si φ ≤ 1
3

2
− 1

2φ2
si φ > 1

(2.15)

o su función inversa:

φ =

⎧⎨⎩ m1 si 0 ≤ m1 ≤ 1
1√

3− 2m1
si 1 ≤ m1 ≤ 3

2

(2.16)

Estas relaciones flector-curvatura se representan en la Figura 2.6 con línea conti-
nua. Cuando M1 → Mp (m1 = Mp/Me → 3/2) entonces φ → ∞, lo que implica
que la curvatura de una barra de material elasto-plástico perfecto aumentará sin lí-
mite cuando el momento flector aplicado alcance el momento flector plástico límite
Mp.

0 1 2 3 4 5

Elasto-plástico perfecto
Elasto-plástico con
endurecimiento lineal

1

1,5

m1

�

�=0

0,1

0,2

0,3
0,40,5

Figura 2.6: Relación flector-curvatura en un material elasto-plástico perfecto y elasto-
plástico con endurecimiento lineal.

En base a esta formulación, Johnson y Yu (1981d,b) estudiaron la recuperación
elástica de placas rectangulares sometidas a flexión pura, asumiendo un material
elasto-plástico perfecto. La formulación fue ampliada al caso de flexión biaxial,
Mx y My, obteniendo así dos radios de curvatura, rm,x y rm,y, siendo x e y las
dos direcciones principales en el plano de la placa. En el análisis teórico asumieron
que ambos momentos flectores se aplican de forma proporcional, usando el criterio
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de plastificación de von Mises, o de forma no proporcional usando el de Tresca.
Los autores indican que los resultados son válidos para deflexiones del orden del
espesor de la placa.

Si se considera un comportamiento elasto-plástico con endurecimiento lineal,
con una pendiente Ep en la zona plástica de la curva tensión-deformación, se
obtiene la siguiente relación adimensional flector-curvatura (Yu y Zhang, 1996;
Johnson y Yu, 1981a) (Figura 2.6):

1

φ2
− μ

(
2φ− 3 +

1

φ3

)
= 3− 2m1 (2.17)

siendo μ = Ep/E
′. Esta expresión muestra cómo el momento flector necesario

para doblar el material a una curvatura determinada aumenta al incrementar el
endurecimiento por deformación plástica. Si el material no exhibe endurecimiento
por deformación (μ = 0), entonces la Ecuación (2.17) se reduce a las expresiones
dadas en (2.15) y (2.16).

Johnson y Yu (1981a,c) realizaron un análisis análogo del comportamiento
elasto-plástico con endurecimiento lineal para estudiar la recuperación elástica en
placas rectangulares y circulares sometidas a flexión biaxial. Al igual que en los
anteriores trabajos mencionados, los resultados fueron válidos para deflexiones del
orden del espesor de la placa.

En una línea diferente, Chakrabarty et ál. (2001) señalaron la necesidad de uti-
lizar modelos de comportamiento elasto-plástico rigurosos. Estos autores realizaron
un análisis del doblado en condiciones de deformación plana, considerando la an-
isotropía del material y haciendo uso del criterio cuadrático de fluencia propuesto
por Hill (1948). Concluyeron indicando que la teoría elemental de doblado sobrees-
tima significativamente el momento flector necesario para producir una curvatura
determinada.

2.2.3. Flexión con tracción

Considérese de nuevo el caso de un material elasto-plástico perfecto. Según la
combinación de axil y flector, la distribución de tensiones longitudinales se puede
corresponder con uno de los tres patrones siguientes (Figura 2.7):

1. Una distribución de tensiones completamente elástica (patrón E), es decir,
toda la sección de la barra están en estado elástico.

2. Una distribución de tensiones plástica primaria (patrón PI), en la cual hay
una plastificación parcial de la barra por encima de la línea neutra.



2.2 Teoría elemental de doblado 59

d c

t/2

c
d

c

t/2

d

t/2

PIIPIE

��

���

��

Figura 2.7: Patrones de distribución de tensiones en el espesor en un material elasto-
plástico perfecto: (E) completamente elástico; (PI) plástico primario; y (PII) plástico
secundario.

3. Una distribución de tensiones plástica secundaria (patrón PII), en la cual se
ha producido la plastificación a ambos lados de la línea neutra, quedando un
región elástica en el interior de la barra.

El axil elástico máximo se define como el esfuerzo de tracción pura que provoca la
plastificación del material en toda la sección:

Ne = σ0t (2.18)

El conjunto de variables adimensionales, φ = κ/κe, m1 = M1/Me y γ = c/(t/2),
se completa con las siguientes:

n1 =
N1

Ne
, δ =

d

t/2
(2.19)

siendo d la distancia de la línea neutra al plano medio de la barra (Figura 2.7).
En flexión pura se cumple δ = 0, y en flexión y tracción combinadas se tiene que
δ > 0, lo que implica que el movimiento de la línea neutra se debe a la contribución
del esfuerzo axil en el proceso de deformación de la pieza. Se puede establecer una
relación entre los parámetros δ y γ, y también entre los esfuerzos m1 y n1 a través
de las integrales correspondientes. De esta forma, las condiciones de transición
entre los tres patrones de distribución de tensiones definidos anteriormente, que
en función de δ y γ se expresan como:

γ = 1 + δ : transición entre los patrones E y PI

γ = 1− δ : transición entre los patrones PI y PII

γ = 0 : condición límite del patrón PII , correspondiente al caso
de sección completamente plastificada
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pueden ser también expresados en términos de m1 y n1 como sigue:

m1 = 1− n1 : transición E − PI

m1 = (1− n1)(1 + 2n1) : transición PI − PII

m1 = 2(1− n2
1)/3 : condición límite de PII

Los rangos de cada patrón de tensiones en el espesor se pueden ilustrar gráfica-
mente en el plano (δ, γ) (Figura 2.8) o en el plano (m1, n1) (Figura 2.9), conocido
también como diagrama MN (Yu y Johnson, 1982; Yu y Zhang, 1996). En la Fi-
gura 2.9 se muestran también algunas distribuciones de tensiones típicas. La curva
discontinua en ambas figuras se obtiene de δ = 1 y representa la transición de un
estado tensional de signos opuestos (tracción y compresión) en las dos caras de la
barra a un estado tensional del mismo signo (tracción) en toda la sección.

La relación flector-curvatura en presencia de un esfuerzo de tracción, para un
material elasto-plástico perfecto, se obtiene considerando los distintos patrones de
tensiones posibles como:

m1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
φ si φ ≤ 1− n1

(1− n1)

(
3− 2

√
1− n1

φ

)
si 1− n1 ≤ φ ≤ 1

1− n1

3
2 (1− n2

1)−
1

2φ2
si φ ≥ 1

1− n1

(2.20)

o su función inversa:

φ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m1 si 0 ≤ m1 ≤ 1− n1

4(1− n1)(
3− m1

1− n1

)2 si 1− n1 ≤ m1 ≤ (1− n1)(1 + 2n1)

1√
3(1− n2

1)− 2m1

si (1 − n1)(1 + 2n1) ≤ m1 ≤ 3

2
(1− n2

1)

(2.21)

La influencia del axil en el doblado de un material elasto-plástico perfecto se
puede analizar haciendo uso de las expresiones (2.20) y (2.21). La Figura 2.11
muestra la relación flector-curvatura bajo distintas condiciones de axil constante,
siempre menor al axil elástico máximo (n1 < 1) ya que lo contrario es imposible
en un material plástico perfecto. En ausencia de tracción (n1 = 0), la curva se
corresponde con el doblado simple representado anteriormente en la Figura 2.6. En
este caso la distribución de tensiones en el espesor evoluciona desde el patrón E al
patrón PII . Al aumentar el axil, el flector necesario para obtener una determinada
curvatura disminuye. También disminuye el flector elástico máximo, Me, instante
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Figura 2.8: Patrones de tensiones en el espesor de una barra de material elasto-plástico
perfecto, en el plano (δ, γ).
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Figura 2.10: Influencia de la tracción en la relación flector-curvatura en un material
elasto-plástico perfecto.
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en el que la curva m1 − φ deja de evolucionar linealmente (transición E-PI). En
la figura también se aprecia cómo el instante en el que la superficie cóncava de la
barra plastifica a compresión (transición PI -PII) se retrasa al incrementar el axil.

Otro caso distinto es la evolución axil-flector manteniendo la curvatura de la
barra constante. Este caso es de especial relevancia porque permite simular un
proceso de estirado de chapa con pre-flexión, que será modelado con mayor rigor
en el siguiente capítulo. La Figura 2.11 muestra las curvas de curvatura constante
en el diagrama MN, obtenidas de (2.20). Como puede observarse en esta figura, si
la flexión inicial aplicada es inferior a su valor límite elástico (m1 < 1 y φ < 1),
ésta se mantiene constante al ir aumentando la tracción hasta que se produce la
plastificación de todo el material (transición E-PI). A partir de ese instante la
flexión necesaria para mantener constante la curvatura debe disminuir al mismo
tiempo que aumenta la tracción. En cambio, si la flexión inicial aplicada es superior
a su valor límite elástico (m1 > 1 y φ > 1, habiéndose producido la transición E-
PII en m1 = 1 y φ = 1), ésta debe disminuirse inmediatamente al iniciarse la
tracción. En esta situación, la secuencia completa de patrones de tensiones en el
espesor es E-PII -PI . Nótese que todas las curvas pueden evolucionar hasta alcanzar
el axil elástico máximo, en cuyo caso el flector debe ser nulo.

Por otro lado, como es bien sabido, la presencia de esfuerzos de tracción en
procesos de doblado de materiales metálicos tiene un efecto beneficioso en la recu-
peración elástica. En este sentido, Yu y Johnson (1982) examinaron la influencia
de la tracción y de la recuperación elástica en el doblado de un material elasto-
plástico perfecto, haciendo uso de la formulación anterior. Dicha formulación les
permitió abordar el estudio de diversos casos, como el de una barra en ménsula
sometida a una carga concentrada en su extremo libre, o el inicio del doblado de
una placa fijada libremente en sus extremos y aplicando presión en su zona central.

Siguiendo la metodología anterior, El-Domiaty y Shabaik (1984) ampliaron el
análisis del efecto de la tracción en procesos de doblado al caso de materiales con
endurecimiento por deformación en condiciones de deformación plana. El compor-
tamiento plástico fue modelado mediante la ley de Hollomon:

σ1 = Kεn1 si |ε1| ≤ σ0/E
′ (2.22)

Así, los tres patrones posibles de distribución de tensiones en el espesor (E,
PI y PII) tienen ahora la forma esquemática representada en la Figura 2.12. Las
condiciones de transición entre los tres patrones de distribución de tensiones, en
términos de δ y γ, son las mismas que las obtenidas en el apartado anterior. Adi-
cionalmente, El-Domiaty y Shabaik propusieron en su análisis una condición límite
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Figura 2.12: Patrones de distribución de tensiones en el espesor en un material elasto-
plástico con endurecimiento: (E) completamente elástico; (PI) plástico primario; y (PII)
plástico secundario.
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Figura 2.13: Patrones de tensiones en el espesor de material elasto-plástico con endure-
cimiento, en el plano (δ, γ).

de conformado o criterio de fallo por estricción: cuando la superficie cóncava alcan-
ce la deformación límite de estricción (εneck). Esta condición puede ser expresada
como:

γ = (1 + δ)
σ0

Eεneck
(2.23)

La Figura 2.13 muestra este límite de conformabilidad en el espacio (δ, γ). Se
define de esta manera una región de fallo comprendida entre el límite de fallo y la
condición límite de PII (γ = 0, sección completamente plastificada).

Las expresiones integrales de axil y flector, con el modelo considerado de com-
portamiento elástico lineal y plástico con endurecimiento, pueden ser resueltas
analíticamente. Así, se obtienen expresiones analíticas de los esfuerzos adimensio-
nales m1 y n1 en función de los parámetros geométricos δ y γ y de las propiedades
del material. Por simplicidad, dichas expresiones no se muestran en este trabajo y
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Figura 2.14: Diagrama MN en un material elasto-plástico con endurecimiento.

pueden ser consultadas en el trabajo de El-Domiaty y Shabaik (1984). Esta expre-
siones permiten construir el diagrama MN de la Figura 2.14, donde se muestran de
forma esquemática los rangos de cada patrón de tensiones de un material elasto-
plástico con endurecimiento, así como algunas distribuciones de deformaciones y
tensiones en puntos de transición entre patrones.

La Figura 2.14 muestra el patrón de tensiones PII en dos regiones diferentes:
una representa la condición de plastificación a ambos lados de la línea neutra
(L.N.) con signos diferentes (tracción y compresión, PII−) y la otra representa
la condición de plastificación a tracción en toda la sección (PII+). Esta última
región queda confinada al punto (1,0) si el material no exhibe endurecimiento por
deformación, como muestra el diagrama MN de la Figura 2.9.

El rango de valores m1-n1 a la izquierda de la curva de fallo de la Figura
2.14, de trazo más grueso, representa las combinaciones axil-flector seguras, i.e.
que no producen el fallo del material. Como se aprecia en este diagrama MN,
la condición límite de conformado propuesta por El-Domiaty y Shabaik puede
alcanzarse cuando el gradiente de tensiones presenta 3 patrones diferentes: PII−,
PI y PII+. Sin embargo, la estricción es un modo de fallo típico de procesos
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donde los esfuerzos de tracción predominan sobre los de flexión, de manera que no
puede producirse cuando predominan los esfuerzos de flexión y existen tensiones
de compresión importantes. Según esta idea, la estricción sólo podría producirse
cuando el material presenta un patrón de tensiones PII+. Parece claro, por tanto,
que el criterio propuesto por los autores citados no resulta adecuado para modelar
el fallo por estricción.

La curvatura bajo acciones combinadas tracción-flexión se calcula fácilmente
mediante la relación φ = 1/γ. Un análisis del efecto del endurecimiento por defor-
mación permite obtener la misma conclusión que en el caso del material plástico
perfecto: el esfuerzo axil reduce el momento flector necesario para conformar una
material hasta obtener un radio determinado.

En un trabajo posterior, El-Domiaty et ál. (1996) estudiaron la conformabili-
dad de una serie de 12 chapas de acero y de aleaciones de aluminio en condiciones
de deformación plana, haciendo uso de un modelo matemático para la simulación
de procesos de estirado con punzones de forma (El-Domiaty, 1990; El-Megharbel
et ál., 1990). Presentaron diagramas MN para cada uno de los materiales ana-
lizados. También estudiaron en detalle la recuperación elástica y las tensiones
residuales en el espesor. Concluyeron que la tracción disminuye la recuperación
elástica en todos los casos y que el efecto es mayor en las aleaciones de aluminio.
Según los autores, las tensiones residuales dependen fuertemente de los parámetros
de carga.

En un plano algo más matemático se deben destacar también los trabajos de
Triantafyllidis y Samanta (1986) para materiales isótropos y de Chen y Gerdeen
(1989) para anisótropos, los cuales presentan una teoría más elaborada de láminas
con grandes deformaciones para abordar el modelado del efecto de la curvatura
del punzón.

En la actualidad, algunas investigaciones sobre el efecto de la flexión en el
conformado de chapa siguen estando basadas en la teoría elemental del doblado de
barras. Un ejemplo es el trabajo de Kruijf et ál. (2009) sobre el fallo en condiciones
de tracción-flexión, anteriormente mencionado, en el que se asumió la ley de Swift
para un material rígido-plástico con endurecimiento y el criterio de plastificación
de von Mises.
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2.3. Teoría matemática de doblado plástico

El mecanismo de deformación de la teoría elemental del apartado anterior difie-
re significativamente del planteado en la denominada teoría matemática de doblado
plástico. Según esta teoría matemática, durante el proceso de doblado (sin trac-
ción) la línea o superficie neutra se desplaza hacia la cara cóncava de la chapa
doblada y el espesor de la chapa disminuye si el material tiene un comportamiento
de endurecimiento por deformación. Esto hace que la teoría elemental sea menos
precisa y se aplique solamente cuando el doblado que sufre la chapa es pequeño.
Las limitaciones de la teoría elemental son debidos a las hipótesis simplificativas
que adopta (véase el Apartado 2.2).

A mediados del siglo XX, al mismo tiempo que hubo un desarrollo significativo
en la teoría de la plasticidad, los investigadores prestaron más atención a estas
limitaciones de la teoría elemental de doblado, realizando análisis más precisos
para poder solventarlos. Hill (1950) planteó un análisis para el doblado plástico
de chapas en condiciones de deformación plana (ε2 = 0) en el que consideraba las
tensiones transversales en el espesor (σ3). Dicho análisis de constituye la base de la
teoría matemática del doblado plástico y permite obtener soluciones más exactas
que la teoría elemental.

Los siguientes subapartados examinan el doblado de chapa con radios peque-
ños mediante la formulación de Hill. Se asumen grandes deformaciones plásticas y
un material rígido-plástico. Se analiza la influencia del endurecimiento por defor-
mación, el efecto de la tracción en el proceso de doblado y el movimiento de las
fibras en el espesor de la chapa, manifestando las diferencias entre las superficies
media, neutra e indeformada. También se exponen los trabajos más relevantes en
el conformado de chapa que utilizan y amplían esta teoría matemática de doblado.

2.3.1. Tensiones en el doblado plástico perfecto

Cuando la chapa se somete a unos esfuerzos de flexión pura en sus extremos,
una porción elemental de la chapa se deforma como muestra la Figura 2.15. Debido
a la simetría axial de la deformación, se pueden despreciar las tensiones cortantes
en los extremos de la porción elemental y las tensiones longitudinal y transversal
(σ1 y σ3) dependen solamente del radio de curvatura (r). Si el radio de curvatura
de la chapa deformada es menor de 4 ó 5 veces el espesor de la chapa, las tensiones
transversales (σ3) no se deben despreciar.

La ecuación de equilibrio radial de la porción elemental de la Figura 2.15 viene
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Figura 2.15: Distribución de tensiones en el doblado de una chapa de material rígido-
plástico perfecto.

dada por:
dσ3

dr
=

σ1 − σ3

r
(2.24)

Para poder obtener una solución sencilla, Hill asumió un material rígido-plástico
perfecto:

σeq = ±σ0 (2.25)

siendo σeq la tensión equivalente, y el criterio de plastificación de von Mises, que
en condiciones de deformación plana se expresa como:

σeq =

√
3

2
|σ1 − σ3| (2.26)

Hill define la superficie neutra como la fibra cuyo incremento de deformación
plástica es nulo (dε1 = 0). Por encima de la superficie neutra las fibras están
traccionadas y por debajo de la superficie neutra las fibras están comprimidas. En
el caso de un material rígido-plástico perfecto, el radio de curvatura de la superficie
neutra (rn) coincide con la fibra donde se produce la discontinuidad en tensiones.
Usando las ecuaciones (2.24), (2.25) y (2.26) e integrando se obtiene:

σ3 =

⎧⎪⎨⎪⎩
2σ0√
3
ln

r

rout
si rn ≤ r ≤ rout

−2σ0√
3
ln

r

rin
si rin ≤ r ≤ rn

(2.27)

La posición de la superficie neutra se obtiene al garantizar la continuidad de
las tensiones transversales en el espesor. Así, igualando los dos términos de (2.27)



2.3 Teoría matemática de doblado plástico 69

se obtiene:
rn =

√
rinrout (2.28)

Como se puede observar, el radio de la superficie neutra se corresponde con la
media geométrica de los radios de curvatura de las superficies interior y exterior
de la chapa. De esta expresión se deduce que la superficie neutra no coincide con
la superficie media de la chapa, sino que está más cerca de la cara interior que de
la exterior.

Las tensiones longitudinales se obtienen de (2.25), (2.26) y (2.27):

σ1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2σ0√
3

(
1− ln

r

rout

)
si rn ≤ r ≤ rout

−2σ0√
3

(
1 + ln

r

rout

)
si rin ≤ r ≤ rn

(2.29)

Las distribuciones de tensiones σ1, σ3 y σ2 = (σ1 + σ3)/2 en el espesor de la
chapa, así como la posición de la fibra neutra (rn) se muestran en la Figura 2.15.

Se puede comprobar fácilmente que el axil es nulo haciendo uso de la ecuación
de equilibrio (2.24): ∫ rout

rin

σ1 dr =

∫ rout

rin

d

dr
(r σ3)dr = 0 (2.30)

El momento flector por unidad de longitud en el ancho de la chapa se calcula como:

M1 =

∫ rout

rin

σ1 r dr =
2σ0√
3

(rout − rin)
2

4
=

σ0t
2

2
√
3

(2.31)

donde t = rout − rin es el espesor de la chapa.

2.3.2. Deformaciones en el doblado plástico perfecto

Los desplazamientos deben ser consistentes con la distribución de tensiones,
i.e. alargamiento longitudinal por encima de la superficie neutra y acortamiento
por debajo. Una fibra de longitud inicial l0 forma, en un cierto instante durante
el proceso de doblado, un arco de ángulo α. Cuando el doblado se incrementa,
α aumenta una cantidad dα. El vector de desplazamientos correspondiente tie-
ne una componente longitudinal u1dα y una componente transversal u3dα. La
compatibilidad entre las deformaciones y los desplazamientos viene dada por las
expresiones:

ε1 =
1

r

(
u3 +

∂u1

∂r

)
, ε3 =

∂u3

∂θ
, γ13 =

1

r

∂u3

∂θ
+

∂u1

∂r
− u1

r
(2.32)
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Dado que se desprecia la deformación elástica, la incompresibilidad del material
en deformación plana establece que se debe cumplir dε1 + dε3 = 0. Sustituyendo
en la expresión anterior se obtiene la ecuación diferencial:

∂u3

∂θ
+

u3

r
+

1

r

∂u1

∂θ
= 0 (2.33)

Fijando el origen de coordenadas en el centro de curvatura de la chapa y teniendo
en cuenta la simetría axial, la ecuación anterior puede ser integrada:

u1 =
rθ

α
, u3 = − 1

2α

(
r +

r2n
r

)
(2.34)

donde la constante de integración se obtiene al considerar el radio de la superficie
neutra, rn. Si el ángulo α se interpreta como un parámetro que mide el tiempo, las
expresiones (2.34) representan un campo de velocidades. Como se desprende de
estas expresiones, las secciones permanecen planas, ya que u1 es proporcional a r,
y las fibras en el espesor de la chapa permanecen cilíndricas, dado que u3 depende
sólo de r. Sustituyendo (2.34) en (2.32) se obtiene:

dε1 = −dε3 =

(
1− r2n

r2

)
dα

2α
, dγ13 = 0 (2.35)

Como se puede comprobar, las deformaciones longitudinales son de alargamiento
por encima de la superficie neutra y de acortamiento por debajo:

dε1 > 0 si r > rn

dε1 < 0 si r < rn
(2.36)

La variación de los radios de curvatura en las superficies interior y exterior de
la chapa se obtiene del campo de velocidades (2.34) como:

drin = −
(
rin +

r2n
rin

)
dα

2α
= −(rin + rout)

dα

2α
(2.37)

drout = −
(
rout +

r2n
rout

)
dα

2α
= −(rout + rin)

dα

2α
(2.38)

donde se ha tenido en cuenta (2.28). La variación del espesor durante el proceso
de doblado rígido-plástico perfecto será entonces nula:

dt

t
= −

(
1− r2n

routrin

)
dα

2α
=

drout − drin
t

= 0 (2.39)

Como t permanece constante, el momento flector dado en (2.31) también perma-
nece constante durante el doblado. Esto es así porque se ha supuesto el material
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como plástico perfecto. Por el contrario, si se tiene en cuenta el endurecimien-
to por deformación del material, entonces será necesario aumentar el momento
flector durante el proceso de doblado y, al mismo tiempo, el espesor de la chapa
disminuirá.

Tomando de nuevo la porción de chapa de longitud inicial l0 y aplicando la
condición de conservación de volumen del material respecto a la configuración
deformada (Figura 2.15), se deduce:

l0t =
α

2
(r2out − r2in) (2.40)

de donde se obtiene el ángulo de doblado como:

α =
2l0

rout − rin
=

l0
rm

(2.41)

siendo rm el radio de la superficie media.

2.3.3. Movimiento de las fibras en el espesor

Incluso asumiendo que el espesor de la chapa no varía, las distancias entre las
distintas fibras de la chapa siempre varían. Como se deduce de dε3 en (2.35), las
fibras por encima de la superficie neutra se acercan entre sí en dirección transversal,
mientras que las fibras por debajo se separan. Considérese una fibra cualquiera
situada a una distancia δt0 de la cara inferior de la chapa antes del proceso de
doblado, siendo 0 ≤ δ ≤ 1 un parámetro adimensional (Figura 2.16). La posición
de esta fibra cuando la chapa se deforma vendrá dada por el radio de curvatura
(r). Dado que se asume que el material es incompresible, el volumen de material
por debajo de δt0 en la chapa sin deformar es igual al volumen de material por

rm

r

M	

M	

t

rin

rout

t�
�t�

l�

Figura 2.16: Esquema del movimiento de una fibra en el espesor y conservación del
volumen de la fracción de chapa.
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Figura 2.17: Movimiento de las fibras en el espesor de la chapa durante el doblado rígido-
plástico perfecto: (a) posición relativa en el espesor; y (b) longitud relativa.

debajo de r en la chapa deformada, i.e.:

δ =
r2 − r2in
r2out − r2in

(2.42)

o su función inversa:
r =

√
r2in + δ(r2out − r2in) (2.43)

Utilizando estas expresiones, la Figura 2.17(a) muestra la evolución del radio
de curvatura de 10 fibras uniformemente distribuidas en el espesor inicial, en un
doblado de chapa hasta alcanzar un radio interior de 10 veces el espesor de la chapa
(t/rin = 10). Como se aprecia en esta figura, todas las fibras tienden a acercarse
a la superficie externa de la chapa.

La longitud de una fibra puede calcularse como:

l = rα = l0
r

rm
(2.44)

donde el ángulo de doblado viene dado en (2.41). La Figura 2.17(b) muestra la
longitud de las 10 fibras durante el doblado. Nótese el mínimo que presentan
las curvas correspondientes a fibras localizadas por debajo de la superficie media
inicial. Este mínimo implica una inversión en la evolución de la deformación, como
se describe a continuación.

Las expresiones anteriores, representadas en las gráficas de la Figura 2.17,
permiten analizar también el movimiento de las superficies media, neutra e inde-
formada (Figura 2.18). La superficie indeformada coincide en cada instante con la
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Figura 2.18: Esquema de la posición de la superficie media de la chapa en las configu-
raciones indeformada (rm,0) y deformada (rm), y de las superficies indeformada (ru) y
neutra (rn).

fibra cuya longitud es la misma que la longitud inicial, i.e. la fibra cuya deforma-
ción longitudinal neta es nula. Esta fibra tiene un radio de curvatura ru. De (2.44)
se obtiene que la superficie indeformada coincide en cada instante con la superficie
media de la chapa:

ru = rm (2.45)

Su posición en la chapa indeformada se obtiene de (2.42):

δu =

rout + rin
2

− r2in

r2out + r2in
=

1

2
− 1

4

rout − rin
rout + rin

=
1

2
− 1

8

t

rm
(2.46)

Otra fibra relevante es la que inicialmente se encuentra en el plano medio de
la chapa. La aproximación a la cara exterior de la chapa de esta fibra se deduce
de (2.43):

δm,0 =
1

2
⇒ rm,0 =

√
r2out + r2in

2
>

rout + rin
2

= rm (2.47)

La tercera fibra relevante es la que coincide en un instante dado con la superficie
neutra. Ésta última coincide inicialmente con la superficie media de la chapa y se
desplaza durante el doblado hacia la superficie cóncava, como se deduce de (2.42):

rn =
√
routrin ⇒ δn =

rin
rout + rin

<
1

2
(2.48)

De acuerdo con estas observaciones se pueden extraer las siguientes conclusiones
(Figuras 2.17 y 2.18):

1. El material por encima de la superficie media inicial (δ ≥ 1/2, r ≥ rm,0), ha
estado sometido siempre a un estiramiento longitudinal durante el proceso
de doblado de la chapa (dl > 0).
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2. El material por debajo de la superficie neutra (δ ≤ δn, r ≤ rn), ha esta-
do sometido siempre a un acortamiento longitudinal durante el proceso de
doblado de la chapa (dl < 0).

3. Cada una de las fibras contenidas en la región intermedia (δn ≤ δ ≤ 1/2,
rn ≤ r ≤ rm,0) comienza acortándose y, en el instante en que es alcanzada
por la superficie neutra, comienza a alargarse (nótese en la Figura 2.17(b) la
longitud mínima de las fibras en este instante, dl = 0). Como consecuencia
se produce un proceso de plastificación inversa y, por tanto, la posibilidad de
que el efecto Bauschinger tenga un efecto importante en el comportamiento
de la chapa.

2.3.4. Efecto de la tracción en el doblado plástico perfecto

Hill consideró también el efecto de los esfuerzos de tracción en el doblado
de chapa que aparecen como consecuencia de aplicar presión en la cara interior.
El análisis que planteó, y que se describe brevemente a continuación, es válido
siempre que los esfuerzos de tracción no superen el axil elástico máximo, dado el
comportamiento plástico perfecto del material.

Considérese una presión uniforme (p) en la cara interna de la chapa (Figura
2.19). Para que los esfuerzos en la chapa estén equilibrados debe existir una trac-
ción en el espesor. Se asume que el axil resultante es perpendicular a la sección.
Su valor se obtiene de forma evidente al aplicar equilibrio:

N1 = p rin (2.49)

Con la nueva condición de contorno σ3 = −p en r = rin, las tensiones longitudinal
y transversal son ahora, respectivamente (Figura 2.19):

σ1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2σ0√
3

(
1− ln

r

rout

)
si rn ≤ r ≤ rout

−p− 2σ0√
3

(
1 + ln

r

rout

)
si rin ≤ r ≤ rn

(2.50)

σ3 =

⎧⎪⎨⎪⎩
2σ0√
3
ln

r

rout
si rn ≤ r ≤ rout

−p− 2σ0√
3
ln

r

rin
si rin ≤ r ≤ rn

(2.51)

El efecto producido por el esfuerzo axil es desplazar la superficie neutra hacia
la cara interior de la chapa. De la condición de continuidad de σ3 en rn, la nueva
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Figura 2.19: Influencia del axil en la distribución de tensiones en el doblado de una chapa
de material rígido-plástico perfecto.

posición de la superficie neutra viene dada por:

rn =

√
rinroute

−
√

3p
2σ0 (2.52)

Debido a la curvatura de la chapa, el esfuerzo axil genera un momento flector
adicional. Si se supone que el axil está aplicado en la superficie media de la chapa,
el momento flector por unidad de longitud se expresa como:

M1

2σ0/
√
3
=

1

4

(
r2out + r2in − 2routrine−

√
3p

2σ0

)
− routrinp

4σ0/
√
3

(2.53)

Se puede comprobar que las superficies de las fibras permanecen cilíndricas y
la distribución de velocidades dadas por la ecuación (2.34) sigue siendo válida. Sin
embargo, ahora el espesor de la chapa cambia, como se deduce al sustituir (2.52)
en (2.39):

dt

t
= −dα

2α

(
1− e−

√
3p

2σ0

)
< 0 (2.54)

Chakrabarty (2000) resolvió una ecuación diferencial análoga a la anterior por
métodos numéricos, obteniendo la reducción de espesor en función de t0/rin y to-
mando como parámetro el axil adimensional (n1 = N1/(2σ0t/

√
3)). La Figura 2.20

muestra gráficamente la solución para distintos valores de axil adimensional. Como
se aprecia en la figura, el espesor de la chapa, de valor inicial t0, disminuye al au-
mentar el doblado, manteniendo constante el axil. El proceso de cálculo numérico
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Figura 2.20: Influencia del axil en la reducción del espesor durante el doblado de una
chapa de material rígido-plástico perfecto.

para obtener esta gráfica se basa en el trabajo de Crafoord (1970), descrito más
adelante. Esta misma gráfica es obtenida por Chakrabarty mediante una aproxi-
mación de la ecuación diferencial que desprecia las tensiones transversales y que
es válida cuando la curvatura relativa de la cara interna de la chapa es pequeña,
del orden de t/rin < 0,2. En ese caso, los resultados tienen una precisión suficiente
para valores de axil n1 < 0,5. Como afirma el autor, el espesor de la chapa decrece
progresivamente con todos los valores positivos de n1 (esfuerzos de tracción) y el
valor de dicho parámetro debe ser inferior a la unidad para evitar la estricción de
la chapa.

2.3.5. Influencia del endurecimiento por deformación

Para obtener un análisis más realista es necesario modificar la ley de compor-
tamiento del material e incluir el endurecimiento por deformación. Durante las
décadas de los 50 y 60 del pasado siglo se realizaron diversos trabajos en los que
se modelaba el comportamiento del material mediante leyes lineales (e.g. Proksa
(1959)) y posteriormente no lineales (e.g. Crafoord (1970)). Repitiendo el procedi-
miento analítico de Hill y derivando la distribución de tensiones como una función
del momento flector y de los radios de curvatura de las superficies interior y ex-
terior, los resultados obtenidos diferían significativamente de las predicciones de
Hill. Se observó que, en un material rígido plástico perfecto, las distribuciones de
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tensión en el espesor presentan una discontinuidad en la superficie neutra, mientras
que en un material con endurecimiento por deformación (usando la ley de Hollo-
mon), la distribución de tensiones que se obtiene es continua en todo el espesor
de la chapa, con un valor nulo precisamente en la superficie neutra. Los análisis
realizados en condiciones de deformación plana con las distintas leyes de compor-
tamiento adoptadas implicaban una gran dificultad matemática. Para simplificar
la formulación, los autores adoptaron varias aproximaciones, como asumir que el
espesor no varía, que la distribución de deformaciones es lineal, que las superficies
neutra e indeformada coinciden, etc. Los errores provocados por estas suposicio-
nes redujeron hasta tal punto la precisión alcanzada por la complicada relación
tensión-deformación que limitaron los resultados prácticos de estos análisis.

Para modelar una operación de conformado de chapa en la cual el material se
dobla hasta adoptar la forma deseada, es necesario desarrollar un procedimiento
teórico y numérico que permita utilizar una curva de comportamiento del material
realista y considerar las influencias del movimiento de la superficie neutra y del
cambio en el espesor de la chapa. Al igual que Hill, Crafoord (1970) asumió un
doblado en condiciones de deformación plana, pero empleó un material rígido-
plástico con una ley de comportamiento genérica:

σeq = H(εeq) (2.55)

donde la función H puede ser una función simple o determinarse mediante un
simple ensayo de tracción en un material real. Si se supone que la deformación
plástica es incremental, la deformación equivalente se puede calcular mediante:

εeq =

∫
dεeq (2.56)

En el doblado plástico en condiciones de deformación plana, la ecuación de
equilibrio dada en (2.24) con el criterio de fluencia de von Mises se transforma
entonces en:

r
dσ3

dr
=

2√
3
H

(
2√
3

∫
|dεeq|

)
(2.57)

Hay que hacer notar que, como cada fibra de la chapa tiene una historia de de-
formación diferente, la magnitud de la integral

∫ |dεeq| depende de r. Recordando
el movimiento de las fibras en las tres regiones en el espesor de la chapa descritas
anteriormente (Figura 2.18), se puede ver fácilmente que para el material en las
regiones por encima de la superficie media inicial y por debajo de la superficie
neutra, se cumple

∫ |dεeq| = |εeq|, ya que las fibras en estas regiones han segui-
do una tracción o compresión monótonas, mientras que el material en la región
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intermedia se tiene
∫ |dεeq | �= |εeq|, ya que las fibras han sufrido una compresión

seguida de una tracción.
En consecuencia, incluso si la función H puede ser aproximada por una función

elemental, la Ecuación (2.57) difícilmente podrá ser integrada por métodos analí-
ticos. Se puede obtener una solución mediante integración numérica, dividiendo la
chapa en un número determinado de fibras y trazando la historia de deformación
de cada fibra durante el proceso de doblado.

Para poder trazar la historia de deformación de las fibras es necesario considerar
el movimiento de la superficie neutra y el cambio en el espesor de la chapa durante
el proceso de doblado. La deformación longitudinal de una fibra se puede calcular
como:

ε1 = ln
r

ru
= ln

r

rm
− ln

ru
rm

= ln
r

rm
− ln

t

t0
(2.58)

siendo
t

t0
=

ru
rm

(2.59)

por conservación de volumen. Esta condición implica que una reducción en el
espesor de la chapa (t < t0) ocurre simultáneamente con el movimiento de la
superficie indeformada hacia la cara interior de la chapa (ru < rm).

La última igualdad en la expresión (2.58) indica que la deformación longitudinal
de una fibra es una combinación de dos sumandos: el primero está relacionado con
la posición de la fibra (r) y que puede interpretarse como la deformación que sufre
la fibra suponiendo el espesor constante; y el segundo es independiente de r y
está provocado por la reducción del espesor de la chapa. Este segundo término es
idéntico para todas las fibras y es equivalente a la deformación provocada en un
proceso de tracción pura.

Introduciendo las siguientes variables adimensionales:

κ =
t

rm
, τ =

t

t0
, ρ =

rn
rm

(2.60)

y recordando la definición de la posición de la fibra en la chapa indeformada (δ,
Figura 2.16) la deformación longitudinal dada en (2.58) puede expresarse de forma
adimensional como:

ε1 =
1

2
ln

[(
1− κ

2

)2
− 2δκ

]
− ln τ (2.61)

y la ecuación diferencial de la reducción de espesor dada en (2.39) como:

dτ

dκ
= −1

2

(
1− (κ/2)2

ρ2
− 1

)
τ

κ
(2.62)
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Como se deduce de la ecuación dada en (2.39), en un material rígido plás-
tico perfecto, donde el radio de curvatura de la superficie neutra satisface rn =√
routrin, el espesor es constante durante el proceso de doblado puro. Por el contra-

rio, si el espesor cambia entonces debe cumplirse rn �= √
routrin. Para un material

con endurecimiento por deformación se tiene que el espesor disminuye y, por tanto,
rn <

√
routrin, lo que implica que la superficie neutra se mueve más rápidamente

hacia la cara interior de la chapa durante el proceso de doblado.
Basándose en este análisis teórico y en la idea de dividir la chapa en fibras,

Crafoord (1970) propuso el siguiente algoritmo para obtener una solución al pro-
blema:

1. Tomar como valores iniciales κ = 0 y τ = 1.

2. Incrementar la curvatura una cantidad Δκ. Usando el valor de τ del paso
anterior, calcular ε1 en cada fibra δ mediante (2.61), así como los valores de
rout y rin correspondientes al valor actual de κ.

3. Determinar la posición actual de la superficie neutra, δn, de acuerdo con la
condición dε1 = 0. Calcular εeq en cada una de las 3 regiones en el espesor
de la chapa (véase la Figura 2.18), dado que sigue diferentes caminos de
deformación.

4. Calcular σ1 y σ3 en cada una de las 3 regiones, mediante la ecuación de
equilibrio y el criterio de fluencia.

5. Calcular el momento flector correspondiente al valor actual de κ mediante
la integral M1 =

∫ rout

rin
σ1 r dr.

6. Después de calcular ρ a partir de δn, determinar Δκ de (2.62) y asignar un
nuevo valor a τ .

7. Repetir los pasos 2-7 hasta que κ o M1 alcancen el valor prescrito.

Crafoord (1970) realizó ensayos de tracción para seis metales diferentes (acero
con 0.36 % de carbono, acero con 0.13 % de carbono, aluminio, cobre, latón y acero
inoxidable) para determinar la función σeq = H(εeq) para cada material. Estable-
cido el comportamiento plástico, usó el algoritmo para calcular las variaciones de
espesor y el momento flector en función de la curvatura relativa de la superficie
media, κ. Para comprobar las predicciones numéricas realizó una serie de ensayos
de doblado para estos seis metales. Los resultados experimentales encajaron de
forma excelente con las curvas teóricas τ -κ y M1-κ.
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El autor observó en las curvas M1-κ que, para valores altos de κ, el momento
flector alcanzaba un máximo y entonces decrecía debido a la reducción del espesor
de la chapa, aunque la relaciones tensión-deformación de estos materiales mostra-
ron un cierto grado de deformación por endurecimiento. Este hecho implicaba que
la chapa podría perder la estabilidad en su capacidad de soportar la carga cuando
el doblado es suficientemente severo. Se observó que esta inestabilidad ocurre sólo
para valores de κ > 1 (rm < t), lo cual no sucede en la mayoría de los procesos de
conformado de chapa.

2.3.6. Aplicabilidad de la teoría elemental vs. matemática

La diferencia fundamental entre la teoría matemática de doblado plástico y la
teoría elemental es que la primera tiene en cuenta el movimiento de la superfi-
cie neutra hacia la cara cóncava de la chapa durante el proceso de doblado. Por
definición, la superficie neutra coincide en un instante determinado con la fibra
cuyo incremento de deformación es cero. Esta fibra, antes del instante en el que
se convierte en la superficie neutra, ya ha acumulado una cierta deformación. Si
la flexión de la chapa es suficientemente pequeña como para que la superficie neu-
tra sólo haya acumulado deformación elástica, entonces la región intermedia en el
espesor de la chapa, donde se produce la inversión en el camino de deformación,
no presenta una historia de deformación demasiado complicada. En este caso, la
inversión en la deformación en esta región puede despreciarse en el análisis, siendo
de esperar que se pueda utilizar la teoría elemental.

Para obtener la condición de que la superficie neutra no ha llegado a plastificar,
de acuerdo al análisis de chapas rígido-plástico perfecto (es decir, la teoría de Hill
en la que no se produce cambio de espesor), basta comparar la deformación de
la superficie neutra con la deformación elástica máxima. Si el espesor no cambia,
entonces ru ≈ rm y, teniendo en cuenta rn =

√
routrin del análisis de Hill, la

deformación de la superficie neutra queda como:

ε1n =
1

2
ln

[
1−
(κ
2

)2]
(2.63)

Por otro lado, la deformación elástica máxima en la chapa se obtiene de la ley
de Hooke y del criterio de plastificación de von Mises:

(ε1)
e
max =

σ0(1− ν2)

E
√
1− ν + ν2

(2.64)

Tomando como ejemplo un acero con ν = 0,28, E = 210 GPa y σ0 = 250 MPa
se obtiene un valor de (ε1)

e
max = 1,228 × 10−3. La condición de que la superficie
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neutra no haya plastificado es:

|ε1n| ≤ (ε1)
e
max (2.65)

de donde se obtiene κ = t/rm ≤ 0,1, es decir, que el radio de curvatura de la
superficie media debe ser mayor que 10 veces el espesor de la chapa.

La condición de aplicabilidad de la teoría matemática es un poco menos res-
trictiva, según Hill: cuando el radio de curvatura es 4 ó 5 veces el espesor de la
chapa, es decir, κ < 0,2. Cuando la curvatura de la chapa se encuentra entre ambos
valores (0,1 < κ < 0,2) la superficie neutra plastifica y, por tanto, se produce plas-
tificación inversa; sin embargo, las deformaciones en esta situación siguen siendo
pequeñas y los errores cometidos pueden considerarse despreciables.

2.3.7. Trabajos basados en la teoría matemática

La formulación de la teoría matemática y los conceptos fundamentales que de
ella se derivan, i.e. la consideración de las tensiones transversales en el espesor de
la chapa y del movimiento de la superficie neutra, han servido de base de diversos
estudios teóricos posteriores.

Entre los primeros trabajos cabe destacar los de Verguts y Sowerby (1975),
Dadras y Majlessi (1982) y Majlessi y Dadras (1983) (posteriormente, Chakrabarty
(1987) realizó una síntesis de estos trabajos). Verguts y Sowerby consideraron una
regla de endurecimiento isótropo en la región intermedia de la chapa, donde se
produce la carga inversa, despreciando así el efecto Bauschinger. Según Majlessi y
Dadras, el flujo de tensiones que obtuvieron los autores mencionados fue elevado
y los resultados en chapas multicapa fueron inesperados. Además, los cálculos
numéricos eran lentos y complicados. Por otra parte, Dadras y Majlessi y Majlessi
y Dadras propusieron una regla de endurecimiento lineal en la región de carga
inversa que reproducía cualitativamente bien el efecto Bauschinger, a pesar de
las simplificaciones. Obtuvieron estimaciones realistas del momento flector y de
las variaciones de espesor en chapas multicapa. Por otra parte, el análisis y los
cálculos fueron mucho más simples. Más tarde, Tan et ál. (1995) consideraron la
influencia en el doblado de la anisotropía del material, usando el criterio de fluencia
cuadrático de Hill (1979) para materiales anisótropos en deformación plana.

Más recientemente, Alexandrov et ál. (2006) desarrollaron un análisis teórico
más complejo, basado en los trabajo anteriores, para materiales con comportamien-
to rígido-plástico, elasto-plástico y visco-plástico. Coincidieron con Hill (1950) al
afirmar que no está justificado el uso de modelos rígido-plásticos en la descripción
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de procesos de doblado, ya que el gradiente de tensión es muy grande en las inme-
diaciones de la fibra neutra y, por tanto, las velocidades de deformación elástica no
son pequeñas comparadas con las velocidades de deformación plástica, aunque las
deformaciones elásticas puedan despreciarse frente a las deformaciones plásticas.
Las soluciones que obtuvieron hacen posible revelar el efecto del comportamiento
elástico en la solución.

Zhu (2007) propone un análisis elasto-plástico con endurecimiento por defor-
mación, suponiendo un material incompresible (ν = 0,5) e isótropo (von Mises).
Supone implícitamente que la superficie indeformada es la misma que la superficie
neutra. El autor modeló la plastificación inversa de la región central de la chapa
mediante las reglas de endurecimiento cinemático e isótropo y comparó las solu-
ciones obtenidas con el modelo de doblado plástico de Hill y un modelo basado en
la teoría de membrana (la cual ignora las tensiones transversales). Zhu concluye
que los errores cometidos al despreciar la plastificación inversa en el cálculo del
momento flector aumentan al disminuir el radio de curvatura. Además, afirma que
como en un estado de tensión plana no se puede asegurar el equilibrio de esfuerzos
internos en cada una de las fibras individuales cuando las tensiones transversales se
ignoran (lo cual suele ser lo más habitual), la reducción de espesor se sobreestima.

2.4. Resumen

El mecanismo de deformación en los procesos de conformado de chapa en los
que están presentes gradientes en el espesor es extremadamente complicado, como
señalan algunos investigadores. No obstante, su comprensión resulta fundamental
para predecir la estricción o la fractura del material. Aunque el número de pu-
blicaciones que abordan este asunto ha aumentado notablemente en los últimos
años, el problema está aún por resolver. En la práctica, la predicción del fallo se
sigue realizando mediante criterios empíricos simples. Algunos de estos criterios se
exponen en el Capitulo 4, como son la Regla del Plano Medio (la más habitual) y,
más recientemente, las Reglas de la Cara Cóncava y Convexa (según se trate de
fallo por estricción o fractura).

Las teorías elemental y matemática de doblado plástico permiten analizar la
influencia del material y de las condiciones del proceso en situaciones sencillas.
Cuando el doblado no es severo, i.e. radios mayores de 4 ó 5 veces el espesor de
la chapa, las tensiones transversales en el espesor son despreciables frente a las
longitudinales. En esta situación, la teoría elemental permite obtener soluciones
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analíticas sin demasiada dificultad. En cambio, cuando los radios son pequeños, las
tensiones transversales deben ser consideradas en el análisis. La teoría matemática
pone de relieve la complejidad de un simple proceso de doblado, al predecir una
inversión de la deformación en el interior del material. Esta teoría plantea un
sistema de ecuaciones diferenciales, al requerir el uso de la condición de equilibrio
de tensiones, cuya resolución debe realizarse mediante integración numérica a lo
largo del camino de deformación.

En el siguiente capítulo se desarrolla un modelo de conformado biaxial de chapa
en condiciones de tensión plana, bajo distintas combinaciones de tracción y flexión,
y que parte de la teoría elemental y de los trabajos que de ella se derivan. Para
salvar algunas de las limitaciones que presenta esta teoría se realizan modificaciones
en las hipótesis de partida, y que resultan en el uso de conceptos tratados en la
teoría matemática, tales como la posible variación del espesor, el movimiento de las
fibras a través del material y la inversión de la deformación durante el conformado.
El efecto de la tensiones transversales en el espesor, tratado también en la teoría
matemática, es considerado al final del capítulo siguiente.
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Capítulo 3

Modelado analítico de la
tracción-flexión

El efecto combinado de tracción y flexión está presente en multitud de procesos
de conformado de chapa, e.g. estirado (stretching y stretch-bending), estampación
(stamping), embutición (deep drawing), hidroconformado (hydroforming y bul-
ging), conformado incremental (incremental sheet forming, ISF ), etc. El análisis
teórico del proceso de conformado y de la predicción del fallo de la chapa requiere
el uso de modelos analíticos que sean capaces de predecir el comportamiento del
material durante el proceso y, en especial, en el instante en el que se produce el
fallo. En este capítulo se analiza el comportamiento elasto-plástico de una porción
elemental de chapa continua en un proceso de conformado con esfuerzos combi-
nados de tracción y flexión en el plano de la chapa. El objetivo del análisis es
proponer un modelo analítico que permita en los capítulos posteriores analizar los
criterios de fallo de chapa en presencia de gradientes de deformación y tensión en
el espesor.

Se expone en primer lugar un modelo sencillo de carga proporcional, basado en
la teoría de deformación. Este modelo es apropiado para establecer de forma clara
las relaciones entre las variables del proceso, aunque su aplicabilidad práctica se
limita a operaciones de conformado en las que el camino de deformación es lineal.

A continuación se presenta un segundo modelo de carga no proporcional de
flexión-tracción en dos pasos, en la que se requiere el uso de la teoría de flujo
plástico. El análisis desarrollado resulta más adecuado en la práctica para las
operaciones de estirado con punzón, en las que se observa una mayor influencia de
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la flexión en las primeras etapas del proceso y donde la tracción predomina a partir
de un cierto instante. Así, la historia de carga de este modelo permite examinar
con precisión los resultados experimentales publicados de ensayos de estirado con
punzones de distintos radios, analizados en el Capítulo 5.

Las teorías de doblado revisadas en el capítulo anterior ponen de manifiesto la
dificultad matemática de obtener soluciones analíticas cuando los radios de curva-
turas son menores de 4 ó 5 veces el espesor de la chapa. Por este motivo, ambos
modelos mencionados de carga proporcional y de flexión-tracción en dos pasos se
abordan excluyendo los casos de radios pequeños. La validez de los modelos es
apropiada en la práctica para la mayoría de las operaciones de conformado de
chapa, donde la presencia de radios pequeños es, en general, evitada. No obstante,
considerando ciertas simplificaciones, es factible e interesante analizar el efecto de
los radios pequeños en un modelo analítico sencillo como el que se presenta al final
de este capítulo.

3.1. Consideraciones previas

Para reducir la complejidad de la formulación en el modelado de la flexión-
tracción, se han considerado las siguientes hipótesis simplificativas:

1. Radios de curvatura mayores de 4 ó 5 veces el espesor de la chapa, de manera
que las tensiones transversales en el espesor se pueden despreciar (Hill, 1950).
Como se describe en el capítulo anterior, esta hipótesis permite simplificar
el modelo matemático general del comportamiento de la chapa a un caso de
tensión plana.

2. Las secciones de la chapa deformada permanecen planas, pudiendo así des-
preciar los esfuerzos cortantes (Yu y Zhang, 1996). De esta forma los ejes
principales de deformación y tensión están alineados con las direcciones lon-
gitudinal y transversal a la laminación en el plano de la chapa (Stoughton,
2000).

3. Se considera un comportamiento elasto-plástico del material. El régimen elás-
tico se modela mediante una la ley elástica lineal. El régimen plástico se
modela suponiendo una ley parabólica de endurecimiento por deformación
plástica del tipo Hollomon. Las deformaciones elásticas no se desprecian, co-
mo suele ser habitual en los análisis que consideran grandes deformaciones



3.1 Consideraciones previas 93

plásticas, aunque se simplifica la ley de comportamiento elástico para redu-
cir la complejidad de la formulación. Se tendrá en cuenta la anisotropía del
material, representada por funciones de plastificación del tipo Hill (1979)
(cuadrática) y/o Hosford (1979, 1985) (no cuadrática).

4. Se supondrá que se producen grandes deformaciones plásticas, de manera
que el material se considera prácticamente incompresible. De esta forma,
la condición de conservación de volumen podrá ser añadida al conjunto de
ecuaciones y permitir su resolución analítica.

5. Se considera un proceso de conformado biaxial, con esfuerzos de tracción y
flexión aplicados en las dos direcciones principales en el plano de la chapa. La
geometría de la chapa curvada viene caracterizada por los radios de curvatura
en ambas direcciones.

Los siguientes subapartados exponen con más detalle y justifican las hipótesis
relacionadas con las variables geométricas de la chapa deformada y el modelo de
comportamiento elasto-plástico.

3.1.1. Parámetros geométricos de una porción elemental de
chapa deformada

La geometría de una chapa deformada puede ser caracterizada por la geome-
tría de su superficie media y una distribución de espesores a ambos lados de dicha
superficie. En general, la geometría de una superficie cilíndrica, esférica o de cual-
quier otra forma, requiere ser tratada correctamente con una formulación como la
que presentan Ventsel y Krauthammer (2001, véase Cap. 11). Sin embargo, como
en el modelo que se presenta sólo se considera una porción elemental de chapa, la
geometría de su superficie media se puede simplificar considerando sólo las curva-
turas en los ejes principales. Los trabajos de Johnson y Yu (1981d,b,a,c) son un
buen ejemplo del uso de esta hipótesis.

Considérese una porción elemental de chapa rectangular de dimensiones ini-
ciales l1, l2 y espesor t0. Dicha porción se somete a unos acciones combinadas de
esfuerzos de tracción (N1 y N2) y momentos flectores (M1 y M2). Como conse-
cuencia, la chapa adquiere una doble curvatura y cambia su espesor, tal y como se
muestra en la Figura 3.1. Sean rm,1 y rm,2 los radios de curvatura de la superficie
media de la porción de chapa deformada, en las direcciones 1 y 2, respectivamente,
y sea t el espesor en la nueva configuración. Dado que las secciones de la chapa
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Figura 3.1: Variables geométricas en una porción elemental de chapa.

deformada permanecen planas, es posible definir θ1 y θ2 como los ángulos que
forman las caras laterales de la porción de chapa deformada.

Sea z la posición de una fibra genérica medida desde la superficie media de la
chapa. Sus dimensiones en la configuración deformada actual serán (rm,1 + z)θ1 y
(rm,2 + z)θ2. Las deformaciones reales se calculan entonces como:

ε1(z) = ln
(rm,1 + z)θ1

l1
= ln

rm,1 + z

ru,1
(3.1)

ε2(z) = ln
(rm,2 + z)θ2

l2
= ln

rm,2 + z

ru,2
(3.2)

siendo ru,1 = l1/θ1 y ru,2 = l2/θ2 los radios de curvatura de las fibras indeformadas
en las dos direcciones principales. Nótese en la Figura 3.1 que, en general, ambas
fibras indeformadas no coinciden en el espesor. La posición relativa entre ambas
dependerá de las condiciones del conformado.

Si se asume el material como incompresible, la condición de conservación del
volumen permite establecer la siguiente relación entre variables:

l1 l2 t0 = rm,1θ1 rm,2θ2 t (3.3)

lo cual se puede expresar también como:

ru,1 ru,2 t0 = rm,1 rm,2 t (3.4)

A fin de adimensionalizar las expresiones, resulta conveniente introducir las
siguientes variables adimensionales:

ζ = z/t : posición de una fibra relativa al espesor de la chapa, medida
desde la superficie media.



3.1 Consideraciones previas 95

κi = t/rm,i : curvatura relativa de la superficie media en la dirección
principal i = {1, 2}.

τi = ru,i/rm,i : posición de la fibra indeformada relativa a la superficie
media en la dirección principal i = {1, 2}, medida desde el centro
de curvatura

τ = t/t0 : espesor relativo.

Así, las expresiones anteriores de las deformaciones en una fibra pueden ser
expresadas como:

ε1(ζ) = ln
1 + κ1ζ

τ1
(3.5)

ε2(ζ) = ln
1 + κ2ζ

τ2
(3.6)

La condición de conservación de volumen toma la forma siguiente:

τ = τ1 τ2 (3.7)

De las expresiones (3.5) y (3.6) se deduce que la geometría de la porción ele-
mental de chapa deformada viene determinada por dos variables en cada dirección
principal en el plano de la chapa: las curvaturas relativas (κ1 y κ2) y las posiciones
relativas de las fibras indeformadas (τ1 y τ2). Estas dos últimas variables definen
la variación que se produce en el espesor de la chapa (τ) mediante la ecuación
(3.7).

3.1.2. Modelo elasto-plástico de comportamiento

En el tratamiento teórico del conformado de chapa es habitual despreciar el
efecto de las deformaciones elásticas y suponer así un comportamiento rígido-
plástico del material. Este procedimiento está justificado por las grandes defor-
maciones típicas de los procesos industriales de conformado de chapa (Verguts y
Sowerby, 1975; Majlessi y Dadras, 1983; Graf y Hosford, 1990, 1993a,b; Tan et ál.,
1995; Stoughton, 2000, 2008; Stoughton y Zhu, 2004; Stoughton y Yoon, 2005,
2010). Una de las representaciones más comunes de la relación tensión-deformación
plástica es una ley parabólica. En particular, en esta tesis se asume la ley de Ho-
llomon para el comportamiento plástico, dado que es la que se ha utilizado para
caracterizar los materiales en todos los trabajos experimentales expuestos en el
Capítulo 5.

Aunque las deformaciones elásticas no son relevantes en el análisis de la con-
formabilidad de chapa (salvo en algunas situaciones que se discuten al final de
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Figura 3.2: Ley de comportamiento elasto-plástico.

este subapartado), su consideración permite ilustrar el mecanismo de deformación
del material de manera más realista. Para ello, se asume un modelo sencillo de
comportamiento elasto-plástico del tipo (Figura 3.2):

σeq =

{
Eεeq , si σ < σ0

Kεneq , si σ > σ0

(3.8)

donde E es el módulo de elasticidad, σ0 es el límite elástico, K es el coeficiente de
resistencia y n es el exponente de endurecimiento por deformación.

Este modelo de comportamiento ha sido frecuentemente utilizado en diversos
análisis de conformado (Johnson y Yu (1981a,c); Zhu (2007); Yu y Zhang (1996,
véanse Cap. 6 y 8)). Cabe señalar que existen otras relaciones de uso muy frecuen-
te, propuestas por Ramberg-Osgood y similares a las dadas en (3.8), en las que
las deformaciones elástica y plástica se tratan por separado y posteriormente se
suman (εeq = εeeq + εpeq). Sin embargo, la ecuación resultante en este caso no se
puede resolver explícitamente en tensiones (Dowling, 1993, véase Cap. 12), lo que
introduciría una excesiva complejidad en el problema que aquí se plantea.

En procesos de conformado de chapa en condiciones de tensión plana (σ3 = 0)
suele ser habitual utilizar una serie de parámetros para relacionar la tensión y
deformación equivalentes (σeq y εeq) y los estados de tensión y deformación (σij

y εij) (Shi y Gerdeen, 1991; Graf y Hosford, 1993a,b; Stoughton, 2000, 2008;
Stoughton y Zhu, 2004; Stoughton y Yoon, 2005, 2010; Wu et ál., 2005; Barata-
Rocha et ál., 2009). Así, la relación entre las tensiones menor (σ2) y mayor (σ1)
en el plano de la chapa se expresa mediante el parámetro:

α =
σ2

σ1
(3.9)
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y la relación entre las velocidades de deformación menor (ε̇2) y mayor (ε̇1) por:

β =
ε̇2
ε̇1

(3.10)

En régimen plástico, la tensión equivalente es una función de las componentes
del tensor de tensiones que depende del criterio de plastificación. En general, para
un estado de tensión plana, ésta se expresa como:

σeq = σeq(σ1, σ2) (3.11)

En la mayoría de los criterios de plastificación propuestos en la literatura en ge-
neral, y en los que se utilizan en esta tesis en particular, σeq se puede expresar en
términos de α y σ1 como:

σeq = ϕ(α)σ1 (3.12)

donde ϕ(α) es una función de los parámetros del material.
Admitiendo que σeq es una función homogénea de grado 1 de las tensiones y

atendiendo a la fórmula de Euler, la regla de flujo puede expresarse como:

ε̇ij =
∂σeq

∂σij
ε̇eq (3.13)

siendo ε̇eq la velocidad de deformación plástica equivalente. Esta regla de flujo
permite establecer una relación entre los parámetros α y β y, al mismo tiempo,
también define ε̇eq como una función de las componentes del tensor de velocidad
de deformación plástica. En direcciones principales y teniendo en cuenta la incom-
presibilidad plástica del material (ε̇1 + ε̇2 + ε̇3 = 0), la velocidad de deformación
plástica equivalente se expresa como:

ε̇eq = ε̇eq(ε̇1, ε̇2) (3.14)

Como en el caso de σeq, para los criterios de plastificación considerados la expresión
anterior se puede expresar también en términos de β y ε̇1 como:

ε̇eq = ρ(β)ε̇1 (3.15)

siendo ρ(β) una función de los parámetros del material.
Una última relación entre parámetros se obtiene de la igualdad de la densidad

de energía de deformación plástica con la correspondiente en variables equivalentes
(σijdεij = σeqdεeq):

ρ(β) =
1 + αβ

ϕ(α)
(3.16)
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La forma específica de las expresiones ϕ(α), β(α), α(β), ε̇eq(ε̇1, ε̇2) y ρ(β)

depende de la función utilizada para definir σeq(σ1, σ2). En el Apéndice A se
exponen dichas expresiones para los distintos criterios de fluencia considerados en
esta tesis, como son: el de von Mises, para materiales isótropos, y el cuadrático de
Hill (1979) y el no cuadrático propuesto por Hosford (1979, 1985), para materiales
anisótropos.

Por otro lado, tener en cuenta el comportamiento elástico en un problema de
conformado puede dificultar extremadamente su resolución analítica, incluso adop-
tando las relaciones tensión-deformación sencillas dadas en (3.8). Así, por ejemplo,
al analizar el doblado elasto-plástico de una barra o chapa de material isótropo,
Hill (1950) encontró extremadamente difícil resolver las ecuaciones del problema.
Sin embargo, asumiendo un coeficiente de Poison ficticio ν = 0,5 (i.e. considerando
un material incompresible en el régimen elástico), el problema podía ser aborda-
do al desaparecer la discontinuidad de las distribuciones de tensiones en el límite
elasto-plástico. Esta simplificación ha sido utilizada posteriormente por otros au-
tores en diversos análisis del conformado elasto-plástico de chapa argumentando
que, cuando se producen grandes deformaciones plásticas, el volumen del material
prácticamente se conserva y la hipótesis de incompresibilidad del material produ-
ce unas diferencias despreciables en los resultados (Zhu, 2007). Alexandrov et ál.
(2006) asume la misma suposición, basada en las ecuaciones propuestas por Khan
y Huang (1995) para materiales incompresibles.

Para ilustrar el efecto que tiene la hipótesis de incompresibilidad del material en
régimen elástico en las ecuaciones, considérese un caso simple de material isótropo.
En esta situación, el comportamiento elástico viene dado por la ley de Hooke, que
en condiciones de tensión plana se expresa como:

σ1 =
E

1− ν2
(ε1 + νε2)

σ2 =
E

1− ν2
(ε2 + νε1)

(3.17)

Definiendo los parámetros α = σ2/σ1 y β = ε2/ε1, las ecuaciones anteriores per-
miten obtener las siguientes relaciones entre estos parámetros:

β =
α− ν

1− να
, α =

β + ν

1 + νβ
(3.18)

Estas expresiones son, en general, distintas a las que se obtienen del criterio de plas-
tificación para materiales isótropos de von Mises (Apéndice A, ecuaciones (A.6)),
obteniendo así una discontinuidad de los estados de tensión o deformación en el
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límite de transición elasto-plástico. La única excepción consiste precisamente en
tomar un valor ν = 1/2, desapareciendo así dicha discontinuidad y pudiendo abor-
darse la resolución analítica del problema.

En la formulación que se propone en esta tesis se extrapolan las conclusiones
del ejemplo anterior al caso de materiales anisótropos. Se asume así un modelo
de comportamiento elástico lineal ficticio, donde las relaciones entre los estados
de tensión/deformación (α y β) se determinan directamente del criterio de plas-
tificación. Presumiblemente, esta simplificación equivale a considerar un régimen
elástico incompresible y anisótropo, y donde los coeficientes de anisotropía son los
que se obtienen con grandes deformaciones (coeficientes de Lankford). En cual-
quier caso, como ya se ha comentado, los efectos del comportamiento elástico en
el problema que se trata en esta tesis son teóricamente despreciables en el instante
del fallo, donde se produce una gran deformación plástica. Esta afirmación ha sido
comprobada analizando los resultados experimentales tratados en el Capítulo 5,
que muestran que las predicciones del fallo son las mismas asumiendo el modelo
propuesto de comportamiento elasto-plástico y uno rígido-plástico. No obstante,
al ser el modelo elasto-plástico más realista, aporta un mejor entendimiento del
mecanismo de deformación, como se expone en los siguientes subapartados.

Finalmente, es interesante señalar que existen estudios teóricos que muestran
que el comportamiento elástico es relevante en la conformabilidad del material
en los procesos de doblado mediante flexión pura, cuando los radios de doblado
son pequeños y se producen, por tanto, grandes deformaciones (Hill, 1950). En
particular, Chakrabarty et ál. (2001) dedujo una solución rigurosa en un problema
de doblado elasto-plástico de una chapa con anisotropía normal, usando el criterio
de plastificación cuadrático de Hill (1979) y asumiendo condiciones de deformación
plana. El análisis de este autor muestra que la formulación es extremadamente
compleja, siendo necesario resolver las ecuaciones mediante métodos numéricos.

La influencia del régimen elástico en las operaciones de doblado con grandes
deformaciones no se debe al que se produce en los primeros instantes del doblado,
sino al que hay presente en el interior del material al aumentar la deformación, en
las fibras que sufren una carga inversa, y que es determinante en la precisa loca-
lización de la línea neutra. Como se comenta en el capítulo anterior, Alexandrov
et ál. (2006) obtiene en su análisis que, aunque la deformación elástica es despre-
ciable frente a la plástica, no ocurre lo mismo con la velocidad de deformación
en las proximidades de la línea neutra, como consecuencia del mayor gradiente de
tensión en esta región. No obstante, dado que en esta tesis se adopta la hipóte-
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sis de curvaturas moderadas, los problemas apuntados por estos autores no son
relevantes para los casos que se analizan en esta tesis.

3.2. Modelo de carga proporcional

La hipótesis de carga proporcional ha sido ampliamente usada en los análisis
del conformado de chapa en ausencia de gradientes de tensión y deformación en
el espesor. Esta hipótesis permite hacer uso de la teoría de deformación, la cual
no considera la historia de la deformación durante el conformado. Así, durante el
conformado, la relación entre las tensiones α = σ2/σ1 se considera que se mantiene
constante. En condiciones de tensión plana, una relación de tensiones α = cte. im-
plica una relación entre velocidades de deformaciones β = cte. (véase el Apartado
3.1.2). Además, al ser un proceso proporcional, β se puede expresar en términos
de las deformaciones como β = ε2/ε1. En la práctica, este modelo sencillo permite
analizar trayectorias lineales de la deformación en el DLC, las cuales son las que
en general se emplean para su determinación experimental.

El modelo de carga proporcional permite analizar en primera aproximación los
casos en los que hay presentes gradientes de deformación y tensión en el espesor
de la chapa, i.e. un conformado de chapa bajo acciones combinadas de tracción y
flexión. En el modelo aquí propuesto se supone que todas las fibras en el espesor
de la chapa sufren un proceso de carga/deformación proporcional, i.e. los valores
de α y β se mantienen constantes durante todo el conformado e iguales en toda
la sección. En estas situaciones se tiene que los esfuerzos axil y flector en las dos
direcciones principales en el plano de la chapa (véase Figura 3.1) cumplen las
siguientes relaciones:

N2

N1
=

M2

M1
= α (3.19)

3.2.1. Deformación y geometría de la porción elemental de
chapa

Dado un valor de β(α), la deformación menor se obtiene como ε2 = βε1. De
acuerdo a las ecuaciones (3.5) y (3.6), los parámetros que definen la deformación
menor (κ2 y τ2) pueden ser expresados como una función de los parámetros κ1, τ1
y β.

Es fácil demostrar que, si se consideraran distribuciones lineales de las deforma-
ciones en el espesor (como por ejemplo si se trabaja con deformaciones nominales o
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ingenieriles), entonces la condición β = cte. en cada fibra en el espesor de la chapa
se cumple sin dificultad. Sin embargo, al considerar deformaciones reales (logarít-
micas), más apropiadas en grandes deformaciones, en general se puede comprobar
que no es posible una misma β en todas las fibras. Para salvar este inconvenien-
te se deben establecer dos relaciones para κ2 y τ2 que aproximen la distribución
logarítmica de la deformación menor como ε2(ζ) ≈ βε1(ζ).

Como medida de compromiso se asumirá que la relación β = ε2/ε1 se cumple
con rigor en la superficie media (ζ = 0). Aplicando esta condición a las expresiones
(3.5) y (3.6) se deduce la primera relación entre parámetros:

ln
1

τ2
= β ln

1

τ1
⇒ τ2 = τβ1 (3.20)

La condición de conservación de volumen dada en (3.7) queda entonces expresada
en función de τ1 y β como:

τ = τ1+β
1 (3.21)

Por otro lado, dado que en particular se cumple ε2 = βε1 = 0, las fibras
indeformadas (ru,1 y ru,2) coinciden en el espesor, formando así una superficie
indeformada. La segunda relación entre parámetros consiste en establecer que la
distancia entre las superficies media e indeformada en un determinado punto de
la chapa sean iguales en las dos direcciones principales. Así se obtiene:

rm,2 − ru,2 = rm,1 − ru,1 ⇒ κ2 = κ1
1− τβ1
1− τ1

(3.22)

Como se puede observar, la consecuencia de suponer un valor β = cte. en el
espesor supone que la deformación de la chapa en un instante determinado está
gobernada solamente por dos variables independientes: κ1 y τ1. Las otras dos
variables (κ2 y τ2) se pueden calcular mediante las expresiones dadas en (3.20) y
(3.22). La distribución de la deformación menor se obtiene por ε2(ζ) ≈ βε1(ζ), o
bien a partir de κ2 y τ2 mediante la ecuación (3.6).

Ya se empleen deformaciones simplificadas (lineales) o más realistas (logarít-
micas), el análisis anterior establece que bajo carga proporcional las curvaturas en
ambas direcciones en el plano de la chapa no son independientes, sino que depen-
den de las condiciones de deformación, i.e. del valor de β. La Figura 3.3 muestra la
forma de la superficie media deformada en tres situaciones distintas: deformación
equi-biaxial (β = 1), deformación plana (β = 0) y deformación por cortante puro
(β = −1, espesor constante). Se puede observar que en deformación equi-biaxial y
en deformación plana se obtienen, respectivamente, geometría esférica y cilíndrica.
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En condiciones de deformación biaxial (0 < β < 1) la superficie media de la chapa
presenta una geometría intermedia entre el cilindro y la esfera, en forma de elip-
soide de revolución. En el caso de valores negativos de β, la geometría de la chapa
deformada presenta curvatura anticlástica, i.e. las curvaturas en dos direcciones
perpendiculares son de distinto signo.

�=0

�2=0

�

�

=1

�2= 1

�

� �

=-1

/�2=- 1 1

Figura 3.3: Relaciones entre las curvaturas de la superficie media para distintos valores
de β.

3.2.2. Patrones de tensiones

La variable que gobierna la curvatura de la chapa (κ1) estará lógicamente
relacionada con los momentos flectores (M1 y M2 = αM1). Asimismo, la reducción
del espesor, gobernada por la variable τ1, dependerá de los esfuerzos de tracción
aplicados (N1 y N2 = αN1). Así, para un valor dado del parámetro β(α), las
distintas combinaciones de N1 y M1 producen diferentes combinaciones de κ1 y
τ1 y, por consiguiente, distintas distribuciones de deformación en el espesor. Para
establecer las relaciones entre las deformaciones y las fuerzas externas es necesario
recurrir a la ley de comportamiento del material. La formulación matemática que
se muestra a continuación amplía el análisis realizado por El-Domiaty y Shabaik
(1984) y El-Domiaty et ál. (1996).

La tensión principal mayor se obtiene de (3.9) como:

σ1 =
σeq

ϕ(α)
(3.23)

Considerando la independencia de la historia de deformación, y dado que se con-
sidera que las componentes elásticas y plásticas están gobernadas por las mismas
relaciones, la deformación equivalente en un estado elástico-plástico general se
obtiene de (3.15) como:

εeq = ρ(β)ε1 (3.24)
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Sustituyendo (3.23) y (3.24) en la ley de comportamiento dada en (3.8) se obtiene
la siguiente relación entre σ1 y ε1, válida sólo para procesos de carga proporcional:

σ1 =

{
E′(α)ε1 (σ1 ≤ σ1,Y )

K ′(α)εn1 (σ1 > σ1,Y )
(3.25)

siendo σ1,Y = σ0/ϕ(α) la tensión principal máxima en el límite elástico y E′

y K ′ unas constantes que dependen del material y del estado tensional y cuyas
expresiones vienen dadas por:

E′(α) = E
ρ(β)

ϕ(α)
, K ′(α) = K

ρn(β)

ϕ(α)
(3.26)

Teniendo en cuenta (3.5) y (3.25), los gradientes de tensiones principales en el
espesor (σ1 y σ2 = ασ1) puedes ser expresados en función de las variables κ1 y
τ1. Nótese que en el actual modelo de carga proporcional, las ecuaciones ponen de
manifiesto que la superficie neutra (i.e. la superficie donde se cumple σ1 = σ2 = 0)
coincide con la indeformada (ε1 = ε2 = 0).

Dado que cada fibra localizada en ζ tiene su propia deformación y su propia
tensión, pueden coexistir en el espesor fibras en estado elástico y en estado plástico
de forma simultánea. Según la combinación de κ1 y τ1, la distribución de tensión
σ1(ζ) en el espesor puede presentar uno de los siguientes patrones (Figura 3.4)
(El-Domiaty y Shabaik, 1984):

t/2 t/2 t/2 t/2

t/2
d d d

c c

c

PE PPE PPEP PP

Figura 3.4: Posibles patrones de tensiones en el espesor en un proceso de carga propor-
cional.

1. Una distribución de tensiones completamente elástica (patrón PE), es decir,
todo el espesor de la chapa está deformado elásticamente.

2. Una distribución de tensiones con plastificación parcial en la cara externa de
la chapa (patrón PPE).
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3. Una distribución de tensiones donde las fibras en ambas caras de la chapa
están plastificadas. Este patrón puede tener dos posibilidades ya que la plas-
tificación puede ser de signo opuesto (tracción y compresión) a ambos lados
de la superficie neutra, y por tanto con una región interna en régimen elás-
tico (patrón PPEP ), o del mismo signo (tracción) en toda la chapa (patrón
PP ).

En la Figura 3.4, d = rm,1 − rn,1 es la distancia de la superficie neutra a la
superficie media de la chapa y c = r0 − rn,1 es la distancia de la superficie neutra
a la fibra en el límite elasto-plástico, siendo r0 el radio de esta última fibra. Estos
dos parámetros y el espesor t son utilizados por El-Domiaty y Shabaik (1984) para
identificar los límites de integración en las expresiones del axil y del flector bajo
condiciones de deformación plana, y caracterizar así los patrones de tensiones.
Las condiciones de transición entre los tres patrones de distribución de tensiones
definidos anteriormente se pueden expresar como una relación entre c, d y t como:

c = t/2 + d : transición entre los patrones PE y PPE (i.e. el instante en el que la
cara externa de la chapa plastifica).

c = t/2− d : transición entre los patrones PPE y PPEP (i.e. el instante en el que
la cara interna de la chapa plastifica a compresión), o transición entre los
patrones PPE y PP (i.e. el instante en el que la cara interna de la chapa
plastifica a tracción, quedando la línea neutra por debajo del material).

Existe una relación biunívoca entre las parejas de parámetros κ1-τ1 y c-d, de
manera que la elección de una u otra es sólo cuestión de conveniencia. Se puede
cambiar de pareja de parámetros fácilmente mediante:

κ1 =
t

d+
c

eε1,Y (β) − 1

, τ1 =

c

eε1,Y (β) − 1

d+
c

eε1,Y (β) − 1

(3.27)

o bien el cambio inverso:

c =
τ1
κ1

(
eε1,Y (β) − 1

)
t , d =

1− τ1
κ1

t (3.28)

siendo ε1,Y la deformación principal mayor en el límite elástico.
Dado que los límites de transición entre los patrones de tensiones vienen de-

terminados por la condición de plastificación en las fibras externa e interna de la
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chapa, cuya deformación es, respectivamente,

ε1,out = ε1(ζ = 1/2) = ln
1 + κ1/2

τ1

ε1,in = ε1(ζ = −1/2) = ln
1− κ1/2

τ1

(3.29)

se pueden definir los límites de transición entre los patrones de tensiones mediante
una simple relación entre los parámetros κ1 y τ1 y la deformación principal mayor
al alcanzarse la plastificación del material (ε1,Y (β)) de la siguiente forma:

PE → PPE : ε1,out = ε1,Y (β) ⇒ τ1 = (1 + κ1/2)e−ε1,Y (β)

PPE → PPEP : ε1,in = −ε1,Y (β) ⇒ τ1 = (1− κ1/2)eε1,Y (β)

PPE → PP : ε1,in = ε1,Y (β) ⇒ τ1 = (1− κ1/2)e−ε1,Y (β)

(3.30)

0,5 1 1,5 20

0,5

1

�	

PE

PPE

PPEP

PP

Figura 3.5: Rango de cada patrón de tensiones en el plano κ1-τ1.

La Figura 3.5 muestra gráficamente estos límites de transición en el plano κ1-τ1.
El rango de posibles valores de la curvatura relativa de la superficie media (κ1) va
desde 0 hasta el valor límite de curvatura máxima (κ1 = 2), correspondiente al caso
en el que la chapa se dobla sobre sí misma, i.e. cuando el radio interior de la chapa
es nulo, característica típica en las operaciones de dobladillo (hemming). Asimismo,
el rango de posibles valores de la contribución en la reducción del espesor relativo
de la chapa en la dirección de mayor deformación (τ1) va desde 1 como valor inicial
a 0 como valor extremo final. Para poder apreciar la forma de las distintas regiones,
en la figura se ha considerado un material con una deformación principal máxima
en el límite elástico intencionadamente exagerada (ε1,Y = 0,1). Para valores más
pequeños y realistas de ε1,Y , el patrón PE queda confinado en la esquina superior
izquierda de la gráfica.
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3.2.3. Evolución axil-flector. Diagrama MN

A partir de las distribuciones de tensiones σ1(ζ) y σ2(ζ) = ασ1(ζ), los esfuerzos
axiles y los momentos flectores, por unidad de longitud, se calculan mediante las
siguientes integrales:

N1 =

∫ 1/2

−1/2

σ1(ζ)dζ , N2 = αN1 (3.31)

M1 =

∫ 1/2

−1/2

σ1(ζ)ζdζ , M2 = αM1 (3.32)

En forma adimensional, el axil y el flector en la dirección 1 se expresan como:

n1 =
t

N1,Y

∫ 1/2

−1/2

σ1(ζ)dζ (3.33)

m1 =
t2

M1,Y

∫ 1/2

−1/2

σ1(ζ)ζdζ (3.34)

donde N1,Y es el esfuerzo axil elástico máximo, i.e. el axil correspondiente a una
tracción pura biaxial con la misma constante de proporcionalidad de carga (α), que
consigue que todas las fibras alcancen justo el límite elástico, y M1,Y es el momento
flector elástico máximo, i.e. el momento flector debido a una flexión pura biaxial
con la misma α, que consigue que las fibras externa e interna alcancen justo el
límite elasto a tracción y a compresión, respectivamente. Ambos esfuerzos están
expresados por unidad de ancho.

El esfuerzo axil elástico máximo (N1,Y ) puede calcularse mediante la expresión
N1,Y = σ1,Y (α) tN , donde tN es el espesor final de la chapa en el proceso de
tracción pura biaxial. Dicho espesor se puede estimar fácilmente a partir de la
deformación transversal en la chapa:

ε3 = ln
tN
t0

= −(1 + β) ε1,Y (β) (3.35)

En la práctica, el valor de la deformación límite elástica (ε0, y en particular
ε1,Y = ε0/ρ(β)) es muy pequeño, de modo que se puede suponer que el espe-
sor prácticamente no varía durante la tracción elástica (tN ≈ t0). Por tanto, el
esfuerzo axil elástico máximo se puede aproximar por la expresión:

N1,Y ≈ σ1,Y (α) t0 (3.36)

Análogamente, el momento flector elástico máximo (M1,Y ) puede calcularse
mediante la expresión M1,Y = σ1,Y (α) t

2
M/6, donde tM es el espesor de la chapa
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al final del proceso de flexión elástica pura biaxial. Por motivos análogos al caso
anterior, es también posible hacer tM ≈ t0, de manera que el momento flector
elástico máximo queda como:

M1,Y ≈ σ1,Y (α) t
2
0

6
(3.37)

Sustituyendo (3.36) y (3.37) en (3.33) y (3.34), los esfuerzos adimensionales
quedan como:

n1 =
τ

σ1,Y

∫ 1/2

1−/2

σ1(ζ)dζ (3.38)

m1 =
6τ2

σ1,Y

∫ 1/2

1−/2

σ1(ζ)ζdζ (3.39)

donde τ = t/t0 es la reducción del espesor. Dentro de las integrales, la tensión σ1

en cada fibra tomará una de las dos expresiones dadas en (3.25).
A modo de ejemplo, si se considera la distribución de tensiones correspondiente

al patrón PPEP , donde coexisten fibras en estado elástico y fibras plastificadas a
compresión y a tracción, el axil adimensional tomaría la forma:

n1 =
τ

σ1,Y

(∫ ζY −

−1/2

K ′(−ε1)
ndζ +

∫ ζY +

ζY −
E′ε1dζ +

∫ 1/2

ζY +

K ′εn1dζ

)
(3.40)

siendo ζY − y ζY + las posiciones de las fibras en el límite elástico a compresión y
tracción, respectivamente. Éstas se calculan como:

ε1(ζY −) = −ε1,Y (β) ⇒ ζY − =
τ1
κ1

e−ε1,Y (β)−1 (3.41)

ε1(ζY +) = ε1,Y (β) ⇒ ζY − =
τ1
κ1

eε1,Y (β)−1 (3.42)

Si no se tiene en cuenta la variación del espesor, como ocurre en ocasiones,
los esfuerzos adimensionales vendrán dados por las expresiones (3.38) y (3.39) con
τ = 1. En esta situación, dado que para un determinado β la distribución de ten-
siones σ1 se puede expresar en términos de κ1 y τ1, existirá una relación biunívoca
entre esta pareja de parámetros y los esfuerzos adimensionales n1 y m1. Así, las
transiciones entre los distintos patrones de tensiones se pueden expresar en el plano
n1-m1 de forma análoga al plano κ1-τ1. Esta representación, denominada diagra-
ma flector-axil o diagrama MN, se muestra esquemáticamente en la Figura 3.6.
El diagrama MN mostrado en la figura es análogo al obtenido por El-Domiaty y
Shabaik (1984) en condiciones de deformación plana, los cuales no consideraron la
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Figura 3.6: Diagrama MN sin considerar la reducción de espesor.

reducción del espesor de la chapa durante el proceso de conformado. A modo ilus-
trativo, se representa la distribución de deformaciones y tensiones representativa
de cada rango. La figura muestra también, mediante una curva de trazo grueso, el
límite de conformado propuesto por los mencionados autores, quienes supusieron
que la estricción localizada se produce cuando la cara externa de la chapa alcanza
un valor límite de deformación (ε1,out = ε1,neck).

Si de manera más realista se considera el cambio en el espesor, cuando la de-
formación de la chapa comienza a ser grande las cargas aplicadas pueden alcanzar
un máximo y posteriormente decrecer, debido al adelgazamiento que sufre el espe-
sor de la chapa. Esto implica que, cuando el estirado es suficientemente severo, la
chapa puede perder su capacidad de soportar la carga al alcanzar una condición
de inestabilidad. En esta situación, los esfuerzos adimensionales n1 y m1 definidos
en (3.38) y (3.39) no permiten discernir si la carga aplicada es previa o posterior a
la máxima. Desde el punto de visto matemático, este hecho implica que no existe
una relación biunívoca entre las parejas de parámetros κ1-τ1 y n1-m1, cosa que
sí ocurre en el trabajo de El-Domiaty y Shabaik (1984), donde no se considera
la reducción de espesor. Este inconveniente puede ser solventado adoptando los
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Figura 3.7: Diagrama MN esquemático en el modelo proporcional, considerando la re-
ducción de espesor.

siguientes esfuerzos adimensionales modificados:

ν1 =
n1

τ
=

1

σ1,Y

∫ 1/2

1−/2

σ1(ζ)dζ (3.43)

μ1 =
m1

τ2
=

6

σ1,Y

∫ 1/2

1−/2

σ1(ζ)ζdζ (3.44)

Como se puede apreciar en estas expresiones, ν1 y μ1 dependen únicamente de
la distribución de tensiones y son independientes del espesor de la chapa. Además,
evidentemente, si se desprecia la reducción de espesor, entonces ν1 = n1 y μ1 = m1,
coincidiendo así con el análisis de El-Domiaty y Shabaik (1984). Por consiguiente,
el diagrama MN propuesto por estos autores sigue siendo válido, pero tomando las
variables ν1-μ1 en vez de n1-m1, tal y como muestra la Figura 3.7.

El diagrama MN de la Figura 3.7 muestra también algunas curvas isoparamé-
tricas κ1 = cte. y τ1 = cte. Nótese que el caso κ1 = 2 corresponde al caso límite
de máxima curvatura descrito en el apartado anterior. Las curvas τ1 = cte. son
también curvas de espesor constante debido a la relación τ = τ1+β

1 dada en (3.21).
Nótese en el diagrama cómo un proceso de tracción pura (evolución a lo largo
del eje μ1 = 0) no produce curvatura (las curvas κ1 = cte. se hacen paralelas al
eje de abscisas) pero sí reduce el espesor. Asimismo, un proceso de flexión pura
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(evolución a lo largo del eje ν1 = 0) produce un efecto considerable en la curvatura
y una reducción de espesor muy pequeña.

En resumen, dados los parámetros que definen la geometría de la chapa defor-
mada (β y las 2 variables independientes κ1 y τ1), los posibles patrones de tensiones
en el espesor se pueden representar en un diagrama ν1-μ1 o diagrama MN como
el de la Figura 3.7. Como se verá en el capítulo siguiente, el criterio de fallo por
estricción localizada propuesto por El-Domiaty y Shabaik (1984) no es apropiado.
Así, el diagrama MN será modificado para incluir los fallos por estricción localizada
y fractura de una manera más acorde con la evidencia experimental.

3.2.4. Aplicabilidad del modelo de carga proporcional

El modelo propuesto de carga proporcional permite analizar un proceso de con-
formado de chapa sometido a una combinación de esfuerzos biaxiales de tracción y
flexión, y donde la evolución de los estados de deformación y tensión de todas las
fibras en el espesor pueda ser aproximada por trayectorias lineales. Además, por la
hipótesis de tensión plana, los radios de curvatura alcanzados en estos procesos no
deberían superar 4 ó 5 veces el espesor de la chapa para que el modelo sea válido.

Las formas de la chapa deformada predichas por el modelo de carga proporcio-
nal, en concreto en condiciones de deformación biaxial (0 < β ≤ 1), se ajustan bien
en los ensayos de abombamiento mediante hidroconformado (bulge tests). En estos
ensayos, la chapa se sujeta mediante un prensachapas o matriz con una abertura
en general circular (β = 1) o elíptica (β < 1) (también hay ensayos con aberturas
cuadradas y rectangulares). La chapa se abolla a través de la presión ejercida sobre
un fluido, normalmente aceite, adoptando una forma de elipsoide de revolución,
cuyas dimensiones dependen de la abertura de la matriz y del nivel de deformación
alcanzado (Figura 3.8). Para que el modelo de carga proporcional sea aplicable a
este tipo de operaciones, además se tiene que mantener constante la relación entre
tensiones (α = σ2/σ1). Rees (1995) analizó el flujo plástico desarrollado en ensayos
con aberturas elípticas de distintas relaciones entre los semiejes mayor y menor.
Usó chapas laminadas de diferentes materiales de aproximadamente 1 mm de es-
pesor y aberturas de la matriz de al menos 20 mm de semieje menor, pudiendo
así despreciar la tensión transversal en el espesor. Según este autor, la relación en-
tre tensiones (α) se mantiene sensiblemente constante, reduciéndose ligeramente
conforme aumenta la deformación. Observó que pequeñas variaciones en α produ-
cen variaciones mayores en la relación entre velocidades de deformación (β), de
manera que esta última relación no puede considerarse constante para valores de
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A

B

Figura 3.8: Resultados en ensayos de abombamiento mediante hidroconformado (Rees,
1995).

A/B > 1,3, siendo A y B los semiejes mayor y menor de la elipse. Según los resul-
tados de Rees, el modelo proporcional reproduciría satisfactoriamente los ensayos
de abombamiento elípticos con 1 < A/B ≤ 1,3.

No se ha encontrado en la literatura ningún estudio de ensayos de abolladura
u operaciones de hidroconformado similares que analicen el efecto del gradiente de
deformación en la conformabilidad de chapa. En todos los casos mantienen relacio-
nes altas de radios de curvatura frente a espesor, siendo los esfuerzos de membrana
predominantes. El modelo propuesto de carga proporcional podría usarse para ana-
lizar situaciones donde la flexión ejerciera una mayor influencia. Así, por ejemplo,
una expresión muy utilizada en los análisis simplificados en los ensayos de abo-
lladura es la condición de equilibrio radial en la cima de la probeta (Rees, 1995;
Gutscher et ál., 2004), que asumiendo esfuerzos de membrana se expresa como:

σ1

R1
+

σ2

R2
=

p

t
(3.45)

donde R1 y R2 son los radios de curvatura en la cara interna de la chapa en las
dos direcciones principales, y p es la presión ejercida por el fluido sobre la chapa.
La expresión análoga que se obtiene con el modelo proporcional es:

κ1

∫ 1/2

−1/2

σ1(ζ)dζ + κ2

∫ 1/2

−1/2

σ2(ζ)dζ =
(
1− κ1

2

)(
1− κ2

2

)
p (3.46)
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Es fácil comprobar que esta expresión coincide con (3.45) para pequeñas cur-
vaturas. Así, sustituyendo κi = t/rm,i en el primer miembro de la expresión y
considerando κi 
 1 en el segundo se tiene:

t

rm,1

∫ 1/2

−1/2

σ1dζ +
t

rm,2

∫ 1/2

−1/2

σ2dζ = p (3.47)

Cuando las curvaturas son pequeñas, los radios de las superficies media e interna
prácticamente coinciden (rm,i ≈ Ri) y las distribuciones de tensiones son prácti-
camente uniformes (

∫
σidζ = σi), obteniéndose así la misma expresión dada en

(3.45).

Por otro lado, los estudios sobre el efecto de la flexión en la conformabilidad
de chapas metálicas se han apoyado habitualmente en resultados experimentales
obtenidos de ensayos de estirado con punzones hemiesféricos o cilíndricos (e.g.
ensayos ASBT) (Keeler, 1968; Goodwin, 1968; Melbourne et ál., 1973; Ghosh y
Hecker, 1974; Charpentier, 1975; Uko et ál., 1977; Demeri, 1981b,a; Col, 2002,
2005; Sadagopan et ál., 2003; Sriram et ál., 2003; Tharrett y Stoughton, 2003a,b;
Yoshida et ál., 2005; Col y Balan, 2007; Emmens y van den Boogaard, 2008, 2010;
Hora y Tong, 2008; Huang et ál., 2008; Kitting et ál., 2008, 2009a,b; Stoughton,
2008; Schleich et ál., 2009; Kruijf et ál., 2009). Todos estos trabajos asumen implí-
cita o explícitamente que la carga es proporcional, aparentemente justificado por
el movimiento gradual del punzón. En este tipo de ensayos la chapa se somete a
esfuerzos combinados de tracción y flexión (stretch-bending) y, a priori, el mode-
lo propuesto de carga proporcional podría ser usado para analizar los resultados
experimentales. Sin embargo, se ha comprobado que, en general, existen discre-
pancias significativas al comparar las predicciones del modelo con los resultados
experimentales.

Así, salvo en casos muy concretos, el modelo propuesto de carga proporcional
predice unas curvaturas distintas a las observadas en los ensayos. En efecto, en
la práctica no se observan las curvaturas anticlásticas predichas por el modelo en
condiciones de deformación con β < 0 (véase la Figura 3.3, pág. 102), ni tampoco se
obtienen, en general, formas de elipsoides de revolución con β > 0. Con un punzón
cilíndrico (κ2 = 0), la única excepción donde el modelo de carga proporcional
predice bien la forma de la chapa deformada es el caso de deformación plana
(β = 0) y, con un punzón hemiesférico (κ2 = κ1), la única excepción es el caso de
deformación equi-biaxial (β = 1). Además, la no proporcionalidad de la carga se
deduce también por otro fenómeno descrito por algunos autores, que observaron
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en los ensayos una compresión inicial del material en la cara interna de la chapa, en
contacto con el punzón, antes de producirse el alargamiento generalizado de toda la
sección (Uko et ál., 1977; Tharrett y Stoughton, 2003a). Este comportamiento del
material indica que la flexión predomina sobre la tracción en los primeros instantes
del ensayo, invirtiéndose la tendencia posteriormente.

De las observaciones anteriores se deduce que el proceso de carga en los ensayos
de estirado con punzón no es proporcional y que, por tanto, el modelo propuesto
no es el más idóneo para estas operaciones. En el siguiente apartado se aborda el
desarrollo de un modelo más adecuado a este tipo de procesos.

3.3. Modelo flexión-tracción en dos pasos

Como se acaba de discutir, los ensayos de estirado con punzón han sido utiliza-
dos muy frecuentemente en el estudio del efecto de la flexión en la conformabilidad
de chapas, considerando normalmente la hipótesis de carga proporcional en los
análisis. Como se expone en el Capítulo 1, dicha hipótesis ha sido usada profusa-
mente en operaciones en el plano de la chapa, planteando criterios de fallo que no
consideran la influencia de la flexión. En la práctica, sin embargo, la existencia de
estados de carga no proporcionales es inherente a la mayoría de las operaciones
de conformado de chapa, siendo aún más acusada en presencia de gradientes de
tensión/deformación en el espesor.

En un ensayo de estirado con punzón, el punzón realiza un simple movimiento
de traslación. Desde este punto de vista, se puede inferir que la carga externa, i.e. la
fuerza que ejerce el punzón, se aplica de forma proporcional. Sin embargo, esto no
implica que toda la chapa esté sometida a los mismos esfuerzos, ni que la evolución
de éstos sea proporcional. En efecto, los esfuerzos son de compresión transversal
sólo en la zona de contacto con el punzón, de tracción en toda la chapa y de flexión
solamente en las regiones donde la chapa se dobla, i.e. en las zonas de contacto
con el punzón y las adyacentes al prensachapas. Así, para que los resultados del
ensayo sean válidos para el estudio de la flexión, el fallo debe producirse en la
zona de contacto chapa-punzón, i.e. en una región donde la chapa queda doblada
y cuya curvatura pueda medirse o calcularse. En esta zona de interés existe, por
tanto, una combinación de esfuerzos que inducen, en general, una evolución no
proporcional del estado de tensión/deformación del material.

La no proporcionalidad de los esfuerzos en el estirado con punzón se deduce
de la evidencia experimental. En el análisis del apartado anterior se obtuvo una
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Figura 3.9: Evolución de la deformación en un ensayo de estirado con punzón y gradientes
de deformación en el espesor en dos instantes.

restricción en la geometría de la chapa deformada para que la carga sea propor-
cional (α y β constantes), dada por unas relaciones entre la curvatura y el espesor
(ecuaciones (3.21) y (3.22)). Es fácil demostrar que esta restricción no se aprecia en
la práctica, dado que se puede alcanzar la misma reducción de espesor utilizando
punzones de radios diferentes.

Además, como ya se ha comentado anteriormente, algunos autores han obser-
vado una compresión longitudinal inicial que confirma que el estirado con punzón
no es un proceso de carga proporcional (Uko et ál., 1977; Tharrett y Stoughton,
2003a). Este hecho se aprecia en la Figura 3.9, donde se muestra la evolución de
la deformación en las caras externa e interna de la chapa, en un diagrama de de-
formaciones en el plano, elaborado a partir de los resultados experimentales de un
ensayo ASBT de Uko et ál. (1977) (véase la Figura 2.2, pág. 45). El ensayo fue
realizado en una chapa de acero de alta resistencia de 5,26 mm de espesor, usando
un punzón cilíndrico de 19 mm de radio. Como se puede apreciar, la deformación
longitudinal (ε1) es siempre de tracción en la cara externa, pero en la cara interna
es inicialmente de compresión, estableciéndose bruscamente un gradiente en el es-
pesor. Superada la compresión inicial, ambas trayectorias convergen y la severidad
del gradiente tiende a disminuir de forma paulatina, presumiblemente como con-
secuencia del efecto dominante de la tracción. La figura también muestra de forma
esquemática las distribuciones de ε1 y ε2 en el espesor al final de la compresión y
en el instante final. Nótese que el acortamiento lateral (ε2) es aproximadamente
uniforme en el espesor, debido presumiblemente a la forma cilíndrica del punzón,
que sólo genera curvatura en la dirección longitudinal de la chapa.
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Figura 3.10: Evolución de la deformación en el modelo flexión-tracción en dos pasos.

En el modelado de procesos de carga proporcional es habitual usar la teoría
de deformación. En cambio, en procesos de carga no proporcional se requiere
trazar la historia de deformación y es necesario, por tanto, recurrir a la teoría
del flujo plástico. En general, estos problemas se resuelven de forma incremental,
habitualmente mediante métodos numéricos, siguiendo la trayectoria de carga o
de deformación preestablecida. No obstante, si las trayectorias no son demasiado
complejas, en ocasiones es posible obtener soluciones analíticas.

El nuevo modelo que se propone se basa en las evidencia experimental que
muestra que la flexión predomina en las primeras etapas de los ensayos y poste-
riormente es la tracción la que ejerce una mayor influencia. En base a estas obser-
vaciones, y con el objetivo de simplificar el análisis en la búsqueda de soluciones
analíticas, se plantea un modelo de carga compuesto por dos procesos consecutivos,
donde cada uno de ellos constituye en sí mismo una carga proporcional (Figura
3.10):

1. Una primera etapa de flexión pura en las dos direcciones principales del plano
de la chapa, hasta el instante en que la cara interna de la chapa adquiere la
curvatura impuesta por el punzón. Se asume que el espesor no varía en esta
etapa, de manera que la geometría de la chapa deformada queda caracteriza
por la curvatura.

2. Una segunda etapa de tracción biaxial hasta el fallo del material. La curva-
tura de la chapa queda fijada por la forma del punzón, siendo el espesor el
parámetro geométrico que caracteriza el conformado en esta etapa.
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De acuerdo con el nuevo modelo propuesto, el primer paso consiste en una
flexión biaxial pura. Dado que esta primera etapa consiste en un proceso de carga
monótono e incremental, la evolución de las deformaciones y de las tensiones es
independiente del camino de carga. Por tanto, se puede considerar el mismo análisis
planteado en el modelo de carga proporcional del apartado anterior, despreciando
ahora los efectos de los esfuerzos de tracción. Como consecuencia de la hipótesis
adoptada de curvaturas moderadas, el espesor no varía. Así, la relación entre las
velocidades de deformación (βM ) y, por tanto, la relación entre las tensiones (αM ),
se mantienen constantes y del mismo valor en todas las fibras de la sección. La
Figura 3.10 muestra de forma esquemática las trayectorias lineales de deformación
en esta etapa de las caras externa (alargamiento) e interna (acortamiento) de la
chapa, siendo la pendiente βM la misma para todas las fibras en el espesor. Los
momentos flectores en ambas direcciones cumplen, por tanto, la siguiente relación:

M2

M1
= αM (3.48)

La evolución de la tracción biaxial se modela asumiendo que las curvaturas de
la cara interna de la chapa coinciden con las del punzón y mantienen, por tanto,
un valor constante. De forma análoga al primer paso de flexión, esta segunda etapa
o etapa de tracción se modela como un proceso de carga proporcional, con unas
relaciones entre velocidades de deformación (βN ) y entre tensiones (αN ) constantes
en todo el espesor. Sin embargo, como se demuestra más adelante, esto no es posible
debido al gradiente de deformación/tensión que se produce en el paso previo de
flexión. En efecto, las mencionadas relaciones no pueden ser las mismas en cada
fibra de la chapa, existiendo una variación en el espesor: βN (ζ) y αN (ζ). Como
medida de compromiso, se asumirá que durante la tracción estos parámetros se
mantienen constantes en la superficie media de la chapa (ζ = 0). La Figura 3.10
muestra las trayectorias de deformación en esta etapa de las superficies externa,
media e interna de la chapa. Nótese que las trayectorias de todas las fibras tienden
a converger a la de la superficie media, como consecuencia de la reducción del
espesor.

Además, debido a la compresión inicial y posterior tracción que sufren las fibras
en la cara interna de la chapa, se produce una inversión de la carga en dichas fibras.
Esta inversión no es relevante cuando se usan punzones con radios grandes, pero en
caso contrario su efecto puede ser determinante en el comportamiento del material
y debe, por tanto, ser convenientemente tenida en cuenta. Para modelar dicha
inversión, se asume un endurecimiento cinemático del material, permitiendo así
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considerar el efecto Bauschinger.

3.3.1. Evolución de las deformaciones

Considérese el primer paso de flexión pura. Dado que el espesor no se reduce
(τ = 1), la superficie media de la chapa no se deforma (i.e. τ1 = τ2 = 1). Así, las
distribuciones de deformación en el espesor dadas en (3.5) y (3.6) se reducen a las
siguientes expresiones:

εM1 (ζ) = ln(1 + κM
1 ζ) (3.49)

εM2 (ζ) = ln(1 + κM
2 ζ) (3.50)

donde el superíndice M indica un instante durante la etapa de flexión. Como se
puede observar, κM

1 y κM
2 son las únicas variables independientes que definen la

geometría de la chapa deformada. Sean κMN
1 y κMN

2 los valores de dichas variables
en el instante final del proceso de flexión, donde el superíndice MN indica la
transición entre los dos pasos del modelo. Dichas curvaturas están relacionadas
directamente con las curvaturas del punzón y el espesor de la chapa. En particular,
éstas quedan como:

κMN
1 =

t0
R1 + t0/2

, κMN
2 =

t0
R2 + t0/2

(3.51)

siendo t0 el espesor inicial de la chapa y donde R1 y R2 son los radios del punzón
o de la cara interna de la chapa al final del proceso de flexión.

Teniendo en cuenta (3.51), las deformaciones εMN
1 y εMN

2 al final del primer
paso se obtienen de (3.49) y (3.50) como:

εMN
1 (ζ) = ln(1 + κMN

1 ζ) (3.52)

εMN
2 (ζ) = ln(1 + κMN

2 ζ) (3.53)

Atendiendo a la proporcionalidad de este primer paso, la relación entre veloci-
dades de deformación (βM ) se puede expresar como:

βM =
dεM2
dεM1

=
εMN
2

εMN
1

=
ln(1 + κMN

1 ζ)

ln(1 + κMN
2 ζ)

(3.54)

Asimismo, si se emplea la hipótesis de curvaturas moderadas (κMN
i ζ 
 1), la

expresión anterior puede ser aproximada como:

βM ≈ κMN
2

κMN
1

=
rMN
m,1

rMN
m,2

(3.55)
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donde rMN
m,1 y rMN

m,2 son los radios de la superficie media de la chapa al final de
la etapa de flexión. Al igual que antes, resulta conveniente usar los radios de
curvatura de la cara interna de la chapa, que coinciden con los del punzón en el
instante considerado (R1 y R2), en vez de los de la superficie media. Así, la relación
anterior se puede expresar también como:

βM ≈ R1 + t0/2

R2 + t0/2
(3.56)

Esta expresión permite estimar βM durante el paso de flexión a partir de datos
exclusivamente geométricos (R1, R2 y t0), así como calcular la relación de tensiones
principales αM (βM ).

Siguiendo el actual modelo, el proceso de flexión es seguido por un proceso
de tracción. Los radios de curvatura de la cara interna se mantienen constantes e
iguales a R1 y R2 durante este segundo paso, mientras que el espesor se reduce (i.e.
τ se irá haciendo menor que 1). La deformación de las fibras seguirá un camino
diferente al del proceso de flexión (véase la Figura 3.10).

De las expresiones (3.5) y (3.6), la evolución de los diferenciales de deformación
puede ser expresada mediante:

dεN1 (ζ) =
∂εN1
∂κN

1

dκN
1 +

∂εN1
∂τ1

dτ1 =
ζdκN

1

1 + κN
1 ζ

− dτ1
τ1

(3.57)

dεN2 (ζ) =
∂εN2
∂κN

2

dκN
2 +

∂εN2
∂τ2

dτ2 =
ζdκN

2

1 + κN
2 ζ

− dτ2
τ2

(3.58)

donde el superíndice N indica ahora un instante genérico durante la etapa de
tracción. La relación entre las velocidades de deformación se define entonces como:

βN (ζ) =
dεN2 (ζ)

dεN1 (ζ)
=

ζdκN
2 /(1 + κN

2 ζ)− dτ2/τ2

ζdκN
1 /(1 + κN

1 ζ)− dτ1/τ1
(3.59)

donde ahora la evolución del gradiente βN (ζ) depende de la historia de carga,
i.e. del final del estado previo de flexión. Como se ha discutido previamente, el
valor de αN (ζ), y por tanto el valor de βN (ζ), no pueden ser los mismos para
todas las fibras, debido a la reducción de espesor. Siguiendo los razonamientos
previos, se tomará como valor característico de βN (ζ) durante la tracción el valor
correspondiente al de la superficie media, el cual se asume constante durante todo
el segundo paso:

βN := βN (ζ = 0) =
dτ2/τ2
dτ1/τ1

(3.60)
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Esta expresión permite relacionar las relaciones τ1 y τ2 en función de la relación
de deformaciones media βN . En efecto, haciendo la derivada de la expresión de la
reducción de espesor adimensional τ = τ1τ2, dada en (3.7), se obtiene:

dτ

τ
=

dτ1
τ1

+
dτ2
τ2

(3.61)

Sustituyendo (3.60) en (3.61) e integrando se obtiene:

τ1(τ) = τ
1

1+βN (3.62)

τ2(τ) = τ
βN

1+βN (3.63)

Por otro lado, las curvaturas relativas de la superficie media (κN
1 y κN

2 ) también
se pueden expresar en función de τ como sigue:

κN
1 (τ) =

t

R1 + t/2
=

τ

R1/t0 + τ/2
(3.64)

κN
2 (τ) =

t

R2 + t/2
=

τ

R2/t0 + τ/2
(3.65)

Como se puede observar en las ecuaciones (3.62), (3.63), (3.64) y (3.65), durante el
proceso de tracción la única variable independiente es la reducción de espesor (τ).
Introduciendo dichas expresiones en (3.57) y (3.58) los diferenciales de deformación
se pueden expresar como:

dεN1 (ζ) =

(
ζ

1 + κN
1 ζ

dκN
1

dτ
− 1

τ1

dτ1
dτ

)
dτ (3.66)

dεN2 (ζ) =

(
ζ

1 + κN
2 ζ

dκN
2

dτ
− 1

τ2

dτ2
dτ

)
dτ (3.67)

siendo:
dκN

1

dτ
=

R1/t0
(R1/t0 + τ/2)2

dκN
2

dτ
=

R2/t0
(R2/t0 + τ/2)2

dτ1
dτ

=
1

1 + βN
τ
− βN

1+βN

dτ2
dτ

=
βN

1 + βN
τ
− 1

1+βN

(3.68)

Integrando entre τ = 1 y τ , las deformaciones en un instante y posición genéricos
durante la segunda etapa de tracción se expresan como:

εN1 (ζ) = ln

(
1 +

τζ

R1/t0 + τ/2

)
− 1

1 + βN
ln τ (3.69)
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εN2 (ζ) = ln

(
1 +

τζ

R2/t0 + τ/2

)
− βN

1 + βN
ln τ (3.70)

Nótese que particularizando ambas expresiones en el instante inicial de la etapa
de tracción (τ = 1) se obtienen las mismas expresiones que en el instante final de
la flexión:

εN1 (ζ)
∣∣
τ=1

= ln

(
1 +

ζ

R1/t0 + 1/2

)
= ln

(
1 + κMN

1 ζ
)
= εMN

1 (ζ) (3.71)

εN2 (ζ)
∣∣
τ=1

= ln

(
1 +

ζ

R2/t0 + 1/2

)
= ln

(
1 + κMN

2 ζ
)
= εMN

2 (ζ) (3.72)

Por último, la relación entre diferenciales de deformación para cada fibra en el
espesor, definida en (3.59), se expresa en función de τ como:

βN (ζ) =

R1

t0
ζ(

R1

t0
+ (12 + ζ)τ

) (
R1

t0
+ τ

2

) − βN

1 + βN

R2

t0
ζ(

R2

t0
+ (12 + ζ)τ

) (
R2

t0
+ τ

2

) − 1

1 + βN

(3.73)

En la práctica, los ensayos de estirado con flexión se realizan con punzones
cilíndricos o hemiesféricos, como se ha comentado anteriormente. En el caso de
punzón cilíndrico se observa que la deformación se inicia en un estado aproximado
de deformación plana (Uko et ál., 1977; Tharrett y Stoughton, 2003a), mientras
que con punzones hemiesféricos la chapa experimenta un estado inicial aproximado
de deformación equi-biaxial (Hotz y Timm, 2008, véase en el Apartado 2.1, pág.
51, Figura 2.4). Estas observaciones son fácilmente reproducibles con el modelo
propuesto. En efecto, el punzonado cilíndrico se simula imponiendo un valor βM =

0, el cual se corresponde con un radio de punzón infinito en la dirección lateral
(R2 = ∞). Para modelar el punzonamiento hemiesférico se impondría un valor
βM = 1 al final del paso de flexión, el cual refleja que los radios de curvatura son
idénticos en todas direcciones (R2 = R1).

La Figura 3.11(arriba) muestra de manera genérica la evolución de la deforma-
ción, obtenida con el actual modelo, típica de un estirado con un punzón cilíndrico
(βM = 0), en dos diagramas de deformaciones principales. El diagrama de la iz-
quierda simula un radio pequeño del punzón y el de la derecha un radio grande. En
este tipo de operaciones se obtienen habitualmente trayectorias en el lado izquierdo
del diagrama. En particular, la figura representa un caso aproximado de tracción
pura (βN = −0,5). Los caminos de deformación que se muestran se corresponden
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Figura 3.11: Efecto de la flexión en la evolución de la deformación en las superficies
externa (out), media (mid) e interna (in) de la chapa, considerando un punzón cilíndrico
(arriba) y uno hemiesférico (abajo), de radios pequeños (izquierda) y grandes (derecha);
las deformaciones se han calculado mediante el modelo flexión-tracción en dos pasos con
unos valores de curvatura t0/R1 = 0,5 y t0/R1 = 0,05, respectivamente, y una reducción
del espesor τ = 0,7 en todos los casos.



122 Modelado analítico de la tracción-flexión

con la deformación en las superficies externa, media e interna de la chapa (subíndi-
ces out, mid e in, respectivamente). El resto de fibras siguen caminos intermedios
y no se representan por claridad. Todas las trayectorias están compuestas por dos
tramos, correspondientes a las sucesivas etapas de flexión y tracción. Como se pue-
de apreciar, el gradiente que se genera en el primer paso de flexión es mayor para
el caso de radio pequeño (trayectorias más largas de las caras externa e interna
en esta etapa). En la transición entre las dos etapas del modelo, la trayectorias
cambian bruscamente, al cambiar las condiciones del proceso de βM a βN . Como
se aprecia en la figura de la derecha, si el radio es suficientemente grande, todas
las fibras evolucionan prácticamente igual, siendo la distribución de deformaciones
casi homogénea. En estas situaciones el efecto de la flexión es despreciable y el
proceso puede ser aproximado por uno de carga proporcional.

La Figura 3.11(abajo) permite realizar un análisis análogo al anterior con un
punzón hemiesférico (βM = 1). En este tipo de operaciones es posible obtener
trayectorias en todo el rango del diagrama. En particular, la figura representa un
caso de estirado biaxial (βN = 0,5). Igual que antes, se simula un proceso con
punzón de radio pequeño y otro con radio grande. Nótese en todos los diagramas
que las trayectorias convergen durante la segunda etapa de tracción.

Por otro lado, la deformación equivalente en una fibra (εeq) puede calcularse
a partir de la deformación principal mayor (ε1), considerando las relaciones entre
variables introducidas en el Apartado 3.1.2.

En la etapa de flexión, la evolución de la deformación equivalente en una fibra
se obtiene como:

dεMeq (ζ) =

{
ρMdεM1 (ζ) , si ζ ≥ 0

−ρMdεM1 (ζ) , si ζ < 0
(3.74)

siendo ρM función de los parámetros del material (definida en (3.15)), del criterio
de plastificación y de las condiciones de deformación (βM ). La ecuación (3.74)
distingue entre las fibras que se alargan (dεM1 > 0) y las que se acortan (dεM1 < 0)
en dirección longitudinal. Dado que ρM (βM ) es constante e igual en todas las
fibras durante la etapa de flexión, la deformación equivalente de una fibra al final
de esta etapa puede calcularse fácilmente como:

εMN
eq (ζ) = ±ρM

∫ κMN
1

0

∂ε1(ζ)

∂κM
1

dκM
1 = ρM |εMN

1 (ζ)| (3.75)

De acuerdo a las hipótesis del modelo, esta expresión se empleará tanto en el
régimen plástico como en el elástico.
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En la etapa de tracción, la evolución de la deformación equivalente viene dada
por:

dεNeq(ζ) = ρN (ζ)dεN1 (ζ) (3.76)

donde ahora ρN (ζ) no es en general constante. Así, teniendo en cuenta el camino
de carga, la deformación equivalente acumulada desde el final de la etapa de flexión
se expresa como:

ΔεNeq(ζ) =

∫ τ

1

ρN (ζ)
∂εN1 (ζ)

∂τ
dτ (3.77)

En adelante, el símbolo Δ se empleará para indicar incrementos de una determi-
nada variable contados a partir del final del primer paso o etapa de flexión.

A partir de (3.75) y (3.77), la deformación equivalente en un instante durante
la etapa de tracción se obtiene como:

εNeq(ζ) =

{
εMN
eq (ζ) + ΔεNeq(ζ) , si ζ ≥ 0

| − εMN
eq (ζ) + ΔεNeq(ζ)| , si ζ < 0

(3.78)

Nótese que el valor absoluto en la segunda de estas expresiones es necesario dado
que la deformación equivalente es, por definición, positiva. Así, para las fibras por
debajo de la superficie media (ζ < 0) la expresión anterior indica que, durante la
etapa de tracción, εNeq(ζ) disminuye hasta alcanzar un valor nulo para aumentar
posteriormente.

3.3.2. Inversión de la carga en las fibras internas

Cuando un proceso de carga sucede de forma monótona se suele adoptar un
endurecimiento isótropo del material. En cambio, cuando en el proceso intervienen
una o varias etapas sucesivas de descarga y carga, la regla de rigidización isótropa
no resulta apropiada, ya que ésta no considera el menor nivel para la plastificación
en descarga de los materiales endurecibles, el cual se conoce como efecto Baus-
chinger. En este sentido, la regla de endurecimiento cinemática es más adecuada
para reproducir dicho efecto.

Los distintos materiales responden de forman diferente al efecto Bauschinger.
Esta característica del material es difícil de considerar en un solo modelo y es
frecuente encontrar en la literatura modelos de endurecimiento independientes del
material. Dichos modelos se aplican casi en exclusiva a los procesos de conformado
global. En cambio, en el conformado de chapa no es habitual encontrar estudios
que consideren la plastificación inversa, ya que en la práctica este fenómeno no es
frecuente. Los procesos de doblado de chapa son una excepción. Como ya se ha
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Figura 3.12: Esquema de modelos de deformación para fibras en carga inversa en procesos
de flexión pura.

expuesto en el Capítulo 2, durante el doblado se produce una plastificación inversa
de las fibras en la región central en el espesor de la chapa, que pasan de estar com-
primidas a traccionadas cuando las alcanza la línea neutra en su desplazamiento
hacia la cara cóncava o cara interna de la zona de doblado. Algunos de los auto-
res mencionados en dicho capítulo propusieron diversas reglas de endurecimiento
que merecen ahora ser examinadas con más detalle (Crafoord, 1970; Verguts y
Sowerby, 1975; Dadras y Majlessi, 1982; Tan et ál., 1995; Zhu, 2007).

Para considerar el efecto Bauschinger, Crafoord (1970) asumió una tensión de
fluencia constante durante la deformación inversa de las fibras que sobrepasan la
línea neutra. La Figura 3.12 muestra de forma esquemática la trayectoria en un
diagrama tensión-deformación de una de estas fibras. Las variables εn y εc son
las deformaciones plásticas equivalentes de las superficies neutras actual e inicial,
respectivamente. Como se puede apreciar, se trata de una primera aproximación
muy simplista. Nótese que este modelo propone una evolución de tensiones y de-
formaciones que simula un endurecimiento combinado isótropo-cinemático.

Por otro lado, Verguts y Sowerby (1975) tuvieron en cuenta el camino de de-
formación o deformación acumulada experimentada por dichas fibras, consideran-
do exclusivamente un endurecimiento isótropo. La Figura 3.12 muestra de forma
esquemática los estados de tensión-deformación de las fibras que han sufrido in-
versión. Se muestra también la línea que une dichos estados, la cual conecta sua-
vemente con la curva σ-ε del cuadrante positivo. Como resultado de este modelo
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se obtienen valores muy altos de tensión de fluencia en estas fibras y, consecuente-
mente, una zona central de la chapa excesivamente endurecida. Dadras y Majlessi
(1982) presentan un modelo que considera el efecto Bauschinger de manera sim-
plificada, basándose en una aproximación lineal en la curva tensión-deformación
para las fibras en carga inversa (Figura 3.12). Al igual que la propuesta de Cra-
foord, este modelo reproduce un endurecimiento combinado. Más recientemente,
los modelos se vuelven menos artificiosos y se adoptan las dos reglas sencillas de en-
durecimiento isótropo y cinemático (Tan et ál., 1995; Zhu, 2007). Tan et ál. (1995)
consideran además los efectos de la anisotropía y obtienen buenos resultados con
el endurecimiento cinemático.

Salvo el endurecimiento isótropo, el resto de modelos de endurecimiento tienen
algo en común. La descarga de cada fibra y posterior plastificación inversa forma
un pequeño ciclo hasta regresar al camino original tensión-deformación, y proseguir
posteriormente como si dicho ciclo no hubiese existido nunca. Este comportamien-
to se denomina efecto memoria y reproduce adecuadamente el que exhiben los
materiales metálicos (Dowling, 1993, Cap. 12).

En los procesos de estirado con punzón, a pesar de que algunos autores han
observado experimentalmente la inversión de la deformación en la zona del material
en contacto con el punzón (Uko et ál., 1977; Tharrett y Stoughton, 2003a), ésta
nunca ha sido considerada en los análisis. Sin embargo, el efecto de la plastificación
inversa en estos procesos puede llegar a ser relevante, tanto más cuanto menor sea
el radio del punzón.

La plastificación inversa en compresión-tracción que se produce en los procesos
de estirado con punzón difiere de la que se produce en los procesos de doblado.
Por un lado, las regiones de material afectado son distintas en ambos procesos:
en el doblado son las fibras en la región central de la chapa, entre la superficies
media y neutra, las que experimentan la inversión de la carga, mientras que en el
estirado con punzón las fibras afectadas abarcan desde la cara interna de la chapa
hasta casi la superficie media, en un grosor que depende del radio del punzón. Por
otro lado, el orden o secuencia que siguen las distintas fibras afectadas durante
el conformado es diferente en ambos procesos: en el doblado la inversión de la
carga de cada fibra se produce cuando ésta es alcanzada por la superficie neutra
en el desplazamiento continuo de esta última hacia la cara interna; en el estirado
con punzón, en general dicha secuencia no es conocida a priori, dependiendo de
los parámetros geométricos. Según el modelo propuesto de flexión-tracción en dos
pasos, la inversión de la carga se produce simultáneamente en todas las fibras
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Figura 3.13: Reglas de endurecimiento para las fibras en carga inversa en procesos de
estirado con punzón.

comprimidas en la primera etapa de flexión. Por último, la diferencia quizás más
relevante está relacionada con el efecto memoria. Así, en el doblado de chapa
este fenómeno no puede llegar a producirse en todas las fibras a la vez, dado que
en un determinado instante las fibras adyacentes a la superficie neutra no llegan
a cerrar un ciclo completo de carga. En cambio, en el estirado con punzón este
efecto memoria puede producirse en todas las fibras afectadas cuando la tracción
alcanza un determinado valor, ya que todas pueden llegar a cerrar un bucle de
carga. Si esto sucede, el fallo estaría poco afectado por la plastificación inversa.
Así, los diversos análisis propuestos en la literatura que no incluyen la inversión
de la deformación observada en los ensayos experimentales podrían proporcionar
estimaciones razonables.

Algunas de las reglas de endurecimiento propuestas por los autores mencio-
nados anteriormente en los análisis de doblado de chapa han sido adaptadas pa-
ra los procesos de estirado con punzón e incluidas en el modelo propuesto de
flexión-tracción en dos pasos. La Figura 3.13 muestra de forma esquemática algu-
nos modelos de endurecimiento en un proceso de compresión-tracción de una fibra
genérica.

La regla de endurecimiento cinemático puro establece que después de un pro-
ceso de carga en el que se produce plastificación, el cambio en la tensión necesario
para producir de nuevo la plastificación del material es el doble del límite elásti-
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Figura 3.14: Esquema de la evolución del gradiente de tensión principal máxima en el
espesor (σ1) para distintas reglas de endurecimiento: (a) isótropo; (b) modelo combinado
isótropo-cinemático de Dadras y Majlessi (1982); y (c) cinemático puro.

co inicial (ΔσN
eq = 2σ0, véase la Figura 3.13). A partir de este instante y hasta

regresar al camino original tensión-deformación, la respuesta del material se ha
modelado mediante la siguiente expresión (Dowling, 1993, véase Cap. 12):

ΔσN
eq

2
= f

(
ΔεNeq
2

)
(3.79)

siendo σ = f(ε) la respuesta en carga monótona. Desde un punto de vista ma-
temático, el factor 2 en el denominador tiene el efecto de expandir la curva del
material virgen en el plano σ-ε. De esta forma, el efecto memoria de una fibra
se produce cuando ésta alcanza a tracción el mismo de nivel de deformación que
durante la compresión inicial (εMN

eq en la Figura 3.13).
La Figura 3.14 muestra un esquema de la evolución de la tensión principal

máxima en el espesor (σ1) obtenida con los modelos de endurecimiento isótropo,
el propuesto por Dadras y Majlessi (1982) y el cinemático puro. Los tres casos
ilustrados se han obtenido con el modelo flexión-tracción en dos pasos, en un
caso sencillo de un material con unas constantes genéricas a efectos ilustrativos,
en condiciones de deformación plana y con el criterio de plastificación de von
Mises. En la simulación se ha empleado un radio de punzón 2 veces mayor que
el espesor de la chapa. Los gradientes de tensión mostrados en cada figura se
corresponden con los instantes comprendidos desde el final de la etapa de flexión
hasta un determinado instante durante la etapa de tracción, en intervalos regulares
de reducción de espesor.

Como se puede observar, los resultados obtenidos con un endurecimiento isótro-
po indican un excesivo endurecimiento del material cercano a la cara interna de la
chapa. Dicho endurecimiento es mayor aún que el obtenido por Verguts y Sowerby
(1975) en operaciones de doblado. Es de esperar que dicho modelo sobreestime en
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exceso los resultados experimentales, en particular los valores de deformación para
el inicio del fallo por estricción. En cambio, los modelos de endurecimiento cine-
mático puro y el propuesto por Dadras y Majlessi (1982), que consideran el efecto
Bauschinger, han mostrado ambos resultados muy similares. En la Figura 3.14 se
puede observar que el gradiente de tensión en ambos modelos evoluciona hacia la
misma distribución conforme aumenta la tracción. No obstante, es evidente que
las diferencias serán más significativas cuando el fallo de la chapa se produzca con
un menor efecto de la tracción, como es el caso del estirado con punzones de radio
pequeño, donde predomina la flexión. En adelante, se considerará en la formula-
ción sólo el endurecimiento cinemático puro, cuya respuesta en carga inversa viene
definida en (3.79).

3.3.3. Relaciones tensión-deformación equivalentes

Establecido el modelo de respuesta del material en la carga inversa que se
produce en las fibras internas de la chapa, se expone a continuación formalmente
la respuesta de cada fibra en el espesor durante el conformado de la chapa según
el modelo propuesto de carga flexión-tracción en dos pasos.
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Figura 3.15: Relaciones tensión-deformación equivalentes al final de la etapa de flexión y
gradientes en el espesor.

Dado que la etapa de flexión es un proceso de carga proporcional, la tensión
equivalente al final de esta etapa (Figura 3.15) se calcula a partir de la ley de
comportamiento del material virgen como:

σMN
eq (ζ) =

{
EεMN

eq (ζ) , si εMN
eq (ζ) ≤ σ0/E

K(εMN
eq (ζ))n , si εMN

eq (ζ) > σ0/E
(3.80)

siendo σ0 el límite elástico del material y donde εMN
eq (ζ) viene dada en (3.75). La

región central de la chapa, de material no plastificado, viene definida por la región
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ζ ∈ [−ζMN
p , ζMN

p ] (véase la Figura 3.15), siendo:

σMN
eq (ζMN

p ) = σ0 (3.81)

En la etapa de tracción, la tensión equivalente en un instante determinado
viene dada por la suma de dos componentes, de forma análoga a la expresión dada
en (3.78) para la deformación equivalente:

σN
eq(ζ) =

{
σMN
eq (ζ) + ΔσN

eq(ζ) , si ζ ≥ 0

| − σMN
eq (ζ) + ΔσN

eq(ζ)| , si ζ < 0
(3.82)

donde en el cálculo de ΔσN
eq(ζ) habrá que considerar si la fibra en ζ ha sufrido o

no un proceso de carga inversa. Se distinguen así dos situaciones distintas (Figura
3.16):
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Figura 3.16: Relaciones tensión-deformación equivalentes en la etapa de tracción y gra-
dientes en el espesor.

1. Fibras que no han plastificado a compresión (ζ ≥ −ζMN
p )

Las fibras por encima de la superficie media de la chapa (ζ ≥ 0) se alargan
en todo momento y, por tanto, no sufren ninguna descarga sino tan sólo un
cambio en las condiciones de deformación al pasar de la etapa de flexión a la
de tracción, de βM a βN (ζ). En la región central de la chapa comprendida
entre la superficie media y la superficie en el límite elástico a compresión
(−ζMN

p ≤ ζ < 0), las fibras inician un proceso de descarga elástica siguiendo
la misma curva tensión-deformación del material. En ambos casos la relación
tensión-deformación equivalentes original de estas fibras no se ve alterada y,
por tanto:

σN
eq(ζ) =

{
EεNeq(ζ) , si εNeq(ζ) ≤ σ0/E

K(εNeq(ζ))
n , si εNeq(ζ) > σ0/E

(3.83)
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donde εNeq(ζ) viene dada en (3.78).

2. Fibras que han plastificado a compresión (ζ < −ζMN
p )

Estas fibras sufren un proceso de descarga elástica y posterior plastificación
a tracción. Teniendo en cuenta la respuesta del material para estas fibras,
definida en (3.79), la tensión equivalente se expresa como:

σN
eq(ζ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∣∣−σMN
eq (ζ) + EΔεNeq(ζ)

∣∣ , si ΔεNeq(ζ) ≤ 2
σ0

E∣∣∣∣∣−σMN
eq (ζ) + 2K

(
ΔεNeq(ζ)

2

)n∣∣∣∣∣ , si 2
σ0

E
< ΔεNeq(ζ) < 2εMN

eq (ζ)

K
(
εNeq(ζ)

)n , si ΔεNeq(ζ) ≥ 2εMN
eq (ζ)

(3.84)
donde ΔεNeq(ζ) se calcula mediante la integral dada en (3.77), y donde la
última de las expresiones es la correspondiente al efecto memoria.

La Figura 3.16 muestra de forma esquemática el camino seguido en la etapa
de tracción por las relaciones tensión-deformación equivalentes en la cara interna
de la chapa (σN

eq,in, ε
N
eq,in), en la superficie media (σN

eq,mid, ε
N
eq,mid) y en la cara

externa (σN
eq,out, ε

N
eq,out), así como los gradientes en el espesor. Las variables repre-

sentadas se corresponden con un instante en el que no se ha producido aún el efecto
memoria, y donde el comportamiento del material viene dado por la segunda de
las expresiones en (3.83) para las fibras que no han plastificado a compresión y la
segunda de las expresiones en (3.84) para el resto de fibras.

Por último, la pendiente de la curva tensión-deformación en cada instante del
conformado (H = dσeq/dεeq) se obtiene de (3.80), (3.83) y (3.84) como:

1. En la etapa de flexión:

HM (ζ) =

{
E , si εMeq (ζ) ≤ σ0/E

nK(εMeq (ζ))
n−1 , si εMeq (ζ) > σ0/E

(3.85)

2. En la etapa de tracción, para las fibras que no han plastificado a compresión
al final de la flexión (ζ ≥ −ζMN

p ):

HN (ζ) =

{
E , si εNeq(ζ) ≤ σ0/E

nK(εNeq(ζ))
n−1 , si εNeq(ζ) > σ0/E

(3.86)

3. En la etapa de tracción, para las fibras que han plastificado a compresión al
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final de la flexión (ζ < −ζMN
p ):

HN (ζ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
E , si ΔεNeq(ζ) ≤ 2

σ0

E

nK

(
ΔεNeq(ζ)

2

)n−1

, si 2
σ0

E
< ΔεNeq(ζ) < 2εMN

eq (ζ)

nK
(
εNeq(ζ)

)n−1 , si ΔεNeq(ζ) ≥ 2εMN
eq (ζ)

(3.87)

3.3.4. Evolución de las tensiones

En el apartado anterior se han expuesto las relaciones tensión-deformación
equivalentes de las fibras en el espesor de una chapa sometida a un proceso de
flexión seguido de uno de tracción y donde las condiciones de deformación de ambos
procesos han sido caracterizadas por los parámetros βM y βN (ζ), respectivamente.
A continuación se expone la formulación para calcular los gradientes de tensiones
en el espesor σ1(ζ) y σ2(ζ), a partir de unos gradientes de deformación ε1(ζ) y
ε2(ζ), analizados en el Apartado 3.3.1.
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Figura 3.17: Regla de endurecimiento cinemático de Ziegler en tensión plana.

Dado que se ha asumido un endurecimiento cinemático del material, la super-
ficie de plastificación de cada fibra se traslada en el espacio de las tensiones como
un sólido rígido. Para modelar dicho desplazamiento se adopta la regla de Ziegler,
según la cual la dirección del movimiento se produce en la dirección de la tensión
reducida, i.e. la tensión medida desde el centro actual de la superficie de plastifica-
ción (Figura 3.17). El origen de coordenadas en el espacio de las tensiones (σ1, σ2)

vendrá dado por un punto definido como (ω1, ω2) y que será, en general, diferente
para cada fibra plastificada. Así, las tensiones reducidas se expresarán como:

σ̃1 = σ1 − ω1

σ̃2 = σ2 − ω2

(3.88)
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El desplazamiento de la superficie de fluencia según la regla de Ziegler viene dado
entonces por:

dωi =
dσeq

σ0
σ̃i =

Hdεeq
σ0

σ̃i i = {1, 2} (3.89)

siendo H = dσeq/dεeq la pendiente de la curva σeq(εeq) en régimen plástico en el
instante actual. En el Apéndice B se muestra de forma detallada la deducción de
la ecuación (3.89).

De manera análoga a como se hizo en el Apartado 3.1.2, a partir del criterio
de fluencia en tensión plana se pueden establecer las mismas relaciones α y ϕ pero
expresadas ahora en función de las variables reducidas:

α̃ =
σ̃2

σ̃1
, ϕ̃(α̃) =

σ̃eq

σ̃1
(3.90)

Al igual que en casos anteriores, dados los valores de βM y βN (ζ) en las dos etapas
del modelo flexión-tracción, la regla de flujo permite calcular los correspondientes
valores de α̃N y α̃M (ζ) y los de ϕ̃N y ϕ̃M (ζ) a partir de dichos parámetros.

El estado tensional se obtiene de (3.88) y (3.90) como:

σ1 = σ̃1 + ω1 =
σ̃eq

ϕ̃
+ ω1

σ2 = σ̃2 + ω2 = α̃
σ̃eq

ϕ̃
+ ω2

(3.91)

Dado que se asume que las relaciones entre variables internas en el régimen elástico
son las mismas que en el plástico, las ecuaciones (3.91) son válidas para ambos
regímenes.

En régimen elástico no se produce desplazamiento de la superficie de plasti-
ficación (dω1 = dω2 = 0) y el estado tensional queda dentro de dicha superficie
(σ̃eq < σ0). En esta situación, el cálculo de σ̃eq dependerá de si previamente se ha
producido plastificación:

σ̃eq =

{
σeq , sin plastificación previa
|σ0 −Δσeq| , con plastificación previa

(3.92)

siendo Δσeq el incremento de tensión equivalente posterior a la plastificación pre-
via. El significado de esta expresión se representa de forma esquemática en la
Figura 3.18, donde se muestran dos procesos de carga en tracción pura (σeq = σ1):
uno de carga elástica a tracción y otro de descarga elástica después de plastificar a
compresión. Nótese que el proceso de descarga no alcanza el centro de la superficie
de plastificación actual, que se encuentra en el punto (σ1 = −ω1, σ2 = 0), siendo
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Figura 3.18: Tensión equivalente reducida (σ̃eq) en régimen elástico, en dos procesos en
tensión plana de carga y descarga.

por tanto σ̃eq = σ0 − Δσeq . Pasado este punto, si la carga continúa a tracción
entonces la expresión cambiaría de signo y, por tanto: σ̃eq = Δσeq − σ0.

En régimen plástico, la tensión equivalente reducida se obtiene del criterio de
plastificación (σ̃eq = σ0). Así, sustituyendo (3.90) en (3.89), la traslación de la
superficie de fluencia permite ser expresada como:

dω1 =
dσeq

ϕ̃
=

Hdεeq
ϕ̃

, dω2 = α̃dω1 (3.93)

Si las relaciones entre variables α̃ y ϕ̃ se mantienen constantes (i.e. carga propor-
cional), entonces el centro actual de la superficie de fluencia (ω1 y ω2) se obtiene
fácilmente. Pero si dichas relaciones dependen también del camino de deforma-
ción, entonces la integración de (3.93) debe realizarse por métodos numéricos. A
continuación se particularizan las expresiones anteriores a cada una de las etapas
del modelo flexión-tracción en dos pasos.

Primera etapa o etapa de flexión

Al final de la etapa de flexión, las fibras en la región central de la chapa no
han plastificado aún, de manera que la superficie de plastificación de todas las
ellas permanece inalterada. En el caso de una fibra plastificada a tracción o a
compresión, la superficie de fluencia se habrá trasladado de acuerdo con la regla
de Ziegler. Distinguiendo entre ambos casos, el estado tensional de una fibra se
obtiene como:

1. Fibras en régimen elástico (−ζMN
p ≤ ζ ≤ ζMN

p )
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Particularizando las expresiones (3.91) para el instante final de la flexión, y
teniendo en cuenta ωMN

1 = ωMN
2 = 0, el estado tensional en la región central

viene dado por:

σMN
1 (ζ) = σ̃MN

1 (ζ) =
±σMN

eq (ζ)

ϕ̃M

σMN
2 (ζ) = σ̃MN

2 (ζ) = α̃MσMN
1 (ζ)

(3.94)

siendo σMN
eq (ζ) = EεMN

eq (ζ) y donde el signo ± permite distinguir las fibras
traccionadas (ζ > 0) de las comprimidas (ζ < 0).

2. Fibras en régimen plástico (ζ < −ζMN
p y ζ > ζMN

p )

Dado que βM y α̃M son constantes e iguales en todas las fibras, la integración
de (3.93) da como resultado:

ωMN
1 (ζ) =

±(σMN
eq (ζ) − σ0)

ϕ̃M
, ωMN

2 (ζ) = α̃MωMN
1 (ζ) (3.95)

Teniendo en cuenta σ̃eq = σ0 y sustituyendo (3.95) en (3.91), el estado
tensional se obtiene como:

σMN
1 (ζ) =

±σ0

ϕ̃M
+

±(σMN
eq (ζ)− σ0)

ϕ̃M
=

±σMN
eq (ζ)

ϕ̃M

σMN
2 (ζ) = α̃MσMN

1 (ζ)

(3.96)

siendo ahora σMN
eq (ζ) = K(εMN

eq (ζ))n. Nótese que los últimos términos de
(3.96) son las mismas expresiones que las obtenidas si se supone un endure-
cimiento isótropo, dado que el proceso de carga es proporcional. La diferencia
sólo estriba en el desplazamiento de la superficie de fluencia.
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�1
�2

$p

�$p

$
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MN MN

MN MN

MNMN

MN

MN

Figura 3.19: Evolución del estado tensional de la caras externa e interna de la chapa en
la primera etapa del modelo flexión-tracción en dos pasos, y gradientes en el espesor.

La Figura 3.19 muestra de forma esquemática el estado tensional de las fibras
externa (σMN

1,out, σ
MN
2,out) e interna (σMN

1,in , σ
MN
2,in) al final de la etapa de flexión biaxial,
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así como el movimiento de las correspondientes superficies de plastificación en
el plano de las tensiones y los gradientes en el espesor en las dos direcciones
principales. Nótese que la relación de tensiones αM = α̃M es la misma en todas
las fibras, quedando el estado tensional de las fibras traccionadas en el primer
cuadrante y el de las fibras comprimidas en el tercer cuadrante.

Segunda etapa o etapa de tracción

Al contrario que en la etapa anterior, durante la etapa de tracción las relaciones
βN (ζ), α̃N (ζ) y ϕ̃N (ζ), ni se mantienen constantes ni son iguales en todas las
fibras. Justo antes del inicio de la tracción, las zonas en el espesor en régimen
elástico y plástico vienen definidas por las posiciones −ζMN

p y ζMN
p (véase la Figura

3.19). Justo después del inicio de la tracción, la siguiente fibra por debajo de ζMN
p

plastifica, mientras que el resto de fibras hasta la cara interna quedan en régimen
elástico. Este proceso se repite hasta que la plastificación alcanza la fibra en −ζMN

p ,
instante en el que comienza la plastificación inversa de las fibras que plastificaron
previamente a compresión.

En el régimen elástico que se produce al inicio de la tracción, el estado tensional
de una fibra se obtiene mediante las siguientes expresiones:

1. Región central de la chapa (−ζMN
p < ζ < ζMN

p )

Las fibras en esta región no llegaron a plastificar en la etapa de flexión y,
por tanto, la superficie de fluencia de todas ellas no ha experimentado aún
ningún desplazamiento. El estado tensional se obtiene entonces como:

σN
1 (ζ) =

σN
eq(ζ)

ϕ̃N (ζ)

σN
2 (ζ) = α̃N (ζ)σN

1 (ζ)

⎫⎬⎭ si σN
eq(ζ) ≤ σ0 (3.97)

2. Fibras internas (ζ < −ζMN
p )

Tras la plastificación a compresión que experimentan estas fibras, el estado
tensional durante la descarga elástica se obtiene como:

σN
1 (ζ) =

|σ0 −ΔσN
eq(ζ)|

ϕ̃N (ζ)
+ ωMN

1 (ζ)

σN
2 (ζ) = α̃N (ζ)

|σ0 −ΔσN
eq(ζ)|

ϕ̃N (ζ)
+ ωMN

2 (ζ)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ si ΔσN
eq(ζ) ≤ 2σ0 (3.98)

En régimen plástico, el movimiento de traslación de la superficie de fluencia de
una fibra viene dada en (3.93). En la etapa de tracción, dicha ecuación se expresa
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como:

dωN
1 (ζ) =

HN(ζ)dεNeq(ζ)

ϕ̃N (ζ)
, dωN

2 (ζ) = α̃N (ζ)dωN
1 (ζ) (3.99)

donde HN(ζ) se obtiene de las expresiones correspondientes al régimen plástico
dadas en (3.86) y (3.87). La integración de (3.99) debe realizarse por métodos
numéricos. Así, dado que la reducción del espesor (τ) es la única variable inde-
pendiente en la etapa de tracción, el centro de la superficie de fluencia actual se
calcula como:

ωN
1 (ζ) = ωMN

1 (ζ) + ΔωN
1 (ζ) = ωMN

1 (ζ) +

∫ τ

1

∂ωN
1 (ζ)

∂τ
dτ

ωN
2 (ζ) = ωMN

2 (ζ) + ΔωN
2 (ζ) = ωMN

2 (ζ) +

∫ τ

1

∂ωN
2 (ζ)

∂τ
dτ

(3.100)

Finalmente, el estado tensional de una fibra plastificada viene dado por:

σN
1 (ζ) =

σ0

ϕ̃N (ζ)
+ ωN

1 (ζ)

σN
2 (ζ) = α̃N (ζ)

σ0

ϕ̃N (ζ)
+ ωN

2 (ζ)
(3.101)
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Figura 3.20: Evolución del estado tensional en la segunda etapa del modelo flexión-
tracción, en las fibras interna (izquierda), media (centro) y externa (derecha).

La Figura 3.20 muestra de forma esquemática el camino seguido por las tensio-
nes en la cara interna de la chapa (σN

1,in, σ
N
2,in), en la superficie media (σN

1,mid, σ
N
2,mid)

y en la cara externa (σN
1,out, σ

N
2,out), así como el movimiento de sus superficies de

plastificación, durante la etapa de tracción. El resto de fibras no se ha representado
por claridad y su evolución sigue caminos intermedios. Nótese que solamente la
superficie media sigue una evolución proporcional de la tensión, de acuerdo con las
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hipótesis de trabajo adoptadas. En el resto de fibras, la relación α̃N varía durante
el conformado. Las sucesivas superficies de fluencia más separadas entre sí en la
evolución de la tensión en la cara interna es representativa del mayor endureci-
miento por deformación que experimentan las fibras sometidas a carga inversa.
Como se aprecia en la figura, el estado tensional de todas las fibras tiende a si-
tuarse en el primer cuadrante como resultado de la mayor influencia de la tracción
frente a la flexión.

Nótese además que, en general, existe un cambio de dirección en las tensiones
principales en la transición entre las dos etapas de flexión y tracción, al pasar de
α̃M a α̃N (ζ). Esta transición se realiza a través de un proceso de carga neutra en
todas las fibras, en el que la tensión equivalente reducida se mantiene constante
(σ̃N

eq = σ0) mientras varía la dirección de las tensiones principales. Así, las tensiones
reducidas (σ̃N

1 y σ̃N
2 ) pasan de una relación entre tensiones α̃M a otra α̃N (ζ).

Dicha transición se representa en la Figura 3.20 como un desplazamiento sobre
la superficie de fluencia actual. Por ejemplo, en el caso de las fibras internas, la
carga neutra precede al proceso de descarga elástica y, tras pasar por el centro de
la actual superficie de plastificación, se produce la posterior carga elasto-plástica
a tracción.

3.3.5. Patrones de tensiones

Debido a la naturaleza del proceso de carga, el modelo de flexión-tracción en dos
pasos presenta durante el conformado una progresión de distintas distribuciones
de tensiones en el espesor de la chapa, según el material esté en régimen elástico o
plástico (Figura 3.21). Estos patrones de tensiones son análogos a los presentados
en el modelo proporcional (Apartado 3.2.2), aunque existen algunas diferencias
originadas por la inversión de la carga en el presente modelo. Así, dichos patrones
en el modelo de flexión-tracción en dos pasos son los siguientes:

PE : Una distribución de tensiones completamente elástica en el espe-
sor de la chapa.

PPEP : Una distribución de tensiones donde las fibras en ambas caras
de la chapa están plastificadas, a tracción por encima de la super-
ficie neutra y a compresión por debajo, y donde la región central
no ha plastificado (R.E.).

PPE : Una distribución de tensiones con plastificación parcial en la
cara externa y el resto del material en régimen elástico (R.E.).
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t/2

t/2

R.E.

R.E.} }
1ª etapa: flexión 2ª etapa: tracción

PE PPEP
PPE PPP’P

Figura 3.21: Patrones de tensiones en el modelo flexión-tracción en dos pasos.

P ′
P : Una distribución de tensiones totalmente plastificada a tracción,

donde el efecto de la plastificación inversa está presente.

PP : Una distribución de tensiones totalmente plastificada a tracción,
donde el efecto de la plastificación inversa no está presente.

La Figura 3.21 muestra de forma esquemática una secuencia genérica de pa-
trones de tensión principal en la dirección 1. La transición entre los dos primeros
patrones de tensiones (PE y PPEP ) se produce durante la primera etapa de flexión,
en el instante en el que las caras interna y externa de la chapa plastifican. Poste-
riormente, la descarga elástica que se produce en las fibras internas al iniciarse la
etapa de tracción provoca un gradiente de tensión en el espesor perteneciente al
patrón PPE . Nótese en la figura que en este patrón las fibras internas están todas
en régimen elástico (R.E.) pero que no todas presentan un gradiente lineal sino
que las plastificadas previamente a compresión presentan obviamente un nivel de
tensión diferente. Cuando se produce la completa plastificación del material, el
patrón PPE deja paso a los sucesivos patrones P ′

P y PP . Estos dos últimos patro-
nes indican que toda la sección está plastificada a tracción, diferenciándose ambos
en el tipo de relación tensión-deformación del material debido a la plastificación
inversa en las fibras internas. En el patrón P ′

P , dichas fibras internas presentan la
relación tensión-deformación correspondiente al inicio de la plastificación inversa,
definido en (3.79). El patrón PP indica que todas las fibras han recuperado la
respuesta del material virgen (efecto memoria).
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3.3.6. Evolución axil-flector. Diagrama MN

El cálculo de los esfuerzos axiles (N1 y N2) y de los momentos flectores (M1

y M2) se realiza igual que en el análisis desarrollado para el modelo proporcional
(véase el Apartado 3.2.3). Así, los esfuerzos adimensionales corregidos en la di-
rección 1, dados por las expresiones (3.43) y (3.44), son igualmente válidos para
el modelo flexión-tracción en dos pasos. Dichas expresiones se repiten aquí por
claridad:

ν1 =
N1

τ N1,Y
=

1

σ1,Y

∫ 1/2

1−/2

σ1(ζ)dζ (3.102)

μ1 =
M1

τ2 M1,Y
=

6

M1,Y

∫ 1/2

1−/2

σ1(ζ)ζdζ (3.103)
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Figura 3.22: Diagrama MN esquemático en el modelo flexión-tracción en dos pasos.

La forma del diagrama MN en el presente modelo es sustancialmente diferente
al planteado en el modelo proporcional, debido a la secuencia de operaciones de
carga (Figura 3.22). En efecto, la región PPEP queda ahora confinada en el eje
de ordenadas (ν1 = 0) y la curva que separa la región PPE de las regiones P ′

P y
PP presenta un vértice. La evolución flector-axil queda definida por un trayectoria
vertical asociada a la etapa de flexión seguida por una trayectoria descendente
durante la etapa de tracción. La Figura 3.22 muestra mediante líneas de puntos
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distintas trayectorias flector-axil para procesos con radios diferentes. Los estados
representados corresponden a radios de punzón R1 = 0, 0,2R1Y , R1Y y 2R1Y ,
donde R1Y es el radio del punzón que garantiza que al final de la etapa de flexión
sólo las fibras externa e interna han plastificado. Nótese que con un radio menor a
R1Y (R1 = 0,2R1Y en la figura) la plastificación se produce en la primera etapa de
flexión. En cambio, con un radio mayor (R1 = 2R1Y ) el material plastifica durante
la segunda etapa o etapa de tracción, en un instante en el cual el momento flector
comienza a decrecer. Obviamente, en este caso no se produce una plastificación
inversa en las fibras internas (nótese que la trayectoria no cruza por la región P ′

P ).
Por último, la región PP del modelo proporcional queda dividida a su vez en dos
regiones, dependiendo de si se alcanza (PP ) o no (P ′

P ) el efecto memoria.

3.4. Efecto de la tensión transversal en el espesor

Los modelos propuestos de carga proporcional y de flexión-tracción en dos
pasos asumen radios de curvatura mayores de 4 ó 5 veces el espesor de la chapa,
de manera que la tensión transversal en el espesor (σ3) se ha podido despreciar
en los análisis. En general, considerar la tensión transversal dificulta en exceso
la formulación matemática y la resolución de las ecuaciones. No obstante, bajo
ciertas condiciones, como por ejemplo en deformación plana, es posible hacer un
análisis incluyendo dicha tensión y analizar su contribución real en el proceso de
conformado, así como la validez de las hipótesis realizadas.

El análisis que se presenta a continuación permitirá, además, analizar el efecto
de la tensión transversal en el modo de fallo por estricción localizada y sustentar
el mecanismo de inestabilidad plástica propuesto en el siguiente capítulo.

Considérese un proceso de estirado con punzón en condiciones de deforma-
ción plana. La condición de equilibrio radial viene dada por la siguiente ecuación
diferencial (Hill, 1950):

r
dσ3

dr
= σ1 − σ3 (3.104)

Para poder realizar la integral analítica de esta ecuación se require, entre otros
requisitos, un criterio de plastificación simple, e.g. Tresca, von Mises o el cuadrático
de Hill (1979) (Tan et ál., 1995), los cuales permiten establecer una relación directa
entre la tensión equivalente y la diferencia σ1 − σ3.

Así, el criterio de plastificación cuadrático de Hill en deformación plana se
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expresa como (véase Apéndice C):

σeq =
|σ1 − σ3|

C
, εeq = C|ε1| (3.105)

siendo C una función de los parámetros de anisotropía del material,

C =

√
2

3

(1 + r90)(1 + r0 + r0/r90)

1 + r0 + r90
(3.106)

Nótese que en el presente proceso σ1 es de tracción, σ3 de compresión y ε1 es
de alargamiento, por lo que los valores absolutos en (3.105) se pueden eliminar.
Considérese también la siguiente ley de comportamiento plástico de tipo Hollomon:

σeq = Kεneq (3.107)

Y por último, la deformación principal máxima de una fibra localizada a un radio
r se expresa como:

ε1(r) = ln
r

ru
= ln

r

R+ t/2
− ln

ru
R + t/2

= ln
r

R+ t/2
− ln

t

t0
(3.108)

siendo ru el radio de la superficie indeformada y rut0 = (R+t/2)t por conservación
de volumen.

Sustituyendo (3.105), (3.107) y (3.108) en la ecuación de equilibrio radial
(3.104), ésta queda como:

r
dσ3

dr
= Cn+1K

(
ln

r

R+ t/2
− ln

t

t0

)n

(3.109)

La ecuación diferencial (3.109) permite ser integrada por métodos analíticos,
obteniéndose la tensión transversal como:

σ3(r) =
KCn+1

n+ 1

[
εn+1
1 (r) − εn+1

1 (R+ t)
]

(3.110)

o de manera más compacta como:

σ3(r) =
σeq(r)εeq(r)

n+ 1

∣∣∣∣r=R+t

r=r

(3.111)

La constante de integración se obtiene de imponer la condición de tensión trans-
versal nula en la cara convexa de la chapa (σ3(R+ t) = 0).

La presión ejercida por el punzón sobre la chapa se obtiene particularizando
(3.110) o (3.111) para la cara cóncava de la chapa (r = R):

p = −σ3(R) (3.112)
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Asimismo, aplicando el equilibrio de las fuerzas externas en la dirección radial, el
esfuerzo axil en la dirección 1 se expresa como:

N1 = pR (3.113)

Por otro lado, a partir de (3.110) y (3.105) se puede obtener la tensión principal
máxima como:

σ1(r) = Cσeq(r) + σ3(r) = Cn+1K

(
εn1 (r) +

εn+1
1 (r)

n+ 1
− εn+1

1 (R+ t)

n+ 1

)
(3.114)

Por último, el momento flector en dirección 1 se calcula como:

M1 =

∫ R+t

R

σ1(r)rdr (3.115)

Esta formulación puede aplicarse al modelo de flexión-tracción en dos pasos
sin más que asumir condiciones de deformación plana y un punzón cilíndrico, de
manera análoga a como se ha hecho en el Apartado 3.3 en el caso de tensión plana.
Sin embargo, dado que sólo se ha considerado la ley de Hollomon para caracterizar
el comportamiento del material, el análisis es estrictamente válido sólo cuando
han desaparecido los efectos de la carga inversa, i.e. cuando se produce el efecto
memoria.

El efecto memoria se produce cuando en la etapa de tracción se alcanza el
mismo nivel de deformación que al final de la etapa de flexión. Para la fibra interna,
la más deformada a flexión, la deformación equivalente al final de la etapa de flexión
se obtiene de (3.105) y (3.108) como:

εMN
eq,in = −C εMN

1,in = −C ln
R

R+ t0/2
(3.116)

De manera análoga, la deformación equivalente en un instante durante la etapa de
tracción se expresa como:

εNeq,in = C εN1,in = C

(
ln

R

R + t/2
− ln

t

t0

)
(3.117)

Imponiendo la condición εNeq,in ≥ εMN
eq,in se obtiene la reducción de espesor necesaria

para que se produzca el efecto memoria:

t/t0 ≤ 2

t0/R

(√
1 +

t0/R

1 + t0/2R
− 1

)
(3.118)
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De este modo, la ecuación (3.118) permite estimar las condiciones de validez del
presente análisis.

Por otro lado, al considerar la tensión transversal, la hipótesis de curvaturas
moderadas no es a priori necesaria, siendo por tanto el análisis también válido
para radios pequeños. Sin embargo, como se ha discutido en el capítulo anterior,
la etapa de flexión debería considerar un análisis más preciso del movimiento de la
superficie neutra. En efecto, en los trabajos sobre doblado de chapa examinados en
el Apartado 2.3 se pone de manifiesto que es necesario considerar el movimiento de
la superficie neutra en el interior de la sección (rn en la Figura 3.23(izquierda)) y
con ello la inversión de la deformación en la región central de la chapa (Hill, 1950;
Verguts y Sowerby, 1975; Dadras y Majlessi, 1982; Majlessi y Dadras, 1983; Cha-
krabarty, 1987; Tan et ál., 1995; Alexandrov et ál., 2006; Zhu, 2007). No obstante,
cuando a la etapa de flexión le sigue una de tracción (Figura 3.23(derecha)), el
efecto de ésta es un desplazamiento adicional de la superficie neutra hacia la cara
interna. Así, si el esfuerzo axil es suficientemente alto, la superficie neutra traspa-
sará la cara interna de la chapa, quedando fuera del material. Si esto sucede, la
magnitud de los ciclos de inversión de la deformación en la región central de la
chapa que se produce durante la flexión es más pequeña que la que se produce du-
rante la tracción en las fibras internas, por lo que su efecto puede ser despreciado.

t�3

p
R

�3 t
M1 M1 N1 N1

rn R

Figura 3.23: Distribución de la tensión transversal en el espesor en las dos etapas de un
proceso de carga flexión-tracción.

La Figura 3.23 muestra dos esquemas del gradiente de tensión transversal (σ3)
en las dos etapas del modelo de flexión-tracción en dos pasos. Nótese que durante
la primera etapa de flexión no se considera en primera aproximación la presión
ejercida por el punzón, considerándose así un proceso de flexión pura sin reducción
de espesor. La reducción del espesor puede ser significativa en esta etapa sólo si el
radio es pequeño. No obstante, la reducción más significativa siempre se producirá
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durante la etapa de tracción.
Durante la etapa de tracción la variable que gobierna el proceso es el espesor de

la chapa (t). Como se acaba de exponer, la formulación propuesta en deformación
plana es válida en un proceso flexión-tracción si el axil es lo suficientemente elevado,
i.e. se cumple la condición (3.118). En estas condiciones, es posible analizar el
efecto de la tensión transversal en el conformado de chapa con punzón.
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Figura 3.24: Presión y tension longitudinal en las fibras externa, media e interna, para
distintos radios R con una reducción de espesor t/t0 = 0,7.

En efecto, la Figura 3.24 muestra la influencia del radio del punzón (R) en la
presión ejercida (p) y en tensión principal máxima (σ1), dadas en (3.112) y (3.114),
respectivamente. El material empleado se ha supuesto isótropo, de espesor inicial
unitario (t0 = 1 mm) y con unas constantes K = 600 MPa y n = 0,2, típicas
de un acero dúctil. Las curvas representadas corresponden al instante en el que el
espesor se ha reducido un 70 %. En estas condiciones, el modelo es válido para un
radio de punzón de valor R > 1,7. Como puede observarse, para radios mayores
de 4 ó 5 veces el espesor de la chapa, p (y, por tanto, σ3) es muy inferior a σ1,
siendo válida en estas situaciones la hipótesis de tensión plana. Por el contrario,
para radios menores, σ1 en las fibras internas disminuye bruscamente, siendo ésta
ahora del mismo orden de magnitud que p. Nótese también que con radios pequeños
el gradiente de σ1 en el espesor es mucho más pronunciado que en los casos de
mayor radio.

El error cometido en el cálculo de σ1 al suponer un estado de tensión plana en
chapas sometidas a acciones de tracción-flexión puede analizarse comparando la
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ecuación (3.114) con ella misma pero haciendo σ3 = 0, i.e.:

σTP
1 (r) = Cσeq(r) = Cn+1Kεn1 (r) (3.119)

donde el índice TP indica tensión plana. La Figura 3.25 muestra los gradientes en
el espesor de ε1, σ3, σ1 y σTP

1 , con una relación R/t0 pequeña (R/t0 = 2), en el
instante en el que la reducción del espesor es del 70 %. Nótese cómo las diferencias
entre σ1 y σTP

1 en la cara interna son importantes.
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Figura 3.25: Gradientes de ε1, σ3, σ1 y σTP
1 con R/t0 = 2 y t/t0 = 0,7.
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Figura 3.26: Efecto de σ3 en la relación σ1-ε1, durante la etapa de tracción con R/t0 = 2.

La Figura 3.26 muestra la relación σ1-ε1 para distintas fibras en el espesor, con
la misma curvatura relativa del caso anterior (R/t0 = 2). La evolución mostrada
se corresponde con la etapa de tracción, desde que se produce el efecto memoria
(t/t0 = 0,73) hasta el instante considerado anteriormente (t/t0 = 0,7). La separa-
ción entre las distintas curvas pone de manifiesto la influencia de σ3. En cambio,
en el caso de tensión plana, la relación σTP

1 -ε1 es la misma en todas las fibras en
el espesor, como se deduce de (3.119), y coincide en la Figura 3.26 con la curva
correspondiente a la cara externa de la chapa, donde la tensión transversal es nula.
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Las Figuras 3.27 y 3.28 muestran los gradientes en el espesor de ε1, σ3, σ1

y σTP
1 , así como la evolución σ1-ε1 en cada fibra para una relación R/t0 grande

(R/t0 = 20). En la Figura 3.27 se puede observar cómo el gradiente de tensión
transversal es mucho menor que el de tensión principal máxima y, en consecuencia,
la tensión σ1 puede aproximarse por σTP

1 . Asimismo, la Figura 3.28 muestra cómo
la evolución (desde que se produce el efecto memoria, t/t0 = 0,96, hasta t/t0 = 0,7)
de las curvas σ1-ε1 a lo largo del espesor tienden a coincidir, y en particular a
hacerse iguales a la de la fibra exterior (fibra en tensión plana). Como resultado
se puede concluir que la hipótesis de tensión plana es razonablemente válida para
valores de R/t0 suficientemente grandes.
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Figura 3.27: Gradientes de ε1, σ3, σ1 y σTP
1 con R/t0 = 20 y t/t0 = 0,7.
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Figura 3.28: Efecto de σ3 en la relación σ1-ε1, durante la etapa de tracción con R/t0 = 20.
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Capítulo 4

El fallo bajo condiciones de
flexión-tracción

Los métodos clásicos de predicción del fallo de chapa por estricción localizada
y por fractura dúctil revisados en el Capítulo 1 asumen una distribución unifor-
me de tensión/deformación en el espesor que, además de simplificar los análisis,
encubren determinados aspectos de la física real del problema. Así, como se ha
comentado en el Capítulo 2, diversos autores señalan que un gradiente de defor-
mación en el espesor de la chapa tiene un efecto importante en el fallo y que resulta
fundamental comprender el mecanismo de deformación en estas situaciones para
predecir el modo de fallo. En este capítulo se analiza el efecto del gradiente de
tensión/deformación en la estricción y en la fractura, proponiéndose un modelo
para su predicción que se complementa con los modelos de carga descritos en el
capítulo anterior.

En el primer apartado de este capítulo se analiza, desde un punto de vista físico,
la influencia de la flexión en el fallo de chapa por estricción localizada y por frac-
tura dúctil, y se expone el enfoque adoptado para predecir la conformabilidad del
material en condiciones de flexión-tracción. Posteriormente se presentan dos reglas
muy simples propuestas en la literatura para la predicción del fallo en presencia de
un gradiente de deformación, y que han mostrado unas predicciones razonables,
especialmente en operaciones con radios suaves. En el tercer apartado se discute
la validez de las reglas anteriores y se proponen unos modelos de predicción más
realistas que consideran la influencia de la microestructura del material en el fallo,
basados en los clásicos Métodos de Distancias Críticas. La influencia de la historia
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de carga es revisada en el cuarto apartado, siendo los modelos de predicción refor-
mulados en consecuencia. En el quinto apartado se realiza un análisis del efecto de
la tensión transversal en el espesor en el fallo por estricción, comparando el modelo
propuesto con los resultados del criterio de inestabilidad de Hill (1952) obtenidos
en condiciones de flexión-tracción y con trabajos recientes de otros autores. Por
último, el sexto apartado introduce el concepto de Superficie Límite de Confor-
mado (SLC) como una herramienta unificada para evaluar la conformabilidad de
chapas, de forma análoga al clásico Diagrama Límite de Conformado (DLC) pero
que considera además el efecto de la flexión.

4.1. Influencia del gradiente de deformación en el
fallo de chapa

El efecto de un gradiente de deformación en el fallo de chapa puede explicarse
fácilmente asumiendo que la chapa está compuesta por fibras o capas de material
superpuestas en el espesor. En ausencia de gradiente de deformación, como es el
caso del estirado en el plano de la chapa (in-plane stretching), todas las fibras en el
espesor alcanzan la misma deformación (Figura 4.1(a)). En esta situación, el fallo
de la chapa está controlado esencialmente por la iniciación de una inestabilidad
plástica o por la fractura en una sola de estas fibras o en un grupo de fibras o en
todas las fibras a la vez, ya que si esto ocurre el fallo se propaga rápidamente por
todo el espesor, produciéndose el fallo de la chapa por estricción localizada o por
fractura, respectivamente. Que suceda uno u otro modo de fallo dependerá de la
ductilidad del material y de las condiciones de deformación (véase el Capítulo 1).

�
NN �

M NMN

�

M
NMN

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Esquema de distribuciones de deformación en el espesor de la chapa: (a)
uniforme, (b) gradiente suave y (c) gradiente severo.

Cuando la tracción predomina sobre la flexión y existe un gradiente moderado
de deformación en la chapa (Figura 4.1(b)), e.g. en operaciones de estirado (stretch-
bending) o estampación (stamping) con punzones de radios suaves, la estricción
localizada es el modo de fallo más habitual. En esta situación, debido a la presencia
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del gradiente de deformación, el hecho de que se produzca la inestabilidad de las
fibras externas, las más deformadas, no implica la inmediata inestabilidad de la
chapa. Por ejemplo, aunque las fibras más externas alcanzasen la misma condición
de inestabilidad que la correspondiente al caso de deformación uniforme en el
espesor, las fibras que hay por debajo, de material menos deformado, retrasarían
la estricción de la chapa (Col y Balan, 2007). De esta forma, suponiendo que
se aplica la misma deformación en la cara externa, un gradiente de deformación
causará siempre menos daño que una distribución uniforme. Este hecho ha sido
observado en multitud de trabajos experimentales, denominado frecuentemente
como efecto beneficioso o estabilizador de la flexión en la conformabilidad de chapa
(Ghosh y Hecker, 1974; Charpentier, 1975; Tharrett y Stoughton, 2003a,b; Kitting
et ál., 2008; Morales et ál., 2009, 2010; Vallellano et ál., 2008, 2010; Schleich et ál.,
2009a,b; Stoughton y Yoon, 2010).

En cambio, cuando el doblado es más severo (Figura 4.1(c)), e.g. en operaciones
de doblado al aire (air bending), rebordeado (flanging) o dobladillo (hemming), las
fibras en la cara interna pueden llegar a comprimirse y conseguir que el material
en esta región aumente de espesor. En estas situaciones, la estricción no puede
llegar a desarrollarse, siendo entonces la fractura dúctil el mecanismo que domina
en el fallo. La fractura dúctil se inicia con la aparición de una grieta, generalmente
en planos de cortante máximo, en las fibras más deformadas (fibras externas) de
la chapa.

En condiciones de doblado intermedias a las dos anteriores, i.e. en operaciones
donde la tracción predomina sobre la flexión y existe un gradiente relativamente
severo de deformación, el modo de fallo dependerá de si se alcanza antes la inesta-
bilidad plástica de la chapa o, por el contrario, aparecen antes grietas superficiales
en la cara más deformada.

Así, resumiendo las ideas anteriores, cabe esperar dos modos independientes
de fallo en una chapa, dependiendo de la severidad del gradiente de deformación
en el espesor:

1. un fallo por estricción localizada, que se iniciará cuando todas las fibras en
el espesor alcancen la inestabilidad plástica; y

2. un fallo por fractura dúctil, que aparecerá cuando las fibras más deformadas
(fibras externas) alcancen el límite de fractura.

Hay que hacer observar que la fractura superficial (Figura 4.2(a)) es diferente,
a priori, de la fractura que viene precedida de una estricción localizada (Figura
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4.2(b)). Mientras que la primera se manifiesta con la aparición de grietas en la cara
más deformada de la chapa, la segunda suele producir un desgarramiento de toda
la sección, favorecido por la menor severidad del gradiente de deformación y por
la rápida propagación de la estricción previa. Presumiblemente, tal distinción se
debe a las diferentes condiciones de conformado de la chapa y se justifica solamente
por la forma en que se manifiesta el fallo. En realidad, parece razonable asumir
que ambos tipos de fractura dúctil están causados por el mismo fenómeno de
agotamiento de la ductilidad del material. Esta idea está de acuerdo con el trabajo
de Stoughton (2008), quien propuso un criterio único de fallo para ambos modos
de fractura. El autor analizó los resultados experimentales de Lin et ál. (2006) en
chapas de aleación de aluminio 6111-T4, donde se produjeron fractura superficial
en ensayos de dobladillo (hemming) y desgarramiento global en ensayos de tracción
uniaxial y en deformación plana. En efecto, Stoughton mostró que la fractura
superficial en el primer grupo de ensayos se producía cuando la tensión tangencial
máxima en la cara externa alcanzaba un valor crítico idéntico al nivel de tensión
que producía el desgarramiento en el segundo grupo de ensayos.

(b)(a)

Figura 4.2: Micrografías de chapas fracturadas (Schleich et ál., 2009b): (a) fractura su-
perficial debido a una flexión dominante; y (b) estricción y posterior desgarramiento en
el espesor debido a una tracción dominante.

La predicción de la estricción localizada y de la fractura dúctil ha sido am-
pliamente estudiada en procesos de conformado en el plano de la chapa, donde
no existe flexión. En estas condiciones se han propuesto un gran número de crite-
rios de fallo; los más importante han sido revisados en el Capítulo 1. Todos estos
criterios podrían ahora reformularse considerando en los análisis el efecto de la fle-
xión. O al menos los más relevantes, como los de Hill (1952), Stören y Rice (1975)
y Marciniak y Kuczyński (1967) para estricción localizada, y los de Freudenthal
(1950), Cockcroft y Latham (1968) y Bressan y Williams (1983) para fractura
dúctil. Así, por ejemplo, una generalización del criterio de Hill (1952) que incluye
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el efecto de la flexión se desarrolla más adelante (Apartado 4.5). Este ejemplo en
particular muestra que, en general, la formulación matemática al considerar un
gradiente de deformación en el espesor se prevé bastante engorrosa y de difícil re-
solución analítica. Además, aunque cada uno de estos criterios tiene sus ventajas
y sus limitaciones, ninguno está universalmente aceptado ya que las previsiones
suelen diferir en mayor o menor medida con los resultados experimentales.

Por todo lo anterior, en esta tesis se adopta un enfoque local para la predic-
ción del fallo en condiciones de flexión-tracción, en el que se asumen conocidos los
límites de conformado de la chapa en ausencia de flexión. Los valores límite de
conformado en el plano se tomarán de resultados experimentales de la literatura,
en la medida de lo posible, o se estimarán mediante el criterio de predicción más
conveniente en cada caso. Presumiblemente, los modelos propuestos según este en-
foque permitirán obtener mejores predicciones que las que se obtendrían mediante
una reformulación de cualquiera de los criterios clásicos de fallo en el plano que
incluya el efecto de la flexión.

4.2. Reglas de la Caras Cóncava y Convexa

Dado que la estricción localizada es una forma de inestabilidad plástica, es
razonable asumir que la inestabilidad de la chapa se alcanza sólo cuando todas las
fibras en el espesor han alcanzado la condición de inestabilidad. Esto implica que
el fallo de la chapa está controlado por la capacidad de conformado de las fibras
menos deformadas, esto es, las fibras internas o fibras en torno a la cara cóncava
en la zona del proceso. Así, una simple aproximación consiste en asumir que la
estricción de la chapa está controlada por una sola fibra, la menos deformada (fibra
interna), de manera que el fallo ocurra cuando el estado de tensión/deformación
de esta fibra alcance el mismo nivel que en un caso de estirado sin flexión. Esta
idea es consistente con la Regla de la Cara Cóncava propuesta por Tharrett y
Stoughton (2003a,b). Esta regla se basa en los trabajos de los autores con ensayos
de estirado con punzones de radios diferentes y en chapas de distintos materiales,
donde observaron que la estricción de la chapa se iniciaba cuando la deformación
de la cara cóncava alcanzaba aproximadamente la deformación límite de estricción
en el plano. Los resultados experimentales de estos trabajos se analizarán en el
Capítulo 5.

Usando la misma formulación del capítulo anterior, la Regla de la Cara Cóncava



158 El fallo bajo condiciones de flexión-tracción

puede expresarse como (Figura 4.3(a)):

ε1,in = ε1,neck(β) (4.1)

siendo ε1,in = ε1(ζ = −1/2) la deformación principal máxima en la cara interna
y ε1,neck(β) la deformación límite de fallo por estricción localizada en el plano
para una determinada relación β (β = dε2/ε1). Los valores de ε1,neck(β) se pueden
obtener a partir de un DLC tradicional, donde no están presentes efectos de flexión.
El DLC debería ser experimental, aunque en su defecto se puede estimar mediante
uno cualquiera de los métodos descritos en el Capítulo 1.

�1,neck

t

�1,frac

t

(a)

�1

�1

(b)

Figura 4.3: Esquema del efecto de la flexión en el fallo de chapa: (a) Regla de la Cara
Cóncava para estricción localizada; y (b) Regla de la Cara Convexa para fractura dúctil
superficial.

De forma análoga, si el fallo se produce por fractura dúctil y dado que ésta se
inicia con la aparición de grietas en la cara externa de la chapa, se podría suponer
que el fallo está controlado sólo por la fibra externa. De acuerdo a esta idea, un
criterio conservador de fractura consiste en asumir que la chapa falla cuando la
cara externa o convexa alcanza la misma deformación límite de fractura que en un
estirado sin flexión. En adelante, este criterio de fractura será denominado Regla de
la Cara Convexa, por analogía a la anterior regla para la estricción. Obviamente,
este criterio no es nuevo y ha sido comprobado satisfactoriamente en una gran
variedad de operaciones de doblado (Ragab y Saleh, 2005).

La Regla de la Cara Convexa puede ser expresada como (Figura 4.3(b)):

ε1,out = ε1,frac(β) (4.2)

siendo ε1,out = ε1(ζ = 1/2) la deformación principal máxima en la cara externa y
ε1,frac(β) la deformación límite de fallo por fractura para un β dado en condiciones
de estirado sin flexión. El valor de ε1,frac(β) se puede calcular a partir de datos
experimentales o a través de modelos matemáticos como los presentados en el
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Capítulo 1. El trabajo de Jain et ál. (1999) analiza varios criterios clásicos de
fractura. La selección de un criterio de fractura adecuado es esencial y dependerá
del material y de las condiciones de conformado.

Las Reglas de la Caras Cóncava y Convexa permiten realizar un primer aná-
lisis sencillo del efecto de la flexión en la conformabilidad de chapas metálicas.
Ambas reglas han sido originariamente formuladas en términos de deformaciones,
despreciando así implícitamente la influencia del camino de carga.

1
0

1

g

e

a

f

b d

o
c

Axil adimensional,  1

F
le

ct
o
r

ad
im

en
si

o
n
al

,
�

1 Curva de fallo
(El-Domiaty
& Shabaik)

M
áxima curvatura

Región de fallo

F
ractura

Estricción

Figura 4.4: Diagrama MN obtenido mediante el modelo de carga proporcional incluyendo
las Reglas de las Caras Cóncava y Convexa.

La Figura 4.4 muestra en un diagrama MN las curvas de fallo obtenidas me-
diante la Regla de la Cara Cóncava para la estricción localizada (curva b-c) y la
Regla de la Cara Convexa para la fractura dúctil (curva e-d). Dichas curvas han
sido obtenidas haciendo uso del modelo de carga proporcional propuesto en el Ca-
pítulo 3 (Apartado 3.2). El punto b representa el fallo en tracción pura, donde la
distribución de deformaciones es uniforme. Como se aprecia en este diagrama, las
dos curvas de fallo (b-c y e-d) se cortan en el punto o. De esta forma, la curva de
fallo general de la chapa para el estado de deformación β está compuesta por la
curva b-o-e, formada por un segmento b-o, correspondiente al fallo por estricción
localizada, y un segmento o-e, correspondiente al fallo por fractura. La curva límite
del conformado de la chapa está formada por la curva de fallo (curva b-o-e) que se
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completa eventualmente con el segmento e-f correspondiente a la curvatura máxi-
ma que puede alcanzar la chapa sin agrietarse. Por último, nótese que la curva a-b
corresponde al criterio propuesto por El-Domiaty et ál. (El-Domiaty y Shabaik,
1984; El-Domiaty et ál., 1996) mencionado en el capítulo anterior (véase la Figura
3.6, pág. 108), el cual supone que el fallo por estricción está controlado por la cara
externa. Como se puede observar, dicha curva difiere claramente respecto de la
curva de fallo actual, la cual representa un claro soporte físico del que adolece la
propuesta de El-Domiaty et ál..

En general, las Reglas de las Caras Cóncava y Convexa han mostrado prediccio-
nes razonables del fallo en los ensayos en los que han sido probadas, especialmente
cuando los radios de curvatura son suaves. Sin embargo, ambas reglas tienden a
sobreestimar y subestimar, respectivamente, los resultados experimentales al dis-
minuir el radio del punzón (Tharrett y Stoughton, 2003a,b; Kitting et ál., 2009a;
Morales et ál., 2009, 2010; Vallellano et ál., 2008, 2010). En el siguiente apartado se
proponen unos modelos de predicción del fallo más realistas que permiten mejorar
las predicciones.

4.3. Modelo de fallo basado en los Métodos de Dis-
tancias Críticas

En términos generales, asumir que el fallo en el espesor de la chapa depende
de lo que ocurre en una sola fibra, i.e. la cara interna o la cara externa de la
chapa según las reglas del apartado anterior, puede ser bastante restrictivo desde
un punto de vista físico. En este sentido, una hipótesis más realista consiste en
considerar que el fallo está controlado por lo que ocurre en un cierto volumen
crítico de material, que estará relacionado presumiblemente con las propiedades
mecánicas y con la microestructura del material.

Según esta idea, un enfoque más realista que el planteado por la Regla de la
Cara Cóncava para predecir el fallo por estricción localizada consiste en considerar
que el fallo está controlado, no por una sola fibra, sino por una fracción de material
de cierto grosor medido desde la cara interna de la chapa. De manera análoga,
parece más razonable asumir que el fallo por fractura dúctil no está controlado
por una sola fibra en la cara externa, como postula la Regla de la Cara Convexa,
sino por un cierto volumen de material localizado en la cara externa.

Como consecuencia del gradiente en el espesor, las tensiones/deformaciones que
actúan en un determinado volumen de material son diferentes a las de la cara in-
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terna o externa, permitiendo de esta manera explorar nuevos métodos que mejoren
las predicciones de las reglas anteriores. A continuación se presentan brevemente
los denominados Métodos de Distancias Críticas, cuyas ideas proporcionan un ex-
celente punto de partida para estudiar las condiciones en las que se produce el fallo
de chapa. Posteriormente se propone un modelo de predicción de fallo, mediante
una combinación de las Reglas de las Caras Cóncava y Convexa y de los Métodos
de Distancias Críticas.

4.3.1. Métodos de la Línea y del Punto

El concepto de volumen crítico de material ha sido ampliamente utilizado para
tener en cuenta el efecto de los gradientes de tensión/deformación en diferentes
mecanismos de fallo, como la fatiga y la fractura. Entre otros, los llamados Mé-
todos de las Distancias Críticas, originariamente desarrollados para analizar el
comportamiento a fatiga de componentes con entallas, han sido recientemente re-
visados y ampliados por Taylor (2007) para predecir el fallo por fractura frágil y
dúctil en diferentes materiales como metales, plásticos, cerámicas o incluso huesos.
Estos métodos se basan en la idea de que el efecto de la concentración de tensión
en la reducción de la resistencia de un componente entallado depende, no sólo de
la tensión máxima en la superficie, sino también del gradiente de tensión en su
interior. Este gradiente determina el volumen de componente que está sometido
a unos valores altos de tensión y cuál es su capacidad para generar un daño lo-
cal. De esta manera, el fallo se predice cuando una cierta tensión efectiva (σeff ),
representativa de la distribución de tensión en el material, excede un cierto valor
crítico (σcr) a una cierta distancia (d) de la superficie del componente.

Dos de estos métodos son el Método de la Línea (Line Method, LM) y el Método
del Punto (Point Method, PM), representados esquemáticamente en la Figura 4.5.
El primero, propuesto por Neuber (1946), utiliza la tensión promedio como tensión
efectiva. Neuber postula que la resistencia a fatiga de una pieza entallada depende
de la tensión media sobre un cierto volumen elemental de material situado en
el fondo de la entalla. Dicha tensión media es función de la distribución de las
tensiones a lo largo de este volumen elemental y, por tanto, inferior a la tensión
máxima. Así, el fallo del componente sucede cuando la tensión media excede un
valor crítico (σcr) a una cierta distancia (dLM en la Figura 4.5(a)):

σeff := σ̄(dLM ) =
1

dLM

∫ dLM

0

σ(x)dx ≥ σcr (4.3)

En el modelo original de Neuber, σcr representa el límite de fatiga del material.
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Figura 4.5: Métodos de las Distancias Críticas en el borde de una entalla: (a) Método de
la Línea y (b) Método del Punto.

La dimensión representativa del volumen elemental (dLM ) dependerá del tipo de
material y del tratamiento térmico y mecánico al que haya sido tratado. Kuhn y
Hardraht (1952) correlacionaron experimentalmente esta dimensión con el límite
de rotura del material para el caso de aceros y por ende debe estar relacionada
con la microestructura del material.

El segundo método o Método del Punto, propuesto por Peterson (1959), está
relacionado directamente con el gradiente de tensiones originado en la entalla y
utiliza como tensión efectiva la tensión actual a una cierta distancia de la superficie.
Así, Peterson sugiere que el fallo del componente ocurre cuando la tensión local
a una distancia característica del fondo de la entalla (dPM en la Figura 4.5(b))
alcanza un valor crítico (σcr), e.g. el límite de fatiga del material, que puede ser
expresado como:

σeff := σ(dPM ) ≥ σcr (4.4)

El citado autor comprobó que el valor de la distancia dPM podía ser considera-
do una característica del material. Asimismo, Langer (1960) también obtuvo una
correlación de dicha distancia con la resistencia a tracción del acero.

Los modelos de Neuber y Perterson han sido ampliamente utilizados en inge-
niería, con resultados muy satisfactorios en gran número de situaciones prácticas.
Ambos proporcionan una aproximación atractiva para estudiar las condiciones ne-
cesarias que concurren en la iniciación de la estricción localizada y de la fractura
dúctil en el conformado de chapa donde existen esfuerzos de flexión. Las dos ideas
importantes que se desprenden de estos modelos y que pueden aplicarse al fallo de
chapa en presencia de un gradiente de deformación se pueden resumir en:

1. la resistencia al fallo del material está principalmente influenciada por la
evolución de la tensión/deformación en el espesor y no exclusivamente por
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el valor local en una de las dos caras de la chapa, y

2. existe una clara dependencia con el tipo de material empleado, reflejada en
estos modelos a través de cierta distancia crítica característica del material.

Esta interpretación permite conectar con las ideas de Neuber y Peterson en
cuanto a la necesidad de emplear una longitud característica en el espesor de la
chapa para determinar el límite de iniciación de la estricción localizada o el límite
de la fractura dúctil, el cual podría ser aquí, de manera natural, el tamaño de
grano.

4.3.2. Modelo de fallo por estricción

De acuerdo a las conceptos planteados en los Métodos de Distancias Críticas,
se puede argumentar que el inicio de una estricción en una chapa sometida a un
gradiente de tensión/deformación en el espesor está controlado por lo que sucede
en un volumen de material a una cierta distancia crítica de la cara interna. Des-
de un punto de vista físico, se puede inferir que este volumen de material menos
deformado y que ofrece, por tanto, una mayor resistencia al aumento de la defor-
mación, es el que retrasa la formación de la inestabilidad hasta que ya no es capaz
de resistir por más tiempo.

Un primer modelo simple de predicción del fallo consiste en combinar la Re-
gla de la Cara Cóncava con los métodos anteriores. La diferencia principal con el
esquema de los Métodos de las Distancias Críticas reside en el uso de la deforma-
ción principal máxima (ε1) como variable representativa en vez de la tensión. Se
obtienen así dos propuestas distintas correspondientes a los Métodos de la Línea
y del Punto, respectivamente.

dneck

�1,neck

t

(a)

�1

dneck

�1,neck

t

(b)

�1

LM

PM

Figura 4.6: Esquema del modelo de fallo por estricción en el espesor combinando la Regla
de la Cara Cóncava y: (a) el Método de la Línea; y (b) el Método del Punto.

La primera propuesta consiste en asumir que el fallo está controlado por el
valor promedio de la deformación principal máxima en un volumen de material
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a una distancia crítica de la cara interna (dLMneck en la Figura 4.6(a)). Usando la
formulación del capítulo anterior, este criterio de fallo se expresa como:

ε1(ζ
LM
neck) :=

1

ζLMneck + 1/2

∫ ζLM
neck

−1/2

ε1(ζ)dζ ≥ ε1,neck (4.5)

siendo ζLMneck = (dLMneck − t/2)/t la posición relativa de la superficie superior del
volumen crítico de material, medida desde la superficie media de la chapa.

La segunda propuesta está basada en el Método del Punto y consiste en asumir
que el fallo está controlado por el valor local de la deformación principal máxima
a una distancia crítica de la cara interna (dPMneck en la Figura 4.6(b)). Este método
se expresa en la presente formulación como:

ε1(ζ
PM
neck) ≥ ε1,neck (4.6)

siendo ζPMneck = (dPMneck − t/2)/t.
Como se ha comentado, las distancias críticas se asumen que son características

del material, que dependen de las propiedades mecánicas y de la microestructura
a través del tamaño de grano. Como se puede apreciar en el esquema de la Figura
4.6, la distancia crítica según el primer método (dLMneck) siempre será mayor que
la del segundo método (dPMneck), debido al gradiente de deformación. Nótese que
ambas expresiones (4.5) y (4.6) coinciden con la Regla de la Cara Cóncava dada
en (4.1) si la distancia crítica en cada caso es nula.

Por otro lado, parece razonable asumir que todas las fibras en el volumen crítico
de material contribuyen en la inestabilidad plástica. Siendo así, la descripción del
fallo mediante un valor promedio en dicho volumen parece más realista que asumir
que está controlado por un valor local en el interior del material. Por tanto, la
descripción del fallo por estricción basada en el Método de la Línea parece más
acertada que la del Método del Punto. No obstante, es necesario un trabajo más
exhaustivo para sustentar esta idea.

Debido al desplazamiento de las fibras en el espesor, el valor de la distancia
crítica cambia durante el conformado. Así, por ejemplo, en un conformado donde
predomina la tracción la chapa reduce su espesor y también se reducirá el espesor
del volumen de material crítico. Para poder establecer una relación con la mi-
croestructura, parece lógico definir la distancia crítica en la chapa indeformada.
Se definen, por tanto, dLMneck y dPMneck como las distancias críticas en la chapa sin
deformar. Es necesario, por tanto, establecer la evolución de estos parámetros y
relacionarlos con los que se obtienen en la chapa deformada (véase la Figura 4.6).
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Figura 4.7: Desplazamiento de una fibra genérica en el espesor.

Para ello, considérese una fibra genérica a una distancia d de la cara interna de
la chapa sin deformar (Figura 4.7), que se desplaza en el espesor durante el con-
formado hasta ocupar una posición definida por la variable z en la configuración
deformada, medida desde la superficie media. Aplicando la condición de conserva-
ción del volumen por debajo de esta fibra, se establece la siguiente relación entre
d y z:

l1 l2 d =
(rm,1 − t/2) + (rm,1 + z)

2
θ1

(rm,2 − t/2) + (rm,2 + z)

2
θ2 t (4.7)

donde los cocientes del segundo miembro representan los radios de curvatura de la
superficie media del volumen considerado. Tomando d = t0 y z = t/2, la expresión
anterior representa la condición de conservación de volumen en toda la sección,
dada en (3.3). Haciendo el cociente entre ambas expresiones se obtiene:

d

t0
=

rm,1 +
z−t/2

2

rm,1

rm,2 +
z−t/2

2

rm,2

z + t/2

2
(4.8)

que puede ser expresada en variables adimensionales como:

δ =

[
1 +

κ1

2

(
ζ − 1

2

)] [
1 +

κ2

2

(
ζ − 1

2

)] (
ζ +

1

2

)
(4.9)

siendo δ = d/t0 el espesor adimensional de la fracción de chapa indeformada, κi =

rm,i/t las curvaturas relativas de la superficie media de la chapa en la dirección
principal i (i = {1, 2}), y ζ = z/t la posición relativa de la superficie superior del
volumen de material considerado.

Así, dado un volumen de material indeformado definido por una distancia a
la cara interna de la chapa (d) y las curvaturas relativas en un instante durante
el conformado (κ1 y κ2), la ecuación (4.9) permite calcular la posición (z) de la
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fibra que define el espesor del volumen de material en el instante considerado. De
este modo, teniendo en cuenta (4.9) en los métodos de predicción dados en (4.5)
y (4.6), la condición de estricción se obtiene fácilmente como una relación entre
parámetros geométricos en la chapa deformada (κ1 y τ1), el valor de distancia
crítica en la chapa sin deformar (dLMneck o dPMneck) y el valor de deformación límite
en ausencia de flexión (ε1,neck).
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Figura 4.8: Diagrama MN obtenido mediante el modelo de carga proporcional incluyendo
curvas de fallo mediante el modelo propuesto por estricción dado en (4.5), para distintos
valores de distancia crítica.

El efecto del valor de distancia crítica (definida en la configuración indefor-
mada, dLMneck o dPMneck) en los modelos propuestos de predicción de estricción puede
analizarse en un diagrama MN, para unas condiciones de deformación determina-
das (β). En particular, el diagrama MN de la Figura 4.8 muestra curvas de fallo
para diferentes valores de dLMneck obtenidas mediante el modelo basado en el Mé-
todo de la Línea, dado en (4.5). Las conclusiones que se obtienen con el modelo
basado en el Método del Punto, dado en (4.6), son similares y no se muestran por
brevedad.

Como puede observarse en la Figura 4.8, las curvas de fallo se desplazan hacia
la izquierda al aumentar el valor de dLMneck, reduciendo así la zona segura de confor-
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mado. Por tanto, los métodos propuestos predicen una conformabilidad de chapa
tanto menor cuanto mayor sea la distancia crítica considerada. En particular, la
curva de fallo correspondiente a una distancia crítica nula (dLMneck = 0) coincide con
la curva de fallo en la Figura 4.4, correspondiente a la Regla de la Cara Cóncava.
Nótese en la figura que todas las curvas de fallo coinciden en el eje de ordenadas,
donde la distribución de deformación es uniforme. En el otro extremo, las cur-
vas de fallo cortan a la curva de máxima curvatura, donde se produce el doblado
completo de la chapa sin que se inicie una estricción.

Finalmente, hay que hacer observar que la Regla del Plano Medio (discutida
en el Capítulo 2) coincide con el modelo propuesto de fallo por estricción basado
en el Método del Punto dado en (4.6) tomando como distancia crítica la mitad del
espesor (dPMneck = t0/2, i.e. considerando la deformación en el plano medio como
la variable característica que controla el fallo). O también puede ser aproximada
mediante el modelo propuesto de fallo por estricción basado en el Método de la
Línea dado en (4.5) tomando como distancia crítica todo el espesor de la chapa
(dLMneck = t0, i.e. considerando la deformación promedio en el espesor como la
variable característica que controla el fallo). Dado que las predicciones de la Regla
del Plano Medio son conservadoras y las de la Regla de la Cara Cóncava subestiman
los resultados experimentales, es razonable admitir que unos valores de distancias
críticas intermedios a los que se obtienen de ambas reglas resultarán en mejores
predicciones.

4.3.3. Modelo de fallo por fractura

De manera análoga al modelo propuesto de fallo por estricción se puede pro-
poner un modelo de fallo por fractura dúctil basado en los Métodos de Distancias
Críticas, donde el volumen de material crítico se localiza ahora en la cara exter-
na de la chapa. Al igual que antes, existen dos posibilidades dependiendo de si
se adopta el Método de la Línea (Figura 4.9(a)) o el Método del Punto (Figura
4.9(b)), en combinación con la Regla de la Cara Convexa. De nuevo, la variable
característica que controla el fallo es la deformación principal máxima (ε1).

La primera opción consiste en asumir que el fallo está controlado por el valor
promedio de la deformación principal máxima en el volumen de material crítico
(dLMfrac en la Figura 4.9(a)). Este criterio de fallo se expresa como:

ε1(ζ
LM
frac) :=

1

1/2− ζLMfrac

∫ 1/2

ζLM
frac

ε1(ζ)dζ ≥ ε1,frac (4.10)
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Figura 4.9: Esquema del modelo de fallo por fractura en el espesor combinando la Regla
de la Cara Convexa y: (a) el Método de la Línea; o (b) el Método del Punto.

siendo ζLMfrac = (t/2 − dLMfrac)/t la posición relativa de la superficie inferior del
volumen de material crítico, medida desde la superficie media de la chapa.

La segunda opción consiste en asumir que el fallo está controlado por el valor
local de la deformación principal máxima a una distancia crítica de la cara externa
(dPMfrac en la Figura 4.9(b)). Este método se expresa en como:

ε1(ζ
PM
frac) ≥ ε1,frac (4.11)

siendo ζPMfrac = (t/2− dPMfrac)/t.
De nuevo, las distancias críticas (dLMfrac y dPMfrac) se asumen que son caracterís-

ticas del material y se definen en la chapa sin deformar. Sus variaciones durante el
conformado se obtienen mediante la condición de conservación de volumen dada
en (4.9). Nótese que si las distancias críticas son nulas, ambas expresiones (4.10)
y (4.11) coinciden con la Regla de la Cara Convexa dada en (4.2).

Desde un punto de vista físico, el inicio de un fallo por fractura superficial puede
estar controlado por lo que ocurre en el frente de una grieta. Según esta idea, sería
más acertado describir el fallo mediante un valor local en el frente de grieta que
mediante un valor promedio en toda la longitud de la grieta. Así, al contrario que
en el fallo por estricción, un modelo de fallo por fractura basado en el Método del
Punto parece más acertado que uno basado en el Método la Línea. No obstante,
esta hipótesis requiere un trabajo más exhaustivo para ser confirmada.

Al igual que antes, el efecto del valor de distancia crítica (dLMfrac o dPMfrac) en los
modelos propuestos de predicción de fractura puede analizarse en un diagrama MN,
para unas condiciones de deformación determinadas (β). En particular, el diagrama
MN de la Figura 4.10 muestra las curvas de estricción de la Figura 4.8 y añade las
curvas de fallo por fractura para diferentes valores de dPMfrac obtenidas mediante
el modelo basado en el Método del Punto, dado en (4.11). Las conclusiones que
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Figura 4.10: Diagrama MN obtenido mediante el modelo de carga proporcional incluyendo
curvas de fallo según el modelo propuesto por estricción dado en (4.5) y por fractura dado
en (4.11), para distintos valores de distancias críticas.

se obtienen con el modelo basado en el Método de la Línea, dado en (4.10), son
similares y no se muestran por brevedad.

Como puede observarse en la Figura 4.10, las curvas de fractura se desplazan
hacia la derecha al aumentar el valor de dPMfrac, aumentando así la zona segura de
conformado. Por tanto, al contrario que los métodos propuestos de estricción, los
métodos de fractura predicen la fractura tanto antes cuanto menor sea la distancia
crítica considerada. En particular, la curva de fallo correspondiente a una distancia
crítica nula (dPMfrac = 0) coincide con la curva de fallo por fractura en la Figura 4.4,
correspondiente a la Regla de la Cara Convexa. Nótese igualmente en la figura que
todas las curvas de fractura coinciden en el eje de ordenadas, donde la distribución
de deformación es uniforme, y en el otro extremo las curvas de fallo cortan a la
curva de máxima curvatura, donde se produce el doblado completo de la chapa sin
que aparezcan grietas en la superficie exterior.

De manera análoga al caso planteado con las Reglas de la Caras Cóncava
y Convexa, la intersección de la curva de fallo por estricción y la de fallo por
fractura representa la curva general de fallo de la chapa. Ésta se puede completar
eventualmente con un segmento de la curva de curvatura máxima (véase la Figura
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4.10). La Figura 4.10 muestra con trazo grueso una curva de fallo general, en
este caso correspondiente a unos valores de distancias críticas dLMneck/t0 = 0,1 y
dPMfrac/t0 = 0,2.

4.4. Reformulación en tensiones

El modelo de fallo propuesto en el apartado anterior, al igual que las Reglas
de la Caras Cóncava y Convexa, asume que la variable característica que con-
trola el fallo de la chapa es la deformación principal máxima ε1(β), como valor
representativo del estado de deformación en el plano de la chapa (ε1, ε2). Este
enfoque tiene la ventaja de poder realizar estimaciones trabajando directamente
con deformaciones, fácilmente medibles en la práctica. Sin embargo, como ya ha
sido expuesto, el estado de deformación en el conformado de una chapa depende
en general de la historia de carga, de manera que los criterios de fallo anteriores
sólo son estrictamente válidos en procesos de carga proporcional. Como se expone
en el Capítulo 1 (Apartado 1.5), la solución más prometedora para considerar los
efectos de la historia de carga en la evaluación de la conformabilidad de chapas es
el uso de criterios basados en el estado tensional del material (Kleemola y Pelkki-
kangas, 1977; Arrieux et ál., 1982; Stoughton, 2000, 2001; Stoughton y Zhu, 2004;
Stoughton y Yoon, 2005, 2010; Stoughton, 2008).

Estos autores caracterizaron la conformabilidad de la chapa mediante un límite
en el estado tensional en el plano de la chapa (σ1, σ2), y no en el estado de de-
formación (ε1, ε2). Para evaluar la conformabilidad de la chapa, los investigadores
mencionados proponen el uso de los diagramas límite de conformado en tensiones
(DLCT) como una alternativa a los tradicionales en deformaciones (véase el Apar-
tado 1.5). Los DLCT presentan la característica de mostrar cierta insensibilidad
al camino de carga o deformación (Stoughton, 2000, 2001, 2008; Stoughton y Zhu,
2004; Stoughton y Yoon, 2005, 2010; Wu et ál., 2005), al contrario que en los DLC
tradicionales donde se obtienen claramente distintas curvas de fallo debido a la
mayor sensibilidad a la historia de deformación (Graf y Hosford, 1993a,b).

Siguiendo las ideas de estos autores, un primer enfoque simple consistiría en
sustituir la variable ε1 en el modelo de fallo propuesto en el apartado anterior por
la tensión principal máxima σ1 y calcular los correspondientes límite de fallo por
estricción y por fractura en términos de tensiones (σ1,neck y σ1,frac, respectiva-
mente). Sin embargo, este enfoque tiene algunos inconvenientes que requieren ser
considerados convenientemente:
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1. Cuando se produce un gradiente de tensión/deformación en el espesor de la
chapa como consecuencia de la presión de un punzón, la adopción de σ1 como
variable característica que controla el fallo no parece ser la más adecuada
para evaluar la conformabilidad del material. La tensión transversal en el
espesor (σ3), aunque despreciable frente a σ1 cuando la flexión no es severa,
puede tener un efecto importante incluso en estas situaciones de doblados
pequeños o moderados. Este efecto es especialmente crítico en el fallo por
estricción, debido a que la presión se produce en la cara interna de la chapa.
En efecto, al despreciar σ3 se puede producir una pequeña variación en la
estimación de σ1 que tendría como resultado un error mucho mayor en la
estimación de la deformación, debido a la pendiente casi horizontal de la
curva tensión-deformación que suelen exhibir la mayoría de los metales.

2. Por otro lado, todos los distintos caminos de carga analizados por los autores
mencionados anteriormente en la evaluación de la conformabilidad del mate-
rial son combinaciones de esfuerzos de tracción en diferentes direcciones del
plano de la chapa. En estas situaciones parece razonable asumir que los lími-
tes de conformado son idénticos en el espacio de las tensiones. La evidencia
experimental así parece corroborarlo. Sin embargo, esto puede no ser cierto
cuando existen procesos de carga donde intervienen sucesivamente fuertes
esfuerzos de compresión y tracción, que pueden resultar en una variación
de dichos límites de conformado en el proceso real de la inestabilidad plás-
tica o de la fractura. Desafortunadamente, el autor no tiene constancia de
ningún estudio que corrobore esta hipótesis, debido fundamentalmente a la
dificultad práctica de realizar ensayos de compresión en chapas. En cualquier
caso, los esfuerzos de compresión, presentes al iniciarse el conformado en las
operaciones de estirado con flexión consideradas en este trabajo, se asumen
que no son lo suficientemente severos como para variar significativamente la
conformabilidad del material. En consecuencia, en este trabajo se considera
que las tensiones límite de conformado, obtenidas en condiciones de tensión
plana, permiten evaluar directamente la conformabilidad de la chapa en las
operaciones de estirado con flexión.

El efecto de una tensión transversal no nula (σ3 �= 0) en el fallo por estricción
no está aún claro (Stoughton, 2008; Stoughton y Yoon, 2010). En un intento de
resolver esta duda, Stoughton se basa en la observación de que los análisis de bi-
furcación basados en la teoría de la plasticidad (véase el Capítulo 1, Apartado 1.3)
predicen razonablemente bien los límites de estricción en metales en condiciones de
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tensión plana (como discuten Stoughton y Zhu, 2004; Yoshida et ál., 2005). Este
investigador señala que aunque dichos análisis están realizados en condiciones de
tensión plana, esta restricción sólo es necesaria porque los ensayos experimentales
también están realizados en estas condiciones. Según este autor, no hay razón pa-
ra esperar que estos mismos modelos, sin modificación, no predigan los límites de
conformado cuando coexiste también una carga transversal en la chapa, dado que
el modelo de plasticidad es válido para una carga genérica. Se concluye que, desde
esta perspectiva, la lógica dicta que el estado tensional crítico en ausencia de σ3 es
sólo un miembro de una familia de condiciones de tensiones críticas más genera-
les. Así, todos los miembros de esta familia en direcciones principales [σ1, σ2, σ3]

T

pueden definirse, considerando el caso conocido de estricción en tensión plana,
como: ⎡⎢⎣ σ1

σ2

σ3

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ σ1,neck

σ2,neck

0

⎤⎥⎦ ⇒
[

σ1 − σ3

σ2 − σ3

]
=

[
σ1,neck

σ2,neck

]
(4.12)

Basándose en esta idea, Stoughton propone considerar la tensión transversal de
forma explícita en los DLCT mediante las variables (σ1 − σ3, σ2 − σ3) en vez de
las originales (σ1, σ2) (Figura 4.11).

�2���

� ��1 �

Estricción: �1,neck ( )�

Fractura: �1,frac( )�

Curvas de fallo en tensión plana:

Figura 4.11: Diagrama límite de conformado en tensiones (DLCT) considerando explí-
citamente la tensión transversal en el espesor en el fallo por estricción y por fractura
(Stoughton y Yoon, 2010).

El DLCT de la Figura 4.11, redefinido en términos de (σ1−σ3, σ2−σ3), mues-
tra de forma esquemática dos curvas límite de conformado, por estricción y por
fractura, propuestas por Stoughton (2008) y Stoughton y Yoon (2010). La de es-
tricción está basada en una serie de fórmulas empíricas recogidas de la literatura,
mientras que la de fractura está basada en el criterio de cortante máximo de Tres-
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ca. Así, mientras que ambas curvas de fallo se obtienen en condiciones de tensión
plana, el DLCT puede ser utilizado para evaluar la conformabilidad de chapas en
situaciones más generales.

La propuesta de Stoughton (2008) y Stoughton y Yoon (2010) supone una
mejora al considerar no sólo el estado tensional en el plano (σ1, σ2) como variable
característica que controla el fallo, sino también la tensión transversal en el espesor
σ3. Esta última tiene un efecto beneficioso en la conformabilidad del material,
como se discute en el próximo apartado. De acuerdo a esta idea, el modelo de fallo
propuesto en el apartado anterior se redefine adoptando con variable efectiva la
diferencia σ1 − σ3, en lugar de ε1. De esta manera, el modelo de predicción de la
estricción basado en el Método de la Línea o en el del Punto, dado respectivamente
en (4.5) y (4.6), se reformula fácilmente sustituyendo una variable por otra:

(σ1 − σ3)(ζ
LM
neck) :=

1

ζLMneck + 1/2

∫ ζLM
neck

−1/2

(σ1 − σ3)(ζ)dζ ≥ σ1,neck (4.13)

(σ1 − σ3)(ζ
PM
neck) ≥ σ1,neck (4.14)

siendo σ1,neck la tensión principal máxima en el inicio de la estricción en un proceso
en ausencia de flexión, para unas condiciones dadas de tensión/deformación α(β).
Análogamente, el modelo de predicción del fallo por fractura, en cualquiera de las
formas dadas en (4.10) y (4.11), se reformula respectivamente como:

(σ1 − σ3)(ζ
LM
frac) :=

1

1/2− ζLMfrac

∫ 1/2

ζLM
frac

(σ1 − σ3)(ζ)dζ ≥ σ1,frac (4.15)

(σ1 − σ3)(ζ
PM
frac) ≥ σ1,frac (4.16)

siendo σ1,frac la tensión principal máxima en el instante de la fractura en un
proceso de conformado en el plano, que depende asimismo de las condiciones de
tensión/deformación α(β).

En la práctica, los valores límite de conformado de un material se obtienen
mediante medidas experimentales de la deformación en procesos de estirado en
tensión plana (ε1,neck y ε1,frac). A partir de estos valores, las tensiones límite de
fallo σ1,neck y σ1,frac se pueden calcular haciendo uso de la ley de comportamiento
y del criterio de plastificación. Así, dada la formulación actual, se obtienen las
siguientes expresiones:

σ1,neck =
Kρn

ϕ
εn1,neck (4.17)
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σ1,frac =
Kρn

ϕ
εn1,frac (4.18)

siendo α(β), ϕ(α) y ρ(β) funciones de los parámetros del material que dependen
del criterio de plastificación en tensión plana adoptado, tal y como se expone en
el capítulo anterior.

La Figura 4.12 muestra de forma esquemática en dos DLCT las curvas hipoté-
ticas de fallo que se obtienen de (4.17) y (4.18), en un rango de valores positivos
de α = σ2/σ1, típico en los procesos de estirado de chapa. Los DLCT de la figura
ilustran también dos operaciones teóricas de estirado con punzón, obtenidas me-
diante el modelo de carga flexión-tracción en dos pasos propuesto en el capítulo
anterior (Apartado 3.3).

� ��1 �

�2���
�2���

Fallo por fractura

( )( )� �� $ 
�1 1,� frac frac
Fallo por estricción

( )( )� �� $ 
�1 1,� neck neck

in ou
t ou

t

in

LM

PM

(a) (b)

� ��1 �

Figura 4.12: Esquema del modo de fallo en el modelo flexión-tracción en dos pasos en
el espacio de las tensiones: (a) fallo por estricción cuando la tensión promedio en ζLMneck

( ) alcanza la curva de estricción ( ); y (b) fallo por fractura cuando la tensión
local en ζPMfrac ( ) alcanza la curva de fractura ( ).

En los DLCT de la Figura 4.12 también se ilustra de forma esquemática la
evolución del estado tensional en dos procesos de estirado con punzón hasta pro-
ducirse el fallo por estricción (Figura 4.12(a)) y por fractura (Figura 4.12(b)). Por
claridad en la exposición se ha considerado sólo el modelo de fallo basado en el
Método de la Línea dado en (4.13) para el fallo por estricción y el Método del
Punto dado en (4.16) para el fallo por fractura. Las trayectorias con trazo fino
representan la evolución de σ1 − σ3 en las caras interna (in) y externa (out) de la
chapa. Con trazo más grueso se representa la evolución de la variable característica
que controla el fallo, que en este caso es la tensión promedio en una fracción de
material en la cara interna (σ1 − σ3, σ2 − σ3)(ζ

LM
neck) para el fallo por estricción y,
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para el fallo por fractura, la tensión local a una cierta distancia de la cara externa
(σ1 − σ3, σ2 − σ3)(ζ

PM
frac). El modo de fallo, estricción o fractura, viene determi-

nado por el instante en el que la primera de estas dos trayectorias intersecta con
la correspondiente curva de fallo, marcado con un punto grueso. Nótese que el
proceso de la Figura 4.12(b) representa una operación de estirado con un punzón
de radio más pequeño que el de la Figura 4.12(a), como se deduce de la mayor
compresión inicial en la cara interna de la chapa. En esta situación, el efecto de la
plastificación inversa en las fibras internas será mayor (véase el Apartado 3.3.2).

En la práctica suelen obtenerse predicciones razonables con los métodos tra-
dicionales de predicción del fallo, los cuales no consideran la historia de carga y,
por tanto, no tienen en cuenta el efecto de la plastificación inversa (Kitting et ál.,
2008, 2009a,b; Stoughton, 2000, 2001; Tharrett y Stoughton, 2003a,b; Stoughton
y Zhu, 2004; Stoughton y Yoon, 2005, 2010; Stoughton, 2008). Esto puede deberse
a que los ensayos realizados reproducen unas condiciones de deformación en las
que el material recupera la repuesta del material virgen antes de producirse el
fallo. En general, los investigadores suelen observar que las predicciones no son
tan buenas al disminuir los radios de curvatura, precisamente donde el efecto de
la plastificación inversa es mayor.

Por otro lado, dado que el fallo por fractura dúctil en operaciones de estirado
con punzón está controlado por las fibras más deformadas (cara externa), parece
razonable asumir que la plastificación inversa de las fibras en la cara interna pueden
no influir en este modo de fallo. En particular, este hecho es conocido de las
operaciones de doblado puro. En este caso la no proporcionalidad de la carga
vendrá dada sólo por las diferentes condiciones de deformación en dichas fibras
debidas a los esfuerzos de flexión y tracción.

Por último, al igual que en los apartados anteriores, el efecto del valor de las
distancias críticas en el modelo propuesto de fallo puede analizarse mediante un
diagrama MN. En particular, la Figura 4.13 muestra un diagrama MN esquemá-
tico, análogo al presentado en el apartado anterior (Figura 4.10), obtenido ahora
mediante el modelo de flexión-tracción en dos pasos, para unas condiciones de carga
caracterizadas por la forma del punzón (βM ) y por la evolución de la deformación
durante la segunda etapa de tracción (βN ), y donde se ha utilizado el modelo de
fallo en términos de tensiones. Las curvas de fallo por estricción se han obtenido
mediante el modelo basado en el Método de la Línea dado en (4.13) para distintos
valores de distancia crítica (dLM

neck), y las curvas de fallo por fractura corresponden
al modelo basado en el Método del Punto dado en (4.16) para diferentes valores
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Figura 4.13: Diagrama MN (modelo flexión-tracción en dos pasos) incluyendo una combi-
nación de las Reglas de las Caras Cóncava y Convexa y de los Métodos de las Distancias
Críticas.

de dPM
frac. Al igual que en el diagrama MN del apartado anterior, se puede apreciar

cómo al aumentar la distancia crítica las curvas de estricción se desplazan hacia
la izquierda reduciendo la zona segura de conformado, mientras que las curvas
de fractura se desplazan hacia la derecha, aumentando la zona segura. La curva
general de fallo, intersección de las de estricción y fractura, representa un caso
hipotético con valores de distancias críticas dLM

neck/t0 = 0,1 y dPM
frac/t0 = 0,2.

4.5. Análisis del fallo por estricción considerando
la tensión transversal

En la práctica, los métodos de predicción del fallo por estricción localizada
revisados en el Capítulo 1, tales como los de Hill (1952), Marciniak y Kuczyński
(1967), Stören y Rice (1975), etc., difieren en mayor o menor medida de los re-
sultados experimentales. Lo mismo sucede con los criterios de fractura dúctil, e.g.
Cockcroft y Latham (1968). Lógicamente, incluir en la formulación de estos aná-
lisis el efecto de la flexión también resultaría en métodos igualmente imprecisos.
Por este motivo, el modelo de fallo propuesto en el apartado anterior está basado
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en un enfoque local, i.e. asume que el fallo está controlado por una tensión efectiva
(valor promedio o local) en una fracción de material a una distancia crítica de la
cara externa/interna de la chapa.

La idea de que el fallo por fractura dúctil está causado por un daño local a
una cierta distancia crítica (dfrac) de la cara externa de la chapa parece razona-
ble, dado que los Métodos de Distancias Críticas originales en los que está basado
permiten predecir el mismo tipo de fallo. En cambio, la idea planteada en este
trabajo de que el fallo por estricción está controlado por una fracción de material
a una cierta distancia crítica (dneck) de la cara interna puede ser discutible, dado
que tradicionalmente la inestabilidad plástica se ha considerado en todo el espe-
sor. Con el objeto de contrastar dicha idea con la inestabilidad plástica en toda
la sección, en este apartado se desarrolla una generalización del análisis de bifur-
cación o condición de axil máximo propuesto por Hill (1952). Para ello se utiliza
el modelo de carga flexión-tracción en dos pasos en condiciones de deformación
plana y considerando la tensión transversal en el espesor, propuesto en el capítulo
anterior.

Posteriormente se analizan los trabajos de Emmens y van den Boogaard (2010)
y van den Boogaard et ál. (2010) sobre el efecto de la tensión transversal (σ3) en
el fallo de chapa. Realizando una sencilla modificación al modelo que plantean se
consigue dotar de un sentido físico a un parámetro que los autores definen pero
no justifican, el cual se podría relacionar fácilmente con el concepto de distancia
crítica.

4.5.1. Condición de axil máximo en la flexión-tracción

Según Hill (1952), la estricción localizada en una chapa sometida a tracción se
produce cuando el esfuerzo axil alcanza su valor máximo, dN1 ≤ 0. Como se ha
expuesto en el Capítulo 1, esta condición de inestabilidad en deformación plana se
expresa como (véase la ecuación (1.6), pág. 11):

1

σ1

dσ1

dε1
≤ 1 (4.19)

El miembro de la izquierda de esta expresión es una propiedad del material cono-
cida como característica de endurecimiento por deformación adimensional (non-
dimensional strain-hardening characteristic, Marciniak et ál., 2002) y puede ser
determinada experimentalmente para un material dado. Físicamente, esta pro-
piedad del material representa la relación entre la velocidad de endurecimiento
longitudinal y la velocidad de debilitamiento transversal como consecuencia de la
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reducción del espesor. Cuando una compensa a la otra, se produce la inestabilidad
plástica. La condición (4.19) se ha obtenido en ausencia de flexión y es válida, por
tanto, para cualquier fibra en el espesor. Así, en estas situaciones la inestabilidad
plástica se produce cuando todas las fibras alcanzan dicha condición.

Una expresión parecida a (4.19), pero que tiene en cuenta de forma explícita
la tensión/deformación en todo el espesor, puede deducirse tomando valores pro-
medio. Así, el esfuerzo axil puede ser expresado como N1 =

∫
σ1dt = σ1t y la

condición de inestabilidad se obtiene entonces como:
dN1

dt
=

d

dt
(σ1t) = σ1 + t

dσ1

dt
≤ 0

dσ1

σ1
≤ −dt

t
= −dε3 = dε1

1

σ1

dσ1

dε1
≤ 1 (4.20)

Si la distribución de tensión/deformación en el espesor no es uniforme, la ines-
tabilidad plástica de la chapa viene dada por la condición (4.20), mientras que
la expresión dada en (4.19) permite evaluar en cada fibra el instante en el que la
velocidad de endurecimiento longitudinal alcanza la velocidad de debilitamiento
transversal. Esta condición se denominará en adelante como inestabilidad local de
cada fibra en el espesor, aunque no debe confundirse con la inestabilidad plástica
de la chapa. Así, dado que no todas las fibras se deforman igual, en el instante de
la estricción de la chapa existirán fibras localmente estables e inestables, i.e. fibras
que cumplen o no la condición (4.19).

Análisis con el modelo de carga flexión-tracción en dos pasos

Para analizar las ideas anteriores, considérese el modelo de carga flexión-tracción
en dos pasos en condiciones de deformación plana propuesto en el capítulo anterior
(Apartado 3.4), mediante el cual se obtienen expresiones analíticas de las distribu-
ciones en el espesor de la deformación principal máxima (ε1), la tensión transversal
(σ3) y la tensión principal máxima (σ1), dadas en (3.108), (3.110) y (3.114), res-
pectivamente. Como se expone en dicho análisis, estas expresiones son válidas para
un instante durante la segunda etapa de tracción posterior al efecto memoria, i.e.
cuando se recupera la respuesta tensión-deformación del material virgen después
de la plastificación inversa de las fibras internas.

Así, la condición de axil máximo se obtiene como:

dN1

dt
=

d

dt

∫ R+t

R

σ1(r)dr ≤ 0 (4.21)
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siendo t la variable que gobierna la segunda etapa o etapa de tracción del proceso.
Para resolver la integral en (4.21) se puede tomar como variable adimensional
η = (r − R)/t, de manera que en un instante dado las variaciones en el espesor
vendrán dadas por dη = dr/t. Así:

dN1

dt
=

d

dt

(
t

∫ 1

0

σ1(η)dη

)
=

∫ 1

0

σ1(η)dη + t
d

dt

∫ 1

0

σ1(η)dη =

=

∫ 1

0

σ1(η)dη + t

∫ 1

0

dσ1

dε1

dε1
dt

dη

(4.22)

donde las derivadas en la última integral se obtienen de las expresiones de σ1(r) y
ε1(r), respectivamente, como:

dσ1

dε1
= Cn+1K

[
nεn−1

1 (r) − (εn1,out − εn1 (r))
]

(4.23)

dε1
dt

= − R+ t

R+ t/2

1

t
(4.24)

Sustituyendo estas expresiones en (4.22) y operando se obtiene:

1

σ1

dσ1

dε1
= n

R+ t

R+ t/2

∫ R+t

R

[
εn−1
1 (r) − 1

n
(εn1,out − εn1 (r))

]
dr∫ R+t

R

[
εn1 (r) −

1

n+ 1
(εn+1

1,out − εn+1
1 (r))

]
dr

≤ 1 (4.25)

donde

σ1 =

∫ 1

0

σ1(η)dη , ε1 =

∫ 1

0

ε1(η)dη (4.26)

Resulta fácil comprobar que la expresión (4.25) coincide con la obtenida por Hill
en deformación plana si la distribución de deformación es uniforme en el espesor,
siendo naturalmente R = ∞. Dicha expresión viene dada por:

1

σ1

dσ1

dε1
=

n

ε1
≤ 1 (4.27)

La condición de axil máximo dada en (4.25) permite analizar el efecto de la
flexión (t0/R) y de las propiedades material (a través del coeficiente de endureci-
miento por deformación, n) en el fallo por estricción localizada. Así, la Figura 4.14
muestra el efecto de ambos factores en la conformabilidad el material (a través de
la reducción de espesor, t/t0). Como se aprecia en la figura, la conformabilidad
de la chapa aumenta (menor reducción del espesor en el instante de la inestabi-
lidad) cuanto menor es el radio del punzón (t0/R mayor) y mayor el coeficiente
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Figura 4.14: Efecto de la flexión (t0/R) y del coeficiente de endurecimiento (n) en la
reducción del espesor (t/t0) en el instante de la estricción.

de endurecimiento. La curva denominada efecto memoria en la figura se obtiene
de la condición dada en (3.118), que representa el instante en que después de la
inversión de la carga se vuelve a alcanzar la curva de comportamiento original del
material.
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Figura 4.15: Volumen de fibras estables (ddN=0/t) en el espesor ((r−R)/t) en el instante
de axil máximo.

La Figura 4.15 muestra la distribución en el espesor de la chapa de la condición
de inestabilidad dada en (4.19), en el instante de axil máximo dado en (4.25), para
unos determinados radio del punzón y coeficiente de endurecimiento del material.
Esta figura muestra claramente que, en el instante en el que se alcanza el máximo
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esfuerzo axil, las fibras externas, las más deformadas, presentan unos valores de
(4.19) superiores a la unidad, mientras que para las fibras internas en una fracción
de material de espesor ddN=0 dichos valores son menores que uno. Si se admite que
el término dσ1/(σ1dε1) en (4.19) puede proporcionar una medida de la resistencia
de una determinada fibra a la inestabilidad plástica, los resultados obtenidos in-
dicarían que, en presencia de un gradiente de deformaciones, la condición de axil
máximo de la chapa puede alcanzarse sin que todas las fibras de la sección alcancen
la inestabilidad plástica. Es decir, existe un núcleo de fibras en la cara interior de
la chapa que está resistiendo la aparición de la estricción localizada.

0,5 1

0,25

0.5

0,75

1

0

ddN=0 /t

t R0/

n = 0,1
0,2

0,3

Figura 4.16: Efecto de la flexión (t0/R) y del coeficiente de endurecimiento (n) en el
volumen de fibras estables (h/t) en el instante de axil máximo.

El efecto de la flexión y del coeficiente de endurecimiento en el espesor de la
fracción de material que permanece localmente estable (ddN=0) cuando se produce
la estricción se muestra en la Figura 4.16. Como se puede apreciar en esta figura,
las fibras estables quedan siempre por debajo de la superficie media de la chapa,
de material menos deformado, en un volumen cada vez menor conforme disminuye
el radio de curvatura. Este resultado pone de manifiesto la idea expuesta anterior-
mente y desarrollada en este trabajo, de que la estricción localizada de una chapa
se retrasa debido a la mayor resistencia a la inestabilidad de las fibras internas y
que se inicia cuando éstas ya no son capaces de resistir por más tiempo.

Por otro lado, como muestra la Figura 4.16, el coeficiente de endurecimiento
del material (n) también influye en el volumen de fibras estables en el instante
del axil máximo. La influencia del coeficiente de endurecimiento en el fallo por
estricción es bien conocida; así lo revelan también las expresiones (4.25) y (4.27)
y los resultados mostrados en las Figuras 4.14 y 4.16. Así, en la literatura se han
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propuesto diversas correlaciones entre el coeficiente de endurecimiento, la tensión
de rotura y la microestructura del material (e.g. la ley de Hall-Petch que relaciona
estas dos últimas mediante el tamaño medio de grano). Por tanto, en base a dichas
correlaciones, se podría argumentar que el volumen de fibras estables en la cara
interna de la chapa (ddN=0) depende de la microestructura del material.

Lógicamente, el concepto de volumen de fibras estables (ddN=0) en la condición
de axil máximo parece estar estrechamente relacionado con el concepto de distancia
crítica de material (dneck) en el modelo propuesto de fallo por estricción localizada.
Por tanto, al igual que ddN=0, parece razonable asumir que dneck también depende
de la microestructura del material. La principal diferencia entre ambos parámetros
es que el primero es una magnitud variable con el espesor, dado que la solución
se ha obtenido en términos de ddN=0/t, mientras que en el modelo propuesto de
fallo dneck sólo depende de las propiedades del material.

Comparación con el modelo de fallo propuesto

El análisis de bifurcación o condición de axil máximo de Hill, ampliado a si-
tuaciones donde existe un gradiente de deformación en el espesor, puede ahora
compararse con el modelo de fallo por estricción propuesto en el Apartado 4.4,
usando el modelo de carga flexión-tracción en dos pasos en condiciones de defor-
mación plana.

Así, en la presente formulación, la diferencia σ1 − σ3 está directamente rela-
cionada con la deformación principal máxima (ε1), como se deduce fácilmente a
partir del criterio de plastificación cuadrático de Hill dado en (3.105) y de la ley
de comportamiento de Hollomon dada en (3.107):

σ1 − σ3 = Cσeq = C Kεneq = Cn+1Kεn1 (4.28)

siendo C, K y n constantes del material. Sustituyendo (4.28) en las expresiones
del modelo de fallo por estricción dadas en (4.13) y (4.14), éstas pueden expresarse
como:

(σ1 − σ3)(ζ
LM
neck) =

Cn+1K

ζLMneck + 1/2

∫ ζLM
neck

−1/2

εn1 (ζ)dζ ≥ σ1,neck (4.29)

(σ1 − σ3)(ζ
PM
neck) = Cn+1Kεn1 (ζ

PM
neck) ≥ σ1,neck (4.30)

siendo la tensión principal máxima en el instante de la estricción en tensión plana:

σ1,neck = Cσeq,neck = C Kεneq,neck = Cn+1Kεn1,neck (4.31)
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Figura 4.17: Comparativa entre predicciones en el instante de la estricción, según varios
métodos de predicción, del efecto de la flexión (t/R) en la deformación principal máxima
(ε1) de las caras externa e interna.

Teniendo en cuenta la solución particular del análisis Hill en deformación plana
(ε1,neck = n) y sustituyendo (4.31) en (4.29) y (4.30), estas dos últimas expresiones
se pueden simplificar como:

1

ζLMneck + 1/2

∫ ζLM
neck

−1/2

εn1 (ζ)dζ ≥ nn (4.32)

ε1(ζ
PM
neck) ≥ n (4.33)

La Figura 4.17 muestra el efecto de la flexión (t/R) en varias predicciones de
la deformación principal mayor (ε1) en las caras externa e interna de una chapa de
espesor y propiedades mecánicas genéricos (t0 = 1 mm, n = 0,2). En particular,
el modelo propuesto de fallo por estricción basado en los Métodos de la Línea y
del Punto, dados en (4.13) y (4.14), o en las expresiones simplificadas (4.32) y
(4.33), asumen unas distancias críticas aproximadas dLM

neck ≈ 500 μm (ζLM
neck ≈ 0)

y dPM
neck ≈ 250 μm (ζPM

neck ≈ −0,25), respectivamente. Como puede observarse en la
figura, con estos valores de distancias críticas ambas predicciones son muy similares
a las obtenidas con la condición de axil máximo dada en (4.25). Como contraste se
han representado también las predicciones de la Regla de la Cara Cóncava; como
se puede observar, difieren significativamente de las anteriores.

Por tanto, se puede concluir que, escogiendo adecuadamente los valores de dis-
tancias críticas, el modelo de fallo propuesto es capaz de predecir la conformabili-
dad de una chapa con una evolución similar a los métodos clásicos de bifurcación,
al menos el de Hill. Nótese que las distancias críticas en el ejemplo de la Figu-
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ra 4.17 se han seleccionado de tal manera que los predicciones de la deformación
coincidan lo máximo posible con las del método de Hill. En la práctica, sin em-
bargo, es de esperar que los valores de distancias críticas en el modelo de fallo
propuesto vengan determinados por la microestructura del material, como ya ha
sido expuesto, y que las predicciones de fallo correspondientes puedan así mejorar
las de los métodos clásicos de bifurcación.

Por otro lado, ambas distancias críticas cumplen una relación dPM
neck/d

LM
neck ≈ 2,

debido a que la distribución de tensión efectiva (σ1−σ3) en una fracción de espesor
es aproximadamente lineal en el instante del fallo por estricción. En particular, la
predicción basada en el Método de la Línea se aproxima a la de la condición de axil
máximo ligeramente mejor que la del Método del Punto. Aunque este resultado
no es concluyente, sí parece más adecuado desde un punto de vista físico asumir
que la estricción depende de un valor promedio en la fracción de material crítico,
y no de un valor local en el interior del material.

4.5.2. Análisis del efecto de la presión del punzón

Recientemente, Emmens y van den Boogaard (2010) y van den Boogaard et ál.
(2010) han propuesto un método simple para predecir el efecto de las tensiones
transversales en el espesor en el fallo de chapa. Los autores no consideran los gra-
dientes de tensión/deformación, sino que asumen directamente variables promedio
en todo el espesor: la tensión longitudinal promedio como σ1 = N1/t y la tensión
transversal promedio como σ3 = −p a, siendo a un parámetro que suponen que
depende del material y de la geometría, y p la presión ejercida por el punzón. De
la condición de equilibrio radial (N1 = pR) establecen la siguiente relación entre
las mencionadas tensiones promedio:

σ3 = −σ1
t

aR
(4.34)

Como criterio de plastificación utilizan el de Tresca (σ1 − σ3 = σf , siendo σf la
tensión del fluencia del material). Obtienen así la expresión:

σ1 =
σf

1 +
t

aR

(4.35)

que muestra que la tensión de plastificación a tracción se reduce si se aplican
esfuerzos de compresión mediante un punzón de radio R.

Los autores eligen los valores del parámetro a de forma completamente aleato-
ria, con el único objeto de ajustarse a los resultados experimentales que analizan.
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Entre estos se encuentran varios resultados de ensayos de doblado a 90o de chapas
de acero DP (dual phase) (Hudgins et ál., 2009; Kim et ál., 2009; Wagoner et ál.,
2009), y resultados de ensayos de estirado con punzón cilíndrico en chapas de acero
de alta resistencia (Kitting et ál., 2009b). En el primer tipo de ensayos, los resul-
tados experimentales del fallo de chapa los ajustan bien con un valor aproximado
de a = 3,5, mientras que en el segundo tipo usan un valor a = 5.

También realizan un análisis simplificado de la estricción mediante la condición
de axil máximo, obteniendo como deformación límite promedio:

ε1 = n

(
1 +

t

aR

)
(4.36)

la cual depende de t/R y del parámetro a.

El principal inconveniente que se le puede atribuir al método de van den Boo-
gaard et ál. es el uso del parámetro a, que como afirman los propios autores, se
utiliza sin ninguna motivación excepto para que las predicciones se ajusten a los
resultados experimentales. Tal y como está definido (a = −σ3/p), un valor al-
to de este parámetro implica un distribución de tensiones transversales con una
concentración claramente mayor en la superficie de aplicación de la presión, que
decrece bruscamente a través del espesor. Estas situaciones son propias de cargas
concentradas en áreas pequeñas, como por ejemplo en las operaciones de punzo-
nado o indentación. En el caso particular de estirado de chapa con punzón, tal
distribución de tensiones transversales sólo sería posible si el radio del punzón es
mucho menor que el espesor de la chapa. Por tanto, puede afirmarse que valores
de a = 5 como los que proponen los mencionados investigadores, en las situaciones
analizadas donde los radios no son tan pequeños, no se ajustan a la física real del
problema. En realidad, como se deduce del análisis de los apartados anteriores,
aunque los gradientes de tensiones transversales no son lineales, los valores de a

están muy próximos a 2, incluso cuando el radio del punzón es del orden del espesor
de la chapa.

Si se asume un valor a = 2 como un valor aproximado y realista, el método
de van den Boogaard et ál. puede modificarse fácilmente cambiando los valores
promedio en el espesor por los valores promedio en una fracción de volumen de la
chapa localizada en una distancia dvdB desde la cara interna. Así, las expresiones
(4.34), (4.35) y (4.36) se convierten ahora en:

σ3(dvdB) = −σ1
dvdB
2R

(4.37)
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σ1(dvdB) =
σf

1 +
dvdB
2R

(4.38)

ε1(dvdB) = n

(
1 +

dvdB
2R

)
(4.39)

Como lógicamente puede deducirse, estas expresiones son las que se obtienen del
modelo anteriormente propuesto de carga flexión-tracción en deformación plana,
realizando las simplificaciones pertinentes.

Como es obvio, las conclusiones obtenidas por van den Boogaard et ál. con
el parámetro a son las mismas que con el método modificado cambiando dicho
parámetro por la distancia dvdB = 2t/a. Así, por ejemplo, los valores a = 3,5 y
a = 5 usados en el fallo por estricción en ensayos de doblado en chapas de 1,4 mm
de espesor (Wagoner et ál., 2009) y de estirado con punzón en chapas de 1,5 mm de
espesor (Kitting et ál., 2009b), respectivamente, equivalen a los correspondientes
valores dvdB = 800 μm y dvdB = 600 μm. Por otro lado, según la modificación
propuesta, la dependencia del parámetro a con el material y con la geometría que
suponen dichos autores es, en cambio, una dependencia de la distancia dvdB.

Por tanto, se puede concluir que el trabajo de van den Boogaard et ál. muestra
de forma indirecta que el fallo por estricción está controlado por un volumen crítico
de material localizado en una distancia en la cara cóncava de la chapa, reforzando
así las ideas presentadas en esta tesis.

4.6. Superficie límite de conformado (SLC)

La utilidad práctica de los DLC tradicionales queda limitada debido que el
camino de carga y el efecto de la flexión hacen que se obtengan diferentes curvas
límite de conformado. A pesar de ello, sigue siendo útil representar en un sólo DLC
familias de curvas correspondientes a procesos de conformado donde sólo varía un
parámetro, como por ejemplo una serie de ensayos de estirado con punzones cilín-
dricos o hemiesféricos de diferentes radios. El esquema de la Figura 4.18(izquierda)
muestra de forma esquemática uno de estos ejemplos.

De forma equivalente, cada familia de curvas del DLC anterior puede ser gráfi-
camente expresada como una superficie 3D en un diagrama como el representado
en la Figura 4.18(derecha). Col y Balan (2007) introdujeron el concepto de super-
ficie límite de conformado (SLC), que consiste en generalizar el DLC tradicional,
válido sólo para piezas con una curvatura limitada, introduciendo la influencia de
la flexión en un tercer eje, caracterizada por la relación entre el espesor de la chapa
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Figura 4.18: Superficie límite de conformado (SLC) esquemática en 2D y 3D.

y el radio del punzón, t/R. Los autores sólo propusieron el concepto de SLC para
ilustrar el fenómeno y alertar a la comunidad científica sobre la fuerte influencia
de los gradientes. Recientemente, algunos autores han realizado este tipo de repre-
sentación de los límites de conformado (Vallellano et ál., 2008; Allwood y Shouler,
2009).

En cualquiera de las dos representaciones planteadas, la SLC permite evaluar
el efecto de la flexión en las operaciones de estirado con punzones de forma. Di-
cha superficie proporciona un gráfico unificado para caracterizar la influencia del
gradiente de tensión/deformación en la conformabilidad de chapas metálicas.
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Capítulo 5

Comparación con resultados
experimentales. Discusión

En este capítulo se analizan los resultados experimentales de operaciones de es-
tirado con punzón con diferentes materiales publicados por varios autores. Dichos
resultados permiten evaluar la capacidad de predicción de ambos modelos pro-
puestos de carga flexión-tracción en dos pasos y de fallo por estricción localizada
y por fractura dúctil.

Las herramientas de análisis que se utilizan son las presentadas en capítulos
anteriores. Para evaluar las deformaciones límite de fallo se usan los Diagramas Lí-
mite de Conformado (DLC) tradicionales y, para incluir el efecto de la flexión, las
Superficies Límite de Conformado (SLC). Los DLC en el espacio de las tensiones
(DLCT) permiten representar gráficamente los criterios propuestos en términos
del estado tensional del material. Los Diagramas MN o diagramas flector-axil adi-
mensionales permiten examinar los patrones de tensiones en el espesor de la chapa
a lo largo de la historia de carga del material.

El efecto de la flexión en el fallo de las chapas se analiza con respecto al fallo
producido en condiciones de tensión y deformación uniformes en el espesor, i.e. en
procesos de estirado en el plano de la chapa. Los límites de fallo por estricción y por
fractura en estos últimos procesos se han tomado de resultados experimentales pu-
blicados en la literatura para los distintos materiales. Frecuentemente, estos datos
experimentales se obtuvieron en unas condiciones de conformado muy concretas,
e.g. mediante ensayos de tracción pura o de estirado en condiciones de deformación
plana. En estos casos, los límites de conformado en diferentes condiciones de de-
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formación se han estimado a partir de los datos experimentales mediante diversos
métodos expuestos en el primer capítulo.

El criterio de plastificación y el valor las distancias críticas de fallo por es-
tricción y por fractura son factores fundamentales en el modelado del proceso de
conformado y del fallo de la chapa. Para cada material analizado, se ha realizado
una comparación entre diversos criterios de plastificación, seleccionando el más
adecuado en cada caso. Asimismo, se han seleccionado los valores de distancias
críticas que mejor se adaptan a los resultados experimentales en cada material,
discutiendo su relación con la microestructura.

5.1. Descripción de los ensayos y resultados expe-
rimentales

Los resultados experimentales que se analizan en este capítulo son los publi-
cados por Tharrett y Stoughton (2003a,b) y Kitting et ál. (2008, 2009a,b, 2010).
Aunque en la literatura existen otros trabajos experimentales relevantes sobre el
efecto de la flexión, se han escogido estos porque proporcionan los datos y resul-
tados necesarios para evaluar la conformabilidad de chapas metálicas en términos
de tensión/deformación. En cambio, en trabajos como los de Demeri (1981b,a) y
Sadagopan et ál. (2003), los autores midieron el avance del punzón en el instan-
te del fallo pero no las deformaciones de la chapa, y éstas tampoco pueden ser
calculadas a partir de los datos publicados.

Ensayos de Tharrett y Stoughton (2003a,b)

Estos investigadores realizaron series de ensayos de estirado con punzón cilín-
drico de distintos radios en chapas de diferentes materiales. Los materiales ensaya-
dos fueron tres chapas de distinto espesor de acero 1008 AK, una de aluminio 6010
y una de latón 70/30. La Tabla 5.1 resume los espesores y las propiedades mecá-
nicas de estos materiales. Los parámetros K y n son el coeficiente de resistencia y
el exponente de endurecimiento por deformación, r0 y r90 son los coeficientes de
Lankford y DLC0 representa la deformación límite de fallo por estricción localizada
en un ensayo tipo Nakazima en condiciones de deformación plana.

Los ensayos de estirado con flexión se diseñaron para simular las operaciones de
conformado que incorporan esfuerzos simultáneos de tracción y flexión. La Figura
5.1 muestra un esquema del equipo utilizado y sus dimensiones. Las probetas son
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Acero 1008 AK Latón 70/30 Aluminio 6010
t0 [mm] 0,690 0,920 1,040 0,810 0,890

K [MPa] 549,1 552,0 556,8 809,1 543,9

n 0,230 0,230 0,240 0,500 0,240

r0 1,985 1,660 1,740 0,870 1,590

r90 1,860 2,120 1,800 0,730 1,760

DLC0 0,278 0,293 0,358 0,358 0,166

Tabla 5.1: Propiedades geométricas y mecánicas de los materiales ensayados

rectangulares de dimensiones 58,8 mm por 152,4 mm. Éstas se sujetan por sus
extremos mediante un prensa-chapas y se deforman con un punzón cilíndrico de
radio R que se desplaza verticalmente con un movimiento continuo. Para generar
diferentes condiciones de flexión se utilizaron 10 punzones de diferentes radios
(12,70, 9,525, 6,350, 4,750, 3,175, 2,540, 2,032, 1,524, 1,016 y 0,508 mm).

Figura 5.1: Esquema de los ensayos en deformación plana (por cortesía de Thomas B.
Stoughton).

Para medir las deformaciones, las chapas se marcaron por ambas caras con
una malla cuadrada de 0,508 mm de lado, paralela a los bordes de la probeta.
Se realizaron series de ensayos con distintas carreras de punzón para capturar
el inicio de la estricción localizada. Los datos experimentales analizados por los
autores se centran sólo en las chapas que fallaban dentro de la zona de contacto
con el punzón. Las medidas de las deformaciones se realizaron por ambas caras
de las chapas con equipos ópticos de alta precisión, a intervalos de 6,35 mm de
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avance del punzón hasta el instante del fallo. Asimismo, se midieron también los
espesores en el momento del fallo. Debido a la alta relación ancho/espesor de los
especímenes en todos los ensayos, las condiciones de deformación en la zona de
contacto chapa-punzón fueron cercanas a la deformación plana.

Los resultados para los distintos materiales y espesores de chapa ensayados se
muestran en los diagramas de la Figura 5.2. En estos diagramas se representa la
deformación en la cara externa de la chapa (ε1,out) en el instante del fallo con
respecto a la relación t/R. Tharrett y Stoughton representaron los casos en los
que la estricción de la chapa era visible con círculos negros y con círculos blancos
los casos donde no se apreció fallo. Los radios de punzón (R) en cada serie de
ensayos se señalan en la figura. También se muestra en la figura la deformación
límite de fallo en estirado puro en condiciones de deformación plana (DLC0, Tabla
5.1). En realidad, dicho valor fue obtenido en un ensayo de estirado con un punzón
hemiesférico de 50,8 mm de radio, donde el efecto de la flexión es muy pequeño.

En el primero de sus artículos, Tharrett y Stoughton observaron en los re-
sultados de los ensayos en chapas de acero 1008 AK que, en el instante en que
se iniciaba la estricción localizada, el valor de la deformación en la cara interna
coincidía o era ligeramente superior al valor de la deformación límite de estirado
puro (DLC0). En base a esta observación, sugirieron la Regla de la Cara Cóncava
(RCC) como una corrección de la tradicional Regla del Plano Medio (RPM) para
tener en cuenta los efectos de doblado. Las curvas teóricas obtenidas según estos
dos criterios se representan en la Figura 5.2.

Como se observa en la Figura 5.2, la RCC propuesta por Tharrett y Stoughton
supone una mejora considerable frente a la RPM en las predicciones de fallo en
chapas de acero 1008 AK para valores intermedios de t/R. Sin embargo, existen
algunas discrepancias de la RCC con los resultados experimentales en valores altos
y bajos de de t/R. Los autores indican que las desviaciones para valores bajos de
curvatura pueden ser debidas a que la chapa en estas condiciones no se ajustó bien
al punzón en los límites del contacto chapa-punzón. De hecho, los valores obtenidos
de los ensayos en chapas de acero con los punzones de mayor radio (R > 3,175 mm)
no pudieron ser utilizados en su estudio debido a que la estricción se alcanzaba
fuera de la zona de contacto, donde los efectos de t/R no juegan ningún papel.
Asimismo, los autores optaron a posteriori por descartar también los resultados
para los radios de 2,540 mm y 2,032 mm, argumentando que las probetas no
presentaban un contacto adecuado con el punzón.

En cuanto a la discrepancia de la RCC con los ensayos en las chapas de acero
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Figura 5.2: Deformaciones reales en la cara externa de la chapa vs. la relación t/R:
resultados experimentales y predicciones de fallo por estricción obtenidos por Tharrett y
Stoughton (2003a,b).
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con radios pequeños (R = 1,016 mm), los autores insinuaron en un principio que
podría estar debido en parte al hecho de que las deformaciones han sido medidas
en la proyección en un plano de la superficie curva mallada de la cara externa de la
chapa. Otra posibilidad, quizás más acertada, la achacan a la dificultad de detectar
el inicio de la estricción en un material relativamente grueso con un punzón de radio
afilado (en estas situaciones es habitual que se produzca indentación del punzón
en la chapa). Sin embargo, la justificación de Tharrett y Stoughton que en este
trabajo se considera más acertada la sugirieron en un artículo posterior al analizar
los ensayos en chapas de latón 60/30 y aluminio 6010 (Tharrett y Stoughton,
2003b). Como se aprecia en la Figura 5.2, en estos materiales la RCC no se ajusta
bien en valores altos de t/R. Los autores sugirieron entonces la posibilidad de
que en estos casos se produjera un fallo prematuro de la chapas (i.e. una fractura
superficial previa a la estricción localizada).

Ensayos de Kitting et ál. (2008, 2009a,b, 2010)

Los autores presentan 3 series de ensayos de estirado con punzones cilíndricos
de diferentes radios, variando entre 1 y 20 mm. Las probetas eran de chapa de acero
de alta resistencia H340LAD de 1,5 mm de espesor. Las propiedades mecánicas
del material se muestran en la Tabla 5.2.

Límite elástico 343,7 MPa
Resistencia a rotura 437,6 MPa
Elongación uniforme 15,5%

r0 0,755

r45 1,018

r90 0,763

Tabla 5.2: Propiedades mecánicas del acero H340LAD

Los ensayos se diseñaron para simular 3 condiciones de deformación distintas:
uniaxial, deformación plana y biaxial. Se emplearon probetas de 265 mm por 106
mm con un ancho menor en la región central de la chapa. En todos los casos la
dirección longitudinal de los especímenes se alineó con la dirección de laminación.

La Figura 5.3 muestra tres imágenes tomadas tras la rotura del material en en
ensayo Nakazima y en dos ensayos con punzones cilíndricos de radios 7 y 1 mm,
respectivamente. En las dos primeras imágenes se aprecia claramente la estricción,
la cual, como indican los autores, precede a la fractura. En la tercera imagen se
observa, sin embargo, la indentación del punzón de 1 mm de radio en la chapa.
Dicha indentación invalida el ensayo, como se ha discutido antes.

La Figura 5.4 muestra en un diagrama ε1-ε2 la evolución de la deformación
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Figura 5.3: Vistas de secciones de chapa de acero H340LAD de 1,5 mm en el instante del
fallo en el ensayo de Nakazima (punzón hemiesférico de 50 mm de radio) y en la primera
serie de ensayos con punzones de radios 7 y 1 mm (Kitting et ál., 2008).
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en la cara externa de la chapa al inicio de la estricción localizada para diferentes
radios de punzón y condiciones de deformación (uniaxial, deformación plana y
biaxial). Se muestra también la curva límite de conformado obtenida con ensayos
Nakazima.

5.2. Predicción del fallo

A continuación se evalúan los métodos propuestos de predicción del fallo por
estricción y por fractura, para las chapas de acero 1008 AK, latón 70/30, alumi-
nio 6010 y acero H340LAD. Las predicciones se realizan con distintos valores de
distancias críticas comparándolas con los datos experimentales en cada material
presentados anteriormente. Finalmente, se discute la relación entre la distancia
crítica óptima y la microestructura del material.

5.2.1. Chapas de acero 1008 AK

La Figura 5.5 muestra, junto con los resultados experimentales, la evolución de
la deformación en la cara externa de la chapa en cada ensayo calculada mediante el
modelo propuesto de flexión-tracción en dos pasos. Al ser el punzón cilíndrico, los
radios principales en la cara interna de la chapa durante la etapa de tracción son
R1 = R y R2 = ∞, siendo R el radio del punzón. Asimismo, la condición de defor-
mación plana en los ensayos se impone haciendo las relaciones entre velocidades
de deformación βM = βN = 0.

Las constantes del material vienen dadas en la Tabla 5.1. El límite elástico
del acero 1008 AK se ha estimado en σ0 = 187 MPa (véase Ayres, 1983). El
criterio de fluencia utilizado es el de Hosford (1979) (Apéndice A) con un exponente
a = 6. Con este criterio, la relación entre tensiones principales en las condiciones
de deformación plana se mantiene constante durante todo el proceso de flexión-
tracción (αM = αN = cte.), siendo los valores de estas constantes 0,529, 0,538 y
0,531, para las chapas de 1,04, 0,92 y 0,69 mm de espesor, respectivamente. Para
añadir precisión a las predicciones, la RCC se ha calculado de forma que incluya el
pequeño efecto de flexión presente en los ensayos Nakazima. Los valores estimados
de DLC0 a partir de las mediciones experimentales (véase la Tabla 5.1) vienen
dados en la Tabla 5.3.

Como se puede apreciar en la Figura 5.5, en general los caminos de deformación
teóricos se ajustan razonablemente bien a los resultados experimentales. Estos re-
sultados se ajustan mejor con valores bajos y medios de t/R, como era de esperar
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Figura 5.5: Efecto de la flexión (t/R) en la deformación principal máxima de fallo en la
cara externa (ε1,out) en chapas de acero 1008 AK.

Acero 1008 AK
t0 [mm] 0,690 0,920 1,040

DLC0 (experimental) 0,278 0,293 0,358

DLC0 (estimación) 0,272 0,288 0,345

Tabla 5.3: Valores estimados de DLC0 para las chapas de acero 1008 AK en los ensayos
Nakazima de Tharrett y Stoughton



202 Comparación con resultados experimentales. Discusión

por la hipótesis de curvaturas moderadas adoptada en el modelo. Nótese la varia-
ción con t/R de las dos etapas de flexión y posterior tracción en cada ensayo. En
la primera, el espesor se mantiene constante y el radio de la cara interna decrece
desde infinito hasta alcanzar el radio del punzón, aumentando así la relación t/R.
En la segunda, el radio se mantiene constante y el espesor se reduce, disminuyendo
de esta forma t/R.

También se muestra en la Figura 5.5 la trayectoria teórica de deformación en
el ensayo Nakazima usado para la obtención del valor de DLC0. En este caso el
punzón utilizado es uno hemiesférico de radio 50,8 mm y el ancho de la chapa es
tal que se consiguen condiciones de deformación plana. Así, los radios principales
usados en el modelo flexión-tracción son R1 = R2 = 50,8 mm y las condiciones
de deformación vienen dadas por βM = 1 para la primera etapa de flexión y
βN = 0 para la segunda de tracción. Las relaciones entre tensiones reducidas son
α̃M = 1,007 y α̃N = 0,529, respectivamente. Como se puede observar en la figura,
el camino de deformación predicho pasa por el punto experimental con bastante
precisión.

Predicción de la estricción localizada

La Figura 5.6 muestra las predicciones del fallo por estricción localizada para los
tres espesores de chapa según los conceptos de distancias críticas introducidas en el
capítulo anterior. Los diagramas de la izquierda incluyen las predicciones obtenidas
considerando, como variable característica que controla el fallo, la tensión efectiva
local a una cierta distancia de la cara interna de la chapa (i.e. basado en el Método
del Punto de los Métodos de Distancias Críticas). Los diagramas de la derecha
muestran las predicciones obtenidas considerando el valor promedio del estado
tensional en la fracción de espesor crítico de chapa (i.e. basado en el Método de la
Línea). Las distancias críticas (dneck) empleadas fueron 0, 100, 200 y 300 μm. En
todos los casos se puede apreciar el efecto de la distancia crítica en la predicción
del fallo.

Las predicciones empleando ambas variables efectivas, local y promedio, coin-
ciden si la distancia crítica es nula (dneck = 0), como es obvio. Como se observa
en la figura, estas curvas coinciden con la RCC en valores bajos y medios de t/R,
lo que significa que en estos casos los criterios de fallo expresados en términos
de deformaciones o de tensiones son equivalentes. En cambio, en valores altos de
t/R las curvas se separan debido a que la respuesta tensión-deformación del mate-
rial durante la carga inversa compresión-tracción en las fibras internas no alcanza
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tensión efectiva promedio (derecha).
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en el instante del fallo la curva tensión-deformación del material original, i.e. no
se alcanza el denominado efecto memoria, el cual sí está incluido en el modelo
propuesto.

Al aumentar el valor de la distancia crítica, las curvas de fallo se desplazan ha-
cia abajo en las gráficas, mejorando así las predicciones. Al comparar las gráficas
de la izquierda y las de la derecha, se observa claramente que las predicciones en
las primeras coinciden aproximadamente con las obtenidas para un valor doble de
distancia crítica en las segundas. Esto es debido a que el gradiente de tensiones es
aproximadamente lineal en la fracción de espesor considerada, i.e. el valor prome-
dio de tensión efectiva en una cierta distancia de la cara interna, (σ1 − σ3)(dneck),
es aproximadamente igual al valor de tensión efectiva local en el punto medio,
(σ1 − σ3)(dneck/2). La misma tendencia se observa en los próximos subapartados,
donde se analizan los resultados experimentales en las chapas de latón 70/30, alu-
minio 6010 y acero H340LAD. Como ya ha sido comentado en el capítulo anterior,
parece más realista asumir que la estricción depende de un valor promedio en la
fracción de material crítico, y no de un valor local en el interior del material. Por
este motivo, de ahora en adelante sólo se considerará el modelo de fallo por es-
tricción controlado por la tensión efectiva promedio, basado en el Método de la
Línea.

Por tanto, considerando solamente las gráficas de la derecha en la Figura 5.6,
las distancias críticas (dneck) que mejor se adaptan a priori a los resultados ex-
perimentales pueden variar mucho, entre 0 y 600 μm, dependiendo del espesor de
chapa. Pero si se descartan los ensayos con radios grandes señalados por Tharrett
y Stoughton y los ensayos con el radio menor donde presumiblemente el fallo se
produjo por fractura superficial, se aprecia que las predicciones para los tres espe-
sores de chapa se ajustan razonablemente bien para dneck variando entre 0 y 200
μm (Vallellano et ál., 2008a, 2010; Morales et ál., 2009, 2010).

Predicción de la fractura superficial

Para analizar el fallo por fractura es necesario en primer lugar estimar la de-
formación de fractura en condiciones de deformación plana (ε1,frac) para las di-
ferentes chapas. Esta se puede calcular a partir de los resultados experimentales
de ensayos de tracción pura en aceros 1008 AK publicados por Ayres (1983) y
haciendo uso de los criterios de fractura dúctil de Freudenthal (1950), Cockcroft y
Latham (1968) y Tresca (véase el Apartado 1.4). Ayres midió unas deformaciones
principales mayor y menor de 0,67 y −0,27, respectivamente, en el instante de la
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fractura. Los distintos valores de ε1,frac calculados se muestran en la Tabla 5.4
para las 3 chapas de acero.

Acero 1008 AK
t0 [mm] 0,690 0,920 1,040

ε1,frac (Freudenthal) 0,583 0,584 0,579

ε1,frac (Cockcroft y Latham) 0,552 0,552 0,549

ε1,frac (Tresca) 0,440 0,433 0,436

Tabla 5.4: Estimación de los límites de fractura en deformación plana en chapas de acero
1008 AK

El DLC de la Figura 5.7(izquierda) muestra, para las chapas de 1.04 mm de
espesor, las curvas de fractura obtenidas mediante los criterios mencionados y
los correspondientes valores de ε1,frac en β = 0. Nótese cómo estas tres curvas
incluyen el resultado experimental de Ayres. El diagrama ε1,out vs. t/R de la
Figura 5.7(derecha) muestra, junto con los resultados experimentales de Tharrett
y Stoughton, las predicciones de fractura mediante la Regla de la Cara Convexa.
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Figura 5.7: Cálculo del límite de fractura en deformación plana (ε1,frac) y Regla de la
Cara Convexa (ε1,out = ε1,frac) en chapas de acero 1008 AK de 1,04 mm de espesor.

Se puede observar que los criterios de Freudenthal y de Cockcroft y Latham
proporcionan resultados similares, mientras que el de Tresca proporciona resulta-
dos excesivamente bajos. Esta tendencia se observa en todos los espesores de chapa.
En efecto, el criterio de Tresca conduce a buenos resultados en materiales relati-
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vamente poco dúctiles como se ha comprobado en distintas aleaciones de aluminio
(Jain et ál., 1999; Vallellano et ál., 2008b; Zadpoor et ál., 2009), mientras que para
materiales muy dúctiles los criterios integrales de Freudenthal y de Cockcroft y
Latham presentan mejores predicciones (Takuda et ál., 1997a,b, 2000; Han y Kim,
2003; Ozturk y Lee, 2004). Dado que el uso del criterio de fractura de Cockcroft
y Latham está más extendido y contrastado en operaciones de conformado, será
éste el que se considere en adelante.

La Figura 5.8 muestra las predicciones del fallo por fractura para los tres espe-
sores de chapa empleando los conceptos de distancia crítica. De manera análoga a
la Figura 5.6, las gráficas de la izquierda representan el modo de fallo controlado
por una tensión efectiva local (σ1 − σ3)(dfrac), y las gráficas de la derecha por
una tensión efectiva promedio (σ1 − σ3)(dfrac). Al comparar ambos métodos se
encuentran las mismas similitudes que en el fallo por estricción: las curvas de fallo
usando el estado tensional local coinciden aproximadamente con las que usan una
tensión característica promedio, al considerar un valor doble de dfrac medida des-
de la cara externa de la chapa. Dado que parece razonable asumir que la fractura
superficial está controlada por lo que sucede en el frente de grieta, en adelante sólo
se considerará el modelo de fallo basado en la tensión efectiva local a una cierta
distancia de la cara externa de la chapa.

A diferencia del fallo por estricción, la curva de fractura considerando un dis-
tancia crítica nula (dfrac = 0) coincide con la Regla de la Cara Convexa en todo
el rango de valores posibles de curvatura (t/R). En efecto, dado que la inversión
de la carga se produce sólo en las fibras cercanas a la cara interna, su efecto no se
percibe en el material en la cara externa. En la figura se aprecia que estos métodos
predicen razonablemente bien los resultados experimentales para valores altos de
t/R, aunque los subestima ligeramente.

Al aumentar el valor de la distancia crítica (dfrac), las curvas de fallo se des-
plazan hacia arriba, mejorando las predicciones de fallo de los datos de Tharrett
y Stoughton. Considerando solamente las gráficas de la izquierda en la Figura 5.8,
correspondientes al fallo controlado por la tensión efectiva local, la curva que me-
jor se adapta a los resultados experimentales de los tres espesores de chapa es la
correspondiente a una distancia crítica de aproximadamente 200 μm (Vallellano
et ál., 2008a, 2010; Morales et ál., 2009, 2010).
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Criterio generalizado de fallo

Combinando los análisis de fallo por estricción y por fractura se encuentra
que la fracción de material que controla el fallo por estricción (dneck) y la que
controla el fallo por fractura (dfrac) son aproximadamente del mismo valor en las
tres chapas analizadas: dneck ≈ dfrac ≈ 200 μm. Según esta estimación, dichas
distancias críticas parecen ser independientes del espesor de la chapa, estando de
acuerdo con las ideas planteadas en este trabajo. Con estas distancias críticas se
propone como curva general de fallo la representada en la Figura 5.9, obtenida
de la intersección de las correspondientes curvas de fallo por estricción y fractura
(Vallellano et ál., 2008a, 2010; Morales et ál., 2009, 2010). Nótese que los resultados
experimentales para relaciones bajas de t/R, que quedan por debajo de la curva
general de fallo, son los que fueron desechados por Tharrett y Stoughton.

El criterio de fallo seleccionado puede ilustrarse gráficamente en el espacio de
las tensiones. La Figura 5.10 muestra la evolución hasta el instante del fallo de la
tensión efectiva que controla la estricción, (σ1 − σ3)(dneck), y la que controla la
fractura, (σ1−σ3)(dfrac), para las chapas de acero 1008 AK de 1,04 mm de espesor.
A la izquierda de la figura se muestra un DLCT (σ1 − σ3 vs. σ2 − σ3) que incluye
además la superficie de plastificación inicial y los límites de tensiones σ1,neck(α)

y σ1,frac(α) en condiciones de deformación plana. Como ya se ha mencionado, en
estas condiciones la relación entre las tensiones principales (i.e. la pendiente de las
trayectorias de tensión efectiva) es constante y viene dada por α = 0,529.

La Figura 5.10(derecha) muestra el efecto de la flexión en la tensión efectiva
en un diagrama σ1 − σ3 vs. t/R. Las líneas discontinuas en la figura representan
la evolución de (σ1 − σ3)(dneck = 200μm) en el proceso de flexión-tracción en
dos pasos para los distintos radios de punzón utilizados en los ensayos. Las líneas
continuas representan la evolución de (σ1 − σ3)(dfrac = 200μm) en los mismos
procesos. Para cada radio de punzón, la evolución de ambas tensiones efectivas
se ha calculado hasta el instante en el que se produce en primer lugar uno de los
dos modos de fallo, estricción o fractura, representado en la figura con un punto
grueso. Así, se observa que el fallo por estricción se predice poco antes de la fractura
para los dos radios de punzón mayores (3,175 y 2,540 mm), mientras que para los
demás casos (2,032, 1,524 y 1,016 mm) la fractura superficial se predice antes que
la estricción.

Por completitud, se ha representado también en la Figura 5.10(derecha) el
ensayo Nakazima con un punzón hemiesférico de 50,8 mm de radio empleado por
Tharrett y Stoughton para la obtención del DLC0 (línea de puntos). Se representa
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(σ1 − σ3)(dneck = 200μm), y por fractura, (σ1−σ3)(dfrac = 200μm), en chapas de acero
1008 AK de 1,04 mm de espesor.

la evolución de la etapa de flexión con una relación α̃M = 1,007 (donde no se llega
a producir plastificación), y la etapa de tracción con una relación α̃N = 0,529. Sólo
se representa la curva de evolución de fallo por estricción dado que este modo de
fallo es el que prevalece.

5.2.2. Chapas de latón 70/30

La Figura 5.11 muestra los resultados experimentales, junto con las predicciones
de la RCC y de la RPM, obtenidos por Tharrett y Stoughton (2003b) para chapas
de latón 70/30 de 0,81 mm de espesor. Los autores comprobaron que la RCC
no se ajusta a los resultados experimentales, arguyendo la posibilidad de un fallo
prematuro no detectado, previo a la estricción localizada, en los ensayos con valores
medios y altos de t/R. En cambio, la RPM parece ajustarse mucho mejor en este
material que la RCC.

En la Figura 5.11 se muestran también las trayectorias de deformación en la
cara externa de la chapa obtenidas con el modelo flexión-tracción en dos pasos
para los distintos punzones ensayados. Las condiciones de deformación durante
el conformado son las mismas que en las chapas de acero (βM = βN = 0). Las
constantes del material vienen dadas en la Tabla 5.1. El límite elástico del latón
70/30 se estima en 112,5 MPa (Wagoner, 1982). El criterio de fluencia utilizado
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Figura 5.11: Efecto de la flexión (t/R) en la deformación principal máxima en la cara
externa (ε1,out) en el fallo de chapas de latón 70/30 de 0,81 mm de espesor.

es el de Hosford (1979) (Apéndice A), ahora con un exponente a = 8. Con este
criterio se obtienen unas relaciones entre tensiones αM = αN = 0,489, constantes
durante todo el proceso.

En general, se observa que la evolución teórica de la deformación se ajusta
razonablemente bien a los resultados experimentales (Figura 5.11). Existen, sin
embargo, algunas discrepancias para los radios mayores (R = 4,75 y R = 6,35

mm), donde precisamente las predicciones deberían ajustarse mejor. Como se ve-
rá posteriormente, lo mismo sucede en los ensayos en chapas de aluminio 6010
realizados por los mismos autores.

La Figura 5.12 muestra las curvas de fallo por estricción y por fractura para
distintas distancias críticas. Al igual que en las chapas de acero 1008 AK, se ha
asumido que la variable efectiva que controla la estricción es la tensión promedio
en dneck en la cara interna de la chapa, y para la fractura es la tensión local a
dfrac desde la cara externa.

El valor de la deformación límite de estricción en ausencia de flexión se ha esti-
mado en DLC0 = 0,358 a partir del valor del ensayo Nakazima (0,351 en la Tabla
5.1). El límite de fractura en deformación plana (ε1,frac = 0,422) se ha obtenido
mediante el criterio de Cockcroft y Latham (1968) a partir de la deformación de
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fractura bajo tracción uniaxial (0.48) obtenido por Wagoner (1982).
Como se observa en la Figura 5.12, los valores de distancias críticas que mejor

se adaptan a los resultados experimentales son aproximadamente dneck = 500 μm
y dfrac = 300 μm.

Por último, la Figura 5.13 muestra las trayectorias de las variables efectivas que
controlan el fallo por estricción y por fractura con las distancias críticas adoptadas,
en un DLCT y en un diagrama (σ1 − σ3) vs. t/R, respectivamente. Para una
descripción detallada de la representación de dicha gráfica se refiere al lector a la
explicación de la Figura 5.10, análoga a esta para el acero 1008 AK. En la gráfica
de la izquierda se puede deducir, tomando la superficie de plastificación inicial
como referencia, que la tensión efectiva equivalente en el instante del fallo es muy
superior en todos los ensayos a la del final de la primera etapa de flexión. En estas
situaciones, el efecto de la plastificación inversa en las fibras internas de la chapa
(efecto memoria) puede despreciarse. Asimismo, nótese en la gráfica de la derecha
que el fallo por estricción se produce en los ensayos con radios mayores y el fallo
por fractura en los ensayos con radios menores.

5.2.3. Chapas de aluminio 6010

La Figura 5.14 muestra los resultados experimentales, junto con las predicciones
de la RCC y de la RPM, obtenidos por Tharrett y Stoughton (2003b) para chapas
de aluminio 6010 de 0,89 mm de espesor. Al igual que en las chapas de latón 70/30,
los autores comprobaron que la RCC no se ajusta a los resultados experimentales.
Como se aprecia en la citada figura, la RPM tampoco se ajusta bien en este
material.

De nuevo, las trayectorias de deformación en la cara externa de la chapa obte-
nidas con el modelo flexión-tracción en dos pasos se ajustan razonablemente bien
a los resultados experimentales (Figura 5.14), con discrepancias similares en los
ensayos con mayores radios de punzón a las observadas en las chapas de latón.

Como en los casos anteriores, las condiciones de deformación durante el con-
formado son βM = βN = 0. Las constantes del material vienen dadas en la Tabla
5.1. El límite elástico del aluminio 6010 se estima en 202 MPa (Sachdev, 1990).
Empleando el criterio de Hosford (1979) (Apéndice A) con un exponente a = 8,
las relaciones entre tensiones son αM = αN = 0,520, las cuales se mantienen
constantes durante todo el proceso de carga.

La Figura 5.15 muestra las curvas de fallo por estricción y por fractura para
diferentes críticas dneck y dfrac. Las deformaciones límite en ausencia de flexión
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y en condiciones de deformación plana son DLC0 = 0,152 para estricción (calcu-
lado a partir del valor obtenido en el ensayo Nakazima de la Tabla 5.1) y para
fractura ε1,frac = 0,189. Este último límite de fractura se ha obtenido a partir
de los resultados experimentales de Sachdev (1990) en condiciones equi-biaxiales
de deformación, extrapolándolos a condiciones de deformación plana mediante el
criterio de fractura dúctil de Tresca. Para las chapas de aluminio, se ha probado
que el criterio de Tresca reproduce satisfactoriamente el fallo por fractura (Jain
et ál., 1999; Vallellano et ál., 2006, 2008b).

Como se aprecia en la Figura 5.15, las distancias críticas que mejor ajustan
los resultados experimentales están en torno a dneck = 500 μm para el fallo por
estricción localizada y dfrac = 450 μm para el fallo por fractura dúctil. La curva de
fallo que se obtiene con estos valores reproduce razonablemente bien los resultados
experimentales. Nótese que algunas curvas de fractura con valores bajos de dfrac

no se prologan a partir de un cierto valor de t/R. Este valor representa la situación
en la que el fallo se produce en la etapa de flexión según el modelo flexión-tracción
propuesto.

5.2.4. Chapas de acero de alta resistencia H340LAD

A diferencia de los materiales anteriores, el análisis de los datos experimentales
de Kitting et ál. (2008, 2009a,b, 2010) en chapas de acero H340LAD se realiza
directamente en el DLC. Dado que todos los especímenes fallaron por estricción
localizada, el análisis se restringe a este modo de fallo.

La Figura 5.16 muestra la evolución en varios ensayos de la deformación en
la cara externa de la chapa calculada mediante el modelo propuesto de flexión-
tracción en dos pasos, hasta alcanzar los valores de los ensayos. Nótese que los
primeros tramos de trayectoria, correspondientes a la etapa de flexión en condicio-
nes de deformación plana (punzones cilíndricos), son mayores para los radios más
pequeños.

En la Figura 5.16 se muestran también las predicciones realizadas con la RCC,
mediante líneas continuas para cada una de las series de ensayos de Kitting et ál.
(en condiciones de carga uniaxial, deformación plana y biaxial). Como se observa
en la figura, las predicciones sobrevaloran ligeramente los ensayos en carga uniaxial,
a excepción del ensayo realizado con el radio menor (R = 5 mm), que queda muy
subestimado. Para las otras dos series completas, las predicciones son claramente
muy superiores a los resultados experimentales, inhabilitando el uso de la RCC.

La Figura 5.17 muestra las predicciones realizadas con el modelo de fallo pro-
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puesto empleando distancias críticas (dneck). En la primera serie de ensayos se
presentan los resultados para diferentes distancias críticas, comprendidas entre 0
y 300 μm. Como se puede ver, las predicciones se mejoran significativamente con
respecto a las de la RCC, a excepción de nuevo del ensayo con radio de 5 mm.
Aunque los ensayos con radios de 20 y 15 mm están ligeramente sobreestimados,
los de radios de 10 y 7 mm se predicen razonablemente bien. Se aprecia en la figura
que un aumento de dneck no consigue mejorar las predicciones de los radios mayo-
res, mientras que las de los otros dos radios se empeoran. La mejor aproximación
a este conjunto de ensayos se ha estimado en un valor alrededor de dneck = 50 μm,
marcada en la figura con trazo más grueso (Morales et ál., 2009, 2010; Vallellano
et ál., 2010).

En los casos de los ensayos en deformación plana y biaxial se puede observar
cómo el modelo propuesto sigue sobreestimando los valores experimentales. En
este caso sólo se muestran las predicciones para una distancia crítica de 50 μm.
Se observa que aunque la predicción baja ligeramente respecto a los resultados
obtenidos con la RCC, esta mejora no es suficiente.
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Figura 5.18: Trayectorias de la variable característica que controla el fallo por estricción,
(σ1 − σ3)(dneck = 50μm), en chapas de acero H340LAD de 1,5 mm de espesor.

Para ilustrar el criterio de fallo adoptado con una distancia crítica dneck = 50

μm, la Figura 5.18 muestra en un DLCT las trayectorias de la tensión efectiva que



218 Comparación con resultados experimentales. Discusión

controla el fallo. En el diagrama se ilustra el instante de fallo predicho en varios
ensayos, representado por el corte de la trayectoria de la variable efectiva con la
curva límite de fallo por estricción.

A pesar de las discrepancias observadas es necesario comentar ciertas anomalías
detectadas en los resultados experimentales de Kitting et ál. Por un lado, resulta
paradójico que los propios autores descarten el resultado en carga uniaxial para el
punzón de 5 mm en sus publicaciones posteriores sin argumentar motivo alguno.
Como se puede observar en la Figura 5.17 dicho punto es el que presenta mayores
desviaciones respecto a las predicciones. Por otra parte, resulta igualmente inusual
ver cómo varios de los resultados experimentales en deformación plana y biaxial
se sitúan por debajo de la curva límite de conformado. En efecto, es un hecho
bien establecido que las curvas de conformado si sitúan en niveles de deformación
mayores a medida que disminuye el radio del punzón, y esto no es lo que ocurre
con los resultados de Kitting et ál.. Aunque los autores en sus publicaciones no
mencionan nada al respecto, parece que los resultados se encuentran ciertamente
desplazados hacia abajo, bien por haber variado sus condiciones de ensayo o bien de
medida. Sólo con fines ilustrativos, la Figura 5.19 muestra el ajuste que se obtendría
desplazando los datos de Kitting et ál. en deformación plana y biaxial. Es llamativo
que al menos la tendencia y el rango de valores se predigan razonablemente bien.
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de acero H340LAD de 1,5 mm de espesor (resultados experimentales desplazados).
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5.2.5. Distancias críticas vs. microestructura

Como ya ha sido expuesto en el capítulo anterior, en esta tesis se asume que la
resistencia al fallo del material está influenciada por la evolución del estado ten-
sional a una cierta distancia crítica de la cara interna/externa de la chapa. Esta
hipótesis de trabajo, basada en las Teorías clásicas de Distancias Críticas, asume
que tanto los límites de fallo por estricción (σneck) y fractura (σfrac) como las co-
rrespondientes distancias críticas (dneck y dfrac) son propiedades del material. Así,
para los materiales analizados anteriormente, los límites de fallo se han estimado
a partir de resultados experimentales. En cuanto a las distancias críticas, éstas
se asumen que pueden depender de la microestructura del material, de manera
similar a otras propiedades del material (e.g. el exponente de endurecimiento por
deformación, n). Para explorar esta idea, a continuación se comparan los valores
de distancias críticas que mejor se ajustan a los resultados experimentales de los
materiales analizados con el diámetro medio de grano del material.

La Tabla 5.5 muestra los valores de distancias críticas (dneck y dfrac), obtenidos
anteriormente, y el tamaño medio de grano (D) para los materiales analizados. El
acero 1008 AK tiene un grano de entre 22 y 25 μm de diámetro medio (Ayres, 1984).
Los granos del latón 70/30 son aproximadamente equiaxiales, pero su tamaño es
variable, entre 25 y 50 μm (Vial, 1988). En el aluminio 6010 la microestructura
exhibe un grano de forma y tamaño variables, siendo el valor medio de este último
aproximadamente 50 − 75 μm (véase fotografía ampliada en Sachdev, 1990). El
tamaño medio de grano del acero H340LAD es 6,19 ± 2,47 μm (cortesía de D.
Kitting).

dneck [μm] dfrac [μm] D [μm]
Acero 1008 AK 200 200 22− 25

Latón 70/30 500 300 25− 50

Aluminio 6010 500 450 50− 75

Acero H340LAD 50 − 3,7− 8,7

Tabla 5.5: Distancias críticas en los modos de fallo por estricción (dneck) y fractura (dfrac)
y tamaño medio de grano (D) para los materiales analizados

Una relación simple entre distancia crítica y microestructura es el número de
granos en cada distancia crítica. La Tabla 5.6 muestra los valores de los cocientes
dneck/D y dfrac/D para cada material.

Para el acero 1008 AK, según los métodos propuestos de fallo controlado por
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dneck/D dfrac/D

Acero 1008 AK 8− 10 8− 10

Latón 70/30 10− 20 6− 12

Aluminio 6010 7− 10 6− 9

Acero H340LAD 6− 13 −
Media 8− 10 8− 9

Tabla 5.6: Número de granos abarcado en las distancias críticas en el fallo por estricción
(dneck/D) y por fractura (dfrac/D) para los materiales analizados

una porción de material (dneck = dfrac = 200 μm), ambos modos de fallo por
estricción y por fractura dependen de lo que ocurre en unos espesores de 8 − 10

granos de material en las caras interna y externa de la chapa, respectivamente. En
el caso del latón 70/30 , si la estricción está controlada por un espesor dneck = 500

μm, el número de granos en esta fracción de material está comprendido entre 10 y
20. En el fallo por fractura la fracción crítica de material es algo menor (dfrac = 300

μm), entre 6 y 12 veces el tamaño del grano. Para el aluminio 6010, la estricción
(dneck = 500 μm) está controlada por una fracción de material de 7− 10 veces el
tamaño de grano, y la fractura (dfrac = 450 μm) por 6 − 9 veces. Por último, en
el acero H340LAD, la estricción está controlada por un espesor entre 6 y 13 veces
el tamaño de grano (dneck = 50 μm).

Como muestra claramente la Tabla 5.6, en todos los materiales analizados
(acero 1008 AK, latón 70/30, aluminio 6010 y acero H340LAD) se obtienen unos
valores aproximados de distancias críticas muy acotados. Tomando valores medios
aproximados, la estricción está controlada por 8− 10 veces el tamaño de grano y
la fractura por 8− 9 veces. Dada la diversidad de los tipos de material que se han
analizado, parece razonable concluir que es acertada la idea propuesta en este tra-
bajo, de que el fallo de la chapa está controlado por una fracción crítica de volumen
independiente del espesor y que dicho tamaño crítico depende fundamentalmente
de la microestructura del material. No obstante, es necesario un mayor trabajo
experimental para confirmar definitivamente esta hipótesis y para establecer una
relación más precisa del fallo con la microestructura.
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5.3. Superficies límite de conformado

Como se comentó en el Capítulo 4, la superficie límite de conformado (SLC)
proporciona una representación 3D de la superficie de fallo en ejes ε1-ε2-t/R, donde
t/R refleja la severidad del gradiente de tensión/deformación en el espesor de la
chapa. Las SLC que se muestran en este apartado se han calculado a partir de los
diagramas límite de conformado en tensiones (DLCT) y en deformaciones (DLC)
analizados anteriormente. En la mayoría de los materiales estudiados no se conocen
suficientes resultados experimentales para poder establecer un DLC experimental
completo (a través de las dos curvas límite de conformado de estricción localizada
y de fractura dúctil). A falta de datos experimentales los DLC se han completado,
cuando ha sido necesario, mediante algunos de los criterios de fallo expuestos en
el Capítulo 1.

La Figura 5.20 muestra el DLC y el correspondiente DLCT, para las chapas de
acero 1008 AK de 1,04 mm de espesor, las de latón 70/30 y las de aluminio 6010.
Los diagramas para las chapas de acero 1008 AK de 0,92 y 0,69 mm de espesor
no se exponen por brevedad. Los diagramas para el acero H340LAD ya han sido
expuestos con anterioridad en las Figuras 5.17 y 5.18 (Apartado 5.2.4).

Como es habitual, en condiciones de deformación biaxial (cuadrante derecho
del diagrama ε1-ε2), la estricción localizada se ha estimado mediante el método de
Marciniak y Kuczyński (1967) (método M-K), para los tres materiales represen-
tados en la Figura 5.20. De acuerdo con los resultados de Graf y Hosford (1990),
el parámetro de imperfección del espesor (f0) en la zona de estricción tomado ha
sido f0 = 0,995 para las chapas de acero 1008 AK, f0 = 0,988 para las de latón
70/30 y f0 = 0,997 para las de aluminio 6010.

En el cuadrante izquierdo de los DLC (valores negativos de ε2) se ha usado el
método de Hill (1952) para predecir la estricción en las chapas de acero 1008 AK
y latón 70/30. En cambio, para el aluminio 6010 la curva límite de estricción se ha
estimado a partir de la deformación medida en un ensayo de tracción (εu = 0,2,
Sachdev, 1990), mediante una aproximación lineal similar a la que se obtiene con el
método de Hill. Los datos experimentales se muestran en la Figura 5.20 mediante
cuadrados sólidos.

En cuanto a las curvas límite de fractura, éstas se corresponden con las curvas
de fractura dúctil empleadas en el apartado anterior, al estimar los límites de fallo
en condiciones de deformación plana (ε1,frac). Los resultados experimentales de
los ensayos de Ayres (1983), Wagoner (1982) y Sachdev (1990) se muestran con un
círculo sólido en la Figura 5.20. Como ya se discutió, los criterios utilizados son
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los más adecuados a cada material. Así, el criterio de Cockcroft y Latham (1968)
(C-L) se emplea en las chapas de acero 1008 AK y las de latón 70/30, y el criterio
de Tresca se usa para las chapas de aluminio 6010.

Los DLCT de la Figura 5.20(derecha) se han calculado asumiendo el criterio
de plastificación de Hosford (1979) y una ley de comportamiento plástico de tipo
Hollomon (σeq = Kεneq). Al igual que en los DLC, los puntos experimentales se
representan mediante cuadrados sólidos para estricción y mediante círculos sólidos
para fractura.

Como se aprecia en la Figura 5.20, la mayor conformabilidad del latón se refleja
en el DLCT, dado el pequeño tamaño de la superficie de plastificación inicial y
los valores relativamente altos de límite de fallo en tensiones. La menor confor-
mabilidad la muestra el aluminio y se refleja en los relativamente bajos límites de
fallo, sobre todo si se compara con el acero, donde el tamaño de la superficie de
plastificación es similar.

Finalmente, se debe hacer notar que las estimaciones obtenidas del criterio de
Hill y del método M-K dependen fuertemente del exponente de endurecimiento
del material (n), siendo el límite de deformación principal máxima en condicio-
nes de deformación plana igual o del orden de éste (DLC0 ≈ n). Sin embargo,
el DLC0 experimental difiere del exponente de endurecimiento (véase la Tabla
5.1, pág. 195). En las chapas de acero 1008 AK, el valor de DLC0 es superior al
predicho por ambos métodos de estricción localizada, mientras que en las chapas
de latón 70/30 y en las de aluminio 6010 es inferior. Con objeto de incluir los
valores experimentales en los correspondientes DLC de la Figura 5.20, las predic-
ciones teóricas de la deformación principal máxima en el fallo han sido corregidas
consecuentemente.

La Figura 5.21 muestra distintas secciones de las SLC para valores diferentes
de t0/R en las chapas de acero 1008 AK (1,04, 0,92 y 0,69 mm de espesor), las
de latón 70/30, las de aluminio 6010 y las acero de H340LAD. Para cuantificar
el efecto de la flexión se ha considerado el espesor inicial de la chapa en vez del
espesor actual (t/R), el cual depende del proceso de conformado. Como se puede
observar, la curva de fallo para cada relación t0/R se obtiene de la intersección de
las correspondientes curvas de estricción y de fractura. Para las chapas de acero
H340LAD se muestran solamente las curvas de fallo por estricción, al no tener
datos de fractura para este material.

Es interesante resaltar que las curvas de fallo en la Figura 5.21 han sido cal-
culadas en el rango máximo de valores βN = −1 y βN = 1 durante la segunda
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etapa en el modelo de flexión-tracción, siendo βN la relación entre velocidades
de deformación en la superficie media de la chapa. Debido al efecto de la flexión,
la deformación principal máxima en la cara externa de la chapa en los mencio-
nados valores extremos es mayor que la deformación menor. Por este motivo, los
extremos de las curvas de fallo se van alejando de las pendientes -1 y 1 en los dia-
gramas (nótese en el primer diagrama la curva señalada con βN = 1), los cuales
sólo son representativos de las condiciones de deformación en procesos de carga
proporcional.
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Figura 5.22: Superficie límite de conformado para chapas de acero 1008 AK de 0,92 mm.

Finalmente, como ejemplo ilustrativo, la Figura 5.22 muestra la superficie ge-
neral de fallo en 3D para las chapas de acero 1008 AK de 0,92 mm de espesor,
equivalente a la segunda gráfica de la Figura 5.21. De forma análoga a las curvas
generales de fallo en 2D, la superficie general de fallo se ha obtenido mediante la in-
tersección de las correspondientes superficies de estricción y de fractura (Vallellano
et ál., 2008a).
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5.4. Análisis mediante diagramas MN

Además de los diagramas límite de conformado en deformaciones (DLC y SLC)
y en tensiones (DLCT), los diagramas MN o diagramas flector-axil adimensiona-
les constituyen otra herramienta complementaria a las anteriores para evaluar la
conformabilidad de chapas en operaciones con esfuerzos combinados de flexión y
tracción (Vallellano et ál., 2008a; Morales et ál., 2009). En particular, para los
resultados experimentales analizados, se hará uso a continuación de los diagramas
MN desarrollados con el modelo de carga flexión-tracción en dos pasos propuesto
en el capítulo anterior.

La Figura 5.23 muestra los diagramas MN en condiciones de deformación plana
(βM = βN = 0) para las chapas de acero 1008 AK, latón 70/30, aluminio 6010 y
acero H340LAD. En cada diagrama MN se muestran las regiones PE , PPE , P ′

P y
PP , la evolución flector-axil correspondiente al flector elástico máximo y la evolu-
ción flector-axil correspondiente a un radio de punzón nulo o de máxima curvatura
teórica (para más detalles véase el Capítulo 3, apartados 3.3.5 y 3.3.6). También se
muestran las curvas de fallo por estricción y por fractura para distintos valores de
distancias críticas (dneck y dfrac). En trazo grueso aparecen las curvas generales de
fallo, obtenidas por intersección de las correspondientes curvas de estricción y frac-
tura, para los valores de distancias críticas establecidos en los análisis anteriores.
Los valores de dneck y dfrac aparecen subrayados en cada diagrama.

Los diagramas MN proporcionan una información completa de la conformabi-
lidad de las chapas en procesos de estirado con punzón. La capacidad del material
para ser conformado se representa por el área encerrada por la curva de fallo y los
ejes de abscisas y ordenadas. El eje de ordenadas representa operaciones de dobla-
do mediante flexión pura y el eje de abscisas operaciones de estirado en el plano de
la chapa mediante tracción pura. Obviamente, el fallo por estricción se produce en
situaciones donde predomina la tracción, como muestra la localización cercana al
eje de ordenadas del tramo de la curva de fallo correspondiente a la estricción en
cada diagrama MN. Las áreas más grandes son indicativas de la mayor conforma-
bilidad del material. Como se puede observar al comparar los distintos materiales,
las chapas de latón 70/30 son las que muestran una mayor conformabilidad y las
de acero H340LAD las que menos. Nótese en el último diagrama MN de la figura
que se desconocen los datos de fractura del acero H340LAD, de manera que su
conformabilidad será previsiblemente aún menor.

Para un análisis más detallado, el diagrama MN para las chapas de acero 1008
AK de 1,04 mm se muestra de nuevo en la Figura 5.24, al que se han incorporado
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las trayectorias flector-axil con los radios de punzón utilizados en los ensayos y las
curvas isoparamétricas de reducción de espesor (τ = t/t0 = cte.). Nótese cómo en
la trayectoria flector-axil se reducen el espesor y el momento flector adimensional
(μ1) al aumentar el esfuerzo de tracción adimensional (ν1). En la ampliación de
la derecha se muestra la predicción del instante de fallo en cada ensayo mediante
un punto grueso, el cual se corresponde con la intersección de la trayectoria con
la curva de fallo. Como se puede observar, para cada ensayo el diagrama permite
la estimación de la reducción de espesor y de los valores de axil y flector en el
instante del fallo.

Los diagramas MN obtenidos con el modelo propuesto de flexión-tracción en dos
pasos permiten identificar las situaciones en las que el material exhibe efecto me-
moria como consecuencia del cierre de ciclos tensión-deformación en aquellas fibras
que han sufrido inversión en su deformación plástica. En la Figura 5.24(derecha) se
muestra en línea de puntos las situaciones en las que se alcanza el efecto memoria.
Así, se puede apreciar que, de los cinco ensayos ilustrados en la figura, solamente
los tres con mayores radios de punzón intersectan dicha curva y el fallo se produce
por tanto una vez alcanzado el efecto memoria. En los otros dos ensayos con radios
menores, por el contrario, al no alcanzarse el efecto memoria la respuesta tensión-
deformación del material en el instante del fallo diferirá de la del material virgen.
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El modelado y análisis de la influencia de la energía almacenada en el material, al
cerrar sucesivos ciclos de tensión-deformación, en el fallo por estricción localizada
o fractura va más allá del objetivo de la presente tesis.
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Todos los diagramas MN anteriores han sido obtenidos en condiciones de defor-
mación plana. La Figura 5.25 muestra otros dos diagramas MN para el aluminio
6010, en condiciones de tracción pura y deformación equi-biaxial, respectivamente.
Para este material se conocen medidas experimentales, presentadas anteriormente,
del fallo por estricción en tracción pura y del fallo por fractura en deformación
equi-biaxial. De esta manera, las previsiones en estas condiciones de conformado
serán teóricamente mejores que en otras basadas en estimaciones del fallo. Dichas
condiciones se han impuesto en la segunda etapa o etapa de tracción en el modelo
de carga propuesto (αN = 0 y βN = 1, respectivamente), dado que en la primera
etapa o etapa de flexión las condiciones de deformación vienen impuestas por la
forma del punzón.

Como se aprecia en los tres diagramas MN para el aluminio 6010 de las Figuras
5.23 y 5.25, los límites de transición entre patrones de tensiones son prácticamente
los mismos. En cambio, como era de esperar, las curvas de fallo cambian al variar
las condiciones de deformación (βN ). Básicamente, tanto las curvas de estricción
como las de fractura se desplazan en el eje de abscisas, además de variar ligeramente
su forma, en especial las de estricción. Nótese en las tres curvas generales de fallo
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cómo en tracción pura el tramo correspondiente al fallo por estricción es mayor
que en deformación plana, i.e. el modo de fallo por estricción se predice para una
flexión más severa, mientras que en deformación equi-biaxial el fallo se produce
siempre por fractura.

5.5. Comparativa de criterios de fluencia

Para las predicciones realizadas en esta tesis se ha empleado el criterio de
plastificación no cuadrático de Hosford (1979). Las principales ventajas de dicho
criterio son su sencillez y la posibilidad de reproducir el comportamiento de diver-
sos materiales ajustando apropiadamente su exponente. No obstante, existen en la
literatura multitud de criterios de plastificación, desde los más simples como los de
Mises para materiales isótropos y Hill (1979) cuadrático para anisótropos, hasta
los criterios de Barlat et ál. (1997, 2003, 2005) o aquellos basados en plasticidad
cristalina. En lo que sigue se realiza un análisis sobre la influencia del criterio de
plastificación en las predicciones obtenidas. Para ello, se comparan los resultados
actuales con aquellos obtenidos con los criterios de Mises y Hill cuadrático, al ser
los más simples y extendidos en la literatura y software de análisis por elementos
finitos.

La Figura 5.26 muestra las curvas de plastificación inicial en el espacio de
las tensiones (DLCT) obtenidas mediante los criterios de plastificación de Mises,
Hill y Hosford, para todos los materiales analizados. Como se puede observar, el
criterio de plastificación influye en la forma de la curva de plastificación de todos
los materiales. En especial, el criterio de Hill difiere significativamente de los de
Mises y Hosford en las chapas de acero 1008 AK (prácticamente iguales en los tres
espesores) y en las de aluminio 6010. Además, el criterio de plastificación también
alterará la evolución del estado tensional durante el conformado, a través de la
relación entre tensiones (α, véase el Apéndice A).

Las Figuras 5.27 y 5.28 muestran en un DLCT para cada material analizado
las curvas de fallo por estricción y por fractura, respectivamente, en el espacio
de las tensiones (DLCT) obtenidas mediante los mismos criterios de plastificación
anteriores. Por claridad en la exposición, tanto las curvas de plastificación inicial
como las de cada modo de fallo se muestran en diagramas separados. Como era
de esperar, las curvas de fallo también dependen del criterio de plastificación. En
general se observa que, dadas unas condiciones de conformado, un mayor límite
de plastificación conlleva un mayor límite de fallo. Al comparar las tres chapas de
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Figura 5.26: Diagramas límite de conformado en tensiones (DLCT) para distintos criterios
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Figura 5.27: Diagramas límite de conformado en tensiones (DLCT) para distintos criterios
de fluencia: curvas de fallo por estricción localizada.
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Figura 5.28: Diagramas límite de conformado en tensiones (DLCT) para distintos criterios
de fluencia: curvas de fallo por fractura dúctil.
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acero 1008 AK se observa que las diferencias en todas las curvas son mínimas.
En todos los materiales, las curvas de estricción (Figura 5.27) presentan una

tensiones sin fallo mayores en condiciones de tensión equi-biaxial (α = 1). También
se observa que, con la excepción del aluminio 6010, las curvas de estricción pre-
sentan un vértice en condiciones de deformación plana (α ≈ 0,5), correspondiente
al vértice DLC0 en los DLC (véase las Figuras 5.16 y 5.20). En cuanto al fallo
por fractura (Figura 5.28), en todos los casos se obtienen curvas más suaves, con
formas variando entre la curva ampliada de plastificación y la lineal del criterio
de Tresca, como es el caso del aluminio 6010. Nótese en todos los materiales que
las diferencias en la predicción del fallo utilizando un criterio de plastificación u
otro pueden ser considerables, llegando a superar los 200 MPa dependiendo de las
condiciones del proceso.

A pesar de las grandes diferencias señaladas en tensiones en la predicción del
fallo, éstas se convierten en despreciables en el espacio de las deformaciones. En
efecto, nótese que los DLCT se calculan a partir de los valores límite de deformación
en procesos en ausencia de flexión (DLC tradicionales), bien experimentales o bien
estimados a partir de valores experimentales. Así, el proceso de cálculo parte del
DLC en el plano para generar el DLCT, evalúa el modelo de fallo en tensiones para
una operación de estirado con flexión y regresa al espacio de las deformaciones para
evaluar la conformabilidad de la chapa. En ambos sentidos de cálculo, deformación-
tensión y tensión-deformación, se utiliza el mismo criterio de plastificación, de
manera que su efecto es de segundo orden (Stoughton, 2000, 2001).

Como se puede apreciar, las predicciones de deformación límite de fallo en las
chapas de acero 1008 AK, latón 70/30 y aluminio 6010, son distintas dependiendo
del criterio de plastificación. Para el acero H340LAD, en cambio, las predicciones
no varían debido a que se disponía del DLC experimental. Se puede concluir que
la correcta elección del modelo de plastificación es determinante cuando se estima
el DLC mediante los métodos tradicionales de predicción de fallo.
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Capítulo 6

Conclusiones finales

A continuación se resumen las conclusiones más destacadas de esta tesis. Tam-
bién se indican los posibles desarrollos futuros que pueden realizarse a partir del
trabajo efectuado.

6.1. Conclusiones

En la presente tesis se ha analizado el efecto de la flexión en la conformabili-
dad de chapas metálicas considerando los dos modos de fallo más comunes en la
práctica: la estricción localizada y la fractura dúctil. El mecanismo de deformación
de la chapa en la zona del fallo se ha modelado fundamentalmente bajo acciones
combinadas de tracción y flexión. Se han tenido en cuenta simultáneamente, a
diferencia de otros trabajos, diversos factores como la doble curvatura, la aniso-
tropía del material, las variaciones de las tensiones y deformaciones en el espesor
y el camino de deformación de cada fibra. Se ha desarrollado un primer modelo
de carga proporcional, apropiado para operaciones de abombamiento hidráulico
(bulge). No obstante, el estudio se ha centrado básicamente en las operaciones de
estirado con punzón, debido a que son las que habitualmente se utilizan para es-
tudiar experimentalmente el efecto de la flexión en el fallo. Para estas operaciones
se ha propuesto un modelo de carga flexión-tracción en dos pasos en condiciones
de tensión plana y válido, por tanto, para radios de curvatura que exceden aproxi-
madamente cuatro veces el espesor de la chapa. El efecto de la tensión transversal
en el espesor también ha sido considerado pero sólo para condiciones de deforma-
ción plana, en cuyo caso ha sido posible obtener una solución analítica. Haciendo

239



240 Conclusiones finales

uso de dicho modelo se plantea una descripción del fallo de la chapa basada en la
combinación de los recientes conceptos de Reglas de las Caras Cóncava y Convexa
con las ideas clásicas de Distancias Críticas, ampliamente usadas para caracteri-
zar el efecto de los gradientes de tensiones en diversos mecanismos de fallo (fatiga,
fractura, etc.). La descripción planteada permite conjeturar con cierta base física
sobre la relación entre la conformabilidad y la microestructura del material.

La primera conclusión importante que se extrae de este trabajo es que, en
condiciones de flexión, los modos de fallo de estricción localizada y de fractura
dúctil son independientes. En general, que ocurra uno u otro depende de la seve-
ridad del gradiente de tensión/deformación en el espesor, además de otros efectos
ya conocidos como la ductilidad del material y las condiciones de deformación.
Así, en situaciones donde predomina la tracción la estricción es el mecanismo de
fallo más probable. En cambio, cuando el gradiente de tensión/deformación es su-
ficientemente severo, el fallo se producirá por fractura dúctil en la superficie más
deformada de la chapa.

Haciendo uso de estas ideas, la capacidad de predicción del modelo propues-
to ha sido evaluada de manera satisfactoria mediante resultados experimentales
obtenidos de la literatura. Se han analizado un total de cuatro materiales dife-
rentes entre los que se encuentran aceros, aluminio y bronce. Las relaciones de
doblado R/t0 han variado entre 3 y 13 aproximadamente. La conformabilidad de
estos materiales, incluido el efecto de la flexión, se ha caracterizado mediante su-
perficies límite de conformado, recientemente propuestas en la literatura. Otras
herramientas de análisis empleadas han sido los diagramas límite de conformado
en deformaciones y en tensiones, así como los diagramas MN. Estos últimos han
sido perfeccionados en este trabajo para incluir los modos de fallo por estricción
y fractura y el efecto del camino de deformación de las fibras en el espesor de la
chapa.

6.1.1. Modelado del proceso de deformación

Los dos modelos de carga desarrollados, proporcional y de flexión-tracción en
dos pasos, muestran la importancia de considerar adecuadamente el proceso de
deformación en operaciones de conformado de chapa en las que existen gradientes
de tensión/deformación en el espesor. El modelo de carga proporcional ha mos-
trado que la proporcionalidad en la evolución de las tensiones y deformaciones
conlleva un conformado de la chapa como el que se produce en los procesos de
abombamiento. El segundo modelo desarrollado, de flexión-tracción en dos pasos,
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es un modelo original del presente trabajo y ha sido propuesto a partir de las ob-
servaciones experimentales descritas en la literatura al analizar la conformabilidad
de chapas en operaciones de estirado con punzones de forma. El mayor efecto de
la flexión observado en los primeros instantes de estas operaciones se ha modelado
mediante una primera etapa de flexión pura hasta que la chapa se adapta a la
forma del punzón. Esta es seguida de una segunda etapa de tracción pura hasta
el fallo de la chapa. Dicho modelo ha permitido poner de manifiesto el proceso
compresión-tracción que se produce en las fibras en la cara interna de la chapa,
cuyo efecto es mayor cuanto más pequeño es el radio del punzón. La evolución de
estas fibras ha sido descrita asumiendo un endurecimiento cinemático del material.
Las predicciones realizadas con este modelo de la deformación y de la reducción de
espesor se ajustan muy razonablemente a los resultados experimentales analizados.

A juicio del autor, la consideración expresa de la inversión de la deformación en
las operaciones de estirado con punzón supone otra aportación original importante
de esta tesis. Hasta donde el autor ha podido analizar, dicha inversión y su efecto
son generalmente obviados en los análisis existentes en la literatura. El análisis
detallado del efecto de estos ciclos de carga-descarga en el mecanismo de fallo de
chapa se escapa del objetivo inicial del presente trabajo, abriendo no obstante una
interesante vía de desarrollo futuro.

6.1.2. Modelado del fallo

Los denominados Métodos de Distancias Críticas han proporcionado una apro-
ximación adecuada para estudiar las condiciones necesarias que concurren en la
iniciación de la estricción localizada o de la fractura dúctil en el conformado de
chapa donde existen esfuerzos de flexión. Una de las ideas importantes que se des-
prenden de estos modelos y que pueden aplicarse al fallo de chapas en presencia
de gradientes de deformación es que la resistencia al fallo del material está princi-
palmente influenciada por el estado tensional en un volumen crítico de material.
La otra idea relevante es que el tamaño de este volumen crítico, representado a
través de una cierta distancia crítica desde la superficie de la chapa, presenta una
clara dependencia con el tipo de material empleado, especialmente con su tamaño
microestructural (e.g. el tamaño de grano).

De acuerdo con las ideas adoptadas se ha postulado que cada uno de los dos
modos de fallo de chapa, estricción y fractura, está controlado por la resistencia
al fallo de un volumen crítico de material diferente. En el fallo por estricción
la última resistencia a la inestabilidad plástica la ofrece el volumen de material
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menos deformado, i.e. el material situado en el cara interna de la chapa. Dicho
volumen crítico se ha caracterizado mediante una distancia crítica a la cara interior.
En el caso de la fractura, el fallo está controlado por la resistencia a la fractura
del material más deformado, cuyo volumen crítico se ha descrito mediante una
distancia crítica medida desde la cara externa de la chapa.

Para modelar el fallo de chapa se han investigado las ideas de dos Métodos
de Distancias Críticas, denominados Método de la Línea y Método del Punto. En
este trabajo se ha considerado que el fallo por estricción se ajusta mejor mediante
el Método de la Línea, dado que parece razonable asumir que todo el volumen
crítico del material menos deformado contribuye en la inestabilidad plástica. Así,
el fallo por estricción se ha modelado asumiendo que éste está controlado por el
valor promedio de una tensión efectiva en una distancia crítica a la cara interna
de la chapa. En cambio, en la fractura superficial no está tan claro que exista una
contribución similar de todo el volumen crítico del material más deformado en el
mecanismo de fractura, de manera que para este modo de fallo se han adoptado las
ideas del Método del Punto. De esta forma, la fractura se ha modelado asumiendo
que el fallo está controlado por el valor local de una tensión efectiva a una distancia
crítica a la cara externa de la chapa. En cualquier caso, la elección de uno de los
dos Métodos de Distancias Críticas o de cualquier otro que permita describir el
fallo de una chapa es un problema abierto a futuras propuestas.

En ambos modos de fallo se ha usado como tensión característica de fallo la
diferencia entre la tensión principal máxima y la tensión transversal en el espesor
(σ1−σ3). La elección de esta variable no es nueva y ha sido utilizada en la literatura
por diferentes investigadores con resultados satisfactorios. El modelado del fallo
en términos de tensiones es otro factor diferenciador de esta tesis respecto a otros
trabajos anteriores. Dichos trabajos predicen el fallo basándose en límites de la
deformación, mientras que el modelo de fallo propuesto permite minimizar el efecto
de la no proporcionalidad en el camino de deformación, lo cual tiene una especial
relevancia en las fibras que invierten su deformación en la cara interior de la chapa.

El análisis de los resultados experimentales de acuerdo con el modelo de fallo
propuesto muestra que las distancias críticas en ambos modos de fallo están en
clara relación con la microestructura del material. Se concluye que el fallo por
estricción está controlado por un volumen de material aproximado de entre 8 y
10 veces el tamaño de grano en la cara interna de la chapa. De manera similar,
se concluye que el fallo por fractura está controlado por un volumen de material
en la cara externa de 8 o 9 granos, aproximadamente. Las predicciones mejoran
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considerablemente las obtenidas aplicando simplemente las Reglas de las Caras
Cóncava y Convexa.

Por último, hay que hacer observar que aunque la aproximación realizada para
predecir el fallo por estricción difiere de los métodos tradicionales basados en una
bifurcación de la solución en las ecuaciones (véase el Capítulo 1), ambas no son
mutuamente excluyentes. En particular, se ha comprobado que las predicciones
realizadas con el modelo propuesto y con la condición de axil máximo pueden ser
igual de precisas (véase el Apartado 4.5). La principal ventaja del enfoque adoptado
frente al de bifurcación es que las predicciones de fallo parecen ser realistas al
estar basadas en medidas experimentales, mientras que ninguno de los métodos de
bifurcación está universalmente aceptado.

6.2. Trabajos futuros

Una primera vía de desarrollo futuro podría ser el análisis y modelado del efec-
to en el fallo por estricción de la chapa de la energía almacenada en el material
durante la inversión de la deformación en ciertas fibras interiores en las operaciones
de estirado con punzón. Como ya ha sido expuesto, dicha energía se almacena al
cerrarse los sucesivos ciclos tensión-deformación en el material en la cara interna de
la chapa, zona más próxima al punzón. Esta energía será mayor cuanto menor sea
el radio del punzón. El estudio debería incluir una descripción apropiada de dichos
ciclos tensión-deformación. En particular, la regla de endurecimiento cinemático
puro utilizada en esta tesis es susceptible de ser mejorada mediante un modelo
más realista, presumiblemente asumiendo una regla de endurecimiento combina-
do cinemático-isótropo acorde al comportamiento del material. Para ello se hace
necesaria una caracterización adecuada del comportamiento cíclico del material
mediante ensayos de compresión-tracción de las chapas.

Por otro lado, también sería interesante un estudio a nivel microestructural de
los fenómenos físicos que concurren en el fallo por estricción y fractura. Así, una
descripción más realista de ambos modos de fallo permitiría dilucidar el método
más apropiado para modelar el fallo bajo gradientes de tensión/deformación, e.g.
basado en el Método de la Línea, en el Método del Punto o en cualquier otro
de los existentes. Dicho estudio permitiría asimismo una mejor estimación de la
correlación entre la conformabilidad del material y su microestructura.

Por último, la extensión natural de las ideas desarrolladas en esta tesis es su
aplicación a nivel industrial para el análisis de operaciones de conformado de chapa



244 Conclusiones finales

donde existen combinaciones de esfuerzos de tracción y flexión. El primer paso de
este ambicioso objetivo es la implementación de las técnicas presentadas en este
trabajo en alguno de los códigos numéricos actuales, e.g. de elementos finitos, que
día a día se están integrando como una herramienta habitual de trabajo en el
ámbito del conformado plástico.



Apéndice A

Criterios de plastificación en
tensión plana

En tensión plana y en direcciones principales, los estados de tensión y defor-
mación plástica en un material rígido-plástico pueden ser expresados en función
de σ1 y dε1 como:

σ1 σ2 = ασ1 σ3 = 0

dε1 dε2 = βdε1 dε3 = −(1 + β)dε1
(A.1)

donde las condiciones de tensión/deformación vienen dadas por las relaciones:

α =
σ2

σ1
, β =

dε2
dε1

(A.2)

El criterio de plastificación permite establecer las siguientes relaciones entre
variables y que son funciones de los parámetros de anisotropía del material:

α(β) , o su inversa β(α)

ϕ(α) =
σeq

σ1

ρ(β) =
dεeq
dε1

(A.3)
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A.1. Criterio de von Mises

En tensión plana y direcciones principales, el criterio de von Mises viene dado
por:

σeq =
√
σ2
1 − σ1σ2 + σ2

2 = |σ1|
√
1− α+ α2

dεeq =
2√
3

√
dε21 + dε1dε2 + dε22 =

2|dε1|√
3

√
1 + β + β2

(A.4)

De estas expresiones se obtienen fácilmente las siguientes relaciones entre va-
riables:

ϕ(α) =
σeq

σ1
= (signo σ1)

√
1− α+ α2

ρ(β) =
dεeq
dε1

= (signo dε1)
2√
3

√
1 + β + β2

(A.5)

El vector normal a la superficie de plastificación viene dado por:

nij =
∂f

∂σij
=

∂σeq

∂σij

de donde se obtiene:

n1 =
∂σeq

∂σ1
=

2σ1 − σ2

2σeq
, n2 =

∂σeq

∂σ2
=

2σ2 − σ1

2σeq

La regla de la normalidad establece:

dεij = nijdΛ

donde el multiplicador plástico viene dado por dΛ = dεeq al aplicar la condición
de igualdad del trabajo plástico σeqdεeq = σijdεij . Así:

dε1 = n1dεeq =
2σ1 − σ2

2σeq
dεeq , dε2 = n2dεeq =

2σ2 − σ1

2σeq
dεeq

Dividiendo ambas expresiones se obtiene la relación β(α) y su inversa α(β):

β(α) =
2α− 1

2− α

α(β) =
2β + 1

2 + β

(A.6)

A.2. Criterio cuadrático de Hill (1948)

El criterio de plastificación cuadrático de Hill (1948) para materiales anisótro-
pos, en condiciones de tensión plana, es un caso especial del criterio general dado
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en el Apéndice C. En este criterio, la tensión equivalente viene dada por:

σeq =

√
r90σ2

1 + r0σ2
2 + r0r90(σ1 − σ2)2

r90(1 + r0)
= |σ1|

√
r90 + r0α2 + r0r90(1 − α)2

r90(1 + r0)

(A.7)
siendo r0 y r90 los coeficientes de Lankford en las direcciones de laminación y
transversal de la chapa, respectivamente. Si r0 = r90 = 1, el criterio coincide con
el de von Mises para materiales isótropos.

De la expresión anterior se obtiene la relación:

ϕ(α) =
σeq

σ1
= (signo σ1)

√
r90 + r0α2 + r0r90(1− α)2

r90(1 + r0)
(A.8)

El vector normal a la superficie de plastificación se calcula como:

n1 =
∂σeq

∂σ1
=

r90σ1 + r0r90(σ1 − σ2)

r90(1 + r0)σeq
, n2 =

∂σeq

∂σ2
=

r0σ2 − r0r90(σ1 − σ2)

r90(1 + r0)σeq

y los incrementos de deformación mediante la regla de la normalidad como:

dε1 =
r90σ1 + r0r90(σ1 − σ2)

r90(1 + r0)σeq
dεeq , dε2 =

r0σ2 − r0r90(σ1 − σ2)

r90(1 + r0)σeq
dεeq

Dividiendo ambas expresiones se obtiene la relación β(α) y su inversa α(β):

β(α) =
r0α− r0r90(1− α)

r90 + r0r90(1 − α)

α(β) =
r90β + r0r90(1 + β)

r0 + r0r90(1 + β)

(A.9)

La relación ρ = dεeq/dε1 se obtiene de la expresión de dεeq o bien, si ésta no se
conoce, se puede calcular a partir de la condición de igualdad del trabajo plástico:

σeqdεeq = σ1dε1 + σ2dε2 = σ1dε1(1 + αβ)

de donde se obtiene:

ρ(β) =
dεeq
dε1

=
σ1

σeq
(1 + αβ) =

1 + αβ

ϕ(α)
(A.10)

y donde ϕ(α) y α(β) vienen dados en (A.8) y (A.9), respectivamente.

A.3. Criterio no cuadrático de Hosford (1979)

El criterio de plastificación no cuadrático propuesto por Hosford (Hosford,
1979; Logan y Hosford, 1980; Hosford, 1985) para materiales anisótropos es un
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caso especial de uno de los criterios no cuadráticos, para materiales con anisotropía
planar, propuestos por Hill (1979). El criterio se expresa como:

r90(1 + r0)σ
a
eq = r90|σ1|a + r0|σ2|a + r0r90|σ1 − σ2|a (A.11)

donde el exponente a es normalmente mayor que 2. Los valores sugeridos en la
literatura son a = 6 para metales BCC y a = 8 para materiales FCC. En general,
el exponente a toma un valor par positivo, de manera que los valores absolutos en
(A.11) son innecesarios. Nótese además que este criterio se reduce al cuadrático
propuesto por Hill si a = 2, y al de von Mises si además r0 = r90 = 1.

De la expresión anterior se obtiene fácilmente la relación:

ϕ(α) =
σeq

σ1
= (signo σ1)

(
r90 + r0α

a + r0r90(1− α)a

r90(1 + r0)

)1/a

(A.12)

Los incrementos de deformación se obtienen de la regla de la normalidad como:

dε1 =
r90σ

a−1
1 + r0r90(σ1 − σ2)

a−1

r90(1 + r0)σ
a−1
eq

dεeq

dε2 =
r0σ

a−1
2 − r0r90(σ1 − σ2)

a−1

r90(1 + r0)σ
a−1
eq

dεeq

Dividiendo ambas expresiones se obtiene la relación:

β(α) =
r0α

a−1 − r0r90(1− α)a−1

r90 + r0r90(1− α)a−1
(A.13)

La relación inversa, α(β), no puede resolverse analíticamente sino que debe
hacerse por métodos numéricos, usando la expresión anterior para cada valor de
β. Así, por ejemplo, existen 7 soluciones para esta ecuación si a = 8, pero sólo una
es real.

Igualmente, la deformación equivalente no puede expresarse como una fun-
ción sencilla de las componentes del tensor de deformaciones. En cambio, puede
obtenerse usando la definición de trabajo plástico, como en el caso del apartado
anterior. Así, se obtiene la relación:

ρ(β) =
dεeq
dε1

=
1 + αβ

ϕ(α)
(A.14)

donde ϕ(α) y α(β) vienen dados en (A.12) y (A.13), respectivamente.
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Apéndice B

Regla de endurecimiento de
Ziegler en tensión plana

Sea f(σij , ε
p
ij) una función de plastificación que define los posibles estados y

evoluciones de un punto. El criterio de plastificación asumiendo un endurecimiento
isótropo se expresa como:

f(σij , ε
p
ij) = σeq(σij)− σY (ε

p
eq) ≤ 0 (B.1)

siendo la tensión equivalente σeq(σij) una función del estado tensional del pun-
to, responsable de la forma de la superficie de plastificación, y donde el término
σY (ε

p
eq), que representa el límite de fluencia actual, controla su tamaño.

Mientras que el endurecimiento isótropo cambia sólo el tamaño de la superficie
de plastificación y no varía la posición de su centro, el cinemático no altera el
tamaño y sí el centro de la superficie de plastificación. El criterio de plastificación
asumiendo un endurecimiento cinemático se expresa entonces como:

f(σij , ε
p
ij) = σ̃eq(σij − ωij(ε

p
ij))− σ0 = σ̃eq(σ̃ij)− σ0 ≤ 0 (B.2)

siendo σ0 el límite elástico y donde se han introducido las tensiones reducidas
(σ̃ij), que son las tensiones medidas desde el centro actual (ωij) de la curva de
plastificación:

σ̃ij = σij − ωij(ε
p
ij) (B.3)

El vector normal a la superficie de plastificación viene dado por:

nij =
∂f

∂σij
=

∂σ̃eq

∂σij
=

∂σ̃eq

∂σ̃kl

∂σ̃kl

∂σij
=

∂σ̃eq

∂σ̃kl
δikδjl =

∂σ̃eq

∂σ̃ij
(B.4)
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y donde nij es una función de σ̃ij , es decir de σij y de ωij .
Se admite que σ̃eq(σ̃ij) es una función homogénea de grado 1 de las tensiones

que satisface, por tanto, el teorema de Euler:

σ̃eq(σ̃ij) =
∂σ̃eq

∂σ̃ij
= nij σ̃ij (B.5)

Así, el criterio de plastificación puede expresarse como:

f(σij , ε
p
ij) = σ̃eq(σ̃ij)− σ0 = nij σ̃ij − σ0 ≤ 0 (B.6)

La regla de la normalidad establece:

dεpij =
∂σ̃eq(σ̃ij)

∂σ̃ij
dΛ = nijdΛ (B.7)

siendo dΛ el multiplicador plástico, no negativo. Multiplicando ambos miembros
por σ̃ij y usando (B.5) se obtiene:

σ̃ijdε
p
ij = σ̃ijnijdΛ = σ̃eqdΛ (B.8)

que representa una equivalencia entre los trabajos plásticos de las tensiones redu-
cidas tridimensionales (σ̃ij) y la tensión reducida monodimensional (σ̃eq) sobre la
magnitud dΛ, que se identifica por tanto con la deformación plástica equivalente
monodimensional: dεpeq = dΛ. Por tanto, la regla de la normalidad (B.7) puede
reescribirse como:

dεpij = nijdε
p
eq (B.9)

La variación de f con las deformaciones plásticas se produce a través de ωij ,
que es dependiente de aquellas. La relación de consistencia (df = 0) se obtiene
como:

df =
∂σ̃eq(σ̃ij)

∂σ̃ij
dσ̃ij =

∂σ̃eq(σ̃ij)

∂σ̃ij
(dσij − dωij) = nijdσij − nijdωij = 0 (B.10)

Las reglas de traslación regulan el desplazamiento del centro de la superficie
de plastificación, acompañando toda la superficie de plastificación dicho desplaza-
miento como un sólido rígido. En general, la traslación del centro de la superficie
de plastificación dependerá de las deformaciones y tendrá una dirección definida
por un tensor dij . De forma general, el tensor de traslación puede escribirse en la
forma:

dωij = c dεpeqdij (B.11)
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siendo c una constante positiva que se deduce relacionando las expresiones ante-
riores con el ensayo monodimensional de tracción.

Las reglas de traslación más habituales son la de Prager y la de Ziegler. En la
primera se supone que la traslación del centro de la superficie de plastificación se
produce según la normal, es decir que dij = nij ; en este caso el vector de traslación
adopta la forma dωij = c dεpij . En la regla de Ziegler se supone que la traslación se
produce en la dirección de la tensión reducida, es decir que dij = σ̃ij . Por tanto,
según la regla de Ziegler, el tensor de traslación (B.11) viene dado por:

dωij = c dεpeqσ̃ij (B.12)

La constante c se calcula particularizando el desarrollo anterior para un criterio
de plastificación concreto y a partir de los resultados del ensayo de tracción, en el
que los vectores de tensiones, tensiones reducidas y su desviador, y deformaciones
plásticas, en direcciones principales vienen dados por:

(σ1 σ2 σ3)
T = (σp 0 0)T

(σ̃1 σ̃2 σ̃3)
T = (σp 0 0)T − (ω1 ω2 ω3)

T

(σ̃d
1 σ̃d

2 σ̃d
3)

T = (2σp/3 − σp/3 − σp/3)T − (ωd
1 ωd

2 ωd
3)

T

(dεp1 dεp2 dεp3)
T = (dεp − dεp/2 − dεp/2)

T

(B.13)

Criterio de von Mises

El criterio de plastificación de von Mises viene dado por:

f(σij , ε
p
ij) = σ̃eq(σ̃ij)− σ0 =

√
3

2
σ̃d
ij σ̃

d
ij − σ0 = 0 (B.14)

y donde el vector normal a la superficie de plastificación se obtiene como:

nij =
∂f

∂σij
=

3

2σ0
σ̃d
ij (B.15)

Como las deformaciones plásticas varían con nij , y éstas con σ̃d
ij , para que se

cumpla dε2 = dε3 en (B.13) debe cumplirse también σ̃d
2 = σ̃d

3 y, por tanto, se
deduce que para ello ωd

2 = ωd
3 , es decir ω2 − ωkk/3 = ω3 − ωkk/3, lo que implica

ω2 = ω3. Por tanto, las tensiones reducidas del ensayo de tracción son:

(σ̃1 σ̃2 σ̃3)
T = (σp − ω1 − ω2 − ω2)

T (B.16)

El criterio de von Mises, cuando sólo hay tensiones normales, se escribe en la
forma:

σ̃eq =

√
1

2
[(σ̃1 − σ̃2)2 + (σ̃1 − σ̃3)2 + (σ̃2 − σ̃3)2] = σp − ω1 + ω2 (B.17)
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y de esta expresión:
dσ̃eq = dσp − dω1 + dω2 (B.18)

Usando σ̃eq = σ0 y dσ̃eq = 0 se obtiene:

σ0 = σ̃p − ω1 + ω2

0 = dσp − dω1 + dω2

(B.19)

y usando la regla de Ziegler dωij = cdεpeqσ̃ij :

0 = dσp − cdεp(σp − ω1) + cdεp(−ω2) = dσp − cdεpσ0 (B.20)

en la que se ha hecho dεpeq = dεp. Despejando c se obtiene:

c =
1

σ0

dσp

dεp
=

H

σ0
(B.21)

La regla de endurecimiento de Ziegler queda entonces como:

dωij =
Hdεpeq
σ0

(σij − ωij) (B.22)

Criterio de plastificación en tensión plana

Si en vez del criterio de von Mises se usa uno cualquiera de los criterios en ten-
sión plana (σ3 = 0) del Apéndice A, es evidente que la superficie de plastificación
se trasladará en el plano (σ1, σ2), es decir ω3 = 0 y, por tanto, se tiene que σ̃3 = 0

como se deduce de (B.13). Como además el ensayo es de tracción debe cumplirse
ω2 = ω3 y, por tanto, las tensiones reducidas quedan como:

(σ̃1 σ̃2 σ̃3)
T = (σp − ω1 0 0)T (B.23)

Sustituyendo en cualquiera de los criterios de plastificación se obtiene:

σ̃eq = σ̃1 = σp − ω1 (B.24)

y de aquí:
dσ̃eq = dσp − dω1 (B.25)

Usando σ̃eq = σ0 y dσ̃eq = 0 se obtiene:

σ0 = σp − ω1

0 = dσp − dω1

(B.26)
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y usando la regla de Ziegler dωij = cdεpeqσ̃ij :

0 = dσp − cdεp(σp − ω1) = dσp − cdεpσ0 (B.27)

que coincide con la expresión (B.20) obtenida mediante el criterio de von Mises.
Por tanto, despejando c se obtiene la misma expresión anterior:

c =
1

σ0

dσp

dεp
=

H

σ0
(B.28)

y la misma expresión de la regla de Ziegler:

dωij =
Hdεpeq
σ0

(σij − ωij) (B.29)
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Criterio cuadrático de Hill en
deformación plana

En direcciones principales, el criterio de plastificación cuadrático de Hill (1950)
para materiales anisótropos viene dado por:

2f(σij) ≡ F (σ2 − σ3)
2 +G(σ3 − σ1)

2 +H(σ1 − σ2)
2 = 1 (C.1)

siendo F , G y H constantes del material. El criterio se reduce al de von Mises
cuando el material es isótropo, i.e. F = G = H . De la regla de flujo correspondiente
se obtienen los incrementos de deformación plástica como (Tan et ál., 1995):

dε1 = [H(σ1 − σ2) +G(σ1 − σ3)]dλ

dε2 = [F (σ2 − σ3) +H(σ2 − σ1)]dλ

dε3 = [G(σ3 − σ1) + F (σ3 − σ2)]dλ

(C.2)

siendo dλ el multiplicador plástico, no negativo.
La tensión equivalente y la deformación plástica equivalente se expresan como:

σeq =

√
3

2

F (σ2 − σ3)2 +G(σ3 − σ1)2 +H(σ1 − σ2)2

F +G+H

dεeq =

√
2

3
(F +G+H)

F (Gdε2 −Hdε3)2 +G(Hdε3 − Fdε1)2 +H(Fdε1 −Gdε2)2

(FG+GH +HF )2

(C.3)
donde las constantes F , G y H se expresan en función de los coeficientes de Lank-
ford en las direcciones de laminación (r0) y transversal (r90) como:

r0 =
H

G
, r90 =

H

F
(C.4)
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Considérese el caso de deformación plana en la dirección transversal de lami-
nación, dε2 = 0. Por conservación de volumen se tiene que dε3 = −dε1 y de la
regla de flujo (C.2) se obtiene:

σ2 =
Fσ3 +Hσ1

F +H

Sustituyendo las expresiones de dε2, dε3 y σ2 en (C.3) y teniendo en cuen-
ta (C.4), la tensión equivalente y la deformación equivalente en condiciones de
deformación plana se obtienen como:

σeq =
|σ1 − σ3|

C
(C.5)

dεeq = C|dε1| (C.6)

siendo:

C =

√
2

3

(1 + r90)(1 + r0 + r0/r90)

1 + r0 + r90
(C.7)
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