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ISOVARIEDADES ISODIFERENCIABLES Y
GRUPOS DE LIE-SANTILLI
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”Prefeŕı no dedicarme a las matemáticas. Dicen que hay que sentir la llamada

como para el sacerdocio. [...] Ahora comprend́ıa por qué los matemáticos se sienten

recorridos por una onda trascendental de enerǵıa cuando descubren una nueva

fórmula o ven un nuevo patrón en algo que han contemplado mil veces. Sólo las

matemáticas proporcionaban el sentimiento de atravesar otra dimensión, una que

no exist́ıa en el tiempo y el espacio ... ese sentimiento de caer dentro y a través de

un acertijo, de tenerlo en torno de manera f́ısica.”.

Katherine Neville [El Ocho]
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han aportado en los momentos dif́ıciles, no habŕıa sido posible este trabajo. Gracias
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5.3.2. Isotrayectorias en ĝ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

5.4. Aplicación: Grupos de isotransformaciones . . . . . . . . . . . . . . . 163
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viii INTRODUCCIÓN

INTRODUCCIÓN

La presente Memoria tiene dos objetivos principales. El primero es dar a cono-

cer las herramientas necesarias para introducir la construcción de las isovariedades

isodiferenciables y de los isogrupos isotópicos de Lie, haciendo uso del modelo de

construcción de isotoṕıas de Santilli propuesto en [14]. Previamente será necesario

revisar los conceptos básicos acerca de la geometŕıa isoeucĺıdea y del cálculo iso-

diferencial.

Un segundo objetivo a tener en cuenta es el perfeccionamiento del modelo citado,

en base al conjunto de condiciones necesarias para lograr una construcción coherente

con la literatura existente al respecto, con vistas a obtener a su vez nuevos ejemplos

de isoestructuras matemáticas, no conocidas hasta la fecha. Con ello se sentarán las

bases para futuros estudios tanto en el campo de la teoŕıa de Lie-Santilli, como en

aplicaciones en diversos campos de la F́ısica teórica.

En particular, será primordial el análisis de las isotoṕıas atendiendo a la inyec-

tividad y a la compatibilidad respecto a las operaciones de partida, al igual que el

estudio de los factores externos de los que depende cada levantamiento isotópico y

la relación existente entre ellos.

La diversidad de campos a tratar impide profundizar en gran medida en cada uno

de ellos, pues extendeŕıa considerablemente la Memoria. Es por ello por lo que se ha

hecho una selección de los principales resultados introductorios en cada uno de los

aspectos a analizar. No obstante, cabe indicar finalmente la presentación de una gran

cantidad de ejemplos, 65 en total. La importancia de éstos es doble, pues por una

parte aclararán la influencia de las propiedades anteriormente citadas en la isotoṕıa

utilizada, mientras que por otra parte permitirán mostrar de forma inmediata las

mejoras logradas en el modelo presentado en [14].

Las isotoṕıas de Santilli constituyen una nueva rama de las matemáticas, ca-

racterizada a partir de una generalización (conservando los axiomas iniciales) de las

unidades, operaciones, números, grupos, cuerpos, álgebras, topoloǵıas, etc., de las

estructuras convencionales, con numerosas aplicaciones en F́ısica, Qúımica y otras

ciencias.



INTRODUCCIÓN ix

Las matemáticas usadas generalmente en estas aplicaciones han estado basadas

históricamente en cuerpos matemáticos con caracteŕıstica cero y dotados de una

unidad trivial I = +1 y de un producto asociativo a× b entre elementos de un con-

junto dado (matrices, campos vectoriales, etc.). De tal forma que estas matemáticas

se han centrado en el estudio de sistemas lineales, locales-diferenciales y Hamiltonia-

nos, que únicamente representan un número finito y aislado de part́ıculas puntuales

que interactúan entre śı mediante fuerzas derivadas de un potencial.

Lo anterior permite trabajar con representaciones exactas e invariantes tanto de

los sistemas planetarios y atómicos, como de los denominados sistemas dinámicos ex-

teriores, en los que todos los constituyentes pueden aproximarse mediante part́ıculas

puntuales.

Sin embargo, la gran mayoŕıa de sistemas en la realidad f́ısica que nos envuelve

son no lineales, no locales-diferenciales y no representables enteramente a través de

un Hamiltoniano en las coordenadas del observador. Éste es el caso de los deno-

minados sistemas dinámicos interiores, que constituyen por ejemplo la estructura

de los planetas, las part́ıculas de interacción fuerte (como protones y neutrones), los

núcleos, las moléculas o las estrellas. Éstos no pueden ser por tanto reducidos de

una manera consistente a conjuntos finitos de part́ıculas puntuales, que, si bien son

muy efectivos en sistemas dinámicos exteriores, simplemente constituyen a lo más

una mera aproximación de los sistemas dinámicos interiores.

Atendiendo a esta cuestión, en 1978 el f́ısico italo-americano R. M. Santilli [34]

propuso la construcción de una nueva matemática, hoy conocida como isomatemática

de Santilli, construida espećıficamente para tratar la representación invariante de

sistemas no lineales, no locales y no Hamiltonianos, de tal forma que posteriormente

se pueda reconstruir la linealidad, locacidad y canonicidad en ciertos espacios ge-

neralizados, dentro de las coordenadas fijadas por un observador inercial.

Esta propuesta se basaba esencialmente en la construcción de isotoṕıas (aplica-

ciones entre estructuras que conserven los axiomas básicos de éstas) de todas las

ramas matemáticas que, basadas en una unidad trivial I = +1, son necesarias a la

hora de trabajar con sistemas dinámicos interiores.

En particular, la isotoṕıa fundamental de Santilli consist́ıa en la generalización

de la unidad trivial I = +1 a una matriz u operador Î = Î(x, dx, d2x, t, v, µ, τ, ...),

dependiente de factores externos, que conserva las propiedades topológicas de la

unidad inicial (no singular, Hermı́tica y definida positiva), si bien se le permite estar

dotada de un carácter funcional no lineal, no local y no Hamiltoniano, en cada una
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de las variables locales que constituyen los factores externos mencionados: tiempo t,

velocidad v, densidad µ, temperatura τ , etc.

La representación de los sistemas dinámicos interiores a través de la isomatemá-

tica de Santilli requiere a su vez el conocimiento de dos cantidades: el Hamiltoniano

H para la representación de las fuerzas convencionales lineales, locales y potenciales

y la isounidad Î para la representación de todos los efectos no lineales, no locales y

no Hamiltonianos. Tal generalización de la unidad es de hecho la única elección para

obtener una representación invariante de estos últimos efectos, puesto que tanto para

las matemáticas convencionales como para las posibles generalizaciones, la unidad

del sistema f́ısico debe ser el invariante básico.

La generalización a la isomatemática de Santilli necesitaba de un estudio exhaus-

tivo de todas las ramas de las matemáticas que intervienen en los sistemas interiores.

Es por ello, por lo que tanto Santilli como un número creciente de matemáticos y

f́ısicos han ido desarrollando en los últimos 20 años la generalización isotópica de

números, grupos, cuerpos, álgebras, espacios vectoriales (métricos), topoloǵıa, cálcu-

lo diferencial, análisis funcional, variedades diferenciables, geometŕıas, etc.

En particular, la teoŕıa de Lie, que ejerce un papel fundamental en F́ısica, sufre

también de claras limitaciones debido a su carácter lineal, local-diferencial y Hamil-

toniano. Es por ello por lo que en [34], Santilli propuso también el levantamiento

isotópico de todas las ramas de la teoŕıa de Lie, incluyendo el estudio isotópico de las

álgebras envolventes universales, álgebras y grupos de Lie, teoŕıa de representación,

etc. De esta manera se alcanzaba una teoŕıa generalizada aplicable a sistemas no

lineales, no locales y no Hamiltonianos, denominada hoy d́ıa isoteoŕıa de Santilli,

cuyo estudio ha sido continuado en varios monográficos [35] [38] [39] y art́ıculos

relacionados.

La mayoŕıa de estos resultados fueron presentados por Santilli como un caso

particular de una teoŕıa más general basada en la noción de admisibilidad de Lie,

propuesta por A. A. Albert [3], hoy denominada genoteoŕıa de Lie-Santilli.

Debido a su relevancia matemática y f́ısica, la isoteoŕıa de Lie-Santilli ha sido

estudiada en numerosos art́ıculos y monográficos por varios autores. Como ejemplo

pueden citarse los monográficos realizados por: H. C. Myung [32] de 1982; A. K.

Aringazin. A. Jannussis, D. F. Lopez, M. Nishioka y B. Veljanovski [4] de 1991; Gr.

Tsagas y D. S. Sourlas [50] de 1993; J. Lôhmus, E. Paal y L. Sorgsepp [30] de 1994;

J. V. Kadeisvili [27] de 1997; y R. M. Falcón Ganfornina y J. Núñez Valdés [14] de

2001.
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Cabe destacar también el estudio sobre teoŕıa de isonúmeros, iniciada por Santilli

en 1978, si bien fue presentada en forma matemática en la memoria [41] de 1993.

Los isonúmeros de Santilli han sido estudiados por varios autores, aunque de forma

más extensa es de señalar la presentación dada por C.-X. Jiang [11] en 2002.

Otro avance significativo realizado por Santilli en la mitad de los años 80, ha

sido el levantamiento isotópico de los espacios Eucĺıdeo y Minkowskiano, junto con

sus geometŕıas asociadas (ver [38] y las referencias citadas en dicho art́ıculo). Estos

estudios han sido continuados por varios autores, entre los que cabe citar a J. V.

Kadeisvili [23], Gr. Tsagas y D. S. Sourlas [51] [52], y R. M. Falcón Ganfornina y J.

Núñez Valdés [15].

Por su parte, J. V. Kadeisvili [23] propuso la primera formulación de la isocon-

tinuidad y el análisis isofuncional, que ha continuado tratándose por varios autores

como A. K. Aringazin, D. A. Kirushin y R. M. Santilli [5].

Gr. Tsagas y D. S. Sourlas [51] [52] propusieron a su vez la primera formulación

de la isotopoloǵıa en isoespacios sobre cuerpos convencionales. Esta formulación fue

extendida por R. M. Santilli [43] a isoespacios sobre isocuerpos y posteriormente

de forma más extensa por R. M. Falcón Ganfornina y J. Núñez Valdés en [15]. A

propuesta del propio Santilli, este estudio es conocido con el nombre de isotopoloǵıa

de Tsagas-Sourlas-Santilli-Falcón-Núñez (ITSSFN).

La última referencia citada se basaba a su vez en el monográfico [14] de 2001,

donde se generalizaba el modelo isotópico propuesto por Santilli, mediante el uso de

tantas ∗-leyes e isounidades como operaciones existan en la estructura matemática

inicial, dando lugar al denominado MCIM (modelo de construcción isotópica basado

en la multiplicación).

Indicar por último que todos estos avances han permitido una generalización

estructural en Mecánica Cuántica y en Qúımica, dando origen a las denominadas

Mecánica y Qúımica Hadrónica [42] [49], a partir de las cuales se han obtenido

numerosas aplicaciones industriales, como resultado de la nueva interpretación de

las unidades matemáticas utilizadas.

En la presente Memoria se profundiza en el estudio de la isoteoŕıa de Lie-Santilli,

por medio del análisis del levantamiento isotópico de los grupos de Lie. Es necesario

por tanto desarrollar previamente aspectos teóricos referentes a la geometŕıa isoeu-

cĺıdea, al cálculo isodiferencial y a las isovariedades isodiferenciables. Será de hecho
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en este análisis previo donde centraremos nuestro estudio, con vistas a generalizar

resultados previos ya existentes al respecto en la literatura, si bien desde el punto

de vista novedoso que origina el MCIM, el cual generaliza lo más posible el tipo de

isooperaciones a utilizar en las estructuras matemáticas con las que se trabaje y en

particular, permite analizar el relevante estudio de levantamientos isotópicos no in-

yectivos, que origina la obtención de ejemplos matemáticos caracteŕısticos. Algunos

resultados a este respecto ya se han mostrado en [19].

En este sentido, uno de los principales objetivos será realizar un análisis exhausti-

vo para lograr establecer las condiciones que deben verificar los elementos de isotoṕıa

asociados al MCIM, a la hora de generalizar los diferentes aspectos a tratar de la

teoŕıa de Lie convencional. Con vistas a evitar una extensión excesiva de la presente

Memoria, se ha realizado una selección entre los citados aspectos. En concreto, salvo

excepciones, únicamente serán tratados aquellos resultados imprescindibles para al-

canzar los conceptos de isogrupo isotópico de Lie y de grupo de isotransformaciones

o de Lie-Santilli.

El origen de ambas estructuras matemáticas tiene lugar en 1978, con la pre-

sentación que hace R. M. Santilli de la isoteoŕıa [34]. Sin embargo, no será hasta

1993, cuando los matemáticos D. S. Sourlas y G. T. Tsagas realicen el primer mono-

gráfico matemático sobre la teoŕıa de Lie-Santilli [50]. En particular alcanzan la

construcción de un isoálgebra de Lie y de su isoálgebra envolvente, analizando pos-

teriomente el concepto de isovariedad diferenciable.

No obstante, en dicho estudio no aparece el concepto de isodiferenciabilidad en

aplicaciones entre isovariedades, pues no es hasta Diciembre de 1994 cuando se pre-

senta por primera vez el cálculo isodiferencial, en el Internacional Workshop on Dif-

ferential Geometry and Lie algebras, celebrado por el Departamento de Matemáticas

de la Universidad de Aristotle en Thesalonika (Grecia). De hecho, no será hasta 1996

cuando Santilli [43] publique por primera vez sus resultados sobre este nuevo cálculo.

En particular, el análisis del levantamiento isotópico de las variedades diferen-

ciables a partir de la isodiferenciabilidad es aún inédito. Es por ello por lo que

nos planteamos en la presente Memoria dicho estudio, aplicando además los nuevos

avances teóricos en isotopoloǵıa, con vistas a abordar el posterior desarrollo de los

isogrupos isotópicos de Lie.

Por todo ello, estructuramos la presente Memoria en cinco Caṕıtulos, que irán
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encaminados al estudio de los isogrupos isotópicos de Lie (como conjuntos dotados

de una estructura de isogrupo y de una estructura isodiferenciable compatibles) y

a una introducción a la construcción de los denominados grupos de Lie-Santilli o

grupos de isotransformaciones.

En el primer Caṕıtulo se presentan aquellas definiciones y resultados más im-

portantes sobre isoteoŕıa de Lie-Santilli, que se suponen indispensables para la com-

prensión de la Memoria. Se muestra por tanto el concepto de isotoṕıa de Santilli y

se presentan los resultados más destacados referentes al MCIM de 2001.

En el segundo Caṕıtulo se dan las nociones básicas para construir la geometŕıa

isoeucĺıdea, correspondiente al levantado isotópico de la métrica eucĺıdea usual, es-

tudiando previamente la construcción general de un isoespacio vectorial isométrico.

Dado que lo que nos interesa es abordar el estudio de la isogeometŕıa atendiendo

al MCIM, diferiremos en el punto de vista con el que Santilli trata este aspecto en

[35]. Con ello se intenta no obstante encontrar resultados coherentes con las distintas

∗-leyes a utilizar, de tal forma que, finalmente, la propuesta de Santilli resulte un

caso particular de la presentada en esta Memoria. En este sentido, será fundamental

la utilización de una nueva isounidad Î ′, diferente de la relativa al isocuerpo K̂

correspondiente, tal y como se muestra en la Proposición 2.1.1.

Como ejemplo nos centramos en el analisis de la identificación de cada recta

isotópica con un isovector director. La existencia de este último se restringe de hecho

a isotoṕıas que cumplan la condición indicada en la Definición 2.3.15, la cual es ve-

rificada en particular para ∗-leyes asociativas en ciertos subespacios vectoriales de V

(Proposición 2.3.16). El Corolario 2.3.21 nos dará finalmente condiciones necesarias

para que la identificación mencionada pueda realizarse. Gracias a esto podremos

estudiar la perpendicularidad entre rectas isotópicas, comprobando la equivalencia

con el caso convencional (Corolario 2.3.15).

Se finalizará el caṕıtulo con la presentación de diferentes circunferencias isotópi-

cas, mostrando ejemplos concretos de cada una de éstas.

En el tercer Caṕıtulo, se dan las definiciones y las propiedades básicas del cálculo

isodiferencial. Cabe destacar que la variación en el estudio de la isométrica presen-

tado en el caṕıtulo precedente, respecto a la propuesta de Santilli en [35], implica a

su vez una variación en la presentación del cálculo isodiferencial.
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En particular se impondrán unas condiciones en el nivel general, bajo las cuales se

pueda prescindir de diferenciar entre isocoordenadas covariantes y contravariantes.

Por su parte, el resultado principal que certifica la coherencia en la construcción

presentada será la Proposición 3.2.3, que asegura a su vez la isodiferenciabilidad de

una isofunción cuando se disponga de la diferenciabilidad convencional de la función

correspondiente.

La compatibilidad en las operaciones del cuerpo base permitirá además obtener

el álgebra de isofunciones isodiferenciables mostrado en la Proposición 3.2.7.

Se termina el caṕıtulo con el estudio de la isodiferenciabilidad en isoaplicaciones,

obteniendo por construcción la Proposición 3.4.8 y el Corolario 3.4.9, que serán

fundamentales a la hora de abordar el estudio de la isoteoŕıa de Lie-Santilli.

En el Caṕıtulo cuarto se expone la teoŕıa relativa a las isovariedades isodiferen-

ciables. Previamente, con vistas a hacer uso de isotoṕıas no inyectivas se hace nece-

sario generalizar algunos aspectos de la isotopoloǵıa ITSSFN, mediante un análisis

en las condiciones que verifican los factores externos de los que dependen tales le-

vantamientos isotópicos (Proposiciones 4.1.3 y 4.1.7, Corolario 4.1.11). En particular

se comprobará que es muy útil restringirnos a isotoṕıas que sean inyectivas para

cualesquiera valores fijos en los factores externos de los que dependa la isounidad

utilizada.

Se continúa con el estudio de isocartas locales, isoatlas isodiferenciables e iso-

variedades isodiferenciables. Cabe destacar las condiciones de la Proposición 4.2.3,

bajo las cuales los anteriores conceptos estarán relacionados de forma biuńıvoca con

los convencionales correspondientes.

En la última sección del caṕıtulo se desarrollan resultados referentes a las isoapli-

caciones isodiferenciables entre dichas estructuras. Se estudia la relación de éstas con

sus equivalentes convencionales, analizando para ello la necesidad de imponer la in-

yectividad en los factores externos utilizados o bien la compatibilidad respecto a las

operaciones de partida.

Finalmente, en el Caṕıtulo quinto se plantea la construcción de los isogrupos

isotópicos de Lie y de los grupos de isotransformaciones.

En particular, la primera sección se dedica al estudio de los isogrupos isotópicos

de Lie, mostrando varios ejemplos al respecto. Vuelve a aparecer la importancia del
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análisis de los factores externos de la isotoṕıa utilizada, lo cual permite identificar

los grupos de Lie convencionales con los isogrupos isotópicos de Lie (Proposición

5.1.7).

Por su parte, en la segunda sección se presenta un estudio inicial en la construc-

ción del espacio isotangente de una isovariedad isodiferenciable, basado en el cálculo

isodiferencial del tercer caṕıtulo. En particular se obtiene una base de dicho espacio

en el caso de trabajar con un tipo particular de isotoṕıas de clase III (Proposición

5.2.4).

Aparece también el concepto de diferencial de una isoaplicación isodiferenciable,

la cual queda determinada en el caso anterior de isotoṕıas de clase III por la matriz

isodiferencial de la misma.

Analizando los campos vectoriales isodiferenciables invariantes, se establece una

base para éstos en casos concretos de levantamientos isotópicos, gracias a los resul-

tados que se basan a su vez en la Proposición 5.2.12. En particular se construye de

esta forma el isoálgebra isotópica asociada a un isogrupo isotópico de Lie.

En la tercera sección del caṕıtulo se presenta la correspondiente aplicación expo-

nencial en el nivel de proyección, que relaciona el isoálgebra isotópica de Lie asociada

a un isogrupo isotópico de Lie con este último. Previamente es necesario analizar

el concepto de isotrayectoria. A este respecto, las isotoṕıas de clase III permitirán

obtener un resultado de existencia y unicidad de isotrayectorias (Teorema 5.3.10).

En particular se tendrá el anterior resultado para el caso de isotrayectorias aso-

ciadas a campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda (Proposición

5.3.11), lo que permitirá dar la definición de la isoaplicación isoexponencial en el

nivel de proyección.

Finalmente, en la cuarta sección se presenta el concepto de grupo de Lie-Santilli

o grupo de isotransformaciones, junto a sus propiedades notables, haciendo ver su

analoǵıa con el caso convencional.

Todo el estudio anterior se acompaña de una gran cantidad de ejemplos que

permiten facilitar la comprensión de los nuevos conceptos. En concreto, con vistas a

mostrar los avances que permite el MCIM, se presentan bastantes casos en los que se

utilizan isotoṕıas no inyectivas e isotoṕıas no compatibles respecto a las operaciones

de partida. En este sentido destacan los Ejemplos 3.2.8 y 4.2.2, donde se muestran

nuevos modelos de construcción, que permiten la obtención de este tipo de isotoṕıas.
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Caṕıtulo 1

PRELIMINARES

Con el fin de facilitar una adecuada comprensión del presente estudio, se mues-

tran en este Caṕıtulo las definiciones y propiedades de la isoteoŕıa de Santilli que

serán necesarias con posterioridad. Para una mayor profundización en los conceptos

aqúı mencionados pueden verse las distintas referencias citadas en la introducción

de la Memoria.

En una primera sección daremos las nociones básicas acerca de las herramientas

fundamentales que utiliza Santilli en su estudio: las isotoṕıas. Se indican el modelo

que propuso Santilli en 1978 [34], las clases de isotoṕıas propuestas por Kadeisvili

[23], los niveles de construcción isotópica y el MCIM de 2001 [14].

Finalmente, en la última sección se tratarán los avances que el MCIM ha aportado

a la isotopoloǵıa de Tsagas-Sourlas-Santilli, dando origen a la denominada ITSSFN.

1
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1.1. Definición de Isotoṕıa

En 1978, Ruggero Maria Santilli propuso una generalización de la teoŕıa conven-

cional de Lie haciendo uso de isotoṕıas, dando lugar a la conocida hoy d́ıa como

isoteoŕıa de Santilli (véase [34]). Para ello consideró que la unidad básica I de to-

da estructura matemática puede sufrir dependencia en varios factores externos del

sistema en el que nos encontremos (coordenadas, velocidad, tiempo, densidad, tem-

peratura, etc.), dando lugar a una isounidad Î = Î(x, dx, d2x, ..., µ, τ, ...).

Utilizando este principio, Santilli realizó una construcción metódica que gene-

raliza las estructuras matemáticas más importantes, dando lugar a las denominadas

isoestructuras (isogrupos, isoanillos, isocuerpos, isoespacios vectoriales e isoálgebras

(véanse [37], [39], [50])), lo que le permitió a su vez avanzar en el desarrollo de algunas

aplicaciones f́ısicas, como Mecánica Cuántica y Dinámica de part́ıculas ([41]).

Al respecto, recordamos las siguientes definiciones:

Definición 1.1.1. Se denomina isotoṕıa o levantamiento isotópico a toda corres-

pondencia entre una estructura matemática fijada y otra del mismo tipo, esto es, tal

que verifique sus mismas propiedades. La estructura imagen se denomina isoestruc-

tura.

Definición 1.1.2. Se denominan isotoṕıas de Santilli a aquellas isotoṕıas de una

estructura lineal, local y canónica, que den como resultado una isoestructura en las

formas no lineales, no locales y no canónicas más generales posibles y que sean

capaces de reconstruir linealidad, locacidad y canonicidad en ciertos espacios gene-

ralizados, dentro de las coordenadas fijadas por un observador inercial.

Definición 1.1.3. Se denomina isogrupo al levantado isotópico de un grupo que

esté dotado a su vez de esta última estructura. De manera análoga se definen los

conceptos de isoanillo, isocuerpo, isoespacio vectorial e isoálgebra.

El modelo de isotoṕıa de Santilli de 1978 se basa en la generalización de la unidad

de partida: I → Î = Î(x, dx, d2x, ..., µ, τ, ...). En particular, fijada una estructura

matemática cualquiera E, dotada de un producto interno×, se considera un conjunto

V ⊇ E, dotado de una operación asociativa ∗ y tal que existen I, Î, T ∈ V , donde

I ∈ E es la unidad de ∗ en V y T = Î−I . A V, T e Î se les conoce respectivamente

como conjunto general, elemento isotópico e isounidad de la isotoṕıa en cuestión.



1.1. DEFINICIÓN DE ISOTOPÍA 3

De esta forma, se definen los elementos de la isoestructura matemática Ê dotada

del isoproducto ×̂ de unidad Î como :

E → Ê : x → x̂ = x ∗ Î , a×̂b = a ∗ T ∗ b, para todos a, b ∈ Ê.

Posteriormente, en 1992, J. V. Kadeisvili [23], clasifica las isotoṕıas atendiendo

a la isounidad utilizada:

a) CLASE I. Asociadas a isounidades suficientemente diferenciables, acotadas, no
degeneradas en todo punto, hermı́ticas y definidas positivas. Son las isotoṕıas de
Santilli propiamente dichas.

b) CLASE II. Análogas a las de clase I, salvo en que Î será definida negativa.

c) CLASE III. La unión de las dos clases anteriores.

d) CLASE IV. Las de clase III junto a las que tienen isounidades singulares.

e) CLASE V. Las de clase IV junto a las que tienen isounidades sin ninguna res-
tricción, pudiendo depender de funciones discontinuas, distribuciones, etc.

Finalmente, en 2001 [14] se generaliza el modelo isotópico propuesto por Santilli,

usando para ello tantos elementos de isotoṕıa (∗-leyes e isounidades) como opera-

ciones tenga la estructura inicial. Se mantienen de esta forma los cuatro niveles de

construcción de una isotoṕıa, si bien se enfatiza el uso del nivel general:

Nivel convencional −−−−−−−−−−−−−−−−→
Nivel general

(V, ∗, ?, ...)
∪

(E, +,×, ...) (E, ?, ∗, ...)
↓ ] ↓ I

Nivel de Proyección π←−−−−−−−−−−−−−−−−− Nivel isotópico

(Ê, +̂, ×̂, ...) (Ê, +̂, ×̂, ...)

Donde por construcción:

a) La aplicación I : (E, ?, ∗, ...) → (Ê, +̂, ×̂, ...) : X → X̂ es un isomorfismo.



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

b) La proyección isotópica es sobreyectiva:

π : (Ê, +̂, ×̂, ...) → (Ê, +̂, ×̂, ...) : â → π(â) = â = a ∗ Î.

Este modelo, al que nos referiremos a partir de ahora como MCIM (modelo de

construcción del isoproducto basado en la multiplicación), se ha desarrollado al igual

que el de Santilli, de una manera sistemática, analizando cada una de las isoestruc-

turas matemáticas más importantes. De hecho se cumple el siguiente resultado:

Proposición 1.1.4. Fijada una estructura matemática cualquiera (E, +,×, ◦, •, ...),
si realizamos un levantamiento isotópico tal que:

a) Se usan los elementos de isotoṕıa principales ∗ , Î y secundarios ?, Ŝ.

b) (E, ?, ∗, ...) es una estructura matemática del mismo tipo que la inicial, estando

dotada de unidades S, I, ..., con respecto a ?, ∗, ... respectivamente.

c) I es unidad con respecto a ∗ en el conjunto general V correspondiente, siendo

T = Î−I ∈ V el elemento isotópico asociado.

Entonces, definiendo en el nivel isotópico las operaciones:

â+̂b̂ = â ? b; â×̂b̂ = â ∗ b,

y estando definidos en el nivel de proyección:

â = a ∗ Î; α+̂β = ((α ∗ T ) ? (β ∗ T )) ∗ Î; α×̂β = ((α ∗ T ) ∗ (β ∗ T )) ∗ Î; ...

se obtiene que la isoestructura resultante (Ê, +̂, ×̂, ...) es del mismo tipo que la

inicial.

El MCIM se ha ido mejorando en varios trabajos posteriores ( [15], [17], [18] y

[19]), comprobándose en todo momento que generaliza convenientemente el modelo

de Santilli, si bien permite algunas construcciones matemáticas más complejas. De

hecho, se comprueba en [15] el siguiente resultado:

Proposición 1.1.5. Cualquier isotoṕıa π ◦ I : (E, +,×, ◦, •, ...) → (Ê, +̂, ×̂, ◦̂, •̂, ...)
se puede estudiar como un levantamiento isotópico que siga el MCIM. Esto es,

cualquier isoestructura matemática lo es respecto a la multiplicación.
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1.2. Principales resultados en el MCIM

Veremos en esta sección algunos de los resultados acerca del modelo isotópico

MCIM que nos serán útiles a lo largo de la presente Memoria. Aśı pues, a partir

de ahora, cuando nos refiramos a una isotoṕıa, consideraremos que estamos usando

dicho modelo:

Definición 1.2.1. Un levantamiento isotópico se dice inyectivo si lo es la proyección

isotópica asociada. Se dice compatible respecto a la ley ◦ si se verifica que â◦̂b̂ =

â ◦ b, para todos los elementos a, b de la estructura de partida.

Una estructura matemática cualquiera se dice isotópicamente equivalente a otra

del mismo tipo, si existe una isotoṕıa tal que la primera es proyección isotópica de

esta última.

Proposición 1.2.2. Se verifica que:

a) La proyección isotópica asociada a todo levantamiento isotópico inyectivo es

un isomorfismo.

b) Si el levantamiento isotópico utilizado es compatible respecto a todas las ope-

raciones de partida, entonces la isoestructura Ê es isomorfa a la inicial E.

c) La relación de ser isotópicamente equivalentes es de equivalencia.

Con vistas a obtener construcciones más complejas se están estudiando actual-

mente levantamientos isotópicos no asociativos [18] y no inyectivos [19]. Citaremos

a continuación algunos de los resultados más destacados obtenidos hasta ahora en

estos campos:

Proposición 1.2.3. Se verifica que:

1) En el caso en que π◦I es una correspondencia lineal, el levantamiento isotópico

correspondiente estará bien definido.

2) El conjunto general queda definido como: V = E ∪ Ê ∪ ET ∪
{

Î , T
}
, donde

ET =
{

x̂T = x̂ ∗ T : x ∈ E
}

es tal que para todo âT ∈ ET , âT ∗ Î = a ∗ Î. En

caso de trabajar con un levantamiento isotópico inyectivo, se cumple además

que ET = E.
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3) Cada isooperación ◦̂ de Ê se define como â◦̂b̂ =
(
âT ∗ b̂T

)
∗ Î, donde a, b ∈ E.

4) Las isotoṕıas no inyectivas se clasifican atendiendo a si la proyección isotópica

asociada es invertible (Tipo I) o no lo es (Tipo II).

5) En caso de ser Î = Î(x, x′, ..., F ), donde F denota el conjunto de factores

externos de los que depende la isounidad Î, se cumple que:

5.1) Si F = ∅, todo levantamiento isotópico no inyectivo es de tipo II.

5.2) Si F 6= ∅, un levantamiento isotópico no inyectivo es de tipo II si y sólo

si existen unos valores F0, para los cuales la restricción de la proyección

isotópica π ◦ I|F=F0 : x → x̂ = x ∗ Î(x, x′, x′′, F0) es no inyectiva.

6) A la hora de definir las isooperaciones asociadas al nivel de proyección obtenido

a partir de un levantamiento isotópico no inyectivo donde F es no vaćıo, es

necesaria para cada una de tales isooperaciones una aplicación del tipo:

Φ : F × F → F : (Fα, Fβ) → Φ(Fα, Fβ),

de tal forma que dada una estructura matemática de partida (E, ◦), levanta-

da isotópicamente haciendo uso de los elementos de isotoṕıa principales una

operación ∗ y una isounidad Î, la isooperación ◦̂ será definida para todos

a ∗ Î(Fa), b ∗ Î(Fb) ∈ Ê como:
(
a ∗ Î(Fa)

)
◦̂

(
b ∗ Î(Fb)

)
=

=
[(

(a ∗ Î(Fa)) ∗ T (Fa)
)
∗

(
(b ∗ Î(Fb)) ∗ T (Fb)

)]
∗ Î (Φ◦(Fa, Fb)) .

Donde T = T (F ) = (Î(F ))−I es tal que, fijado F0 ∈ F :

Î(F0) ∗ T (F0) = I = T (F0) ∗ Î(F0).

Además, para que Î(F ) sea unidad de la isoestructura resultante, debe verifi-

carse que, para todo a ∈ E y todo F0 ∈ F :
[
(a ∗ Î(F0)) ∗ T (F0)

]
∗ Î (Φ◦(F0, F0)) = a ∗ Î(F0).

Efectivamente, bajo esta construcción, Î = Î(F ) es unidad de la estructura

(Ê, ◦̂), para valores idénticos en F , esto es, fijado F0 ∈ F :
(
a ∗ Î(F0)

)
◦̂

(
Î(F̂0)

)
=

(
Î(F̂0)

)
◦̂

(
a ∗ Î(F0)

)
= a ∗ Î(F0).
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Cabe observar que la ley ◦̂ sufrirá entonces también dependencia en los fac-

tores externos F . No obstante, en caso de que para valores fijos F0 ∈ F , sea

Φ◦(F0, F0) = F0, la isoestructura resultante será del mismo tipo que la inicial.

Finalmente, una isotoṕıa dependiente de factores externos se dirá compatible

respecto la ley ◦ si para todos a ∗ Î(Fa), b ∗ Î(Fb) ∈ Ê se cumple que:
(
a ∗ Î(Fa)

)
◦̂

(
b ∗ Î(Fb)

)
= (a ◦ b) ∗ Î(Φ◦(Fa, Fb)).

1.3. Isotopoloǵıa

Atendiendo a los resultados que aparecen en [15], las definiciones de los elementos

básicos sobre isotopoloǵıa se pueden englobar en la siguiente:

Definición 1.3.1. Se denomina isoespacio topológico a todo isoespacio dotado de

estructura de espacio topológico. Si es además proyección isotópica de un espacio

topológico se denomina isoespacio isotopológico

Análogamente se definen los conceptos de isopunto (iso)adherente, clausura, iso-

punto (iso)interior, interior, cerrado, abierto, isoespacio de (iso)Hausdorff e isoespa-

cio segundo numerable.

Teniendo en cuenta la similitud con las estructuras convencionales, todas las

propiedades de estas últimas son heredadas por los nuevos conceptos de forma ade-

cuada. Aparte, son de destacar los siguientes resultados:

Proposición 1.3.2. El espacio del que se obtiene cualquier isoespacio topológico

en el nivel isotópico puede dotarse de la topoloǵıa final relativa a la aplicación I.

La proyección isotópica de un espacio topológico es un isoespacio isotopológico

en el nivel de proyección. Si tal proyección es inyectiva, todo isoespacio topológico

en dicho nivel será, de hecho, isotopológico.

Resultados análogos se tienen para los conceptos de isopunto (iso)adherente, iso-

punto (iso)interior e isoespacio de (iso)Hausdorff.

Proposición 1.3.3. El producto topológico de isoespacios topológicos es a su vez un

isoespacio topológico.

En el nivel de proyección aparecen también una serie de nociones y resultados

que complementan a los convencionales:
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Definición 1.3.4. Al conjunto Ĉl(Ĉ) de isopuntos isoadherentes a Ĉ se le denomina

isoclausura de Ĉ. Ĉ se dirá isocerrado de M̂ si coincide con su isoclausura.

Al conjunto înt(Ĉ) de isopuntos isointeriores de Ĉ se le denomina isointerior de

Ĉ. Ĉ se dirá isoabierto de M̂ si coincide con su isointerior.

Proposición 1.3.5. En las condiciones anteriores se tiene que:

a) Ĉ ∪ Ĉl(Ĉ) ⊆ Cl(Ĉ); Ĉ ⊆ Ĉl(Ĉ); înt(Ĉ) ⊆ int(Ĉ) ⊆ Ĉ.

b) Si levantamiento isotópico que construye M̂ es inyectivo, se verifica que:

b.1) Si Ĉ ⊆ D̂ ⊆ M̂ , entonces Ĉl(Ĉ) ⊆ Ĉl(D̂) y înt(Ĉ) ⊆ înt(D̂).

b.2) Ĉl(Ĉ) = Cl(Ĉ), Ĉl(C) = Cl(Ĉ) = Ĉl(Ĉ) y se cumple que C es un

cerrado de M si y sólo si Ĉ es un cerrado de M̂ (de hecho un isocerrado).

b.3) int(Ĉ) = înt(Ĉ), ̂int(C) = int(Ĉ) = înt(Ĉ) y se cumple que C es un

abierto de M si y sólo si Ĉ es un abierto de M̂ (de hecho un isoabierto).

A continuación damos la definición de isotopoloǵıa:

Definición 1.3.6. Si M̂ es un isoespacio asociado a un espacio M de topoloǵıa

Υ = {∅,M,∪α∈AUα}, se dice que M̂ es un isoespacio isotopológico de isotopoloǵıa

Υ̂ = {∅, M̂ ,∪α∈AÛα}. Si la isotoṕıa es inyectiva, se dice que M̂ es un isoespacio

isotopológico de isotopoloǵıa Υ̂ = {∅, M̂ ,∪α∈AÛα}.
Proposición 1.3.7. Las isotopoloǵıas Υ̂ y Υ̂ son topoloǵıas sobre M̂ y M̂ , respec-

tivamente.

Seguidamente se estudia la noción de isocontinuidad de isofunciones:

Definición 1.3.8. Dado un R̂-isoespacio vectorial Û , se llama función real de Û

a toda aplicación f : Û → R. Si la imagen es R̂, se llama función isorreal. Ésta se

denomina isofunción si existe f : U → R, tal que f̂(X̂) = f̂(X), para todo X ∈ U .

Finalmente, toda aplicación f : Û → R̂ se llama función isorreal de Û .

Proposición 1.3.9. Si el levantamiento isotópico que construye Û es inyectivo,

entonces, dada f : Û → R̂, se tiene que f : Û → R̂ : X̂ → f(X̂) = f(X̂) es

una función isorreal de Û . En caso de una isofunción isorreal f̂ de Û , se define la

isofunción isorreal f̂ : Û → R̂ : X̂ → f̂(X̂) = f̂(X).
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Definición 1.3.10. Sea f̂ una isofunción isorreal de un R̂-isoespacio vectorial Û .

Se define el isomódulo de f̂ como |̂f̂(X̂ )̂| = I(|f(X)|) = |̂f(X)|. Si la isotoṕıa es

inyectiva, entonces se define el isomódulo de f̂ como |̂f̂(X̂ )̂| = |̂f(X)|.
Definición 1.3.11. Sea K̂ un isocuerpo asociado a un cuerpo K dotado de un

orden ≤, mediante una isotoṕıa que mantiene el elemento opuesto respecto a la

suma. Definimos entonces el isoorden ≤̂ como â≤̂b̂ si y sólo si a ≤ b. Si la isotoṕıa

es inyectiva, se define el isoorden ≤̂ en K̂ de forma análoga.

Proposición 1.3.12. Los isoórdenes ≤̂ y ≤̂ son órdenes sobre K̂ y K̂, del mismo

tipo que ≤.

Proposición 1.3.13. Sea Û un K̂-isoanillo, levantado isotópico de un anillo nor-

mado U , de norma ||.||, mediante una isotoṕıa compatible respecto a cada una de

las operaciones iniciales. Resulta entonces que la isonorma |̂|.|̂| ≡ |̂|.|| es una norma

sobre Û . Si la isotoṕıa utilizada en la construcción de K̂ y Û es inyectiva, entonces

la isonorma |̂|.|̂| ≡ |̂|.|| es una norma sobre Û .

Definición 1.3.14. Sea Û un R̂-isoespacio vectorial con isonorma |̂|.|̂| ≡ |̂|.|| e

isoorden ≤̂, obtenido a partir de una isotoṕıa compatible respecto a cada una de las

operaciones iniciales. Se dirá que una isofunción isorreal f̂ de Û es isocontinua en

X̂ ∈ Û , si para todo ε̂>̂Ŝ, existe δ̂>̂Ŝ tal que para todo Ŷ ∈ Û con |̂|X̂ − Ŷ |̂|<̂δ̂, se

verifica que |̂f̂(X̂) − f̂(Ŷ )̂|<̂ε̂. Se dirá que f̂ es isocontinua en Û si es isocontinua

en X̂, para todo X̂ ∈ Û . Finalmente, para isotoṕıas inyectivas, se define de forma

análoga la isocontinuidad en el nivel de proyección.

Proposición 1.3.15. La isocontinuidad en Û equivale a la continuidad en U . Para

isotoṕıas inyectivas, ambas equivalen a la continuidad en Û .

También se tiene el concepto de isocontinuidad en isoespacios isotopológicos:

Definición 1.3.16. Se denomina isoaplicación isocontinua en el nivel isotópico entre

dos isoespacios topológicos M̂ y N̂ a toda isoaplicación f̂ : M̂ → N̂ , que conserve

las adherencias. De forma análoga se da la definición en el nivel de proyección.

Proposición 1.3.17. Se verifica que f̂ es isocontinua si y sólo si la aplicación f de

la que proviene es continua. El resultado es análogo en el nivel de proyección para

isotoṕıas inyectivas.

De esta forma, atendiendo a la equivalencia entre los conceptos de isocontinuidad

y los vistos más arriba sobre los elementos de un isoespacio topológico, todas las
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propiedades acerca de aplicaciones continuas en el nivel convencional son heredadas

convenientemente en el nivel isotópico y en el de proyección.

Definición 1.3.18. Una isoaplicación f̂ : (M̂, ℵ̂cM) → (N̂ , ℵ̂ bN) entre dos isoespacios

topológicos se dice isocontinua en X̂ ∈ M̂ si f̂−1(B̂) ∈ ℵ̂cM bX
, para todo B̂ ∈ ℵ̂ bN bf( bX)

.

f̂ será entonces isocontinua si es isocontinua en todos los isopuntos de M̂ . Una

definición análoga se tiene en el nivel de proyección.

Proposición 1.3.19. Se tiene que:

a) Cualquier isoaplicación isoconstante es isocontinua.

b) La composición de isoaplicaciones isocontinuas es isocontinua.

c) El producto topológico de isoaplicaciones isocontinuas es una isoaplicación iso-

continua.

Proposición 1.3.20. Sea M̂ un K̂-isoespacio vectorial, levantado isotópico de un

espacio vectorial M , dotado de una (pseudo)métrica d y definido sobre un cuerpo

ordenado K, a partir de una isotoṕıa que mantiene el elemento opuesto y es com-

patible respecto a la suma en K. Se verifica entonces que la isofunción d̂ es una

iso(pseudo)métrica.

Definición 1.3.21. Sea (M̂, d′) un K̂-isoespacio vectorial (iso)(pseudo)métrico,

dotado de un isoorden ≤̂. A Bd′(X̂0, ε̂) = {X̂ ∈ M̂ : d′(X̂, X̂0)<̂ε̂} se denomina

bola métrica de centro X̂0 ∈ M̂ y radio ε̂>̂Ŝ. En el caso en que el espacio vectorial

M de partida esté dotado de una (pseudo)métrica d, siendo d̂ = d′, se denomina

isobola métrica en M̂ a toda bola métrica Bd′ = Bbd = B̂d en M̂ que sea levantada

isotópica de una bola métrica Bd en M .

Proposición 1.3.22. Bajo las condiciones de la Proposición 1.3.20, si Bd(X0, ε) es

una bola métrica en M , entonces ̂Bd(X0, ε) = Bbd(X̂0, ε̂) es una bola métrica M̂ .

Proposición 1.3.23. En las condiciones de la Definición 1.3.21, se verifica que:

a) Dado X̂ ∈ Bd′(X̂0, ε̂), existe µ̂>̂Ŝ tal que Bd′(X̂, µ̂) ⊆ Bd′(X̂0, ε̂).

b) Dadas Bd′(X̂, ε̂) y Bd′(X̂, µ̂), se cumple que o bien Bd′(X̂, ε̂) ⊆ Bd′(X̂, µ̂), o

bien se cumple la contención contraria.

c) Dado Ẑ ∈ Bd′(X̂, ε̂) ∩ Bd′(Ŷ , µ̂), existe ρ̂>̂Ŝ tal que Bd′(Ẑ, ρ̂) ⊆ Bd′(X̂, ε̂) ∩
Bd′(Ŷ , µ̂).
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Definición 1.3.24. Un entorno métrico de un isopunto X̂ ∈ M̂ es un subconjunto

Â ⊆ M̂ tal que contiene una bola métrica centrada en X̂. Al conjunto de entornos

métricos de X̂ se le denotará por ℵ̂d′
bX . Finalmente, si d′ es la isodistancia isoeucĺıdea

sobre R̂n, los entornos métricos asociados se denominan entornos isoeucĺıdeos.

Proposición 1.3.25. Sean d′ y d′′ dos (iso)distancias (iso)(pseudo)métricas sobre

un isoespacio vectorial M̂ , en las condiciones de la Definición 1.3.21. Se verifica

entonces que ℵ̂d′
bX = ℵ̂d′′

bX si y sólo si toda bola métrica Bd′(X̂, ε̂) contiene una bola

Bd′′(X̂, ρ̂) y toda bola Bd′′(X̂, δ̂) contiene una bola Bd′(X̂, µ̂).

Proposición 1.3.26. Todo isoespacio dotado de una (iso)distancia (iso)(pseudo)-

métrica es un isoespacio isotopológico.

Proposición 1.3.27. Sea f̂ : (M̂, d′) → (N̂ , d′′) una isoaplicación entre K̂-isoespa-

cios dotados de (iso)distancias (iso)(pseudo)métricas y sea X̂ ∈ M̂ . Se tiene en-

tonces que f̂ es isocontinua en X̂ si y sólo si, para todo ε̂>̂Ŝ, existe δ̂ ∈ K̂ tal que

δ̂>̂Ŝ y si tenemos Ŷ ∈ Bd′(X̂, δ̂), entonces se cumple que f̂(Ŷ ) ∈ Bd′′(f̂(X̂), ε̂).

Proposición 1.3.28. En las condiciones de la Definición 1.3.1, sea f̂ : M̂ → N̂ ,

una isoaplicación entre dos isoespacios isotopológicos M̂ y N̂ . Se verifica que si

estamos en las condiciones de la Definición 1.3.14, entonces f̂ es isocontinua si y

sólo si se tiene que f̂−1(Û) es un isoabierto de M̂ , para todo isoabierto Û de N̂ .
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Caṕıtulo 2

GEOMETRÍA ISOEUCLÍDEA

Los conceptos de espacio isoeucĺıdeo y geometŕıa isoeucĺıdea fueron tratados por

primera vez por Santilli en 1983 [35]. Más tarde, en 1991, con vistas a sus aplicaciones

prácticas en F́ısica, Santilli profundizó en el levantamiento isotópico de los espacios

Eucĺıdeo y Minkowskiano, junto con sus geometŕıas asociadas [38]. Desde entonces,

estas geometŕıas han suscitado el interés de varios autores, siendo analizadas por

ejemplo, por el propio Santilli [42], J. V. Kadeisvili [23], Gr. Tsagas y D. S. Sourlas

[51] [52], y R. M. Falcón Ganfornina y J. Núñez Valdés [15].

En el presente Caṕıtulo se profundiza en el estudio de la geometŕıa isoeucĺıdea,

mostrando algunos resultados y ejemplos que se obtienen al aplicar el MCIM a ésta,

utilizando para ello ∗-leyes genéricas y comprobando la coherencia del desarrollo

teórico cuando éstas coincidan con las operaciones usuales en el cuerpo real.

Para ello, en una primera sección, se generalizará el MCIM visto en Preliminares

para la obtención de isoespacios vectoriales, analizando en la segunda sección el caso

en que éstos estén dotados de métrica.

En la última sección se aplicará esta generalización en la construcción de la

geometŕıa isoeucĺıdea. En particular, se construirá el plano isoeucĺıdeo πbxby y se pre-

sentarán algunos elementos básicos en esta estructura: rectas, isorrectas, isovectores

directores, (iso)perpendicularidad e (iso)circunferencia.

13
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2.1. Isoespacios vectoriales

Con vistas a construir isoespacios vectoriales más complejos conviene generalizar

la obtención de éstos mediante el uso del MCIM que se hace en [14]. En dicho mo-

delo se usa una isotoṕıa de un K(a, +,×)-espacio vectorial (U, ◦, •) a partir de los

elementos Î , ∗, Ŝ, ?, ¤, Ŝ ′ y ♦, de tal forma que se definen los isovectores de Û y la

ley •̂ como:

X̂ = X¤Î; â•̂X̂ = (a¤X)¤Î .

Ahora bien, basándonos en los ejemplos prácticos dados en [45], puede gene-

ralizarse tal construcción con la introducción de una nueva isounidad Î ′ y una nueva

∗-ley ♦, en el conjunto general V , que permitan la construcción de Û a partir del

levantamiento isotópico dado por:

X → X̂ = X♦Î ′; â•̂X̂ = (a¤X)♦Î ′.

De esta forma, si imponemos la distributividad entre ♦ y ♦, se tiene que:

a) â•̂(X̂ ◦̂Ŷ ) = â•̂(X̂♦Y ) = ̂a¤(X♦Y ) = ( ̂a¤X)♦(a¤Y ) = â¤X ◦̂â♦Y =

= (â•̂X̂)◦̂(â•̂Ŷ ).

b) (â+̂b̂)•̂X̂ = ̂(a ? b)¤X = ̂(a¤X)♦(b¤X) = â¤X ◦̂b̂¤X = (â•̂X̂)◦̂(̂b•̂X̂).

Obtenemos aśı la siguiente:

Proposición 2.1.1. En las condiciones usuales del MCIM, si un isoespacio vectorial

Û se construye a partir de la isotoṕıa de elementos ♦ e Î ′, mediante el levantamiento

isotópico X → X̂ = X♦Î ′, definiéndose •̂ como â•̂X̂ = (a¤X)♦Î ′ y existiendo

distributividad entre ♦ y ♦, entonces el levantamiento isotópico correspondiente a la

isotoṕıa de elementos Î , ∗, Ŝ, ?, Î ′,♦, Ŝ ′ y ♦, tiene estructura de (K̂, +̂, ×̂)-isoespacio

vectorial. ¤

Obsérverse que si ♦ ≡ ¤ e Î ′ = Î, obtenemos el levantamiento isotópico que sigue

el MCIM a la hora de obtener isoespacios vectoriales. La condición impuesta en dicho

modelo de ser (U, ♦,¤) un (K, ?, ∗)-espacio vectorial ya implica la distributividad

entre ♦ y ¤, con lo cual llegamos a que este nuevo modelo generaliza al anterior,

permitiendo un mayor grado de libertad en la construcción de Û .
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Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1.2. Este nuevo modelo de construcción permite obtener de otra for-

ma isoespacios vectoriales que ya se obteńıan mediante el MCIM. Por ejemplo, el

(R̂, +̂, ×̂)-isoespacio vectorial (M̂n(R), +̂, •̂) obtenido a partir de los elementos de

isotoṕıa Î = 2, ∗ ≡ ×, Ŝ = 0, ? ≡ +,¤ ≡ •, Ŝ ′ = 0 (la matriz nula) y ♦ ≡ +

(la suma de matrices), también puede obtenerse considerando ♦ ≡ · (el produc-

to usual de matrices) e Î ′ = diagn(2, ..., 2). Obsérvese que para todo X ∈ Mn(R),

X¤Î = X • 2 = X · diagn(2, ..., 2) = X♦Î ′, dándose además la distributividad entre

♦ y ♦ al tenerse entre · y +. C

Un ejemplo que muestra la mejora del modelo de construcción del isoproducto

viene dado sin más que considerar en el ejemplo anterior ♦ ≡ · (el producto usual

de matrices) e Î ′ = diagn(1, 2, ..., n), que es definida positiva, no singular e invertible

de inversa T ′ = diagn(1, 1
2
, ..., 1

n
) respecto a ♦ y donde de nuevo las operaciones de

tipo estrella verifican las condiciones deseadas.

Aunque en principio vuelva a obtenerse como conjunto isotópico Mn(R), la mejo-

ra que se logra en una construcción de este tipo es la posibilidad de trabajar en cada

una de las n dimensiones del espacio vectorial de partida Mn(R). Veamos esto con

más detenimiento.

Supongamos para empezar que tenemos fijado un (K, +,×)-espacio vectorial 1-

dimensional (M, ◦, •) y consideremos un (K, +,×)-espacio vectorial n-dimensional

Mn = M × ... × M , cuyos vectores son de la forma −→m = (m1, ..., mn), con mi ∈
M para todo i, para una cierta base prefijada β. Observemos que cada vector −→m
puede escribirse haciendo uso del producto vector por matriz usual · como −→m =

(m1, ..., mn) = (m1 • e, ..., mn • e) = (m1, ..., mn) · diagn(e, ..., e) = −→m · diagn(e, ..., e),

donde estamos considerando que e es el elemento unidad de K respecto a ×. Esta

observación en principio trivial adquiere su justa relevancia cuando buscamos aplicar

la isoteoŕıa de Santilli.

Para ver dónde radica su importancia consideramos un nuevo caso. Supon-

gamos ahora que tenemos n cuerpos K1, ..., Kn y sea Mj un Kj-espacio vectorial 1-

dimensional para todo j ∈ {1, ..., n}, donde para simplificar no señalamos las respec-

tivas operaciones asociadas. Consideremos ahora el cuerpo K = K1× ...×Kn (donde

operamos coordenada a coordenada en sus elementos con las operaciones iniciales)

y el K-espacio vectorial n-dimensional M = M1 × ...×Mn. En este caso, un vector
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de M podrá escribirse bajo una cierta base como −→m = (m1, ...,mn), con mi ∈ Mi

para todo i. Además, haciendo uso del producto usual vector por matriz ·, pode-

mos escribir −→m = (m1, ...,mn) = (m1e1, ..., mnen) = (m1, ..., mn) · diagn(e1, ..., en) =
−→m · diagn(e1, ..., en), donde ei es el elemento unidad respectivo de Ki para todo i.

Se observa por tanto que la importancia de la matriz diagonal señalada radica

en que en cada uno de sus pivotes se indica cuál es el elemento unidad asociado a la

componente de M con la que esté relacionado. En este sentido, una modificación en

los pivotes de esta matriz diagonal (siempre manteniendo la no singularidad y el ser

definida positiva) conlleva una modificación en los elementos unidades de los cuerpos

Kj que actúan en el proceso. Sin embargo, esta posible modificación no puede hacerse

de una forma arbitraria a no ser que al mismo tiempo se transformen de una forma

adecuada las estructuras matemáticas que intervienen en su construcción.

Ahora bien, las isotoṕıas de Santilli que siguen el modelo del isoproducto no sólo

establecen de forma adecuada el cambio de la matriz diagonal, sino que otorgan

pleno sentido a tal cambio. Para ver esto último no hay más que recordar que un

levantamiento isotópico siguiendo el modelo de construcción del isoproducto se basa

fundamentalmente en la generalización de las unidades de las estructuras de partida,

dando lugar a las nuevas isounidades.

En particular, el cambio de un pivote ei de la matriz diagonal conlleva intŕınse-

camente un levantamiento isotópico del cuerpo Ki correspondiente, dando lugar a

unas isoestructuras K̂i y M̂i, que, por construcción, dan pleno significado al levanta-

do isotópico de M , M̂ = M1× ...×Mi−1×M̂i×Mi+1× ...×Mn, que como tal será un

isoespacio vectorial sobre el isocuerpo K̂ = K1 × ...×Ki−1 × K̂i ×Ki+1 × ...×Kn.

Lo anterior, que puede desarrollarse convenientemente para el resto de los pi-

votes, da plena justificación a la construcción de Santilli del isoproducto. De hecho,

guardando las distancias, si consideramos I = diagn(e1, ..., en) la ”unidad básica”

del espacio M , un conveniente levantamiento isotópico directo de M basado en la

isotoṕıa I → Î ′ = diagn(ê1, ..., ên) va a dar lugar a la construcción de los isoespacios

métricos que veremos en la siguiente sección.

La generalización propuesta del MCIM aún permite otras construcciones de isoes-

pacios vectoriales a la hora de usar por ejemplo isotoṕıas no inyectivas. Veamos esto

en el caso de un levantamiento isotópico no inyectivo de tipo II, con F vaćıo:
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Ejemplo 2.1.3. Consideremos el cuerpo (R, +,×), con la suma y producto usuales y

sea U = {f : R→ R : x → f(x) : f es una función diferenciable }, conjunto al que

dotamos de estructura de espacio vectorial definiendo para todos f, g ∈ U , x, λ ∈ R:

(f + g)(x) = f(x) + g(x); (λ× f)(x) = λ× f(x).

Aśı, (U, +,×) es un R-espacio vectorial.

A continuación construimos el isocuerpo (R̂, +̂, ×̂) a partir del levantamiento

isotópico inyectivo asociado a los elementos de isotoṕıa principales ∗ ≡ × e Î = 1
2

y

secundarios ? ≡ +, Ŝ = 0 y ¤ ≡ ×.

Seguidamente construimos el R̂-isoespacio vectorial (Û , +̂, ×̂), a partir del le-

vantamiento isotópico asociado a los elementos de isotoṕıa principales ♦ e Î ′ = Î ′(f)

y secundarios ¤ ≡ ×, ♦ ≡ + y Ŝ ′ = 0 : R→ 0 : x → 0, donde para todo f ∈ U :

f♦Î ′(f) =
∂f

∂x
(2).

Se obtiene de esta forma que Û = R, pues dado a ∈ R tenemos para f(x) = a
4
x2,

que por ejemplo, f♦Î ′(f) = a.

Por otra parte, podemos comprobar también que este levantamiento es no inyec-

tivo, pues por ejemplo, dados los dos siguientes elementos en U :

f1 : R→ R : x → 15x2; f2 : R→ R : x → 5x3,

se tiene entonces que:

f1♦Î ′(f1) = f2♦Î ′(f2) = 60.

Figura 2.1: Isotoṕıa no inyectiva de tipo II, con F = ∅.
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En particular, observamos que este levantamiento isotópico es de tipo II, pues en

caso de que T ′ = T ′(x) sea el elemento isotópico asociado, tendremos por ejemplo

que:

60♦T ′(60) ⊇ {f1, f2} .

Para comprobar que Û tiene estructura de isoespacio vectorial, necesitamos es-

tudiar cómo actúan las isooperaciones asociadas. Para ello, fijados a, b ∈ R, tales

que ∂f
∂x

(2) = a y ∂g
∂x

(2) = b para ciertos f, g ∈ U , observamos que:

a+̂b =
∂f

∂x
(2)+̂

∂g

∂x
(2) = f̂+̂ĝ = f̂ + g =

∂(f + g)

∂x
(2) =

∂f

∂x
(2) +

∂g

∂x
(2) = a + b.

a×̂b = a+̂
∂g

∂x
(2) = 2̂a×̂ĝ = 2̂a× g =

∂(2a× g)

∂x
(2) = 2a× ∂g

∂x
(2) = 2ab.

Dado que los resultados que se obtienen no sufren dependencia en las funciones

de U que intervienen, deducimos que el levantamiento isotópico está bien definido.

Podemos asegurar además que +̂ ≡ +, la suma usual en R. No es dif́ıcil compro-

bar entonces que (Û , +̂, ×̂) = (R, +, ×̂) tiene estructura de espacio vectorial sobre

(R̂, +̂, ×̂) = (R, +, ×̂). C

A continuación pasamos a estudiar el caso en que F sea no vaćıo.

Ejemplo 2.1.4. Consideremos el cuerpo (Z/Z2, +,×), con la suma y producto

usuales y sea P = {polinomios en x con coeficientes en Z/Z2}, conjunto al que

dotamos con su estructura de Z/Z2-espacio vectorial usual (P, +,×).

A continuación consideramos el isocuerpo (Ẑ/Z2, +̂, ×̂) = (Z/Z2, +,×), cons-

truido a partir de la isotoṕıa identidad.

Finalmente, construimos el Z/Z2-isoespacio vectorial (P̂ , +̂, ×̂), a partir del le-

vantamiento isotópico asociado a los elementos de isotoṕıa principales ♦ e Î ′ =

Î ′(p, t), siendo t ∈ N el factor tiempo, y secundarios ¤ ≡ ×, ♦ ≡ + y Ŝ ′ = 0 ∈ P ,

donde para todos p ∈ P y t ∈ N:

p♦Î ′(p, t) = p + t.

De esta forma P̂ = P y se comprueba fácilmente que este levantamiento es no

inyectivo, pues por ejemplo, dados los dos siguientes elementos en P :

p1 = x2 + x; p2 = x2 + x + 1,
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se tiene entonces que:

p1♦Î ′(p1, 1) = p2♦Î ′(p2, 2) = p2.

Figura 2.2: Isotoṕıa no inyectiva de tipo I, con F 6= ∅.

Además, es de tipo I, pues podemos definir un elemento isotópico T = T (f, t),

tal que, dado f ∈ P y unas condiciones iniciales t = t0, resulta el valor único

p ∗ T (p, t0) = p− t0.

Para comprobar que P̂ tiene estructura de isoespacio vectorial, necesitamos es-

tudiar cómo actúan las isooperaciones asociadas. Para ello, denotando por F a los

factores externos de los que depende la construcción de P̂ (esto es, el factor tiempo),

consideramos las dos siguientes aplicaciones:

Φ+ : F × F → F

(tp, tq) → Φ+(tp, tq) = tp + tq.

Φ× : Z/Z2 × F → F

(a, tp) → Φ×(a, tp) = atp.

De tal forma que podremos definir finalmente para todos p, q ∈ P , a ∈ Z/Z2 y

tp, tq ∈ N:

p+̂q = (p− tp)♦Î ′(p− tp, tp)+̂(q − tq)♦Î ′(q − tq, tq) =

= (p + q − tp − tq)♦Î ′(p + q − tp − tq, Φ+(tp, tq)) =

= (p + q − tp − tq)♦Î ′(p + q − tp − tq, tp + tq) = p + q.
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a×̂p = a×̂(p− tp)♦Î ′(p− tp, tp) = (a× (p− tp))♦Î ′(a ∗ (p− tp), Φ(a, tp)) =

= (a× p− atp)♦Î ′(a× p− atp, atp) = a× p.

Dado que los resultados que se obtienen no sufren dependencia de los valores del

factor tiempo que intervienen, deducimos que el levantamiento isotópico está bien

definido. Obtenemos además que (P̂ , +̂, ×̂) = (P, +,×), con lo cual tiene estructura

de espacio vectorial sobre (Ẑ/Z2, +̂, ×̂) = (Z/Z2, +,×) y por tanto tiene estructura

de isoespacio vectorial. C

Veamos finalmente un ejemplo en el que usemos un levantamiento isotópico no

inyectivo de tipo II, con F no vaćıo:

Ejemplo 2.1.5. Consideremos el (R, +,×)-espacio vectorial (U, +,×) del Ejemplo

2.1.3 y el isocuerpo (R̂, +̂, ×̂) obtenido a partir de la isotoṕıa identidad.

Consideramos ahora el R̂-isoespacio vectorial (Û , +̂, ×̂), construido a partir del

levantamiento isotópico asociado a los elementos de isotoṕıa principales ♦ e Î ′ =

Î ′(f, t), siendo t ∈ N el factor tiempo, y secundarios ¤ ≡ ×, ♦ ≡ + y Ŝ ′ = 0 : R→
0 : x → 0, donde para todos f ∈ U y t ∈ N:

f♦Î ′(f, t) =
∂f

∂x
(2) + t.

Se cumple entonces que Û = R, comprobándose fácilmente que este levantamien-

to es no inyectivo, pues por ejemplo, dados los dos siguientes elementos en U :

f1 : R→ R : x → 5x2; f2 : R→ R : x → 2x3,

se tiene entonces que:

f1♦Î ′(f1, 5) = f2♦Î ′(f2, 1) = 25.

Además, es de tipo II, pues si:

f3 : R→ R : x → 24x,
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resulta que:

f2♦Î ′(f2, 1) = f3♦Î ′(f3, 1) = 25

Es decir, en caso de existir un elemento isotópico asociado, T ′ = T ′(f, t), se

tendŕıa que:

25♦T ′(25, 1) ⊇ {f2, f3} ,

no pudiéndose dar expĺıcitamente un único valor del cual se obtenga 25 como

proyección isotópica.

Figura 2.3: Isotoṕıa no inyectiva de tipo II, con F 6= ∅.

Denotando por F a los factores externos asociados a la construcción de Û (esto

es, el factor tiempo), definimos las siguientes aplicaciones:

Φ+ : F × F → F

(tp, tq) → Φ+(tp, tq) = tp + tq,

Φ× : R× F → F

(a, tp) → Φ×(a, tp) = atp,

de tal forma que, fijados a, b ∈ R, tales que ∂f
∂x

(2) + tf = a y ∂g
∂x

(2) + tg = b, para

ciertos f, g ∈ U y tf , tg ∈ N , observamos que:

a+̂b =

(
∂f

∂x
(2) + tf

)
+̂

(
∂g

∂x
(2) + tg

)
=

= f♦Î ′(f, tf )+̂g♦Î ′(g, tg) = (f + g)♦Î ′(f + g, Φ(tf , tg)) =
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= (f + g)♦Î ′(f + g, tf + tg)) =
∂(f + g)

∂x
(2) + tf + tg = a + b,

a×̂b = a×̂
(

∂g

∂x
(2) + tg

)
= â×̂g♦Î ′(g, tg) = (a× g)♦Î ′(a× g, Φ(a, tg)) =

= (a× g)♦Î ′(a× g, atg) =
∂(a× g)

∂x
(2) + atg = a× b.

Dado que los resultados que se obtienen no sufren dependencia de los valores del

factor tiempo que intervienen, deducimos que el levantamiento isotópico está bien

definido. Obtenemos además que (Û , +̂, ×̂) = (R, +,×), con lo cual tiene estructura

de espacio vectorial sobre (R̂, +̂, ×̂) = (R, +,×) y por tanto tiene estructura de

isoespacio vectorial. C

2.2. Isométricas

Una de las aplicaciones más significativas de las isotoṕıas es la construcción de los

isoespacios vectoriales métricos, presentados por primera vez en [35] y desarrollados

con un mayor tratamiento en [40].

Desde el punto de vista f́ısico, una de las caracteŕısticas fundamentales de los

isoespacios métricos es que permiten alterar las unidades de espacio y tiempo. Aśı,

mientras que en un espacio métrico convencional las unidades espaciales cartesianas

son iguales para todos los ejes, cuando pasamos al isoespacio métrico correspon-

diente, podemos tomar isounidades distintas para cada uno de dichos ejes, lo que

adquiere verdadera importancia cuando construimos una isométrica η′ a partir de

la métrica original η.

Tal construcción se basa en la dependencia de la métrica η en la unidad e del

cuerpo base K, en el sentido de ser η = η · Id (donde Id ∈ Mn(K) es la ma-

triz identidad) y quedar definido el producto escalar asociado como <
−→
X,
−→
Y >=(−→

X · η · −→Y
)

e =
∑n

i=1 XiηiYie. Esto es aprovechado en concreto por Santilli al ob-

servar la analoǵıa entre el producto ·η· y la ley × T×, utilizada usualmente en el

nivel de proyección. En concreto, define la isométrica η̂ = T × δ, de tal forma que

finalmente,
−̂→
Xη̂

−̂→
Y =

−→
XÎTη

−→
Y Î =

(−→
Xη

−→
Y

)
Î .
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No obstante, dado que lo que nos interesa es abordar el estudio de la isogeometŕıa

atendiendo al MCIM, diferiremos en parte de la propuesta de Santilli en [35], con

vista a obtener resultados coherentes con las distintas ∗-leyes a utilizar.

En particular, supongamos dado un K1× ...×Kn-espacio vectorial n-dimensional

M , de métrica η = diagn(η1, ..., ηn) y conocidas las ∗-leyes utilizadas en el levan-

tamiento isotópico de los n cuerpos anteriores, ∗1, ..., ∗n, de unidades respectivas

I ′1, ..., I
′
n. Denotaremos entonces I ′ = diagn(I ′1, ..., I

′
n).

En caso de que queramos tener asociada una isométrica η′ = diagn(η′1, ..., η
′
n)

asociada al isoespacio M̂ , intentaremos que la isotoṕıa utilizada sea tal que η̂ = η′.
Para conseguirlo, encontraremos en primer lugar la matriz diagonal no singular T ′

tal que η = η′ · T ′. De esta forma, ηi = η′i ∗i T ′
i , donde estamos suponiendo que

T ′ = diagn(T ′
1, ..., T

′
n). Es decir, T ′

i = η′−Ii
i ∗i ηi para todo i, o bien, T ′ = η′−I · η.

Dicha matriz T ′ será entonces el elemento isotópico de la isotoṕıa que queremos

construir, pues de esta forma, tomando como isounidad a Î ′ = T ′−I′ , se consigue

que η′ = η′I ′ = (η′T ′)Î ′ = ηÎ ′ = η̂.

Por construcción, Î ′ será también una matriz diagonal regular, siendo de es-

ta forma la unidad básica en el nivel de proyección y tal que cada uno de sus

pivotes corresponde a la isounidad bajo la cual se obtiene la componente espa-

cial correspondiente en M . En concreto, si Î ′ = diagn(e1, ..., en), el levantamiento

isotópico que lleva M a M̂ viene dado por la aplicación −→m = (m1, ..., mn) → −̂→m =

(m1, ..., mn) · diagn(e1, ..., en) = diagn(m1 ∗1 e1, ..., mn ∗n en) = ((m̂1)1, ..., (m̂n)n),

donde con (m̂i)i = mi ∗i ei denotamos el levantado isotópico del correspondiente

elemento mi ∈ Ki para todo i ∈ {1, ..., n}.
Esta relación entre la métrica inicial y la isométrica resultante es el fundamento

de la aparentemente contradictoria unificación que propone Santilli de las geometŕıas

Riemanniana y Minkowskiana (véase [45]). Tal contradicción desaparece en el mo-

mento en que se interpreta cada una de las geometŕıas anteriores como isogeometŕıas

en los niveles isotópico y de proyección, respectivamente:

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el espacio Minkowskiano M(−→x , η,R) (3+1)-dimen-

sional sobre el cuerpo de los números reales (R, +,×), con coordenadas locales −→x =

{−→x µ} = {r, c0t}, para µ = 1, 2, 3, 4, donde c0 es la velocidad de la luz en el vaćıo;

con métrica η = diag(1, 1, 1,−1) y ”unidad básica” I = diag(+1, +1, +1, +1). La

unidad convencional I representa las unidades de los tres ejes cartesianos (+1 cm,

+1 cm, +1 cm) y la unidad de tiempo +1 seg.
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Supongamos que queremos pasar a un nuevo espacio que tenga por isométrica a

η′, dada por la matriz η′ ≡ diag( 1
n2

1
, 1

n2
2
, 1

n2
3
,− 1

n2
4
), con ni ∈ R no nulos para todo i,

mediante una isotoṕıa de elementos ? ≡ + y ∗i ≡ × para i = 1, 2, 3, 4. Para ello

buscamos en primer lugar una matriz diagonal T ′ tal que η = η′ · T ′. En nuestro

caso, T ′ = diag(n2
1, n

2
2, n

2
3, n

2
4). Bastará tomar entonces como isounidad la matriz

Î ′ = diag( 1
n2

1
, 1

n2
2
, 1

n2
3
, 1

n2
4
), que es, por construcción, regular, simétrica y definida po-

sitiva. De esta forma, el levantamiento isotópico buscado es aquél que tiene como

isounidades espaciales a + 1
n2

1
cm, + 1

n2
2
cm y + 1

n2
3
cm y como isounidad temporal a

+ 1
n2

4
seg.

Por tanto, el levantamiento isotópico de M a M̂ viene dado a partir de la apli-

cación −→m = (m1,m2,m3,m4) → −̂→m = (m1,m2,m3,m4) · diag( 1
n2

1
, 1

n2
2
, 1

n2
3
, 1

n2
4
) =

diag(m1

n2
1
, m2

n2
2
, m3

n2
3
, m4

n2
4
) = (m̂1, m̂2, m̂3, m̂4).

En particular, M̂ = M y, dados −→p = (p1, ..., pn) y −→q = (q1, ..., qn) en M , el

producto escalar queda definido en M̂ , como:

−→p · η′ · −→q = p1×̂η′1×̂q1+̂p2×̂η′2×̂q2+̂p3×̂η′3×̂q3+̂p4×̂η′4×̂q4 =

= p1×̂q1 + p2×̂q2 + p3×̂q3 − p4×̂q4 = p1q1n
2
1 + p2q2n

2
2 + p3q3n

2
3 − p4q4n

2
4.

Señalemos por último (véase [45]) que desde un punto de vista f́ısico, si existen

i 6= j tales que n2
i 6= n2

j , entonces el medio f́ısico al que llegamos es un medio no

homogéneo y anisótropo. También desde un punto de vista f́ısico se observa la im-

portancia de la anterior construcción. Convencionalmente, cualquier modificación

de la métrica de un espacio Minkowskiano requiere necesariamente del uso de trans-

formaciones no canónicas, lo cual da lugar a que las unidades de espacio y tiempo

dejen de ser invariantes. Esto último origina problemas inmediatos a la hora de es-

tudiar las diferentes aplicaciones f́ısicas de este cambio de métrica. Por ejemplo, no

es posible desarrollar una medida de longitud invariante cuando de por śı la métrica

vaŕıa a lo largo del tiempo.

De hecho, este ejemplo que acabamos de ver puede generalizarse dando libertad

a la elección de los n2
i , pudiendo depender estos elementos de las coordenadas de

espacio y tiempo correspondientes; esto es, ni = ni(x, t).

Una aplicación f́ısica de gran interés por su importancia en el campo de la teoŕıa

de la relatividad es la geometrización directa de velocidades arbitrarias de la luz, que

el lector interesado puede encontrar en la sección 2.5 de [45]. C
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2.3. Geometŕıa isoeucĺıdea

Consideremos el R̂-espacio isoeucĺıdeo de dimensión 3, Ê = Ê(−̂→x , δ̂, R̂). Al le-

vantamiento isotópico que construye R̂ lo denotaremos por I, mientras que por I′

denotaremos al correspondiente que construye Ê. El levantamiento isotópico del

espacio eucĺıdeo correspondiente E, de métrica δ ≡ diag(+1, +1, +1), que construye

Ê vendrá dado por la aplicación:

−→x = (x1, x2, x3) → −̂→x = ((x̂1)1, (x̂2)2, (x̂3)3).

En particular, la isotoṕıa I′ está constituida a su vez por tres levantamientos

isotópicos (cada uno correspondiente a uno de los ejes espaciales), I′1, I′2 e I′3.

Definición 2.3.1. Sea −̂→x un isovector de Ê asociado a −→x = (x1, x2, x3, ) ∈ E. Se

llama isopunto asociado a −̂→x , al afijo de −̂→x : ((x̂)1, (x̂)2, (x̂)3). Este afijo o isocoor-

denadas se denota por (x̂, ŷ, ẑ) cuando se quiere mostrar el carácter geométrico del

isopunto, dentro del isoespacio Ê, de isoejes ÔX, ÔY , ÔZ.

En la presente sección nos centraremos en el estudio mediante el MCIM del plano

isoeucĺıdeo πbxby, levantado isotópico del plano eucĺıdeo πxy. La proyección de πbxby la

denotaremos por πbxby.

Consideremos por tanto conocidas las ∗-leyes ∗1 y ∗2 y la unidad básica en el nivel

general I ′ = diag(I ′1, I
′
2). Supuesta la isométrica δ̂ = δ′ ≡ diag(δ′1, δ′2), tendremos el

elemento isotópico T ′ = diag(T ′
1, T

′
2) = δ′−I′ · δ = diag(δ′−I′1

1 , δ′−I′2
2 ) · diag(+1, +1) =

diag(δ′−I′1
1 ∗1 1, δ′−I′2

2 ∗2 1). En definitiva, T ′
1 = δ′−I′1

1 ∗1 1 y T ′
2 = δ′−I′2

2 ∗2 1, siendo

finalmente la unidad básica en el nivel de proyección, la matriz Î ′ = diag(Î ′1, Î ′2) =

T ′−I = diag(T ′
1
−I′1 , T ′

2
−I′2). En el caso particular en que ∗1 ≡ ∗2 ≡ ×, se obtiene que

Î ′ = δ′.

Por construcción, πbxby es entonces un R̂bI′1×R̂bI′2-isoespacio vectorial. La dimensión

isotópica de dicho isoespacio es por tanto 2, si bien se pueden obtener estructuras

matemáticas que convencionalmente tienen una dimensión distinta. Esto lo podemos

ver en el siguiente:

Ejemplo 2.3.2. Supongamos que la isométrica δ̂′ coincida con la métrica eucĺıdea

δ = diag(1, 1), si bien las ∗-leyes no coinciden con las operaciones usuales en R.
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En concreto, supongamos que la isounidad Î ′1 sufre dependencia en el tiempo como

factor externo (t ∈ F
bI′1 = [0, 2π)), de tal forma que el eje OX en πxy se proyec-

ta isotópicamente en el plano OXZ ⊆ R3, mediante la revolución respecto al eje

espacial OY . Es decir:

(x, 0) ∗1 Î ′1((x, 0), t) = (x cos(t), 0, x sen(t))

Figura 2.4: π ◦ Î′1(OX) = OXZ.

Por otro lado, supongamos que la isotoṕıa del eje OY , correspondiente a la

isounidad Î ′2 coincide con la inclusión en R3. Esto es:

(0, y) ∗2 Î ′2((0, y)) = (0, y, 0)

Resulta entonces por extensión al plano πxy que la proyección isotópica de éste

coincide con R3, obteniéndose como revolución de dicho plano respecto al eje espacial

OY :

(x, y) ∗ Î ′((x, y), t) = (x cos(t), y, x sen(t)).

Figura 2.5: R3 como proyección isotópica de πxy.
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En particular, cada punto (x, y) ∈ πxy se proyecta isotópicamente a una circun-

ferencia en R3. Cabe observar además que cada punto de R3 no perteneciente al eje

OY se alcanza como proyección isotópica en dos tiempos distintos (los puntos del

eje OY son fijos en todo instante de tiempo). Por tanto la isotoṕıa no es inyectiva

en general, aunque śı lo es en cambio en cada instante de tiempo por separado.

Por otra parte, si bien la dimensión convencional de R3 es 3, mediante la cons-

trucción que acabamos de realizar, la dimensión isotópica de dicho espacio es 2.

Desde el punto de vista f́ısico, fijado cualquier observador isotópico en R3, éste

pensará en todo momento que vive en un universo plano de 2 dimensiones. En

particular, si suponemos el tiempo medido en segundos y consideramos que dicho

observador describe una ćırcunferencia en 2π segundos, atendiendo a su geometŕıa

en dos dimensiones, en realidad habrá descrito una trayectoria eĺıptica en una esfera

de R3.

Figura 2.6: Trayectoria recorrida por un observador isotópico.
C

No obstante, para una construcción coherente de la geometŕıa isoeucĺıdea en πbxby
debemos imponer que R̂bI′1 = R̂bI′2 ≡ R̂ = R̂bI . Aśı por ejemplo, cuando queramos

operar con un isonúmero de R̂bI′1 y con uno de R̂bI′2 , primero pasamos a tratarlos

como isonúmeros de R̂ y posteriormente realizamos la suma en este último.

En particular, consideraremos ?1 ≡ ?2 ≡ ? y en lo que diferirán R̂bI′1 y R̂bI′2
será en sus isoproductos al ser distintos en general ∗1, Î ′1 y ∗2, Î ′2, respectivamente.

Por ello, para evitar confusión, denotaremos por ×̂1 y ×̂2 a los isoproductos de

R̂bI′1 y R̂bI′2 , respectivamente. Además, la notación â ∈ R̂ no es suficiente, pues
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no señala si en el nivel de proyección, â coincide con a ∗1 Î ′1 o con a ∗2 Î ′2. De

hecho, restringiremos esta notación para la construcción de los elementos de R̂bI ,
esto es, â = a ∗ Î. De tal forma que, para referirnos a los isonúmeros de R̂bI′1 y

R̂bI′2 , denotaremos (â)1 = I1(a) al elemento de πbxby tal que (â)1 = I1(a) = a ∗1 Î ′1 y

(â)2 = I2(a) es tal que (â)2 = I2(a) = a ∗2 Î ′2. Con esto, el levantamiento isotópico

viene dado como: −→x = (x1, x2) → −̂→x = ((x̂)1, (x̂)2).

Seguidamente vamos a probar la coherencia del MCIM en algunos aspectos

básicos de la geometŕıa isoeucĺıdea, como son la construcción de rectas y circun-

ferencias isotópicas. Como aplicación daremos la noción de perpendicularidad entre

este tipo de rectas y comprobaremos que el desarrollo teórico resultante es una

generalización del correspondiente al modelo isotópico que utiliza como ∗-leyes las

operaciones usuales en R.

Previamente, con vistas a dar la noción de perpendicularidad desde un punto de

vista anaĺıtico, es necesario estudiar el producto entre dos isovectores. Supondremos

para ello que, en caso de trabajar con isotoṕıas dependientes de factores externos,

ambos isovectores corresponden a unos mismos valores fijos en tales factores.

Además, para simplificar la notación, ya de por śı bastante cargada, dado nuestro

propósito de operar con ∗-leyes genéricas, supondremos impĺıcito en cada una de

las expresiones que vayan surgiendo en esta sección el uso de las aplicaciones que

relacionan los factores externos, Φ+ y Φ×, necesarias en el nivel de proyección a la

hora de trabajar con las isooperaciones +̂ y ×̂, respectivamente.

Con todo lo anterior damos ya la siguiente:

Definición 2.3.3. Sean −̂→u = ((û1)1, (û2)2),
−̂→v = ((v̂1)1, (v̂2)2) ∈ πbxby. Se define

entonces el producto isoescalar en πbxby como:

< −̂→u , −̂→v >πbxby=
−̂→u · δ̂ · −̂→v =

=
(
(û1)1×̂1

(
δ̂1

)
1
×̂1(v̂1)1

)
+̂

(
(û2)2×̂2

(
δ̂2

)
2
×̂2(v̂2)2

)
=

= I
(((

u1 ∗1 δ1 ∗1 v1 ∗1 Î ′1
)
∗ T

)
?

((
u2 ∗2 δ2 ∗2 v2 ∗2 Î ′2

)
∗ T

))
.

Siendo < ., . >πxy el producto escalar en πxy, asociado a la métrica δ, se define

el isoproducto isoescalar en πbxby como:

<̂−̂→u , −̂→v >̂πbxby = I (< −→u ,−→v >) = I ((u1 ∗1 δ1 ∗1 v1) ? (u2 ∗2 δ2 ∗2 v2)) .
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Se definen el módulo y el isomódulo en πbxby, respectivamente, como:

|−̂→u | =
(
< −̂→u , −̂→u >πbxby

)d1/2
; |̂−̂→u |̂ =

(
<̂−̂→u , −̂→u >̂

)d1/2
.

En nivel de proyección se definen a su vez:

< −̂→u , −̂→v >πbxby=
−̂→u · δ̂ · −̂→v = < −̂→u , −̂→v >πbxby =

=
(((

u1 ∗1 δ1 ∗1 v1 ∗1 Î ′1
)
∗ T

)
?

((
u2 ∗2 δ2 ∗2 v2 ∗2 Î ′2

)
∗ T

))
∗ I.

<̂−̂→u , −̂→v >̂πbxby = <̂−̂→u , −̂→v >̂ = π ◦ I ((u1 ∗1 δ1 ∗1 v1) ? (u2 ∗2 δ2 ∗2 v2)) .

−̂→u → |−̂→u | = |−̂→u | −̂→u → |̂ −̂→u |̂ = |̂−̂→u |̂.

Ejemplo 2.3.4. En las condiciones del Ejemplo 2.3.2, supongamos que R̂ se cons-

truye a partir de la isotoṕıa identidad y que ∗1|R ≡ ∗2|R ≡ ×, ? ≡ +. Identifiquemos

además en la construcción realizada en dicho ejemplo, la proyección isotópica del eje

OX con la recta real R, para que de esta forma podamos tener que R̂bI′1 = R̂bI′2 ≡
R̂ = R. En este sentido seŕıa x ∗ Î ′(x, t) = x.

En particular, si, fijado un tiempo t0 ∈ [0, 2π), consideramos los vectores −→u =

(1, 0), −→v = (0, 1), −→a = (1, 1) y
−→
b = (1,−1) (obteniendo como proyecciones

isotópicas a −̂→u = (cos(t0), 0, sen(t0)),
−̂→v = (0, 1, 0), −̂→a = (cos(t0), 1, sen(t0)) y

−̂→
b = (cos(t0),−1, sen(t0))), se tendrá que:

< −̂→u , −̂→v >= 0̂; < −̂→u , −̂→v >= 0̂ = 0; <̂−̂→u , −̂→v >̂ = 0̂; <̂−̂→u , −̂→v >̂ = 0̂ = 0.

< −̂→a ,
−̂→
b >= 2̂; < −̂→a ,

−̂→
b >= 2 <̂−̂→a ,

−̂→
b >̂ = 2̂; <̂−̂→a ,

−̂→
b >̂ = 2̂ = 2. C
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Las nociones de producto e isoproducto isoescalar no coinciden en general. En

el caso en que ∗1 y ∗2 sean conmutativas en el conjunto general correspondiente, se

obtiene que:

< −̂→u , −̂→v >= I
(((

u1 ∗1 v1 ∗1 δ1 ∗1 Î ′1
)
∗ T

)
?

((
u2 ∗2 v2 ∗2 δ2 ∗2 Î ′2

)
∗ T

))
=

= I
(((

u1 ∗1 δ′1 ∗1 v1

) ∗ T
)

?
((

u2 ∗2 δ′2 ∗2 v2

) ∗ T
))

=

= I
(((

u1 ∗1 δ′1 ∗1 v1

)
?

(
u2 ∗2 δ′2 ∗2 v2

)) ∗ T
)
.

De tal forma que en el nivel de proyección:

< −̂→u , −̂→v > =
(
u1 ∗1 δ′1 ∗1 v1

)
?

(
u2 ∗2 δ′2 ∗2 v2

)
.

Vemos en el siguiente resultado el caso particular que usualmente se da en las

aplicaciones de la isoteoŕıa en F́ısica, cuya demostración es evidente por construc-

ción:

Corolario 2.3.5. Si ∗1|R ≡ ∗2|R ≡ ∗|R ≡ ×, ? ≡ + e Î ′1, Î
′
2, Î ∈ R, entonces:

< −̂→u , −̂→v >= I ((u1δ
′
1v1 + u2δ

′
2v2) T ) ; < −̂→u , −̂→v >= u1δ

′
1v1 + u2δ

′
2v2

<̂−̂→u , −̂→v >̂ = I (u1δ1v1 + u2δ2v2) ; <̂−̂→u , −̂→v >̂ = (u1δ1v1 + u2δ2v2) Î ¤

Veamos un par de ejemplos al respecto:

Ejemplo 2.3.6. Con las notaciones usuales consideremos δ′ = diag(2, 3). Supuestos

∗1 ≡ ∗2 ≡ × y ? ≡ +, tendremos por construcción que T ′ = diag(1
2
, 1

3
) e Î ′ =

diag(2, 3) = δ′. Supondremos además que Î = 5, ∗ ≡ ×, Ŝ = 0 y ? ≡ +, con lo cual,

T = 1
5

y R̂ = R. Estamos pues en las condiciones del Corolario 2.3.5, que podremos

utilizar por tanto en nuestro desarrollo.
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Figura 2.7: π ◦ Î′(x, y) = (2x, 3y).

Consideremos los vectores −→u = (1, 0), −→v = (0, 1), −→a = (1, 1) y
−→
b = (1,−1).

Sus respectivos levantados isotópicos serán −̂→u = (2, 0), −̂→v = (0, 3), −̂→a = (2, 3) y
−̂→
b = (2,−3).

Figura 2.8: Construcción de isovectores.

Se tiene entonces que:

< −̂→u , −̂→v >= 0̂; < −̂→u , −̂→v >= 0; <̂−̂→u , −̂→v >̂ = 0̂; <̂−̂→u , −̂→v >̂ = 0.

< −̂→a ,
−̂→
b >=

−̂1
5

; < −̂→a ,
−̂→
b >= −1 <̂−̂→a ,

−̂→
b >̂ = 0̂; <̂−̂→a ,

−̂→
b >̂ = 0.

|−̂→u | =
√̂

2√
5
; |−̂→u | =

√
10; |̂−̂→u |̂ = 1̂; |̂−̂→u |̂ = 5.

|−̂→v | =
√̂

3√
5
; |−̂→v | =

√
15; |̂−̂→v |̂ = 1̂; |̂−̂→v |̂ = 5

|−̂→a | = 1̂; |−̂→a | = 5 |̂−̂→a |̂ =
√̂

2√
5
; |̂−̂→a |̂ =

√
10.
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|−̂→b | = 1̂; |−̂→b | = 5; |̂−̂→b |̂ =
√̂

2√
5
; |̂−̂→b |̂ =

√
10. C

Ejemplo 2.3.7. Sea Î ′ =

{
diag(1, 2

x2 ) , si x 6= 0

diag(1, 1
2
) , si x = 0

}
. Supuestos ∗1|R ≡ ∗2|R ≡ × y

? ≡ +, tendremos por construcción, que T ′ = Î ′ y que δ′ = diag(1, 2). Supondremos

además que Î =

{
1
x2 , si x 6= 0

1 , si x = 0

}
, ∗|R ≡ ×, Ŝ = 0 y ? ≡ + Aśı, T = I y R̂ = R.

Obsérvese que en este caso tenemos que:

< −̂→u , −̂→v >= I
(((

u1 ∗1 δ1 ∗1 v1 ∗1 Î ′1
)
∗ T

)
?

((
u2 ∗2 δ2 ∗2 v2 ∗2 Î ′2

)
∗ T

))
=

=

{
I
(
((u1v1) T ) +

((
2

u2v2

)
T

))
, si u2v2 6= 0

I ((u1v1)T ) , si u2v2 = 0

}
=

=

{
I
(

1
u1v1

+ u2v2
2

)
= I

(
2+u1v1u2v2

2u1v1

)
, si u1v1 6= 0

I (u2v2) , si u1v1 = 0

}

< −̂→u , −̂→v >=





2u1v1
2+u1v1u2v2

, si 2 + u1v1u2v2 6= 0
0, si 2 + u1v1u2v2 = 0

u1v1 , si u2v2 = 0





<̂−̂→u , −̂→v >̂ = I ((u1 ∗1 δ1 ∗1 v1) ? (u2 ∗2 δ2 ∗2 v2)) = I (u1v1 + u2v2) .

<̂−̂→u , −̂→v >̂ =

{
1

u1v1+u2v2
, si u1v1 + u2v2 6= 0

0 , si u1v1 + 2u2v2 = 0

}

Figura 2.9: π ◦ Î′(x, y) = (x, 2/y).

Consideremos ahora los vectores −→u ,−→v ,−→a y
−→
b usados en el ejemplo anterior.

En este caso, sus respectivos levantados isotópicos serán −̂→u = (1, 0), −̂→v = (0, 2),
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−̂→a = (1, 2) y
−̂→
b = (1,−2). Se tiene entonces que:

< −̂→u , −̂→v >= 0̂; < −̂→u , −̂→v >= 0; <̂−̂→u , −̂→v >̂ = 0̂; <̂−̂→u , −̂→v >̂ = 0.

< −̂→a ,
−̂→
b >= I(

1
2
); < −̂→a ,

−̂→
b >= 2; <̂−̂→a ,

−̂→
b >̂ = 0̂; <̂−̂→a ,

−̂→
b >̂ = 0.

|−̂→u | = 1̂; |−̂→u | = 1; |̂−̂→u |̂ = 1̂; |̂−̂→u |̂ = 1.

|−̂→v | = 1̂; |−̂→v | = 1; |̂−̂→v |̂ = 1̂; |̂−̂→v |̂ = 1.

|−̂→a | =
√̂

3√
2
; |−̂→a | =

√
2√
3
; |̂−̂→a |̂ =

√̂
2; |̂−̂→a |̂ = 1√

2
.

|−̂→b | =
√̂

3√
2
; |−̂→b | =

√
2√
3
; |̂−̂→b |̂ =

√̂
2; |̂−̂→a |̂ = 1√

2
. C

Pasamos a continuación a dar la noción de isoperpendicularidad entre isovectores:

Definición 2.3.8. Dos isovectores −̂→u y −̂→v se dirán perpendiculares si < −̂→u , −̂→v >=

Ŝ. Se dirán isoperpendiculares si <̂−̂→u , −̂→v >̂ = Ŝ. Se denotarán respectivamente,
−̂→u ⊥ −̂→v y −̂→u ⊥̂−̂→v .

Se dirá que −̂→u tiene la misma dirección que −̂→v si existe â ∈ R̂, tal que −̂→u = â•̂−̂→v .

Análogamente se definen los conceptos anteriores en el nivel de proyección.

Hagamos notar que usando el MCIM se tiene que, fijado −̂→u = ((û1)1, (û2)2) ∈ πbxby
y un isonúmero â ∈ R, se verifica que el isovector â•̂−̂→u = IE(a¤−→u ) tiene por afijo

(â×̂(û1)1, â×̂(û2)2) = (â×̂I
(
(u1 ∗1 Î ′1) ∗ T

)
, â×̂I

(
(u2 ∗2 Î ′2) ∗ T

)
) = (I(a ∗ [(u1 ∗1

Î ′1) ∗ T ]), I(a ∗ [(u2 ∗2 Î ′2) ∗ T ])).

Atendiendo a la construcción realizada se llega entonces al siguiente resultado:

Proposición 2.3.9. Se verifica que:

a) Cuando el levantamiento isotópico sea inyectivo, la (iso)perpendicularidad en

los niveles isotópico y de proyección son equivalentes. Además, −̂→u tiene la

misma dirección que −̂→v si y sólo si −̂→u tiene la misma dirección que −̂→v .

b) La isoperpendicularidad equivale a la perpendicularidad en el nivel general.
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c) En las condiciones del Corolario 2.3.5, la isoperpendicularidad equivale a la

perpendicularidad en el nivel convencional.

d) Si, bajo las notaciones usuales, en el levantamiento isotópico utilizado se tiene

que ¤ ≡ •, resulta entonces que −→u tiene la misma dirección que −→v si y sólo

si −̂→u tiene la misma dirección que −̂→v . ¤

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.3.10. En el Ejemplo 2.3.6, se tiene que −→u ⊥ −→v de la forma usual,

mientras que −→a ⊥ −→
b . Se comprueba además que −̂→u ⊥ −̂→v , −̂→u ⊥̂−̂→v , −̂→u ⊥ −̂→v , −̂→u ⊥̂−̂→v ,

−̂→a 6⊥ −̂→
b , −̂→a ⊥̂−̂→b , −̂→a 6⊥ −̂→

b y −̂→a ⊥̂−̂→b .

En el Ejemplo 2.3.7 siguen verificándose todas las relaciones anteriores. No obs-

tante, tomando los vectores −→c = (2, 1) y
−→
d = (1,−2), que son perpendiculares en el

nivel convencional, sus levantados isotópicos −̂→c y
−̂→
d no son perpendiculares, pues

< −̂→c ,
−̂→
d >= I(−1

2
). Análogamente, los isovectores −̂→c y

−̂→
d tampoco son perpendi-

culares, pues < −̂→c ,
−̂→
d >= −2.

Por su parte, mientras que los vectores −→a = (1, 1) y −→e = (2,−1), no son

perpendiculares con la métrica eucĺıdea, se comprueba que tanto −̂→u y −̂→e como −̂→u y
−̂→v śı son perpendiculares. C

Las anteriores nociones adquieren importancia cuando se estudian las rectas e

isorrectas en πbxby y en πbxby. En concreto, seguiremos los conceptos propuestos por

Santilli en [42] cuando analiza la geometŕıa riemanniana como proyección isotópica

de la eucĺıdea, si bien los desarrollaremos desde el punto de vista del MCIM, lo que

conllevará un mayor grado de complejidad en las expresiones y condiciones que se

obtengan.

Nuevamente supondremos en las expresiones siguientes que tenemos fijados unos

valores concretos para los factores externos de los que dependa la isounidad utilizada

y que impĺıcitamente se estarán usando las aplicaciones Φ+ y Φ×:

Definición 2.3.11. Se denomina recta en πbxby a cualquier conjunto de isopuntos

((x̂)1, (ŷ)2) en πbxby que verifiquen una ecuación de la forma:

((â)1×̂1(x̂)1)+̂((̂b)2×̂2(ŷ)2)+̂ĉ = Ŝ ≡
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≡ I
((

a ∗1 x ∗1 Î ′1
)
∗ T ?

(
b ∗2 y ∗2 Î ′2

)
∗ T ? c

)
= I(S),

donde â, b̂, ĉ ∈ R̂ y Ŝ es el elemento unidad de R̂ respecto a +̂.

Se llama isorrecta en πbxby al levantado isotópico punto a punto de una recta en

πbxby.

Análogamente se definen los conceptos anteriores en el nivel de proyección.

Por construcción tendremos entonces que toda recta en el nivel isotópico es el

levantado isotópico de una recta en el nivel general:
(
a ∗1 x ∗1 Î ′1

)
∗ T ?

(
b ∗2 y ∗2 Î ′2

)
∗ T ? c = S,

la cual no tiene por qué corresponder a una recta eucĺıdea en el nivel convencional

y por tanto, no tiene por qué ser una isorrecta.

Veamos algunos ejemplos al respecto:

Ejemplo 2.3.12. En las condiciones del Ejemplo 2.3.4, si no atendemos al factor

tiempo, la expresión ((â)1×̂1(x̂)1)+̂((̂b)2×̂2(ŷ)2)+̂ĉ = Ŝ corresponde a un plano en

R3, mientras que fijado un tiempo t0 ∈ [0, 2π), la expresión anterior se refiere a la

intersección entre el plano anterior y el obtenido como proyección isotópica de πxy

en t = t0.

En caso de que tal intersección sea no vaćıa, se obtiene de hecho una isorrecta

en R3.

Figura 2.10: Isorrecta en R3. C
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Ejemplo 2.3.13. Utilizando las notaciones usuales, consideremos ∗1 ≡ ∗2 ≡ × y

? ≡ + e Î ′ = diag(1, 2). Supondremos además que Î = 5, ∗ ≡ ×, Ŝ = 0 y ? ≡ +,

con lo cual, T = 1
5

y R̂ = R.

Figura 2.11: π ◦ Î′(x, y) = (x, 2y).

Consideremos a continuación la recta r ≡ y = x en πxy y la recta ŝ ≡ (ŷ)2 = (x̂)1

en πbxby. Podemos comprobar que la imposición en la definición anterior de levantar

isotópicamente una recta en πxy punto a punto no es arbitraria. Para ello basta ver

que pese a que r y ŝ representan en el nivel axiomático la misma recta, en el sentido

de que ambas están formadas por el conjunto de puntos en sus respectivos espacios

tales que sus dos coordenadas coinciden, no se cumple en cambio que r̂ ≡ ŝ, pues

por construcción:

r̂ ≡ {((x̂)1, (ŷ)2) ∈ πbxby : x = y ∈ R} = {((x̂)1, (x̂)2) ∈ πbxby : x ∈ R}.

r̂ ≡ {((x̂)1, (x̂)2) ∈ πbxby : x ∈ R} ≡ {(x, 2x) ∈ πxy : x ∈ R} ≡ {(x, y) ∈ πxy : y = 2x} ≡

≡ {((x̂)1,

(
1̂
2

)

2

×̂2(ŷ)2) ∈ πbxby :

(
1̂
2

)

2

×̂2(ŷ)2 =
(
2̂
)

1
×̂1(x̂)1} ≡

≡ {((x̂)1, (ŷ)2) ∈ πbxby : (ŷ)2 =
(
2̂
)

1
×̂1(x̂)1}.

Es decir, en πbxby, r̂ ≡ ŷ = x̂ ≡ (ŷ)2 =
(
2̂
)

1
×̂1(x̂)1 6≡ (ŷ)2 = (x̂)1 ≡ ŝ, cuya

proyección en πbxby viene dada por ŝ ≡ 2y = x ≡ y = x
2
. En todo caso, r̂ seŕıa una

isorrecta en πbxby, al ser levantado isotópico de una recta en πxy y de por śı una recta

en πbxby.

Se puede comprobar que ŝ es también una isorrecta al ser el levantado isotópico

de la recta s ≡ y = x
4
. Esto es, ŝ ≡ ŷ = x̂

4
≡ (ŷ)2 = (x̂)1.
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Figura 2.12: Construcción de isorrectas. C

Ejemplo 2.3.14. Consideramos πbxby, donde se han usado los elementos de isotoṕıa

∗ ≡ ∗1 ≡ ∗2 ≡ ×, +̂ ≡ +, Î = 1, Î ′1 = Î ′1(x) =

{
1, si x = 0
1
x2 , si x 6= 0

}
e Î ′2 = Î ′1(y) =

{
1, si y = 0
1
y4 , si y 6= 0

}
. Obtenemos de esta forma los levantamientos isotópicos:

x → I1(x) =

{
0, si x = 0
1
x
, si x 6= 0

}
; y → I2(y) =

{
0, si y = 0
1
y3 , si y 6= 0

}
.

Figura 2.13: π ◦ Î′(x, y) = ( 1
x
, 1

y3 )).

Sea ahora la recta r ≡ y = 2× x en πxy. Resulta entonces que r̂ ≡ {((x̂)1, I2(2×
x)) : x ∈ R} en πbxby, con lo cual, en πbxby, r̂ ≡ {( 1

x
, 1

8×x3 ) : x ∈ R} ∪ {(0, 0)} ≡ {y =
x3

8
}.
Por otro lado cualquier recta en el nivel de proyección deberá relacionar las varia-

bles (x̂)1 = 1
x

e (ŷ)2 = 1
y3 , lo cual hace imposible la existencia de una recta en πbxby

cuya proyección relacione las variables y y x3.
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En definitiva, r̂ no es la expresión de una recta en πbxby, si bien śı es una isorrecta

en πbxby, al ser proyección isotópica de la recta r en πxy.

Figura 2.14: Isorrecta que no es recta en πbxby. C

Analicemos a continuación el concepto de isovector director de una recta isotópi-

ca. Para ello, trabajaremos en el nivel isotópico, siendo equivalente el desarrollo

teórico en el nivel de proyección. El objetivo del presente estudio es comprobar que

el MCIM generaliza coherentemente los resultados referentes al modelo isotópico

propuesto por Santilli en [34], obteniendose éstos como casos particulares.

Fijemos en nuestro estudio por tanto una recta en πbxby:

r ≡ ((â)1×̂1(x̂)1)+̂((̂b)2×̂2(ŷ)2)+̂ĉ = Ŝ.

Si b 6= S, el isovector director de r será −̂→u0 = (Î ′1, (α̂)2), donde α denotará de

ahora en adelante el valor:

α = −b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′
2] ∈ R.

Observemos que α puede ser cualquier número real, pues fijado γ ∈ R, basta

tomar r tal que b = I2 6= S y a = [(−γ) ∗2 Î ′2] ∗1 T ′
1.

Comprobemos seguidamente el valor que hemos dado a α. Para ello, fijado un

isopunto ((x̂0)1, (ŷ0)2) ∈ r, buscamos un isovector de afijo ((û1)1, (û2)2), tal que

((x̂0)1+̂(û1)1, ((ŷ0)2+̂(û1)1) ∈ r:

((â)1×̂1((x̂0)1+̂Î ′1)+̂((̂b)2×̂2((ŷ0)2+̂(α̂)2))+̂ĉ =

= Ŝ+̂
(
(â)1+̂I2

(
b ∗2 (−b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2])

))
=
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= (â)1+̂I2
(
−[(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]

)
= (â)1 − I2

(
(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2

)
=

= (â)1 − I1 (a) = (â)1 − (â)1 = Ŝ.

Debe verificarse entonces que, para cada λ ∈ R, se verifique que el isopunto

((x̂0)1+̂(λ̂)×̂Î ′1, ((ŷ0)2+̂(λ̂)×̂(α̂)2) pertenezca a la recta analizada. Sin embargo, esto

no se cumple en general, pues:

(â)1×̂1((x̂0)1+̂(λ̂)×̂Î ′1+̂((̂b)2×̂2((ŷ0)2)+̂(λ̂)×̂(α̂)2))+̂ĉ =

= I1(a ∗1

(
[(λ ∗ [Î ′1 ∗ T ]) ∗ Î] ∗1 T ′1

)
)+̂I2(b ∗2

(
[(λ ∗ [(α ∗2 Î ′2) ∗ T ]) ∗ Î] ∗2 T ′2

)
) = β̂,

para un cierto β ∈ R.

Dado que nos interesa que β̂ = Ŝ debe cumplirse que, para todo λ ∈ R, se

verifique:

I1(a ∗1

(
[(λ ∗ [Î ′1 ∗ T ]) ∗ Î] ∗1 T ′1

)
) = −I2(b ∗2

(
[(λ ∗ [(α ∗2 Î ′2) ∗ T ]) ∗ Î] ∗2 T ′2

)
).

Por otra parte debemos tratar el caso de una recta de la forma ((â)1×̂1(x̂)1)+̂ĉ =

Ŝ. En este caso se observa que el isovector de afijo (Ŝ, Î ′2) verifica que, fijado λ ∈ R
y un isopunto ((x̂0)1, (ŷ0)2) de la recta en cuestión:

((â)1×̂1((x̂0)1+̂(λ̂)×̂Ŝ)+̂ĉ = ((â)1×̂1(x̂0)1)+̂ĉ+̂Ŝ = Ŝ.

En definitiva, podemos dar la siguiente:

Definición 2.3.15. Si la isotoṕıa verifica que para todos m,n ∈ R y para todo

p ∈ R− {S}, se satisface:

(1)





I1
(
m ∗1 ([(n ∗ [Î ′1 ∗ T ]) ∗ Î] ∗1 T ′1)

)
=

= −I2
(
p ∗2 ([(n ∗ [((−p−I′2 ∗2 [(m ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]) ∗2 Î ′2) ∗ T ]) ∗ Î] ∗2 T ′2)

)


 ,

entonces, un isovector −̂→u ∈ πbxby se dice isovector director de la recta r si tiene la

misma dirección que:

a) El isovector −̂→u0 de afijo (Î ′1, (α̂)2), si b 6= S.

b) El isovector −̂→u0 de afijo (Ŝ, Î ′2), si b = S.
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A −̂→u0 lo llamaremos isovector director principal de dicha isorrecta.

Observemos que en caso de que ∗ sea asociativa en el espacio vectorial VT , incluido

en el conjunto general V , generado por R, R̂ y T , fijados m,n ∈ R y p ∈ R − {S},
la ecuación (1) pasa a a ser de la forma:

I1
(
m ∗1 ([n ∗ Î ′1] ∗1 T ′1)

)
= −I2

(
p ∗2 ([(n ∗ (−p−I′2 ∗2 [(m ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]) ∗2 Î ′2)] ∗2 T ′2)

)
.

Imponiendo además que la operación ∗2 sea asociativa no sólo en R sino en el

espacio vectorial VT ′2 generado por R, R̂ y T ′
2, haciendo uso de la operación ∗2:

I1
(
m ∗1 ([n ∗ Î ′1] ∗1 T ′1)

)
= −I2

(
p ∗2 ([n ∗ (−p−I′2 ∗2 (m ∗1 Î ′1))] ∗2 T ′2)

)
≡

≡ (2)
{

m ∗1 [n ∗ Î ′1] = −p ∗2 [n ∗ (−p−I′2 ∗2 (m ∗1 Î ′1))]
}

.

Obtenemos de esta forma los siguientes resultados:

Proposición 2.3.16. Si la isotoṕıa utilizada para construir πbxby, verifica que:

a) Las operaciones ∗ y ∗2 son asociativas en VT y VT ′2, respectivamente.

b) Para todos m,n ∈ R y para todo p ∈ R− {S}, se satisface la ecuación (2),

entonces, toda recta en πbxby está asociada a un isovector director principal. ¤

Corolario 2.3.17. Bajo las condiciones del Corolario 2.3.5, toda recta en πbxby
está asociada a un isovector director principal.

Demostración.

Basta tener en cuenta que R̂ = VT = VT ′2 = R y de esta forma se obtiene que,

para todos m,n ∈ R y para todo p ∈ R− {S}:

m ∗1 [n ∗ Î ′1] = −p ∗2 [n ∗ (−p−I′2 ∗2 (m ∗1 Î ′1))] ≡

≡ m× [n× Î ′1] = −p× [n× (−p−1 × (m× Î ′1))] = (p× p−1)× (m× [n× Î ′1]) ≡
≡ m× [n× Î ′1] = m× [n× Î ′1]. ¤
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Veamos algunoa ejemplos de todo lo anterior:

Ejemplo 2.3.18. El Ejemplo 2.3.13 verifica las condiciones del Corolario 2.3.17 y

podemos calcular los isovectores directores principales de las rectas r̂ y ŝ. En parti-

cular, utilizando la Definición 2.3.15 llegamos a que el isovector director principal

de r̂ ≡ (2̂)1×̂1(x̂)1− (ŷ)2 = Ŝ tiene afijo ((1̂)1, (1̂)2), teniendo en cuenta que en este

caso, α = −(−1)−1 × [(2× 1)× 1
2
].

Por otro lado, el isovector director principal de ŝ ≡ (x̂)1−(ŷ)2 = Ŝ ≡ Î ′1×̂1(x̂)1−
Î ′2×̂2(ŷ)2 = Ŝ ≡ (1̂)1×̂1(x̂)1 + (−̂1)2×̂2(ŷ)2 = Ŝ tiene afijo ((1̂)1, (

1̂
2
)2), teniendo en

cuenta que en este caso, α = −(−1)−1 × [(1× 1)× 1
2
]. C

Ejemplo 2.3.19. En caso de que πbxby hubiese sido construido usando los elementos

de isotoṕıa ≡ ∗1 ≡ ∗2 ≡ ×, +̂ ≡ +, Î = 1, Î ′1 = Î ′1(x) =

{
1, si x = 0
1
x2 , si x 6= 0

}
e Î ′2 = 1

se obtiene el levantamiento x → x̂ =

{
0, si x = 0
1
x
, si x 6= 0

}
.

Este levantamiento isotópico no satisface las hipótesis del Corolario 2.3.17. De

hecho, podemos comprobar que tal levantamiento no verifica la condición necesaria

para poder definir el isovector director principal de una recta en el nivel isotópico,

pues para m = n = p = 2:

I1

(
2× ([(2× [1× 1])× 1]× 1

4
)
)

= I1(1) 6= I2(16) =

= −I2

(
2× ([(2× [((−1

2
× [(2× 1

4
)× 1])× 16)× 1])× 1]× 1)

)
,

ya que al obtener sus proyecciones respectivas, se tiene que:

I1(1) = 1 6= 16 = I2(16). C

Por otra parte, el isovector director principal de una recta en πbxby debeŕıa ser

único. Es decir, fijado un isovector −̂→v = ((v̂1)1, (v̂2)2), tal que para todos Â ∈ r

y γ ∈ R se verifique que Â+̂γ̂•̂−̂→v ∈ r, debeŕıa cumplirse que −̂→v tenga la misma

dirección que:

a) El isovector −̂→u0 de afijo (Î ′1, (α̂)2), si b 6= S.
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b) El isovector −̂→u0 de afijo (Ŝ, Î ′2), si b = S.

En el caso en que v1 = S, resulta que para todo λ ∈ R, (â1)1+̂λ̂×̂Ŝ = (â1)1,

con lo cual la recta r seŕıa (x̂)1 = (â1)1. En particular, b = S y, tomando λ =

[(v2 ∗2 Î ′2) ∗T ] ∗ (Î ′2 ∗T )−I , se tiene que −̂→v = λ̂×̂−̂→u0, donde −̂→u0 tiene afijo (Ŝ, Î ′2). Esto

es, −̂→v tiene la misma dirección que el isovector −̂→u0.

Por otra parte, en caso de que v1 6= S, debemos buscar λ ∈ R tal que −̂→v = λ̂×̂−̂→u0,

con −̂→u0 de afijo (Î ′1, (α̂)2), donde α = −b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′
2]. En particular debe ser

v1 ∗1 Î ′1 = [λ ∗ (Î ′1 ∗ T )] ∗ Î. Luego, debemos tomar λ = [(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I .

Con lo cual, dado que debe ser v2 ∗2 Î ′2 = [λ ∗ ([α ∗2 Î ′2] ∗ T )] ∗ Î, se llega a que:

v2 ∗2 Î ′2 =

=
[(

[(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I
)
∗

([(
−b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]

)
∗2 Î ′2

]
∗ T

)]
∗ Î ≡

[v2 ∗2 Î ′2] ∗ T =

=
(
[(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I

)
∗

([(
−b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]

)
∗2 Î ′2

]
∗ T

)
.

Para ver que esta igualdad se cumple, debemos utilizar la expresión que resulta al

imponer que para todos Â ∈ r y γ ∈ R se verifique que Â+̂γ̂•̂−̂→v ∈ r. En particular,

el isovector −̂→v debe verificar, de forma análoga a la manera en que se obtuvo la

expresión para el isovector director principal (Î ′1, (α̂)2), que para todo γ ∈ R:

I1(a ∗1

(
[(γ ∗ [(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ]) ∗ Î] ∗1 T ′1

)
) = −I2(b ∗2

(
[(γ ∗ [(v2 ∗2 Î ′2) ∗ T ]) ∗ Î] ∗2 T ′2

)
) ≡

[
−(a ∗1

(
[(γ ∗ [(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ]) ∗ Î] ∗1 T ′1

)
) ∗1 Î ′1

]
∗2 T ′2 =

= b ∗2

(
[(γ ∗ [(v2 ∗2 Î ′2) ∗ T ]) ∗ Î] ∗2 T ′2

)
≡

(en particular, para todo γ ∈ R− {S})

≡ [v2 ∗2 Î ′2] ∗ T = γ−I∗

∗
[([

b−I′2 ∗2

([
−(a ∗1

(
[(γ ∗ [(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ]) ∗ Î] ∗1 T ′1

)
) ∗1 Î ′1

]
∗2 T ′2

)]
∗2 Î ′2

)
∗ T

]
.

Con lo cual, el resultado se tendrá si encontramos γ ∈ R−{S} tal que se verifique

la siguiente ecuación, a la que denotaremos por (3):
(
[(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I

)
∗

([(
−b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]

)
∗2 Î ′2

]
∗ T

)
= γ−I∗
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∗
[([

b−I′2 ∗2

([
−(a ∗1

(
[(γ ∗ [(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ]) ∗ Î] ∗1 T ′1

)
) ∗1 Î ′1

]
∗2 T ′2

)]
∗2 Î ′2

)
∗ T

]
.

Aśı pues se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 2.3.20. Si la isotoṕıa utilizada en la construcción de πbxby es tal que

para todos a ∈ R y b ∈ R − {S}, existe γ ∈ R − {S} que verifique la ecuación (3),

entonces, en el caso de que existiera un isovector −̂→v = ((v̂1)1, (v̂2)2), tal que para

todos Â ∈ r y γ ∈ R se verificase que Â+̂γ̂•̂−̂→v ∈ r, debe cumplirse que −̂→v tiene la

misma dirección que:

a) El isovector −̂→u0 de afijo (Î ′1, (α̂)2), si b 6= S.

b) El isovector −̂→u0 de afijo (Ŝ, Î ′2), si b = S.

En definitiva, la recta está asociada a un único isovector director principal −̂→u0.

¤

En particular, si imponemos que la operación ∗ sea asociativa en VT , la ecuación

(3) es equivalente a la siguiente:
(
[(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I

)
∗

([(
−b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]

)
∗2 Î ′2

]
∗ T

)
=

= γ−I ∗
[([

b−I′2 ∗2

([
−(a ∗1

(
[γ ∗ (v1 ∗1 Î ′1)] ∗1 T ′1

)
) ∗1 Î ′1

]
∗2 T ′2

)]
∗2 Î ′2

)
∗ T

]
.

Imponiendo también que la operación ∗1 sea asociativa en el espacio vectorial

VT1′ generado por R, R̂ y T ′
1, haciendo uso de la operación ∗1, la anterior expresión

es equivalente a la siguiente:
(
[(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I

)
∗

([(
−b−I′2 ∗2 [(a ∗1 Î ′1) ∗2 T ′2]

)
∗2 Î ′2

]
∗ T

)
=

= γ−I ∗
[([

b−I′2 ∗2

([
−a ∗1 [γ ∗ (v1 ∗1 Î ′1)]

]
∗2 T ′2

)]
∗2 Î ′2

)
∗ T

]
.

A continuación imponemos que la operación ∗2 sea asociativa en VT ′2 , obteniendo

que la expresión anterior es equivalente a:
(
[(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I

)
∗

([
−b−I′2 ∗2 (a ∗1 Î ′1)

]
∗ T

)
=
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= γ−I ∗
[(

b−I′2 ∗2

[
−a ∗1 [γ ∗ (v1 ∗1 Î ′1)]

])
∗ T

]
.

Usando de nuevo la asociatividad de ∗ en VT resulta que buscamos la igualdad:
(
[(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗ (Î ′1 ∗ T )−I

)
∗

[
−b−I′2 ∗2 (a ∗1 Î ′1)

]
=

= γ−I ∗
(
b−I′2 ∗2

[
−a ∗1 [γ ∗ (v1 ∗1 Î ′1)]

])
≡

≡ [(v1 ∗1 Î ′1) ∗ T ] ∗
[
−b−I′2 ∗2 (a ∗1 Î ′1)

]
= (Î ′1 ∗ T ) ∗ γ−I ∗

(
b−I′2 ∗2

[
−a ∗1 [γ ∗ (v1 ∗1 Î ′1)]

])
.

Imponemos ahora además la conmutatividad de ∗ en VT , lo cual, unido a la aso-

ciatividad de ∗ en dicho conjunto, da lugar a que la ecuación anterior sea equivalente

a la siguiente:

(4)
{

[γ ∗ (v1 ∗1 Î ′1)] ∗
[
−b−I′2 ∗2 (a ∗1 Î ′1)

]
=

(
b−I′2 ∗2

[
−a ∗1 [γ ∗ (v1 ∗1 Î ′1)]

])
∗ Î ′1

}
.

En definitiva llegamos a los siguientes resultados:

Corolario 2.3.21. Si la construcción de πbxby se hace uso de un levantamiento

isotópico para el cual:

a) ∗, ∗1 y ∗2 son asociativas en VT , VT ′1 y VT ′2, respectivamente.

b) ∗ es conmutativa en VT .

c) Para todos a ∈ R y b ∈ R − {S}, existe γ ∈ R − {S} tal que se verifica la

ecuación (4).

entonces se satisface la tesis de la Proposición 2.3.20. ¤

Corolario 2.3.22. En las condiciones del Corolario 2.3.5 se satisface la tesis de la

Proposición 2.3.20.

Demostración.

El resultado es evidente haciendo uso del Corolario 2.3.21 y teniendo en cuenta

que, bajo las hipótesis impuestas, ∗ ≡ ∗1 ≡ ∗2 ≡ × y VT = VT ′1 = VT ′2 = R. ¤

Todo lo anterior nos permite dar a continuación las nociones de isoperpendicu-

laridad e isoparalelismo entre rectas de πbxby:
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Definición 2.3.23. En las condiciones de la Definición 2.3.15, dos rectas en πbxby se

dirán (iso)perpendiculares si lo son sus isovectores directores principales respectivos.

Se dirán paralelas si sus isovectores directores principales tienen la misma dirección.

Ejemplo 2.3.24. En las condiciones del Ejemplo 2.3.6 y siguiendo las notaciones

alĺı utilizadas, se tiene que las rectas r̂1 ≡ (x̂)1 = Ŝ = 0̂ y r̂2 ≡ (ŷ)2 = 0̂ son

(iso)perpendiculares, pues tienen como isovectores directores principales a −̂→u y a
−̂→v , que son (iso)perpendiculares entre śı. En cambio las rectas ŝ1 ≡ (3̂)1 ×1 (x̂)1 −
(2̂)2 ×2 (ŷ)2 = 0̂ y ŝ2 ≡ (3̂)1 ×1 (x̂)1+̂(2̂)2 ×2 (ŷ)2 = 0̂ son perpendiculares, pero

no son isoperpendiculares, al tener esta misma relación sus respectivos isovectores

directores principales, −̂→a y
−̂→
b . Por último, indicar por ejemplo que la recta r̂1 es

paralela a todas las rectas de la forma (x̂)1 = â, con a ∈ R. C

Por construcción llegamos entonces de forma inmediata al siguiente resultado:

Corolario 2.3.25. En el caso de que un par de rectas de πbxby sean a su vez isorrectas

de πbxby, se verifica que:

a) En las condiciones del Corolario 2.3.17, las isorrectas anteriores son perpen-

diculares en πbxby si y sólo si son perpendiculares en πxy las rectas de las que se

levantan isotópicamente.

b) En las condiciones de la Definición 2.3.15, si además se tiene que, con las

notaciones usuales, ¤ ≡ •, entoces, las isorrectas anteriores son isoparale-

las en πbxby si y sólo si son paralelas en πxy las rectas de las que se levantan

isotópicamente.
¤

Todos los conceptos y resultados sobre rectas e isorrectas en el nivel isotópico,

tienen sus equivalentes en el nivel de proyección. Veamos un ejemplo en dicho nivel:

Ejemplo 2.3.26. En las condiciones del Ejemplo 2.3.24, se tiene que las rectas

r̂1 ≡ x = 0 y r̂2 ≡ y = 0 son (iso)perpendiculares, pues tienen como isovectores

directores principales a −̂→u y a −̂→v , que son (iso)perpendiculares entre śı. En cambio

las rectas ŝ1 ≡ 3
2
× x− 2

3
× y = 0 y ŝ2 ≡ 3

2
× x + 2

3
× y = 0 son perpendiculares, pero
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no son isoperpendiculares, al tener esta misma relación sus respectivos isovectores

directores principales, −̂→a y
−̂→
b . Por último, indicar por ejemplo que la recta r̂1 es

paralela a todas las rectas de la forma x = a, con a ∈ R.

Figura 2.15: Par de rectas perpendiculares en πbxby que no son isoperpendiculares.

Por otra parte, en las condiciones del Ejemplo 2.3.18 y teniendo en cuenta los

resultados alĺı obtenidos, la proyección de la recta r̂ en πbxby (esto es, r̂ ≡ y = 2× x)

tiene como isovector director principal a aquél de afijo (1, 4), mientras que el isovec-

tor director principal de ŝ ≡ x = 2× y tiene por afijo a (1, 1). Indiquemos también

que tanto r̂ como ŝ son isorrectas, al ser proyecciones de levantados isotópicos de

las rectas r y s dadas en el Ejemplo 2.3.13.

Finalmente, cabe señalar también que, al igual que ocurŕıa en el nivel isotópico,

en las condiciones del Ejemplo 2.3.14 no podemos definir el isovector director prin-

cipal de una recta en el nivel de proyección, al no cumplirse la condición necesaria

para ello, tal y como vimos en el Ejemplo 2.3.18. Comentar además que, siguiendo

las notaciones del Ejemplo 2.3.14, r̂ ≡ {
y = 1

x
: x ∈ R} ∪ {(0, 0)} no es una recta

en πbxby, si bien podemos afirmar que śı es una isorrecta, al ser levantado isotópico

de la recta r en πxy. C

Un último concepto a tratar en esta sección es el siguiente:

Definición 2.3.27. Se llamará isocircunferencia Ŝ1 en πbxby al levantado isotópico

punto a punto de la circunferencia S1 en el nivel convencional. Esto es,

Ŝ1 = I ({x ∈ πxy : |x| = 1}) = I
({

x = (x1, x2) ∈ πxy : x2
1 + x2

2 = 1
})

.

Se llamará isocircunferencia general Ŝ1∗ en πbxby al levantado isotópico punto a

punto de la circunferencia S1 de radio unidad en el nivel general. Esto es, con las
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notaciones usuales,

Ŝ1∗ = I
({

x = (x1, x2) ∈ πxy : x1 ∗1 δ′1 ∗1 x1 ? x2 ∗2 δ′2 ∗2 x2 = I
})

=
{

x̂ ∈ πbxby : |̂x̂̂| = Î
}

.

Por último, se llamará circunferencia en πbxby al conjunto de puntos

S1
b× =

{
x̂ ∈ πbxby : |x̂| = Î

}
.

Análogamente se tienen los correspondientes conceptos en el nivel de proyección.

Ejemplo 2.3.28. En las condiciones del Ejemplo 2.3.3 se tiene que:

Ŝ1 = I
({

X = (x1, x2) ∈ πxy : x2
1 + x2

2 = 1
})

=
{

x̂ = ((â)1, I2((1− a2)1/2)) ∈ πbxby
}

.

Ŝ1 =
{

Â = (2a, 3(1− a2)1/2) ∈ πbxby
}

.

Ŝ1∗ = I
({

X = (x1, x2) ∈ πxy : 2× x2
1 + 3× x2

2 = 1
})

=

=
{

Â = ((â)1, I2((
1− 2× a2

3
)1/2)) ∈ πbxby

}
.

Ŝ1∗ =
{

Â = (2a,
√

3(1− 2× a2)1/2) ∈ πbxby
}

.

S1
b× =

{
X̂ = ((x̂1)1, (x̂2)2) ∈ πbxby : (x̂2

1)1 + (x̂2
2)2 = 1̂

}
=

=
{

X̂ = (x̂1)1, (x̂2)2) ∈ πbxby : 2x2
1 + 3x2

2 = 25
}

=
{

Â = ((â)1, I2((
25− 2a2

3
)1/2)) ∈ πbxby

}
.

S1
b× =

{
Â = (2a,

√
3(25− 2a2)1/2) ∈ πbxby

}
.

Cabe observar que los conjuntos de puntos que se han obtenido en el nivel de

proyección pueden identificarse con elipses convencionales. Aśı Ŝ1 puede identificarse

con una elipse de semiejes 2 y 3, Ŝ1∗ puede identificarse con una elipse de semiejes√
2 y

√
3 y finalmente, S1

b× puede identificarse con una elipse de semiejes 5
√

2 y 5
√

3.
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Figura 2.16: Circunferencias isotópicas.
C

Ejemplo 2.3.29. Bajo las condiciones del Ejemplo 2.3.14, se obtiene que:

Ŝ1 =
{

x̂ = ((â)1, I2((1− a2)1/2)) ∈ πbxby
}

.

Ŝ1 =
{

Â = (
1
a
, (1− a2)−3/2) ∈ πbxby : a 6∈ {−1, 0, 1}

}
∪ {(0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0)}.

Ŝ1∗ = I
({

X = (x1, x2) ∈ πxy : 1 +
1
x2

2

= 1
})

= ∅ = Ŝ1∗ .

S1
b× =

{
X̂ = (x̂1)1, (x̂2)2) ∈ πbxby :

1
x1

+
1
x3

2

= 1, x1 6= 0 6= x2

}
∪{((0̂)1, (1̂)2), ((1̂)1, (0̂)2)} =

=
{

((â)1, I2((
a

a− 1
)1/3)) ∈ πbxby : 0 6= a 6= 1

}
∪ {((0̂)1, (1̂)2), ((1̂)1, (0̂)2)}.

S1
b× =

{
(
1
a
, 1− 1

a
) ∈ πbxby : a 6= 0

}
∪ {(0, 1), (1, 0)} ≡ y = 1− x.

Figura 2.17: Circunferencias isotópicas.
C



Caṕıtulo 3

CÁLCULO ISODIFERENCIAL

Al utilizar el cálculo diferencial convencional en aplicaciones f́ısicas de la isoteoŕıa que

hacen uso de isoespacios isométricos, se fue observando que dicho cálculo depende

de la unidad básica I de una manera impĺıcita y que tal dependencia es no trivial

en el caso de isounidades, pues en general, dÎ(x, dx, d2x, t, T, ...) 6= 0.

En 1996, Santilli [43] publica por primera vez su estudio sobre cálculo isodife-

rencial, donde resuelve la serie de inconsistencias surgidas al tratar anaĺıticamente

diferentes isoespacios a partir del cálculo diferencial convencional. De esta forma, la

presentación de su trabajo fue posterior al estudio sobre isovariedades isodiferencia-

bles realizado por Tsagas y Sourlas en 1993 [50].

Con vistas por tanto a abordar el estudio del levantamiento isotópico de las va-

riedades diferenciables mediante el cálculo isodiferencial sobre isoespacios isométri-

cos, no realizado hasta la fecha, trataremos pues previamente en este Caṕıtulo de

analizar dicho cálculo desde el punto de vista del MCIM, haciendo uso de ∗-leyes

genéricas. Se irá comprobando además que este último modelo generaliza coherente-

mente los resultados ya obtenidos en isoteoŕıa.

Se estudiarán las nociones de isodiferenciales e isoderivadas de isofunciones. Se

dará una importante cantidad de ejemplos al respecto y se desarrollarán algunos

resultados genéricos sobre cálculo isodiferencial, que serán útiles posteriormente a

la hora de abordar el estudio de isovariedades isodiferenciables.

49
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3.1. Isodiferenciales de primer orden

Pasamos pues a analizar la solución que presenta Santilli para evitar las inconsis-

tencias que provoca el uso del cálculo diferencial convencional en la isoteoŕıa. Como

habitualmente se presenta dicho cálculo, éste no parece depender de una unidad

básica. Sin embargo, esto no es exacto, ya que el cálculo diferencial ha resultado

depender esencialmente de dicha unidad básica y, más aún, para una consistencia

axiomática, ésta debe coincidir con la unidad básica del espacio en el que estemos

trabajando.

El nuevo cálculo propuesto por Santilli fue presentado por primera vez en el

International Workshop on Differential Geometry and Lie algebras, organizado por el

Departamento de Matemáticas de la Universidad de Aristotle en Tesalónica (Grecia),

en Diciembre de 1994. En 1996, apareceŕıa por primera vez en la literatura en un

suplemento al Rendiconti del Circolo matematico di Palermo (véase [43]).

Santilli dio en este trabajo la definición de las isodiferenciales y las isoderivadas

de una isofunción, situándose dentro de un espacio isoeucĺıdeo y distinguiendo entre

isocoordenadas covariantes y contravariantes. Destacaba que la generalización que

propońıa del cálculo diferencial convencional se diferenciaba de otras ya existentes

(como el cálculo exterior de Cartan) en el hecho de que se fundamentaba en la

unidad subyacente al sistema. De hecho, tal unidad se generalizaba al definir el

cálculo isodiferencial, lo cual no ocurŕıa en ninguna otra generalización del cálculo

convencional.

Pretendemos dar en esta sección unas nociones básicas del cálculo isodiferencial

de Santilli, aunque generalizadas al caso del MCIM y haciendo distinción entre los

niveles isotópico y de proyección, si bien analizaremos con mayor profundidad este

último. Basaremos nuestro estudio en un espacio isoeucĺıdeo n-dimensional Ê =

Ê(−̂→x , δ′, R̂), levantado isotópico de clase III del espacio eucĺıdeo convencional n-

dimensional E = E(−→x , δ,R), donde δ = diagn(+1, ..., +1). Supondremos el caso

general según el cual δ′ podrá ser cualquier matriz simétrica, no necesariamente

diagonalizable.

En primer lugar debemos tener establecido el isocuerpo base R̂. Supongamos

por tanto que dicho isocuerpo se obtiene a partir de los elementos de isotoṕıa ?, Ŝ, ∗
(de unidad I en el conjunto general correspondiente V ) e Î. Para evitar extender la

Memoria, supondremos además que en el levantamiento isotópico de Rn, únicamente
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se hace uso de las leyes ? y ∗ en cada una de sus componentes.

Ya hemos hecho notar en el caṕıtulo precedente la variación realizada en el

estudio de una isométrica, respecto a la propuesta de Santilli en [35]. Este hecho

va a influir también en el desarrollo teórico del cálculo isodiferencial. En concreto,

mientras Santilli hace uso del producto usual entre matrices, nosotros utilizaremos

el isoproducto ×̂, asociado a la ley ∗.
Lo anterior se va a reflejar en la distinción que realiza Santilli en su estudio en-

tre coordenadas e isocoordenadas covariantes ({x1, ..., xn}, {x̂1, ..., x̂n} y {x̂1, ..., x̂n},
respectivamente) y contravariantes ({x1, ..., xn}, {x̂1, ..., x̂n} y {x̂1

, ..., x̂
n}, respecti-

vamente).

Ambos tipos de isocoordenadas están relacionados a través de la expresión:

x̂k = δ′kj x̂
j
.

Ahora bien, Santilli considera el producto usual de matrices en el miembro de la

derecha de la expresión anterior. Esto es, x̂k = δ′kj × x̂
j
. Sin embargo, x̂k y x̂

j
son

elementos de R̂ para todo k, j ∈ {1, ..., n}, con lo cual, desde el punto de vista más

general del MCIM, el producto anterior no es siempre coherente.

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la proyección isotópica R̂ = Im(C), asociada a los

elementos ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗ ≡ · (el producto entre complejos) e Î = i.

Supongamos a continuación que estamos trabajando en el plano eucĺıdeo πxy y

que estamos interesados en la isométrica:

δ′ =

(
i 0

0 i

)
.

Atendiendo a la construcción del caṕıtulo precedente, encontraremos los elemen-

tos:

T ′ = −δ′ = −Î ′.

Obtenemos de esta forma el plano isoeucĺıdeo Im(C) × Im(C), a partir de la

proyección isotópica:

(a, b) → (ai, bi).
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Por otra parte, cabe indicar que la relación existente en este caso entre las iso-

coordenadas covariantes y contravariantes seŕıa:

x̂1 = i x̂
1
, x̂2 = i x̂

2
.

Obsérvese que, si consideramos el producto · en las expresiones anteriores, ob-

tendŕıamos que, o bien x̂k, o bien x̂
k
, no perteneceŕıan a R̂ = Im(C). C

Para evitar esto, nuestra propuesta es tener en cuenta la construcción de la

isométrica realizada en el caṕıtulo precedente. En particular, si atendemos a la

isométrica δ′ buscada, se tendrá que la isounidad y el elemento isotópico utilizados

serán, respectivamente:

Î ′ = δ′ · δ−I =
(
Î ′

j

i

)n

i,j=1
; T ′ = Î ′

−I′
= δ · δ′−I′

=
(
T ′j

i

)n

i,j=1
.

La proyección isotópica de Rn asociada a la isounidad anterior, que generaliza la

vista en el caṕıtulo precedente y que sigue la propuesta de Santilli en [43], será en-

tonces:

(x̂
1
, ..., x̂

n
) = (x1, ..., xn) · Î ′ =

(
n∑

i=1

xi ∗ Î ′
1

i , ...,

n∑
i=1

xi ∗ Î ′
n

i

)
,

donde, en este caso, · indica el producto entre matrices, atendiendo a la ley ∗ común

a cada uno de los elementos que intervienen.

En particular, las isotoṕıas de cada componente Rk ≡ R en Rn, para todo k ∈
{1, ..., n}, vendrán dadas como:

π ◦ I′k(x
k) =

n∑
i=1

xi ∗ Î ′
k

i .

Podemos considerar entonces la relación entre isocoordenadas covariantes y con-

travariantes de la siguiente forma:
(
x̂1, ..., x̂n

)
= δ′

(
x̂

1
, ..., x̂

n
)

=
(
δ · Î ′

)(
(x1, ..., xn) · Î ′

)
.

Para lograr un elemento en R̂
n

, tomemos entonces el isoproducto ·̂ ≡ ·T ′·, que

tendrá a Î ′ = δ′ como unidad. Se obtiene aśı:

(
x̂1, ..., x̂n

)
=

(
δ · (x1, ..., xn)

) · Î ′ =
(

n∑
i=1

δi
1 ∗ xi, ...,

n∑
i=1

δi
n ∗ xi

)
· Î ′ =
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=

(
n∑

j=1

(
n∑

i=1

δi
j ∗ xi

)
∗ Î ′

1

j , ...,

n∑
j=1

(
n∑

i=1

δi
j ∗ xi

)
∗ Î ′

n

j

)
.

Esta construcción generaliza la que a su vez origina la definición del isoproducto

isoescalar, visto en el caṕıtulo precedente.

Obsérvese que en caso de ser S = 0 e I = 1, las isocoordenadas covariantes

equivaldrán a las contravariantes. Esto ocurre en concreto en el Ejemplo 3.1.1.

No obstante, podemos obtener un caso más general en el que ambas isocoor-

denadas coincidan. Para ello, impondremos una condición más al conjunto general

V . En concreto, basta tener en cuenta que, atendiendo al MCIM, en el conjunto

general V , la estructura (Rn, ?, ∗) debe ser del mismo tipo que (R, +,×), pudiendo

en particular estar dotada de métrica. Imponiendo entonces que esta métrica sea

δ, obtendremos que las coordenadas covariantes y contravariantes en el nivel con-

vencional coinciden con las correspondientes en el nivel general. De hecho, fijado

j ∈ {1, ..., n}:
n∑

i=1

δi
j ∗ xi = xj.

Dado que en el espacio eucĺıdeo de partida, xk = xk, para todo k ∈ {1, ..., n}, se

obtendrá entonces de la misma forma que, en el nivel de proyección, x̂k = x̂
k
, para

todo k ∈ {1, ..., n}.
Debido a esto, prescindiremos a partir de ahora de la distinción entre isocoor-

denadas covariantes y contravariantes, restringiendo por tanto nuestro estudio al

levantamiento isotópico de Rn dado por:

(x̂1, ..., x̂n) =

(
n∑

i=1

xi ∗ Î ′
1

i , ...,

n∑
i=1

xi ∗ Î ′
n

i

)
.

Con todo lo anterior, podemos dar ya la siguiente:

Definición 3.1.2. Para cada k ∈ {1, ..., n}, se definen las isodiferenciales de primer

orden sobre Ê y sobre Ê, respectivamente, como:

d̂x̂k = (d̂xk)k; d̂x̂k = d̂x̂k =
n∑

i=1

dxi ∗ Î ′
k

i .



54 CAPÍTULO 3. CÁLCULO ISODIFERENCIAL

En las expresiones de la definición anterior, dxk denota la correspondiente dife-

rencial de primer orden en el nivel convencional. Además, al hacer uso la definición

anterior de la ley ∗, generalizamos la propuesta por Santilli en [43], en la que ∗ ≡ ×.

En este caso concreto, se cumple que Î ′ = δ′ = T−1.

Por otra parte, en el caso en que ∗ ≡ × para todo i ∈ {1, ..., n} y δ′ = δ =

diagn(+1, ..., +1), se tendrá que, para todo k ∈ {1, ..., n}, d̂x̂k = dxk, lo cual prueba

que la construcción propuesta por Santilli y la que hemos indicado en la Definición

3.1.2 generalizan coherentemente el caso convencional.

Veamos a continuación algunos ejemplos de isodiferenciales de primer orden. En

ellos aparecerán, respectivamente, una isométrica no diagonal, una diagonal y una

dependiente del factor coordenada. Las construcciones realizadas serán utilizadas a

su vez en ejemplos posteriores:

Ejemplo 3.1.3. Sea E3(x, δ,R) el espacio eucĺıdeo tridimensional convencional, de

métrica δ = diag(1, 1, 1). Supongamos que en la construcción del isocuerpo base R̂
hemos utilizado, con las notaciones usuales, los elementos ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗ ≡ × e

Î = 5.

Consideremos a continuación el espacio isoeucĺıdeo Ê3(x̂, δ′, R̂), donde:

δ′ =




1 −3 2

−3 3 −1

2 −1 0


 .

Tendremos entonces, en particular, que Î ′ = δ′, siendo:

T ′ = Î ′
−1

=




1 2 3

2 4 5

3 5 6


 .

La proyección isotópica viene entonces dada como:

(x1, x2, x3) → (x1 − 3x2 + 2x3,−3x1 + 3x2 − x3, 2x1 − x2),
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cuyo efecto en R3 podemos ver, por ejemplo, en la figura siguiente:

Figura 3.1: Proyecciones de las superficies z = 0 y z = x2.

Las isodiferenciales de primer orden en el nivel de proyección serán en este caso:

d̂x̂1 = dx1 − 3dx2 + 2dx3; d̂x̂2 = −3dx1 + 3dx2 − dx3; d̂x̂3 = 2dx1 − dx2. C

Ejemplo 3.1.4. Utilizando los mismos elementos de isotoṕıa que en el ejemplo

anterior, consideremos en este caso el isoespacio Ê3(x̂, δ′, R̂), donde:

δ′ =




1
2

0 0

0 2 0

0 0 1


 .

Tendremos entonces, en particular, que Î ′ = δ′, siendo:

T ′ = δ′−1
=




2 0 0

0 1
2

0

0 0 1


 .

Las isodiferenciales de primer orden en el nivel de proyección serán en este caso:

d̂x̂1 =
1
2
dx1; d̂x̂2 = 2dx2; d̂x̂3 = dx3 C
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Ejemplo 3.1.5. Sea Ê3(x̂, δ̂′, R̂), construido a partir de un levantamiento isotópico

en el que, con las notaciones usuales, ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗ ≡ ∗1 ≡ ∗2 ≡ ∗3 ≡ ×, Î ′2 = 1,

Î ′3 = 2 e Î = Î ′1 =

{
1 , si x = 0,
1
x2 , si x 6= 0.

}
.

Será en este caso:

T ′ = T ′(x) =








1 0 0

0 1 0

0 0 1
2


 , si x = 0,




1
x2 0 0

0 1 0

0 0 1
2


 , si x 6= 0.





.

La proyección isotópica viene entonces dada como:

(x1, x2, x3) →
{

(0, x2, 2x3) , si x1 = 0,

(1/x1, x2, 2x3) , si x1 6= 0.

}
.

Figura 3.2: Proyecciones de las superficies z = 0 y z = x2.

Las isodiferenciales de primer orden en el nivel de proyección serán en este caso:

d̂x̂1 = dx1; d̂x̂2 = dx2; d̂x̂3 = 2dx3. C
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3.2. Isoderivadas de primer orden

Pasamos a dar a continuación la noción de isoderivada de una isofución respecto

a cada isocoordenada:

Definición 3.2.1. Sea f̂ : D̂ ⊆ R̂n → R̂ una isofunción en Ê, siendo D̂ cerrado en

R̂n. Se define entonces la isoderivada de f̂ respecto a la isocoordenada x̂k como:

∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

=
̂(
∂f(−→x )

∂xk

)

k

.

Se definirá en Ê la isoderivada de f̂ respecto a la isocoordenada x̂k como:

∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

=
∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

=
∂f(−→x )

∂xi
∗ Î ′

k

i .

Ahora, dado −̂→u ∈ D̂, se define la isoderivada de f̂ respecto a x̂k en −̂→u como:

(
∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

)

|bxk=buk

=
̂((

∂f(−→x )
∂xk

)

xk=uk

)

k

.

En Ê se definirá la isoderivada de f̂ respecto a x̂k en −̂→u como:

 ∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k



|bxk=buk

=

(
∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

)

|bxk=buk

=

(
n∑

i=1

∂f(−→x )
∂xi

∗ Î ′
k

i

)

|xk=uk

.

Obsérvese entonces que, en el caso en el que sea ∗ ≡ × para todo j ∈ {1, ..., n},
siendo además Î = +1 y δ′ = δ = diagn(+1, ..., +1), se tiene que:

∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

=
∂f(−→x )

∂xk
.

Esto prueba que el concepto convencional de derivación de una función es un

caso particular del concepto de isoderivación que propone Santilli.
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Definición 3.2.2. Sea f̂ = f̂(−̂→x ) una isofunción definida en un dominio cerrado

D̂. Se dirá entonces que f̂ es isodiferenciable en un subconjunto Ĉ ⊆ D̂ si existe la

isoderivada de f̂ respecto a cada una de sus isocoordenadas en todos los puntos de

Ĉ.

Análogamente, f̂ se dirá isodiferenciable en Ĉ ⊆ D̂ si existe la isoderivada de f̂

respecto a cada una de sus isocoordenadas en todos los puntos de Ĉ.

Llegamos de esta forma al siguiente resultado, inmediato por construcción:

Proposición 3.2.3. En las condiciones de la definición anterior se tiene que:

a) Para k ∈ {1, ..., n}, existe la isoderivada de f̂ respecto a la isocoordenada k-

ésima si y sólo si existe la derivada de f respecto a la coordenada k-ésima.

Por tanto, f̂ es isodiferenciable en Ĉ ⊆ D̂ si y sólo si f es diferenciable en

C ⊆ D.

b) f̂ es isodiferenciable en Ĉ si y sólo si f̂ es isodiferenciable en Ĉ. ¤

Veamos a continuación algunos ejemplos acerca del concepto de isodiferenciabi-

lidad de una isofunción:

Ejemplo 3.2.4. En las condiciones del Ejemplo 3.1.3, consideremos en el nivel

convencional las funciones:

f(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2; g(x1, x2, x3) = x1x2x
2
3; h(x1, x2, x3) =

x1x2

x3

.

Todas están definidas en R3 salvo h, que lo está en R3−{(x, y, z) ∈ R3 : z = 0},
siendo sus derivadas usuales:

∂f(x)

∂x1

= 2x1;
∂f(x)

∂x2

= 2x2;
∂f(x)

∂x3

= 0;

∂g(x)

∂x1

= x2x
2
3;

∂g(x)

∂x2

= x1x
2
3;

∂g(x)

∂x3

= 2x1x2x3;

∂h(x)

∂x1

=
x2

x3

;
∂h(x)

∂x2

=
x1

x3

;
∂h(x)

∂x3

= x1x2 ln |x3|.
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A continuación consideramos las isofunciones asociadas a f, g y h en el nivel de

proyección:

f̂(x1, x2, x3) = 5
(
(x1 + 2x2 + 3x3)

2 + (2x1 + 4x2 + 5x3)
2
)
,

ĝ(x1, x2, x3) = 5
(
(x1 + 2x2 + 3x3)(2x1 + 4x2 + 5x3)(3x1 + 5x2 + 6x3)

2
)
,

ĥ(x1, x2, x3) = 5
(x1 + 2x2 + 3x3)(2x1 + 4x2 + 5x3)

3x1 + 5x2 + 6x3

.

Las isoderivadas de dichas isofunciones serán entonces:

∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂1

= 2x1 − 6x2;
∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂2

= −6x1 + 6x2;
∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂3

= 4x1 − 2x2;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂1

= x2x
2
3 − 3x1x

2
3 + 4x1x2x3;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂2

= −3x2x
2
3 + 3x1x

2
3 − 2x1x2;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂3

= 2x2x
2
3 − x1x

2
3;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂1

=
x2

x3
− 3x1

x3
+ 2x1x2 ln |x3|; ∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂2

= −3x2

x3
+

3x1

x3
− x1x2 ln |x3|;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂3

= 2x2x
2
3 − x1x

2
3.

Para finalizar este ejemplo debemos indicar que, atendiendo a la Proposición

3.2.3, las isofunciones f̂ y ĝ son isodiferenciables en R̂3 y las isofunciones f̂ y ĝ son

isodiferenciables en R̂3, siendo por su parte ĥ y ĥ isodiferenciables en R̂3−{(â, b̂, 0̂) ∈
R̂3} y en R̂3 − {(â, b̂, 0̂) ∈ R̂3}, respectivamente. C

Ejemplo 3.2.5. En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, consideramos las isofun-

ciones asociadas a las funciones f, g y h del ejemplo anterior:

f̂(x1, x2, x3) = 5
(
(2x1)

2 + (
x2

2
)2

)
,

ĝ(x1, x2, x3) = 5g(x1, x2, x3),

ĥ(x1, x2, x3) = 5h(x1, x2, x3).
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En esta ocasión, las isoderivadas de las isofunciones que hemos mencionado son

las siguientes:

∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂1

= x1;
∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂2

= 4x2;
∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂3

= 0̂ = 0;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂1

=
1
2
x2x

2
3;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂2

= 2x1x
2
3;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂3

= 2x1x2x3;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂1

=
x2

2x3
;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂2

=
2x2

x3
;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂3

= x1x2 ln |x3|.

Indicar por último que la isodiferenciabilidad de las isofunciones anteriores coin-

cide con la estudiada bajo las condiciones del Ejemplo 3.2.4, teniendo en cuenta

que por la Proposición 3.2.3, dicha isodiferenciabilidad sólo depende de la corres-

pondiente diferenciabilidad de las funciones de las que se levantan isotópicamente

las anteriores isofunciones. C

Ejemplo 3.2.6. En las condiciones del Ejemplo 3.1.5, consideramos las isofun-

ciones asociadas a las funciones f, g y h del Ejemplo 3.2.4:

f̂(x1, x2, x3) =

{
5x2

2 , si x1 = 0,

5
(

1
x2
1

+ x2
2

)
, si x1 6= 0.

}
,

ĝ(x1, x2, x3) =

{
0 , si x1 = 0,

5x2
x2
3

4x1
, si x1 6= 0.

}
,

ĥ(x1, x2, x3) =

{
0 , si x1 = 0,

10 x2

x1x3
, si x1 6= 0.

}
.

En esta ocasión, las isoderivadas de las isofunciones que hemos mencionado son

las siguientes:

∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂1

=

{
0, si x1 = 0
1

2x1
, si x1 6= 0

}
;

∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂2

= 2x2 = (2̂)2×̂2(x̂2)2;
∂̂f̂(x̂)

∂̂x̂3

= 0̂ = 0;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂1

=

{
0, si x2x

2
3 = 0

1
x2x2

3
, si x2x

2
3 6= 0

}
;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂2

= x1x
2
3;

∂̂ĝ(x̂)

∂̂x̂3

= 4x1x2x3;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂1

=

{
0, si x2 = 0
x3
x2

, si x2 6= 0

}
;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂2

=
x1

x3
;

∂̂ĥ(x̂)

∂̂x̂3

= 2x1x2 ln |x3|;
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Nuevamente, la isodiferenciabilidad de las isofunciones anteriores coincide con

la estudiada bajo las condiciones del Ejemplo 3.2.4. C

3.2.1. Resultados generales

Las distintas definiciones que hemos visto hasta ahora nos introducen ya en el

cálculo isodiferencial. Cabe indicar además que, si prescindimos de la construcción

de la isométrica, las definiciones de isodiferencial e isoderivada en R̂
n

, puede darse

directamente para isotoṕıas de cualquier clase, sin más que atender a la isounidad(
Î ′

j

i

)n

i,j=1
correspondiente. Basta tener en cuenta las definiciones:

x̂k =
n∑

i=1

xi ∗ Î ′
k

i

d̂x̂k =
n∑

i=1

dxi ∗ Î ′
k

i

∂̂f̂

∂̂x̂k

=
n∑

i=1

∂f

∂xi

∗ Î ′
k

i

Una vez llegado a este punto de nuestro estudio, nos centraremos en el nivel de

proyección, pues el isotópico es isomorfo al convencional. Cabe destacar entonces el

siguiente resultado:

Proposición 3.2.7. Supongamos que el levantamiento isotópico utilizado en la con-

strucción de R̂ sea compatible respecto + y × (las operaciones usuales en R). Dadas

entonces f̂ y ĝ, dos isofunciones definidas en un mismo dominio cerrado D̂, se

cumple que:

a) Para todo −̂→x ∈ D̂:

∂̂
(
f̂+̂ĝ

)
(−̂→x )

∂̂x̂k

=
∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

+̂
∂̂ĝ(−̂→x )

∂̂x̂k

.
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∂̂
(
f̂×̂ĝ

)
(−̂→x )

∂̂x̂k

=
∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

×̂
(

ĝ(−̂→x )
)

k

+̂
(

f̂(−̂→x )
)

k

×̂ ∂̂ĝ(−̂→x )

∂̂x̂k

.

b) Si ĝ(−̂→x ) 6= 0 ∗ Îk en Ĉ ⊆ D̂, entonces, para todo −̂→x ∈ Ĉ:

∂̂ĝ
−bI

(−̂→x )

∂̂x̂k

= −
b∂bg(c−→x )

b∂bxk

(
ĝ(x̂)

)b2
k

.

∂̂

(
bf(c−→x )

bg(c−→x )

)

∂̂x̂k

=

(
b∂ bf(c−→x )

b∂bxk

×̂
(

ĝ(−̂→x )
)

k

)
−

((
f̂(−̂→x )

)

k

×̂ b∂bg(c−→x )

b∂bxk

)

(
ĝ(x̂)

)b2
k

.

Demostración.

Obsérvese que la compatibilidad respecto a + y × implica la equivalencia entre

los niveles isotópico y general en la restricción al espacio vectorial inicial. De esta

forma, el resultado se tiene por construcción inmediatamente a partir del análogo

convencional. Aśı por ejemplo, la primera de las expresiones indicadas se obtiene de

la siguiente forma:

Para todo −̂→x ∈ D̂:

∂̂
(
f̂+̂ĝ

)
(−̂→x )

∂̂x̂k

=
∂̂

(
f̂ + g

)
(−̂→x )

∂̂x̂k

=
∂(f + g)(−→x )

∂xi
Î ′

k

i =

=
∂f(−→x )

∂xi
Î ′

k

i +
∂g(−→x )

∂xi
Î ′

k

i =
∂̂f̂(−̂→x )

∂̂x̂k

+̂
∂̂ĝ(−̂→x )

∂̂x̂k

.

El resto de expresiones se obtienen de forma análoga a la anterior. ¤

La condición de compatibilidad va a adquirir una importancia vital en nuestro es-

tudio. De hecho, la utilización de isotoṕıas no compatibles respecto a las operaciones

de partida es una de las novedades que permite el MCIM de [14].

Con vistas a tratar un ejemplo al respecto, obsérvese que, fijada una estructura

matemática cualquiera (E, +,×), de unidades respectivas 0, 1, existen dos tipos

de isotoṕıas no compatibles con respecto a ×: aquéllas en la que el nivel general
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correspondiente (V, ∗) es tal que ∗|E ≡ × y aquéllas en las que no se cumple esta

última condición.

Las del segundo tipo son las más sencillas de construir, siendo las del primer tipo

las que encierran un mayor carácter algebraico, al poder considerar la ley ∗ como

extensión de la ley × a V ⊇ E.

En este sentido, una posible construcción que permite obtener una isotoṕıa com-

patible con respecto a ×, correspondiente al primer tipo, es la que utiliza el conjunto

general:

V = E ∪ E2 ∪ E3.

De tal forma que, para todo a, b, c, d, e, f ∈ E:

a ∗ b = a× b = ab,

a ∗ (b, c) = (b, c) ∗ a =

{
(a, b, c) , si a 6= 1,

(b, c) , si a = 1.

}
,

a ∗ (b, c, d) = (b, c, d) ∗ a = (ab, ac, ad),

(a, b) ∗ (c, d) = ab + cd,

(a, b) ∗ (c, d, e) = (c, d, e) ∗ (a, b) = (c, ad, be),

(a, b, c) ∗ (d, e, f) = (F (a, d), be, cf).

Donde F : E2 → E es tal que F (a, b) 6= ab, para algún (a, b) ∈ E2, distinto de

(1, 1).

Tomando ahora la isounidad Î = (1, 0) = T = Î−1, puede comprobarse que:

Ê = (1, 0) ∪ {(a, 1, 0) : a ∈ E, a 6= 1} ,

(1, 0)×̂(1, 0) = 1̂ ∗ 1 = (1, 0),

(1, 0)×̂(a, 1, 0) = ̂1 ∗ (a, 1, 0) = (a, 1, 0) = (a, 1, 0)×̂(1, 0),

(a, 1, 0)×̂(b, 1, 0) = ̂(a, 1, 0) ∗ (b, 1, 0) = (F (a, b), 1, 0).

Donde a, b ∈ E, son distintos de 0 y 1. En particular, Î = (1, 0) es la unidad de

Ê respecto a ×̂.

Esta construcción que acabamos de realizar permite obtener ejemplos de isotoṕıas

no compatibles respecto a las operaciones de partida, que no verifican la Proposición

3.2.7:
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Ejemplo 3.2.8. Consideremos E = R en la construcción anterior y tomemos la

función F : R2 → R : (x, y) →
{

x
y

, si y 6= 0,

0 , si y = 0.

}
.

Supongamos además definida la ley ? en V de tal forma que, para todo a, b, c, d, e,

f ∈ V :

a ? b = a + b,

a ? (b, c) = (b, c) ? a = (a + b, c),

a ? (b, c, d) = (b, c, d) ? a = (a + b, c, d),

(a, b) ? (a + c, a + d),

(a, b) ? (c, d, e) = (c, d, e) ∗ (a, b) = (a + c, b + d, be),

(a, b, c) ? (d, e, f) = (a + d, 1, 0).

Se tiene entonces que, para a, b ∈ E, distintos de 0 y 1:

(1, 0)+̂(1, 0) = 1̂ ? 1 = (2, 0),

(1, 0)+̂(a, 1, 0) = ̂1 ? (a, 1, 0) = (1 + a, 1, 0) = (a, 1, 0)+̂(1, 0),

(a, 1, 0)+̂(b, 1, 0) = ̂(a, 1, 0) ? (b, 1, 0) = (a + b, 1, 0).

Obsérvese en particular que se puede identificar el conjunto isotópico R̂ = (1, 0)

∪{(a, 1, 0) : a ∈ R, a 6= 1} con R, siendo x̂ = x, para todo x ∈ R. De tal forma que

finalmente (R̂, +̂, ×̂) = (R, +, ×̂) es tal que para todo a, b ∈ R, distintos de 1:

1×̂a = a×̂1 = a; a×̂0 = 0; a×̂b =
a

b
.

Puede comprobarse que la isoestructura resultante es un pseudoisocuerpo [41] al

verificar todas las propiedades de un cuerpo, salvo la distributividad.

A continuación consideramos las aplicaciones:

f : R→ R : x → f(x) = x,

g : R→ R : x → g(x) = x2,

h : R→ R : x → h(x) =

{
1
x

, si x 6= 0,

0 , si x = 0.

}
.
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Tenemos asociada entonces las isoaplicaciones f̂ = f y ĝ = g. Ambas son iso-

diferenciables en R al ser diferenciables en R las aplicaciones f y g.

Ahora bien, fijado x ∈ R:

f̂×̂ĝ(x̂) = f̂(x)×̂ĝ(x̂) = x×̂x2 = h(x) = ĥ(x̂).

Aśı pues, f̂×̂ĝ no es isodiferenciable, pues h no es diferenciable en 0. C

Antes de proseguir nuestro desarrollo teórico estudiando el concepto de isoderiva-

da de una isofunción de orden mayor que uno, vamos a analizar un aspecto ya trata-

do en parte con anterioridad. Se trata del hecho de imponer que el levantamiento

isotópico asociado a una isofunción cualquiera sea el asociado a su vez a la construc-

ción del isocuerpo R̂.

Esta imposición se ha realizado para favorecer los diferentes cálculos que se hacen

en la práctica. Sin embargo, veremos con el siguiente ejemplo que también es posible

asociar una isofunción a cualquiera del resto de levantamientos isotópicos asociados

a su vez a la construcción del isocuerpo R̂ bI′k , para un cierto k ∈ {1, ...n}.

Ejemplo 3.2.9. Consideremos un espacio isoeucĺıdeo 2-dimensional Ê , obtenido a

partir de un levantamiento isotópico tal que ∗|R ≡ ∗1|R ≡ ∗2|R ≡ ×, ? ≡ + y teniendo

como isounidades a Ŝ = 0, Î = 1 = Î ′1 = 1 e Î ′2 = 2.

Consideremos ahora la función en Ê, f̂ = f̂(x̂1, x̂2) = x̂2 − x̂1 = 2x2 − x1.

Obsérvese que para que f̂ sea realmente una isofunción deberá existir una función

f en E tal que fuese f̂(x̂1, x̂2) = ̂f(x1, x2). Nos interesa comprobar en este ejemplo

que no importa cuál es el levantamiento isotópico utilizado en el último término de

la expresión anterior, esto es, si es el correspondiente a la construcción de R̂ bI′1 , R̂ bI′2
o bien, R̂.

En general tendremos que probar varias posibilidades. Por ejemplo, si buscamos

f1 tal que 2x2−x1 = f̂(x̂1, x̂2) = f1(x1, x2)∗1 Î ′1; con lo cual, una posible función de la

que se levanta isotópicamente f seŕıa f(x1, x2) = 2x2−x1, usando el levantamiento

isotópico que lleva R a R̂ bI′1. En particular:

(
∂̂f̂

∂̂x̂1

,
∂̂f̂

∂̂x̂2

)
=

(
∂f

∂x1
,

∂f

∂x1

)(
1 0
0 2

)
= (−1, 4).
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Supongamos ahora que queremos obtener f̂ como levantamiento isotópico de una

función f2 en E mediante el levantamiento isotópico que lleva R a R̂ bI′2. Deberá ser

entonces 2x2 − x1 = f̂(x̂1, x̂2) = f2(x1, x2) ∗2 Î ′2 = 2f2(x1, x2). Luego, f2(x1, x2) =

x2 − x1

2
. De esta forma:

(
∂̂f̂

∂̂x̂1

,
∂̂f̂

∂̂x̂2

)
=

(
∂f

∂x1
,

∂f

∂x1

) (
1 0
0 2

)
= (−1

2
, 2). C

Como ha quedado patente, la isoderivada de una isofunción asociada a isoco-

ordenadas covariantes, depende exclusivamente de la función de la que se levanta

isotópicamente. No obstante, si, como en este ejemplo, no se conoce a priori la fun-

ción de la que se levanta isotópicamente la isofunción f̂ , se hará notar expĺıcitamente

con posterioridad dicha función y el levantamiento isotópico utilizado para la obten-

ción de la isofunción correspondiente. De esta forma, en unas condiciones similares

a las del ejemplo anterior, para evitar la ambigüedad de la notación
b∂ bf
b∂bxk

, debeŕıamos

escribir
b∂ bf1

b∂bxk

o bien
b∂ bf2

b∂bxk

.

Veamos otro ejemplo en este sentido, si bien ahora existe dependencia de las

coordenadas en alguna de las isounidades utilizadas:

Ejemplo 3.2.10. Consideremos un isoespacio isoeucĺıdeo 2-dimensional Ê, obteni-

do a partir de un levantamiento isotópico que sigue nuestro modelo de construcción

habitual, siendo en particular ∗|R ≡ ∗1|R ≡ ∗2|R ≡ ×, ? ≡ + y teniendo como

isounidades a Ŝ = 0, Î = 1, Î ′1 = Î ′1(x) =

{
1, si x = 0,
1
x2 , si x 6= 0.

}
e Î ′2 = 2.

En particular, tenemos en R̂ bI′1 el levantamiento isotópico dado por x → x̂ ={
1, si x = 0,
1
x
, si x 6= 0.

}
, ya utilizado en ejemplos anteriores.

Volvemos a considerar la función en Ê, f̂ = f̂(x̂1, x̂2) = x̂2 − x̂1. En este caso,

si queremos que f̂ sea una isofunción para el levantamiento que lleva R a R̂ bI′1,

buscaremos f1 tal que en Ê:
{

0, si x̂1 = x̂2,
1

bx2−bx1
, si x̂1 6= x̂2.

}
= f̂(x̂1, x̂2) = ̂f1(x1, x2)1 =

{
0, si f1(x1, x2) = 0,
1

f1(x1,x2) , si f1(x1, x2) 6= 0.

}
.
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Luego, f1(x1, x2) =





0, si x1 = x2 = 0,

0, si x1 6= 0 y 1
x1

= 2x2,

2x2, si x1 = 0 6= x2,

2x2 − 1
x1

, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2x2.





.

De esta forma:

∂̂f̂1

∂̂x̂1

=

{
x1

2, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2× x2,

6 ∃, en otro caso.

}
,

∂̂f̂1

∂̂x̂2

=





4, si x1 = 0 6= x2,

4, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2× x2,

6 ∃, en otro caso.
.





Si queremos ahora que f̂ sea una isofunción para el levantamiento que lleva R a

R̂ bI′2, buscaremos f2 tal que en Ê:
{

0, si x̂1 = x̂2,
1

bx2−bx1
, si x̂1 6= x̂2.

}
= f̂(x̂1, x̂2) = ̂f2(x1, x2)2 = 2× f2(x1, x2).

Luego, f2(x1, x2) =





0, si x1 = x2 = 0,

0, si x1 6= 0 y 1
x1

= 2× x2,
1

4×x2
, si x1 = 0 6= x2,

1
4×x2− 2

x1

, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2× x2.





.

Aśı:
∂̂f̂2

∂̂x̂1

=

{
− (4×x1×x2−2)2

2 , si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2× x2,

6 ∃, en otro caso.

}

∂̂f̂2

∂̂x̂2

=

{
−(2× x2 − 1

x1
)2, si x1 6= 0 y 1

x1
6= 2× x2,

6 ∃, en otro caso.

}

C

3.3. Isoderivadas de orden mayor que uno

A continuación veremos la noción de isoderivabilidad de orden mayor que uno.

Para ello, empezando con orden dos basta observar que la isoderivada de una iso-

función es por construcción una nueva isofunción, que como tal, en su dominio de

definición podrá calcularse de nuevo su isoderivada de primer orden. Esto es:
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Definición 3.3.1. Sea f̂ = f̂(−̂→x ) una isofunción definida en un dominio cerrado D̂.

Se define la isoderivada de segundo orden en Ê de f̂ respecto a las isocoordenadas

x̂k y x̂l como:

∂̂
b2
f̂

∂̂x̂k∂̂x̂l

=
∂̂

∂̂x̂k

(
∂̂f̂

∂̂x̂l

)
=

∂̂

∂̂x̂k

(
n∑

i=1

∂f(−→x )
∂xi

∗ Î ′
l

i

)
=

=
∂̂

∂̂x̂k

(
I

((
n∑

i=1

∂f(−→x )
∂xi

∗ Î ′
l

i

)
∗ T

))
=

n∑

j=1

∂
((∑n

i=1
∂f(−→x )

∂xi
∗ Î ′

l

i

)
∗ T

)

∂xj
∗ Î ′

k

j .

Dado −̂→u ∈ D̂, se define la isoderivada de segundo orden de f̂ respecto a x̂k en
−̂→u como:


 ∂̂

b2
f̂

∂̂x̂k∂̂x̂l



|c−→x k=c−→u k

=




n∑

j=1

∂
((∑n

i=1
∂f(−→x )

∂xi
∗ Î ′

l

i

)
∗ T

)

∂xj
∗ Î ′

k

j



|xk=uk

.

Se dirá entonces que f̂ es dos veces isodiferenciable en un subconjunto Ĉ ⊆ D̂ si

existe la isoderivada de segundo orden de f̂ respecto a cada par de sus isocoordenadas

en todos los puntos de Ĉ.

Se llega entonces rápidamente por construcción al siguiente resultado:

Proposición 3.3.2. En las condiciones de la Definición 3.3.1, existe la isoderivada

de segundo orden de f̂ respecto a las isocoordenadas x̂k y x̂l si y sólo si existe la

derivada de segundo orden de f respecto a la coordenadas xk y xl.

La isofunción f̂ es dos veces isodiferenciable en Ĉ ⊆ D̂ si y sólo si f es dos veces

diferenciable en C ⊆ D. ¤

Veamos algunos ejemplos de lo anterior:

Ejemplo 3.3.3. En las condiciones del Ejemplo 3.2.9, para i ∈ {1, 2} se tiene que:

∂̂
b2
f̂

∂̂x̂
b2
1

=
∂2fi

∂x2
1

× 1× 1× 1 = 0 =
∂2fi

∂x1∂x2
× 2× 1× 1 =

∂̂
b2
f̂

∂̂x̂1∂̂x̂2

.
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∂̂
b2
f̂

∂̂x̂
b2
2

=
∂2fi

∂x2
2

× 2× 1× 2 = 0 =
∂2fi

∂x2∂x1
× 1× 1× 2 =

∂̂
b2
f̂

∂̂x̂2∂̂x̂1

.

Por otra parte, en las condiciones del Ejemplo 3.2.10 se comprueba que:

∂̂b2f̂1

∂̂x̂
b2
1

=

{
− 2

x1
3 , si x1 6= 0 y 1

x1
6= 2x2,

6 ∃, en otro caso.

}
.

∂̂b2f̂1

∂̂x̂1∂̂x̂2

=





0, si x1 = 0 6= x2,

0, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2x2,

6 ∃, en otro caso.





.

∂̂b2f̂1

∂̂x̂2∂̂x̂1

=

{
0, si x1 6= 0 y 1

x1
6= 2x2,

6 ∃, en otro caso.

}
.

∂̂b2f̂1

∂̂x̂
b2
2

=





0, si x1 = 0 6= x2,

0, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2x2,

6 ∃, en otro caso.





.

∂̂b2f̂2

∂̂x̂
b2
1

=





0, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2x2 = 0,

− 16x2
(4x1x2−2)3

, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2x2 6= 0,

6 ∃, en otro caso.





.

∂̂b2f̂2

∂̂x̂1∂̂x̂2

=

{
−x1

2(2x2− 1
x1

)3

4 , si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2x2,

6 ∃, en otro caso.

}
.

∂̂b2f̂2

∂̂x̂2∂̂x̂1

=

{
(4x1x2−1)3

8x1
, si x1 6= 0 y 1

x1
6= 2x2,

6 ∃, en otro caso.

}
.

∂̂b2f̂1

∂̂x̂
b2
2

=





16
(2x2− 1

x1
)3

2

, si x1 6= 0 y 1
x1
6= 2x2,

6 ∃, en otro caso.



 .

C

El ejemplo anterior muestra que, por construcción, no se mantiene en general en

el nivel de proyección un resultado similar a la igualdad de Schwarz convencional

para derivadas cruzadas.
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Śı se tendrá este resultado de forma inmediata, por ejemplo, en el caso práctico

utilizado por Santilli:

Proposición 3.3.4. Si ∗|R ≡ ×, ? ≡ +, Ŝ = 0 e Î , Î ′
j

i ∈ R, para todo i, j ∈
{1, ..., n}, se verifica entonces la igualdad de Schwarz para isoderivadas cruzadas:

∂̂
b2
f̂

∂̂x̂k∂̂x̂l

=
∂̂
b2
f̂

∂̂x̂l∂̂x̂k

.

Demostración.

Fijados k, l ∈ {1, ..., n} se tiene que, utilizando la igualdad de Schwarz conven-

cional para f :

∂̂
b2
f̂

∂̂x̂k∂̂x̂l

=
n∑

j=1

∂
((∑n

i=1
∂f(−→x )

∂xi
Î ′

l

i

)
T

)

∂xj
Î ′

k

j =
n∑

i,j=1

∂2f(−→x )
∂xi∂xj

Î ′
l

iT Î ′
k

j =

=
n∑

i,j=1

∂2f(−→x )
∂xj∂xi

Î ′
k

j T Î ′
l

i =
∂̂
b2
f̂

∂̂x̂l∂̂x̂k

.
¤

Un estudio similar al que hemos hecho acerca de isoderivadas de orden dos puede

hacerse para isoderivadas de orden superior a dos. En particular, se dirá que f̂ es m

veces isodiferenciable en un subconjunto Ĉ ⊆ D̂ si existe la isoderivada de orden m

de f̂ respecto a cada una de sus isocoordenadas en todos los puntos de Ĉ.

De forma análoga al caso m = 2 se obtienen entonces los siguientes resultados:

Proposición 3.3.5. Existe la isoderivada de orden m de f̂ respecto a las isocoor-

denadas x̂k1, ..., x̂km, siendo k1, ..., km ∈ {1, ..., n}, si y sólo si existe la derivada de

orden m de f respecto a las coordenadas xk1 , ..., xkm.

La isofunción f̂ es m veces isodiferenciable en Ĉ ⊆ D̂ si y sólo si f es m veces

diferenciable en C ⊆ D. ¤

Cuando además exijimos la isocontinuidad de las isoderivadas, tenemos:

Definición 3.3.6. f̂ se dice de clase m, denotándose f̂ ∈ Ĉ
m

, si f̂ es m veces

isodiferenciable, siendo isocontinuas todas sus isoderivadas de orden m. Se dirá que

f̂ ∈ Ĉ
∞

si es de clase m para todo m ∈ N, con isoderivadas isocontinuas.
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Proposición 3.3.7. Fijado m ∈ N, una isofunción f̂ es de clase m si y sólo si

f ∈ Cm. Como consecuencia, f̂ ∈ Ĉ
∞

si y sólo si f ∈ C∞. ¤

3.4. Isoderivadas de isoaplicaciones

Por último, para finalizar este Caṕıtulo y para nuestro posterior estudio de isova-

riedades isodiferenciables, nos conviene generalizar las nociones anteriores al caso de

isoaplicaciones, esto es, levantados isotópicos de aplicaciones convencionales, donde

la imagen ya no ha de ser R̂ necesariamente.

Previamente vemos los siguientes resultados:

Proposición 3.4.1.

a) La composición de isoaplicaciones es una isoaplicación. De hecho, dadas f̂ : Û →
V̂ y ĝ : V̂ → Ŵ , dos isoaplicaciones entre los isoespacios vectoriales Û , V̂ y Ŵ ,

entonces ĝ ◦ f̂ = ĝ ◦ f .

b) El producto topológico de isoaplicaciones es una isoaplicación.

Demostración.

a) Sea −̂→x ∈ Û . Entonces, ĝ ◦ f̂(−̂→x ) = ĝ(f̂(−̂→x )) = ĝ(f̂(−→x )) = ̂g(f(−→x )) =

̂(g ◦ f)(−→x ) = ĝ ◦ f(−̂→x ).

Como −̂→x era arbitrario en Û , llegamos a que ĝ ◦ f̂ = ĝ ◦ f , como queŕıamos

probar.

b) Sean f̂ : Û1 → V̂1 y ĝ : Û2 → V̂2, dos isoaplicaciones cualesquiera. Definimos

entonces f̂×ĝ : Û1×Û2 → V̂1×V̂2 (donde aqúı × denota el producto topológico

usual), como (f̂ × ĝ)(−̂→x , −̂→y ) = (f̂(−̂→x ), ĝ(−̂→y )) = (f̂(−→x ), ĝ(−→y )), para todos
−→x ∈ U1 e −→y ∈ U2.

Basta entonces considerar la isotoṕıa que lleva U1 × U2 a Û1 × U2, dada por

(−→x ,−→y ) → ̂(−→x ,−→y ) = (−̂→x , −̂→y ), donde −̂→x es el levantado isotópico de −→x en Û1

e −̂→y es el levantado isotópico de −→y en Û2.
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De esta forma tenemos también que Û1 × U2 = Û1 × Û2. De manera análoga,

realizando la correspondiente isotoṕıa, llegamos a que V̂1 × V2 = V̂1 × V̂2.

Tenemos entonces que para todo −→x ∈ U1 y para todo−→y ∈ U2, (f̂×ĝ)(−̂→x , −̂→y ) =

(f̂(−̂→x ), ĝ(−̂→y )) = (f̂(−→x ), ĝ(−→y )) = ̂(f(−→x ), g(−→y )) = ̂(f × g)(−→x ,−→y ) = (f̂ × g)

̂(−→x ,−→y ) = (f̂ × g)(−̂→x , −̂→y ).

Con lo cual, llegamos a que f̂ × ĝ = f̂ × g, siendo por tanto, f̂ × ĝ una

isoaplicación, tal y como queŕıamos probar. ¤

Tenemos entonces como consecuencia inmediata el siguiente:

Corolario 3.4.2. La isoinversa de una isoaplicación coincide con el levantado isotó-

pico de la inversa de la aplicación de partida. Esto es, f̂
−1

= f̂−1.

Demostración.

Basta aplicar la proposición 3.4.1, pues si tenemos la isoaplicación f̂ : Û → V̂

entre los isoespacios Û y V̂ , resulta que f̂ ◦ f̂−1 = f̂ ◦ f−1 = Îd y f̂−1◦ f̂ = f̂−1 ◦ f =

Îd, siendo aśı f̂
−1

= f̂−1, como queŕıamos probar. ¤

Los resultados anteriores pueden verse también como consecuencia de considerar

el isoálgebra de isofunciones asociado al álgebra convencional de funciones.

A partir de ahora, con vistas al estudio de las isovariedades isodiferenciables, nos

restringiremos a las isoaplicaciones con imagen R̂
m

= R̂bI′′1 × ...× R̂bI′′m . Trabajaremos

de hecho con isoespacios vectoriales localmente isoeucĺıdeos, es decir, dado un R̂
n

-

isoespacio vectorial Û , siendo R̂
n

= R̂bI′1× ...× R̂bI′n , consideraremos un sistema local

de isocoordenadas {x̂1, ..., x̂n}, bajo el cual el isoespacio Û sea localmente isomorfo

como espacio vectorial a un espacio isoeucĺıdeo.

De esta forma, dada una aplicación f : U → Rm, donde f(−→x ) = f(x1, ..., xn) =

(f1(
−→x ), ..., fm(−→x )), se definirá la isoaplicación f̂ : Û → R̂

m

, donde consideraremos

que:

f̂(−̂→x ) = f̂(x̂1, ..., x̂n) = f̂(−→x ) = ( ̂f1(−→x ), ..., fm(−→x )) =

=
((

f̂1(−→x )
)

1

, ...,

(
f̂m(−→x )

)

m

)
= (f̂1(

−̂→x ), ..., f̂m(−̂→x )),
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siendo fi = πi ◦ f y f̂ i = π̂i ◦ f̂ = π̂i ◦ f , para cada i ∈ {1, ..., n} y siendo πi en este

caso la función coordenada i-ésima usual.

Damos aśı la definición de isodiferencial de la isofunción f̂ :

Definición 3.4.3. En las condiciones anteriores se define la isodiferencial de f̂ , a

la que denotaremos por D̂f̂ , como la matriz:




b∂ bf1

b∂bx1

.. ..
b∂ bf1

b∂bxn

.

.

.

.. ..

.

.

.
b∂ bfm

b∂bx1

.. ..
b∂ bfm

b∂bxn




.

Diremos que f̂ es isodiferenciable si se tiene la existencia de todos los elementos

de la anterior matriz.

Esta definición de isodiferenciabilidad nos permite además obtener la siguiente:

Proposición 3.4.4. Se cumple que:

a) En las condiciones de la definición anterior, f̂ es isodiferenciable si y sólo si

f es diferenciable.

b) La composición de isoaplicaciones isodiferenciables es otra isoaplicación isodi-

ferenciable.

c) El producto topológico de isoaplicaciones isodiferenciables es otra isoaplicación

isodiferenciable.

Demostración.

a) Basta aplicar el apartado (b) de la Proposición 3.2.3.

b) Sean f̂ , ĝ dos isoaplicaciones isodiferenciables tales que ĝ ◦ f̂ tenga sentido.

Aplicando el apartado (a) tenemos que f y g deben ser aplicaciones diferen-

ciables en el nivel general, con lo cual g◦f debe ser diferenciable en dicho nivel,
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siendo aśı ĝ ◦ f isodiferenciable de nuevo por el apartado (a). Ahora, aplicando

el apartado (a) de la Proposición 3.4.1, tenemos finalmente que ĝ ◦ f̂ = ĝ ◦ f

es una isoaplicación isodiferenciable.

c) Dados f̂ , ĝ dos isoaplicaciones isodiferenciables, tendremos por el apartado (a)

que f y g son diferenciables en el nivel general, con lo cual f × g será también

diferenciable en dicho nivel, siendo aśı f̂ × g isodiferenciable de nuevo por el

apartado (a). Ahora, aplicando el apartado (b) de la Proposición 3.4.1, tenemos

finalmente que f̂ × ĝ = f̂ × g es una isoaplicación isodiferenciable. ¤

Veamos algunos ejemplos de isoaplicaciones isodiferenciables:

Ejemplo 3.4.5. Sea πbxby el plano isoeucĺıdeo construido a partir de un levantamiento

isotópico de πxy, siendo en particular ? ≡ +, ∗|R ≡ ∗1|R ≡ ∗2|R ≡ ×, Ŝ = 0 e Î = 3,

Î ′1 = 1, Î ′2 = 2.

Consideremos ahora el isocuerpo R̂
3

, construido a partir de los elementos de

isotoṕıa principales ∗ e Î anteriores y donde sus dos primeras dimensiones se levan-

tan isotópicamente siguiendo la misma isotoṕıa que el plano isoeucĺıdeo πbxby, siendo

además ∗3|R ≡ × e Î ′′3 = 3.

Sea f : πxy → R3 : (x, y) → (x2, x + y, y2). Tendremos entonces la isoaplicación

f̂ : πbxby → R̂
3

= R̂bI′1×R̂bI′2×R̂cI′′3 : ((x̂)1, (ŷ)2) → ((x̂2)1, (x̂ + y)2, (ŷ2)3) = (x2, 2(x+

y), 3y2).

En particular se obtiene que la isofunción f puede definirse de la siguiente forma,

haciendo uso del levantamiento isotópico principal que construye R̂
3

:

f̂ : πbxby → R̂
3

= R̂ bI′1 × R̂ bI′2 × R̂cI′′3 : ((x̂)1, (ŷ)2) → ((
x̂2

3
,
̂2(x + y)

3
, ŷ2).
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Se tiene por tanto en este caso que:

D̂f̂ =





 ∂̂(x2

3
)

∂x




1


 ∂̂(x2

3
)

∂y




2
 ̂∂(

2(x+y)
3

)

∂x




1


 ̂∂(

2(x+y)
3

)

∂y




2(
∂̂(y2)
∂x

)

1

(
∂̂(y2)

∂y

)

2




=




(
2̂x
3

)

1

(
0̂
)

2(
2̂
3

)

1

(
2̂
3

)

2(
0̂
)

1

(
2̂y

)
2




=




2x
3 0
2
3

4
3

0 4y


 .

C

Ejemplo 3.4.6. Sea πbxby el plano isoeucĺıdeo construido a partir de un levantamiento

isotópico de πxy, siendo en particular ? ≡ +, ∗|R ≡ ∗1|R ≡ ∗2|R ≡ ×, Ŝ = 0 e Î = 3,

Î ′1 = Î ′1(x) =

{
1, si x = 0,
1
x2 , si x 6= 0.

}
, Î ′2 = 2.

Consideremos ahora el isocuerpo R̂
3

, construido a partir de los elementos de

isotoṕıa principales ∗ e Î anteriores y donde sus dos primeras dimensiones se levan-

tan isotópicamente siguiendo la misma isotoṕıa que el plano isoeucĺıdeo πbxby, siendo

además ∗3|R ≡ × e Î ′′3 = 3.

Volvemos a considerar f̂ la misma isoaplicación que en el ejemplo anterior, sien-

do esta vez en πbxby:

f̂((x̂)1, (ŷ)2) =

{
(0, 2y, 3y2), si x = 0,

( 1
x2 , 2(x + y), 3y2), si x 6= 0.

}
=





(0̂, 2̂y
3 , ŷ2), si x = 0,

( 1̂
3x2 , 2̂(x+y)

3 , ŷ2), si x 6= 0.



 .

Se tiene por tanto en este caso que:

D̂f̂ =








(
∂̂(0)
∂x

)

1

, si x = 0,
(

∂̂( 1
3x2 )

∂x

)

1

, si x 6= 0.









(
∂̂(0)
∂y

)

2

, si x = 0,
(

∂̂( 1
3x2 )

∂y

)

2

, si x 6= 0.






 ̂∂(

2(x+y)
3

)

∂x




1


 ̂∂(

2(x+y)
3

)

∂y




2(
∂̂(y2)
∂x

)

1

(
∂̂(y2)

∂y

)

2




=
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=








(
0̂
)

1
, si x = 0(

−̂ 2
3x3

)

1

, si x 6= 0





(
0̂
)

2

(
2̂
3

)

1

(
2̂
3

)

2(
0̂
)

1

(
2̂y

)
2




=




{
0, si x = 0

−3x3

2 , si x 6= 0

}
0

2
3

4
3

0 4y


 .

C

Para finalizar la sección, damos la siguiente:

Definición 3.4.7. En las condiciones de la Definición 3.4.3, diremos que f̂ es de

clase m, con m ∈ N y la denotamos como f̂ ∈ Ĉ
m

, si es de clase m cada una de las

isofunciones f̂ i = π̂i◦f̂ , para i ∈ {1, ..., n}. Se dirá que f̂ ∈ Ĉ
∞

si f̂ i ∈ Ĉ
∞

para todo

i ∈ {1, ..., n}. Cuando no haya lugar a confusión, se dirá que f̂ es isodiferenciable

cuando f̂ ∈ Ĉ
∞

.

En particular se obtienen los siguientes resultados, inmediatos por construcción:

Proposición 3.4.8. En las condiciones de la Definición 3.4.3, una isoaplicación

f̂ será de clase m si y sólo si la aplicación f de la que se levanta isotópicamente

es de clase m. Además, la composición de isoaplicaciones de clase m y el producto

topológico de isoaplicaciones de clase m son ambas también isoaplicaciones de clase

m. ¤

Corolario 3.4.9. En las condiciones de la Definición 3.4.3, una isoaplicación f̂

será de clase Ĉ
∞

si y sólo si la aplicación f de la que se levanta isotópicamente es

de clase C∞ en el nivel general correspondiente. Además, la composición de isoapli-

caciones de clase Ĉ
∞

y el producto topológico de isoaplicaciones de clase Ĉ
∞

son

ambas también isoaplicaciones de clase Ĉ
∞

. ¤

No queremos terminar este Caṕıtulo sin hacer mención del levantamiento isotópi-

co de la integración convencional. Por motivos de extensión no podemos dedicarle

espacio a este desarrollo teórico, que precisaŕıa no obstante de un estudio similar

al realizado aqúı, haciendo uso de los distintos tipos de elementos de isotoṕıa uti-

lizados. El lector interesado puede ver las primeras propuestas al efecto dadas por

Santilli y sus colaboradores en [25] o [43], cuyas consecuencias en aplicaciones f́ısicas

y qúımicas han dado lugar a importantes desarrollos teórico-prácticos (véanse [46],

[47] o [48]).



Caṕıtulo 4

ISOVARIEDADES

ISODIFERENCIABLES

Como ya se ha indicado, en 1993, los matemáticos griegos Tsagas y Sourlas de-

sarrollan el primer monográfico matemático sobre isoteoŕıa [50]. En particular de-

finen por primera vez los conceptos de isotopoloǵıa y de isovariedad diferenciable.

En ambos casos trabajan con isocuerpos de tipo I y hacen uso del cálculo diferencial

convencional.

Para ello construyen en primer lugar el levantado isotópico de la variedad diferen-

ciable Cartesiana real n-dimensional {Rn, Id}, donde Id es la aplicación identidad en

Rn. Consideran aśı el isoespacio n-dimensional R̂n = {P̂ = (P̂1, P̂2, ..., P̂n) | P̂i ∈ R̂,

∀i ∈ {1, ..., n}}, dotado de su estructura de espacio vectorial, af́ın e isotopológica.

Consideran también la aplicación identidad en R̂n, Îd : R̂n → R̂n, tal que Îd(P̂ ) = P̂ ,

∀P̂ ∈ R̂n. De esta forma, el par obtenido {R̂n, Îd} resulta ser el levantado isotópico

del par {Rn, Id} y lo llaman isovariedad diferenciable real Cartesiana de dimensión

n. A continuación, una vez visto el caso real, pasan a estudiar los levantados isotópi-

cos del resto de variedades diferenciables, comenzando con la definición de isocarta

e isoatlas diferenciable.

En 1995, ambos autores siguen estudiando las isovariedades diferenciables en

[51] y [52]. Por su parte, en 1996, en el mismo art́ıculo donde introduce el cálculo

isodiferencial [43], Santilli presenta una generalización de la isotopoloǵıa de Tsagas-

77



78 CAPÍTULO 4. ISOVARIEDADES ISODIFERENCIABLES

Sourlas, planteando la posibilidad de utilizar isocuerpos de tipo II.

Desde ese momento, el propio Santilli ha indicado varias veces como problema

abierto el obtener de nuevo los levantados isotópicos de las variedades diferenciables,

pero haciendo uso esta vez del cálculo isodiferencial.

En 2003 [15], con vistas a abordar más adelante el anterior problema aún abierto,

se propone una generalización de la isotopoloǵıa de Tsagas-Sourlas-Santilli, haciendo

uso para ello del MCIM [14], que permite a su vez un primer avance en la genera-

lización del isoanálisis de Kadeisvili [23], el cual de hecho no fue usado en [50].

Es sin embargo en el presente Caṕıtulo cuando se tratará al fin de recopilar todas

las anteriores herramientas con el objetivo de generalizar el concepto de isovariedad

diferenciable para dar lugar a lo que denominaremos isovariedad isodiferenciable.

Para ello seguiremos en la medida de lo posible el modelo propuesto por Tsagas y

Sourlas, si bien haremos uso no sólo de la isodiferenciabilidad propuesta por Santilli,

sino también del isoanálisis de Kadeisvili y del modelo isotópico MCIM. Además, con

vistas a obtener un mayor número de ejemplos, en una primera sección se estudiarán

las condiciones necesarias para poder disponer del citado isoanálisis en el caso en

que estemos trabajando con isotoṕıas no inyectivas.

Nos restringiremos a aquellos resultados necesarios para la correcta construcción

de los isogrupos isotópicos de Lie, que serán estudiados en el caṕıtulo siguiente.

Por tanto, será necesario efectuar en el futuro un estudio más profundo acerca de

isovariedades isodiferenciables, que queda por ahora como una ĺınea de investigación

abierta.
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4.1. Isocontinuidad en isotoṕıas no inyectivas

Con vistas a obtener resultados generales, vamos a centrarnos en el estudio de isoes-

pacios isotopológicos [15] en el nivel de proyección, donde previsiblemente los resul-

tados pueden diferir de los convencionales. Esto es debido a que el nivel isotópico es

isomorfo al general y por tanto hereda todas las propiedades directamente de este

último.

Es conveniente además trabajar con isotoṕıas no inyectivas, pues en otro caso

obtenemos de nuevo un isomorfismo entre el nivel de proyección y el isotópico. Para

ello, basta usar los resultados indicados en Preliminares, donde se ha hecho referencia

a estudios actualmente en desarrollo ([18], [19]) de isotoṕıas no asociativas y no

inyectivas, que permiten generalizar resultados obtenidos previamente en isoteoŕıa.

En particular, se utilizaba la inyectividad para lograr que las aplicaciones del

tipo f̂(x) = f̂(x) estuviesen bien definidas, pudiendo de esta forma estudiar la

isocontinuidad y la isodiferenciabilidad de la misma. No obstante, es conveniente

analizar el caso no inyectivo y determinar las condiciones bajo las cuales podamos

trabajar con este tipo de isotoṕıas. Es este aspecto lo que vamos a ver en la primera

sección del presente caṕıtulo.

Comenzaremos con un resultado que permitirá definir isofunciones en caso de

trabajar con isotoṕıas no inyectivas:

Proposición 4.1.1. Sean Û un R̂-espacio vectorial, R̂ un isocuerpo isorreal y f :

U → R una función real. Supongamos que las isounidades utilizadas Î e Î ′ dependen

de unos factores externos respectivos, FR y FU . Sea Φf : FU → FR, la aplicación

asociada a la isofunción f̂ : Û → R̂ : X♦Î ′(X, FU
0 ) → f̂(X♦Î ′(X,FU

0 )) = f(X) ∗
Î(f(X), Φf (F

U
0 )). Tal isofunción estará entonces bien definida si y sólo si dados

F0 ∈ FU y X, Y ∈ U tales que X♦Î ′(X,FU
0 ) = Y♦Î ′(Y, FU

0 ), se tiene f(X) ∗
Î(f(X), Φf (F

U
0 )) = f(Y ) ∗ Î(f(Y ), Φf (F

U
0 )). ¤

Es evidente que las isotoṕıas inyectivas verifican la condición anterior. Además,

otro caso particular que verifica la condición anterior se tiene al trabajar con iso-

toṕıas (inyectivas o no) tales que la proyección isotópica correspondiente śı sea inyec-

tiva para cada una de las correspondientes restricciones al tomar valores concretos
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en FU . Dado que tal condición será utilizada con asiduidad en nuestro estudio, nos

referiremos a ella como inyectividad en FU .

Por su parte puede generalizarse también el concepto de isoorden ≤̂ en el nivel

de proyección y en consecuencia, la isocontinuidad de isofunciones en dicho nivel:

Definición 4.1.2. Sea Û un R̂-isoespacio vectorial isonormado, obtenido a partir de

una isotoṕıa compatible respecto a cada una de las operaciones iniciales, tal que las

isounidades correspondientes Î e Î ′ dependen de factores externos FU y FR, respecti-

vamente. Consideremos además el isoorden ≤̂, tal que X♦Î ′(X, FU
0 )≤̂Y♦Î ′(Y, FU

0 )

si y sólo si X ≤ Y .

Sea f̂ una isofunción bien definida en Û . Se dirá que f̂ es isocontinua en X♦
Î ′(X, FU

0 ) ∈ Û , si se verifican las siguientes condiciones:

a) Φ||.||(FU
0 ) = Φ|.|(Φf (F

U
0 )).

b) Para todo ε ∗ Î(ε, Φ||.||(FU
0 ))>̂S ∗ Î(S, Φ||.||(FU

0 )), existe δ ∗ Î(δ, Φ||.||(FU
0 ))>̂S ∗

Î(S, Φ||.||(FU
0 )), tal que para todo Y♦Î ′(Y, FU

0 ) ∈ Û con |̂|X♦Î ′(X, FU
0 ) −

Y♦Î ′(Y, FU
0 )|̂| = ||X − Y || ∗ Î(||X − Y ||, Φ||.||(FU

0 ))<̂δ ∗ Î(δ, Φ||.||(FU
0 )), se

verifica que |̂f̂(X♦Î ′(X, FU
0 ))− f̂(Y♦Î ′(Y, FU

0 ))̂| = |f(X)−f(Y )| ∗ Î(|f(X)−
f(Y )|, Φ|.|(Φf (F

U
0 )))<̂ε ∗ Î(ε, Φ|.|(Φf (F

U
0 ))).

Se dirá que f̂ es isocontinua en Û si es isocontinua en X̂, para todo X̂ ∈ Û .

Obsérvese que la condición (b) de la definición anterior equivale a la siguiente:

b’) Para todo ε > S, existe δ > S, tal que para todo Y♦Î ′(Y, FU
0 ) ∈ Û con

||X − Y || < δ, se verifica que |f(X)− f(Y )| < ε.

Con lo cual es inmediato el siguiente resultado:

Proposición 4.1.3. En las condiciones de la Definición 4.1.2, en caso de ser

Φ||.||(FU
0 ) = Φ|.|(Φf (F

U
0 )), para todo FU

0 ∈ FU , la isofunción f̂ es isocontinua en

X♦Î ′(X, FU
0 ) si y sólo si la función asociada f es continua en X ∈ U . ¤

Veamos un par de ejemplos al respecto:
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Ejemplo 4.1.4. Consideremos el levantamiento isotópico de (R, +,×) usando los

elementos ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗|R ≡ × e Î = Î(s, t) = st3, siendo T = T (s, t) = s−1t−1/3,

para s, t ∈ N. Esto es, consideramos la proyección isotópica x → x̂ = xst3, siendo

aśı R̂ = R.

Figura 4.1: x → x ∗ Î(1, t) = xt3.

Este levantamiento es no inyectivo, pues por ejemplo, 2∗ Î(4, 1) = 1∗ Î(1, 2) = 8.

Sin embargo, para valores concretos s0, t0, la aplicación x → xs0t
3
0 es inyectiva. De

hecho, esto hace que el levantamiento isotópico sea no inyectivo de tipo I.

Obsérvese por otra parte que en este caso FU = FR = N × N. Supongamos

que todas las aplicaciones de tipo Φ que relacionen estos factores sean la aplicación

identidad.

En particular, toda isofunción f : R → R da lugar a una isofunción f̂ : R̂ → R̂
tal que f̂(a ∗ Î(s0, t0)) = f(a) ∗ Î(Φf (s0, t0)) = f(a) ∗ Î(s0, t0) = f(a)s0t

3
0.

Figura 4.2: f(x) → f(x) ∗ Î(1, t) = (x2 + 5)t3.

Aśı por ejemplo, si f(x) = x2 + 5, entonces:
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a) f̂(â) = {f(a)st3 : s, t ∈ N}.

b) Dado que 8 = 8 ∗ Î(1, 1) = 4 ∗ Î(2, 1) = 2 ∗ Î(4, 1) = 1 ∗ Î(8, 1) = 1 ∗ Î(1, 2),

entonces f̂(8) = {69, 42, 36, 48}.

c) f̂(5 ∗ Î(2, 3)) = 30 ∗ Î(2, 3) = 1620.

Pues bien, teniendo en cuenta que en este caso, Φ||.||(FU
0 ) = FU

0 = Φ|.|(Φf (F
U
0 )),

resulta aplicando la Proposición 4.1.3 que f̂ es una isofunción isocontinua en R̂, al

ser f continua convencionalmente en R. C

Ejemplo 4.1.5. Consideremos el levantamiento isotópico de (R, +,×) usando los

elementos ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗|R ≡ × e Î = Î(x, t) = xt, con t ∈ N. De esta forma

tenemos la proyección isotópica x → x̂ = x2t, siendo aśı R̂ = R.

Figura 4.3: x → x ∗ Î(x, t) = xt3.

Este levantamiento es no inyectivo de tipo II, pues por ejemplo, 2 ∗ Î(2, 1) =

−2 ∗ Î(−2, 1) = 4, no siendo invertible por tanto la proyección isotópica.

Supongamos de nuevo que todas las aplicaciones de tipo Φ que relacionen el factor

externo F = N sean la aplicación identidad. Considerando entonces las funciones

f1(x) = x y f2(x) = x + 1, podemos comprobar que la isoaplicación f̂1(x ∗ Î(x, t)) =

f1(x) ∗ Î(f1(x), t) = x2t está bien definida, pero en cambio no lo está la aplicación

f̂2(x ∗ Î(x, t)) = f2(x) ∗ Î(f2(x), t) = (x + 1)2t, pues tenemos que 2 ∗ Î(2, 1) =

−2 ∗ Î(−2, 1) = 4, pero en cambio f̂2(2 ∗ Î(2, 1)) = 9 6= 1 = f̂2(−2 ∗ Î(−2, 1)).

Con lo cual, únicamente podemos afirmar que la isofunción f̂1 es isocontinua en

R̂ al ser f1 continua convencionalmente en R y aplicar la Proposición 4.1.3. C
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Nos interesará trabajar también con isoespacios (iso)topológicos construidos a

partir de isotoṕıas no inyectivas. En estos casos hay que tener en cuenta que en

general, el levantado isotópico de los abiertos de la topoloǵıa de partida no tiene por

qué constituir una topoloǵıa en el isoespacio correspondiente, pues la intersección

de dos isoabiertos no es en general un isoabierto en la isotopoloǵıa asociada.

En concreto, en caso de tener la topoloǵıa inicial Υ = {∅, E,∪α∈AUα} en un

espacio E, que se levanta isotópicamente a partir de una isotoṕıa de elementos

principales ♦ e Î ′, asociada a factores externos F , en principio cada abierto U ∈ Υ

se proyecta isotópicamente al conjunto:

Û =
{

U♦Î ′(U, Fk) : Fk ∈ F
}

.

La unión de tales conjuntos constituye la isotopoloǵıa Υ̂. No obstante, para evitar

singularidades, consideraremos a partir de ahora la isotopoloǵıa como unión disjunta

de las isotopoloǵıas correspondientes a cada valor Fk ∈ F :

Υ̂ = ∪Fk∈F{∅, E♦Î ′(E, Fk),∪α∈AUα♦Î ′(Uα, Fk)}.

De esta forma, fijado un punto P♦Î ′(P, F0) ∈ Ê, los entornos abiertos de dicho

punto serán aquéllos obtenidos al aplicar el levantamiento isotópico para el valor F0.

Con lo cual, la isotopoloǵıa resultante es de hecho una topoloǵıa del isoespacio Ê

en aquellos casos en que la isotoṕıa sea inyectiva en F .

Tras estas observaciones previas, podemos generalizar ya el concepto de isoapli-

cación isocontinua entre dos isoespacios topológicos.

Definición 4.1.6. Sea f̂ : Ê1 → Ê2 una isoaplicación bien definida entre dos isoes-

pacios topológicos Ê1 y Ê2, obtenidos a partir de los elementos de isotoṕıa principales

♦1 e Î ′1 y ♦2 e Î ′2, respectivamente, con isounidades dependientes de factores externos

respectivos FE1 y FE2. Se dirá que f̂ es isocontinua en FE1
0 si conserva las adheren-

cias para dichos valores. Esto es, si para todo A♦1Î
′
1(A,FE1

0 ) ⊆ E1♦1Î
′
1(E1, F

E1
0 ) ⊆

Ê1, se tiene que:

f̂
(
Cl

(
A♦1Î

′
1(A,FE1

0 )
))

⊆ Cl
(
f̂

(
A♦1Î

′
1(A,FE1

0 )
))

.

Se tiene entonces el siguiente resultado:
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Proposición 4.1.7. En las condiciones de la definición anterior, supongamos que

Ê1 y Ê2 son dos isoespacios isotopológicos asociados a E1 y E2, respectivamente,

siendo la isotoṕıa que construye Ê1 inyectiva en FE1. Se verifica en este caso que

si la correspondiente aplicación f : E1 → E2 es continua convencionalmente en E1,

entonces la isoaplicación f̂ es isocontinua para cada valor FE1
0 ∈ FE1.

En caso de que la isotoṕıa que construye Ê2 sea además inyectiva en FE2, se

tiene el rećıproco.

Demostración.

La inyectividad en FE1 que tenemos por hipótesis permite aplicar el apartado

(b) de la Proposición 1.3.5, para cada valor concreto FE1
0 ∈ FE1 . En particular nos

interesa el hecho de ser Cl(Ĉ) = Ĉl(C), para todo conjunto C ∈ E1.

Supongamos en primer lugar que f es continua en E1 y fijemos un conjunto

A ⊆ E1 y unos valores FE1
0 ∈ FE1 . En particular, f es continua en A, siendo por

tanto f(Cl(A)) ⊆ Cl(f(A)). Se tiene entonces que:

f̂
(
Cl

(
A♦1Î

′
1(A,FE1

0 )
))

= f̂
(
Cl(A)♦1Î

′
1(Cl(A), FE1

0 )
)

=

= f(Cl(A))♦2Î
′
2(f(Cl(A)), Φf

(
FE1

0

)
) ⊆

⊆ Cl(f(A))♦2Î
′
2(Cl(f(A)), Φf

(
FE1

0

)
) = Cl

(
f̂

(
A♦1Î

′
1(A,FE1

0 )
))

.

Se obtiene de esta forma la isocontinuidad de f̂ en A♦1Î
′
1(A, FE1

0 ) y por tanto

en Ê1.

En cuanto al rećıproco, la isocontinuidad de f̂ en Ê1 implica que:

f(Cl(A))♦2Î
′
2(f(Cl(A)), Φf

(
FE1

0

)
) = f̂

(
Cl

(
A♦1Î

′
1(A,FE1

0 )
))

⊆

⊆ Cl
(
f̂

(
A♦1Î

′
1(A,FE1

0 )
))

= Cl(f(A))♦2Î
′
2(Cl(f(A)), Φf

(
FE1

0

)
).

Ahora, si suponemos además la inyectividad en FE2 , debe ser f(Cl(A)) ⊆
Cl(f(A)), obteniéndose la continuidad en f . ¤

Veamos un ejemplo al respecto:
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Ejemplo 4.1.8. Consideremos el ćırculo C ⊆ πxy de radio 2, como espacio topológi-

co con la topoloǵıa eucĺıdea usual y la aplicación identidad Id : C → C. Considere-

mos a continuación las dos siguientes isotoṕıas:

a) En primer lugar, el levantamiento isotópico I1 de C a partir de los elemen-

tos principales ♦1 e Î ′1, dependiente del factor tiempo t ∈ {0, 1}, tal que

C♦1Î
′
1(C, 0) es la inversa de la proyección estereográfica de la esfera unidad

en C desde el polo norte, dando lugar por tanto al hemisferio sur de la misma.

Figura 4.4: Proyección estereográfica desde el polo norte.

Por su parte, C♦1Î
′
1(C, 1) es la inversa de la proyección estereográfica de la

esfera unidad en C desde el polo sur, dando lugar al hemisferio norte de la

misma.

b) En segundo lugar, el levantamiento isotópico I2 de C a partir de los ele-

mentos principales ♦2 e Î ′2, dependiente del factor tiempo t ∈ {0, 1}, tal

que C♦2Î
′
1(C, i) es una translación de C en el plano πxy, distinta para ca-

da i ∈ {0, 1}.

En particular se obtienen como proyección isotópica la esfera de radio unidad S2

y dos copias de C (C1 y C2), conjuntos que pueden ser dotados de la isotopoloǵıa

isoeucĺıdea correspondiente, al ser inyectivas las isotoṕıas I1 e I2, respectivamente,

en los factores externos asociados.

Consideramos por otra parte la aplicación ΦId : {0, 1} → {0, 1} : t → ΦId(t) = t.

Aplicando entonces la Proposición 4.1.7 tenemos que la isoaplicación Îd : S2 →
C1

⋃
C2 es isocontinua en S2, al ser continua convencionalmente la función iden-

tidad en C. No obstante obsérvese que en este caso, Îd es una aplicación y no una

función, pues llamando E al ecuador de S2, resulta que cada punto de E se transfor-

ma mediante Îd en dos puntos, cada uno en la frontera de C1 y C2, respectivamente.
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Figura 4.5: Aplicación isocontinua desde una esfera a dos ćırculos. C

A continuación pasamos a dar la definición de isohomeomorfismo entre isoespa-

cios:

Definición 4.1.9. Sean Ê1 y Ê2 dos isoespacios cualesquiera. Se denomina iso-

homeomorfismo entre Ê1 y Ê2, a toda isoaplicación ϕ̂ : Ê1 → Ê2, que, estando

asociada isotópicamente a un homeomorfismo ϕ : E1 → E2, sea además biyectiva y

biisocontinua (esto es, que tanto ella como su inversa sean isocontinuas).

Aśı, en las condiciones del Ejemplo 4.1.4, la isofunción f̂ no es isohomeomorfis-

mo, al no ser f homeomorfismo. En cambio, puede comprobarse que si g(x) = x3,

entonces la isofunción ĝ(x ∗ Î(s, t)) = x3st3 es un isohomeomorfismo de inversa

ĝ−1(x ∗ Î(s, t)) = x1/3

st3
.

Es adecuado considerar el siguiente resultado:

Proposición 4.1.10. Sea ϕ̂ : Ê1 → Ê2 una isoaplicación bien definida entre dos

isoespacios topológicos Ê1 y Ê2, obtenidos a partir de los elementos de isotoṕıa

principales ♦1 e Î ′1 y ♦2 e Î ′2, respectivamente, con isounidades dependientes de

factores externos respectivos FE1 y FE2. Sea ϕ : E1 → E2 la aplicación asociada a

ϕ̂. Se cumple entonces que:
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a) En caso de ser Φϕ sobreyectiva, entonces si ϕ es sobreyectiva, también lo es

ϕ̂.

b) Si la isotoṕıa utilizada es inyectiva en FE2, se tiene el rećıproco del apartado

anterior.

c) Si la isotoṕıa utilizada es inyectiva en FE1, entonces, si ϕ̂ es inyectiva, también

lo es ϕ.

d) En caso de ser inyectivas la aplicación Φϕ y la isotoṕıa que origina Ê2, en-

tonces se tiene el rećıproco del apartado anterior.

Demostración.

a) Sea Y♦2Î
′
2(Y, FE2

0 ) ∈ Ê2. Dada la sobreyectividad de ϕ y Φϕ, existen entonces

X ∈ E1 tal que ϕ(X) = Y y FE1
0 ∈ FE1 tal que Φϕ(FE1

0 ) = FE2
0 . En definitiva,

existe X♦1Î
′
1(X,FE1

0 ) ∈ Ê1 tal que ϕ̂(X♦1Î
′
1(X, FE1

0 )) = Y♦2Î
′
2(Y, FE2

0 ).

b) Sea Y ∈ E2. Tomamos FE1
0 ∈ FE1 cualquiera y consideramos entonces Y♦2

Î ′2(Y, Φϕ(FE1
0 )) ∈ Ê2. Puesto que ϕ̂ es sobreyectiva, entonces existe X ∈ E1 tal

que ϕ(X)♦2Î
′
2(ϕ(X), Φϕ(FE1

0 )) = ϕ̂(X♦1Î
′
1(X, FE1

0 )) = Y♦2Î
′
2(Y, Φϕ(FE1

0 )).

Con lo cual, al ser la isotoṕıa utilizada inyectiva en FE2 , se llega a que debe

ser ϕ(X) = Y .

c) Supongamos que ϕ(X1) = ϕ(X2) ∈ E2. Entonces, fijado FE1
0 ∈ FE1 cualquiera,

se tiene que ϕ̂(X1♦1Î
′
1(X1, F

E1
0 )) = ϕ(X1)♦2Î

′
2(ϕ(X1), Φϕ(FE1

0 )) = ϕ(X2)♦2

Î ′2(ϕ(X2), Φϕ(FE1
0 )) = ϕ̂(X2♦1Î

′
1(X2, F

E1
0 )). Dada entonces la inyectividad de

ϕ̂ se tiene entonces que X1♦1Î
′
1(X1, F

E1
0 ) = X2♦1Î

′
1(X2, F

E1
0 ). Con lo cual, la

inyectividad en FE1 implica finalmente que X1 = X2.

d) Supongamos que ϕ̂(X1♦1Î
′
1(X1, F

E1
1 )) = ϕ̂(X2♦1Î

′
1(X2, F

E1
2 )). Debe ser en-

tonces ϕ(X1)♦2Î
′
2(ϕ(X1), Φϕ(FE1

1 )) = ϕ(X2)♦2Î
′
2(ϕ(X2), Φϕ(FE1

2 )). La inyec-

tividad de la isotoṕıa utilizada en la construcción de Ê2 implica entonces que

ϕ(X1) = ϕ(X2) y Φϕ(FE1
1 ) = Φϕ(FE1

2 ). A continuación, la inyectividad de

ϕ y Φϕ hace que X1 = X2 y FE1
1 = FE1

2 . Y por tanto, X1♦1Î
′
1(X1, F

E1
1 ) =

X2♦1Î
′
1(X2, F

E1
2 ). ¤

De esta forma tenemos en particular que la aplicación Îd del Ejemplo 4.1.8 es

una biyección al serlo la aplicación Id y verificarse cada una de las condiciones de
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la proposición anterior. Obsérvese que Îd es una aplicación biyectiva, pero no una

función biyectiva.

Por otra parte, teniendo en cuenta las Proposiciones 4.1.7 y 4.1.10, se llega al

siguiente resultado:

Corolario 4.1.11. En caso de cumplirse las siguientes propiedades:

a) Φϕ es una biyección.

b) La isotoṕıa utilizada es inyectiva en FE1.

c) La isotoṕıa que origina Ê2 es inyectiva,

entonces, ϕ es un homeomorfismo si y sólo si ϕ̂ es un isohomeomorfismo. ¤

En concreto, la aplicación Îd del Ejemplo 4.1.8 es un isohomeomorfismo al ser

un homeomorfismo la aplicación Id y verificarse cada una de las condiciones del

corolario anterior.

Otro resultado que utilizaremos en los ejemplos posteriores es la siguiente:

Proposición 4.1.12. Sea ϕ̂ : Ê1 → Ê2 un isohomeomorfismo entre dos isoespacios

isotopológicos Ê1 y Ê2, obtenidos a partir de los elementos de isotoṕıa principales ♦1

e Î ′1 y ♦2 e Î ′2, respectivamente, con isounidades dependientes de factores externos

respectivos FE1 y FE2. Sea ϕ : E1 → E2 el homeomorfismo asociado a ϕ̂. Sea Û un

abierto de Ê1. Se verifica entonces que ϕ̂(Û) es un abierto de Ê2.

Si la isotoṕıa utilizada es inyectiva en FE1 y FE2, en el caso en que Û sea un

isoabierto de Ê1, se tendrá entonces que ϕ̂(Û) es un isoabierto de Ê2.

Demostración.

La primera parte es inmediata, ya que ϕ̂
−1

es isocontinua al ser ϕ̂ un isohomeo-

morfismo.

Para la segunda parte del enunciado observamos en primer lugar que la inyectivi-

dad en FE1 y FE2 asegura que la isotopoloǵıas en Ê1 y Ê2 son de hecho topoloǵıas

en dichos espacios.
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Fijado entonces un isoabierto Û en Ê1, se cumple que ϕ̂(Û) = ϕ̂(U). Ahora

bien, teniendo en cuenta que U debe ser un abierto de E1 al ser Û un isoabierto de

Ê1, llegamos aplicando el caso convencional a que ϕ(U) es un abierto de E2. Pero

entonces, por construcción de la isotopoloǵıa sobre Ê2, debe ser ϕ̂(U) = ϕ̂(Û) un

isoabierto de Ê2, como queŕıamos probar. ¤

Ejemplo 4.1.13. Consideremos el isocuerpo (R, +, ×̂), obtenido usando la isouni-

dad Î = Î(x) = x4. Esto es, suponemos el levantamiento isotópico inyectivo x →
x̂ = x5.

Consideramos por otra parte el espacio isoeucĺıdeo unidimensional Ê(−̂→x , δ̂, R̂),

obtenido a partir de:

a) Los elementos ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗|R ≡ × e Î ′ = Î ′(x, t) tal que t ∈ {0, 1} y para

todo x ∈ R:

x ∗ Î ′ =

{
(x, 0), si t = 0,

(0, x), si t = 1.

}
.

b) Las aplicaciones Φ+(t, t) = t = Φ×(t, t).

En particular, Ê se ha obtenido a partir de un levantamiento isotópico inyectivo.

Resulta entonces que el homeomeorfismo f : R→ E : x → f(x) = x3 se proyecta

isotópicamente al isohomeomorfismo:

f̂(x) = f̂(x1/5 ∗ Î) =

{
(x3/5, 0), si t = 0,

(0, x3/5), si t = 1.

}
.

En consecuencia, cualquier intervalo (a, b), que es abierto en (R, +, ×̂) se trans-

forma en un abierto isoeucĺıdeo de la forma (a3/5, b3/5)×{0}, o bien {0}×(a3/5, b3/5).
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Figura 4.6: Dos rectas cruzadas como proyección isotópica de una recta.
C

4.2. Isovariedades isodiferenciables

Estamos ya en condiciones de dar la definición de isocarta local. Para ello,

tomaremos M̂ de ahora en adelante un isoespacio isotopológico de (iso)Hausdorff

((iso)segundo-numerable), obtenido a partir de una isotoṕıa de elementos principales

♦M e Î ′M y dependiente de factores externos FM . Análogamente, supondremos que

R̂
m

es levantado isotópico del espacio real m-dimensional Rm, obtenido a partir de

los elementos principales ♦Rm e Î ′Rm , dependiente de factores externos FR
m
:

Definición 4.2.1. Se llama isocarta local de dimensión m sobre M̂ a todo par

(Û , ϕ̂), donde Û ⊆ M̂ es un abierto de M̂ , ϕ̂(Û) ⊆ R̂
m

es un abierto isoeucĺıdeo y

ϕ̂ : Û → ϕ̂(Û) es un isohomeomorfismo.

Las isocoordenadas (ϕ̂1(P̂ ), ..., ϕ̂m(P̂ )), con P̂ ∈ Û , son llamadas isocoordenadas

de la isocarta (Û , ϕ̂). Aqúı, ϕ̂i = πi ◦ ϕ̂, donde πi es la proyección i-ésima.

Aśı, en las condiciones del Ejemplo 4.1.13, si consideramos el espacio isoeucĺıdeo

Ê como isoespacio isotopológico asociado a la recta real como espacio topológico,
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entonces el par (R×{0} ⋃ {0} ×R, f̂
−1

) es de hecho una isocarta local de dimensión

1 sobre Ê.

Por su parte, en las condiciones del Ejemplo 4.1.8, si consideramos la extensión

de la isotoṕıa I2 de C a todo el plano R2, tendremos que el par (S2, Îd) es una

isocarta local de dimensión 2 sobre S2.

Cabe observar no obstante, que en general la proyección isotópica de una carta

local convencional no tiene porqué ser una isocarta local en el nivel de proyección.

Podemos ver esto en el siguiente:

Ejemplo 4.2.2. Consideremos el grupo (R∗,×) y tomemos como conjunto general

a V = R
⊔
R′

⊔
R′′, donde

⊔
denota unión disjunta y R = R′ = R′′, si bien para

distinguir sus elementos notamos estos por a, a′ y a′′, respectivamente.

Suponemos además la ley ∗ definida como:

a ∗ b = a× b = ab.

a ∗ b′ = b′ ∗ a = (ba)′ .

a ∗ b′′ = b′′ ∗ a = (ba)′′ .

a′ ∗ b′ =

{
1 , si ab = 1,

(ab)′′ , si ab 6= 1.

}
.

a′ ∗ b′′ = b′′ ∗ a′ = (ab)′.

a′′ ∗ b′′ =

{
1 , si ab = 1,

(ab)′′ , si ab 6= 1.

}
.

Tenemos en particular que 1 es la unidad de V respecto a ∗.
A continuación, tomamos Î = Î(t) = t, con t ∈ N, siendo entonces T = Î−1 = 1

t
.

Resulta pues el conjunto isotópico R̂∗ = R+.

Consideremos finalmente la aplicación:

Φ× : N× N→ N : (t1, t2) →
{

t1t2 , si t1 6= t2,

t1 , si t1 = t2.

}
.

Resulta entonces que para tiempos distintos, se tiene la ley ×̂ ≡ ×, si bien la

isotoṕıa no es compatible respecto a ×, pues:

a ∗ Î(t1)×̂b ∗ Î(t2) = ta1t
b
2 6= (t1t2)

ab = (ab) ∗ Î(t1t2).
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En cambio, para t1 = t2 = t:

a×̂b =
ab

t
.

En particular, fijado un tiempo t = t0, Î = t0 es unidad de R̂∗.

Seguidamente consideramos (R∗, IdR∗) como carta local de R∗ y tomamos la apli-

cación ΦIdR∗ : N → N : t → 1, que no es biyección. Obtenemos entonces la isoapli-

cación:

ÎdR∗ : R+ → R+ : x → 1.

Obsérvese entonces que mientras que IdR∗ es una biyección, su proyección isotó-

pica no lo es. En particular, (R+, ÎdR∗) no es una isocarta local de R+. C

No obstante, podemos obtener un resultado que asegure una correspondencia

biyectiva entre cartas e isocartas locales:

Proposición 4.2.3. Consideremos una isoaplicación ϕ̂ : M̂ → Rm. En caso de que

la isotoṕıa utilizada sea inyectiva en FM y en la construcción de R̂
m

y se verifique que

Φϕ sea una biyección, se cumple entonces que (U,ϕ) es una carta local de dimensión

m sobre M si y sólo si (Û , ϕ̂) es una isocarta local de dimensión m sobre M̂ .

Demostración.

En primer lugar, atendiendo a la inyectividad en FM , tenemos que U es un

abierto de M si y sólo si Û es un abierto de M̂ .

En segundo lugar, la inyectividad en FR
m

asegura que ϕ(U) ⊆ Rm ⇔ ϕ̂(Û) =

ϕ̂(U) ⊆ R̂m ≡ R̂
m

y que ϕ(U) es un abierto eucĺıdeo si y sólo si ϕ̂(Û) es un abierto

isoeucĺıdeo.

Finalmente, el Corolario 4.1.11, bajo cuyas condiciones nos encontramos, ase-

gura que ϕ : U → ϕ(U) es un homeomorfismo si y sólo si ϕ̂ : Û → ϕ̂(Û) es un

isohomeomorfismo. ¤

Veamos algunos ejemplos al respecto:
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Ejemplo 4.2.4. Consideremos en Rn+1 la esfera Sn = {x = (x1, x2, ..., xn+1) ∈
Rn+1 : x2

1 + x2
2 + ... + x2

n+1 = 1}, que es una variedad diferenciable de dimensión n,

que podemos recubrir con las cartas (U+, ϕ+) y (U−, ϕ−), donde están definidas las

proyecciones estereográficas:

ϕ+ : U+ = {x ∈ Sn : xn+1 > −1} → Rn : x →
(

x1

1 + xn+1

, ...,
xn

1 + xn+1

)
.

ϕ− : U− = {x ∈ Sn : xn+1 < 1} → Rn : x →
(

x1

1− xn+1

, ...,
xn

1− xn+1

)
.

Consideramos a continuación la isotoṕıa inyectiva de clase III, de elementos

? ≡ +, Ŝ = 0, ∗ ≡ × e Î ′ =
(
Î ′

j

i

)n+1

i,j=1
∈ Mn+1(R), no singular, siendo T ′ = Î ′

−1
.

En particular resulta el conjunto isotópico:

Ŝn =

{(
n+1∑
i=1

xiÎ ′
1

i , ...,

n+1∑
i=1

xiÎ ′
n+1

i

)
: x2

1 + ... + x2
n+1 = 1

}
.

Aśı por ejemplo, en la figura siguiente podemos observar el conjunto Ŝ2 para

Î ′ =




1 1 1

0 1 1

0 0 1


:

Figura 4.7: Ŝ2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + (y − x)2 + (z − y)2 = 1} .

Por su parte, dado que la isotoṕıa utilizada es inyectiva al ser no singular la ma-

triz Î ′, el conjunto isotópico Ŝn puede dotarse a su vez de la isotopoloǵıa correspon-

diente a la topoloǵıa eucĺıdea de Sn, resultando entonces, aplicando la Proposición

1.3.2, un isoespacio isotopológico T̂2. De hecho, por construcción, también tendremos

que es isosegundo-numerable, pues el levantamiento isotópico utilizado lleva bases a

bases.
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En particular, se tendrán a su vez los abiertos en Ŝn:

Û+ =
{

x ∈ Ŝn : πn+1(x · T ) > −1
}

; Û− =
{

x ∈ Ŝn : πn+1(x · T ) < 1
}

.

Finalmente, consideramos la isotoṕıa inyectiva de clase III de Rn de elementos

?, Ŝ, ∗ e Î ′′ =
(
Î ′′

j

i

)n

i,j=1
∈ Mn(R), no singular.

Puesto que en este caso no intervienen factores externos en el levantamiento

isotópico, resultan las proyecciones isoestereográficas:

ϕ̂+ : Û+ → Rn : (x1, ..., xn+1) → ϕ̂+ ((x1, ..., xn+1) · T ) = ϕ+ ((x1, ..., xn+1) · T ) · Î ′′.

ϕ̂− : Ŝn → Rn : (x1, ..., xn+1) → ϕ̂+ ((x1, ..., xn+1) · T ) = ϕ− ((x1, ..., xn+1) · T ) · Î ′′.

Dado que estamos en las condiciones de la Proposición 4.2.3, resulta entonces

que (Û+, ϕ̂+) y (Û−, ϕ̂−) son isocartas locales de dimensión n sobre Ŝn.

Aśı por ejemplo, en la isoesfera Ŝ2 que hemos construido anteriormente, si con-

sideramos a su vez la isounidad Î ′′ =

(
1 0

1 1

)
, resultan:

T ′ = Î ′
−1

=




1 −1 0

0 1 −1

0 0 1


 .

Û+ =
{

(x, y, z) ∈ Ŝ2 : z − y > −1
}

; Û− =
{

x ∈ Ŝ2 : z − y < 1
}

.

ϕ̂+ : Û+ → R2

(x, y, z) → ϕ+(x, y−x, z−y)· Î ′′ =
(

x

1 + z − y
,

y − x

1 + z − y

)
· Î ′′ =

(
y

1 + z − y
,

y − x

1 + z − y

)
.

ϕ̂− : Û− → R2

(x, y, z) → ϕ+(x, y−x, z−y)· Î ′′ =
(

x

1− z + y
,

y − x

1− z + y

)
· Î ′′ =

(
x

1− z + y
,

y − x

1− z + y

)
.

C
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Ejemplo 4.2.5. Consideremos la circunferencia S1 asociada a sus dos cartas locales

obtenidas a partir de las proyecciones estereográficas desde los polos norte y sur,

junto a la esfera S2 como levantado isotópico de S1, mediante la revolución respecto

al eje OZ en R3 natural al considerar el factor externo F S1
= [0, π). Por otra

parte consideremos el homeomorfismo ϕ : S1 → [0, 2π), tal que a cada punto de

la circunferencia le asigna el ángulo que forma con el eje horizontal en el plano

πxy. Finalmente, supongamos la isotoṕıa de [0, 2π) a partir de los elementos ♦ e Î ′,
dependiente del factor externo F [0,2π) = [0, 2π), tal que: x♦Î ′(x, t) = (x, t). Esto es,

[̂0, 2π) = [0, 2π)× [0, π).

Esta última isotoṕıa puede extenderse a todo R, de tal forma que R̂ = R♦Î ′(R,

[0, π)) = R×[0, π), que si bien tiene dimensión 2 en el sentido convencional, respecto

a la unidad +1, tendrá dimensión 1 respecto a la isounidad Î ′.

Tomando ahora la aplicación Φϕ = Id : [0, π) → [0, π), resulta aplicando la

Proposición 4.2.3 que, fijado cualquier meridiano salvo uno de los polos, U , en S2,

el par (U, ϕ̂) es una isocarta local de dimensión 1 sobre S2.

Figura 4.8: Isocarta local de dimensión 1 de una esfera. C

A continuación vamos a dar una relación entre isocartas locales:

Definición 4.2.6. Sean (Û , ϕ̂) y (V̂ , Ψ̂) dos isocartas locales de dimensión m sobre

M̂ . Se dice que (Û , ϕ̂) y (V̂ , Ψ̂) están relacionadas y se denota (Û , ϕ̂) ∼ (V̂ , Ψ̂) si:
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a) O bien, Û ∩ V̂ = ∅.

b) O bien, Û ∩ V̂ 6= ∅ y se verifica que pertenecen a Ĉ
∞

las isoaplicaciones

siguientes:

b.1) Ψ̂ ◦ ϕ̂
−1

: ϕ̂(Û ∩ V̂ ) → Ψ̂(Û ∩ V̂ ).

b.2) ϕ̂ ◦ Ψ̂
−1

: Ψ̂(Û ∩ V̂ ) → ϕ̂(Û ∩ V̂ ).

A estas dos últimas isoaplicaciones les llamaremos isoaplicaciones de transición.

Obsérvese que estamos trabajando con isoespacios localmente isoeucĺıdeos y que

como tales, las nociones y resultados sobre isodiferenciabilidad que vimos al final

del caṕıtulo anterior son aplicables a nuestro estudio sobre isovariedades isodiferen-

ciables, siendo coherente en particular la anterior definición.

Veamos un par de ejemplos al respecto:

Ejemplo 4.2.7. Consideramos la esfera Ŝ2 en las condiciones del Ejemplo 4.2.4.

Veamos que las isocartas (Û+, ϕ̂+) y (Û−, ϕ̂−) están relacionadas. Para ello uti-

lizamos las isoaplicaciones siguientes:

ϕ̂+ : Û+ → R2 : (x, y, z) →
(

y

1 + z − y
,

y − x

1 + z − y

)
.

ϕ̂+

−1
: ϕ̂+(Û+) → Û+ : (x, y) = ̂(x− y, y) → ϕ̂+

−1
(x, y) = ̂ϕ−1

+ (x− y, y) =

= π ◦ I′
(

2(x− y)

1 + (x− y)2 + y2
,

2y

1 + (x− y)2 + y2
,
1− (x− y)2 − y2

1 + (x− y)2 + y2

)
=

=

(
2(x− y)

1 + (x− y)2 + y2
,

2x

1 + (x− y)2 + y2
,
2x + 1− (x− y)2 − y2

1 + (x− y)2 + y2

)
.

ϕ̂− : Û− → R2 : (x, y, z) →
(

x

1− z + y
,

y − x

1− z + y

)
.

ϕ̂−
−1

: ϕ̂−(Û−) → Û− : (x, y) = ̂(x− y, y) → ϕ̂−
−1

(x, y) = ̂ϕ−1
− (x− y, y) =
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= π ◦ I′
(

2(x− y)

1 + (x− y)2 + y2
,

2y

1 + (x− y)2 + y2
,
−1 + (x− y)2 + y2

1 + (x− y)2 + y2

)
=

=

(
2(x− y)

1 + (x− y)2 + y2
,

2x

1 + (x− y)2 + y2
,
2x− 1 + (x− y)2 + y2

1 + (x− y)2 + y2

)
.

En particular, para (x, y) ∈ Û+ ∩ Û−:

ϕ̂+ ◦ ϕ̂−
−1

(x, y) =

= ϕ̂+

(
2(x− y)

1 + (x− y)2 + y2
,

2x

1 + (x− y)2 + y2
,
2x− 1 + (x− y)2 + y2

1 + (x− y)2 + y2

)
=

=

(
x

(x− y)2 + y2
,

y

(x− y)2 + y2

)
= ̂ϕ+ ◦ ϕ−1

− ̂(x− y, y) = ̂ϕ+ ◦ ϕ−1
− (x, y) =

= ̂ϕ− ◦ ϕ−1
+ (x, y) = ϕ̂− ◦ ϕ̂+

−1
(x, y).

La diferenciabilidad de ϕ+◦ϕ−1
− y ϕ−◦ϕ−1

+ implica entonces la isodiferenciabilidad

de ϕ̂+ ◦ ϕ̂−
−1

y ϕ̂− ◦ ϕ̂+

−1
. Por tanto, las dos isocartas locales están relacionadas.

C

Ejemplo 4.2.8. Consideremos las cartas locales de dimensión 1 sobre M = R,

(R, Id) y (R, f), donde Id es la aplicación identidad en R y f es tal que f(x) = x3,

para todo x ∈ R.

Usemos a continuación el levantamiento isotópico inyectivo que tiene como ele-

mentos de isotoṕıa, ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗ ≡ × e Î = 2, esto es, aquél que lleva x a

x̂ = 2x en el nivel de proyección correspondiente, para todo x ∈ R.

La Proposición 4.2.3 nos dice que entonces las isocartas (R̂, Îd) y (R̂, f̂) son

isocartas locales de dimensión 1 sobre R̂. En este caso:

a) Îd : R̂→ R̂, es tal que Îd(x̂) = Îd(x) = x̂ = 2x, para todo x ∈ R.

b) f̂ : R̂→ R̂, es tal que f̂(x̂) = f̂(x) = x̂3 = x̂
b3

= 2x3.

De esta forma, Îd
−1

= Îd y f̂
−1

es tal que f̂
−1

(x̂) = x̂
b1
3 , para todo x ∈ R.

Resulta por tanto que:
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a) f̂ ◦ Îd
−1

: R̂→ R̂, es tal que f̂ ◦ Îd
−1

(x̂) = f̂(x̂) = x̂
b3 ∈ Ĉ

∞
, pues f ◦Id−1(x) =

x3 es de clase C∞ y podemos aplicar entonces el Corolario 3.4.9.

b) Îd ◦ f̂
−1

: R̂ → R̂, es tal que Îd ◦ f̂
−1

(x̂) = Îd(x̂
b1
3 ) = x̂

b1
3 /∈ Ĉ

∞
, pues no es

isodiferenciable en x̂ = 0̂, pues Id ◦ f−1(x) = x
1
3 no es diferenciable en 0 y

podemos aplicar entonces el Corolario 3.4.9.

De esta forma, las isocartas locales (R̂, Îd) y (R̂, f̂) no están relacionadas, al

igual que ocurŕıa con las cartas locales (R, Id) y (R, f), en el caso convencional. C

Como podemos ver en los ejemplos anteriores, parece existir una cierta equivalen-

cia entre los resultados convencionales y los resultados en el nivel de proyección. Sin

embargo, apurando las herramientas que proporcionan las isotoṕıas podemos obte-

ner resultados interesantes. Por ejemplo, acabamos de ver que las isocartas locales

(R̂, Îd) y (R̂, f̂) no están relacionadas según la relación dada en la Definición 4.2.6, al

igual que teńıamos convencionalmente que (R, Id) 6∼ (R, f). Ahora bien, estas últi-

mas śı pueden relacionarse por medio de una isotoṕıa. Bastaŕıa aplicar para ello una

isotoṕıa que levantase isotópicamente cada número x ∈ R a x̂ = x3 ∈ R̂ = R, como

puede ser la basada en la isounidad Î =

{
x2, si x 6= 0,

1, si x = 0.

}
, de elemento isotópico

T =

{
1

x2/3 , si x 6= 0,

1, si x = 0.

}
.

De esta forma se tiene además que Îd(x̂) = x̂ = x3. Esto es, Îd = f . Con lo

cual, resulta que en este caso, (R̂, Îd) = (R, f). Llegamos por tanto a obtener que

dos cartas locales convencionalmente distintas, aun no estando relacionadas, pueden

considerarse isotópicamente equivalentes.

Veamos a continuación un resultado que relaciona cartas locales equivalentes con

isocartas locales equivalentes en el nivel de proyección. Para ello, cuando dos cartas

locales (U,ϕ) y (V, Ψ) de un espacio topológico M estén relacionadas en el nivel

convencional, notaremos tal relación por:

(U,ϕ) ∼ (V, Ψ).

De esta forma probamos el siguiente resultado:
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Proposición 4.2.9. Dadas dos cartas locales de dimensión m sobre M , (U,ϕ) y

(V, Ψ), en las condiciones de la Proposición 4.2.3, se tiene que:

(U,ϕ) ∼ (V, Ψ) ⇔ (Û , ϕ̂) ∼ (V̂ , Ψ̂).

Demostración.

En primer lugar, aplicando la Proposición 4.2.3, tenemos que (Û , ϕ̂) y (V̂ , Ψ̂)

son dos isocartas locales de dimensión m sobre M̂ . Luego, basta ver las dos implica-

ciones indicadas. En concreto, veremos la condición suficiente, siendo completamente

análogo el razonamiento referente a la condición necesaria:

Supongamos por tanto que (U,ϕ) ∼ (V, Ψ). Entonces pueden ocurrir:

a) U ∩ V = ∅. Por ser inyectiva en FM la isotoṕıa utilizada por hipótesis, debe

ser entonces ∅ = Û ∩ V = Û ∩ V̂ , con lo cual, (Û , ϕ̂) ∼ (V̂ , Ψ̂).

b) U ∩ V 6= ∅. De nuevo atendiendo a la inyectividad en FM , se cumple entonces

que ∅ 6= Û ∩ V = Û ∩ V̂ . Ahora bien, teniendo en cuenta la relación existente

por hipótesis entre las cartas (U,ϕ) y (V, Ψ), resulta que las aplicaciones de

transición correspondientes son diferenciables en el nivel convencional, esto es,

ϕ ◦ Ψ−1 y Ψ ◦ ϕ−1 ∈ C∞. Ahora, aplicando el Corolario 3.4.9 llegamos a que

ϕ̂ ◦ Ψ̂
−1

= ϕ̂ ◦ Ψ̂−1 = ϕ̂ ◦Ψ−1 ∈ Ĉ
∞

, al ser ϕ ◦Ψ−1 ∈ C∞. De forma análoga,

Ψ̂ ◦ ϕ̂
−1 ∈ Ĉ

∞
.

Aśı, (Û , ϕ̂) ∼ (V̂ , Ψ̂), como queŕıamos probar.
¤

En particular, dado que en las condiciones de los Ejemplos 4.2.7 y 4.2.8, se

verifican las condiciones necesarias para aplicar la Proposición 4.2.9, dicho resultado

nos aseguraŕıa directamente los resultados obtenidos en dichos ejemplos.

Pasamos ya a dar la definición de isoatlas isodiferenciable:

Definición 4.2.10. Un isoatlas isodiferenciable (o simplemente isoatlas, cuando no

haya lugar a confusión) de dimensión m sobre M̂ es una familia Â = {(Ûh, ϕ̂h)}h∈H ,

de isocartas locales de dimensión m sobre M , tales que:
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a) M̂ = ∪h∈HÛh.

b) (Ûi, ϕ̂i) y (Ûj, ϕ̂j) están relacionadas para todo i, j ∈ H.

Como puede observarse, tenemos que, por construcción, un isoatlas isodiferen-

ciable sobre M̂ no es más que un atlas sobre M̂ , visto bajo la isotopoloǵıa definida

en M̂ , usando isodiferenciabilidad en lugar de la diferenciabilidad convencional.

Señalemos también que el hecho de haber denotado a un isoatlas por Â, en lugar

de A simplemente, proviene de que, bajo la construcción que estamos llevando a

cabo, si levantamos isotópicamente las cartas de un atlas diferenciable en el nivel

convencional, resulta un isoatlas isodiferenciable. Vemos esto en la siguiente:

Proposición 4.2.11. Bajo las condiciones de la Proposición 4.2.3, se verifica que

Â = {(Ûh, ϕ̂h)}h∈H es un isoatlas isodiferenciable en M̂ si y sólo si el atlas A =

{(Uh, ϕh)}h∈H es diferenciable en M .

Demostración.

El resultado es evidente usando la Proposición 4.2.9, bajo cuyas condiciones nos

encontramos, junto con el hecho de que ∪̂h∈HUh = ∪h∈HÛh, al tener por hipótesis

la inyectividad en FM . ¤

Veamos un par de ejemplos de lo anterior:

Ejemplo 4.2.12. En las condiciones del Ejemplo 4.2.7, resulta que sobre la isoesfera

Ŝn, las dos proyecciones isoestereográficas constituyen un isoatlas isodiferenciable de

dimensión n Â = {(Û+, ϕ̂+), (Û−, ϕ̂−)}, pues:

Û+ ∪ Û− = Ŝn; (Û+, ϕ̂+) ∼ (Û−, ϕ̂−)

Coincide además con el levantamiento isotópico del atlas convencional A =

{(U+ϕ+), (U−, ϕ−)}, considerado este levantamiento carta a carta. De hecho se po-

dŕıa haber aplicado la Proposición 4.2.11 para ver que Â era un isoatlas, pues el

levantamiento isotópico utilizado verifica las condiciones necesarias para ello. C
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Ejemplo 4.2.13. En las condiciones del Ejemplo 4.2.8, Â1 = {(R̂, Îd)} y Â2 =

{(R̂, f̂)} seŕıan dos isoatlas isodiferenciables de dimensión 1, triviales sobre R̂, pues

ambos están constituidos por una única isocarta local, relacionada consigo misma de

forma evidente. Coinciden además con los levantamientos isotópicos respectivos de

los atlas sobre R, A1 = {(R, Id)} y A2 = {(R, f)}, pudiendo de nuevo haber aplicado

la Proposición 4.2.11 para verlo. C

Observamos también que en general la unión de isoatlas isodiferenciables no es

otro isoatlas isodiferenciable, pues, haciendo uso del Ejemplo 4.2.13 que acabamos

de ver, Â1 y Â2 son dos isoatlas distintos, si bien Â1 ∪ Â2 = {(R̂, Îd), (R̂, f̂)} no

es un isoatlas, pues ya vimos en el Ejemplo 4.2.8 que las isocartas locales (R̂, Îd) y

(R̂, f̂) no estaban relacionadas.

De hecho, podemos dar una relación de equivalencia entre isoatlas isodiferencia-

bles:

Definición 4.2.14. Dos isoatlas isodiferenciables sobre un isoespacio isotopológico

M̂ se dicen equivalentes (o compatibles) si su unión es otro isoatlas isodiferencable.

Es claro que los dos isoatlas deben tener la misma dimensión, que también será la

dimensión del isoatlas resultante. Tenemos además la siguiente:

Proposición 4.2.15. Ser isoatlas equivalentes es una relación de equivalencia.

Demostración.

Las propiedades reflexiva y simétrica son evidentes. La transitividad se demuestra

mediante una mera repetición de la prueba en el caso convencional, si bien hay que

hacer uso de las propiedades de la isotopoloǵıa ITSSFN y el Corolario 3.4.9. Es de

destacar que en ningún momento de la prueba se requieren isotoṕıas inyectivas. ¤

Estamos ya en condiciones de dar la definición de isovariedad isodiferenciable:

Definición 4.2.16. Se denomina isovariedad isodiferenciable de dimensión m a todo

par (M̂, Â), donde M̂ es un isoespacio isotopológico de (iso)Hausdorff ((iso)segundo-

numerable) y Â es un isoatlas isodiferenciable de dimensión m sobre M̂ . A Â se le

denomina isoestructura isodiferenciable de M̂ .
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Podemos dar como ejemplos de isovariedades isodiferenciables el par (Ŝn, Â =

{(Û+, ϕ̂+), (Û−, ϕ̂−)}) del Ejemplo 4.2.12, o bien los pares (R̂, Â1 = {(R̂, Îd)}) y

(R̂, Â2) = {(R̂, f̂)}) del Ejemplo 4.2.13.

Obsérvese el siguiente resultado:

Proposición 4.2.17. Bajo las condiciones de la Proposición 4.2.3, se verifica que

(M̂, Â) es una isovariedad isodiferenciable, si y sólo si (M, A) es una variedad dife-

renciable.

Demostración.

La inyectividad en FM de la isotoṕıa utilizada permite asegurar la equivalencia

en las propiedades de ser Hausdorff y segundo numerable en M y M̂ , asegurando

por otra parte la Proposición 4.2.11 que Â es un isoatlas isodiferenciable si y sólo si

A es un atlas diferenciable. ¤

Veamos más ejemplos de isovariedades isodiferenciables:

Ejemplo 4.2.18. Consideremos la circunferencia S1 ⊆ πxy, dotado del atlas diferen-

ciable usual A, con dos cartas locales, correspondiente a la proyección estereográfi-

ca desde el polo norte. Consideremos también el intervalo [0, 2π) y construyamos

las isotoṕıas I1 e I2 de estos conjuntos, basadas respectivamente en los elementos

♦S1 e Î ′S1 y ♦[0,2π) e Î ′[0,2π), dependientes de los factores externos F S1
= F [0,2π) =

[0, 2π), tales que I1 consiste en la rotación de S1 alrededor del eje OZ en R3 y

x♦[0,2π)I2(x, t) = (x, t).

La primera isotoṕıa construye el toro T como proyección isotópica de la circun-

ferencia S1. Por su parte, la segunda isotoṕıa puede extenderse de forma natural a

todo R, siendo entonces R̂ = R× [0, 2π).

Consideramos la aplicación ϕ : S1 → [0, 2π) tal que asigna a cada punto de la

circunferencia el ángulo que forma con el eje horizontal en el plano πxy y suponemos

la aplicación Φϕ = Id[0,2π).
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Figura 4.9: Toro como isovariedad isodiferenciable de dimensión 1.

Estamos por tanto en las condiciones de la Proposición 4.2.17, con lo cual pode-

mos asegurar que el par (Ŝ1, Â) es una isovariedad isodiferenciable de dimensión 1,

mientras que como variedad diferenciable, el toro es de dimensión 2.

Figura 4.10: Isocarta local en T.
C

Ejemplo 4.2.19. Si en la situación del ejemplo anterior se consideran como factores

externos a F S1
= F [0,2π] = [0, 2π)×0, 1, podemos conseguir un par de toros enlazados

como proyección isotópica de S1, cada uno de ellos correspondiente al levantado

isotópico S1♦Î ′1(S
1, [0, 2π), 0) y S1♦Î ′1(S

1, [0, 2π), 1), respectivamente, mediante las

rotaciones adecuadas en el espacio R3.

De forma análoga, como proyección isotópica de [0, 2π) podemos obtener la unión



104 CAPÍTULO 4. ISOVARIEDADES ISODIFERENCIABLES

disjunta [0, 2π) × [0, 2π)
⋃

[2π, 4π) × [0, 2π) = [0, 4π) × [0, 2π), tal que para cada

x, t ∈ [0, 2π), x♦Î ′2(x, t, 0) = (x, t) y x♦Î ′2(x, t, 1) = (x + 2π, t).

Si consideramos ahora la aplicación Φϕ : F S1 → F [0,2π] : (t, s) → Φϕ(t, s) =

(t, s), estaremos de nuevo en las condiciones de la Proposición 4.2.17, con lo cual

podemos asegurar que el par (Ŝ1, Â) es una isovariedad isodiferenciable de dimen-

sión 1, mientras que el toro enlazado no tiene estructura convencional de variedad

diferenciable.

Figura 4.11: Toros enlazados como isovariedad isodiferenciable de dimensión 1.

C

Al igual que ocurre con el caso convencional (y teniendo en cuenta que éste no

es más que un caso particular en el nivel isotópico), podemos encontrar isoespacios

isotopológicos que no admiten isoestructuras isodiferenciables, o bien que admiten

varias (véase [50]). Es por ello que damos la siguiente:

Definición 4.2.20. Diremos que dos isoestructuras isodiferenciables son la misma

si son equivalentes como isoatlas isodiferenciables.

De esta forma, estudiar si dos isoestructuras isodiferenciables coinciden, se reduce

a estudiar la relación existente entre sus isocartas locales, de forma análoga a como

suced́ıa en el caso convencional. Es aśı que, según hemos visto en el Ejemplo 4.2.13,
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Â1 = {(R̂, Îd)} y Â2 = {(R̂, f̂)} no son la misma isoestructura isodiferenciable sobre

R̂, al no estar relacionadas las isocartas locales que las forman.

No obstante, podemos reunir isoatlas isodiferenciables equivalentes en lo que

llamaremos un isoatlas maximal:

Definición 4.2.21. Un isoatlas isodiferenciable Â sobre M̂ se dice maximal si no

está contenido propiamente en otro isoatlas isodiferenciable sobre M̂ .

A continuación vamos a probar la existencia y unicidad de un isoatlas maximal

asociado a una isoestructura isodiferenciable dada. Para ello previamente damos la

siguiente:

Definición 4.2.22. Sea (M̂, Â) una isovariedad isodiferenciable de dimensión m.

Una isocarta local (Û , ϕ̂) de dimensión m se dice admisible en la isoestructura

isodiferenciable, si está relacionada con todas las isocartas locales de Â.

Tenemos aśı por Ejemplo que la isocarta local (R̂, f̂) del Ejemplo 4.2.13 no es ad-

misible en el isoatlas isodiferenciable Â1 = {(R̂, Îd)}, pues ya vimos que (R̂, Îd) no

estaba relacionada con (R̂, f̂). En cambio, podemos asegurar que todas las isocartas

locales de un isoatlas isodiferenciable son admisibles en dicho isoatlas como isoestruc-

tura isodiferenciable, pues por definición de isoatlas todas están relacionadas entre

śı.

Proposición 4.2.23. Sea Â = {(Ûh, ϕ̂h)}h∈H un isoatlas isodiferenciable sobre M̂ ,

construido a partir de una isotoṕıa inyectiva en los factores externos de los que

depende. Entonces, existe un único isoatlas isodiferenciable maximal sobre M̂ que

contiene a Â.

Demostración.

La prueba es mera repetición de la correspondiente al caso convencional, si bien

hay que hacer uso de las propiedades de la isotopoloǵıa ITSSFN y el Corolario 3.4.9.

Es conveniente además que, con vistas a evitar singularidades, cuando se trabaje con

abiertos de la isotopoloǵıa correspondiente a la isotoṕıa en cuestión, se supongan

fijados unos valores concretos para los factores externos de los que dependa dicha

isotoṕıa. ¤
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Para terminar esta sección vamos a ver la construcción de las isosubvariedades

abiertas y de las isovariedades producto, que se obtienen de una manera análoga al

caso convencional. Comenzaremos viendo las isosubvariedades abiertas:

Proposición 4.2.24. Cualquier abierto de una isovariedad isodiferenciable, cons-

truida en las condiciones de la Proposición 4.2.3, hereda la isoestructura de isova-

riedad isodiferenciable.

Demostración.

Supongamos dada una isovariedad isodiferenciable
(
M̂, Â = {(Ûh, ϕ̂h)}h∈H

)
de

dimensión m, donde Φϕ es una biyección para cada h ∈ H. Sea además Û ⊆ M̂ un

abierto del isoespacio respecto a la isotopoloǵıa asociada Υ̂.

En primer lugar se asigna a Û la isotopoloǵıa relativa a Û , proyección isotópica

de la topoloǵıa relativa ΥU al abierto U ∈ Υ, del cual se obtiene Û :

Υ̂U = {Ĝ ∩ U : G ∈ Υ} = {Ĝ ∩ Û : Ĝ ∈ Υ̂}.

En particular, Υ̂U es T̂2, al ser T2 la topoloǵıa ΥU y ser inyectiva en los factores

externos la isotoṕıa utilizada.

Resulta entonces que, considerando el atlas diferenciable que dota a U de es-

tructura de variedad diferenciable, AU =
{

(V, φh|V )
h∈H,V ∈ΥU

}
, tendremos aplican-

do la Proposición 4.2.17 que la correspondiente proyección isotópica ÂbU = {(Û ∩
Ûh, ϕ̂h|(bU∩cUh)

)}h∈H = ÂU , dota a Û de estructura de isovariedad isodiferenciable. ¤

La estructura resultante recibe el nombre de isosubvariedad isodiferenciable, sien-

do su dimensión la misma que la de la isovariedad correspondiente.

Como ejemplo de isosubvariedad isodiferenciable de dimensión 1 podemos con-

siderar cualquier segmento de meridiano del toro en el Ejemplo 4.2.18, junto con el

isoatlas restringido a este abierto:
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Figura 4.12: Isosubvariedad isodiferenciable de dimensión 1.

Finalmente pasamos a construir las isovariedades producto:

Proposición 4.2.25. Sean
(
M̂, ÂM = {(Ûh, ϕ̂h)}h∈H

)
y

(
N̂ , ÂN = {(V̂j, Ψ̂j)}j∈J

)

dos isovariedades isodiferenciables de dimensiones respectivas m y n, construidas en

las condiciones de la Proposición 4.2.3. Resulta entonces que M̂ × N̂ puede dotarse

de una isoestructura isodiferenciable de dimensión m + n.

Demostración.

En primer lugar se dota a M̂×N̂ de la isotopoloǵıa producto, proyección isotópica

de la topoloǵıa producto asociada a M ×N :

Υ̂M × Υ̂N = ̂ΥM ×ΥN .

Dado que ΥM × ΥN es T2, la inyectividad de la isotoṕıa utilizada asegura que

Υ̂M × Υ̂N es T̂2.

Por otra parte, si Φϕh
y ΦΨh

son las biyecciones que relacionan los factores

externos correspondientes a la isotoṕıa que construye Ûh y V̂h, se tendrá que las

aplicaciones Φϕh×Ψh
= Φϕh

× ΦΨh
son de hecho biyecciones para cada h ∈ H.

Finalmente, la inyectividad en las isotoṕıas que construyen M̂ , N̂ , R̂
m

y R̂
n

implican la inyectividad de las isotoṕıas que construyen M̂ × N̂ = M̂ ×N y R̂
m

×
R̂n = ̂Rm × Rn.

Resulta entonces aplicando la Proposición 4.2.17 que la proyección isotópica

ÂM×N = {(Û × V̂ , ϕ̂ × Ψ̂) : (Û , ϕ̂) ∈ ÂM y (V̂ , Ψ̂) ∈ ÂN} del atlas diferenciable
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que dota a M × N de estructura de variedad diferenciable producto, dota a M̂ de

estructura de isovariedad isodiferenciable. ¤

A la estructura anterior se le da el nombre de isoestructura producto, por su

analoǵıa con la construcción de las estructuras productos convencionales.

4.3. Isoaplicaciones isodiferenciables

Vamos a estudiar en esta sección las isoaplicaciones existentes entre dos isovariedades

isodiferenciables M̂ y N̂ , que serán a su vez dos isoespacios isotopológicos. En primer

lugar trabajaremos con N̂ = R̂, siendo aśı cualquier isoaplicación f̂ : M̂ → R̂, una

isofunción.

De esta forma, la isodiferenciabilidad entre isovariedades se buscará darla res-

pecto a R̂, donde sabemos su definición. Usaremos para ello que las isovariedades

isodiferenciables son por definición localmente isoeucĺıdeas.

Comenzamos por tanto con el caso N̂ = R̂, viendo antes una definición previa:

Definición 4.3.1. Sea (M̂, Â) una isovariedad isodiferenciable de dimensión m. Sea

P̂ un punto de M̂ . Diremos que una isocarta local (Û , ϕ̂) de Â es entorno de P̂ si

P̂ ∈ Û .

Diremos que (Û , ϕ̂) está isocentrada en P̂ si es entorno de P̂ y además ϕ̂(P̂ ) =

Ŝ, siendo Ŝ el elemento unidad de la isosuma +̂ del isocuerpo R̂
m

sobre el cual

está definido M̂ .

En concreto, en el Ejemplo 4.2.5, cualquier proyección isotópica de una de las

dos cartas locales de S1 está isocentrada en el punto correspondiente (̂0, 1) ∈ S2,

perteneciente al ecuador de la esfera.
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Figura 4.13: Isocarta local isocentrada en P̂

A continuación damos la noción de isodiferenciabilidad en el caso que nos ocupa:

Definición 4.3.2. Sean (M̂, Â) una isovariedad isodiferenciable de dimensión m, P̂

un isopunto de M̂ , Û un abierto de M̂ tal que P̂ ∈ Û y sea f̂ : Û → R̂ una isofunción

isocontinua. Se dice que f̂ es isodiferenciable en P̂ y se denota f̂ ∈ F̂(P̂ ) si existe

una isocarta local (V̂ , ϕ̂) ∈ Â, entorno de P̂ , tal que f̂ ◦ ϕ̂
−1

es isodiferenciable en

un entorno isoeucĺıdeo de ϕ̂(P̂ ).

Observemos que si M̂ es una isovariedad isodiferenciable de dimensión m, la

isoaplicación que debemos estudiar seŕıa f̂ ◦ ϕ̂
−1

= f̂ ◦ ϕ−1 : ϕ̂(Û ∩ V̂ ) ⊆ R̂
m

→ R̂.

Según hemos visto al final del tercer caṕıtulo, la isodiferenciabilidad de este tipo

de isoaplicaciones depende directamente de la diferenciabilidad de la aplicación de

la que se proyecta isotópicamente. Con lo cual, si se busca obtener una relación en-

tre aplicaciones entre variedades diferenciables y sus proyecciones isotópicas, única-

mente habrá que atender a la correspondiente relación entre dichas variedades y las

isovariedades asociadas.

Esto último es lo que hemos hecho en la sección anterior, atendiendo a las condi-

ciones mostradas en la Proposición 4.2.3. Consecuentemente, bajo tales circunstan-

cias, cabe esperar que el conjunto de resultados conocidos acerca de aplicaciones

entre variedades diferenciables, obtengan su correspondiente análogo en el nivel de

proyección. No obstante, veremos en lo que sigue que podemos debilitar las condi-

ciones citadas en algunos de estos resultados.

No ocurre esto en la siguiente proposición, en la que se estudia directamente la
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relación existente citada anteriormente entre aplicaciones e isoaplicaciones:

Proposición 4.3.3. Sea M̂ una isovariedad isodiferenciable de dimensión m, cons-

truida en las condiciones de la Proposición 4.2.3. Dados U abierto en M y P ∈ U ,

se tiene entonces que f : U → R es diferenciable en P en el nivel convencional, si

y sólo si f̂ : Û → R̂ es isodiferenciable en P̂ ∈ M̂ . Esto es, F̂(P̂ ) = F̂(P ), donde

hemos denotado por F(P ) al conjunto de todas las funciones diferenciables en el

punto P , con respecto al nivel convencional.

Demostración.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, podemos aplicar la Proposición 4.1.7

y asegurar aśı que f es continua si y sólo si f es isocontinua.

Por otra parte, aplicando la Proposición 4.2.11, podemos considerar como isoes-

tructura isodiferenciable sobre M̂ la obtenida mediante levantamiento isotópico de

los elementos de la estructura diferenciable de M .

Con lo cual, dado que isocartas locales de M̂ estarán relacionadas biuńıvoca e

isotópicamente con cartas locales de M , tendremos aplicando el Corolario 3.4.9, que

f̂ ◦ ϕ̂
−1

= f̂ ◦ ϕ−1 es isodiferenciable si y sólo si f ◦ ϕ−1 es diferenciable en el nivel

convencional. En definitiva, se tendrá por definición que f̂ es isodiferenciable en P̂

si y sólo si f es diferenciable en P en el nivel convencional, como queŕıamos probar.
¤

En particular, volviendo al Ejemplo 4.1.7, tendremos entonces, aplicando el re-

sultado anterior, que ϕ̂ : S2 → [0, 2π) × [0, π) es isodiferenciable en todo punto de

la esfera.

Obsérvese por otra parte que en general no podemos asegurar que F̂(Û) sea un

espacio vectorial, pues ya vimos en la Proposición 3.2.7 que deb́ıamos imponer la

compatibilidad respecto a + y × (las operaciones usuales en R) del levantamiento

isotópico utilizado en la construcción de R̂, para conseguir la isodiferenciabilidad de

isosumas e isoproductos de isofunciones isodiferenciables. No obstante, podemos dar

el siguiente resultado:

Proposición 4.3.4. Bajo las condiciones de la Proposición 4.2.3, si R̂ se construye

a partir de un levantamiento isotópico compatible respecto a + y × (las operaciones

usuales en R), entonces F̂(Û) es un R̂-isoespacio vectorial.
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Demostración.

Sean f̂ , ĝ ∈ F̂(Û) = F̂(U) y â ∈ R̂ y consideremos f, g ∈ F(U) y a ∈ R, los

elementos de los que se levantan isotópicamente. Se tiene entonces, aplicando la

Proposición 4.3.3, que:

a) f̂+̂ĝ ∈ F̂(Û), pues f̂+̂ĝ = f̂ + g ∈ F̂(U) = F̂(Û).

b) â×̂f̂ ∈ F̂(Û), pues â×̂f̂ = â× f ∈ F̂(U) = F̂(Û).

Teniendo en cuenta estos resultados se comprueba entonces que F̂(Û) es efectiva-

mente un R̂-espacio vectorial. De hecho es un R̂-isoespacio vectorial, al ser levantado

isotópico de F(U), que es un R-espacio vectorial. ¤

Parece por tanto que, bajo las condiciones señaladas en la Proposición 4.2.3,

los resultados convencionales pueden generalizarse coherentemente en el nivel de

proyección. No obstante, nos interesa ver en qué medida podemos generalizar tales

resultados.

Nos interesará para ello el siguiente resultado previo:

Proposición 4.3.5. Sea f̂ : M̂ → R̂
n

, una isoaplicación entre un isoespacio vec-

torial isorreal topológico M̂ de dimensión m, construido a partir de una isotoṕıa

inyectiva en FM , y un espacio isoeucĺıdeo R̂
n

. Sea Û un isoabierto de M̂ . Entonces,

si f̂ es isodiferenciable, la restricción de f̂ a Û , f̂ |bU , es también isodiferenciable.

Demostración.

Fijada
{

ê1, ..., êm

}
una base de M̂ , introducimos un sistema de coordenadas en

este isoespacio. Esto permite identificar cada punto P̂ ∈ M̂ con sus coordenadas(
P̂ 1, ..., P̂m

)
∈ R̂

m

respecto a dicha base. En definitiva, podemos tratar la isodife-

rencibilidad de f̂ atendiendo a la última parte vista en el tercer Caṕıtulo.

En particular, decir que f̂ : M̂ → R̂
n

es una isoaplicación isodiferenciable, signifi-

ca, según el Corolario 3.4.9, que f es diferenciable en el nivel convencional. Por otro

lado, al ser Û un isoabierto de M̂ , será el levantado isotópico de un abierto U de M .

De esta forma, tenemos que f |U es diferenciable en el nivel convencional. Volviendo a
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aplicar el corolario mencionado, llegamos a que f̂ |bU = f̂ |U es isodiferenciable, como

queŕıamos probar. ¤

Llegamos de esta forma al siguiente resultado:

Proposición 4.3.6. Una isofunción isocontinua definida en un abierto Û de una

isovariedad isodiferenciable (M̂, Â), contruida a partir de una isotoṕıa inyectiva en

FM , f̂ : Û ⊆ M̂ → R̂, es isodiferenciable en P̂ si y sólo si para toda isocarta local

(Ŵ , Ψ̂) ∈ Â, que sea entorno de P̂ , se tiene que f̂ ◦ Ψ̂
−1

es isodiferenciable en un

entorno isoeucĺıdeo de Ψ̂(P̂ ).

Demostración.

La condición suficiente es evidente atendiendo a la Definición 4.3.2. Supongamos

entonces que f̂ es isodiferenciable en P̂ ∈ Û . Atendiendo a la definición citada, existe

una isocarta local sobre M̂ , (V̂ , ϕ̂), tal que P̂ ∈ V̂ y f̂ ◦ ϕ̂
−1

es isodiferenciable en

un entorno isoeucĺıdeo de ϕ̂(P̂ ).

Sea ahora (Ŵ , Ψ̂) otra isocarta local sobre M̂ , entorno de P̂ . Tenemos entonces

que, si nos restringimos a Û ∩ V̂ ∩ Ŵ (6= ∅, pues contiene a P̂ ), llegamos a que

Ψ̂(Û ∩ V̂ ∩ Ŵ ) ⊆ Ψ̂(V̂ ∩ Ŵ ). Con lo cual, dado que ϕ̂◦ Ψ̂
−1

∈ Ĉ
∞

(Ψ̂(V̂ ∩ Ŵ )), al ser

(V̂ , ϕ̂) y (Ŵ , Ψ̂) isocartas locales de Â, llegamos, aplicando las Proposiciones 4.1.12

y 4.3.5, a que ϕ̂ ◦ Ψ̂
−1

∈ Ĉ
∞

(Ψ̂(Û ∩ V̂ ∩ Ŵ )). Por otro lado, como teńıamos que

f̂ ◦ ϕ̂
−1

era isodiferenciable en un entorno isoeucĺıdeo de ϕ̂(P̂ ), llegamos aplicando el

Corolario 3.4.9 a que f̂ ◦ Ψ̂
−1

= f̂ ◦ ϕ̂
−1 ◦ ϕ̂ ◦ Ψ̂

−1

∈ Ĉ
∞

en un entorno isoeucĺıdeo de

Ψ̂(P̂ ). Ahora, como (Ŵ , Ψ̂) era arbitraria en Â, tenemos el resultado anterior para

toda isocarta local sobre M̂ , lo cual prueba la proposición. ¤

Llegamos por tanto con este resultado a que la isodiferenciabilidad de una iso-

función no depende de la isocarta local elegida. Por otro lado, si estudiamos la

isodiferenciabilidad de una isofunción en todos los isopuntos de un abierto, se llega

a la siguiente:

Definición 4.3.7. En las condiciones de la Definición 4.3.2, f̂ se dice isodiferen-

ciable en Û si f̂ ∈ F̂(P̂ ), para todo isopunto P̂ ∈ Û . Al conjunto de las isofunciones

isodiferenciables en Û se le denotará por F̂(Û).
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En particular, en el Ejemplo 4.2.18, cualquier proyección isotópica de una de las

dos cartas locales de S1 constituye un abierto en el toro T = Ŝ1, siendo la aplicación

ϕ̂ : T → [0, 2π)× [0, 2π) isodiferenciable en todo punto de dicho abierto.

Figura 4.14: Isofunción isodiferenciable de T en [0, 2π)× [0, 2π).

Por construcción se cumple que F̂(Û) = ∩ bP∈bU F̂(P̂ ), alcanzándose además el

siguiente resultado:

Proposición 4.3.8. En las condiciones de la definición anterior se tienen:

a) En caso de que la isovariedad M̂ esté construida a partir de una isotoṕıa

inyectiva en FM , se cumple que si f̂ ∈ F̂(Û) y V̂ ⊆ Û es un abierto de M̂ ,

entonces f̂ |bV ∈ F̂(V̂ ).

b) Si V̂ = ∪i∈I V̂i, con V̂i abierto de M̂, ∀i ∈ I, es tal que f̂ | bVi
∈ F̂(V̂i), ∀i ∈ I,

entonces, f̂ ∈ F̂(V̂ ).

Demostración.

a) Sea P̂ ∈ V̂ ⊆ Û . Como f̂ ∈ F̂(Û), llegamos a que f̂ ∈ F̂(P̂ ). La arbitrariedad

de P̂ en Û asegura que f̂ es isodiferenciable en todos los isopuntos de V̂ . Con

lo cual, aplicando la Proposición 4.3.5, llegamos a que f̂ |bV : V̂ ⊆ Û → R̂ es

isodiferenciable en V̂ , esto es, f̂ |bV ∈ F̂(V̂ ), como queŕıamos probar.

b) Sea P̂ ∈ V̂ = ∪i∈I V̂i. Entonces, existe i ∈ I tal que P̂ ∈ V̂i. Como f̂ | bVi
∈

F̂(V̂i), llegamos a que f̂ | bVi
∈ F̂(P̂ ). De esta forma, existe (Ŵ , Ψ̂) isocarta local
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entorno de P̂ sobre M̂ , tal que f̂ | bVi
◦ Ψ̂

−1

∈ Ĉ
∞

en un entorno isoeucĺıdeo

de Ψ̂(P̂ ). Ahora bien, podemos restringir tal entorno de Ψ̂(P̂ ) a uno tal que

f̂ | bVi
◦ Ψ̂

−1

= f̂ ◦ Ψ̂
−1

en dicho entorno. Aśı, seŕıa f̂ ◦ Ψ̂
−1

∈ Ĉ
∞

en este último

entorno isoeucĺıdeo de Ψ̂(P̂ ) y por tanto, por definición, f̂ ∈ F̂(P̂ ). Ahora

bien, como P̂ era arbitrario en Û , llegamos finalmente a que f̂ ∈ F̂(Û), lo que

prueba el resultado. ¤

Por otra parte, atendiendo a la Proposición 4.3.3 se tiene, de forma evidente, el

siguiente:

Corolario 4.3.9. Sea M̂ una isovariedad isodiferenciable de dimensión m construi-

da en las condiciones de la Proposición 4.2.3. Dado un abierto U en M , f : U → R es

diferenciable en U en el nivel convencional, si y sólo si f̂ : Û → R̂ es isodiferenciable

en Û . Esto es, F̂(Û) = F̂(U), donde hemos denotado por F(U) al conjunto de todas

las funciones diferenciables en el abierto U , con respecto al nivel convencional. ¤

Vemos a continuación un resultado que caracteriza a las isofunciones isodiferen-

ciables en un abierto:

Proposición 4.3.10. En las condiciones de la Definición 4.3.2, f̂ ∈ F̂(Û) sólo si

para toda isocarta local (V̂ , ϕ̂) sobre M̂ , tal que Û ∩ V̂ 6= ∅, se tiene que f̂ ◦ ϕ̂
−1

:

ϕ̂(Û ∩ V̂ ) ⊆ R̂
m

→ R̂ es isodiferenciable. En caso de que M̂ esté construida a partir

de una isotoṕıa inyectiva en FM , se verifica también el rećıproco.

Demostración.

Lo vemos por doble implicación:

a) ⇒
Consideramos (V̂ , ϕ̂) una isocarta local sobre M̂ , tal que Û ∩ V̂ 6= ∅. Tenemos

que f̂◦ϕ̂−1
será isodiferenciable si es isodiferenciable en cada punto de ϕ̂(Û∩V̂ ),

que es un abierto de R̂
m

, al ser ϕ̂ un isohomeomorfismo, ser Û ∩ V̂ un abierto

de M̂ contenido en V̂ y aplicar la Proposición 4.1.12. Para ello, debe ser

isodiferenciable en un entorno isoeucĺıdeo del punto.
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Tomamos por tanto â ∈ ϕ̂(Û ∩ V̂ ) ⊆ R̂
m

. Entonces, existe P̂ ∈ Û ∩ V̂ , tal que

ϕ̂(P̂ ) = â. En particular, será P̂ ∈ Û , siendo aśı f̂ ∈ F̂(P̂ ), al ser f̂ ∈ F̂(Û).

Por otro lado, P̂ ∈ V̂ , con lo cual, (V̂ , ϕ̂) es una isocarta local entorno de P̂ .

Ahora, dado que la isotoṕıa utilizada es inyectiva en FM , podemos aplicar la

Proposición 4.3.6, llegando entonces a que f̂ ◦ ϕ̂
−1

es isodiferenciable en un

entorno de ϕ̂(P̂ ) = â, que es lo que buscábamos.

b) ⇐
Debemos ver que f̂ ∈ F̂(P̂ ), ∀P̂ ∈ Û . Tomamos por tanto P̂ ∈ Û . Sea (V̂ , ϕ̂)

una isocarta local entorno de P̂ . Será entonces P̂ ∈ Û ∩ V̂ 6= ∅, con lo cual

está en las condiciones de las hipótesis. Aśı pues, f̂ ◦ ϕ̂
−1

es isodiferenciable

en ϕ̂(P̂ ), por lo que, por definición, f̂ ∈ F̂(P̂ ). Como P̂ era arbitrario en Û ,

llegamos a que f̂ ∈ F̂(Û), que es lo que se queŕıa probar. ¤

A continuación estudiamos la isodiferenciabilidad en toda la isovariedad M̂ :

Definición 4.3.11. En las condiciones de la Definición 4.3.2, f̂ se dice isodiferen-

ciable en M̂ y se denota por f̂ ∈ F̂(M̂), si lo es considerando a M̂ como abierto.

Como caso concreto podemos indicar, aparte de los ejemplos ya vistos en la

presente sección, el Ejemplo 4.2.19, en el cual, la aplicación ϕ̂ : Ŝ1 → [0, 2π)× [0, 2π)

es isodiferenciable en todo punto del toro enlazado.

Figura 4.15: Isoaplicación isodiferenciable del toro enlazado en [0, 2π)× [0, 2π).

Atendiendo al Corolario 4.3.9 se tiene, de forma inmediata el siguiente:
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Corolario 4.3.12. Sea M̂ una isovariedad isodiferenciable de dimensión m, cons-

truida en las condiciones de la Proposición 4.2.3. Dado un abierto U en M , f :

U → R es diferenciable en M en el nivel convencional, si y sólo si f̂ : Û →
R̂ es isodiferenciable en M̂ . Esto es, F̂(M̂) = F̂(M), donde hemos denotado por

F(M) al conjunto de todas las funciones diferenciables en M , con respecto al nivel

convencional. ¤

Llegamos también a la siguiente:

Proposición 4.3.13. Sea (M̂, Â) una isovariedad isodiferenciable, construida a par-

tir de una isotoṕıa inyectiva en FM . Entonces, f̂ ∈ F̂(M̂) si y sólo si para toda

isocarta local (Û , ϕ̂) sobre M̂ , f̂ |bU ◦ ϕ̂
−1

: ϕ̂(Û) → R̂ es isodiferenciable.

Demostración.

Aplicando la Proposición 4.3.10, tenemos que f̂ ∈ F̂(M̂) si y sólo si para toda

isocarta local (Û , ϕ̂) sobre M̂ , con Û∩M̂ = Û 6= ∅, se tiene que f̂ ◦ϕ̂−1
: ϕ̂(Û∩M̂) =

ϕ̂(Û) → R̂, es isodiferenciable. Ahora bien, como f̂ ◦ ϕ̂
−1

= f̂ |bU ◦ ϕ̂
−1

, lo anterior

equivale a que para toda isocarta local (Û , ϕ̂) sobre M̂ , f̂ |bU ◦ ϕ̂
−1

: ϕ̂(Û) → R̂, es

isodiferenciable, lo cual prueba el resultado. ¤

Antes de pasar al caso general, vemos como ejemplo de isofunciones isodiferen-

ciables a las isofunciones isocoordenadas:

Ejemplo 4.3.14. Sean (M̂, Â) una isovariedad isodiferenciable de dimensión m,

construida a partir de una isotoṕıa inyectiva en FM y (Û , ϕ̂) ∈ Â.

Consideremos π̂i : R̂
m

→ R̂, la isoproyección i-ésima, con i ∈ {1, ..., m} y

notemos ϕ̂i a la isofunción isocoordenada i-ésima asociada a ϕ̂, esto es, ϕ̂i = π̂i ◦ ϕ̂ :

Û ⊆ M̂ → R̂. Veamos entoces que ϕ̂i ∈ F̂(Û), para todo i ∈ {1, ..., m}.

Para ello, en primer lugar, fijamos i ∈ {1, ..., m} y tomamos x̂ ∈ R̂i y B̂ ∈(
ℵ̂bRi

)
bx
. Será entonces ϕ̂

−1

i (B̂) = R̂1× ...×R̂i−1×B̂×R̂i+1× ...×R̂m ∈
(
ℵ̂bRm

)
bϕ−1

i (bx)
.

Por la arbitrariedad de i, x̂ y B̂ llegamos entonces a que ϕ̂i es isocontinua para todo

i ∈ {1, ..., m}.

En segundo lugar, para i ∈ {1, .., m} fijo, consideramos (V̂ , Ψ̂) una isocarta local

de M̂ con Û ∩ V̂ 6= ∅. Entonces, ϕ̂i ◦ Ψ̂
−1

: Ψ̂(Û ∩ V̂ ) ⊆ R̂
m

→ ϕ̂i(Û ∩ V̂ ) =
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(π̂i◦ϕ̂)(Û∩V̂ ) ⊆ R̂. Ahora bien, ϕ̂i◦Ψ̂
−1

= π̂i◦ϕ̂◦Ψ̂
−1

es isodiferenciable. Entonces,

como (V̂ , Ψ̂) era una isocarta local arbitraria en M̂ , llegamos por la Proposición

4.3.10 a que ϕ̂i ∈ F̂(Û), como queŕıamos ver. C

Pasamos ya al caso general en el cual N̂ no ha de ser necesariamente R̂:

Definición 4.3.15. Sean (M̂, Â) y (N̂ , B̂) dos isovariedades isodiferenciables de

dimensiones m y n, respectivamente, y sea f̂ : M̂ → N̂ una isoaplicación iso-

continua. Se dice que f̂ es isodiferenciable y se denota por f̂ ∈ F̂(M̂, N̂), si para

todo isopunto P̂ ∈ M̂ , para toda isocarta local (Û , ϕ̂) entorno de P̂ y para toda

isocarta local (V̂ , Ψ̂) entorno de f̂(P̂ ), tales que Û ∩ f̂
−1

(V̂ ) 6= ∅, se tiene que

Ψ̂ ◦ f̂ ◦ ϕ̂
−1

: ϕ̂(Û ∩ f̂
−1

(V̂ )) ⊆ R̂
m

→ (Ψ̂ ◦ f̂)(Û ∩ f̂
−1

(V̂ )) ⊆ R̂
n

es isodiferenciable.

De forma análoga a la prueba de la Proposición 4.3.3, se puede probar entonces

el siguiente resultado:

Proposición 4.3.16. Sean M̂ una isovariedad isodiferenciable de dimensión m y

N̂ una isovariedad isodiferenciable de dimensión n, construidas ambas en las condi-

ciones de la Proposición 4.2.3. Entonces, f : M → N es diferenciable en M en

el nivel convencional, si y sólo si f̂ : M̂ → N̂ es isodiferenciable en M̂ . Esto es,

F̂(M̂, N̂) = ̂F(M, N), donde hemos denotado por F̂(M̂, N̂) al conjunto de todas las

funciones diferenciables en M con imagen en N , con respecto al nivel convencional.
¤

Ejemplo 4.3.17. Consideremos la circunferencia S1 ⊆ πxy y la aplicación ϕ : S1 →
[0, 2π), que asocia a cada punto de S1 el ángulo que forma con el eje horizontal OX

del plano. Sea I1 la isotoṕıa del Ejemplo 4.2.5, que construye la esfera S2 a partir

de S1 e I2 la isotoṕıa de dicho ejemplo, que construye el conjunto [0, 2π)× [0, π) a

partir de [0, 2π). Sea además Φ1
ϕ(t) = 2t, para todo t ∈ [0, π).

Por otra parte, consideremos I3, la isotoṕıa del Ejemplo 4.2.18 que origina el

toro T a partir de S1 e I4 la isotoṕıa de dicho ejemplo que construye el conjunto

[0, 2π)× [0, 2π), a partir de [0, 2π). Sea finalmente Φ2
ϕ(t) = t, para todo t ∈ [0, 2π).

Dado que la aplicación identidad Id : S1 → S1 es diferenciable en S1, con-

siderando la estructura diferenciable de la circunferencia S1, vista en los ejemplos
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citados, y dado que la construcción realizada verifica las condiciones de la Proposi-

ción 4.3.16, si tomamos ΦId(t) = 2t para todo t ∈ [0, π), llegamos finalmente a que

la isoaplicación asociada a Id, Îd : S2 → T, es isodiferenciable en S2.

Figura 4.16: Isoaplicación isodiferenciable de S2 en T.
C

Por otra parte, en la práctica, no se fijará un isopunto, sino que tomaremos

una isocarta de cada isovariedad y procederemos a la intersección señalada. De

esta forma, cuando f̂ se dé expĺıcitamente, trabajaremos en cada isopunto de las
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isovariedades. En cambio, si f̂ viene dada en forma genérica, nos interesará trabajar

con otra definición de isodiferenciabilidad equivalente a la anterior:

Definición 4.3.18. Sean (M̂, Â) y (N̂ , B̂) dos isovariedades isodiferenciables de di-

mensiones m y n, respectivamente, y sea f̂ : M̂ → N̂ una isoaplicación isocontinua.

Se dice que f̂ es isodiferenciable y se denota por f̂ ∈ F̂(M̂, N̂), si para toda isocarta

local (Û , ϕ̂) sobre M̂ y para toda isocarta local (V̂ , Ψ̂) sobre N̂ , tales que Û∩f̂
−1

(V̂ ) 6=
∅, se tiene que Ψ̂ ◦ f̂ ◦ ϕ̂

−1
: ϕ̂(Û ∩ f̂

−1

(V̂ )) ⊆ R̂
m

→ (Ψ̂ ◦ f̂)(Û ∩ f̂
−1

(V̂ )) ⊆ R̂
n

es

isodiferenciable.

Llegamos entonces al siguiente resultado:

Proposición 4.3.19. En las condiciones de la definición anterior, si la isotoṕıas

utilizadas son inyectivas en FM y FN , entonces, en el caso en que f̂ ∈ F̂(M̂, N̂), se

tiene que ĝ ◦ f̂ ∈ F̂(M̂) para toda isoaplicación ĝ ∈ F̂(N̂).

Demostración.

Sean f̂ ∈ F̂(M̂, N̂), ĝ ∈ F̂(N̂) y (Û , ϕ̂) una isocarta local sobre M̂ . Si el isoatlas

asociado a N̂ es B̂ = {(V̂ i, Ψ̂i)}i∈I , entonces, Û = ∪i∈I(Û ∩ f̂
−1

(V̂i)). Con lo cual,

ϕ̂(Û) = ∪i∈Iϕ̂(Û ∩ f̂
−1

(V̂i)).

Atendiendo a la Proposición 4.3.13, bastará probar que (ĝ ◦ f̂)|bU ◦ ϕ̂
−1

: ϕ̂(Û) ⊆
R̂

m

→ R̂ es isodiferenciable. No obstante, como ϕ̂(Û) es unión de abiertos en R̂
m

,

resta ver, aplicando el apartado (b) de la Proposición 4.3.8, que (ĝ ◦ f̂))|bU ◦ ϕ̂
−1

es

isodiferenciable en cada ϕ̂(Û ∩ f̂
−1

(V̂i)).

Ahora bien:

(ĝ ◦ f̂))|bU ◦ ϕ̂
−1

|bϕ(bU∩ bf
−1

( bVi))
= ĝ| bf(bU)∩ bVi

◦ Ψ̂i

−1

◦ Ψ̂i ◦ f̂ ◦ ϕ̂
−1

|bϕ(bU∩ bf
−1

( bVi))

De esta forma, como ĝ ◦ Ψ̂i

−1

y Ψ̂i ◦ f̂ ◦ ϕ̂
−1

son isodiferenciables, basta aplicar el

Corolario 3.4.9, llegando a que (ĝ ◦ f̂)|bU ◦ ϕ̂
−1

es isodiferenciable en ϕ̂(Û ∩ f̂
−1

(V̂i)),

como queŕıamos probar. ¤

De esta forma, teniendo en cuenta que a partir de la construcción del Ejemplo

4.2.18 hemos encontrado una isofunción isodiferenciable ϕ̂ (ver Figura 4.13) de T en
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[0, 2π)×[0, 2π) y que atendiendo al Ejemplo 4.3.17 hemos obtenido una isoaplicación

isodiferenciable Îd de S2 en T, resultará, aplicando la Proposición 4.3.19, que ϕ̂◦Îd :

S2 → [0, 2π)× [0, 2π) es una isofunción isodiferenciable en S2:

Figura 4.17: Composición de una isoaplicación y una isofunción isodiferenciables.

Es conocido que el rećıproco del resultado convencional correspondiente a la

Proposición 4.3.19 requiere una complicada construcción [12], que será similar a la

hora de dar el correspondiente rećıproco en el nivel de proyección.

En particular, gracias a los resultados vistos hasta ahora, puede comprobarse

que, siguiendo una demostración análoga al caso convencional [12], se prueban los

siguientes resultados:

Lema 4.3.20. Sea M̂ una isovariedad isodiferenciable de dimensión m, contruida

a partir de una isotoṕıa inyectiva en FM y sea P̂ ∈ Û ⊆ M̂ , con Û un isoentorno

abierto de P̂ . Sea R̂ un isocuerpo isorreal construido a partir de una isotoṕıa inyec-

tiva en FR y compatible respecto a + y ×. Entonces, existen un isoentorno abierto

V̂ de P̂ y una isofunción isodiferenciable f̂ ∈ F̂(M̂), tales que:

a) Cl(V̂ ) ⊆ Û .

b) Ŝ≤̂f̂≤̂Î = 1̂, f̂ ≡ Î = 1̂ en CL(V̂ ) y f ≡ Ŝ = 0̂ en M̂ − Û .

Si se fija además ĥ ∈ F̂(Û), existen entonces un isoentorno abierto V̂ de P̂ , con

CL(V̂ ) ⊆ Û y una isofunción ĝ ∈ F̂(M̂), tales que ĝ ≡ ĥ en V̂ y ĝ ≡ Ŝ = 0̂ en

M̂ − Û . ¤

Proposición 4.3.21. En las condiciones de la Definición 4.3.18, supongamos que

M̂ y N̂ se construyen a partir de isotoṕıas inyectivas en FM y FN , respectivamente,
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y que R̂ lo hace a partir de una isotoṕıa inyectiva en FR y compatible respecto a +

y ×. En caso de que para toda isoaplicación ĝ ∈ F̂(N̂) se tenga que ĝ ◦ f̂ ∈ F̂(M̂),

resulta f̂ ∈ F̂(M̂, N̂). ¤

Atendiendo ahora a las Proposiciones 4.3.19 y 4.3.21, llegamos inmediatamente

al siguiente:

Corolario 4.3.22. Sean (M̂, Â) y (N̂ , B̂) dos isovariedades isodiferenciables de di-

mensiones m y n, respectivamente, en las condiciones de la Proposición 4.3.21 y sea

f̂ : M̂ → N̂ una isoaplicación isocontinua. Entonces, f̂ ∈ F̂(M̂, N̂) si y sólo si para

toda isoaplicación ĝ ∈ F̂(N̂) se tiene que ĝ ◦ f̂ ∈ F̂(M̂). ¤

Siguiendo de nuevo la misma ĺınea de la correspondiente prueba en el nivel

convencional, pueden probarse los siguientes resultados:

Proposición 4.3.23. Se verifica que:

a) Si M̂ es una isovariedad isodiferenciable con dos isoestructuras isodiferencia-

bles Â1 y Â2 compatibles, entonces la isoaplicación isoidentidad Îd : (M̂, Â1) →
(M̂, Â2) es isodiferenciable.

b) Sean (M̂1, Â1), (M̂2, Â2) y (M̂3, Â3) tres isovariedades isodiferenciables, tales

que las isotoṕıas que construyen M̂1 y M̂2 son inyectivas en FM1 y FM2, res-

pectivamente. Se verifica entonces que dadas f̂ : M̂1 → M̂2 y ĝ : M̂2 → M̂3

dos isoaplicaciones isodiferenciables, la composición ĝ ◦ f̂ : M̂1 → M̂3 es otra

isoaplicación isodiferenciable. ¤

En particular, si consideramos la isoaplicación isodiferenciable entre S2 y T del

Ejemplo 4.3.17 y construimos de forma análoga una isoaplicación entre T y el toro

enlazado construido en el Ejemplo 4.2.19, obtendremos, aplicando el apartado (b) de

la proposición anterior, bajo cuyas condiciones nos encontramos, una isoaplicación

isodiferenciable entre S2 y el toro enlazado:
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Figura 4.18: Composición de isoaplicaciones isodiferenciables.

Finalmente, terminamos esta sección con el siguiente resultado:

Proposición 4.3.24. Sean M̂1, M̂2, N̂1 y N̂2 cuatro isovariedades isodiferenciables,

tales que las isotoṕıas utilizadas son inyectivas en los factores externos corres-

pondientes. Sean f̂ : M̂1 → N̂1 y ĝ : M̂2 → N̂2 dos isoaplicaciones isodiferencia-

bles en M̂1 y M̂2, respectivamente. Entonces, la isoaplicación f̂ × ĝ : (X̂, Ŷ ) →
(f̂ × ĝ)(X̂, Ŷ ) = (f̂(X̂), ĝ(Ŷ )) es isodiferenciable en M̂1 × M̂2.

Demostración.

La inyectividad impuesta permite asegurar mediante la Proposición 4.2.25 que

M̂1×M̂2 y N̂1×N̂2 pueden dotarse de sus respectivas isoestructuras isodiferenciables

productos. Atendiendo ahora a que f̂ × ĝ = f̂ × g, basta tener en cuenta el caso

convencional y aplicar entonces la Proposición 4.3.16 para obtener el resultado. ¤



Caṕıtulo 5

ISOGRUPOS DE LIE

En 1978, Santilli plantea por primera vez la definición de grupo de Lie-Santilli,

conocido también por grupo de isotransformación. Lo define como un isogrupo que

verifica unas condiciones análogas a los grupos de transformaciones convencionales,

aunque vistas ahora a nivel isotópico (véase [34]). Posteriores estudios prosiguieron

desarrollando el concepto y las propiedades de los grupos de Lie-Santilli (véanse

[4],[24],[30],[43] y [50]). El penúltimo de los trabajos mencionados ya trabajaba con

la noción adaptada al concepto de isodiferenciabilidad.

Lo que nos proponemos en este Caṕıtulo es alcanzar la noción de grupo de Lie-

Santilli, después de haber realizado un amplio desarrollo de los levantados isotópicos

de los grupos de Lie convencionales, a los que llamaremos isogrupos isotópicos de

Lie. Esto lo haremos con vistas a obtener las relaciones existentes entre éstos y las

álgebras isotópicas de Lie, cuyas propiedades básicas son ya conocidas.

Aplicaremos aqúı los resultados vistos en las secciones anteriores sobre isodife-

renciabilidad, lo cual nos llevará a ampliar y generalizar resultados ya existentes en

la literatura acerca de los isogrupos isotópicos de Lie, como puede ser el tratado

de 1993 de los matemáticos griegos Sourlas y Tsagas (véase [50]). Veremos también

una importante cantidad de ejemplos que nos ayudarán a comprender los resultados

teóricos que obtendremos. Además, en todo momento plantearemos las diferencias

existentes entre los niveles convencional y de proyección, al igual que las semejanzas

que hay entre ellos.

123
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5.1. Isogrupos isotópicos de Lie

En esta sección daremos la definición de isogrupo isotópico de Lie, estudiando una

serie de ejemplos de estos isogrupos. Analizaremos también la relación existente

entre los grupos de Lie convencionales y los isogrupos isotópicos de Lie. Finalmente,

daremos una caracterización de estos últimos.

Definición 5.1.1. Sea Ĝ un conjunto isotópico asociado a un conjunto G cualquiera.

Se dice que una isoestructura isodiferenciable y una isoestructura de isogrupo sobre

Ĝ, (Ĝ, ◦̂), son compatibles, si:

a) Ĝ× Ĝ está dotado de isoestructura isodiferenciable.

b) La isoaplicación η̂ : Ĝ× Ĝ → Ĝ : (x̂, ŷ) → x̂◦̂ŷ−bI , es isodiferenciable, siendo Î

la isounidad asociada a Ĝ.

Se denomina isogrupo isotópico de Lie a todo conjunto isotópico dotado de una

isoestructura de isogrupo y de una isoestructura isodiferenciable compatibles.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 5.1.2. Consideramos el grupo aditivo (R2, +) dotado de estructura de

grupo de Lie para el atlas A = (R2, IdR2) y la aplicación diferenciable η(x, y) = x+y.

Tomamos a continuación la isotoṕıa inyectiva de elementos ∗, el producto usual entre

matrices, e Î =

(
1 0

1 1

)
.

Resulta la proyección (̂x, y) = (x, y) ∗
(

1 0

1 1

)
= (x + y, y), obteniéndose el

isogrupo (R̂
2

, +̂) = (R2, +).

Por otra parte, consideremos la proyección isotópica correspondiente Â y la

isoaplicación η̂(x, y) = x + y = η(x, y). Se comprueba entonces que el Corolario

4.3.12 asegura la isodiferenciabilidad de η̂, pudiéndose dotar entonces a R2 de es-

tructura de isogrupo isotópico de Lie. C
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Ejemplo 5.1.3. Consideremos el isogrupo (R̂, +̂), obtenido como revolución respecto

al (0, 0) ∈ πxy, al considerar el tiempo en el factor externo FR = [0, 2π).

Figura 5.1: πxy como proyección isotópica de una recta.

Este levantamiento isotópico es no inyectivo, pues el origen de coordenadas se

mantiene fijo en todo instante de tiempo. Sin embargo, śı es inyectivo en FR.

Consideramos ahora la aplicación:

Φ+ : [0, 2π)× [0, 2π) → [0, 2π) : (s, t) → Φ+(s, t) = s + t (mod 2π).

Observemos entonces que dotamos al plano πxy = R̂ de estructura de isogrupo

para la isooperación +̂, definida como:

(r1 cos t1, r1 sen t1)+̂(r2 cos t2, r2 sen t2) = ((r1 +r2) cos (t1 +t2), (r1 +r2) sen (t1 +t2)).

Figura 5.2: Estructura de isogrupo en πxy.
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Resulta que Â = {(R̂, ÎdbR)} es un isoatlas isodiferenciable sobre R̂, siendo Â× Â

un isoatlas isodiferenciable sobre R̂ × R̂, donde considerando la aplicación ΦIdR =

Id[0,2π), se alcanza que ÎdbR : R̂→ R̂, es tal que Îd(x̂) = x̂, para todo x ∈ R.

Consideramos ahora la aplicación diferenciable η : R×R→ R : (x, y) → x−y =

x + y−0. Si tomamos Φη(s, t) = Φ+(s, t) = s + t, resulta finalmente la isoaplicación:

η̂ : πxy × πxy → πxy

η̂(x ∗ Î(x, s), y ∗ Î(y, t)) = η(x, y) ∗ Î((η(x, y), Φη(s, t)) =

= (x− y) ∗ Î(x− y, s + t) = x ∗ Î(x, s)+̂(y ∗ Î(y, t))−
bI .

En particular, aplicando el Corolario 4.3.12, obtenemos que η̂ es isodiferenciable.

Dotamos de esta forma al plano πxy de estructura de isogrupo isotópico de Lie. C

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el isogrupo (R̂∗, ×̂) asociado al grupo (R∗,×) a partir

de la isotoṕıa de elementos Î = i ∈ C y ∗ ≡ ·, el producto usual de complejos. De

esta forma, para todos x, y ∈ R∗, se tiene que x̂×̂ŷ = x̂ · y = x̂× y = (x × y) · i,
obteniéndose por tanto la compatibilidad respecto a × de la isotoṕıa utilizada.

Consideremos el isoatlas sobre R̂∗ ≡ C∗, Â = {(R̂∗, ÎdbR∗)} = {(C∗, IdC∗)}. Se

comprueba entonces que Â× Â dota a C∗ × C∗ de isoestructura isodiferenciable.

Tomemos por otro lado la aplicación diferenciable η : R∗ × R∗ → R∗ : (x, y) →
x×y−1. Definimos entonces η̂ : R̂∗× R̂∗ → R̂∗, tal que η̂(x̂, ŷ) = η̂(x, y) = x̂× y−1 =

x̂×̂ŷ
−bI

= (x · y−1) · i, para todos x, y ∈ R∗.
El Corolario 4.3.12 asegura que η̂ es isodiferenciable. Aśı, la isoestructura de

isogrupo de (C∗, ×̂) es compatible con la isoestructura isodiferenciable de C∗ dada

por el isoatlas Â. C

Ejemplo 5.1.5. Puede haber situaciones en las que nos interese trabajar con una

isotoṕıa múltiple (constituida por varios levantamientos isotópicos), que deba variar

en el tiempo de una forma constante y relativamente arbitraria. Para ello es nece-

sario disponer de un cierto sistema para determinar expĺıcitamente tal isounidad.

Supongamos por ejemplo, fijado m ∈ N, las siguientes funciones:
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t : R→ N : x → t(x) = tx,

h : {1, ..., t0} × {1, ...,m} → N∗ : x → h(i, j) = hij.

Sea ahora (GL(m,R), ·) el grupo general de matrices de orden m, siendo · el pro-

ducto usual de matrices. Construyamos a continuación la proyección ( ̂GL(m,R), ·̂),
a partir de una isotoṕıa que a cada elemento de la fila j-ésima le aplica a su vez

el levantamiento isotópico correspondiente a los elementos de isotoṕıa ∗ ≡ ×, el

producto usual en R, e isounidad Îj = hij. Tal construcción depende pues del tiempo

como factor externo FGL(m,R) = {0, ..., t0}, dando lugar a un levantamiento isotópico

inyectivo, tal que:

̂GL(m,R) = {M̂ ∈ M̂m(R) : M ∈ GL(m,R)} = {M̂ ∈ M̂m(R) : det(M) 6= 0} =

= {M̂ ∈ M̂n(R) : d̂et(M̂) 6= 0̂ = Ŝ}.

Consideramos además el levantado isotópico del cuerpo real (R, +,×) a partir del

levantamiento isotópico de elementos de isotoṕıa principales t0 y × y secundarios 0

y +. Como además las isomatrices serán isorreales, vamos a denotar a M̂n(R) por

M̂n(R̂) y a ̂GL(m,R) por ĜL(m, R̂), dando aśı una mejor idea del levantamiento

isotópico que estamos llevando a cabo.

Finalmente, supondremos que todas las aplicaciones de tipo Φ que intervengan en

la construcción estén definidas en tiempos paralelos, coincidiendo con la identidad

en dichos tiempos. Esto es, Φ(t, t) = t, para todo t ∈ {0, ..., t0}.

A continuación, teniendo en cuenta la inyectividad de la isotoṕıa utilizada pode-

mos dotar a ̂GL(m,R) de la isotopoloǵıa Υ̂f asociada a la topoloǵıa final Υf corres-

pondiente a la función determinante det : Mn(R) → R. Tendremos entonces que

Û ∈ Υ̂f ⇔ U ∈ Υf ⇔ det(U) ∈ T , donde T es la topoloǵıa eucĺıdea usual asociada

a R. Ahora bien, si consideramos la isotopoloǵıa de Tsagas-Sourlas T̂ , resulta que

det(U) ∈ T ⇔ d̂et(U) = d̂et(Û) ∈ T̂ . Aśı pues, Û ∈ Υ̂f ⇔ d̂et(Û) ∈ T̂ .

Observamos con esto que la construcción de la isotopoloǵıa final es coherente y

que en particular, ̂GL(m,R) es un isoabierto de M̂n(R). Esto se tiene en primer

lugar por ser el levantado isotópico de un abierto de Mn(R) y en segundo lugar
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porque d̂et( ̂GL(m,R)) = ̂det(GL(m,R)) = R̂∗, que es isoabierto de R̂ al ser R∗ un

abierto de R.

Sea ahora la isoaplicación ϕ̂ : ĜL(m, R̂) → R̂
m2

, asociada a la aplicación:

ϕ : GL(m,R) → Rm2

ϕ(A) = (a11, ..., a1m, a21, ..., a2m, a31, ....., amm),

para todo A = (aij)
m
i,j=1 ∈ GL(m,R). Esto es:

ϕ̂(Â) = ϕ̂(A) = (â11, ..., â1m, ....., âmm).

Tenemos entonces por construcción que Â = {(ĜL(m, R̂), ϕ̂)} constituye un

isoatlas isodiferenciable sobre ĜL(m, R̂), formado por una única isocarta local, sien-

do Â× Â un isoatlas isodiferenciable sobre ĜL(m, R̂)× ĜL(m, R̂).

Consideramos ahora la aplicación diferenciable η(A,B) = A · B−Idm. Definimos

entonces η̂(Â, B̂) = ̂η(A,B) = ̂A ·B−Idm = Â̂·B̂
−bI

, para todos A, B ∈ GL(m,R).

El Corolario 4.3.12 asegura entonces que η̂ es isodiferenciable y por tanto, que la

isoestructura de isogrupo de (ĜL(m, R̂), ·̂) es compatible con la isoestructura iso-

diferenciable de ĜL(m, R̂), dada por el isoatlas Â. C

Hagamos notar que en la Definición 5.1.1, η̂ es una isoaplicación, por lo cual debe

estar asociada a una aplicación η : G× G → G en el nivel convencional. De hecho,

si estamos usando un levantamiento isotópico de elementos de isotoṕıa Î y ∗ (de

elemento unidad I), η vendrá dada como η : G×G → G : (x, y) → η(x, y) = x∗y−I .

Un caso particular que será muy utilizado en nuestro estudio se dará cuando

impongamos en el levantamiento isotópico utilizado en la construcción de Ĝ, la

compatibilidad respecto a ◦:

Proposición 5.1.6. Sea (Ĝ, ◦̂) un isogrupo asociado a (G, ◦) mediante una isotoṕıa

de elementos ∗ e Î. En el caso de que ∗ sea asociativa en el conjunto general V

y la isotoṕıa sea inyectiva, la compatibilidad del levantamiento isotópico utilizado
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respecto a ◦ implica que los niveles convencional y general coinciden, en el sentido

de ser (G, ◦) ≡ (G, ∗).

Demostración.

Se tendrá por definición de compatibilidad que, para todos a∗ Î(Fa), b∗ Î(Fb) ∈ Ê

se cumple: (
a ∗ Î(Fa)

)
◦̂

(
b ∗ Î(Fb)

)
=

=
[(

(a ∗ Î(Fa)) ∗ T (Fa)
)
∗

(
(b ∗ Î(Fb)) ∗ T (Fb)

)]
∗ Î (Φ◦(Fa, Fb)) =

= (a ◦ b) ∗ Î(Φ◦(Fa, Fb)).

Atendiendo a la asociatividad de ∗ en el conjunto general, resulta:

(a ∗ b) ∗ Î (Φ◦(Fy, Fa)) = (a ◦ b) ∗ Î(Φ◦(Fa, Fb)).

La inyectividad de la isotoṕıa utilizada obliga finalmente a ser a∗b = a◦b. Luego,

∗ ≡ ◦ y aśı, (G, ◦) ≡ (G, ∗). ¤

De esta forma, bajo las condiciones del resultado anterior, x̂◦̂ŷ−bI = x̂◦̂ŷ−e =

x̂ ◦ y−e, ∀x, y ∈ G, donde e es el elemento unidad de (G, ◦). Con lo cual, en este

caso, η : G×G → G : (x, y) → η(x, y) = x ◦ y−e.

Es interesante observar también el siguiente resultado:

Proposición 5.1.7. Sea (G, ◦) un grupo dotado de una estructura diferenciable de

dimensión m, A = {(Uh, ϕh)}h∈H , en el nivel general y sea (Ĝ, ◦̂) un isogrupo aso-

ciado a G, construido a partir de una isotoṕıa inyectiva en FG y en la construcción

del isocuerpo R̂
m

correspondiente, siendo la aplicación Φϕh
una biyección para todo

h ∈ H. Bajo estas condiciones, Ĝ está dotado de una isoestructura isodiferenciable.

De hecho, se tiene que Ĝ es un isogrupo isotópico de Lie si y sólo si G tiene

estructura de grupo de Lie en el nivel general.

Demostración.

Por una parte, la Proposición 4.2.11 nos asegura que A = {(Uh, ϕh)}h∈H es una

estructura diferenciable sobre G si y sólo si Â = {(Ûh, ϕ̂h)}h∈H es una isoestructura

isodiferenciable sobre Ĝ.
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Ahora, para la segunda parte del resultado consideramos la aplicación η : G ×
G → G : (x, y) → η(x, y) = x ∗ y−I , donde ∗ es la ∗-ley principal utilizada en la

construcción de Ĝ e I es el elemento unidad de G respecto a ∗.
Dado que aplicando la Proposición 4.3.24, tenemos que Ĝ × Ĝ puede dotarse

de la isoestructura isodiferenciable producto, tiene sentido considerar entonces la

proyección isotópica de η, η̂ : Ĝ × Ĝ → Ĝ. De tal forma que, aplicando a su vez la

Proposición 4.3.16, llegamos a que η es diferenciable si y sólo si η̂ es isodiferenciable,

lo cual sirve por definición para terminar de probar nuestro resultado. ¤

Obsérvese que el resultado anterior permite simplificar el análisis realizado en

cada uno de los ejemplos que hemos visto al comienzo de esta sección.

Veamos algunos ejemplos más al respecto:

Ejemplo 5.1.8. Consideremos la circunferencia S1 dotada de su estructura diferen-

ciable habitual, atendiendo a dos proyecciones estereográficas, y de la multiplicación

inducida como grupo de complejos unimodulares:

η : S1 × S1 → S1

η(eit1 , eit2) = ei(t1+t2).

Figura 5.3: S1 como grupo multiplicativo.

Este producto dota de hecho a S1 de estructura de grupo de Lie.

Consideremos por otro lado la isotoṕıa dependiente del factor externo F S1
=

[0, π), de elementos ∗ e Î, que construye la esfera S2 como proyección de S1 al rea-
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lizar la revolución de la circunferencia respecto al eje OZ de R3, que ya hemos visto

que permite considerar la esfera como isoestructura isodiferenciable de dimensión 1.

Sea ahora r : N→ R+ una función creciente, tal que r(1) = 1. Podemos extender

entonces la anterior isotoṕıa a F S1
= [0, +∞), de tal forma que, fijado k ∈ N, en

cada [(k − 1)π, kπ), la circunferencia S1 origine de forma análoga una esfera de

radio r(k), de tal forma que cada una sea secante a la anterior, en el polo norte de

esta última. Dicha isotoṕıa seŕıa inyectiva en F S1
.

Tal construcción permite de hecho considerar la cadena de esferas como isova-

riedad isodiferenciable de dimensión 1, atendiendo a la estructura diferenciable de

la circunferencia. Obsérvese que dicha cadena no es en cambio una variedad dife-

renciable, pues los polos de cada esfera son puntos conflictivos para ello.

Figura 5.4: Cadena de esferas como isovariedad isodiferenciable de dimensión 1.

Aplicando entonces la Proposición 5.1.7, en cuyas condiciones nos encontramos,

llegamos a que podemos dotar a la cadena de esferas de estructura de isogrupo

isotópico de Lie.

Para ello, si tomamos por ejemplo la aplicación Φη : F S1 ×F S1 → F S1
: (s, t) →

Φη(s, t) = s + t, bastará considerar el producto:

η̂(eit1 ∗ Î(eit1 , s), eit2 ∗ Î(eit2 , t)) = ei(t1+t2) ∗ Î(ei(t1+t2), s + t).
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Figura 5.5: Cadena de esferas como isogrupo isotópico de Lie.
C

Ejemplo 5.1.9. Para el grupo de Lie (R∗,×) dotado de la estructura diferencia-

ble {(R∗, IdR∗)} consideramos el levantamiento isotópico de elementos de isotoṕıa

Î = Î(x) = 1
x2 y ∗ ≡ ×, de elemento isotópico T = Î; esto es, el levantamiento

isotópico inyectivo dado por x → x̂ = 1
x
, que es compatible respecto a × de forma

inmediata. Tenemos por tanto, aplicando la Proposición 5.1.7, que (R̂∗, ×̂) dota-

do de la isoestructura isodiferenciable {(R̂∗, ÎdR∗)} es un isogrupo isotópico de Lie.

Obsérvese que en el nivel de proyección la isoestructura anterior coincide ı́ntegra-

mente con la estructura inicial. C

Obsérvese por otra parte que la Proposición 5.1.7 permite que (G, ◦) sólo tenga

estructura de grupo y no necesariamente de grupo de Lie. Aśı pues, podemos en-

contrar isogrupos isotópicos de Lie que sean levantados isotópicos de grupos que no

son grupos de Lie. Lo vemos en el siguiente:

Ejemplo 5.1.10. Consideramos el grupo (R, µ) dotado de la estructura diferenciable

{(R, IdR)}, donde µ viene definida como µ : R × R → R : (x, y) → µ(x, y) =

(x3 + y3)1/3. Sabemos que (R, µ) dotado de dicha estructura diferenciable no es un

grupo de Lie.

Consideramos ahora la misma variedad diferenciable anterior pero ahora asocia-

da al grupo (R, +), donde + es la suma usual de reales. Sabemos que dicho grupo

dotado con la estructura diferenciable {(R, IdR)} es un grupo de Lie.
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Usamos ahora el levantamiento isotópico inyectivo que tiene como elementos de

isotoṕıa ∗ ≡ + e Î = 2, considerando para (R, ∗) la estructura de grupo de Lie

que acabamos de ver anteriormente. Obtenemos entonces que el isogrupo (R̂, µ̂) ≡
(R, µ̂), el cual es un grupo aditivo con elemento unidad 2, dotado de la isoestructura

isodiferenciable {(R̂, ÎdR)} será un isogrupo isotópico de Lie, como consecuencia de

la Proposición 5.1.7 para verlo. C

En el ejemplo anterior se mantiene la estructura diferenciable en los niveles ge-

neral y de proyección, aunque se vaŕıan las estructuras de grupos. Se puede hacer

también al contrario, obteniendo estructuras diferenciables que siendo distintas con-

vencionalmente, estén relacionadas isotópicamente:

Ejemplo 5.1.11. Consideramos el grupo (R, µ) del Ejemplo 5.1.10 con la estructura

diferenciable {(R, IdR)}, que no es grupo de Lie. Consideramos además el grupo de

Lie (R, µ) con la estructura diferenciable {(R, ϕ)}, siendo ϕ : R→ R : x → ϕ(x) =

x3. Este segundo grupo es el que tomamos en el nivel general para un levantamiento

isotópico del primer grupo (esto es, tomamos ∗ definida como µ) y consideramos

como isounidad a Î = 0, que es el elemento unidad de R respecto ∗. Aśı, la isotoṕıa

utilizada será inyectiva y, aplicando la Proposición 5.1.7, obtenemos finalmente que

(R̂, µ̂) ≡ (R, ϕ) es un isogrupo isotópico de Lie. C

5.2. Isoálgebra isotópica de un isogrupo isotópico

de Lie

Trataremos en esta sección la relación existente entre las isoestructuras de las

isoálgebras y los isogrupos isotópicos de Lie, estudiando la analoǵıa con el caso

convencional. Necesitamos para ello estudiar previamente algunos resultados básicos

sobre vectores isotangentes y campos vectoriales en el nivel de proyección, haciendo

uso para ello del cálculo isodiferencial visto en el tercer Caṕıtulo:

5.2.1. Vectores isotangentes y campos vectoriales

Definición 5.2.1. Sea M̂ una isovariedad isodiferenciable y sea P̂ ∈ M̂ . Se llama

vector isotangente a M̂ en P̂ a toda aplicación R̂-lineal v : F̂(P̂ ) → R̂ verificando la
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condición de Leibnitz; es decir, que para todos f̂ , ĝ ∈ F̂(P̂ ), se verifica:

v(f̂×̂ĝ) = f̂(P̂ )×̂v(ĝ)+̂ĝ(P̂ )×̂v(f̂).

Al conjunto de vectores isotangentes a M̂ en P̂ se le denota por T̂ bP (M̂). En el

caso en que (Û , ϕ̂) sea una isocarta local de M̂ entorno de P̂ se puede notar también

por T̂ bP (Û). Finalmente, el conjunto de vectores isotangentes a M̂ se notará por

T̂(M̂) o bien por T̂(Û).

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.2.2. En las condiciones del Ejemplo 5.1.2, supongamos además que

utilizamos la isotoṕıa identidad del grupo aditivo (R, +).

Fijado (x0, y0) ∈ R2, consideramos las isoderivadas siguientes:

(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)

: F̂ ((x0, y0)) → R̂ : f̂ →
(

∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)

(
f̂
)

=

(
∂f

∂x
+

∂f

∂y

)

(x0−y0,y0)

,

(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)

: F̂ ((x0, y0)) → R̂ : f̂ →
(

∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)

(
f̂
)

=

(
∂f

∂y

)

(x0−y0,y0)

.

Se puede comprobar que estas isoderivadas son de hecho vectores isotangentes a

R2 en (x0, y0), al ser R-lineales y verificar la condición de Leibniz. C

En particular se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 5.2.3. Bajo las condiciones de la Proposición 4.3.3, si la isotoṕıa

utilizada para la obtención de R̂ es compatible con respecto a las operaciones de

partida, entonces, dado P ∈ M se tiene que v es un vector tangente a M en P si y

sólo si v̂ es un vector isotangente a M̂ en P̂ . De esta forma, T̂ bP (M̂) = T̂P (M).
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Demostración.

En primer lugar hay que observar que bajo las condiciones indicadas, toda apli-

cación de F̂(P̂ ) en R̂ es de hecho una isoaplicación, teniendo en cuenta la inyectividad

en los factores externos y que, según la Proposición 4.3.3, F̂(P̂ ) = F̂(P ).

Sea ahora v ∈ TP (M). Tiene sentido entonces la isoaplicación v̂ : F̂(P̂ ) =

F̂(P ) → R̂ : f̂ → v̂(f̂) = v̂(f). Además, atendiendo a la compatibilidad en las ope-

raciones iniciales, se comprueba de forma inmediata que v̂ es un isovector isotangente

a M̂ en P̂ .

El rećıproco se tiene análogamente, si bien hay que tener en cuenta la inyectividad

en FR. ¤

Por otra parte, obsérvese que T̂ bP (M̂) es un espacio vectorial isorreal, al que se

le llamará espacio isotangente, definiendo para v, w ∈ T̂ bP (M̂) y â ∈ R̂:

(v+w)(f̂) = v(f̂)+̂w(f̂); (â×v)(f̂) = â×̂v(f̂).

Si nos encontramos además bajo las condiciones de la Proposición 5.2.3, se ve-

rifica que T̂ bP (M̂) = T̂P (M) será de hecho un isoespacio vectorial isorreal, al que se

llamará isoespacio isotangente.

Buscamos a continuación obtener una base suya. En el nivel convencional sabe-

mos que si (U,ϕ = (ϕ1, ..., ϕm)) es una carta local entorno de P , entonces una base

de TP (M) es
{(

∂
∂ϕ1

)
P

, ...,
(

∂
∂ϕm

)
P

}
. Aparece aśı el cálculo diferencial. Por tanto,

para obtener un desarrollo análogo en el nivel de proyección, debemos hacer uso del

cálculo isodiferencial.

Para ello, buscando una construcción coherente y evitando singularidades, supon-

dremos que estamos trabajando con una isovariedad isodiferenciable M̂ de dimen-

sión m, obtenida a partir de una isotoṕıa de clase III, de elementos principales ♦
e Î ′ =

(
Î ′

j

i

)n

i,j=1
, siendo R̂ el isocuerpo isorreal obtenido a partir de la isotoṕıa

inyectiva en FR, compatible respecto a las operaciones iniciales.

Bajo las condiciones citadas, tomamos una isocarta local entorno de M̂ , (V̂ , ψ̂ =

(ψ̂1, ..., ψ̂m)). Consideramos entonces para cada k ∈ {1, ..., n} el siguiente operador:
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(
∂̂

∂̂ψ̂k

)

bP
: F̂(P̂ ) → R̂

f̂ →
(

∂̂

∂̂ψ̂k

)

bP

(
f̂
)

=
(

∂f

∂ψi
∗i Î ′

i

k

)

P

=
(

∂(f ◦ ψ−1
i )

∂xi
∗i Î ′

i

k

)

P

,

donde estamos considerando las aplicaciones coordenadas en Rm: {x1, ..., xm}.

Estos operadores son por tanto vectores isotangentes a M̂ en P̂ . De hecho se

tiene el siguiente resultado:

Proposición 5.2.4. Sea una isovariedad isodiferenciable M̂ de dimensión m, obte-

nida a partir de una isotoṕıa de clase III, siendo R̂ el isocuerpo isorreal asociado,

obtenido a partir de una isotoṕıa inyectiva en FR, compatible respecto a las opera-

ciones iniciales. Fijada una isocarta local entorno de P̂ , (V̂ , ψ̂ = (ψ̂1, ..., ψ̂m)), se

tiene entonces que T̂ bP (M̂) es un espacio vectorial de dimensión m, siendo una base

del mismo

{(
b∂
b∂ bψ1

)

bP
, ...,

(
b∂
b∂ bψm

)

bP

}
.

Demostración.

Veamos en primer lugar que los operadores anteriores son linealmente indepen-

dientes. Sean entonces λ̂1, ..., λ̂1 ∈ R̂ tales que
∑m

k=1 λ̂k×̂
(
∂̂ψ̂k

)
bP

= 0̂. Aplicado

el operador suma anterior a cada ψ̂j para j ∈ {1, ...,m}, obtenemos el sistema de

ecuaciones
∑m

k=1 λk ∗ Î ′
k

j = 0, para j ∈ {1, ..., n}. Ahora, teniendo en cuenta que

estamos trabajando con una isotoṕıa de clase III, la isounidad Î ′ es no singular y de

esta forma, λk = 0 para todo k ∈ {1, ..., m}.

Para comprobar que forman un sistema generador en T̂ bP (M̂), hay que observar en

primer lugar que para todo f̂ ∈ F̂(P̂ ) se verifica que f̂ = f̂(P̂ )+
∑n

i=1

(
b∂ bf
b∂ bψi

)

bP
(ψ̂i−

ψ̂i(P̂ )). Esto se obtiene fácilmente a partir del caso convencional, teniendo en cuenta

la compatibilidad respecto a las operaciones iniciales de la isotoṕıa que construye R̂.

Fijado entonces v ∈ T̂ bP (M̂), resulta que v(f̂) =
∑m

i=1 v(ψ̂i)

(
b∂
b∂ bψi

)

bP
f̂ . Esto es,

v =
∑m

i=1 v(ψ̂i)

(
b∂
b∂ bψi

)

bP
. ¤
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Como aplicación de lo anterior tenemos en particular que en el Ejemplo 5.2.2,

una base de T̂(x0,y0)(R̂
2

) es la siguiente:





(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)

,

(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)



 .

A continuación damos la definición de diferencial de una isoaplicación:

Definición 5.2.5. Sean M̂, N̂ dos isovariedades isodiferenciables, f̂ ∈ F̂(M̂, N̂) y

P̂ ∈ M̂ . Se llama diferencial de f̂ en P̂ a la aplicación f̂ ∗ bP : T̂ bP (M̂) → T̂ bf( bP )
(N̂) :

v → f̂ ∗ bP (v), siendo f̂ ∗ bP (v) : F̂(f̂(P̂ )) → R̂ : ĝ → f̂ ∗ bP (v)(ĝ) = v(ĝ ◦ f̂).

Se comprueba entonces que f̂ ∗ bP (v) definido como acabamos de ver es un vector

isotangente a N̂ en f̂(P̂ ), lo cual muestra la coherencia de la definición anterior.

Tenemos además el siguiente resultado:

Proposición 5.2.6. En las condiciones de la definición anterior se tiene que:

a) f̂ ∗ bP (v+w) = f̂ ∗ bP (v)+f̂ ∗ bP (w), para todos v, w ∈ T̂ bP (M̂).

b) f̂ ∗ bP (â×v) = â×f̂ ∗ bP (v), para todo â ∈ R̂ y para todo v ∈ T̂ bP (M̂).

Demostración.

a) Sean v, w ∈ T̂ bP (M̂) y tomemos ĝ ∈ F̂(f̂(P̂ )). Se verifica entonces que:

f̂ ∗ bP (v+w)(ĝ) = (v+w)(ĝ ◦ f̂) = v(ĝ ◦ f̂)+w(ĝ ◦ f̂) = f̂ ∗ bP (v)(ĝ)+f̂ ∗ bP (w)(ĝ) =(
f̂ ∗ bP (v)+f̂ ∗ bP (w)

)
(ĝ).

b) Sean â ∈ R̂ y v ∈ T̂ bP (M̂) y tomemos ĝ ∈ F̂(f̂(P̂ )). Se tiene entonces que

f̂ ∗ bP (â×v)(ĝ) = (â×v)(ĝ ◦ f̂) = â×v(ĝ ◦ f̂) = â×f̂ ∗ bP (v)(ĝ) = (â×f̂ ∗ bP (v))(ĝ). ¤
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Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.2.7. En las condiciones del Ejemplo 5.2.2, consideramos la siguiente

aplicación diferenciable en R2:

f : R2 → R2 : (x, y) → f(x, y) = (x + y, xy2).

Tenemos asociada entonces la isoaplicación isodiferenciable en R2:

f̂ : R2 → R2 : (x, y) → f̂(x, y) = (x + (x− y)y2, (x− y)y2).

Fijado ahora (x0, y0) ∈ R2, tendremos la diferencial de f̂ ∈ F̂(x0, y0) definida

como:

f̂ ∗(x0,y0) : T̂(x0,y0)(R2) → T̂ bf((x0,y0))
(R2) : v → f̂ ∗(x0,y0)(v).

En particular se tiene que:

f̂ ∗(x0,y0)




(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)


 = a×

(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)

+b×
(

∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)

,

f̂ ∗(x0,y0)




(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)


 = c×

(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)

+d×
(

∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)

,

para ciertos a, b, c, d ∈ R, los cuales pueden obtenerse si aplicamos los vectores

isotangentes anteriores a las aplicaciones isocoordenadas x̂, ŷ:

a = f̂∗(x0,y0)




(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)




(
x̂
)

=

(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)

(
x̂ ◦ f̂

)
=

=
(

∂(x + y)
∂x

+
∂f(x + y)

∂y

)

(x0−y0,y0)

= 2,

b = f̂∗(x0,y0)




(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)




(
ŷ
)

=

(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0)

(
ŷ ◦ f̂

)
=
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=
(

∂(xy2)
∂x

+
∂f(xy2)

∂y

)

(x0−y0,y0)

= y2
0 + 2(x0 − y0)y0,

c = f̂∗(x0,y0)




(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)




(
x̂
)

=

(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)

(
x̂ ◦ f̂

)
=

=
(

∂f(x + y)
∂y

)

(x0−y0,y0)

= 1,

d = f̂∗(x0,y0)




(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)




(
ŷ
)

=

(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0)

(
ŷ ◦ f̂

)
=

=
(

∂f(xy2)
∂y

)

(x0−y0,y0)

= 2(x0 − y0)y0.

Obsérvese en particular que f̂ ∗(x0,y0) viene determinada entonces por la matriz

isodiferencial:

D̂f̂ =

(
2 1

y2 + 2xy 2xy

)
.

En concreto, dado v = α×
( b∂
b∂bx

)
(x0,y0)

+β×
( b∂
b∂by

)
(x0,y0)

≡
(
α β

)
, un vector

isotangente a R2 en (x0, y0), se verifica que:

f̂ ∗(x0,y0)(v) = D̂f̂ (x0−y0,y0) ·
(

α

β

)
=

(
2 1

y2
0 + 2(x0 − y0)y0 2(x0 − y0)y0

)(
α

β

)
.

C

Finalmente desarrollamos la noción de campo vectorial en el nivel de proyección:

Definición 5.2.8. Sea M̂ una isovariedad isodiferenciable y Û un abierto de M̂ .

Un campo isovectorial en Û es un operador que asigna a puntos de Û vectores

isotangentes a Û en dichos puntos; es decir, son de la forma X : Û → T̂(Û) : P̂ →
X(P̂ ) = X bP .
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Obsérvese que el conjunto de campos isovectoriales en Û constituye un R̂-espacio

vectorial, definiendo para X, Y dos campos isovectoriales en Û , â ∈ R̂ y P̂ ∈ Û :

(X+Y )(P̂ ) = X bP +Y bP ; (â×X)(P̂ ) = â×X bP .

Además, si nos encontramos bajo las condiciones de la Proposición 5.2.3, dicho

conjunto tendrá estructura de R̂-isoespacio vectorial, puesto que entonces el con-

junto de campos vectoriales en Û es el levantado isotópico del conjunto de campos

vectoriales en el abierto U de la variedad diferenciable M de la que se proyecta

isotópicamente M̂ . En particular tendremos que T̂ bP (Û) = T̂P (U) y aśı cada campo

vectorial en Û , X : Û → T̂(Û), será proyección isotópica de un campo vectorial en

U , X̃ : U → T(U). Es decir, se tiene el siguiente resultado inmediato:

Proposición 5.2.9. Bajo las condiciones de la Proposición 5.2.3, X : U → T(U)

es un campo vectorial en U , si y sólo si X̂ : Û → T̂(Û) es un campo vectorial en Û .

¤

Obsérvese por otra parte que, bajo las condiciones de la Proposición 5.2.4, se tiene

que para todo i ∈ {1, ..., m}, son campos vectoriales en Û los siguientes operadores:

(
∂̂

∂̂ψ̂k

)
: Û → T̂(Û) : P̂ →

(
∂̂

∂̂ψ̂k

)(
P̂

)
=

(
∂̂

∂̂ψ̂k

)

bP
.

Nos interesa centrarnos a continuación en el concepto de campos vectoriales

isodiferenciables:

Definición 5.2.10. Sean M̂ una isovariedad isodiferenciable, Û un abierto de M̂ ,

P̂ ∈ Û y X : Û → T̂(Û) un campo isovectorial en Û . Dado f̂ ∈ F̂(Û) podemos

definir la aplicación Xf̂ : Û → R̂ : P̂ → Xf̂(P̂ ) = X bP (f̂).

Diremos entonces que X es un campo vectorial isodiferenciable en Û si para todo

f̂ ∈ F̂(Û) se tiene que Xf̂ ∈ F̂(Û). En dicho caso puede considerarse la aplicación

X : F̂(Û) → F̂(Û) : f̂ → X(f̂) = Xf̂ . Al conjunto de los campos isovectoriales

isodiferenciables en Û se notará por χ̂(Û).
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Llegamos entonces al siguiente resultado:

Proposición 5.2.11. Bajo las condiciones de la Proposición 5.2.3, un campo vec-

torial X̂ en Û es isodiferenciable si y sólo si la aplicación X de la que se levanta

isotópicamente X̂ es un campo vectorial diferenciable en U . Es decir, χ̂(Û) = χ̂(U).

Demostración.

Aplicando la Proposición 5.2.9 tenemos que X es un campo vectorial en U si y

sólo si X̂ es un campo isovectorial en Û en el nivel general.

Sea ahora f ∈ F(U) y consideremos la isoaplicación f̂ ∈ F̂(Û) = F̂(U) corres-

pondiente. Se tiene entonces que Xf ∈ F(U) si y sólo si X̂f ∈ F̂(Û).

Ahora bien, X̂f̂ = X̂f , pues fijado P̂ ∈ Û se tiene que X̂f(P̂ ) = X̂f(P ) =

X̂P (f) = X̂P (f̂) = X̂ bP (f̂) = X̂f̂(P̂ ). Aśı pues, X̂f̂ ∈ F̂(Û), lo que conlleva por

definición a que X ∈ χ(U) si y sólo si X̂ ∈ χ̂(Û), como queŕıamos probar. ¤

Obsérvese que para asegurar la estructura de espacio vectorial de χ̂(Û) debemos

imponer la compatibilidad respecto a las operaciones de partida de la isotoṕıa que

construye R̂, pues son las condiciones necesarias para dotar a F̂(Û) de estructura de

R̂-espacio vectorial. En el caso de χ̂(Û), basta definir para X, Y ∈ χ̂(Û), f̂ , ĝ ∈ F̂(Û)

y â, b̂ ∈ R̂:

(X+Y )f̂ = Xf̂+̂Y f̂ ; (â×X)f̂ = â×̂Xf̂.

Se comprueba entonces que, con las operaciones que acabamos de definir, χ̂(Û)

es un R̂-espacio vectorial. En caso de verificarse las condiciones de la Proposición

5.2.3, tendremos de hecho que es un R̂-isoespacio vectorial.

Bajo las mismas condiciones podemos dotar a χ̂(Û) de estructura de F̂(Û)-

módulo, definiendo para todos X,Y ∈ χ̂(Û), P̂ ∈ Û y f̂ ∈ F̂(Û):

(X+Y ) bP = X bP +Y bP ; (f̂X) bP = f̂(P̂ )×X bP .

Finalmente, en caso de verificarse las condiciones de la Proposición 5.2.3, ten-

dremos de hecho que es un F̂(Û)-isomódulo.
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Por otra parte, es importante el siguiente resultado:

Proposición 5.2.12. Bajo las condiciones de la Proposición 5.2.4, χ̂(Û) es un

F̂(Û)-módulo de dimensión m, siendo una base del mismo

{(
b∂
b∂ bψ1

)
, ...,

(
b∂
b∂ bψm

)}
.

Demostración.

Las condiciones de la Proposición 5.2.4 aseguran la compatibilidad respecto a las

operaciones de partida de la isotoṕıa utilizada en la construcción de R̂. Esto nos da

la estructura de R̂-espacio vectorial, tal y como acabamos de ver anteriormente. La

prueba del resto del resultado es análoga a la correspondiente a dicha proposición.

¤

En particular, se comprueba que en el Ejemplo 5.2.2, una base de χ̂(R2) es la

siguiente: {(
∂̂

∂̂x̂

)
,

(
∂̂

∂̂ŷ

)}
.

Veamos otro ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.2.13. Supongamos el grupo aditivo (R3, +) con su estructura diferencia-

ble asociada al atlas A = {(R3, IdR3)} y la aplicación diferenciable η(x, y) = x + y.

Tomamos a continuación la isotoṕıa inyectiva de elementos ∗ el producto usual entre

matrices e Î = Î(t)




1 t t2

0 1 t

0 0 1


, donde suponemos el factor tiempo t ∈ F = N y

consideramos la aplicación Φ+(t, t) = t.

Resulta la proyección ̂(x, y, z) = (x, y, z) ∗




1 t t2

0 1 t

0 0 1


 = (x, tx+ y, t2x+ ty + z),

obteniéndose el isogrupo (R̂
3

, +̂) = (R3, +).

Podemos dotar entonces a R3 de estructura de isogrupo isotópico de Lie, haciendo

uso de la proyección isotópica correspondiente Â y de la isoaplicación η̂(x, y) =

x + y = η(x, y).

Supongamos además que utilizamos la isotoṕıa identidad del grupo aditivo (R, +).

Fijado (x0, y0, z0) ∈ R2, tendremos entonces definidas las isoderivadas de tal forma

que para todo f̂ ∈ F̂((x0, y0, z0)):
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(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0,z0)

(
f̂
)

=

(
∂f

∂x

)

(x0,y0−x0t,z0−y0t)

,

(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0,z0)

(
f̂
)

=

(
t
∂f

∂x
+

∂f

∂y

)

(x0,y0−x0t,z0−y0t)

,

(
∂̂

∂̂ẑ

)

(x0,y0,z0)

(
f̂
)

=

(
t2

∂f

∂x
+ t

∂f

∂y
+

∂f

∂z

)

(x0,y0−x0t,z0−y0t)

.

Se tiene entonces que:





(
∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0,z0)

,

(
∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0,z0)

,

(
∂̂

∂̂ẑ

)

(x0,y0,z0)



 ,

{(
∂̂

∂̂x̂

)
,

(
∂̂

∂̂ŷ

)
,

(
∂̂

∂̂ẑ

)}
,

son, respectivamente, bases de T̂(x0,y0,z0)(R3) y χ̂(R3).

Finalmente, consideramos la función f : R3 → R3 : (x, y, x) → (x2y, x + y, z).

Tendremos asociada entonces la isofunción:

f̂ : R3 → R3

(x, y, x) → (x2(y − xt), x2(y − xt)t + x + y − xt, x2(y − xt)t2 + (x− xt)t + z).

Fijado ahora P0 = (x0, y0) ∈ R3, la diferencial de f̂ ∈ F̂(x0, y0, z0) estará definida

como:

f̂ ∗P0
: T̂P0(R3) → T̂ bf(P0)

(R3) : v → f̂ ∗P0
(v).

A su vez, tendremos definida la isodiferencial de f̂ :

D̂f̂ =




2xy 2txy + x2 2t2xy + tx2

1 t + 1 t2 + t

0 0 1


 .
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Entonces, dado un vector isotangente a R3 en (x0, y0, z0):

v = α×
(

∂̂

∂̂x̂

)

(x0,y0,z0)

+β×
(

∂̂

∂̂ŷ

)

(x0,y0,z0)

+γ×
(

∂̂

∂̂ẑ

)

(x0,y0,z0)

≡
(
α β γ

)
,

se verifica que:

f̂ ∗(x0,y0,z0)(v) = D̂f̂ (x0,y0−x0t,z0−y0t) ·




α

β

γ


 =

=




2x0(y0 − x0t) 2tx0(y0 − x0t) + x2
0 2t2x0(y0 − x0t) + tx2

0

1 t + 1 t2 + t

0 0 1







α

β

γ


 .

C

Para acabar esta subsección y con vistas a la construcción del isoálgebra isotópica

de Lie asociada a un isogrupo isotópico de Lie, conviene dar ahora la definición del

producto corchete en χ̂(Û):

Definición 5.2.14. Para isotoṕıas compatibles respecto a las operaciones de parti-

da en la construcción del isocuerpo R̂, dados X, Y ∈ χ̂(Û), se define el producto

corchete de X e Y como el campo vectorial isodiferenciable [̂X, Y ]̂ : F̂(Û) → F̂(Û) :

f̂ → [̂X, Y ]̂f̂ = X(Y f̂)− Y (Xf̂).

Efectivamente se tiene que [̂X, Y ]̂ definido como acabamos de hacerlo es un cam-

po vectorial isodiferenciable, pues X(Y f̂), Y (Xf̂) ∈ F̂(Û), para todo f̂ ∈ F̂(Û), al

ser X, Y ∈ χ̂(Û) por hipótesis, bastando usar ahora que χ̂(Û) es cerrado bajo la

operación + al ser compatible respecto a la suma usual en R la isotoṕıa utilizada.

En el caso de encontrarnos bajo las condiciones de la Proposición 5.2.3, se tiene

además que, fijado P̂ ∈ Û , existirán X̃, Ỹ ∈ χ(U) y P ∈ U , tales que
̂̃
X = X

y
̂̃
Y = Y , y de esta forma se puede comprobar que [̂X, Y ]̂ = [̂X̃, Ỹ ]. De aqúı la

notación que hemos seguido para denotar como [̂., .̂] al producto corchete en χ̂(Û).

Se verifica entonces la siguiente:
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Proposición 5.2.15. (χ̂(Û), +̂, ×̂, [̂., .̂]) es un isoálgebra isotópica de Lie bajo las

condiciones de la Proposición 5.2.3.

Demostración.

En primer lugar tenemos por construcción y haciendo uso de la Proposición

5.2.11, que (χ̂(Û), +,×, [̂., .̂]) es proyección isotópica del álgebra de Lie en el nivel

convencional, (χ(U), +,×, [., .]).

Por otra parte, dada la compatibilidad de la isotoṕıa utilizada respecto a las

operaciones usuales en R, tenemos que (χ̂(Û), +,×) está dotado de estructura de

R̂-isoespacio vectorial y aśı de espacio vectorial. Es una mera comprobación obtener

finalmente que de hecho tiene estructura de álgebra de Lie y por tanto de isoálgebra

isotópica de Lie. ¤

Tenemos aśı en particular que en el Ejemplo 5.2.2, el isoálgebra isotópica de Lie

χ̂(R2) está dotado de la ley:

[̂

(
∂̂

∂̂x̂

)
,

(
∂̂

∂̂ŷ

)
]̂ =

̂
[

(
∂

∂x

)
,

(
∂

∂y

)
] = 0̂ = 0.

Equivalentemente:

[̂

(
∂

∂x

)
+

(
∂

∂y

)
,

(
∂

∂y

)
]̂ = 0.

Diremos entonces que dicho isoálgebra es conmutativa, verificándose en particular

que [̂χ̂(R2), χ̂(R2)̂] = 0.

Puede comprobarse por su parte que en el Ejemplo 5.2.13, el isoálgebra isotópica

de Lie χ̂(R3), es también conmutativa. De hecho, es claro que bajo las condiciones

de la Proposición 5.2.3, el isoálgebra χ̂(Û) es conmutativa si y sólo si lo es la corres-

pondiente álgebra χ(U).

5.2.2. Campos vectoriales invariantes

Buscamos ya en esta subsección la construcción del isoálgebra isotópica de Lie

de un isogrupo isotópico de Lie. Sea por tanto (Ĝ, ◦̂) un isogrupo isotópico de Lie.

Fijado ĝ ∈ Ĝ, consideramos las isoaplicaciones isodiferenciables:
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Lbg : Ĝ → Ĝ : x̂ → Lbg(x̂) = ĝ◦̂x̂,

Rbg : Ĝ → Ĝ : x̂ → Rbg(x̂) = x̂◦̂ĝ.

Expĺıcitamente téngase en cuenta que Lbg y Rbg son de hecho proyecciones isotópi-

cas respectivas de las aplicaciones en el nivel general Lg : G → G : x → Lg(x) = x∗g
y Rg : G → G : x → x ∗ g, es decir, de la translación a izquierda y a derecha, res-

pectivamente. Por ello nos referiremos a Lbg y Rbg como isotranslaciones a izquierda

y a derecha, respectivamente.

En particular,Lbg y Rbg son biyectivas y biisodiferenciables, puesto que
(
Lbg

)−1

=

L
bg−bI

y
(
Rbg

)−1

= R
bg−bI

, siendo Î el elemento unidad de Ĝ respecto a ◦̂.

Trabajaremos a partir de ahora con las isotransformaciones a izquierda, pu-

diéndose hacer un desarrollo análogo para las isotransformaciones a derecha. Damos

entonces la siguiente definición previa:

Definición 5.2.16. Sean (Ĝ, ◦̂) un isogrupo isotópico de Lie y ĝ ∈ Ĝ. Sea X ∈
χ̂(Ĝ). Definimos entonces el campo vectorial en Ĝ:

LbgX : Ĝ → T̂(Ĝ) : ĥ → LbgX(ĥ) = Lbg
∗bg−bIb◦bh

(
X
bg−bIb◦bh

)
,

siendo Î el elemento unidad de Ĝ respecto a ◦̂.

Obsérvese que la definición anterior es coherente, pues Lbg ∈ F̂(Ĝ, Ĝ), teniendo

sentido aśı considerar su diferencial en ĝ
−bI ◦̂ĥ ∈ Ĝ, siendo además X

bg−bIb◦bh
∈ T̂(Ĝ)

por ser X campo vectorial en Ĝ. De esta forma, por definición de diferencial, se tiene

que Lbg
∗bg−bIb◦bh

(
X
bg−bIb◦bh

)
∈ T̂(Ĝ).

Se tendrá expĺıcitamente además que:

Lbg
∗bg−bIb◦bh

(
X
bg−bIb◦bh

)
: F̂(Ĝ) → R̂ : f̂ → Lbg

∗bg−bIb◦bh

(
X̂
bg−bIb◦bh

)
(f̂) = X

bg−bIb◦bh
(f̂ ◦ Lbg).

Podemos dar ya la definición de campo vectorial isodiferenciable invariante:
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Definición 5.2.17. Sean (Ĝ, ◦̂) un isogrupo isotópico de Lie y X̂ ∈ χ̂(Ĝ). Se dice

que X̂ es un campo vectorial isodiferenciable invariante a izquierda si LbgX = X,

para todo ĝ ∈ Ĝ. Al conjunto de campos vectoriales isodiferenciables invariantes a

izquierda de Ĝ se le denotará por ĝ.

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposición 5.2.18. Sea (Ĝ, ◦̂) un isogrupo isotópico de Lie de elemento unidad

Î. Se cumple que:

a) Todo campo isovectorial isodiferenciable invariante a izquierda está determi-

nado por su valor en Î.

b) El conjunto ĝ de campos isovectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda

constituyen un R̂-espacio vectorial.

c) Bajo las condiciones de la Proposición 5.2.3, si (G, ◦) con elemento unidad

e es el grupo de Lie del que se levanta isotópicamente Ĝ, siendo inyectivo

y compatible respecto a ◦ dicho levantamiento isotópico, entonces ĝ es un

R̂-isoespacio vectorial. De hecho es el levantado isotópico del conjunto g de

campos vectoriales diferenciables a izquierda de G.

Demostración.

a) Sea X ∈ ĝ un campo vectorial isodiferenciable invariante a izquierda. Debe ser

entonces LbgX = X, para todo ĝ ∈ Ĝ. Fijado ĝ ∈ Ĝ, si tomamos ĥ ∈ Ĝ debe

tenerse que LbgX(ĥ) = X(ĥ). En particular, tomando ĥ = ĝ será LbgX(ĝ) =

X(ĝ). Es decir, Lbg
∗bg−bIb◦bg

(
X
bg−bIb◦bg

)
= Xbg. Esto es, X̂bg = Lbg∗bI

(
XbI

)
, lo que prueba

el resultado al ser ĝ arbitrario en Ĝ.

b) Basta tener en cuenta los resultados de la Proposición 5.2.6, teniéndose en-

tonces de forma inmediata por definición que, dados X, Y ∈ ĝ y â ∈ R̂, se

cumple:

Lbg(X+Y ) = LbgX+LbgY ; Lbg(â×X) = â×LbgX.
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c) Aplicando la Proposición 5.1.7, tenemos que el par (G, ◦) es efectivamente un

grupo de Lie. Tiene sentido por tanto considerar el conjunto g de los campos

vectoriales diferenciables invariantes a izquierda de G, los cuales se levantan

isotópicamente, según la Proposición 5.2.11 a campos vectoriales isodiferen-

ciables de Ĝ.

Ahora bien, por ser compatible respecto a ◦ la isotoṕıa utilizada para la ob-

tención de Ĝ, se tiene que Lbg = L̂g, para todo ĝ ∈ Ĝ, siendo Lg(x) = g ◦ x.

Ahora, fijado X ∈ g, se tiene que X̂ ∈ ĝ, pues tomando ĥ ∈ Ĝ y f̂ ∈ F̂(Ĝ)

(levantado isotópico de una cierta función f ∈ F(G), al ser F̂(Ĝ) = F̂(G)), se

cumple que:

LbgX̂
(
ĥ
)(

f̂
)

= Lbg
∗bg−bIb◦bh

(
X̂
bg−bIb◦bh

)(
f̂
)

= X̂
bg−bIb◦bh

(
f̂ ◦ Lbg

)
= X̂g−e◦h

(
f̂ ◦ Lg

)
=

̂Xg−e◦h (f ◦ Lg) = ̂Lg∗g−e◦h

(
Xg−e◦h

)
(f) = ̂LgX(h)(f) = X̂(h)(f) = X̂h(f) =

X̂h(f̂) = X̂(ĥ)(f̂).

Análogamente, tomando X̂ ∈ ĝ, levantado isotópico de un campo vectorial

diferenciable X, deberá ser X ∈ g, pues fijados h ∈ G y f ∈ F(G) (sien-

do f̂ ∈ F̂(Ĝ)), se cumple que (LgX(h)) (f) = X(h)(f), pues ̂LgX(h)(f) =

L̂gX(ĥ)(f̂) = LbgX̂(ĥ)(f̂) = X̂(ĥ)(f̂) = X̂(h)(f) ∈ R̂, siendo inyectiva en FR

la isotoṕıa utilizada. Terminamos de esta forma de probar por tanto que ĝ es

el levantado isotópico de g, como queŕıamos ver. ¤

El último resultado de la proposición anterior muestra el motivo de la notación

de ĝ para el conjunto de campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda

de Ĝ. De hecho es un resultado práctico que sirve, en caso de disponer de las condi-

ciones señaladas, para calcular rápidamente dichos campos vectoriales, siempre que

se conozcan los campos vectoriales en el nivel convencional, de los cuales se levantan

isotópicamente.

En particular, supuesta una isocarta local entorno de M̂ , (V̂ , ψ̂ = (ψ̂1, ..., ψ̂m)),

tendremos que en el nivel convencional, todo campo vectorial diferenciable se encuen-

tra en el espacio vectorial generado por {X1, ..., Xm}, siendo para cada i ∈ {1, ..., m}:

Xi =
m∑

j=1

∂Lgj

∂ψi

(
∂

∂xj

)
.
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Ahora, bajo las condiciones de la Proposición 5.2.12, si la isotoṕıa utilizada en la

construcción de Ĝ es compatible respecto a ◦, podremos asegurar que todo campo

vectorial isodiferenciable invariante a izquierda se encontrará en el espacio vectorial

generado por
{

X̂1, ..., X̂m

}
, siendo para cada i ∈ {1, ..., m}:

X̂i =
m∑

j=1

∂̂Lgj

∂ψi

(
∂̂

∂xj

)
=

m∑
j=1

∂̂Lbgj

∂̂ψ̂i

(
∂̂

∂̂xj

)
.

Hágase notar en la expresión anterior que se hace distinción entre la proyección

isotópica de una función cualquiera y la proyección isotópica de la derivada de una

función, según la construcción realizada en el tercer Caṕıtulo. Se obtiene de esta

forma el paralelismo entre los niveles convencional y de proyección, objetivo de

nuestra construcción.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 5.2.19. Consideramos el isogrupo isotópico de Lie (R̂∗, ×̂) obtenido en

el Ejemplo 5.1.9. Sabemos que, en el nivel convencional, el conjunto de campos

vectoriales diferenciables invariantes a izquierda de (R∗,×) es el R-espacio vectorial

g =< X >R, donde X = x× ∂
∂x

.

Ahora, dado que el levantamiento isotópico utilizado en la obtención de R̂∗ ve-

rifica todas las condiciones del apartado (c) de la Proposición 5.2.18, llegamos a que

el conjunto de campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda de (R̂∗, ×̂)

es el R̂-isoespacio vectorial ĝ =< X̂ >bR, donde X̂ = x̂× ∂
∂x

= x̂×̂ ∂̂
∂x

= x̂×̂ b∂
b∂bx

=

1
x
×̂ 1

∂
∂x

= 1
x× ∂

∂x

. C

Ejemplo 5.2.20. Consideramos (R̂
m

, +̂) asociado isotópicamente a (Rm, +), dotado

este último de su estructura habitual de grupo de Lie, mediante un levantamiento

isotópico de elementos Î ′ =
(
Î ′

j

i

)m

i,j=1
, y ∗1 ≡ ... ≡ ∗m ≡ +.

Dicho levantamiento isotópico es inyectivo y compatible con la suma en Rm.

Aśı pues, aplicando la Proposición 5.1.7, llegamos a que (R̂
m

, +̂) es un isogrupo

isotópico de Lie.

Sabemos que en el nivel convencional, el conjunto de campos diferenciables in-

variantes a izquierda de (Rm, IdRm) es el R-espacio vectorial g =< X1, ..., Xm >R,
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con Xi = ∂
∂xi

, para todo i ∈ {1, ..., m}. Dado que nuestro levantamiento isotópico ve-

rifica las condiciones necesarias para poder aplicar el apartado (c) de la Proposición

5.2.18, llegamos finalmente a que el conjunto de campos vectoriales isodiferenciables

invariantes a izquierda es el R̂-isoespacio vectorial ĝ =< X̂1, ..., X̂m >bR, donde ,

para todo i ∈ {1, ..., m}, X̂i = ∂̂
∂xi

=
b∂
b∂bxi

=
∑m

j=1
∂

∂xj
+ Î ′

i

j. C

Ejemplo 5.2.21. Consideremos el grupo de Lie (R2, µ), donde µ : R2 × R2 → R2 :

((a, b), (c, d)) → (a + c, ead + b), dotado del atlas A = (R2, IdR2) y la aplicación

diferenciable η(x, y) = µ(x, y). Tomamos a continuación la isotoṕıa inyectiva de

elementos ∗ el producto usual entre matrices e Î =

(
1 0

1 1

)
.

Se obtiene entonces el isogrupo (R̂
2

, µ̂) = (R2, µ̂), donde para todo a, b, c, d ∈ R:

µ̂((a, b), (c, d)) = (a + c + (ea−b − 1)d, ea−bd + b).

En particular, (0, 0) es la unidad de R2 respecto a µ̂ y se tiene el elemento opuesto

(a, b)−0 = (b− a− beb−a,−beb−a).

Por otra parte, consideramos la proyección isotópica correspondiente Â y la

isoaplicación η̂ ≡ µ̂. Se comprueba que el Corolario 4.3.12 asegura la isodiferen-

ciabilidad de η̂, pudiéndose dotar entonces a R2 de estructura de isogrupo isotópico

de Lie.

Por construcción se tiene además que la base de los vectores isotangentes a R2

de los campos vectoriales en R2 coinciden con los correspondientes al Ejemplo 5.2.2.

En el nivel convencional, una base de los campos vectoriales diferenciables inva-

riantes a izquierda del grupo de Lie de partida viene dada por los campos:

X1 =

(
∂

∂x

)
=

∂Lg1

∂x

(
∂

∂x

)
+

∂Lg2

∂x

(
∂

∂y

)
,

X2 = ex

(
∂

∂y

)
=

∂Lg1

∂y

(
∂

∂y

)
+

∂Lg2

∂y

(
∂

∂y

)
.

Por tanto, los campos vectoriales isodiferenciables invariantes a izquierda corres-

pondiente tienen como base los campos:
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X̂1 =
∂̂Lbg1

∂̂x̂

(
∂̂

∂̂x̂

)
+

∂̂Lbg2

∂̂x̂

(
∂̂

∂̂ŷ

)
=

(
∂

∂x

)
+

(
∂

∂y

)
+ ex

(
∂

∂y

)
=

=

(
∂

∂x

)
+ (ex + 1)

(
∂

∂y

)
,

X̂2 =
∂̂Lbg1

∂̂ŷ

(
∂̂

∂̂x̂

)
+

∂̂Lbg2

∂̂ŷ

(
∂̂

∂̂ŷ

)
= ex

(
∂

∂y

)
.

C

Teniendo en cuenta los últimos resultados obtenidos en la subsección anterior,

si buscamos dotar a ĝ de estructura de isoálgebra por medio de la utilización del

producto corchete en χ̂(Û), necesitaremos imponer en nuestro estudio las condiciones

de la Proposición 5.2.3. Ya hemos visto a lo largo de los resultados que hemos

ido desarrollando que tales condiciones favorecen una buena generalización de los

conceptos y resultados convencionales.

En particular, se verifica la siguiente:

Proposición 5.2.22. Bajo las condiciones de la Proposición 5.2.3, si la isotoṕıa

utilizada en la construcción de Ĝ es compatible respecto a ◦,se tiene que dados

X̂, Ŷ ∈ ĝ, se verifica [̂X̂, Ŷ ]̂ ∈ ĝ.

Demostración.

Sabemos que bajo las condiciones impuestas es coherente el uso del producto

corchete [̂., .̂]. Además, fijados X̂, Ŷ ∈ ĝ, se tiene que X̂, Ŷ ∈ χ̂(Ĝ) y aśı, [̂X̂, Ŷ ]̂ ∈
χ̂(Ĝ).

De hecho, [̂X̂, Ŷ ]̂ = [̂X, Y ]. Ahora bien, se tendrá que X̂ e Ŷ son levantados

isotópicos de X, Y ∈ g, respectivamente. De esta forma, [X, Y ] ∈ g y por tanto,

[̂X̂, Ŷ ]̂ = [̂X, Y ] ∈ ĝ, como queŕıamos probar. ¤

Además obtenemos el siguiente:

Corolario 5.2.23. Bajo las condiciones de la Proposición 5.2.22, ĝ es una iso-

subálgebra isotópica de Lie de χ̂(Ĝ).
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Demostración.

Teniendo en cuenta la Proposición 5.2.22 y el apartado (b) de la Proposición

5.2.18, llegamos a que (ĝ, +,×, [̂., .̂]) hereda la isoestructura de álgebra de Lie de

(χ̂(Û), +,×, [̂., .̂]), siendo por tanto subálgebra de esta última isoestructura.

Ahora, por construcción y usando el apartado (c) de la Proposición 5.2.18, lle-

gamos a que (ĝ, +,×, [̂., .̂]) es el levantado isotópico de (g, +,×, [., .]), que es subálge-

bra de (χ(U), +,×, [., .]) en el nivel convencional. Aśı pues, tenemos finalmente que

ĝ está dotado de isoestructura de isosubálgebra isotópica de Lie. ¤

Por todo lo anterior, terminamos esta sección dando la siguiente:

Definición 5.2.24. Bajo las condiciones de la Proposición 5.2.22, ĝ se denomina

isoálgebra isotópica de Lie asociada al isogrupo isotópico de Lie Ĝ.

Atendiendo a los resultados anteriores, convendremos de ahora en adelante que

cuando sea necesario establecer la estructura de isoálgebra isotópica de Lie de ĝ,

supondremos que la isotoṕıa que se esté utilizando verificará las condiciones de la

Proposición 5.2.22.

Aśı, en el Ejemplo 5.2.19, el isoálgebra isotópica de Lie asociada a R∗ es con-

mutativa, al igual que la asociada a Rm en el Ejemplo 5.2.20. Por su parte, en el

Ejemplo 5.2.21, el isoálgebra isotópica de Lie asociada a R2 estará dotada de la ley:

[̂X̂1, X̂2̂] = X̂1.

Equivalentemente:

[̂

(
∂

∂x

)
+ (ex + 1)

(
∂

∂y

)
, ex

(
∂

∂y

)
]̂ =

(
∂

∂x

)
+ (ex + 1)

(
∂

∂y

)
6=

6= ex

(
∂

∂y

)
= [

(
∂

∂x

)
+ (ex + 1)

(
∂

∂y

)
, ex

(
∂

∂y

)
].

5.3. La isoaplicación isoexponencial

Construiremos en esta sección la aplicación que relaciona el isoálgebra isotópica

de Lie asociada a un isogrupo isotópico de Lie con este último. Se requiere pues que
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en un primer paso se estudie el concepto de isotrayectorias:

5.3.1. Isotrayectorias

Convencionalmente, se define una curva como una aplicación diferenciable en-

tre variedades diferenciables, que sea regular y que esté definida en un intervalo

real. Se hace uso impĺıcito por tanto del orden ≤ usual en R. Supondremos por

tanto en nuestro desarrollo que el correspondiente isocuerpo R̂ es ordenado, como

ocurre por ejemplo en isotoṕıas que permitan el uso del isoorden ≤̂. En particular,

tendrá sentido trabajar con intervalos isorreales: (â, b̂), [â, b̂), (â, b̂], [â, b̂].

Con estas condiciones podemos dotar a R̂ de isoestructura de isoespacio iso-

topológico, haciendo uso de la isotopoloǵıa isorreal cartesiana. De hecho, R̂ será una

isovariedad isodiferenciable si lo consideramos dotado del isoatlas {(R̂, ÎdbR)}.
Podemos dar entonces la definición de curva isodiferenciable:

Definición 5.3.1. Sean M̂ una isovariedad isodiferenciable y (R̂, +̂, ×̂) un isocuerpo

isorreal dotado de orden. Se llamará curva isodiferenciable en M̂ a toda isoaplicación

isodiferenciable entre isovariedades isodiferenciables, de la forma:

α̂ : (â, b̂) ⊆ R̂→ M̂ : t̂ → α̂(t̂).

Por otra parte, se dirá que α̂ pasa por P̂ ∈ M̂ si existe t̂0 ∈ (â, b̂) tal que

α̂(t̂0) = P̂ .

Obsérvese que, con las condiciones impuestas, no podemos asegurar que α̂ sea

proyección isotópica de una curva diferenciable en una variedad diferenciable, pues

en particular, M̂ no tiene porqué ser proyección isotópica de una variedad dife-

renciable. No obstante, en el caso de que se obtuviese a partir de una isotoṕıa de un

espacio topológico M , podremos definir una aplicación α : (a, b) → M : t → α(t), tal

que α̂(t̂) = α̂(t), para todo t̂ ∈ (â, b̂). En particular se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 5.3.2. En las condiciones de la Proposición 4.3.3, α : (a, b) ⊆ R→ M

es una curva diferenciable en M , si y sólo si su proyección isotópica α̂ : (â, b̂) ⊆
R̂ → M̂ es una curva isodiferenciable en M̂ . Además, α pasa por P ∈ M si y sólo

si α̂ pasa por P̂ ∈ M̂ .



154 CAPÍTULO 5. ISOGRUPOS DE LIE

Demostración.

El resultado se obtiene sin más que considerar (a, b) y (â, b̂) como subvariedad

diferenciable de R e isosubvariedad isodiferenciable de R̂, respectivamente. ¤

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.3.3. En las condiciones del Ejemplo 5.1.2, consideremos la curva dife-

renciable en R2:

α : [0, 2π) → R2 : t → (cos t, sen t).

Dado que estamos en las condiciones de la Proposición 5.3.2, la isoaplicación

correspondiente es por tanto una curva isodiferenciable en R2:

α̂ : [0, 2π) → R2 : t → (cos t + sen t, sen t).

Figura 5.6: Curva isodiferenciable en R2.
C

A continuación buscamos generalizar el concepto de vector tangente a una curva

en un punto:

Proposición 5.3.4. En las condiciones de la Proposición 5.2.3, sea una curva iso-

diferenciable en M̂ , α̂ : (â, b̂) → M̂ : t̂ → α̂(t̂). Definimos ahora para cada t̂0 ∈ (â, b̂)

la isoaplicación:

d̂

d̂t̂
α̂(t̂0) : F̂(α̂(t̂0)) → R̂ : f̂ → d̂

d̂t̂
α̂(t̂0)f̂ =

(
∂̂(f̂ ◦ α̂)

∂̂t̂

)

|bt=bt0
.

Se tiene entonces que
bd
bdbt
α̂(t̂0) ∈ T̂bα(bt0)

(M̂).
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Demostración.

El resultado se obtiene atendiendo a la definición de isoderivada de una isofunción

y haciendo uso de la compatibilidad de la isotoṕıa respecto a las operaciones de

partida. ¤

Por analoǵıa al caso convencional llamaremos a
bd
bdbt
α̂(t̂0) vector tangente a α̂ en

α̂(t̂0). Se dirá además que α̂ es una curva isodiferenciable regular si
bd
bdbt
α̂(t̂0) 6= 0̂,

para todo t̂0 ∈ (â, b̂), siendo 0̂ : F̂(α̂(t̂0)) → R̂ : f̂ → 0̂(f̂) = 0̂.

Se tiene entonces el siguiente resultado inmediato:

Corolario 5.3.5. α es una curva diferenciable regular en M en el nivel general, si

y sólo si α̂ es una curva isodiferenciable regular en M̂ . ¤

En el caso en que podamos tener una base de T̂ bP (M̂), tenemos además el si-

guiente resultado:

Proposición 5.3.6. En las condiciones de la Proposición 5.2.4, dados P̂ ∈ M̂ y

v̂ ∈ T̂ bP (M̂), existe una curva isodiferenciable en M̂ que pasa por P̂ y cuyo vector

tangente en P̂ es v̂.

Demostración.

Dados P̂ = (P̂ 1, ..., P̂m) y v̂ =
∑m

i=1 λ̂i

(
b∂
b∂ bψi

)

bP
, bastará tomar:

α̂(t̂) = ψ̂
−1 ̂(P1 + λ1 × t, ..., Pm + λm × t),

para t̂ ∈ (−ε̂, ε̂), siendo ε̂ ∈ R̂ tal que α̂
(
(−ε̂, ε̂)

)
⊆ ψ̂(V̂ ). ¤

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.3.7. En las condiciones del Ejemplo 5.2.21, consideramos la isotoṕıa

identidad del cuerpo de los números reales. Tomamos además el campo vectorial

isodiferenciable invariante a izquierda X̂ = a×X̂1+b×X̂2, donde a, b ∈ R̂ = R. Esto

es:
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X̂ = a×
(

∂̂

∂̂x̂

)
+(a + b)ex×

(
∂̂

∂̂ŷ

)
= a×

(
∂

∂x

)
+ ((a + b)ex + a)×

(
∂

∂y

)
.

Si aplicamos este campo al punto (0̂, 0̂) = (0, 0) resulta el vector isodiferenciable:

X̂(0,0) = a×
(

∂̂

∂̂x̂

)

(0,0)

+(a+ b)×
(

∂̂

∂̂ŷ

)

(0,0)

= a×
(

∂

∂x

)

(0,0)

+(2a+ b)×
(

∂

∂y

)

(0,0)

.

Haciendo uso entonces de la Proposición 5.3.6 obtenemos la curva isodiferencia-

ble en R2 que pasa por (0, 0) y cuyo vector tangente en (0, 0) es X̂(0,0):

α̂ : R→ R2 : t → α̂(t) = ̂(at, (a + b)t) = ((2a + b)t, (a + b)t).
C

Seguidamente damos la definición de isotrayectoria:

Definición 5.3.8. En las condiciones de la Proposición 5.2.3, sea una isocarta local

entorno de M̂ , (V̂ , ψ̂ = (ψ̂1, ..., ψ̂m)). Una curva isodiferenciable en M̂ , α̂ : (â, b̂) →
M̂ , se dirá entonces isotrayectoria de X̂ ∈ χ̂(V̂ ), si:

a) α̂((â, b̂)) ⊆ V̂ .

b)
bd
bdbt
α̂(t̂) = X̂ bα(bt), para todo t̂ ∈ (â, b̂).

En particular tenemos el siguiente resultado inmediato por construcción:

Proposición 5.3.9. α : (a, b) → M es una trayectoria de X, si y sólo si α̂ : (â, b̂) →
M̂ : t̂ → α̂(t̂) = α̂(t) es una isotrayectoria de X̂. ¤
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Uno de los resultados más destacables en el nivel convencional, que generalizare-

mos a continuación en el nivel isotópico, es el de existencia y unicidad de trayectorias

en una variedad diferenciable, consecuencia del Teorema de Cauchy acerca de la re-

solución de ecuaciones diferenciales:

Teorema 5.3.10. Fijado P̂ ∈ Û , existe una única isotrayectoria de X̂, α̂ : (−ε̂, ε̂) →
M̂ , que pasa por P̂ .

Demostración.

El resultado es consecuencia inmediata del caso convencional y de la Proposición

5.3.9. ¤

En concreto, suponiendo que en el Ejemplo 5.3.7 queremos obtener la isotrayecto-

ria del campo vectorial isodiferenciable invariante a izquierda X̂ que pasa por (0, 0),

basta tener en cuenta que la correspondiente trayectoria del campo X = aX1 + bX2

que pasa por (0, 0) es:

β : R→ R2 : t → (at,
b

a
(eat − 1)) , si a 6= 0,

β : R→ R2 : t → (0, bt) , si a = 0.

De esta forma, la isotrayectoria mencionada será β̂ : R→ R2, tal que:

β̂(t) = β̂(t) =
̂

(at,
b

a
(eat − 1)) = (at +

b

a
(eat − 1),

b

a
(eat − 1)) , si a 6= 0,

β̂(t) = β̂(t) = (̂0, bt) = (bt, bt) , si a = 0.

5.3.2. Isotrayectorias en ĝ

Como caso particular del Teorema 5.3.10 obtenemos el correspondiente resultado

acerca de existencia y unicidad de isotrayectorias en un isogrupo isotópico de Lie:

Proposición 5.3.11. Sean (R̂, +̂, ×̂) un isocuerpo isorreal y (Ĝ, ◦̂) un isogrupo

isotópico de Lie, de elemento unidad Î, construido mediante un levantamiento isotó-

pico verificando las condiciones de la Proposición 5.2.22. Sea ĝ el isoálgebra isotópica
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de Lie asociada a Ĝ. Fijado X̂ ∈ ĝ se tiene entonces que existe una única isotrayec-

toria de X̂, Ψ̂ bX : R̂ → Ĝ : t̂ → Ψ̂ bX(t̂), que pasa por Î. Se notará la misma por

êxp(t̂X̂).

Como consecuencia, se verifica entonces que
bd
bdbt
êxp(t̂X̂) = X̂dexp(bt bX)

.

Demostración.

Bajo las condiciones señaladas tendremos, aplicando la Proposición 5.1.7, que en

el nivel convencional, (G, ◦) es un grupo de Lie. Sea e el elemento unidad de G y

consideremos su álgebra de Lie asociada, g, de la cual se levanta isotópicamente ĝ.

En el nivel convencional tenemos entonces la existencia de una única trayectoria de

X, ΨX : R→ G : t → ΨX(t), pasando por e.

Ahora bien, por ser compatible respecto ◦ el levantamiento isotópico utilizado

para la construcción de (Ĝ, ◦̂), tenemos aplicando la Proposición 5.1.6 que los niveles

convencional y general coinciden. En particular, e debe ser el elemento de G del cual

se levanta isotópicamente Î. Aśı podemos denotar I = e.

Aplicando entonces la Proposición 5.3.9, tenemos finalmente que Ψ̂ bX = Ψ̂X es

una isotrayectoria de X̂ que pasa por Î. ¤

Se obtiene en particular el siguiente resultado:

Corolario 5.3.12. En las condiciones de la Proposición 5.3.11, se tiene que:

a) Fijados X̂ ∈ ĝ y ĝ ∈ Ĝ, la isotrayectoria de X̂ que pasa por ĝ es Lbg ◦ Ψ̂ bX . Se

notará la misma por êxp(t̂X̂)ĝ.

b) Fijados X̂ ∈ ĝ y t̂0, t̂1 ∈ R̂, se verifica que Ψ̂ bX(t̂0+̂t̂1) = Ψ̂ bX(t̂0)◦̂Ψ̂ bX(t̂1). Esto

es, êxp((t̂1+̂t̂2)X̂) = êxp(t̂1X̂)◦̂êxp(t̂2X̂).

c) Una aplicación f̂ : (R̂, +̂) → (Ĝ, ◦̂) es un morfismo isodiferenciable de iso-

grupos si y sólo si es la isotrayectoria de un campo vectorial isodiferenciable

invariante a izquierda que contenga a Î.
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Demostración.

a) Dado que Lbg ◦ Ψ̂ bX = L̂g ◦ Ψ̂X = L̂g ◦ΨX , siendo Lg ◦ ΨX la trayectoria de

X que pasa por g, tenemos aplicando la Proposición 5.3.9, que Lbg ◦ Ψ̂ bX es la

trayectoria de X̂ que pasa por ĝ.

b) Por construcción y aplicando las propiedades conocidas en el nivel convencional

se cumple que Ψ̂ bX(t̂0+̂t̂1) = Ψ̂X(t̂0 + t1) = ̂ΨX(t0 + t1) = ̂ΨX(t0) ◦ΨX(t1) =

Ψ̂X(t0)◦̂Ψ̂X(t1) = Ψ̂ bX(t̂0)◦̂Ψ̂ bX(t̂1).

c) Atendiendo a las condiciones impuestas, el resultado es consecuencia inmediata

del caso convencional y del apartado anterior. ¤

Obsérvese la estructura de grupo uniparamétrico, atendiendo a la isodiferenciabi-

lidad, de la aplicación R̂ × ĝ → ĝ : (t̂, ĝ) → êxp(t̂X̂)ĝ. Por su analoǵıa al caso

convencional, diremos en particular que la aplicación ψ̂ bX es el grupo uniparamétrico

asociado a X̂.

Podemos por tanto pasar ya a definir de la aplicación que relaciona el isoálgebra

isotópica de Lie asociada a un isogrupo isotópico de Lie con este último:

Definición 5.3.13. En las condiciones de la Proposición 5.3.11, se denominará iso-

aplicación isoexponencial a êxp : ĝ → Ĝ : X̂ → Ψ̂ bX(1̂).

Por la construcción realizada es inmediato notar que êxp es la proyección isotópi-

ca correspondiente de la aplicación exponencial que relaciona el álgebra de Lie g aso-

ciado al grupo de Lie G. Aśı, en el Ejemplo 5.3.7, la isoaplicación isoexponencial que

relaciona el isoálgebra isotópica de Lie g asociada a R2 con este isogrupo isotópico

de Lie será la proyección isotópica de exp : g → R2, tal que, para X = aX1+bX2:

exp(X) =

{
(a, b

a
(ea − 1)) , si a 6= 0,

(0, b) , si a = 0.

}
.

Es decir, êxp : ĝ → R2, donde, para X̂ = âX̂1+b̂X̂2:
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êxp(X̂) = ̂exp(X) =

{
(a + b

a
(ea − 1), b

a
(ea − 1)) , si a 6= 0,

(b, b) , si a = 0.

}
.

Las hipótesis impuestas permiten además garantizar que la isoexponencial herede

convenientemente propiedades de la exponencial convencional (véase por ejemplo

[33], para las demostraciones de estas últimas):

Proposición 5.3.14. La isoexponencial es una isoaplicación isodiferenciable tal que:

a) Para toda isoaplicación isodiferenciable ϕ̂ : Û ⊆ Ĝ → R̂, definida en un

isoentorno Û de ĝ ∈ Ĝ, se verifica que:

ϕ̂(êxp(t̂X̂)ĝ) =
∞∑

k=0

t̂
bk

k̂!
X̂

bk
ϕ̂(ĝ),

donde la serie converge en un intervalo, salvo para t̂ = 0̂.

b) Teorema de Baker-Campbell-Hausdorff-Santilli:

êxp(X̂)êxp(Ŷ ) = êxp(Ẑ) , siendo:

Ẑ = X̂+Ŷ +
1̂

2
×̂[X̂, Ŷ ]̂+

1̂

12
×

(̂
[X̂ − Ŷ , [̂X̂, Ŷ ]̂ ]̂

)
+...

c) êxp(t̂(X̂+Ŷ )) = êxp(t̂X̂)◦̂êxp(t̂Ŷ ) si y sólo si [̂X̂, Ŷ ]̂ = 0̂.

d) Si [̂X̂, Ŷ ]̂ = 0̂ para todo Ŷ ∈ ĝ, entonces existen isoentornos abiertos Û de X̂

en ĝ y V̂ de êxp(X̂) en Ĝ, tales que êxp|bU es un isodifeomorfismo (esto es,

una isoaplicación biyectiva isodiferenciable, con inversa isodiferenciable) .

¤

Cabe indicar que el resultado indicado en el apartado (b) generaliza el propuesto

por Santilli en [34] y [36], al permitir la utilización de isocuerpos de tipo II en los

coeficientes, esto es, aquéllos en los que K̂ 6= K.

Veamos esto en el siguiente:
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Ejemplo 5.3.15. Consideremos el conjunto general V = R
⊔
C′

⊔
C′′, siguiendo la

notación del Ejemplo 4.2.2, donde (C, +, ·) es el cuerpo de los complejos. Suponemos

además la ley ∗ definida como:

a ∗ b = a× b = ab,

a ∗ (b + ci)′ = (b + ci)′ ∗ a = (a · (b + ci))′ ,

a ∗ (b + ci)′′ = (b + ci)′′ ∗ a = (a · (b + ci))′′ ,

(a + bi)′ ∗ (c + di)′ =

{
1 , si (a + bi) · (c + di) = 1,

((a + bi) · (c + di))′′ , si (a + bi) · (c + di) 6= 1.

}
,

(a + bi)′ ∗ (c + di)′′ = (c + di)′′ ∗ (a + bi)′ = ((a + bi) · (c + di))′,

(a + bi)′′ ∗ (c + di)′′ =

{
1 , si (a + bi) · (c + di) = 1,

((a + bi) · (c + di))′′ , si (a + bi) · (c + di) 6= 1.

}
,

Tenemos en particular que 1 es la unidad de V respecto a ∗.
A continuación, tomamos Î ′11 = Î ′11(t) = ti ∈ C′, con t ∈ N, siendo entonces

T11 = Î ′
−1

11 = −1
t
i ∈ C′. Resulta pues el conjunto isotópico R̂ = Im(C).

Consideremos finalmente la aplicación:

Φ11
× : N× N→ N : (t1, t2) →

{
t1t2 , si t1 6= t2,

t1 , si t1 = t2.

}
.

Resulta entonces que para tiempos distintos obtenemos una isotoṕıa compatible

respecto a ×, estando definida la ley:

ai×̂bi =

{
abi , si t1 6= t2,

ab
t
i , si t1 = t2 = t.

}
.

En particular, fijado un tiempo t = t0, Î = t0 es unidad de R̂.

De forma análoga a lo anterior podemos construir isotoṕıas de R, compatibles

respecto a ×, usando los elementos:

Î ′12(t) = t2i; T12 = − 1

t2
; Φ11

× (t1, t2) =

{
t21t

2
2 , si t1 6= t2,

t21 , si t1 = t2.

}
.



162 CAPÍTULO 5. ISOGRUPOS DE LIE

Î ′22(t) = t3i; T22 = − 1

t3
; Φ11

× (t1, t2) =

{
t31t

3
2 , si t1 6= t2,

t31 , si t1 = t2.

}
.

De tal forma que podemos construir el levantamiento isotópico de (R2, +,×) a

partir de los elementos ? ≡ +, Ŝ = 0, ∗ ≡ · e Î ′ = Î ′(t1, t2, t3) =

(
t1i 0

t22i t33i

)
, para

t1, t2, t3 ∈ N
Tenemos entonces la proyección isotópica:

(a, b) → ((at1 + bt22)i, bt
3
3i).

En particular, para cada Ft = (t1, t2, t3) ∈ N3 fijo, R2 ∗ Î(Ft) = Im(C)× Im(C),

siendo además inyectiva en FR
2

la isotoṕıa utilizada, pues fijado (ai, bi) ∈ R̂
2

, ten-

dremos para el valor Ft anterior, que la única proyección isotópica posible para obte-

nerlo es: 
a− bt22

t33

t1
,

b

t33


 ∗ Î(Ft) = (ai, bi).

Debemos disponer también de la proyección isotópica del cuerpo base (R, +,×),

lo que haremos de forma análoga a la construcción inicial, a partir de la isounidad

Î = i ∈ C.

Consideramos a continuación el grupo de Lie (R2, µ) del Ejemplo 5.2.21. Fijado

Ft = (t1, t2, t3), si definimos la aplicación que relaciona los factores externos como

Φµ(Ft, Ft) = Ft, resulta finalmente que:

µ̂ ((ai, bi), (ci, di)) = µ





a− bt22

t33

t1
,

b

t33


 ,


c− dt22

t33

t1
,

d

t33





 ∗ Î(t1, t2, t3) =

=





a− bt22

t33
+ c− dt22

t33
+ t22

e

a− bt22
t33

t1 d + b

t33


 i,


e

a− bt22
t33

t1 d + b


 i


 =

=

((
a + c +

t22
t33

(
e

at33−bt22
t1t33 − 1

)
d

)
i,

(
e

at33−bt22
t1t33 d + b

)
i

)
.
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En particular, (0, 0) es la unidad de R̂
2

respecto µ̂ y se tiene el elemento opuesto:

(ai, bi)−0 =

((
bt22
t33
− a− bt22

t33
e

bt22−at33
t1t33

)
i,−

(
be

bt22−at33
t1t33

)
i

)
.

De forma análoga al Ejemplo 5.2.21, dotamos a R̂
2

de estructura de isogrupo

isotópico de Lie, siendo en particular una base de los campos vectoriales isodiferen-

ciables invariantes a izquierda:

X̂1 = t1i

(
t1i

(
∂

∂x

)
+ t22i

(
∂

∂y

))
+t22e

xi

(
t33i

(
∂

∂y

))
= t21i

(
∂

∂x

)
+t22(t

3
3e

x+t1)i
(

∂

∂y

)
,

X̂2 = t33e
xi

(
t33i

(
∂

∂y

))
= t63e

xi

(
∂

∂y

)
.

Por su parte, el isoálgebra isotópica de Lie asociada a R̂
2

estará dotada de la

ley:

[̂X̂1, X̂2̂] = X̂1.

Con lo cual, el teorema de Baker-Campbell-Hausdorff-Santilli queda según :

êxp(X̂1)êxp(X̂2) = êxp(Ẑ),

donde:

Ẑ = X̂1+X̂2+
1̂

2
×X̂1 − 1̂

12
X̂1+... = X̂2 − 1̂7

12
×X̂1 + ... =

= t63e
xi

(
∂

∂y

)
+

17

12
i

(
t21i

(
∂

∂x

)
+ t22(t

3
3e

x + t1)i

(
∂

∂y

))
+ ... =

=
17t21
12

i

(
∂

∂x

)
+

(
17t22(t

3
3e

x + t1)

12
+ t63e

x

)
i

(
∂

∂y

)
+ ... C

5.4. Aplicación: Grupos de isotransformaciones

Estamos ya en condiciones de dar la definición de los grupos de Lie-Santilli o

grupos de isotransformaciones (ver contribución original [34] o los monográficos [4],
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[30], [27]), haciendo uso del cálculo isodiferencial (Kadeisvili plantea por primera

vez esta mejora en [26], si bien trabaja únicamente con K̂-espacios vectoriales y no

con isovariedades).

Téngase en cuenta para ello que, fijada M̂ una isovariedad isodiferenciable, se

denomina isotransformación de M̂ a todo isodifeormorfismo τ̂ : M̂ → M̂ . En par-

ticular, si M̂ está dotado de una isotopoloǵıa asociada al correspondiente espacio

topológico M , siendo inyectiva en FM , τ̂ será proyección isotópica de una transfor-

mación de M .

Seguidamente se da la definición de actuación a derecha sobre una isovariedad

(el concepto de actuación a izquierda es análogo):

Definición 5.4.1. Sean M̂ una isovariedad isodiferenciable y (Ĝ, ◦̂) un isogrupo

isotópico de Lie. Se dice que Ĝ actúa por la derecha de M̂ si existe una isoaplicación

isodiferenciable:

σ̂ : M̂ × Ĝ → M̂ : (P̂ , ĝ) → σ̂(P̂ , ĝ),

tal que para todo P̂ ∈ M̂ y â, b̂ ∈ Ĝ, se verifique que:

σ̂(P̂ , â◦̂b̂) = σ̂(P̂ , â)◦̂b̂; σ̂(P̂ , Î) = P̂ ,

siendo Î la unidad de Ĝ. En este caso se dirá que M̂ es un Ĝ-isoespacio.

Obsérvese en particular que si en las las condiciones de la Proposición 4.3.16,

imponemos además la compatibilidad de la isotoṕıa utilizada respecto a ◦, entonces

M̂ es un Ĝ-espacio si y sólo la correspondiente variedad diferenciable M es un G-

espacio para la actuación asociada σ. Se puede obtener por tanto de esta forma una

amplia gama de ejemplos al respecto.

Por otra parte, téngase en cuenta que fijado ĝ ∈ Ĝ, la isoaplicación σ̂bg : M̂ →
M̂ : P̂ → σ̂(P̂ , ĝ) es una isotransformación de inversa σ̂

bg−bI
. Por este motivo, el

grupo de Lie Ĝ es denotado como grupo de isotransformaciones o bien como grupo

de Lie-Santilli.

En particular, en las condiciones de la Proposición 5.3.11, fijado X̂ ∈ ĝ, la

aplicación R̂× M̂ → M̂ : (t̂, P̂ ) → σ̂(P̂ , êxp(t̂X̂)), será un grupo uniparamétrico de

isotransformaciones.
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Definición 5.4.2. Sea Ĝ un grupo de Lie-Santilli, siendo M̂ un Ĝ-isoespacio. Se

dirá que Ĝ actúa efectivamente, si de ser σ̂bg = IdcM , se sigue que ĝ = Î.

Se dirá que Ĝ actúa libremente si de existir P̂ ∈ M̂ , tal que σ̂(P̂ , ĝ) = P̂ para

algún ĝ ∈ Ĝ, se sigue que ĝ = Î.

Se dirá que Ĝ actúa transitivamente, o bien que M̂ es un isoespacio homogéneo

de Ĝ, si para cada P̂ , Q̂ ∈ M̂ existe ĝ ∈ Ĝ tal que σ̂(P̂ , ĝ) = Q̂.

Finalmente, fijado P̂ ∈ M̂ se llamará grupo de isotroṕıa en P̂ o estabilizador de

P̂ , al conjunto Ĝ bP =
{

ĝ ∈ Ĝ : σ̂(P̂ , ĝ) = P̂
}
. Se llamará Ĝ-órbita de P̂ al conjunto

σ̂(P̂ , Ĝ) =
{

σ̂(P̂ , ĝ) : ĝ ∈ Ĝ
}
.

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo 5.4.3. Sea G =





Gxyz =




1 x y

0 1 z

0 0 1


 : (x, y, z) ∈ R3





, que puede dotarse

de estructura de grupo de transformaciones mediante la actuación:

σ : R3 ×G → R3 : ((a, b, c), Gxyz) → (a, b, c) ·Gxyz = (a, ax + b, ay + bz + c).

Es conocido que G actúa efectivamente, pero no libre ni transitivamente.

Consideramos a continuación el conjunto general V = R
⊔
R′

⊔
R′′, siguiendo la

notación del Ejemplo 4.2.2. Suponemos además la ley ∗ definida como:

a ∗ b = a× b = ab,

a ∗ b′ = b′ ∗ a =

{ (
b
a

)′
, si a 6= 0,

0′ , si a = 0.

}
,

a ∗ b′′ = b′′ ∗ a = (ab)′′ ,

a′ ∗ b′ = b′ ∗ a′ =

{
1 , si ab = 1,

(ab)′′ , si ab 6= 1.

}
,

a′ ∗ b′′ = b′′ ∗ a′ = (ab)′,

a′′ ∗ b′′ = (ab)′′.

Tenemos en particular que 1 es la unidad de V respecto a ∗.
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A continuación, tomamos Î ′1 = Î ′1(t) = t ∈ R′, con t ∈ N, siendo entonces

T1 = Î ′1
−1

= −1
t
i ∈ R′. La proyección isotópica es entonces:

x̂1 = x ∗ Î(t) =

{
t
x

, si x 6= 0,

0 , si x = 0.

}
.

Resulta de esta forma el conjunto isotópico R̂ = R.

Consideremos finalmente la aplicación:

Φ× : N× N→ N : (t1, t2) →
{

t1t2 , si t1 6= t2,

t1 , si t1 = t2.

}
.

Resulta entonces que para tiempos distintos obtenemos una isotoṕıa compatible

respecto a ×, estando definida la ley:

a×̂b =

{
ab , si t1 6= t2,

ab
t

, si t1 = t2 = t.

}
.

En particular, fijado un tiempo t = t0, Î = t0 es unidad de R̂.

A continuación consideramos la isotoṕıa de R3 y de G, de elementos ? ≡ +, Ŝ =

0, ∗ ≡ · (el producto entre matrices) y la isounidad:

Î ′ = Î ′(t1, t2, t3) =




Î ′1(t1) 1 1

0 Î ′1(t2) 1

0 0 Î ′1(t3)


 .

Tenemos entonces las proyecciones isotópicas:

(a, b, c) → (â1t1 , a + b̂1t2 , a + b + ĉ1t3),




1 x y

0 1 z

0 0 1


 →




t1 1 + x̂1t2 1 + x + ŷ1t3

0 t2 1 + ẑ1t2

0 0 t3


 .

En particular, para cada t = (t1, t2, t3) ∈ N3 fijo, R3 ∗ Î ′(t) = R3 y G ∗ Î ′(t) =

G · diag(t1, t2, t3), pudiéndose comprobar además que son inyectivas en FR y FG

cada una de las isotoṕıas correspondientes. En particular, obtendremos para Ĝ la
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estructura de isogrupo isotópico de Lie, de manera análoga a lo visto en ejemplos

anteriores.

Tomamos seguidamente, para t = (t1, t2, t3), la aplicación Φσ(t, t) = t. Podremos

dotar entonces a R̂
3

de estructura de G-isoespacio, mediante la isoaplicación iso-

diferenciable:

σ̂ : R̂
3

× Ĝ → R̂3


(â1t1 , a + b̂1t2 , a + b + ĉ1t3),




t1 1 + x̂1t2 1 + x + ŷ1t3

0 t2 1 + ẑ1t2

0 0 t3





 →

→ (â1t1 , a + âx + b1t2 , a + ax + b + ̂ay + bz + c1t3
).

Por construcción, puede comprobarse que Ĝ actúa efectivamente, pero no libre

ni transitivamente sobre R̂
3

. C

Los conceptos de grupo de Lie-Santilli y sus propiedades notables culminan el

estudio realizado en la presente Memoria. Para finalizar, es conveniente notar que

la proyección isotópica de los grupos de transformaciones convencionales, permiten

generalizar de una forma coherente los resultados conocidos sobre estos últimos.

Aśı por ejemplo, dada la analoǵıa con el caso convencional, se verifica el siguiente

resultado:

Proposición 5.4.4. Dado un grupo de Lie-Santilli Ĝ, un Ĝ-espacio M̂ y un punto

P̂ ∈ M̂ , se cumple que:

a) M̂ es unión disjunta de las distintas Ĝ-órbitas.

b) El estabilizador de P̂ ∈ M̂ es un subgrupo de Ĝ. Es de hecho un isosubgrupo

bajo las condiciones de la Proposición 4.3.16, si se exige además la compati-

bilidad de la isotoṕıa utilizada respecto a ◦.

c) Ĝ actúa transitivamente sobre M̂ , si Ĝ bQ = M̂ para al menos un Q̂ ∈ M̂ .

d) Si M̂ = Ĝ bP , la isoaplicación natural ĵ : Ĝ/Ĝ bP → M̂ : ĝ+Ĝ bP → σ̂(P̂ , ĝ) es un

isodifeomorfismo.
¤
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No cabe duda de que el último resultado únicamente inicia el estudio de los gru-

pos de isotransformaciones. Los resultados prácticos ya encontrados por Santilli y

sus colaboradores, junto con los nuevos modelos propuestos en la presente Memo-

ria, permiten preveer que la generalización de resultados más espećıficos podrán

ser obtenidos de forma coherente y sistemática. En este sentido, planteamos desde

aqúı la ĺınea de investigación que permita enlazar los resultados obtenidos haciendo

uso del MCIM, con algunas de las aplicaciones f́ısicas que se han ido creando desde

el comienzo de la isoteoŕıa de Santilli.



Apéndice A

TEORÍA DE ISOTOPISMOS

GENERALIZADOS

A.1. Álgebra abstracta

A.1.1. Leyes de composición

Un conjunto r es una relación binaria si está formado por pares ordenados (x, y).

Se dice que r es una relación binaria en un conjunto G, si es una relación binaria y

para todo (x, y) ∈ r, se verifica que x, y ∈ G.

Se define un orden parcial en un conjunto G como una relación binaria ≤ en

G, cuyos pares ordenados (x, y) ∈≤ se denotan como x ≤ y, tal que verifica las

siguientes propiedades:

a) Reflexividad : a ≤ a, para todo a ∈ G.

b) Transitividad : Dados a, b, c ∈ G, si a ≤ b y b ≤ c, entonces a ≤ c.

c) Antisimetŕıa : Dados a, b ∈ G, si a ≤ b y b ≤ a, entonces a = b.

Se dirá que ≤ es un orden total en G si es un orden parcial en G, tal que verifica

la siguiente propiedad:

d) Totalidad: Dados a, b ∈ G, o bien a ≤ b, o bien b ≤ a.

169
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Dado un subconjunto H ⊆ G, se dice que H tiene primer elemento respecto a

≤, si existe a ∈ H, tal que para todo b ∈ H se verifica que a ≤ b. Se dice entonces

que ≤ es un buen orden en G si es un orden parcial en G y todo subconjunto de

G tiene primer elemento respecto a ≤. En particular, todo buen orden en G es un

orden total en G.

Dados dos conjuntos no vaćıos G y H, se dice que f es una correspondencia de G

en H, si es una relación binaria y para todo (x, y) ∈ f , se cumple que x ∈ G e y ∈ H.

Se denotará f : G → H y se dirá que G es el dominio de f y que f tiene imagen en

H. Se define además, para cada x ∈ G, el conjunto f(x) = {y : (x, y) ∈ f}. Se dice

que f es una aplicación de G en H, si es una correspondencia de G en H, tal que

si (x, y) y (x, z) pertenecen a f , entonces y = z. Se verifica entonces que f(x) es un

conjunto unitario para todo x ∈ G. En particular, si f(x) = {y}, se nota f(x) = y.

Dado un conjunto no vaćıo G, se llama ley de composición u operación binaria

sobre G [7] (ley u operación, resp., cuando no haya lugar a confusión) a una corres-

pondencia f de un subconjunto H ⊆ G × G en G. Se nota f : H → G y para cada

(x, y) ∈ H, se nota f((x, y)) = f(x, y), que recibe a su vez el nombre de composición

de x e y para la ley f y se denota usualmente escribiendo x e y, separados ambos

caracteres por un signo caracteŕıstico de dicha ley (x ◦ y, x · y, etc). Dicho signo

denota usualmente también la ley de composición f (f ≡ ◦, f ≡ ·, etc.). En caso de

ser f una aplicación de H ⊆ G×G en G, se dice que la ley f toma valores únicos .

Un conjunto no vaćıo G junto a un número finito de operaciones binarias sobre

G, {◦1, ..., ◦n}, recibe el nombre de álgebra parcial y se denota como (G, ◦1, ..., ◦n).

Si G es un conjunto finito de n elementos se dice que (G, ◦1, ..., ◦n) es un álgebra

parcial de orden n .

Una estructura algebraica es un álgebra parcial G cuyas operaciones binarias

tienen todas dominio G × G. Dos estructuras algebraicas G y H tienen el mismo

orden si existe una biyección de G en H.

Un semigrupoide es un álgebra parcial (G, ◦), donde ◦ es una operación binaria

que toma valores únicos. Un grupoide es una estructura algebraica (G, ◦), donde ◦
es una operación binaria que toma valores únicos. Un subgrupoide de un grupoide

(G, ◦) es un subconjunto H de G, tal que (H, ◦) tiene estructura de grupoide.

Un multigrupoide [10] es una estructura algebraica (G, ◦), donde ◦ es una op-

eración binaria. Se dirá que un elemento x ∈ G es un escalar a izquierda (a derecha,

resp.) [13] de G si x · y (y · x, resp.) es un único elemento de G, para todo y ∈ G. Se
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dirá que x es un escalar de G si es un escalar a izquierda y a derecha de G.

Dado un multigrupoide (G, ◦):

a) Se denota, para todos a, b, c ∈ G:

(a ◦ b) ◦ c = {d ◦ c : d ∈ a ◦ b} , a ◦ (b ◦ c) = {a ◦ d : d ∈ b ◦ c} .

b) Toda aplicación f con dominio G e imagen un conjunto H, puede exten-

derse a una aplicación con imagen en el conjunto P(H) de partes de H

y dominio P(G) de partes de G, de tal forma que, para todo X ∈ P(G),

f(X) = {f(x) : x ∈ X}. En particular, para todos a, b ∈ G:

f(a ◦ b) = {f(c) : c ∈ a ◦ b} .

Un multigrupoide (Q, ◦) se dirá entrópico si verifica que (a ◦ b) ◦ (c ◦ d) = (a ◦
c) ◦ (b ◦ d).

Un multigrupo [13] es un multigrupoide (G, ◦), tal que ◦ verifica la propiedad

asociativa ((a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)) y, fijados a, b ∈ G, existen x, y ∈ G, tal que

b ∈ a ◦ x y b ∈ y ◦ a.

Un cuasigrupo es un grupoide (Q, ◦) tal que, para todos (a, b) ∈ Q×Q existe un

único (x, y) ∈ Q×Q tales que:

a ◦ x = b, y ◦ a = b.

A menudo se notan los elmentos x e y anteriores como a\b y b/a, respectivamente.

Estas nuevas operaciones son llamadas división a izquierda y división a derecha de

b por a, respectivamente. Estas operaciones binarias dan lugar a nuevos cuasigrupos

al definirse sobre Q. Si sólo se verifica una de las igualdades anteriores se habla de

cuasigrupos a izquierda o a derecha, respectivamente.

Se verifica que todo subgrupoide de un cuasigrupo de orden finito es también un

cuasigrupo. En caso de ser (Q, ◦) un cuasigrupo de orden finito n, puede considerarse

Q = {0, 1, ..., n− 1}. Se dirá entonces que Q es un cuasigrupo normalizado si 0◦x =

x ◦ 0 = 0, para todo x ∈ Q. Un cuasigrupo normalizado no conmutativo es siempre

no entrópico.

Se dice que un cuasigrupo (Q, ◦) verifica la condición de Reidemeister si, dados

x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4 ∈ Q, tales que x1 ◦ y2 = x2 ◦ y1, x1 ◦ y4 = x2 ◦ y3, x4 ◦ y1 =

x3 ◦ y2, se cumple que x3 ◦ y4 = x4 ◦ y3.
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Un grupoide (Q, ◦) se dice homogéneo [21] si para todo a ∈ Q, existen x, y ∈ Q,

tales que a = x ◦ y.

Un grupoide (G, ◦) tiene elemento unidad a izquierda (a derecha, resp.) si existe

eδ ∈ G (eρ, resp.), tal que eδ ◦x = x (x◦eρ = x, resp.), para todo x ∈ G. El grupoide

(G, ◦) tiene elemento unidad si tiene elemento unidad a izquierda eδ y a derecha eρ.

En particular, eδ = eρ, que es el elemento unidad de G respecto a ◦.
Se dice que un grupoide (G, ◦) con elemento unidad e tiene la propiedad de

elemento inverso si para todo x ∈ G existe y ∈ G tal que x ◦ y = y ◦ x = e. Se

dirá además que x es invertible respecto a ◦ y que tiene como inverso a y.

Un loop es un cuasigrupo con elemento unidad. En particular, todo cuasigrupo

normalizado es un loop.

Un semigrupo es un grupoide asociativo. Un monoide es un semigrupo con ele-

mento unidad. Un grupo es un monoide con elemento inverso, o, de forma equivalente,

un cuasigrupo asociativo.

Un subgrupo de un grupoide (G, ◦) es un subgrupoide de (G, ◦) que tiene estruc-

tura de grupo.

Un grupoide (G, ◦) se dice conmutativo o abeliano si x ◦ y = y ◦ x para todos

x, y ∈ G.

Un anillo es un conjunto A dotado de dos leyes de composición, llamadas suma

+ y producto ×, tal que (A, +) es un grupo conmutativo, (A,×) es un monoide y

se verifica la propiedad distributiva :

x× (y + z) = (x× y) + (x× z), (x + y)× z = (x× z) + (y × z)

para todos x, y, z ∈ A. Se notará (A, +,×) a dicho anillo.

Un cuerpo (K, +,×) es un anillo, con elementos unidades denotados 0 y 1, respec-

to a + y ×, respectivamente, tal que todo elemento de K distinto de 0 es invertible

respecto a ×.

Dado un cuerpo (K, +,×) y un orden total ≤ sobre K, se llama ≤-módulo sobre

K a toda aplicación g : K → K tal que:

a) 0 ≤ g(a), para todo a ∈ K,

b) 0 = g(a) si y sólo si a = 0,
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c) g(a× b) = g(a)× g(b), para todos a, b ∈ K,

d) Desigualdad triangular : g(a + b) ≤ g(a) + g(b), para todos a, b ∈ K.

Se suele denotar |.| ≡ g, de tal forma que |a| = g(a), para todo a ∈ K. En caso

de ser K = R, se llama valor absoluto sobre R al módulo |.| sobre R tal que |a| =



a, si a ≥ 0

−a, si a ≤ 0

A.1.2. Leyes de acción

Dados M y G dos conjuntos cualesquiera, se llama acción de M sobre G [7] a toda

aplicación m → fm de M en el conjunto de las aplicaciones de G en G. La aplicación

(m,x) → fm(x) de M ×G en G se llama ley de acción y se notará fm(x) = m.x, o

bien mx cuando no haya lugar a confusión.

Dado un anillo (A, +,×), con elemento unidad e respecto a ×, se llama (A, +,×)-

módulo (o más simplemente, A-módulo) a todo grupo conmutativo (G, +G), cuyo

elemento unidad respecto a +G es denotado como 0, tal que existe una ley de acción

(a, x) → a.x de A sobre G, verificando que:

a.(x+Gy) = (a.x)+G (a.y), (a+b).x = (a.x)+G (b.x), a.(b.x) = (a×b).x, e.x = x,

para todos a, b ∈ A, x, y ∈ G. Se notará (G, +G, .) a dicho A-módulo.

Dado un cuerpo (K, +,×), se llama K-espacio vectorial a todo K-módulo (G, +G,

.). A los elementos de G se les llaman vectores . Se dice que el conjunto β =

{e1, . . . , en} de vectores de G es una base de G (y aśı, que G es n-dimensional o

de dimensión n) si:

a) β es un sistema de generadores , es decir, ∀X ∈ G, ∃x1, ..., xn ∈ K tales que

X =
∑n

i=1 xi.ei.

b) β es un sistema linealmente independiente , es decir, dados λ1, . . . , λn ∈ K

tales que
∑n

i=1 λi.ei = 0, entonces λi = 0, para todo i ∈ {1, ..., n}.

En caso de ser entonces X =
∑n

i=1 xi.ei, se identifica X con dichos escalares, en

la forma X = (x1, ..., xn)β y se dice que (x1, ..., xn) son las coordenadas del vector X

respecto a β. Esto permite a su vez identificar G con Kn = K × ...n veces ×K.
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Sean (G, +G, .) y (H, +H , •) dos (K, +,×)-espacios vectoriales, de dimensiones m

y n, respectivamente y sean βG = {eG
1 , ..., eG

m} y βH = {eH
1 , ..., eH

n }, bases respectivas

de G y H. Sea f : G → H una aplicación y sean X = (x1, ..., xm)βG
∈ G, Y =

(y1, ..., yn)βH
∈ H, tales que f(X) = Y . Se nota entonces f(x1, ..., xm) = (y1, ..., yn).

De esta forma, la aplicación f puede identificarse con una aplicación de Km en Kn,

atendiendo a las coordenadas de los vectores respecto a las bases correspondientes.

Dados un cuerpo (K, +,×), un orden total ≤ sobre K, un ≤-módulo |.| sobre K

y un K-espacio vectorial (G, +G, .) (de elemento unidad 0 respecto a +G), se llama

≤-norma sobre G a toda aplicación g : G → K tal que:

a) 0 ≤ g(X), para todo X ∈ G,

b) 0 = g(X) si y sólo si X = 0,

c) g(a.X) = |a| × g(X), para todos a ∈ K,X ∈ G,

d) Desigualdad triangular : g(X +G Y ) ≤ g(X) + g(Y ), para todos X, Y ∈ G.

Se suele denotar ||.|| ≡ g, de tal forma que ||X|| = g(X), para todo X ∈ G.

Dado un (K, +,×)-espacio vectorial (G, +G, .), se llama forma bilineal sobre G

a toda aplicación g : G×G → K, tal que, para todos a, b ∈ K, X, Y, Z ∈ G:

a) g(a.X +G b.Y, Z) = a× g(X, Z) + b× g(Y, Z),

b) g(X, a.Y +G b.Z) = a× g(X,Y ) + b× g(X, Z).

En caso de ser G un K-espacio vectorial n-dimensional, siendo β = {e1, ..., en} una

base de G, la forma bilineal g se identifica con la matriz (gij)
n
i,j=1, donde gij =

g(ei, ej), para todos i, j ∈ {1, ..., n}. Se dice que dicha matriz representa la forma

bilineal g. De hecho, como notación, se denotará también por g a dicha matriz,

verificándose entonces que g(X,Y ) = XgY t, donde estamos utilizando el producto

usual entre matrices e Y t denota la matriz traspuesta de Y .

Se dice que g es una forma bilineal simétrica sobre G si es una forma bilineal sobre

G tal que g(X,Y ) = g(Y, X), para todos X, Y ∈ G. Se cumple que una matriz n×n

en K representa una forma bilineal simétrica si y sólo si es una matriz simétrica.
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Se dice que g es una forma bilineal definida sobre G si es una forma bilineal sobre

G tal que g(X,X) = 0 implica que X = 0, el elemento unidad de G, respecto a +G.

Se dice que g es una forma bilineal no degenerada sobre G si, fijado X ∈ G, tal que

g(X,Y ) = 0, para todo Y ∈ G, debe ser X = 0. En caso de ser ≤ un orden total

en K, se dice que g es una forma bilineal definida positiva sobre G si es una forma

bilineal definida sobre G tal que g(X, X) ≥ 0, para todo X ∈ G.

Toda forma bilineal simétrica g sobre G recibe el nombre de producto interior

sobre G [55]. Se dice entonces que tal producto interior es definido (no degenerado,

definido positivo, resp.), si lo es como forma bilineal.

Se suele denotar < ., . >≡ g, de tal forma que < X, Y >= g(X, Y ) = XgY t,

para todos X, Y ∈ G. En caso de ser G un K-espacio vectorial no nulo de dimensión

finita, siempre se puede encontrar una base ortogonal de G [55], esto es, una base de

G tal que la matriz asociada al producto interior sea una matriz diagonal.

En caso de ser K = R y ser g un producto interior definido positivo sobre G,

se define el módulo sobre G por g como la aplicación ||.||g : G → R, que asigna a

cada vector X de G, el único número real positivo a, tal que a2 =< X, X >, esto es,

||X||g =< X,X >1/2. Se verifica entonces que ||.||g es una ≤-norma sobre G, donde

≤ es el orden usual real.

Dado (G, +G, .) un (R, +,×)-espacio vectorial n-dimensional y una base β de G,

se define el producto escalar eucĺıdeo sobre G como < X, Y >=
∑n

i=1 xi × yi, para

todos X = (x1, ..., xn)β, Y = (y1, ..., yn)β ∈ G. Dicho producto interior se identi-

fica entonces con la matriz δn = diagn(1, ..., 1). El espacio (G, +G, .) se denomina

entonces espacio eucĺıdeo n-dimensional y se denota G = Rn o bien, G = En.

Dado un anillo (A, +,×), se llama (A, +,×)-álgebra (o más simplemente, A-

álgebra) a todo A-modulo (G, +G, .), tal que existe una ley de composición ∗ sobre

G verificando que:

[(a.x)+G(b.y)]∗z = [a.(x∗z)]+G[b.(y∗z)], x∗[(a.y)+G(b.z)] = [a.(x∗y)]+G[b.(x∗z)],

para todos a, b ∈ A, x, y, z ∈ G. Se notará (G, +G, ., ∗) a dicho A-álgebra.
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A.1.3. Espacios métricos

Un espacio métrico es un conjunto G junto a una aplicación g : G × G → R,

llamada métrica, tal que, para todos X, Y ∈ G:

i) g(X, Y ) ≥ 0,

ii) g(X, Y ) = 0 si y sólo si X = Y ,

iii) g(X, Y ) = g(Y,X),

iv) g(X, Y ) + g(Y, Z) ≥ g(X,Z) (desigualdad triangular).

Dicho espacio métrico será denotado como (G, g).

Un espacio vectorial métrico es un (K, +,×)-espacio vectorial (G, +G, .), tal que

existe una aplicación g : G×G → R verificando que (G, g) es un espacio métrico.

Todo (R, +,×)-espacio vectorial (G, +G, .) sobre el que está definido un producto

interior < ., . > puede dotarse de una métrica definida como:

g(X, Y ) =
√

< X − Y, X − Y > , para todos X, Y ∈ G.

Generalmente se identifica dicha métrica con la matriz asociada al producto interior.

Esto es, g = (gij)
n
i,j=1, tal que < X, Y >= xgY t.

En el caso de un espacio vectorial eucĺıdeo En, se define la métrica eucĺıdea

n-dimensional como:

δn(X, Y ) =
√

< X − Y,X − Y > =

(
n∑

i=1

(xi − yi)
2

)1/2

,

para todos X = (x1, ..., xn), Y = (y1, ..., yn) ∈ En. Generalmente se identifica dicha

métrica con la matriz δn = diagn(1, ..., 1), correspondiente al producto interior aso-

ciado a En.

A.1.4. Isotopismo

Multigrupoides

Definición A.1.1. [22] Sean (G, ·) y (H, ◦) dos multigrupoides. Una terna (α, β, γ)

de biyecciones α, β de G en H y γ de G · G en H ◦ H se llama un isotopismo de
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(G, ·) en (H, ◦), si se cumple que:

α(x) ◦ β(y) = γ(x · y),

para todos x, y ∈ G. Se dice entonces que (G, ·) y (H, ◦) son multigrupoides isotópi-

cos y que (H, ◦) es una isotoṕıa de (G, ·), o bien que (G, ·) es isotopico a (H, ◦).

Grupoides

La definición anterior extiende la noción de isotopismo entre grupoides:

Definición A.1.2. [10] Sean (G, ·) y (H, ◦) dos grupoides. Una terna (α, β, γ) de

biyecciones α, β de G en H y γ de G ·G en H ◦H se llama un isotopismo de (G, ·)
en (H, ◦), y (H, ◦) se dice ser una isotoṕıa de (G, ·) o bien que (G, ·) es isotopico a

(H, ◦), por (α, β, γ), si se cumple que:

α(x) ◦ β(y) = γ(x · y),

para todos x, y ∈ G. La operación ◦ suele llamarse producto isotópico respecto a

(α, β, γ).

En caso de ser H = G, un isotopismo (α, β, IdG) de (G, ·) en (G, ◦) se denomina

principal y (G, ◦) se llama isotoṕıa principal de (G, ·).
Un isotopismo (α, α, α) de (G, ·) en (G, ◦) se denomina isomorfismo y (G, ◦) se

dice isomorfo a (G, ·).

La isotoṕıa de grupoides es una relación de equivalencia. Se habla entonces de

grupoides isotópicamente equivalentes . Más aún, dado el grupoide (G, ·) y las biyec-

ciones α, β, γ de G en un conjunto H, el producto isotópico define un grupoide (H, ◦)
que es una isotoṕıa de (G, ·).
Proposición A.1.3. Se verifican los siguientes resultados:

a) [10] Si (G, ·) es un grupoide isotópico generalizado a un grupoide (H, ◦), ex-

iste entonces un grupoide (H, ∗), el cual, siendo isomorfo a (G, ·) es a su vez

isotópico generalizado principal a (H, ◦).

b) [10] Todo isotopismo de grupos es un isomorfismo de grupos. Esto es, si (G, ·)
es un grupo isotópico a un grupo (H, ◦) por un isotopismo (α, β, γ), debe ver-

ificarse que α = β = γ.
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c) [9] Si Q es un loop isotópico a un grupo G, entonces Q es de hecho un grupo

isomorfo a G.

d) [10] Todo cuasigrupo de orden n es isotópicamente equivalente a un cuasigrupo

normalizado de orden n.

¤

Teorema A.1.4. [28] Un cuasigrupo es isotópico a un grupo si y sólo si dicho

cuasigrupo verifica la condición de Reidemeister. ¤

Más resultados básicos sobre teoŕıa clásica de isotopismo pueden verse por ejem-

plo en [2] o [10]. En lo que sigue llamaremos clásico a este tipo de isotopismo que

se acaba de definir, para diferenciarlo de esta forma del isotopismo generalizado que

veremos en la siguiente sección.

LP-isotoṕıas de cuasigrupos

Sea (G, ·) un cuasigrupo y sean fijados u, v ∈ G. Se define una LP(loop-principal)-

isotoṕıa [1] (G, ◦) de (G, ·) como:

(s · v) ◦ (u · t) = s · t, para todos s, t ∈ G.

Dado que, fijados u, v ∈ G, cualesquiera dos elementos x, y ∈ G pueden escribirse

de forma única como x = s · v e y = u · t, para ciertos s, t ∈ G, el elemento x ◦ y

está uńıvocamente definido por lo anterior, siendo (G, ◦) una isotoṕıa principal de

(G, ·). De hecho, (G, ◦) es un loop de unidad e = u · v.

Rećıprocamente, toda isotoṕıa principal (G, ◦) de (G, ·) que sea loop se construye

de esta manera, existiendo dos biyecciones f, g de G en śı mismo, tales que f(s) ◦
g(t) = s ·t, para todos s, t ∈ G. De hecho, si e es la unidad de G respecto a ◦, existen

u, v ∈ G, tales que f(u) = e = g(v), siendo entonces f(s) = s · v y g(t) = u · t,
para todos s, t ∈ G. Finalmente, en el caso en que (G, ·) sea un grupo con unidad

I, será entonces:

x ◦ y = x · T · y, para todos x, y ∈ G,

siendo T = e−I = v−I · u−I , la inversa de e respecto a ·. Se verifica entonces que

la LP-isotoṕıa anterior es de hecho una isotoṕıa de Santilli [34] y que (G, ◦) es un

grupo isomorfo a (G, ·), para la biyección x → x · e. En particular, e es la isounidad

[34] de esta isotoṕıa de Santilli.
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A.1.5. Pseudoisotopismo

Definición A.1.5. Sean (G, ·) y (H, ◦) dos grupoides. Una terna (α, β, γ) de apli-

caciones sobreyectivas α, β, γ de G en H se llamará un pseudoisotopismo de (G, ·)
en (H, ◦), y (G, ·) se dirá ser pseudoisotopico a (H, ◦) o bien que (H, ◦) es una

pseudoisotoṕıa de (G, ·), por (α, β, γ), si se cumple que

α(x) ◦ β(y) = γ(x · y),

para todos x, y ∈ G. La operación ◦ se llamará producto pseudoisotópico respecto a

(α, β, γ).

En caso de ser H = G, un pseudoisotopismo (α, β, IdG) de (G, ·) en (G, ◦) se

denominará principal y (G, ◦) se llamará pseudoisotoṕıa principal de (G, ·).
Un pseudoisotopismo (α, α, α) de (G, ·) en (G, ◦) se denominará pseudoisomor-

fismo y (G, ·) se dirá pseudoisomorfo a (G, ◦).

Cabe observar que todo isotopismo entre grupoides es un pseudoisotopismo entre

grupoides, pero no al revés.

A.2. Familia isotópica

Definición A.2.1. Sean dados un conjunto cualquiera A, un conjunto de ı́ndices I

y una familia A = {αi}i∈I , de biyecciones de A en un conjunto B. Diremos que A

es una familia isotópica de A en B. Se llamará familia isotópica identidad de A a

la familia {IdA}.
Se llamará subfamilia isotópica de A a toda subfamilia no vaćıa z ⊆ A. Sea

Iz = {i ∈ I : αi ∈ z}. Se define la aplicación base de z, Îz : A× Iz → B, de tal

forma que Îz(a, i) = αi(a), para todos a ∈ A, i ∈ Iz.

En el caso en que Iz y B sean espacios topológicos, se dirá que z es una sub-

familia isotópica continua cuando, para todo a ∈ A, sea continua la aplicación

αa : Iz → B, tal que αa(i) = αi(a), para todo i ∈ Iz. En caso de ser z = A

se hablará de familia isotópica continua .

Fijado un subconjunto Q de A, llamaremos conjunto isotópico asociado a Q por

z al conjunto Q̂z = {α(a) : α ∈ z, a ∈ Q}. Dado a ∈ Q̂z, se notará por a−Iz al
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conjunto
⋃

i∈Iz{a ∈ Q : αi(a) = a}.
Se dirá que z es Q-inyectiva si para todos α, β ∈ z, a, b ∈ Q, tales que a 6= b, se

verifica que α(a) 6= β(b). Se dirá que es inyectiva si es A-inyectiva .

Fijado a ∈ Q, se llamará órbita isotópica de a por z al conjunto isotópico

asociado a {a} por z, que se denotará por oz(a). Esto es, oz(a) = {̂a}z = {α(a) :

α ∈ z}. Llamaremos conjunto orbital isotópico asociado a Q por z al conjunto

oz(Q) = {oz(a) : a ∈ Q}. Se dirá entonces que Q̂z es la proyección isotópica de

oz(Q) por z.

Se dirá que z es una subfamilia isotópica Q-buena si, para todos (a, b) ∈ Q×Q,

se tiene que oz(a) 6= oz(b). Se dirá que z es una subfamilia isotópica Q-óptima

si, para todos (a, b) ∈ Q × Q, se tiene que oz(a) ∩ oz(b) = ∅. Se dirá que z es

una subfamilia isotópica buena (óptima, resp.), si es A-buena (A-óptima, resp.).

En caso de ser z = A se dirá que A es una familia isotópica Q-buena, Q-óptima,

buena u óptima, respectivamente.

Finalmente, dadas dos familias isotópicas A1 y A2 de A en B, una subfamilia

isotópica z1 de A1 y una subfamilia isotópica z2 de A2, se dirá que z1 y z2 son

Q-compatibles entre śı si, para todo a ∈ Q, se verifica que oz1(a) = oz2(a). Se

dirá que son compatibles entre śı si son A-compatibles.

En particular, Âz = B, para toda z ⊆ A. Cuando no haya lugar a confusión, los

conjuntos isotópicos de la definición anterior se notarán por Q̂, Â, o(a), o(Q), etc.

Obsérvese por otra parte que z es Q-buena si y sólo si la aplicación de Q en o(Q),

tal que cada elemento a ∈ Q se aplica a su órbita o(a), es una biyección.

Proposición A.2.2. En las condiciones de la definición anterior, z es una subfa-

milia isotópica Q-inyectiva si y sólo si es Q-óptima. Por otra parte, z será inyectiva

si y sólo si existe α ∈ A, tal que para todo β ∈ z, β = α. ¤

Ejemplo A.2.3. Consideremos para cada t ∈ R la aplicación αt : R2 → R2, tal que

αt(x, y) = (x, y + t), para todos x, y ∈ R. La familia A = {αt}t∈R es entonces una

familia isotópica continua de R2 en R2.

Identifiquemos a continuación R con R×{0} a partir de la biyección x → (x, 0),

para todo x ∈ R. Diremos entonces que R ⊆ R2 en el sentido de ser R× {0} ⊆ R2.

Resulta entonces que el conjunto isotópico asociado a R por A es R̂ = R2.
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Fijado un punto P = (a, b) ∈ R2, la órbita isotópica de P por A es o(P ) =

{(x, y) ∈ R2 : x = a}. En particular se tiene que A es una familia R-óptima. C

Definición A.2.4. Sean dados:

i) 4 conjuntos A, B, C y D,

ii) Dos conjuntos de ı́ndices I,J ,

iii) Una aplicación sobreyectiva Φ : I → J ,

iv) Dos familias isotópicas A = {αi}i∈I y B = {βj}j∈J , la primera de A en C y

la segunda de B en D,

v) Una subfamilia isotópica zA de A,

vi) Una aplicación f : V ⊆ A → B.

Sea zB = {βΦ(i)}i∈IzA
. Llamaremos entonces familia f -isotópica a la familia

z = {(αi, βΦ(i))}i∈IzA
. Se notará V̂ z = V̂ zA. La aplicación Φ|IzA

: IzA
→ JzB

será llamada aplicación f -isotópica por z. Se dirá que z es continua si son con-

tinuas zA y zB.

Dado Q un subconjunto de V , definimos entonces las siguientes correspondencias:

a) f̂z : Q̂zA → f̂(Q)
zB

, tal que:

f̂z(a) =
⋃

i∈IzA

{βΦ(i)(f(a)) : a ∈ Q, tal que αi(a) = a},

para todo a ∈ Q̂zA. Se dirá entonces que la aplicación f de Q en f(Q) (que

es la restricción a Q de f : V ⊆ A → B) se levanta isotópicamente a f̂z por

z. En caso de ser f̂z una aplicación, se dirá que es una isoaplicación de Q̂zA

en f̂(Q)
zB

, asociada a f : Q → f(Q) por z. Se dirá entonces que f̂z es

inyectiva (sobreyectiva o biyectiva, resp.) si lo es en el sentido convencional.

b) oz(f) : ozA(Q) → ozB(f(Q)), tal que:

oz(f)(ozA(x)) = {ozB(f(a)) : a ∈ Q, tal que ozA(a) = ozA(x)},
para todo ozA(x) ∈ ozA(Q). Se dirá entonces que la correspondencia f̂z de

Q̂zA en f̂(Q)
zB

es la proyección isotópica de oz(f) por z. En el caso en que

oz(f) sea una aplicación, se dirá que f̂z es una z-aplicación.
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Se llamará aplicación reguladora de f̂z a la aplicación f̂zreg : Q̂zA × I →
f̂(Q)

zB ⋃ {{∅}}, definida como:

f̂zreg(x, i) =




{∅}, si no existe a ∈ Q tal que αi(a) = x,

βΦ(i)(f(a)), si existe a ∈ Q tal que αi(a) = x.
,

para todos x ∈ Q̂A, i ∈ I.

Cuando no haya lugar a confusión, las correspondencias anteriores se notarán

por f̂ , f̂reg y o(f), respectivamente.

Proposición A.2.5. En las condiciones de la definición anterior:

a) La correspondencia f̂z es una aplicación si y sólo si para todos a, b ∈ Q,

tales que existen i, j ∈ IzA
verificando que αi(a) = αj(b), se cumple que

βΦ(i)(f(a)) = βΦ(j)(f(b)).

b) La correspondencia oz(f) será una aplicación, si y sólo si para todos a, b ∈
Q, tales que ozA(a) = ozA(b), se verifica que ozB(f(a)) = ozB(f(b)). En

particular, si z es una subfamilia isotópica Q-buena, la restricción a Q de

toda aplicación de un subconjunto V de A en B es una z-aplicación.

¤

Proposición A.2.6. En las condiciones de la Definición A.2.4, supongamos que

f̂z es una isoaplicación. Entonces:

a) Si zB es una familia inyectiva, entonces f̂z : Q̂zA → B̂zB será inyectiva

siempre que f : Q ⊆ A → B y Φ|IzA
: IzA

→ JzB
sean ambas inyectivas.

b) f : Q ⊆ A → B será inyectiva siempre que f̂z : Q̂zA → B̂zB sea inyectiva.

c) f̂z : Q̂zA → B̂zB será sobreyectiva siempre que f : Q ⊆ A → B sea sobreyec-

tiva.

d) Si zB es una familia inyectiva, entonces f : Q ⊆ A → B será sobreyectiva

siempre que f̂z : Q̂zA → B̂zB sea sobreyectiva.
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¤

Ejemplo A.2.7. En las condiciones del Ejemplo A.2.3, consideremos la familia

isotópica identidad de R, B = {IdR} y sea F = {(A,B)}. Tomemos a continuación

la aplicación f : R2 → R, tal que f(x, y) = x + y.

Se define entonces la correspondencia f̂ : R2 → R, de forma que f̂(x, y) =⋃
t∈R{x + y − t} = R, para todo (x, y) ∈ R2. La aplicación reguladora f̂reg queda a

su vez definida como f̂reg((x, y), t) = x + y − t, para todos (x, y) ∈ R2, t ∈ R.

Por otra parte, identificando nuevamente R con R×{0} y dado que la familia A

es R-óptima, se define la F-aplicación f̂|R : R̂ = R2 → R, tal que f̂(x, y) = x, para

todo (x, y) ∈ R2, que de hecho es una isoaplicación. C

Definición A.2.8. En las condiciones de la Definición A.2.4, se definirá la inversa

de f̂z como la correspondencia
(
f̂z

)−1

: f̂(Q)
zB → Q̂zA, tal que:

(
f̂z

)−1

(b) =
⋃

b∈B

{αi(a) : f(a) = b y ∃j ∈ JzB
, tal que Φ(i) = j y βj(b) = b} ,

para todo b ∈ f̂(Q)
zB

.

Proposición A.2.9. En las condiciones de la Definición A.2.4, definimos la familia:

z−1 =
{
(βΦ(i), αi)

}
i∈IzA

.

En caso de ser inyectiva la aplicación f : Q ⊆ A → B, resulta entonces que la

aplicación inversa de f , f−1 : f(Q) ⊆ B → A se levanta isotópicamente por z−1 a

la inversa de f̂z; es decir, f̂−1
z−1

=
(
f̂z

)−1

.

En particular, para todo b ∈ f̂(Q)
zB

:

(
f̂z

)−1

(b) =
⋃

(βΦ(i),αi)∈z−1

{αi(f
−1(b)) : b ∈ B, tal que βΦ(i)(b) = b} =

=
⋃

(α,β)∈z
{α(f−1(b)) : β(b) = b}.

¤
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A.3. Isotopismo generalizado e isotopismo parcial

Definición A.3.1. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D,E, F ,

ii) Tres conjuntos de ı́ndices I, J,K,

iii) Una aplicación sobreyectiva Φ : I × J → K,

iv) Una familia isotópica A = {αi}i∈I de A en D, una familia isotópica B =

{βj}j∈J de B en E y una familia isotópica C = {γk}k∈K de C en F .

La familia F =
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

será llamada familia isotópica de (A,B,

C) en (D, E, F ). Por su parte, Φ será llamada aplicación isotópica de F. Se lla-

mará subfamilia isotópica de F a toda subfamilia z ⊆ F. En caso de ser I = J , se

llamará subfamilia isotópica especial de F a FI = {(αi, βi, γΦ(i,i)}i∈I .

Fijada una subfamilia isotópica z de F, se definen las familias siguientes:

Iz =
{
i ∈ I : ∃j ∈ J tal que (αi, βj, γΦ(i,j)) ∈ z

}
, Az = {αi}i∈Iz ,

Jz =
{
j ∈ J : ∃i ∈ I tal que (αi, βj, γΦ(i,j)) ∈ z

}
, Bz = {βj}j∈Jz ,

Kz = {k ∈ K : ∃i ∈ I, j ∈ J tales que Φ(i, j) = k y (αi, βj, γk) ∈ z}

Cz = {γk}k∈Kz .

Se dirá que z es continua si lo son las familias Az, Bz y Cz.

Por otra parte, se define la aplicación Îz1 : A× Iz → D, tal que Îz1 (a, i) = αi(a),

para todos a ∈ A, i ∈ Iz. Análogamente se definen las aplicaciones Îz2 : B×Jz → E

e Îz3 : C ×Kz → F . Se llamará terna base de z a la terna
(
Îz1 , Îz2 , Îz3

)
. La terna

base de F se denotará como (Î1, Î2, Î3).

Finalmente, dado un subconjunto Q ⊆ A ∪B, se definen los conjuntos:

Q̂z
I = Q̂ ∩ A

Az ⊆ D, Q̂z
J = Q̂ ∩B

Bz ⊆ E.

Se define el conjunto isotópico asociado a Q por z como Q̂z = Q̂z
I ∪ Q̂z

J . Los

elementos de Q̂z se denotarán o bien en la forma âz1,i = Îz1 (a, i), b̂z2,j = Îz2 (b, j)
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(siendo a ∈ Q ∩A, b ∈ Q ∩A, i ∈ I, j ∈ J), cuando se conozcan los elementos de Q

de los que se obtienen, o bien con caracteres góticos, (a, b, etc.) para diferenciarlos

de los elementos de Q.

Definición A.3.2. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D, E, F ,

ii) Dos correspondencias f : A×B → C, g : D × E → F ,

iii) Una familia isotópica A = {αi}i∈I de A en D, una familia isotópica B =

{βj}j∈J de B en E y una familia isotópica C = {γk}k∈K de C en F .

iv) Una familia isotópica F =
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

de (A,B, C) en (D, E, F ),

v) Una subfamilia isotópica z de F.

Entonces:

a) Dado un subconjunto Q ⊆ A ∪B, se define el conjunto:

Q̂z,f
K =

⋃

γ∈Cz

{x ∈ γ(f(a, b)) : a ∈ Q ∩ A, b ∈ Q ∩B} ⊆ F.

En caso de ser Q̂z
I 6= ∅ 6= Q̂z

J , se define la correspondencia f̂z : Q̂z
I × Q̂z

J →
Q̂z,f

K , de tal forma que:

f̂z(a, b) =
⋃

(α,β,γ)∈z
{γ(f(a, b)) : a ∈ Q ∩A, b ∈ Q ∩B , siendo α(a) = a, β(b) = b} ,

para todos a ∈ Q̂z
I , b ∈ Q̂z

J . El par (Q̂z, f̂z) recibirá el nombre de levantado

isotópico de (Q, f) por z. La subfamilia isotópica z será llamada levantamien-

to isotópico de (Q, f) en (Q̂z, f̂z).

Se llamará aplicación reguladora de f̂z a la aplicación f̂zreg : D× I×E×J →
F

⋃{{∅}}, definida como:

f̂zreg(d, i, e, j) =

=




{∅}, si 6 ∃a ∈ A tal que αi(a) = d, o 6 ∃b ∈ B tal que βj(b) = e,

γΦ(i,j)(f(a, b)), si ∃a ∈ A, b ∈ B tal que αi(a) = d, βj(b) = e.
,

para todos d ∈ D, e ∈ E.
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b) Se dirá que el cuádruple (A,B,C, f) es isotópico parcial al cuádruple (D, E, F,

g) por z o bien que (D, E, F, g) es una isotoṕıa parcial de (A,B, C, f) por z,

si se verifica que:

g(α(a), β(b)) = γ(f(a, b)),

para todos a ∈ A, b ∈ B, (α, β, γ) ∈ z. La subfamilia isotópica z se dirá en-

tonces que es un isotopismo parcial de (A,B,C, f) en (D,E, F, g).

En caso de ser C = F , si para todo (α, β, γ) ∈ z, se cumple que γ = IdC,

la subfamilia isotópica F se dirá que es un isotopismo parcial principal de

(A,B, C, f) en (D, E, F, g).

Si para todo (α, β, γ) ∈ z, se cumple que α = β = γ, la subfamilia isotópica

F se dirá que es un isomorfismo parcial de (A,B, C, f) en (D, E, F, g).

En caso de ser z = F se hablará de isotopismo generalizado, isotopismo ge-

neralizado principal o isomorfismo generalizado, en lugar de isotopismo par-

cial, isotopismo parcial principal o isomorfismo parcial, respectivamente.

En caso de ser (A,B,C, f) = (D, E, F, g), se llamará isotopismo identidad al

isotopismo generalizado {(IdA, IdB, IdC)}.

Atendiendo a la definición anterior, obsérvese que, para toda subfamilia isotópica

z, se cumple que D ⊆ Âz y E ⊆ B̂z. Por otra parte, si en la definición anterior

tomamos Q = A∪B, obsérvese que, el levantado isotópico (Q̂z, f̂z) por z de (Q, f),

no es en general tal que (Q̂z
I , Q̂z

J , Q̂z
K , f̂z) sea una isotoṕıa parcial de (A,B, C, f).

Cuando no haya lugar a confusión, se suprimirá el supeŕındice z en las notaciones

referentes a la construcción del levantado isotópico de (Q, f) por z. Además, se

hablará de isotopismo de (A,B, C, f) en (D, E, F, g), tanto en el caso de que se

trate de un isotopismo generalizado como de uno parcial.

Definición A.3.3. En las condiciones de la Definición A.3.2, supongamos que A =

B = C y D = E = F . Diremos entonces que z es un isotopismo parcial simple

de (A,B,C, f) en (A,B,C, g) si, siendo un isotopismo parcial de (A,B, C, f) en

(A,B, C, g), se cumple que Az = Bz = Cz.

En caso de ser z = F, se hablará de isotopismo generalizado simple. La apli-

cación ÎF
1 = ÎF

2 = ÎF
3 será llamada entonces isounidad del isotopismo y será denotada

por Î.
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Obsérvese que todo isotopismo simple quedará determinado por su isounidad y

su aplicación isotópica.

A.3.1. Leyes de composición

Definición A.3.4. Sean (G, ·) y (H, ◦) dos multigrupoides del mismo orden y sea

F una familia isotópica de (G,G,G · G, ·) en (H, H, H ◦ H, ◦). Se dirá que F es

una familia isotópica de (G, ·) en (H, ◦). Por otra parte, se dirá que una subfamilia

isotópica z de F es un isotopismo parcial de (G, ·) en (H, ◦), si lo es de (G, G,G·G, ·)
en (H,H, H ◦H, ◦). Diremos entonces que (G, ·) es isotópico parcial a (H, ◦) por z
o bien que (H, ◦) es una una isotoṕıa parcial de (G, ·) por z. En particular:

γ(a · b) = α(a) ◦ β(b),

para todos a, b ∈ G, (α, β, γ) ∈ z.

De forma análoga se definen los conceptos de isotopismo parcial principal, iso-

morfismo parcial, isotopismo generalizado, isotopismo generalizado principal o iso-

morfismo generalizado de (G, ·) en (H, ◦). En caso de que F sea un isotopismo

generalizado de (G, ·) en (H, ◦), se dirá que (G, ·) es isotópico generalizado a o una

isotoṕıa generalizada de (H, ◦) por F.

Cabe indicar que cada terna (α, β, γ) de un isotopismo generalizado o parcial de

de (G, ·) en (H, ◦) es de hecho un isotopismo clásico de (G, ·) en (H, ◦). Se verifican

además los siguientes resultados:

Proposición A.3.5. La relación de isotoṕıa generalizada (parcial, resp.) entre mul-

tigrupoides del mismo orden es una relación de equivalencia.

Demostración.

Lo vemos para isotopismos generalizados, siendo análoga la demostración para

isotopismos parciales, teniendo en cuenta que todo isotopismo generalizado es un

isotopismo parcial, como subfamilia de śı mismo.

a) Todo multigrupoide (G, ◦) es una isotoṕıa generalizada de śı mismo, sin más

que tomar el isotopismo generalizado {(IdG, IdG, IdG)}, siendo IdG la apli-

cación identidad en G.
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b) Sea (G, ◦) un multigrupoide isotópico generalizado a un multigrupoide del mis-

mo orden (H, ·), a partir de un isotopismo generalizado
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

.

Fijamos una terna (α, β, γ) ∈ F. Resulta entonces que (H, ·) es una isotoṕıa

generalizada de (G, ◦) a partir del isotopismo generalizado (α, β, γ). En parti-

cular, (G, ◦) (H, ·) es una isotoṕıa generalizada de (H, ·) a partir del isotopismo

generalizado (α−1, β−1, γ−1)

c) Sea (G2, ?) un multigrupoide isotópico generalizado a un multigrupoide (G1, ·)
a partir de un isotopismo generalizado F· =

{
(αi, βj, γΦ·(i,j))

}
i∈I,j∈J

y sea

(G3, ∗) un multigrupoide isotópico generalizado a (G2, ?) a partir de un iso-

topismo generalizado F? =
{
(δs, εt, λΦ?(s,t))

}
s∈S,t∈T

. Sean (α, β, γ) ∈ F· y

(δ, ε, λ) ∈ F?. Resulta entonces que (G3, ∗) es una isotoṕıa generalizada de

(G1, ·) a partir del isotopismo generalizado {(δoα, εoβ, λoγ)}, donde o denota la

composición de aplicaciones.

¤

Proposición A.3.6. Si (G, ·) es un multigrupoide isotópico generalizado a un multi-

grupoide del mismo orden (H, ◦), existe entonces un multigrupoide del mismo orden

que (G, ·), (H, ∗), el cual, siendo isomorfo a (G, ·) es a su vez isotópico generalizado

principal a (H, ◦).

Demostración.

Sea (G, ◦) un multigrupoide isotópico generalizado a (G, ·) por un isotopismo

generalizado F =
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

. Fijamos una terna (α, β, γ) ∈ F y defini-

mos para todos los elementos de G la operación binaria ∗ como:

a ∗ b = αoγ−1(a) ◦ βoγ−1(b),

para todos a, b ∈ G.

Resulta entonces que (H, ◦) es una isotoṕıa generalizada principal de (H, ∗) por

{(αoγ−1, βoγ−1, IdG)}. Se cumple además que:

γ(a) ∗ γ(b) = α(a) ◦ β(b) = γ(a · b),
para todos a, b ∈ G, con lo cual, (G, ∗) es isomorfo generalizado a (G, ·). ¤

Es interesante estudiar el levantamiento isotópico de un subconjunto de un multi-

grupoide dado. Para ello damos la siguiente definición previa:
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Definición A.3.7. Un submultigrupoide de un multigrupoide (G, ◦) es un multi-

grupoide (H, ∗), tal que H es un subconjunto de G y, para todos a, b ∈ H, se verifica

que a ∗ b ⊆ a ◦ b.

Es inmediato entonces el siguiente resultado:

Proposición A.3.8. Sean (G, ·) y (H, ◦) dos multigrupoides del mismo orden. Fija-

da una subfamilia isotópica z de una familia isotópica F =
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

de

(G, ·) en (H, ◦) y fijado un subconjunto Q de G se cumple que, para todos a, b ∈ Q̂z:

â·b =
⋃

(α, β, γ) ∈ z
a, b ∈ Q : α(a) = a, β(b) = b

γ(a · b).

En caso de que (Q, ·) sea un submultigrupoide de (G, ·), se verifica que (Q̂z, ·̂z)

es un multigrupoide si y sólo si:

(1) Se cumple que:

i) Q̂z
I = Q̂z

J = Q̂z ⊇ Q̂z
K,

ii) ∀(a, b) ∈ Q̂z × Q̂z,∃(α, β, γ) ∈ z, (a, b) ∈ Q × Q, tales que α(a) =

a, β(b) = b,

En este caso se dirá que (Q̂z, ·̂z) es el isomultigrupoide asociado a (Q, ·) por z.

¤

Corolario A.3.9. En las condiciones de la proposición anterior, si se toma Q = G,

se verifica entonces que Ĝz = H y que el levantado isotópico (Ĝz, ·̂z) de (G, ·) por

z es un multigrupoide. De hecho, (Ĝz, ·̂z) = (H, ◦). ¤

Definición A.3.10. Sean (G, ·) y (H, ◦) dos multigrupoides del mismo orden, F1 y

F2 dos familias isotópicas de (G, ·) en (H, ◦) y z1,z2 dos subfamilias isotópicas de

F1 y F2, respectivamente. Sea (Q, ·) un submultigrupoide de (G, ·). Se dirá que z1

es Q-equivalente a z2, si (Q̂z1 , ·̂z1) = (Q̂z2 , ·̂z2). En caso de ser Q = G, se dirán

equivalentes.
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Es inmediato comprobar el siguiente resultado:

Proposición A.3.11. Se verifica que:

a) La relación de ser subfamilias isotópicas Q-equivalentes es de equivalencia.

b) Dada una familia isotópica F1 que relaciona dos multigrupoides del mismo

orden (G, ·) y (H, ◦), toda subfamilia isotópica de F1 es equivalente a F1. ¤

Corolario A.3.12. Dados dos multigrupoides del mismo orden cualesquiera, existe

un isotopismo generalizado entre ambos si y sólo si existe un isotopismo clásico entre

ellos. ¤

Definición A.3.13. Sean (Q, ·) y (R, ◦) dos multigrupoides y sea n ∈ N. Se dirá que

(Q, ·) y (R, ◦) son isotópicos generalizados de orden n o gn-isotópicos o que (Q, ·)
es gn-isotópico a (R, ◦) y se notará (Q, ·) ∼n (R, ◦), si se verifican las siguientes

condiciones:

a) Existen dos submultigrupoides (Q1, ∗1) y (Qn, ∗n) de dos multigrupoides del

mismo orden (M1, ∗1) y (Mn, ∗n), respectivamente, tales que existe un isotopis-

mo clásico entre (Q, ·) y (Q1, ∗1) y existe un isotopismo clásico entre (R, ◦) y

(Qn, ∗n).

b) Existen 2n−4 multigrupoides (M2, ∗2), (M
′
2, ∗′2), ..., (Mn−1, ∗n−1), (M

′
n−1, ∗′n−1),

tales que:

b.1) (M1, ∗1) y (M2, ∗2) son del mismo orden, existiendo un isotopismo gene-

ralizado F1 entre ellos,

b.2) Para todo i ∈ {2, ..., n−1}, los multigrupoides (M ′
i , ∗′i) y (Mi+1, ∗i+1) son

del mismo orden, existiendo un isotopismo generalizado Fi entre ellos.

c) Para todo i ∈ {2, ..., n − 1} existe un multigrupoide (Qi, ?i) que es submulti-

grupoide tanto de (Mi, ∗i) como de (M ′
i , ∗′i), de tal forma que, tomando ahora

j ∈ {2, ..., n}, existe una subfamilia isotópica zj−1 de Fj−1, tal que, fijados

x, y ∈ Qj:

c.1) Existen a, b ∈ Qj−1 y (α, β, γ) ∈ zj−1, tales que α(a) = x y β(b) = y,
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c.2) Fijados a, b ∈ Qj−1 y (α, β, γ) ∈ zj−1, tales que α(a) = x y β(b) = y, se

verifica entonces que γ(a ?j−1 b) = x ?j y.

En general, dos multigrupoides (Q, ·) y (R, ◦) se dirán g-isotópicos y se no-

tará (Q, ·) ∼ (R, ◦), si existe n ∈ N tal que sean gn-isotópicos.

Proposición A.3.14. Se verifica que:

a) Si (Q, ·) ∼n (R, ◦), entonces (Q, ·) ∼k (R, ◦), para todo k ∈ N, siendo k ≥ n.

b) Si (Q, ·) ∼m (R, ◦) ∼n (S, ?), entonces (Q, ·) ∼m+n−1 (S, ?).

c) La relación de ser multigrupoides gn-isotópicos es reflexiva y simétrica. La

relación de ser g-isotópicos es de equivalencia.

d) Dos multigrupoides del mismo orden (Q, ·) y (R, ◦) son g2-isotópicos si y sólo

si existe un isotopismo clásico entre ellos.

e) Si (Q, ·) ∼2 (R, ◦) ∼n (S, ?), siendo Q y R del mismo orden, entonces (Q, ·) ∼n

(S, ?).

Demostración

a) Basta tomar uno de los multigrupoides asociados a la cadena de isotopismos

correspondiente y considerar a continuación el isotopismo identidad tantas

veces como sea necesario.

b) Basta considerar las dos cadenas de multigrupoides asociadas.

c) La propiedad reflexiva es inmediata en ambos casos, bastando tomar el iso-

topismo identidad. La transitividad es inmediata por el apartado (b) en el caso

de ser multigrupoides g-isotópicos. Finalmente, para ver la propiedad simétri-

ca, basta restringirnos al caso de ser multigrupoides g2-isotópicos. Para ello,

supongamos que un multigrupoide (Q, ·) es g2-isotópico a un multigrupoide

(R, ◦). Existen entonces dos multigrupoides del mismo orden (G, ∗1) y (H, ∗2)

y dos submultigrupoides (Q′, ?1) y (R′, ?2) de (G, ∗1) y (H, ∗2), respectiva-

mente, que son a su vez isotópicos clásicos a (Q, ·) y (R, ◦), respectivamente.

Existe además un isotopismo generalizado F de (G, ∗1) en (H, ∗2) y una sub-

familia isotópica z de F, que verifica las condiciones de la Definición A.3.13.
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Basta tomar entonces la familia isotópica F′ = {{(α−1, β−1, γ−1)}(α,β,γ)∈F de

(H, ◦) en (G, ·) y la subfamilia isotópica z′ = {(α−1, β−1, γ−1)}(α,β,γ)∈z de F′,
para comprobar que (R, ◦) es g2-isotópico a (Q, ·).

d) La condición suficiente es inmediata, bastando considerar el isotopismo clásico

que relaciona ambos multigrupoides como isotopismo generalizado. Para ver

la condición necesaria, supongamos que (Q, ·) y (R, ◦) son multigrupoides g2-

isotópicos, siendo isotópicos clásicos a dos submultigrupoides (Q′, ?1) y (R′, ?2),

de dos multigrupoides del mismo orden (M1, ∗1) y (M2, ∗2), que son a su vez

isotópicos generalizados, a partir de un isotopismo generalizado F. Sea z la

subfamilia isotópica de F que verifica las condiciones de la Definición A.3.13.

Se verifica entonces que cualquier terna (α, β, γ) ∈ z es un isotopismo clásico

de (Q′, ?1) en (R′, ?2), existiendo por tanto, debido a la propiedad transitiva

en los isotopismos clásicos, un isotopismo clásico de (Q, ·) en (R, ◦).

e) El resultado es inmediato atendiendo al apartado anterior y teniendo en cuenta

la transitividad del isotopismo clásico.

¤

En particular, para multigrupoides del mismo orden, los conceptos de isotopismo

clásico, isotopismo generalizado y g2-isotopismo son equivalentes.

Proposición A.3.15. Todo cuasigrupo entrópico de orden finito es g2-isotópico a

cualquiera de sus subcuasigrupos.

Demostración

Supongamos que (M, ·) es un cuasigrupo entrópico de orden finito y sea (Q, ·)
un subcuasigrupo (Q, ·). Definamos entonces para cada m ∈ M , las aplicaciones

αm : M ×M → M , tales que αm(x) = m · x, para todo x ∈ M . Puede comprobarse

que F = {(αm, αn, αm·n)}m,n∈M es una familia isotópica de (M, ·) en (M, ·), pues,

fijados x, y, m, n ∈ M , resulta que:

αm(x) · αn(y) = (m · x) · (n · y) = (m · n) · (x · y) = αm·n(x · y).

Se comprueba además que (Q̂F, ·̂F) = (M, ·), con lo cual tenemos finalmente que

(M, ·) y (Q, ·) son g2-isotópicos. ¤
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Corolario A.3.16. Todo par de cuasigrupos entrópicos normalizados son g3-isotópi-

cos entre śı. En particular, todo par de grupos abelianos de orden finito son g3-

isotópicos entre śı.

Demostración

Dado que todo grupo abeliano es un cuasigrupo entrópico, basta tener en cuenta

que si (Q, ·) y (R, ◦) son dos cuasigrupos entrópicos normalizados, entonces (Q, ·) ∼2

({x}, ∗) ∼2 (R, ◦), siendo x ∗ x = x. ¤

Un ejemplo que prueba que la construcción dada en la demostración de la

Proposición A.3.15 no relaciona el grupo unitario ({0}, ∗) con cualquier cuasigrupo

es el siguiente:

Ejemplo A.3.17. Consideremos el cuasigrupo (Q, ·) de orden 5 cuya tabla de Cayley

es la siguiente:

· 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 3 0 4 2

2 2 4 3 1 0

3 3 0 4 2 1

4 4 2 1 0 3

Siguiendo la notación de la demostración de la Proposición A.3.15, resulta que:

α4(2) · α3(3) = 1 · 2 = 0 6= 1 = 0 · 1 = α0(1) = α4·3(2 · 3).

C

Atendiendo a la estructura algebraica del levantado isotópico de un subconjunto

de un multigrupoide, damos la siguiente:

Definición A.3.18. Sean (G, ·) y (H, ◦) dos multigrupoides del mismo orden. Fi-

jada una subfamilia isotópica z de una familia isotópica F de (G, ·) en (H, ◦) y

fijado un submultigrupoide (Q, ·) de (G, ·), en caso de que tanto (Q, ·) como su lev-

antado isotópico (Q̂, ·̂) por z, sean ambos grupoides (cuasigrupos, loops, semigrupos,
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monoides o grupos, resp.), el último se llamará isogrupoide, isocuasigrupo, isoloop,

isosemigrupo, isomonoide o isogrupo, resp.) asociado a (Q, ·) por z.

Proposición A.3.19. Sean (G, ·) y (H, ◦) dos multigrupoides del mismo orden.

Fijada una subfamilia isotópica z de una familia isotópica F de (G, ·) en (H, ◦) y

fijado un submultigrupoide (Q, ·) de (G, ·), se cumple que:

a) El levantado isotópico (Q̂, ·̂) de (Q, ·) por z será un grupoide si y sólo si se

verifican (1) y:

(2) Fijado (a, b) ∈ Q̂ × Q̂ resulta que, para todos (α1, β1, γ1), (α2, β2, γ2) ∈
z, tales que existen (a, b), (x, y) ∈ Q × Q, tales que α1(a) = α2(x) =

a, β1(b) = β2(y) = b, se tiene que γ1(a · b) = γ2(x · y).

b) El levantado isotópico (Q̂, ·̂) será un grupoide conmutativo si y sólo si se ve-

rifican (1), (2) y:

(3) Para todos x, y ∈ Q, se verifica que γ2(s·t) = γ1(x·y), para todos s, t ∈ Q,

(α1, β1, γ1), (α2, β2, γ2) ∈ z, tales que α2(s) = β1(y) y β2(t) = α1(x).

c) El levantado isotópico (Q̂, ·̂) será un semigrupo si y sólo si se verifican (1),

(2) y:

(4) γ2(α
−1
2 (γ1(a · b)) · c) = γ4(x · β−1

4 (γ3(y · z))), para todos (αi, βi, γi), con

i ∈ {1, 2, 3, 4}, a, b, c, x, y, z ∈ Q, tales que:

i) α1(a) = α4(x) = a, β1(b) = α3(y) = b, β2(c) = β3(z) = c,

ii) α−1
2 (γ1(a · b)), β−1

4 (γ3(y · z)) ∈ Q.

d) El levantado isotópico (Q̂, ·̂) será un cuasigrupo si y sólo si se verifican (1),

(2) y:

(5) Para todo (a, b) ∈ Q̂ × Q̂, existen (α1, β1, γ1), (α2, β2, γ2) ∈ z y (a1, x1),

(a2, x2), ∈ Q×Q, tales que:

i) α1(a1) = β2(a2) = a,

ii) γ1(a1 · x1) = γ2(x2 · a2) = b,

iii) si existen (α3, β3, γ3), (α4, β4, γ4) ∈ z y (a3, x3), (a4, x4) ∈ Q×Q, ve-

rificando condiciones análogas a (i) y (ii), debe cumplirse que β1(x1)

= β3(x3) y α2(x2) = α4(x4).
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e) El levantado isotópico (Q̂, ·̂) será un grupoide dotado de unidad a derecha

eρ ∈ Q̂ respecto a ·̂ si y sólo si se verifican (1), (2) y:

(6ρ) Fijado a ∈ Q̂, se cumple que, para todo (α, β, γ) ∈ z, tal que α−1(a),

β−1(eρ) ∈ Q, debe ser γ(α−1(a) · β−1(eρ)) = a.

f) El levantado isotópico (Q̂, ·̂) será un grupoide dotado de unidad a izquierda

eλ ∈ Q̂ respecto a ·̂ si y sólo si se verifican (1), (2) y:

(6λ) Fijado a ∈ Q̂, se cumple que, para todo (α, β, γ) ∈ z, tal que α−1(eλ),

β−1(a) ∈ Q, debe ser γ(α−1(eλ) · β−1(a)) = a.

e) El levantado isotópico (Q̂, ·̂) tendrá unidad e ∈ Q̂ respecto a ·̂ si y sólo si se

verifican (1), (2) y:

(6) Se verifican (6ρ) y (6λ) y se cumple que eρ = eλ = e.

¤

Corolario A.3.20. Sean (G, ·) y (H, ◦) dos multigrupoides del mismo orden. Fijada

una subfamilia isotópica z de una familia isotópica F de (G, ·) en (H, ◦) y fijado

un submultigrupoide (Q, ·) de (G, ·), se cumple que, en caso de que (Q̂z, ·̂z) sea un

isogrupoide (isocuasigrupo, isoloop, isosemigrupo, isomonoide o isogrupo, resp.), la

subfamilia z será de hecho un isotopismo parcial de (Q, ·) en (Q̂z, ·̂z). ¤

Veamos algunos ejemplos de isogrupoides que no tienen porqué tener el mismo

número de elementos que los grupoides a los que están asociados:

Ejemplo A.3.21. Sea G = {a, b} un grupoide dotado de la operación binaria ·,
definida a partir de la tabla de Cayley es la siguiente:

· a b

a a b

b b a

Definimos la aplicación α : G → G, tal que α(a) = b y α(b) = a y consideramos

el siguiente isotopismo generalizado de (G, ·) en (G, ·):

F = {(IdG, IdG, IdG), (α, α, IdG), (IdG, α, α), (α, IdG, α)} .
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Siguiendo las notaciones de la Definición A.3.4, el isotopismo F está asociado

a:

a) Los conjuntos de ı́ndices I = J = K = {1, 2}.

b) La aplicación sobreyectiva Φ : I × J → K, tal que:

Φ(1, 1) = 1, Φ(1, 2) = 2, Φ(2, 1) = 2, Φ(2, 2) = 1.

c) Las biyecciones α1 = β1 = γ1 = IdG y α2 = β2 = γ2 = α.

d) Las familias A = {IdG, α} = B = C.

En particular, F es un isotopismo generalizado simple, de isounidad Î : G× I →
G, tal que Î(a, 1) = Î(b, 2) = a e Î(b, 1) = Î(a, 2) = b.

Por otra parte, se puede comprobar que (Ĝ, ·̂) = (G, ·).
Tomando ahora Q = {a}, resulta que (Q, ·) es un subgrupoide de (G, ·). El con-

junto isotópico asociado a Q por F seŕıa Q̂ = G y se comprueba que (Q̂, ·̂) = (G, ·),
que es por tanto un isogrupoide asociado a (Q, ·) por F.

C

Ejemplo A.3.22. Sea G = {a, b, c, d} un grupoide dotado de la operación binaria

·, definida a partir de la tabla de multiplicación siguiente:

· a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d a b

d d c b a

Definimos la aplicación α : G → G, tal que α(a) = c, α(b) = d, α(c) = a y

α(d) = b y consideramos el siguiente isotopismo generalizado simple de (G, ·) en

(G, ·):
F = {(IdG, IdG, IdG), (α, α, IdG), (IdG, α, α), (α, IdG, α)} .
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Se obtienen entonces el levantado isotópico por F, (Ĝ, ·̂) = (G, ·). Por otra

parte, tomando ahora Q = {a, b}, resulta que (Q, ·) es un subgrupoide de (G, ·). Se

puede comprobar entonces que el levantado isotópico por F de (Q, ·) es el isogrupoide

(Q̂, ·̂) = (G, ·). C

Ejemplo A.3.23. Consideremos el grupoide (Z/Z4,×), donde × es el producto

usual en el anillo cociente (Z/Z4, +,×). Tomemos los conjuntos de ı́ndices I =

J = K = {1, 3} y la aplicación sobreyectiva Φ de I × J en K, tal que Φ(i, j) =

i × j(mod 4). Para cada t ∈ {1, 3}, consideremos la aplicación αt : Z/Z4 → Z/Z4,

tal que αt(x) = x× t (mod 4), para todo x ∈ {0, 1, 2, 3}.
Resulta entonces que la familia F = {(αi, αj, αi×j(mod 4))}i∈I,j∈J es un isotopismo

generalizado simple de (Z/Z4,×) en śı mismo, tal que el levantado isotópico por F

del subgrupoide ({0, 1, 2},×) de (Z/Z4,×), coincide con (Z/Z4,×). La isounidad de

F es Î : Z/Z4×I → Z/Z4, tal que Î(x, t) = x×t (mod 4), para todos x ∈ {0, 1, 2, 3},
t ∈ {1, 3}. C

El concepto de isotopismo generalizado se extiende de forma conveniente a pares

de estructuras algebraicas dotadas ambas de n operaciones, siendo n > 1, sin más

que considerar isotopismos generalizados para cada par de operaciones. Veamos este

hecho para n = 2, siendo análogas las definiciones para n > 2:

Definición A.3.24. Sean (G, ·), (G, ∗), (H, ◦) y (H, ?) multigrupoides del mismo

orden, F· una familia isotópica de (G, ·) en (H, ◦) y F∗ una familia isotópica de

(G, ∗) en (H, ?). La familia F = F· × F∗ se llamará familia isotópica de (G, ·, ∗) en

(H, ◦, ?).

Sean ahora z· y z∗ subfamilias isotópicas de F· y F∗, respectivamente. Se dirá que

z = z· ×z∗ es una subfamilia isotópica de F. Por otra parte, se dirá que z es un

isotopismo parcial de (G, ·, ∗) en (H, ◦, ?), si z· es un isotopismo parcial de (G, ·)
en (H, ◦) y z∗ es un isotopismo parcial de (G, ∗) en (H, ◦). Se dirá entonces que

(G, ·, ∗) es isotópico parcial a (H, ◦, ?) por z o que (H, ◦, ?) es una isotoṕıa parcial

de (G, ·, ∗) por z.

De forma análoga se definen los conceptos de isotopismo parcial principal, iso-

morfismo parcial, isotopismo generalizado, isotopismo generalizado principal o iso-

morfismo generalizado de (G, ·, ∗) en (H, ◦, ?). En caso de que F = F· × F∗ sea un
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isotopismo generalizado de (G, ·, ∗) en (H, ◦, ?), se dirá que (G, ·, ∗) es es isotópico

generalizado a (H, ◦, ?) por F o que (H, ◦, ?) es una isotoṕıa generalizada de (G, ·, ∗)
por F.

Fijado un subconjunto Q ⊆ G se llamará conjunto isotópico asociado a (Q, ·, ∗)
por z a la unión del conjunto isotópico Q̂z· asociado a Q por z· y del conjunto

isotópico Q̂z∗ asociado a Q por z∗. Se notará Q̂ = Q̂z· ∪ Q̂z∗ a dicho conjunto

isotópico.

Por otra parte, se llamará levantado isotópico de (Q, ·, ∗) a la terna (Q̂, ·̂, ∗̂),
donde (Q̂z· , ·̂) es el levantado isotópico de (Q, ·) por z· y (Q̂z∗ , ∗̂) es el levantado

isotópico de (Q, ∗) por z∗. Se dirá entonces que z es un levantamiento isotópico de

(Q, ·, ∗) en (Q̂, ·̂, ∗̂).

Atendiendo a la definición anterior se observa que la relación de isotoṕıa genera-

lizada entre dos multigrupoides del mismo orden dotados ambos del mismo número

de operaciones binarias será una relación de equivalencia, por serlo la relación de

isotoṕıa generalizada entre dos multigrupoides del mismo orden. Por otra parte,

teniendo en cuenta el Corolario A.3.9 es inmediato comprobar el siguiente:

Corolario A.3.25. Sean (G, ·), (G, ∗), (H, ◦) y (H, ?) multigrupoides del mismo

orden, F = F· × F∗ una familia isotópica de (G, ·, ∗) en (H, ◦, ?) y z una subfa-

milia isotópica de F. Se verifica entonces que el levantado isotópico de (G, ·, ◦) es

(Ĝ, ·̂, ∗̂) = (H, ◦, ?). ¤

Atendiendo ahora a la estructura algebraica del levantado isotópico de un sub-

conjunto de un multigrupoide, damos la siguiente:

Definición A.3.26. Sean (G, ·), (G, ∗), (H, ◦) y (H, ?) multigrupoides, F = F·×F∗
una familia isotópica de (G, ·, ∗) en (H, ◦, ?) y z una subfamilia isotópica de F. Sea

Q un subconjunto de G. En caso de que tanto (Q, ·, ∗) como su levantado isotópico

por z sean ambos anillos (cuerpos, resp.), el segundo se llamará isoanillo (isocuerpo,

resp.) asociado a (Q, ·, ∗) por z.

Proposición A.3.27. Sean (G, ·), (G, ∗), (H, ◦) y (H, ?) multigrupoides, F = F·×F∗
una familia isotópica de (G, ·, ∗) en (H, ◦, ?) y z = z·×z∗ una subfamilia isotópica

de F. Sean Q un subconjunto de G. Se cumple entonces que:



A.3. ISOTOPISMO GENERALIZADO E ISOTOPISMO PARCIAL 199

a) El levantado isotópico (Q̂, ·̂, ∗̂) de (Q, ·, ∗) por z será un anillo si y sólo si:

a.1) El isotopismo z· verifica las condiciones (1), (2),(3), (4) y (5).

a.2) El isotopismo z∗ verifica las condiciones (1),(2),(4) y (6).

a.3) Fijado (a, b, c) ∈ Q̂× Q̂× Q̂, se verifica la siguiente condición (7):

a.3.a) Existen (αi, βi, γi) ∈ z·, con i ∈ {1, 5}, (αi, βi, γi) ∈ z∗, con i ∈
{2, 3, 4} y a1, a2, a3, b1, b2, c1, c2 ∈ Q, tales que:

i) α2(a1) = α3(a2) = α4(a3) = a, α1(b1) = β3(b2) = b, β1(c1) =

β4(c2) = c,

ii) β−1
2 (γ1(b1 · c1)), α

−1
5 (γ3(a2 ∗ b2)), β

−1
5 (γ4(a3 ∗ c2)) ∈ Q,

iii) γ2(a1 ∗ β−1
2 (γ1(b1 · c1))) = γ5(α

−1
5 (γ3(a2 ∗ b2) · β−1

5 (γ4(a3 ∗ c2)))).

a.3.b) Existen (αi, βi, γi) ∈ z·, con i ∈ {1, 5}, (αi, βi, γi) ∈ z∗, con i ∈
{2, 3, 4} y a1, a2, b1, b2, c1, c2, c3 ∈ Q, tales que:

i) α1(a1) = α3(a2) = a, β1(b1) = α4(b2) = b, β2(c1) = β3(c2) =

β4(c3) = c,

ii) α−1
2 (γ1(a1 · b1)), α

−1
5 (γ3(a2 ∗ b2)), β

−1
5 (γ4(a3 ∗ c2)) ∈ Q,

iii) γ2(α
−1
2 (γ1(a1 · b1)) ∗ c1) = γ5(α

−1
5 (γ3(a2 ∗ c2) · β−1

5 (γ4(b2 ∗ c3)))).

b) El levantado isotópico (Q̂, ·̂, ∗̂) de (Q, ·, ∗) por z será un cuerpo si y sólo si

se verifica (7) y los isotopismos z· y z∗ verifican ambos las condiciones (1),

(2),(3), (4) y (5).

¤

Ejemplo A.3.28. Consideremos el cuerpo (Z/Z3, +,×). Tomamos I = J = K =

{0, 1, 2} y S = T = U = {1, 2} como conjuntos de ı́ndices y las aplicaciones so-

breyectivas Φ+ : I × J → K y Φ× : S × T → U , definidas como:

Φ+(i, j) = i + j(mod 3), Φ×(s, t) = s× t(mod 3).

Consideremos entonces el isotopismo generalizado simple F+ de (Z/Z3, +) en

śı mismo, de aplicación isotópica Φ+ e isounidad Î+ : Z/Z3 × I → Z/Z3, tal que

Î+(x, t) = x + t (mod 3). Tomemos además el isotopismo generalizado simple F×
de (Z/Z3,×) en śı mismo, de aplicación isotópica Φ× e isounidad Î× : Z/Z3 × I →
Z/Z3, tal que Î×(x, t) = x× t(mod 3). En particular, (Ẑ/Z3, +̂, ×̂) = (Z/Z3, +,×)

es un isocuerpo asociado a śı mismo por F = F+ × F×. C
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Ejemplo A.3.29. Consideremos el cuerpo (R2, +,×), donde:

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d), (a, b)× (c, d) = (a× c, b× d),

para todos a, b, c, d ∈ R.

Tomamos I = J = K = R y S = T = U = R \ {0} como conjuntos de ı́ndices y

las aplicaciones sobreyectivas Φ+ : I × J → K y Φ× : S × T → U , definidas como:

Φ+(i, j) = i + j, Φ×(s, t) = s× t.

Sea ahora F+ el isotopismo generalizado simple de (R2, +) en śı mismo, de apli-

cación isotópica Φ+ e isounidad Î+ : R2 × I → R2, tal que Î+((a, b), t) = (a, b + t).

Tomemos además el isotopismo generalizado simple F× de (R2,×) en śı mismo, de

aplicación isotópica Φ× e isounidad Î× : R2×I → R2, tal que Î×((a, b), t) = (a, b×t).

En particular, (R̂2, +̂, ×̂) = (R2, +,×) es un isocuerpo asociado a śı mismo por

F = F+ × F×. C

Isotopismo generalizado de Santilli

Definición A.3.30. Sea (V, ◦1, ..., ◦n) una estructura algebraica cuyas operaciones

son todas binarias. Sea F = F1× ...×Fn un isotopismo generalizado de (V, ◦1, ..., ◦n)

en śı mismo, siendo Fl =
{

(αl
i, β

l
j, γ

l
Φ(i,j))

}
i∈Il,j∈Jl

, para todo l ∈ {1, ..., n}. La familia

F se dirá que es un isotopismo generalizado de Santilli de (V, ◦1, ..., ◦n), si existe una

estructura algebraica (V, ∗1, ..., ∗n), tal que:

a) Todas sus operaciones son binarias.

b) Para todo l ∈ {1, ..., n}, se cumple que para cada biyección δ perteneciente a

una de las ternas del isotopismo Fl, podemos encontrar un elemento Îδ ∈ V

tal que δ(x) = x ∗l Îδ, para todo x ∈ V .

En particular, debe verificarse que:

(
a ∗l Îαl

i

)
◦l

(
b ∗l Îβl

j

)
= (a ◦l b) ∗l Î l

Φ(i,j),

para todos a, b ∈ V, l ∈ {1, ..., n}, i ∈ Il, j ∈ Jl.
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A (V, ∗1, ..., ∗n) se le llamará estructura general del isotopismo. Para cada l ∈
{1, ..., n} consideramos los conjuntos:

ÎIl
l =

{
Îαl

i

}
i∈Il

, ÎJl
l =

{
Îβl

j

}
j∈Jl

ÎKl
l =

{
Îγl

Φ(i,j)

}
i∈Il,j∈Jl

y definimos los conjuntos

Îl = ÎIl
l

⋃
ÎJl

l

⋃
ÎKl

l , Î = Î1

⋃
...

⋃
În.

El conjunto I = {∗1, ..., ∗n}× Î se llamará conjunto de los elementos de isotoṕıa

del isotopismo F respecto a (V, ∗1, ..., ∗n).

El isotopismo generalizado de Santilli F se dirá compatible con respecto a ◦l si

se verifica que ∗l ≡ ◦l. Se dirá que es compatible si se verifica que ∗l ≡ ◦l para todo

l ∈ {1, ..., n}.

Definición A.3.31. Sea (V, ◦1, ..., ◦n) una estructura algebraica cuyas operaciones

son todas binarias. Un isotopismo clásico de Santilli será un isotopismo generalizado

de Santilli en el que, para todo i ∈ {1, ..., n}, cada grupoide (V, ∗i) asociado a la

estructura general del isotopismo es un monoide con unidad Ii ∈ V , tal que para

todo l ∈ {1, ..., n}, se verifica que todo Îδ ∈ Îl es invertible en V con respecto a ∗i

(notaremos Tδ a su inversa). El conjunto Î será llamado isounidad de Santilli del

isotopismo. El conjunto T de los elementos Tδ será llamado elemento isotópico del

isotopismo.

Como caso concreto, el isotopismo generalizado F del Ejemplo A.3.21 es un

isotopismo clásico de Santilli, donde (G, ·) es la estructura general del isotopismo.

Dado que para todo x ∈ G se tiene que:

IdG(x) = x · a, α(x) = x · b,

el conjunto isounidad de Santilli del isotopismo será Î = G, coincidiendo a su vez

con el elemento isotópico del isotopismo.

Por su parte, el isotopismo generalizado F del Ejemplo A.3.22 es también un

isotopismo clásico de Santilli, donde (G, ·) es la estructura general del isotopismo.

En este caso, Î = {a, c} = T.
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A.3.2. Leyes de acción

Definición A.3.32. Sean M , N , G y H cuatro conjuntos cualesquiera, (m, g) →
m.g una acción de M sobre G y (n, h) → n•h una acción de N sobre H. Sea F una

familia isotópica de (M,G, G, .) en (N, H, H, •). Se dirá que F es una familia isotópi-

ca de (M,G, .) en (N, H, •). Por otra parte, se dirá que una subfamilia isotópica z
de F es un isotopismo parcial de (M, G, .) en (N, H, •), si lo es de (M, G, G, .) en

(N, H,H, •). Diremos entonces que (M, G, .) es isotópico parcial a (N, H, •) por z
o que (N,H, •) es una isotoṕıa parcial de (M, G, .) por z. En particular:

γ(m.g) = α(m) • β(g),

para todos m ∈ M, g ∈ G, (α, β, γ) ∈ z.

De forma análoga se definen los conceptos de isotopismo parcial principal, iso-

morfismo parcial, isotopismo generalizado, isotopismo generalizado principal o iso-

morfismo generalizado de (M,G, .) en (N,H, •). En caso de que F sea un isotopismo

generalizado de (M, G, .) en (N, H, •), se dirá que (M,G, .) es isotópico generalizado

a (N,H, •) por F o que (N, H, •) es una isotoṕıa generalizada de (M, G, .) por F.

Definición A.3.33. Sean dados:

i) 6 multigrupoides del mismo orden (G, ·), (M, ?), (M, .), (H, ◦), (N, ∗) y (N, /),

ii) Una familia isotópica F· de (G, ·) en (H, ◦) y una familia isotópica F?×F. de

(M, ?, .) en (N, ∗, /),

iii) (m, g) → m.g y (n, h) → n • h, acciones de M sobre G y de N sobre H,

respectivamente,

iv) F =
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

una familia isotópica de (M, G, .) en (N, H, •),

v) z?,z. y z, subfamilias isotópicas de F?,F. y F, respectivamente,

vi) A, un subconjunto de M y Q, un subconjunto de G.

Sean (Â, ?̂, .̂) el levantado isotópico de (A, ?, .) por F?× F. y (Q̂, ·̂) el levantado

isotópico de (Q, ·) por F·. En el caso en que ÂzI = Â y Q̂z
J = Q̂, sea .̂ tal que

(Â ∪Q
z
, .̂) sea el levantado isotópico de (A∪Q, .) por z. Entonces, en caso de que

(Â, ?̂, .̂) sea un isoanillo, (Q, ·, .) sea un (A, ?, .)-espacio vectorial y (Q̂, ·̂, .̂) sea un
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(Â, ?̂, .̂)-espacio vectorial, este último será llamado isoespacio vectorial asociado a

(Q, ·, .) por F? × F. × F· × F.

Ejemplo A.3.34. Sea (K, +,×) un cuerpo con elemento unidad e respecto a × y

sea (U, +U , .) un (K, +,×)-espacio vectorial n-dimensional, con base β = {e1, ..., en}.
Cada vector x ∈ U podrá escribirse entonces de la forma

∑n
i=1 xi.ei, siendo xi ∈ K,

para todo i ∈ {1, ..., n} y se identificará con (x1, ..., xn) ∈ Kn, de tal forma que, para

todos x, y ∈ U , a ∈ K:

x +U y = (x1 + y1, ..., xn + yn), a.x = (a× x1, ..., a× xn).

Seguidamente consideramos un isocuerpo (K̂, +̂, ×̂) asociado al cuerpo (K, +,×)

por un isotopismo generalizado F = F+ × F×, siendo:

F+ = {(α+i, β+j, γ+Φ+(i,j))}i∈I+,j∈J+ , F× = {(α×i, β×j, γ×Φ×(i,j))}i∈I×,j∈J× .

Consideramos ahora los conjuntos de ı́ndices I = I+ × ...n veces × I+ y J =

J+×...n veces ×J+ y la aplicación Φ+U
: I×J → Φ+(I+×J+)×...n veces ×Φ+(I+×J+),

tal que Φ+U
(i, j) = (Φ+(i1, j1), ..., Φ+(in, jn)), para todos i = (i1, ..., in) ∈ I, j =

(j1, ..., jn) ∈ J . Definimos entonces las siguientes aplicaciones de U en K̂×...n veces ×
K̂:

α+U i(x) = (α+i1
(x1), ..., α+in

(xn)),

β+U j(x) = (β+j1
(x1), ..., β+jn

(xn)),

γ+U Φ+U
(i,j)(x) = (γ+Φ+(i1,j1)(x1), ..., γ+Φ+(in,jn)(xn)),

para todos x = (x1, ..., xn) ∈ U , i = (i1, ..., in) ∈ I, j = (j1, ..., jn) ∈ J .

A continuación construimos el levantado isotópico (Û , +̂U) de (U, +U) a par-

tir de la familia F+U
= {(α+U i, β+U j, γ+U Φ+U

(i,j))}i∈I,j∈J . Resulta en particular que

podemos identificar Û con K̂ × ...n veces × K̂ y que la aplicación +̂U viene definida

como:

α+U i(x)+̂Uβ+U j(y) = γ+U Φ+U
(i,j)(x +U y),

para todos x, y ∈ U , i ∈ I, J ∈ J . Se comprueba entonces que (Û , +̂U) es de hecho

un isogrupo conmutativo asociado a (U, +U) por F+U
.

Sea ahora J. = J× × ...n veces × J× y para cada j = (j1, ..., jn) ∈ J. consideremos

la aplicación Φ. : I××J. → Φ×(I××J×)× ...n veces ×Φ×(I××J×), tal que Φ.(i, j) =
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(Φ+(i, j1), ..., Φ+(i, jn)), para todos i ∈ I×, j = (j1, ..., jn) ∈ J.. Definimos entonces

las siguientes aplicaciones de U en K̂ × ...n veces × K̂:

β.j(x) = (β×j1
(x1), ..., β×jn

(xn)),

γ.Φ.(i,j)(x) = (γ×Φ×(i,j1)(x1), ..., γ×Φ×(i,jn)(xn)),

para todos x = (x1, ..., xn) ∈ U , i ∈ I×, j = (j1, ..., jn) ∈ J..

Resulta entonces que la familia F. = {(α×i, β.j, γ.Φ.(i,j))}i∈I0
×,j∈J.

es un isotopismo

generalizado de (K,U, .) en (K̂, Û , .̂), donde:

α×i(a)̂.β.j(x) = γ.Φ.(i,j)(a.x),

para todos a ∈ K, x ∈ U , i ∈ I×, j ∈ J..

Finalmente, (Û , +̂U , .̂) resulta ser un (K̂, +̂, ×̂)-isoespacio vectorial por el iso-

topismo generalizado F+U
× F.. C

Definición A.3.35. En las condiciones de la Definición A.3.33, sea (H,♦) una

isotoṕıa generalizada de un multigrupoide (G, ¦) por un isotopismo generalizado F¦.
Tomemos (Q, ¦) un submultigrupoide de (G, ¦) y sea (Q̂, ¦̂) el levantado isotópico de

(Q, ¦) por F¦. En caso de que (Â, ?̂, .̂) sea un isoanillo, (Q, ·, ., ¦) sea un (A, ?, .)-

álgebra y (Q̂, ·̂, .̂, ¦̂) sea un (Â, ?̂, .̂)-álgebra, este último será llamado isoálgebra aso-

ciado a (Q, ·, ., ¦) por F? × F. × F· × F¦ × F.

Análogamente se tiene la definición de isoálgebra por un isotopismo parcial.

A.4. Pseudoisotopismo generalizado y parcial

En esta sección se definirá una extensión del concepto de isotopismo generalizado.

Para ello, basta tener en cuenta la siguiente:

Definición A.4.1. Sean dados un conjunto cualquiera A, un conjunto de ı́ndices

I y una familia A = {αi}i∈I , de aplicaciones de A en un conjunto B, tal que⋃
i∈I αi(A) = B. Diremos que A es una familia pseudoisotópica de A en B. Se

llamará subfamilia pseudoisotópica de A a toda subfamilia z ⊆ A.

Se dirá que z es una subfamilia pseudoisotópica inyectiva de evolución (so-

breyectiva de evolución, resp.), si toda aplicación α ∈ z es inyectiva (sobreyectiva,
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resp.). En caso de ser z = F hablaremos de familia pseudoisotópica inyectiva de

evolución o sobreyectiva de evolución, respectivamente.

Por otra parte, fijado un subconjunto Q de A, llamaremos conjunto pseudoisotó-

pico asociado a Q por z al conjunto Q̂I = {α(x) : α ∈ z, x ∈ Q}. Se dirá que

z es Q-inyectiva si para todos α, β ∈ z, a, b ∈ Q, tales que a 6= b, se verifica que

α(a) 6= β(b). Se dirá que es inyectiva si es A-inyectiva.

Proposición A.4.2. En las condiciones de la definición anterior, z será Q-inyecti-

va si y sólo si para todos α, β ∈ z se verifica que α y β son aplicaciones inyectivas

en Q, tales que α(Q) ∩ β(Q) = ∅. ¤

Basta ahora volver a ver todos y cada uno de los conceptos tratados en las sec-

ciones anteriores, trabajando con subfamilias pseudoisotópicas en lugar de isotópicas

y analizar las posibles diferencias. Aśı por ejemplo, en la Definición A.2.4, se observa

que no tiene sentido hablar ahora de aplicación reguladora del levantado isotópico

de una aplicación como tal, pues puede comprobarse que se trataŕıa en general de

una correspondencia y no de una aplicación.

Por otra parte, si en la Definición A.3.1, sustituimos la condición (iv) por:

iv’) Tres familias A = {αi}i∈I ,B = {βj}j∈J ,C = {γk}k∈K de aplicaciones de A en

D, de B en E y de C en F , respectivamente, tales que
⋃

i∈I{αi(x) : x ∈ A} =

D,
⋃

j∈J{βj(x) : x ∈ B} = E y
⋃

k∈K{γk(x) : x ∈ C} = F ,

las nociones de isotopismo parcial y generalizado se sustituirán respectivamente

por pseudoisotopismo parcial y pseudoisotopismo generalizado. En particular, todo

isotopismo generalizado es un pseudoisotopismo generalizado, pero no al revés. Por

otra parte y de forma análoga a los isotopismos generalizados, se hablará de pseu-

doisotopismos generalizados asociados a leyes de composición y a leyes de acción

y se definirán los conceptos de: familias y subfamilias pseudoisotópicas, conjuntos

y levantados pseudoisotópicos, pseudoisotopismos simples, pseudoisounidades, pseu-

doisomultigrupoides, pseudoisogrupos, pseudoisoanillos, etc. Se utilizarán las mismas

notaciones que en el caso de los isotopismos generalizados y el único aspecto a tener

en cuenta es que las aplicaciones que componen las distintas ternas de los pseudoiso-

topismos generalizados no son en general biyecciones.
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Veamos algunos ejemplos:

A.4.1. Pseudoisogrupos

Ejemplo A.4.3. Consideremos el subconjunto G =< 1,−1, i,−i > de los complejos

C. Sea × el producto usual entre complejos. Será aśı (G,×) un grupo. Llamando

H = {1,−1}, resulta que (H,×) es un subgrupo de (G,×).

Sea α : G → H tal que α(1) = α(−1) = 1 y α(i) = α(−i) = −1. La familia

F compuesta por una única terna (α, α, α) es entonces un pseudoisomorfismo de

(G,×) en (H,×). De esta forma, el levantado pseudoisotópico (Ĝ, ×̂) de (G,×) por

F es de hecho un pseudoisogrupo. C

A.4.2. Pseudoisoespacios vectoriales

Ejemplo A.4.4. Consideremos el cuerpo (R, +,×), con la suma y producto usuales

y sea U = {f : R→ R : x → f(x) : f es una función diferenciable }, conjunto al

que dotamos de estructura de espacio vectorial definiendo para todos f, g ∈ U ,

x, λ ∈ R:

(f +U g)(x) = f(x) + g(x); (λ.f)(x) = λ× f(x).

Aśı, (U, +U , .) es un R-espacio vectorial.

A continuación construimos el isocuerpo (R̂, +̂, ×̂) a partir del isotopismo gene-

ralizado F = F+ × F×, donde F+ es el isotopismo identidad y F× = {(α, α, α)},
siendo α(x) = x

2
, para todo x ∈ R.

Consideramos ahora la aplicación sobreyectiva β : U → R tal que β(f) = ∂f
∂x

(2),

para todo f = f(x) ∈ U . En particular, β(U) = R, pues, dado a ∈ R, resulta

tomando f(x) = a
4
x2, que β(f) = a. La aplicación β no es inyectiva, pues por

ejemplo, dados los dos siguientes elementos en U :

f1 : R→ R : x → 15x2; f2 : R→ R : x → 5x3,

se tiene entonces que β(f1) = β(f2) = 60.
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Figura A.1: Pseudoisotopismo de (U, +U) en (R, +).

Construimos entonces el levantado pseudoisotópico de (U, +U) por el pseudoiso-

morfismo F+U
= {(β, β, β)}. Resulta que Û+U

= R y, fijados a, b ∈ R, observamos

que:

a+̂Ub =
⋃

f,g∈U

{
β(f +U g) :

∂f

∂x
(2) = a,

∂g

∂x
(2) = b

}
= a + b.

Luego, (Û , +̂U) = (R, +) es un pseudoisogrupo asociado a (U, +U) por F+U
.

Seguidamente consideramos la familia F. = {(α, β, β)}, que resulta ser un pseu-

doisotopismo de (R, U, .) en (R,R,×), pues, fijados a, b ∈ R, observamos que:

â.b =
⋃

f,g∈U

{
β(2a.g) :

∂g

∂x
(2) = b

}
= 2ab.

Resulta entonces que, a partir del pseudoisotopismo generalizado F+U
× F., se

construye el R-pseudoisoespacio vectorial (Û , +̂U , .̂) = (R, +, .̂) asociado al R-espacio

vectorial (U, +U , .). C

Ejemplo A.4.5. Consideremos el cuerpo (Z/Z2, +,×), con la suma y producto

usuales y sea P = Z/Z2[x], conjunto al que dotamos con su estructura de Z/Z2-

espacio vectorial usual (P, +P , .), definiendo para todos p, q ∈ P , λ ∈ Z/Z2:

(p +P q)(x) = p(x) + q(x); (λ.p)(x) = λ× p(x).

A continuación construimos el isocuerpo (Ẑ/Z2, +̂, ×̂) = (Z/Z2, +,×), levantado

isotópico de śı mismo por el isotopismo generalizado F = F+ × F×, donde F+ y F×
son ambos el isotopismo identidad.
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Tomando F = {0, 1}, consideramos ahora los conjuntos de ı́ndices I = J = K =

F y para cada t ∈ F definimos la biyección αt : P → P tal que α(p) = p +P t, para

todo p ∈ P .

Figura A.2: α1(x
2 + x) = α0(x

2 + x + 1) = x2 + x + 1.

Tomamos la siguiente aplicación sobreyectiva:

Φ+P
: F × F → F

(t1, t2) → Φ+P
(t1, t2) = t1 + t2(mod 2).

La familia F+P
= {(αt1 , αt2 , αt1+t2(mod 2))}t1,t2∈F es de hecho un isotopismo clási-

co de Santilli, cuya estructura general es (P, +P ), con isounidad y elemento isotópico

Î = T = F y tal que el levantado isotópico de (P, +P ) por F+P
coincide con (P, +P ),

pues fijados p, q ∈ P y a ∈ Z/Z2, se cumple que:

p+̂P q = αtp(p− tp)+̂P αtq(q − tq) = αtp+tq(mod 2)(p +P q − tp − tq) = p +P q,

para todos tp, tq ∈ F . Luego, (P, +P ) es un isogrupo asociado a śı mismo por F+P
.

Seguidamente consideramos para cada t ∈ F la aplicación γt de P en P tal que,

para todo p ∈ P :

γt(p) =





0, si p = 0,

αt(p), si p 6= 0.
.

Obsérvese que γ1 no es inyectiva, pues γ1(0) = γ1(1) = 0. La familia F. =

{(IdZ/Z2 , αt, γt)}t∈F es entonces un pseudoisotopismo generalizado de (Z/Z2, P, .)

en śı mismo, pues fijados p, q ∈ P y a ∈ Z/Z2, se cumple que:

â.p = IdZ/Z2(a)̂.αtp(p− tp) = γtp(a.(p− tp)) = a.p,
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para todo tp ∈ F .

Resulta entonces que, a partir del pseudoisotopismo generalizado F+P
× F., se

construye el Z/Z2-pseudoisoespacio vectorial (P̂ , +̂P , .̂) = (P, +P , .).

C

A.5. (Pseudo)isotopismo externo

Definición A.5.1. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D, E, F ,

ii) Tres conjuntos de ı́ndices I, J,K,

iii) Una aplicación sobreyectiva Φ : A× I ×B × J → K,

iv) Una familia (pseudo)isotópica A = {αi}i∈I de A en D, una familia (pseu-

do)isotópica B = {βj}j∈J de B en E y una familia (pseudo)isotópica C =

{γk}k∈K de C en F .

Fijados i ∈ I, j ∈ J , se define la aplicación γΦ
i,j : A × B → C, de tal forma

que γΦ
i,j(a, b) = γΦ(a,i,b,j), para todos a ∈ A, b ∈ B. Se dirá entonces que la familia

F =
{
(αi, βj, γ

Φ
i,j)

}
i∈I,j∈J

es una familia (pseudo)isotópica externa de (A, B, C) en

(D, E, F ). Por su parte, Φ será llamada aplicación (pseudo)isotópica externa de F.

Se llamará subfamilia (pseudo)isotópica externa de F a toda subfamilia z ⊆ F. En

caso de ser I = J , se llamará subfamilia (pseudo)isotópica externa especial de F a

FI = {(αi, βi, γ
Φ
i,i)}i∈I .

Fijada una subfamilia (pseudo)isotópica externa z de F, se definen las familias

siguientes:

Iz =
{
i ∈ I : ∃j ∈ J tal que (αi, βj, γ

Φ
i,j) ∈ z

}
, Az = {αi}i∈Iz ,

Jz =
{
j ∈ J : ∃i ∈ I tal que (αi, βj, γ

Φ
i,j) ∈ z

}
, Bz = {βj}j∈Jz ,

Kz =
{
k ∈ K : ∃a ∈ A, i ∈ I, b ∈ B, j ∈ J tales que Φ(a, i, b, j) = k y (αi, βj , γ

Φ
i,j) ∈ z

}

Cz = {γΦ
i,j}i∈Iz,j∈Jz .
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Se define entonces la aplicación Îz1 : A × Iz → D, tal que Îz1 (a, i) = αi(a),

para todos a ∈ A, i ∈ Iz. Análogamente se define las aplicación Îz2 : B × Jz → E.

Por su parte, se define la aplicación Îz3 : A × Iz × B × Jz × C → F , tal que

Îz3 (a, i, b, j, c) = (γφ
i,j(a, b))(c) = γΦ(a,i,b,j)(c), para todos a ∈ A, i ∈ Iz, b ∈ B, j ∈

Jz, c ∈ C. Se llamará terna base de z a la terna
(
Îz1 , Îz2 , Îz3

)
. La terna base de F

se denotará como (Î1, Î2, Î3).

Finalmente, dado un subconjunto Q ⊆ A ∪B, se definen los conjuntos:

Q̂z
I = Q̂ ∩ A

Az ⊆ D, Q̂z
J = Q̂ ∩B

Bz ⊆ E.

Se define el conjunto (pseudo)isotópico asociado a Q por z como Q̂z = Q̂z
I ∪Q̂z

J .

Los elementos de Q̂z se denotarán o bien en la forma âz1,i = Îz1 (a, i), b̂z2,j = Îz2 (b, j)

(siendo a ∈ Q ∩A, b ∈ Q ∩A, i ∈ I, j ∈ J), cuando se conozcan los elementos de Q

de los que se obtienen, o bien con caracteres góticos, (a, b, etc.) para diferenciarlos

de los elementos de Q.

Definición A.5.2. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D,E, F ,

ii) Dos correspondencias f : A×B → C, g : D × E → F ,

iii) Una familia (pseudo)isotópica A = {αi}i∈I de A en D, una familia (pseu-

do)isotópica B = {βj}j∈J de B en E y una familia isotópica C = {γk}k∈K de

C en F .

iv) Una familia (pseudo)isotópica externa F =
{
(αi, βj, γ

Φ
i,j)

}
i∈I,j∈J

de (A,B, C)

en (D,E, F ),

v) Una subfamilia (pseudo)isotópica externa z de F.

Entonces:

a) Dado un subconjunto Q ⊆ A ∪B, se define el conjunto:

Q̂z,f
K =

⋃

γ∈Cz

{a ∈ (γ(x, y))(f(x, y)) : x ∈ Q ∩ A, y ∈ Q ∩B} ⊆ F.
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En caso de ser Q̂z
I 6= ∅ 6= Q̂z

J , se define la correspondencia f̂z : Q̂z
I × Q̂z

J →
Q̂z,f

K , de tal forma que:

f̂z(a, b) =

=
⋃

(α,β,γ)∈z
{(γ(a, b))(f(a, b)) : a ∈ Q ∩A, b ∈ Q ∩B , siendo α(a) = a, β(b) = b} ,

para todos a ∈ Q̂z
I , b ∈ Q̂z

J . El par (Q̂z, f̂z) recibirá el nombre de levantado

isotópico externo de (Q, f) por z. La subfamilia isotópica z será llamada

levantamiento isotópico externo de (Q, f) en (Q̂z, f̂z).

b) Se dirá que el cuádruple (A,B, C, f) es isotópico parcial externo a (D, E, F, g)

por z o que (D,E, F, g) es una isotoṕıa parcial externa de (A,B, C, f) por z,

si se verifica que:

g(α(a), β(b)) = (γ(a, b))(f(a, b)),

para todos a ∈ A, b ∈ B, (α, β, γ) ∈ z. La subfamilia isotópica z se dirá en-

tonces que es un isotopismo parcial externo de (A,B, C, f) en (D,E, F, g). En

caso de ser z = F se hablará entonces de isotopismo generalizado externo.

Puede observarse en particular que todo (pseudo)isotopismo generalizado puede

verse como un (pseudo)isotopismo generalizado externo, sin más que considerar

Φ(a, i, b, j) = Φ(i, j), para todos a ∈ A, i ∈ I, b ∈ B, j ∈ J . El rećıproco no es

cierto evidentemente.

Definición A.5.3. En las condiciones de la Definición A.5.2, supongamos que

A = B = C y D = E = F . Diremos entonces que z es un (pseudo)isotopismo par-

cial externo simple de (A,B, C, f) en (A,B, C, g) si, siendo un (pseudo)isotopismo

parcial externo de (A,B, C, f) en (A,B, C, g), se cumple que Az = Bz = Cz.

En caso de ser z = F, se hablará de (pseudo)isotopismo generalizado externo

simple. La aplicación ÎF
1 = ÎF

2 será llamada entonces (pseudo)isounidad del (pseu-

do)isotopismo y será denotada por Î.

Por otra parte y de forma análoga a los (pseudo)isotopismos generalizados, se

hablará de (pseudo)isotopismos generalizados externos asociados a leyes de com-

posición y a leyes de acción.

Veamos algunos ejemplos al respecto:
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Ejemplo A.5.4. Consideremos el cuerpo de los reales (R, +,×). Por una parte

utilizamos el pseudoisotopismo generalizado simple F+ de pseudoisounidad Î : R ×
(R× R) → C, tal que Î(a, t1, t2) = a + t1 + t2i, para todos a, t1, t2 ∈ R y aplicación

pseudoisotópica Φ+ : (R × R) × (R × R) → R × R, tal que Φ+((t1, t2), (t3, t4)) =

(t1 + t3, t2 + t4). Dicho isotopismo permite obtener el grupo aditivo (C, +) como

levantado isotópico del grupo aditivo (R, +).

Por otra parte utilizamos el pseudoisotopismo generalizado simple externo F× de

pseudoisounidad Î y aplicación pseudoisotópica externa Φ× : R× (R×R)×R× (R×
R) → R× R, tal que:

Φ×(a, t1, t2, b, t3, t4) = ((a + t1)t3 + (b + t3)t1 − t1t3 − t2t4, (a + t1)t4 + t2(b + t3)),

para todos a, t1, t2, b, t3, t4 ∈ R. Usando dicho isotopismo, resulta que ×̂ es el producto

usual de complejos •.
En definitiva, el isotopismo generalizado externo F+ × F× permite obtener el

cuerpo (C, +, •) como levantado isotópico del cuerpo (R, +,×). C

Ejemplo A.5.5. Consideremos el (R, +,×)-espacio vectorial (U, +U , .) del Ejemplo

A.4.4 y el isocuerpo obtenido a partir del isotopismo identidad de (R, +,×). Para

su posterior utilización, notaremos a tal isotopismo como {(IdRi, IdRi, IdRi)}i∈{1}.

Consideremos ahora, para cada t ∈ N la aplicación sobreyectiva αt : U → R tal

que αt(f) = ∂f
∂x

(2) + t, para todo f = f(x) ∈ U . En particular, αt(U) = R, siendo

αt una aplicación no inyectiva para cada t ∈ N, pues por ejemplo, dados los dos

siguientes elementos en U :

f1 : R→ R : x → 2x3; f2 : R→ R : x → 24x,

se tiene entonces que 25 = α1(f1) = α1(f2). De hecho, cada valor real puede obte-

nerse como imagen de elementos de U para diferentes valores de t ∈ N. Aśı por

ejemplo, tomando:

f3 : R→ R : x → 5x2,

resulta que α5(f3) = 25.
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Figura A.3: Pseudoisotopismo de (U, +U) en (R, +).

Consideramos a continuación la siguiente aplicación:

Φ+U
: N× N→ N

(t1, t2) → Φ+U
(t1, t2) = t1 + t2.

Construimos entonces el levantado pseudoisotópico de (U, +U) por el pseudoiso-

topismo F+U
= {(αt1 , αt2 , αΦ+U

(t1,t2))}t1,t2∈N. Resulta que Û+U
= R y, fijados a, b ∈

R, observamos que:

a+̂b =
⋃

f, g ∈ U

tf , tg ∈ N

{
αtf+tg (f +U g) :

∂f

∂x
(2) + tf = a,

∂g

∂x
(2) + tg = b

}
= a + b

Luego, (Û , +̂U) = (R, +) es un pseudoisogrupo asociado a (U, +U) por F+U
.

Seguidamente consideramos la aplicación:

Φ. : R× {1} × U × N→ F

(a, 1, f, t) → Φ.(a, 1, b, t) = a× t.

Aśı, la familia F. = {(IdR1, αt, α
Φ.
1,t)} resulta ser un pseudoisotopismo generaliza-

do externo de (R, U, .) en (R,R,×), pues, fijados a, b ∈ R, observamos que:

â.b =
⋃

g∈U,t∈N

{(
αΦ.

1,t(a, g)
)

(a.g) :
∂g

∂x
(2) + t = b

}
=

=
⋃

g∈U,t∈N

{(
αΦ(a,1,g,t)

)
(a.g) :

∂g

∂x
(2) + t = b

}
=

⋃

g∈U,t∈N
{a× (b− t) + a× t} = a× b.
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Resulta entonces que, a partir del pseudoisotopismo generalizado externo F+U
×

F., se construye el R-pseudoisoespacio vectorial (Û , +̂U , .̂) = (R, +,×) asociado al

R-espacio vectorial (U, +U , .). C

A.6. Órbitas (pseudo)isotópicas

Definición A.6.1. Sean dados:

i) 6 conjuntos A,B,C,D,E, F ,

ii) Una aplicación f : A×B → C,

iii) Tres conjuntos de ı́ndices I, J,K,

iv) Una aplicación sobreyectiva Φ : I × J → K,

v) Una familia (pseudo)isotópica F =
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

de (A, B, C) en

(D, E, F ),

vi) Una subfamilia (pseudo)isotópica z de F.

Sean A = {αi}i∈I ,B = {βj}j∈J y C = {γk}k∈K. Entonces:

a) Dados a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C, se definen los conjuntos:

ozIz(a) = oAz(a), ozJz(b) = oBz(b), ozKz(c) = oCz(c).

Fijados P, Q y R, subconjuntos de A,B y C, respectivamente, se dirá que z es

una subfamilia (pseudo)isotópica (P, Q,R)-buena ((P,Q, R)-óptima, resp.) si

Az, Bz y Cz son subfamilias (pseudo)isotópicas P -buena (P -óptima, resp.),

Q-buena (Q-óptima, resp.) y R-buena (R-óptima, resp.), respectivamente. Si

(P, Q,R) = (A, B, C), diremos que z es buena u óptima , respectivamente.

En caso de ser z = F se hablará de familia (pseudo)isotópica (P, Q, R)-buena

o (P, Q,R)-óptima, respectivamente.
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b) Dado Q ⊆ A ∪B, se definen los conjuntos:

ozIz(Q) =
⋃

x∈Q∩A

{ozIz(x)} ⊆ P(D),

ozJz(Q) =
⋃

x∈Q∩B

{ozJz(x)} ⊆ P(E),

ozKz(Q) =
⋃

a∈Q∩A,b∈Q∩B

{ozKz(f(a, b))} ⊆ P(F )

Se define el conjunto orbital (pseudo)isotópico asociado a Q por z como

oz(Q) = ozIz(Q) ∪ ozJz(Q). Los elementos de oz(Q) se denotarán o bien en

la forma o(a), o(b), etc., cuando se conozcan los elementos de Q de los que se

obtienen, o bien con caracteres góticos, (a, b, etc.) para diferenciarlos de los

elementos de Q y de Q̂z.

En caso de ser ozIz(Q) 6= ∅ 6= ozJz(Q), se define la correspondencia oz(f) :

ozIz(Q)× ozJz(Q) → ozKz(Q), de tal forma que:

oz(f)(a, b) =
⋃

a∈Q∩A, b∈Q∩B

{
ozKz(f(a, b)) : ozIz(a) = a, ozIz(b) = b

}
,

para todos a ∈ ozIz(Q), b ∈ ozJz(Q).

El par (oz(Q), oz(f)) recibirá el nombre de levantado orbital (pseudo)isotópi-

co de (Q, f) por z. La subfamilia (pseudo)isotópica z será llamada levan-

tamiento orbital (pseudo)isotópico de (Q, f) en (oz(Q), oz(f)). Finalmente,

el levantado (pseudo)isotópico (Q̂z, f̂z) de (Q, f) por z recibirá el nombre de

proyección (pseudo)isotópica de (oz(Q), oz(f)) por z.

Cuando no haya lugar a confusión, se suprimirá el supeŕındice z en las notaciones

referentes a la construcción del levantado orbital (pseudo)isotópico de (Q, f) por z.

Veamos un ejemplo al respecto:

Ejemplo A.6.2. Sean (E2, +2, .2) y (E3, +3, .3) (R, +,×)-espacios eucĺıdeos 2 y 3-

dimensionales, respectivamente. Para cada t ∈ [0, 2π), sea αt : E2 → E3, tal que

αt(x, y) = (xcos(t), y, xsen(t)), para todo (x, y) ∈ E2.

La familia F = {(IdR, αt, αt)}t∈R es una familia pseudoisotópica de (R, E2,E2)

en (R,E3,E3). En particular, la órbita pseudoisotópica por F de todo punto de E2,
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cuya primera coordenada es no nula, es una circunferencia, siendo (0, y, 0) la órbita

de (0, y), para todo y ∈ R.

Figura A.4: Órbita pseudoisotópica de un punto de E2.

La unión de todas estas circunferencias y puntos constituyen el conjunto orbital

pseudoisotópico asociado a E2, siendo Ê2 = E3 el conjunto pseudoisotópico asociado

a E2 por F.

Figura A.5: Ê2 = E3.

Desde el punto de vista f́ısico, fijado cualquier observador isotópico en R3, éste

pensará en todo momento que vive en un universo plano de 2 dimensiones. En

particular, si suponemos el tiempo medido en segundos y consideramos que dicho

observador describe una ćırcunferencia en 2π segundos, atendiendo a su geometŕıa

en dos dimensiones, en realidad habrá descrito una trayectoria eĺıptica en una esfera

de R3.
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Figura A.6: Trayectoria recorrida por un observador isotópico.
C

A.6.1. Leyes de composición

Definición A.6.3. Sean (G, ·) un multigrupoide, H un conjunto cualquiera, F ={
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

una familia (pseudo)isotópica de (G,G,G) en (H, H, H) y z
una subfamilia (pseudo)isotópica de F. Fijado Q un subconjunto de G, diremos que

F es Q-buena (Q-óptima, resp.) si es (Q,Q,Q)-buena ((Q,Q, Q)-óptima, resp.). Si

Q = G, diremos que F es buena u óptima, respectivamente.

Sean A = {αi}i∈I ,B = {βj}j∈J y C = {γk}k∈K. Diremos que z es Q-compatible

si las familias Az,Bz y Cz son Q-compatibles entre śı dos a dos. En particular,

fijado a ∈ Q, se notará oz(a) a la órbita de a por las familias (pseudo)isotópicas

que componen z. Diremos que z es compatible si es G-compatible.

Diremos que z es Q-orbital si es Q-buena y Q-compatible. Diremos que es orbital

si es G-orbital .

Por otra parte, si (oz(Q), oz(·)) es el levantado orbital (pseudo)isotópico de (Q, ·)
por z, entonces, en caso de que tal levantado sea un grupoide (cuasigrupo, loop,

semigrupo, monoide o grupo, resp.), su proyección (pseudo)isotópica por z recibirá el

nombre de z-grupoide (z-cuasigrupo, z-loop, z-semigrupo, z-monoide o z-gru-

po, resp.).

Obsérvese que si z es Q-compatible, entonces, para comprobar que es Q-orbital,

basta ver que una de las familias A,B o C es Q-buena.
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El siguiente resultado es inmediato por construcción:

Proposición A.6.4. En las condiciones de la Definición A.6.3, supongamos que

z es una subfamilia (pseudo)isotópica Q-orbital de F. Entonces, si (Q, ·) es un

subgrupoide (ya sea cuasigrupo, loop, semigrupo, monoide o grupo), resulta que el

levantado orbital (pseudo)isotópico (oz(Q), oz(·)) de (Q, ·) por z es una estruc-

tura algebraica del mismo tipo que (Q, ·). Como consecuencia, el levantado isotópico

(Q̂z, ·̂z) de (Q, ·) es un z-grupoide (z-cuasigrupo, z-loop, z-semigrupo, z-monoide

o z-grupo, resp.). ¤

Nótese que en caso de que e sea unidad de Q respecto a ·, la correspondiente

unidad de oz(Q) respecto a oz(·) es oz(e).

Veamos algunos ejemplo al respecto:

Ejemplo A.6.5. Sean (E1, +1, .1) y (E2, +2, .2) (R, +,×)-espacios eucĺıdeos 1 y 2-

dimensionales, respectivamente. Para cada t ∈ R sea αt : E1 → E2, tal que αt(x) =

(x, t), para todo x ∈ R.

La familia F = {(αt1 , αt2 , αt1+t2)}t1,t2∈R es una familia pseudoisotópica orbital

de (E1, E1,E1) en (E2,E2,E2). De esta forma, el levantado isotópico (Ê1, +̂1) de

(E1, +1) por F es un F-grupo. En concreto, Ê1 = E2 y se define la operación +̂1 en

Ê1 como:

(x1, y1)+̂1(x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),

para todos x1, x2, y1, y2 ∈ R. Luego, de hecho, (Ê1, +̂1) = (E2, +2) es un pseudoiso-

grupo asociado a (E1, +1) por F. C

Ejemplo A.6.6. Sean (E1, +1, .1) y (E2, +2, .2) (R, +,×)-espacios eucĺıdeos 1 y 2-

dimensionales, respectivamente. Para cada t ∈ [0, π) sea αt : E1 → E2, tal que:

αt(x) =





(xcos(t), xsen(t)) , si x ≥ 0,

(−xcos(t + π),−xsen(t + π)) , si x ≤ 0.
,

para todo x ∈ R.

La familia F = {(αt1 , αt2 , αt1+t2 (mod π))}t1,t2∈[0,π) es una familia pseudoisotópica

órbital de (E1, E1,E1) en (E2,E2,E2). De esta forma, el levantado isotópico (Ê1, +̂1)
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de (E1, +1) por F es un F-grupo. En concreto, Ê1 = E2 y se define la operación +̂1

en Ê1 como:

(xcos(t1), xsen(t1))+̂1(ycos(t2), ysen(t2)) =

=





((x + y)cos(t1 + t2 (mod π)), (x + y)sen(t1 + t2 (mod π))),

si t1, t2 ∈ [0, π),

((x− y)cos(t1 + t2 (mod π)), (x− y)sen(t1 + t2 (mod π))),

si t1 ∈ [0, π), t2 ∈ [π, 2π),

((−x + y)cos(t1 + t2 (mod π)), (−x + y)sen(t1 + t2 (mod π))),

si t1 ∈ [π, 2π), t2 ∈ [0, π),

((−x− y)cos(t1 + t2 (mod π)), (−x− y)sen(t1 + t2 (mod π))),

si t1, t2 ∈ [π, 2π).

,

para todos x, y ≥ 0. C

Ejemplo A.6.7. Sea (R, +) el grupo real aditivo y consideremos para cada t ∈ R,

la aplicación αt : R→ R2, tal que:

αt(x) =





(x, t), si t ≥ 0,

(t, x), si t < 0.
,

para todo x ∈ R. Resulta entonces que F = {(αt1 , αt2 , αt1+t2)}t1,t2∈R es una familia

pseudoisotópica orbital de (R,R,R) en (R̂, R̂, R̂), siendo:

R̂ =
({(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0} ∪ {(x, y) ∈ R2 : x < 0, y < 0}) .

Aplicando la Proposición A.6.4, se obtiene que (R̂, +̂) es un F-grupo. Llamando

entonces A = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0}, B = {(x, y) ∈ R2 : x < 0, y ≥ 0} y

C = {(x, y) ∈ R2 : x < 0, y < 0}, se tiene que, fijados P = (a, b), Q = (c, d) ∈ R̂:

(a, b)+̂(c, d) =
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=





(a + c, b + d) , si ac ≥ 0,

(a + d, b + c) , si (P ∈ A ∧Q ∈ C ∧ b + c ≥ 0) ∨ (P ∈ C ∧Q ∈ A ∧ a + d < 0),

(b + c, a + d) , si (P ∈ A ∧Q ∈ C ∧ b + c < 0) ∨ (P ∈ C ∧Q ∈ A ∧ a + d ≥ 0),

{(a + c, b + d), (a + d, b + c)} , si (P ∈ A ∧Q ∈ B ∧ b + c ≥ 0)∨
∨(P ∈ B ∧Q ∈ A ∧ a + d < 0) ∨ (P ∈ C ∧Q ∈ B ∧ a + d < 0)∨
∨(P ∈ B ∧Q ∈ C ∧ b + c ≥ 0) ∨ (P, Q ∈ B ∧ (a + d < 0 ∧ b + c ≥ 0)),

{(a + c, b + d), (b + c, a + d)} , si (P ∈ A ∧Q ∈ B ∧ b + c < 0)∨
∨(P ∈ B ∧Q ∈ A ∧ a + d ≥ 0) ∨ (P ∈ C ∧Q ∈ B ∧ a + d ≥ 0)∨
∨(P ∈ B ∧Q ∈ C ∧ b + c < 0) ∨ (P, Q ∈ B ∧ (a + d ≥ 0 ∧ b + c < 0)),

{(a + c, b + d), (b + c, a + d), (a + d, b + c)} , si P, Q ∈ B∧
∧((a + d ≥ 0 ∧ b + c ≥ 0) ∨ (a + d < 0 ∧ b + c < 0))

.

Se comprueba entonces que (0, 0) es elemento unidad de R̂ respecto a +̂. C

Definición A.6.8. Sean (G, ·) y (G, ∗) dos multigrupoides, H un conjunto cualquie-

ra, F1 =
{

(α1
i , β

1
j , γ

1
Φ1(i,j))

}
i∈I1,j∈J1

y F2 =
{

(α2
i , β

2
j , γ

2
Φ2(i,j))

}
i∈I2,j∈J2

dos familias

(pseudo)isotópicas de (G,G, G) en (H, H, H) y z1 y z2 dos subfamilias (pseu-

do)isotópicas de F1 y F2, respectivamente. Notemos F = F1 × F2 y z = z1 × z2.

Fijado Q un subconjunto de G, se dirá que z es una subfamilia (pseudo)isotópica Q-

buena (Q-óptima, resp.) de F, si z1 y z2 son ambas, respectivamente, subfamilias

Q-buenas (Q-óptimas, resp.) de F1 y F2.

Fijado l ∈ {1, 2}, sean Al = {αl
i}i∈Il

,Bl = {βl
j}j∈Jl

y Cl = {γl
k}k∈Kl

. Diremos

que z es Q-compatible si las familias A1
z, B1

z, C1
z,A2

z,B2
z y C2

z son Q-compatibles

entre śı dos a dos. Diremos que z es compatible si es G-compatible. Diremos que

es Q-orbital si es Q-buena y Q-compatible. Diremos que es orbital si es G-orbital.

Sean (oz1(Q), oz1(·)) el levantado orbital (pseudo)isotópico de (Q, ·) por z1 y

(oz2(Q), oz2(∗)) el levantado orbital (pseudo)isotópico de (Q, ∗) por z2. Supuesto

entonces que oz1(Q) = oz2(Q) (que será denotado entonces como oz(Q)), si además

(oz(Q), oz1(·), oz2(∗)) es un anillo (cuerpo, resp.), su proyección (pseudo)isotópica

por z, (Q̂z, ·̂z, ∗̂z), recibirá el nombre de z-anillo (z-cuerpo, resp.).

Proposición A.6.9. En las condiciones de la definición anterior, supongamos que

z es una subfamilia (pseudo)isotópica Q-orbital de F. Entonces, si (Q, ·, ∗) es un ani-

llo (cuerpo, resp.), resulta que el levantado orbital (pseudo)isotópico (oz(Q), oz1(·),
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oz2(∗)) de (Q, ·, ∗) por z es una estructura algebraica del mismo tipo que (Q, ·, ∗).
Como consecuencia, el levantado isotópico (Q̂z, ·̂z, ∗̂z) de (Q, ·, ∗) es un z-anillo

(z-cuerpo, resp.). ¤

Veamos algunos ejemplos al respecto:

Ejemplo A.6.10. En las condiciones del Ejemplo A.6.5, si tomamos la familia

F× = {(αt1 , αt2 , αt1t2)}t1,t2∈R, resulta entonces que F × F× es una familia pseu-

doisotópica orbital de (R,R,R) en (R2,R2,R2). En particular se comprueba que

el levantado isotópico por F × F× de (R, +,×) es el F × F×-cuerpo (R̂, +̂, ×̂) =

(R2, +,×), que es a su vez un pseudoisocuerpo. C

Ejemplo A.6.11. En las condiciones del Ejemplo A.6.7, se tiene que F× = {(αt1 ,

αt2 , αt1t2)}t1,t2∈R es una familia pseudoisotópica orbital de (R,R,R) en (R̂, R̂, R̂).

Sea (R̂, ×̂) el levantado pseudoisotópico de (R,×) por F×. Aplicando la Proposición

A.6.9, se obtiene entonces que (R̂, +̂, ×̂) es un F×F×-cuerpo. Además, fijados P =

(a, b), Q = (c, d) ∈ R̂, se cumple que:

(a, b)×̂(c, d) =

=





(ac, bd) , si ac ≥ 0,

(ad, bc) , si (P ∈ A ∧Q ∈ C ∧ b = 0) ∨ (P ∈ C ∧Q ∈ A ∧ d > 0),

(bc, ad) , si (P ∈ A ∧Q ∈ C ∧ b > 0) ∨ (P ∈ C ∧Q ∈ A ∧ d = 0),

{(ac, bd), (bc, ad)} , si (P ∈ A ∧Q ∈ B ∧ b > 0),

{(ac, bd), (ad, bc)} , si (P ∈ A ∧Q ∈ B ∧ b = 0) ∨ (P ∈ B ∧Q ∈ A ∧ d > 0),

{(bd, ac), (ad, bc)} , si (P ∈ C ∧Q ∈ B ∧ d > 0) ∨ (P ∈ B ∧Q ∈ C ∧ b = 0),

{(bd, ac), (bc, ad)} , si (P ∈ C ∧Q ∈ B ∧ d = 0) ∨ (P ∈ B ∧Q ∈ C ∧ b > 0),

{(ac, 0), (0, ac), (ad, 0)} , si P,Q ∈ B ∧ b = 0 ∧ d > 0,

{(ac, 0), (0, ac), (bc, 0)} , si P, Q ∈ B ∧ b > 0 ∧ d = 0,

{(ac, bd), (bd, ac), (ad, bc), (bc, ad)} , si P, Q ∈ B ∧ (b = 0 = d ∨ bd > 0).

.

Se comprueba entonces que (1, 1) es elemento unidad de R̂ respecto a ×̂. C
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A.6.2. Leyes de acción

Definición A.6.12. Sean (K, +,×) un cuerpo y (K̂zK , +̂
zK , ×̂zK ) un zK-cuerpo,

para cierta subfamilia (pseudo)isotópica zK de una familia (pseudo)isotópica FK.

Sea (G, +G) un multigrupoide y . una acción de K sobre G. Sea F+G
una familia

(pseudo)isotópica de (G, +G) en un multigrupoide (ĜF+G , +̂G
F+G ) y F una familia

(pseudo)isotópica de (K, G, .) en (K̂zK , ĜF+G , .̂F). Finalmente, sean Q un subconjun-

to de G, z+G
y z subfamilias de F+G

y F, respectivamente y (oz+G (Q), oz+G (+G))

el levantado orbital (pseudo)isotópico de (Q, +G) por z+G
. Supuesto entonces que

oz+G (Q) = oz(Q) y que ozIz(K) = ozK (K), si además (oz+G (Q), oz+G (+G), oz(.)) es

un ozK (K)-espacio vectorial, su proyección isotópica por z+G
×z, (Q̂z+G , +̂G

z+G ,

.̂z), recibirá el nombre de z+G
×z-K̂-espacio vectorial.

Proposición A.6.13. En las condiciones de la definición anterior, sea F = {(αi, βj,

γΦ(i,j))}i∈I,j∈J , siendo A = {αi}i∈I , B = {βj}j∈J y C = {γΦ(i,j)}i∈I,j∈J y supongamos

que:

a) zK es orbital,

b) z+G
es Q-orbital,

c) La familia Az es compatible con las familias isotópicas que componen zK.

d) Las familias Bz y Cz son Q-compatibles con las familias isotópicas que com-

ponen z+G
.

Entonces, si (Q, +G, .) es un K-espacio vectorial, resulta que el levantado or-

bital (pseudo)isotópico (oz+G (Q), oz+G (+G), oz(.)) de (Q, +G, .) por z+G
×z es un

o(K)zK -espacio vectorial. Como consecuencia, el levantado isotópico (Q̂z+G , +̂G
z+G ,

.̂z) de (Q, +G, .) es un z+G
×z-K̂-espacio vectorial. ¤

Ejemplo A.6.14. Sea (E2, +2, .) un (R, +,×)-espacio eucĺıdeo 2-dimensional de

base β = {e1, e2}. Consideremos FR el isotopismo identidad de (R, +,×) en śı mis-

mo. Sean ahora A y B dos matrices reales 2 × 2 no singulares, tales que AB−1 6=
BA−1 y consideremos las aplicaciones αA y αB de E2 en E2, tales que αM((x, y)β) =

((x, y)M)β, para todos (x, y)β ∈ E2 y M ∈ {A,B}. Tomamos entonces las fami-

lias F+2 = {(αA, αA, αA), (αA, αB, αB), (αB, αA, αB), (αB, αB, αA)} y F = {(IdR, αA,

αA), (IdE2 , αB, αB)}. En particular, Ê2
F+2

= Ê2
F

= E2. Puede comprobarse además
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que estamos en condiciones de poder aplicar la Proposición A.6.13 y que por tanto

(Ê2
F+2

, +̂2
F+2 , .̂F) es un F+2 × F-R-espacio vectorial.

Si por ejemplo tomamos A =

(
1 0

0 1

)
y B =

(
1 2

2 1

)
, resulta entonces que, para

todos (a, b)β, (x, y)β ∈ E2, c ∈ R:

(a, b)β+̂2
F+2 (x, y)β = {(a+x, b+y)β, (a+x+2b, 2a+y+b)β, (a+x+2y, 2x+y+b)β,

(
−a + 2b− x + 2y

3
,
2a− b + 2x− y

3
)β},

ĉ.F(a, b)β = (ca, cb)β.

C

Ejemplo A.6.15. En las condiciones del Ejemplo A.6.11, sea (E2, +2, .) un espacio

eucĺıdeo 2-dimensional de base β y consideremos F+2 el isotopismo identidad de

(E2, +2) en śı mismo. Por otra parte, se verifica que F. = {(αt, IdE2 , IdE2)}t∈R es

una familia pseudoisotópica de (R,E2,E2) en (R̂,E2,E2). Sea (E2, .̂) el levantado

pseudoisotópico de (E2, .) por F.. Se comprueba entonces fácilmente que estamos

bajo las condiciones necesarias para poder aplicar la Proposición A.6.13 y por tanto,

se verifica que (E2, +2, .̂) es un F+2 × F.-R̂-espacio vectorial, tal que, fijados P =

(a, b) ∈ R̂ y (c, d)β ∈ E2, se cumple que:

(a, b)̂.(c, d)β =





(ac, ad) , si P ∈ A,

(bc, bd) , si P ∈ C,

{(ac, ad), (bc, bd)} , si P ∈ B.

.

C

Ejemplo A.6.16. En las condiciones del Ejemplo A.6.11, sean (E2, +2, .2) y (E3, +3,

.3) espacios eucĺıdeos de dimensiones 2 y 3 y bases βE2 y βE3, respectivamente. Consi-

deremos además para cada t ∈ R la aplicación βt : E2 → E3, tal que:

βt((x, y)βE2 ) =





(x, y, t)βE3 , si t ≥ 0

(t, x, y)βE3 , si t < 0
,

para todo (x, y)βE2 ∈ E2. Resulta entonces que F+2 = {(βt1 , βt2 , βt1+t2)}t1,t2∈R es una

familia pseudoisotópica orbital de (E2,E2,E2) en (Ê2, Ê2, Ê2), siendo:

Ê2 = E3\ ({(x, y, z)βE3 ∈ E3 : x ≥ 0 ∧ z < 0
}

.
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Aplicando la Proposición A.6.4, se obtiene que (Ê2, +̂2) es un F+2-grupo. Lla-

mando entonces D = {(x, y, z)βE3 ∈ E3 : x ≥ 0, z ≥ 0}, E = {(x, y, z)βE3 ∈ E3 :

x < 0, z ≥ 0} y F = {(x, y, z)βE3 ∈ E3 : x < 0, z < 0}, se tiene que, fijados

X = (a, b, c)βE3 , Y = (x, y, z)βE3 ∈ Ê2:

(a, b, c)βE3 +̂2(x, y, z)βE3 =

=





(a + x, b + y, c + z)βE3 , si X,Y ∈ D ∨X,Y ∈ F,

(a + y, b + z, c + x)βE3 , si X ∈ D ∧ Y ∈ F ∧ c + x ≥ 0,

(a + z, b + x, c + y)βE3 , si X ∈ F ∧ Y ∈ D ∧ a + z < 0,

(c + x, a + y, b + z)βE3 , si X ∈ D ∧ Y ∈ F ∧ c + x < 0,

(b + x, c + y, a + z)βE3 , si X ∈ F ∧ Y ∈ D ∧ a + z ≥ 0,

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (a + y, b + z, c + x)βE3},
si (X ∈ D ∧ Y ∈ E ∧ c + x ≥ 0) ∨ (X ∈ E ∧ Y ∈ F ∧ c + x ≥ 0),

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (b + x, c + y, a + z)βE3},
si (X ∈ E ∧ Y ∈ D ∧ a + z ≥ 0) ∨ (X ∈ F ∧ Y ∈ E ∧ a + z ≥ 0),

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (c + x, a + y, b + z)βE3},
si (X ∈ D ∧ Y ∈ E ∧ c + x < 0) ∨ (X ∈ E ∧ Y ∈ F ∧ c + x < 0),

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (a + z, b + x, c + y)βE3},
si (X ∈ E ∧ Y ∈ D ∧ a + z < 0) ∨ (X ∈ F ∧ Y ∈ E ∧ a + z ≥ 0),

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (a + z, b + x, c + y)βE3 , (c + x, a + y, b + z)βE3},
si X, Y ∈ E ∧ a + z < 0 ∧ c + x < 0,

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (b + x, c + y, a + z)βE3 , (c + x, a + y, b + z)βE3},
si X, Y ∈ E ∧ a + z ≥ 0 ∧ c + x < 0,

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (a + z, b + x, c + y)βE3 , (a + y, b + z, c + x)βE3},
si X, Y ∈ E ∧ a + z < 0 ∧ c + x ≥ 0,

{(a + x, b + y, c + z)βE3 , (b + x, c + y, a + z)βE3 , (a + y, b + z, c + x)βE3},
si X, Y ∈ E ∧ a + z ≥ 0 ∧ c + x ≥ 0.

.

Se comprueba entonces que (0, 0, 0)βE3 es elemento unidad de R̂ respecto a +̂2.

Por otra parte, resulta que F.2 = {(αt1 , βt2 , βt1t2)}t1,t2∈R es una familia pseu-

doisotópica orbital de (R,E2,E2) en (R̂, Ê2, Ê2), tal que podemos aplicar la Proposi-

ción A.6.13, obteniéndose de esta forma que (Ê2, +̂2, .̂2) es un F+2 × F.2-R̂-espacio

vectorial, tal que, fijados P = (a, b) ∈ R̂, X = (x, y, z)βE3 ∈ Ê2:

(a, b).̂2(x, y, z)βE3 =
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=





(ax, ay, bz)βE3 , si P ∈ A ∧X ∈ D,

{(ax, ay, bz)βE3 , (ay, az, bx)βE3 , (bx, ay, az)βE3} , si P ∈ A ∧X ∈ E,

(ay, az, 0)βE3 , si P ∈ A ∧X ∈ E ∧ b = 0,

(bx, ay, az)βE3 , si P ∈ A ∧X ∈ E ∧ b > 0,

{(ax, ay, 0)βE3 , (bx, by, 0)βE3} , si P ∈ B ∧X ∈ D ∧ z = 0,

{(ax, ay, bz)βE3 , (az, bx, by)βE3} , si P ∈ B ∧X ∈ D ∧ z > 0,

{(ax, ay, 0)βE3 , (by, 0, ax)βE3 , (bx, by, 0)βE3 , (bx, ay, 0)βE3}
si P ∈ B ∧X ∈ E ∧ z = 0 ∧ b > 0,

{(ax, ay, 0)βE3 , (0, 0, ax)βE3 , (0, 0, 0)βE3 , (ay, 0, 0)βE3},
si P ∈ B ∧X ∈ E ∧ z = 0 ∧ b = 0,

{(ax, ay, bz)βE3 , (by, bz, ax)βE3 , (az, bx, by)βE3 , (bx, ay, az)βE3},
si P ∈ B ∧X ∈ E ∧ z < 0 ∧ b > 0,

{(ax, ay, 0)βE3 , (0, 0, ax)βE3 , (az, 0, 0)βE3 , (ay, az, 0)βE3},
si P ∈ B ∧X ∈ E ∧ z < 0 ∧ b = 0,

{(0, 0, ax)βE3 , (ay, az, 0)βE3} , si P ∈ B ∧X ∈ F ∧ b = 0,

{(by, bz, ax)βE3 , (bx, ay, az)βE3} , si P ∈ B ∧X ∈ F ∧ b > 0,

(bx, by, 0)βE3 , si P ∈ C ∧X ∈ D ∧ z = 0,

(az, bx, by)βE3 , si P ∈ C ∧X ∈ D ∧ z > 0,

{(by, 0, ax)βE3 , (bx, by, 0)βE3} , si P ∈ C ∧X ∈ E ∧ z = 0,

{(by, bz, ax)βE3 , (az, bx, by)βE3} , si P ∈ C ∧X ∈ E ∧ z > 0,

(by, bz, ax)βE3 , si P ∈ C ∧X ∈ F.

.

C

A.7. Levantamientos (pseudo)isotópicos de evolu-

ción

Definición A.7.1. Sean (G, ·) un multigrupoide, H un conjunto cualquiera, F ={
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

una familia (pseudo)isotópica de (G,G,G) en (H, H, H) y z
una subfamilia (pseudo)isotópica de F. Fijado Q un subconjunto de G, sea (Q̂z, ·̂z)

el levantado (pseudo)isotópico de (Q, ·) por z. Se dirá que (Q̂z, ·̂z) es un cuasigrupo
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(loop, semigrupo, monoide o grupo, resp.) (pseudo)isotópico de evolución asociado

a (Q, ·) por z, si se verifica que el levantado (pseudo)isotópico (Q̂z(α,β,γ) , ·̂z(α,β,γ)

)

asociado a (Q, ·) por z(α,β,γ) es un cuasigrupo (loop, semigrupo, monoide o grupo,

resp.), para toda subfamilia (pseudo)isotópica z(α,β,γ) = {(α, β, γ)} de F, tal que

(α, β, γ) ∈ z.

Ejemplo A.7.2. Consideremos el grupo aditivo real (R, +) y utilicemos el isotopis-

mo generalizado simple F+ de (R, +) en (R, +̂), que tiene por isounidad a Î+ :

R×N→ R, tal que Î+(x, t) = x×t = xt y por aplicación isotópica a Φ+ : N×N→ N,

tal que Φ+(t1, t2) = t1t2. En particular, a+̂b = {at2 + bt1 : t1, t2 ∈ N}.
Sea F+I la subfamilia isotópica especial de F+. Se verifica que R̂F+I = R y que

para todos a, b ∈ R, a+̂
F+Ib = {(a + b)t : t ∈ N}. Por otra parte, cabe observar

que fijar una terna de F+I equivale a fijar un valor t ∈ N. Llamando F+I t a la

familia formada por dicha terna, resulta en particular que R̂F+I t = R y que para

todos a, b ∈ R, a+̂
F+I tb = (a + b)t. De esta forma, (R, +̂

F+I t) es un grupo para cada

t ∈ N y, por tanto, (R, +̂
F+I ) es un grupo isotópico de evolución asociado a (R, +)

por F+I . C

Proposición A.7.3. En las condiciones de la Definición A.7.1, si z es un iso-

morfismo parcial de (G, ·) en (Ĝ, ·̂), entonces (Ĝ, ·̂) es una estructura algebraica del

mismo tipo que (G, ·). ¤

Definición A.7.4. Sean (G, ·) y (G, ∗) dos multigrupoides, H un conjunto cualquie-

ra, F1 =
{

(α1
i , β

1
j , γ

1
Φ1(i,j))

}
i∈I1,j∈J1

y F2 =
{

(α2
i , β

2
j , γ

2
Φ2(i,j))

}
i∈I2,j∈J2

dos familias

(pseudo)isotópicas de (G,G, G) en (H, H, H) y z1 y z2 dos subfamilias (pseu-

do)isotópicas de F1 y F2, respectivamente. Notemos F = F1 × F2 y z = z1 × z2.

Fijado Q un subconjunto de G, sean (Q̂z1 , ·̂z1) y (Q̂z2 , ·̂z2) los levantados (pseu-

do)isotópicos respectivos de (Q, ·) por z1 y de (Q, ∗) por z2. En caso de ser Q̂z1 =

Q̂z2 (que será denotado entonces como Q̂z):

a) Se dirá que (Q̂z, ·̂z1 , ∗̂z2) es un anillo (cuerpo, resp.) (pseudo)isotópico de

evolución asociado a (Q, ·, ∗) por z, si para todo par de ternas (α1, β1, γ1) y

(α2, β2, γ2), de z1 y z2, respectivamente, las subfamilias (pseudo)isotópicas

z(α1,β1,γ1)
1 = {(α1, β1, γ1)} y z(α2,β2,γ2)

2 = {(α2, β2, γ2)} verifican que:

a.1) Q̂z(α1,β1,γ1)
1 = Q̂z(α2,β2,γ2)

2 (que será denotado por Q̂z(α1,β1,γ1),(α2,β2,γ2)
),
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a.2) (Q̂z(α1,β1,γ1),(α2,β2,γ2)
, ·̂z(α1,β1,γ1)

1 , ∗̂z(α2,β2,γ2)
2 ) es un anillo (cuerpo, resp.).

b) Se dirá que (Q̂z, ·̂z1 , ∗̂z2) es un anillo (cuerpo, resp.) (pseudo)isotópico de

evolución limitada asociado a (Q, ·, ∗) por z, si para cada terna (αi, βi, γi) ∈
zi existe una terna (αj, βj, γj) ∈ zj, tal que se verifican las condiciones (a.1)

y (a.2), siendo i, j ∈ {1, 2}, distintos.

Ejemplo A.7.5. Consideremos el cuerpo real (R, +,×) y utilicemos por una parte el

isotopismo generalizado simple F+ del Ejemplo A.7.2 y, por otra parte, el isotopismo

generalizado simple F× de (R,×) en (R, ×̂), que tiene por isounidad a Î× : R×N→
R, tal que Î×(x, δ) = Î+(x, δ) = xδ y por aplicación isotópica a Φ× : N×N→ N, tal

que Φ×(δ1, δ2) = δ1 + δ2. En particular, a×̂b = {ab
δ2

+ ab
δ1

: δ1, δ2 ∈ N}.

Sea F×I la subfamilia isotópica especial de F×. Se verifica que R̂F×I = R y que

para todos a, b ∈ R, a×̂F×Ib = {2ab
δ

: δ ∈ N}. Por otra parte, cabe observar que

fijar una terna de F×I equivale a fijar un valor δ ∈ N. Llamando F×I δ a la familia

formada por dicha terna, resulta en particular que R̂F×Iδ = R y que para todos

a, b ∈ R, a×̂F×Iδb = 2ab
δ

.

Puede comprobarse que (R, +̂
F+I t , ×̂F×Iδ) es entonces un cuerpo y, por tanto,

(R, +̂
F+I , ×̂F×I ) es un cuerpo isotópico de evolución asociado a (R, +,×) por F+I ×

F×I . C

Definición A.7.6. Sean (K, +,×) un cuerpo y (K̂zK , +̂
zK , ×̂zK ) un cuerpo (pseu-

do)isotópico de evolución, para cierta subfamilia (pseudo)isotópica zK de una fami-

lia (pseudo)isotópica FK. Sea (G, ·) un multigrupoide y . una acción de K sobre

G. Sea F· una familia (pseudo)isotópica de (G, ·) en un multigrupoide (ĜF· , ·̂F·) y

F una familia (pseudo)isotópica de (K, G, .) en (K̂zK , ĜF· , .̂F). Finalmente, sean Q

un subconjunto de G, z· y z subfamilias de F· y F, respectivamente y (Q̂z· , ·̂z·) el

levantado (pseudo)isotópico de (Q, ·) por z·. En caso de ser Q̂z· = Q̂z:

a) Se dirá que (Q̂z, ·̂z· , .̂z) es un K̂zK -espacio vectorial (pseudo)isotópico de

evolución asociado a (Q, ·, .) por z·×z, si para todo ((α+, β+, γ+), (α×, β×, γ×),

(α·, β·, γ·), (α, β, γ)) ∈ z+×z××z·×z, se cumple que las subfamilias (pseu-

do)isotópicas z(α+,β+,γ+)
+ = {(α+, β+, γ+)}, z(α×,β×,γ×)

× = {(α×, β×, γ×)},
z(α·,β·,γ·)· = {(α·, β·, γ·)} y z(α,β,γ) = {(α, β, γ)} verifican que:
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a.1) α(K) = K̂z(α+,β+,γ+)

= K̂z(α×,β×,γ×)

(≡ K̂z(α+,β+,γ+),(α×,β×,γ×)
),

a.2) Q̂z(α·,β·,γ·)· = Q̂z(α,β,γ)
(≡ Q̂z(α·,β·,γ·),(α,β,γ)

),

a.3) (Q̂z
(α·,β·,γ·),(α,β,γ)

, ·̂z(α·,β·,γ·)· , .̂z
(α,β,γ)

) es un K̂z(α+,β+,γ+),(α×,β×,γ×)
-espacio vec-

torial.

b) Se dirá que (Q̂z, ·̂z· , .̂z) es un K̂zK -espacio vectorial (pseudo)isotópico de

evolución limitada asociado a (Q, ·, .) por z·×z, si, fijada una terna (δ, ε, λ) de

G, siendo G ∈ {z+,z×,z·,z}, existe una terna de ternas, cada una de ellas

pertenecientes a cada una de las subfamilias restantes a las que no pertenece

G, tales que las cuatro ternas resultantes verifican las condiciones (a.1), (a.2)

y (a.3).

Ejemplo A.7.7. En las condiciones del Ejemplo A.7.5, consideramos el espacio eu-

cĺıdeo 1-dimensional (E1, +1, .). Utilicemos por una parte el isotopismo generalizado

simple F+1 de (E1, +1) en (E1, +̂1), que tiene por isounidad a Î+1 : E1 × N → E1,

tal que Î+1(x, s) = s.x y por aplicación isotópica a Φ+1 : N × N → N, tal que

Φ+1(s1, s2) = s1s2. Por otra parte, consideramos el isotopismo generalizado simple

F de (E1, .) en (E1, .̂), que tiene por isounidad a Î : E1×N→ E1, tal que Î(x, ε) = ε.x

y por aplicación isotópica a Φ : N× N→ N, tal que Φ(ε1, ε2) = ε1 + ε2.

Sean F+1I y FI las subfamilias isotópicas especiales de F+1 y F, respectivamente.

Al igual que en los ejemplos anteriores, fijar una terna de F+1I o de FI , equivale

a fijar un valor s ∈ N o ε ∈ N, respectivamente. Llamando entonces F+1Is y FI ε a

las familias correspondientes formadas por dichas ternas, se verifica en particular

que Ê1
F+1 Is = Ê1

FIε
= E1 y que para todos a ∈ R, x, y ∈ E1, se cumple que

x+̂1
F+1 Isy = s.(x +1 y) y â.FIεx = 2a

ε
.x.

Supongamos ahora que tenemos fijadas cuatro ternas F+I t, F×I δ, F+1Is y FI ε. En

particular, la unidad de E1 respecto a ×̂F×Iδ es δ
2
. De esta forma, en caso de ser δ 6= ε,

resulta que (E1, +̂1
F+1 Is , .̂FIε) no es un (R, +̂

F+I t , ×̂F×Iδ)-espacio vectorial, debido a

que, fijado x ∈ E1, se cumple que δ
2
.̂FI εx = δ

ε
.x 6= x. Sin embargo, se comprueba que

śı es un (R, +̂
F+I t , ×̂F×Iε)-espacio vectorial para δ = ε. De esta forma, se demuestra

que (E1, +̂1
F+1 I , .̂FI ) es un (R, +̂

F+I , ×̂F×I )-espacio vectorial isotópico de evolución

limitada asociado a (E1, +1, .) por F+1I × FI . C

La idea de que ciertas propiedades se cumplan para toda terna de una deter-

minada subfamilia (pseudo)isotópica es utilizada en una diversidad de conceptos a
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tener en cuenta:

A.7.1. Topoloǵıa (pseudo)isotópica de evolución

Definición A.7.8. Sean M un espacio topológico con topoloǵıa de abiertos T,

A = {αi}i∈I una familia (pseudo)isotópica de M en un conjunto N , z una subfami-

lia de A y M̂z el conjunto isotópico asociado a M por z. Se dirá que M̂z es

un espacio topológico (pseudo)isotópico de evolución (espacio (pseudo)isotopológi-

co para abreviar) asociado a M por z, si, para cada i ∈ Iz, el levantado (pseu-

do)isotópico de M , M̂{αi}, es un espacio topológico con la topoloǵıa final de abiertos

T̂zi = {αi(U) : U ∈ T}, asociada a la aplicación αi : M → M̂{αi}. Se dirá en-

tonces que T̂z =
⋃

i∈I T̂zi es una topoloǵıa (pseudo)isotópica de evolución ((pseu-

do)isotopoloǵıa, para abreviar) asociada a T por z.

Los elementos de T̂z se llamarán (pseudo)isoabiertos.

Proposición A.7.9. En las condiciones de la definición anterior, M̂z será un

espacio (pseudo)isotopológico siempre que z sea una subfamilia (pseudo)isotópica

inyectiva de evolución de F. ¤

A.7.2. (Pseudo)isoaplicación de evolución

Definición A.7.10. Consideremos las condiciones de la Definición A.2.4, si bien

A y B pueden ser pseudoisotópicas. Se dirá que f̂z es una (pseudo)isoaplicación de

evolución asociada a f por z, si, para cada (α, β) ∈ z, se verifica que el levantado

(pseudo)isotópico f̂ {(α,β)} de f por la subfamilia (pseudo)isotópica {(α, β)} es de

hecho una aplicación. Si además f̂ {(α,β)} es inyectiva (sobreyectiva o biyectiva, resp.)

para todo (α, β) ∈ z, se dirá que f̂z es inyectiva (sobreyectiva o biyectiva, resp.)

de evolución.

Obsérvese que toda (pseudo)isoaplicación es una (pseudo)isoaplicación de evolu-

ción.

Proposición A.7.11. En las condiciones de la definición anterior:
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a) f̂z será una (pseudo)isoaplicación de evolución siempre que zA sea inyectiva

de evolución.

b) En caso de ser f : Q ⊆ A → B una aplicación inyectiva, entonces, la inversa

de f̂z,
(
f̂z

)−1

= f̂−1
z−1

será una (pseudo)isoaplicación de evolución siempre

que zB sea inyectiva de evolución.

c) Suponiendo que f̂z sea una (pseudo)isoaplicación de evolución, se verifica que:

c.1) f̂z será inyectiva de evolución si, para todos a, b ∈ Q, (α, β) ∈ z, tales

que β(f(a)) = β(f(b)), se verifica que α(a) = α(b).

c.2) En caso de que la familia zA sea inyectiva de evolución, se verifica que,

si f̂z : Q̂zA → B̂zB es inyectiva de evolución, entonces es inyectiva la

aplicación f : Q → B.

c.3) En caso de que la aplicación f : Q ⊆ A → B sea sobreyectiva, f̂z :

Q̂zA → B̂zB será sobreyectiva de evolución.

c.4) En caso de que la familia zB sea inyectiva de evolución, se tendrá el

rećıproco del apartado anterior.

¤

Corolario A.7.12. En las condiciones de la Definición A.7.10, suponiendo que f̂z

sea una (pseudo)isoaplicación de evolución, resulta que:

a) Si f : Q ⊆ A → B es inyectiva, f̂z : Q̂zA → B̂zB será inyectiva siempre que

la familia zB sea inyectiva de evolución.

b) En caso de que las familias zA y zB sean ambas inyectivas de evolución,

entonces f : Q ⊆ A → B será biyectiva si y sólo si f̂z : Q̂zA → B̂zB es

biyectiva de evolución.

¤

A.8. Continuidad en (pseudo)isofunciones

Definición A.8.1. Sean A = {αi}i∈I una familia (pseudo)isotópica de R en un

conjunto R̂ y z una subfamilia (pseudo)isotópica de A. Sea ≤ el orden usual en R.
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Se definirá el (pseudo)isoorden ≤̂z en R̂z como:

a≤̂zb ⇔ a ≤ b, para todos a, b ∈ R, tales que existen i1, i2 ∈ Iz,

verificando que αi1(a) = a y αi2(b) = b,

para todos a, b ∈ R̂z.

Se definirá el (pseudo)isoorden de evolución ≤̂ze en R̂z como:

a≤̂ze b ⇔




i)∃i0 ∈ Iz, a0, b0 ∈ R, tales que αi0(a0) = a y αi0(b0) = b, siendo a0 ≤ b0,

ii)a ≤ b,∀ a, b ∈ R, tales que ∃i ∈ Iz, siendo αi(a) = a y αi(b) = b.

para todos a, b ∈ R̂z.

Proposición A.8.2. En las condiciones de la definición anterior, se verifica que:

a) Los (pseudo)isoórdenes ≤̂z y ≤̂ze verifican la propiedad antisimétrica. Por su

parte, el (pseudo)isoorden ≤̂z verifica la propiedad transitiva.

b) El (pseudo)isoorden ≤̂z (el (pseudo)isoorden de evolución ≤̂ze , resp.) verifica la

propiedad reflexiva si y sólo si z es una subfamilia (pseudo)isotópica inyectiva

(de evolución, resp.). De hecho, el (pseudo)isoorden ≤̂z es un orden total y

un buen orden si y sólo si z es una subfamilia (pseudo)isotópica inyectiva.

c) El (pseudo)isoorden de evolución ≤̂ze cumple la propiedad transitiva si y sólo

si se verifica:

(PTr) Dados a1, b1, b2, c1 ∈ R y α, β ∈ z, tales que a1 ≤ b1, b2 ≤ c1 y α(b1) =

β(b2), entonces:

i) Existe (a0, c0, γ0) ∈ R × R × z, tal que a0 ≤ c0, γ0(a0) = α(a1) y

γ0(c0) = β(c1),

ii) Para todo (a, c, γ) ∈ R× R×z, tal que γ(a) = α(a1), γ(c) = β(c1),

se verifica que a ≤ c.

d) El (pseudo)isoorden de evolución ≤̂ze es un orden parcial si y sólo si z es una

subfamilia (pseudo)isotópica inyectiva de evolución y se verifica (PTr).

e) El (pseudo)isoorden de evolución ≤̂ze cumple la propiedad de totalidad si z es

inyectiva de evolución y se verifican (PTr) y:

(PT ) Dados a, b ∈ R y α, β ∈ z, tales que α(a) 6= β(b), entonces:
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i) Si α = β, se cumple que, para todo (c, d, γ) ∈ R × R × z, tal que

γ(c) = α(a) y γ(d) = β(b), se verifica que c ≤ d ⇔ a ≤ b.

ii) Si α 6= β, entonces:

ii.a) Existe (c0, d0, γ0) ∈ R× R×z, tal que γ0(c0) = α(a) y γ0(d0) =

β(b).

ii.b) Para todo (c, d, γ) ∈ R×R×z, tal que γ(c) = α(a) y γ(d) = β(b),

se verifica que c ≤ d ⇔ c0 ≤ d0.

f) Fijado Âz el subconjunto isotópico asociado a un subconjunto A ⊆ R por z,

se cumple que Â tiene primer elemento a respecto a ≤̂ze si y sólo si:

i) αi(a) = a, para todo i ∈ Iz, siendo a el primer elemento de A respecto a

≤,

ii) No existe (b, i) ∈ A× Iz, siendo b 6= a, tal que αi(b) = a.

g) ≤̂ze es un buen orden si y sólo si para todos α, β ∈ z se verifica que α = β es

una aplicación inyectiva.

¤

En lo que sigue, cuando se utilicen las notaciones <̂
z
, >̂

z
, ≥̂z, <̂

z
e , >̂

z
e , ≥̂ze , nos

referiremos al sentido usual que se da a las notaciones <,> y ≥, si bien atendiendo

a cada isoorden en cuestión.

Definición A.8.3. Sean dados:

a) Una familia (pseudo)isotópica A≤ = {α≤i }i∈I≤ de R en un conjunto R̂,

b) Una subfamilia (pseudo)isotópica z≤ de A≤,

c) (R̂, +̂, ×̂), obtenido como levantado isotópico del cuerpo real (R, +,×) por un

isotopismo FR = F+ × F×, siendo:

F+ =
{

(α+
i , β+

j , γ+
Φ+(i,j))

}
i∈I+,j∈J+

y F× =
{

(α×i , β×j , γ×Φ×(i,j))
}

i∈I×,j∈J×
,

d) Una (pseudo)isoaplicación |̂.̂| : R̂→ R̂, asociada al valor absoluto sobre R por

una familia |.|-(pseudo)isotópica F|.| = {(α|.|i , β
|.|
Φ|.|(i)

)}i∈I|.|,
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e) (Û , +̂U , .̂), obtenido como levantado isotópico de un R-espacio vectorial (U, +U ,

.) por un isotopismo FU = F+U
× F, siendo:

F+U
=

{
(α+U

i , β+U
j , γ+U

Φ+(i,j))
}

i∈I+U
,j∈J+U

y F =
{
(αi, βj, γΦ(i,j))

}
i∈I,j∈J

,

f) Una (pseudo)isoaplicación |̂|.|̂| : R̂→ R̂, asociada a una ≤-norma sobre U por

una familia ||.||-(pseudo)isotópica F||.|| = {(α||.||i , β
||.||
Φ||.||(i)

)})i∈I||.||,

g) Una función f : V ⊆ U → R,

h) Una (pseudo)isoaplicación f̂ : V̂ ⊆ Û → R̂, asociada a f por una familia

f -(pseudo)isotópica Ff = {(αf
i , β

f
Φf (i))}i∈If

.

A continuación, tomemos:

α≤ ∈ A≤, (α+, β+, γ+) ∈ F+, (α×, β×, γ×) ∈ F×,

(α|.|, β|.|) ∈ F|.|, (α+U , β+U , γ+U ) ∈ F+U
, (α, β, γ) ∈ F,

(α||.||, β||.||) ∈ F||.||, (αf , βf ) ∈ Ff .

El conjunto de elementos anteriores F = {α≤, (α+, β+, γ+), (α×, β×, γ×), (α|.|,
β|.|), (α+U , β+U , γ+U ), (α, β, γ), (α||.||, β||.||, (αf , βf )} será un conjunto de valores es-

pećıficos de (pseudo)isocontinuidad . Notaremos entonces:

FbR = {α≤, α+, β+, γ+, α×, β×, γ×, α, α|.|, β|.|, βf},

FbU = {α+U , β+U , γ+U , β, γ, α||.||β||.||, αf},

R̂F = R̂{α≤}
⋃
R̂{(α+,β+,γ+)} ⋃

R̂{(α×,β×,γ×)} ⋃
R̂{α}

⋃
R̂{α|.|}

⋃
R̂{β|.|}

⋃
f̂(V )

{βf}
,

V̂ F = V̂ {αf}, ÛF = Û{(α+U ,β+U ,γ+U )} ⋃
Û{(α,β,γ)} ⋃

Û{α||.||} ⋃
Û{β||.||} ⋃

V̂ F .

Definición A.8.4. En las condiciones de la Definición A.8.3, supongamos que F

es un conjunto de valores espećıficos de (pseudo)isocontinuidad, tal que:

a) R̂{λ} = R̂F , para todo λ ∈ FbR \ {{βf}},

b) (R̂F , +̂
{(α+,β+,γ+)}

, ×̂{(α×,β×,γ×)}
) es un cuerpo,

c) Û{λ} = ÛF , para todo λ ∈ FbU \ {{αf}},
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d) (ÛF , +̂U
{(α+U ,β+U ,γ+U )}

, .̂{(α,β,γ)}) es un R̂F -espacio vectorial,

e) |̂.̂| es un ≤̂{α
≤}

-módulo sobre R̂F ,

f) |̂|.|̂| es una ≤̂{α
≤}

-norma sobre ÛF ,

g) f̂ {(α
f ,βf )} : V̂ {αf} → f̂(V )

{βf}
es una aplicación.

Se dirá entonces que F es bueno o bien que es un buen conjunto de valores

espećıficos de (pseudo)isocontinuidad.

Sea ahora 0F el elemento unidad de R̂F respecto a +̂
{(α+,β+,γ+)}

. Fijado X ∈
V̂ {αf}, se dirá entonces que f̂ es continua (pseudo)isotópica en X por F , si, para

todo ε ∈ R̂F , siendo 0F <̂
{α≤}

ε, existe δ ∈ R̂F , siendo 0F <̂
{α≤}

δ, tal que, para todo

Y ∈ V̂ {αf} cumpliendo que:

|̂|X−{(α+U ,β+U ,γ+U )} Y|̂|{(α
||.||,β||.||)}≤̂{α

≤}
δ,

se verifica que:

|̂f̂ {(αf ,βf )}(X)−{(α+,β+,γ+)} f̂ {(α
f ,βf )}(Y)̂|{(α|.|,β|.|)}≤̂{α

≤}
ε.

Se dirá que f̂ es continua (pseudo)isotópica por F si, para todo X ∈ V̂ Ff , f̂ es

continua (pseudo)isotópica en X por F . Por otra parte, fijado X ∈ V̂ Ff , se dirá que f̂

es continua (pseudo)isotópica de evolución en X si es continua (pseudo)isotópica en

X por F , para todo buen conjunto de valores espećıficos de (pseudo)isocontinuidad F

tal que X ∈ V̂ F . Por último, se dirá que f̂ es continua (pseudo)isotópica de evolución

en V̂ Ff si es continua (pseudo)isotópica de evolución en X, para todo X ∈ V̂ Ff .

Ejemplo A.8.5. Sea A≤ = {α(s,t)}(s,t)∈N×N, tal que α(s,t) : R → R está definida

como α(s,t)(x) = xst3, para todos x ∈ R, s, t ∈ N. En particular, A≤ es una familia

isotópica de R en R. Dicha familia no es inyectiva (pues, por ejemplo, α(4,1)(2) =

α(1,2)(1) = 8), aunque śı es inyectiva de evolución. Por otra parte, obsérvese que,

fijado (s, t) ∈ N× N:

R̂{α(s,t)} = R,

a≤̂{α(s,t)}
b ⇔ a

st3
≤ b

st3
para todos s, t ∈ N⇔ a ≤ b,

para todos a, b ∈ R.
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A continuación, consideremos por una parte el isotopismo identidad de (R, +),

F+ = {(IdR, IdR, IdR)}, y por otra parte el isotopismo generalizado simple F× de

(R,×) en śı mismo, que tiene por isounidad a Î : R × (N × N) → R, tal que

Î(x, s, t) = xst3, para todos x ∈ R, s, t ∈ N, y como aplicación isotópica a Φ× : (N×
N)×(N×N) → N×N, tal Φ×(t1, s1, t2, s2) = (t1t2, s1s2), para todos t1, s1, t2, s2 ∈ N.

La familia F+×F× es por tanto un isotopismo de (R, +,×) en śı mismo. De hecho,

para cada (t1, s1, t2, s2) ∈ N4, se cumple que F+ × {(α(t1,s1), α(t2,s2), α(t1t2,s1s2))} es

una subfamilia isotópica de F+ × F×, que permite obtener de nuevo (R, +,×) como

levantado isotópico de śı mismo.

Figura A.7: Î(x, 1, t) = xt3.

Sea ahora |̂.̂| la isoaplicación obtenida a partir de la familia |.|-isotópica F =

{(A≤,A≤)}, siendo la aplicación |.|-isotópica correspondiente, Φ : N× N→ N× N,

tal que Φ(s, t) = IdN×N(s, t) = (s, t), para todos s, t ∈ N. En particular, |̂.̂| : R̂→ R̂
es tal que |̂â| = |a|, para todo a ∈ R.

Consideremos ahora (R, +,×) como R-espacio vectorial y como R̂-isoespacio vec-

torial, haciendo uso del mismo isotopismo que utilizamos para construir (R, +,×)

como isocuerpo. De forma análoga, consideramos el valor absoluto sobre R como

norma sobre R como R-espacio vectorial y construimos la misma isoaplicación |̂.̂|
que antes.

Fijada una función f : R → R cualquiera, consideramos F y Φ como f -familia

isotópica y f -aplicación isotópica, respectivamente. De esta forma, construiremos la

isoaplicación de evolución f̂ : R→ R, tal que, para cada (s, t) ∈ N×N, se tiene que

f̂
zA(s,t) (a) = f( a

st3
)st3, donde zA(s,t)

= {α(s,t)}.
Tomemos como ejemplo la función f(x) = x2 +5. Resulta entonces, por ejemplo,

que:
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a) f̂(a) =
{
f

(
a

st3

)
st3 : s, t ∈ N}

= { a2

st3
+ 5st3 : s, t ∈ N}.

b) Dado que 8
−N×NA≤ = {1, 2, 4, 8}, al ser 8 = α(1,1)(8) = α(2,1)(4) = α(4,1)(2) =

α(8,1)(1) = α(1,2)(1), entonces f̂(8) = {69, 42, 36, 48}.

c) f̂
zA(2,3) (270) = α(2,3)(f(5)) = 1620.

Figura A.8: f̂
zA(1,t) (x) = x2

t3
+ 5t3.

La construcción que hemos realizado verifica las condiciones de la Definición

A.8.4, necesarias para plantearnos la continuidad isotópica de evolución de la isoapli-

cación f̂ . En concreto vamos a suponer que f es una función continua y veamos que

f̂
zA(s,t) es una función continua isotópica de evolución. Para ello, fijamos a ∈ R

y ε ∈ R, tal que 0 < ε. Por ser f continua, podemos tomar δ > 0, tal que si

|a− b| < δ
st3

, entonces |f(a)− f(b)| < ε
st3

. Sea ahora c ∈ R, tal que |a− c| < δ; con

lo cual, | a
st3
− c

st3
| < δ

st3
y aśı pues, |f( a

st3
) − f( c

st3
)| < ε

st3
. Se verifica entonces que

|f̂zA(s,t) (a)− f̂
zA(s,t) (c)| = |f( a

st3
)st3 − f( c

st3
)st3| = |f( a

st3
)− f( c

st3
)|st3 < ε. Dada la

arbitrariedad de a en R, llegamos a que f es continua isotópica de evolución. C

Ejemplo A.8.6. Sea B = {βt}t∈N, tal que βt : R → R está definida como βt(x) =

x2t, para todos x ∈ R, t ∈ N. En particular, B es una familia pseudoisotópica de

R en R+ ∪ {0}. Dicha familia no es inyectiva de evolución, (pues, por ejemplo,

β1(2) = β1(−2) = 4).
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Figura A.9: βt(x) = x2t.

Si en las condiciones del ejemplo anterior se considera que, fijada una fun-

ción f : R → R, se construye la correspondencia f̂ : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0},
a partir de la f -familia pseudoisotópica Ff = B ×B, siendo IdN la aplicación f -

isotópica correspondiente, dicha correspondencia no es en general una pseudoisoapli-

cación de evolución. De hecho, para todo a ∈ R+ ∪ {0}, se verifica que f̂(a) =

{(f (
+

√
a
t

))2
t,

(
f

(−√
a
t

))2
t}t∈N.

Aśı por ejemplo, considerando las funciones f1(x) = x y f2(x) = x + 1, podemos

comprobar que:

f̂1(a) = a, f̂2(a) =

{(
+

√
a

t
+ 1

)2

t,

(
−

√
a

t
+ 1

)2

t

}

t∈N
.

De esta forma, f̂1 es de hecho una pseudoisoaplicación, mientras que f̂2 no es

siquiera una pseudoisoaplicación de evolución. Respecto a f̂1, se comprueba en con-

creto fácilmente que es continua pseudoisotópica de evolución. C

Definición A.8.7. En las condiciones de la Definición A.8.3, supongamos que

(R̂, +̂, ×̂) es un (pseudo)isocuerpo y que (Û , +̂U , .̂) es un R̂-(pseudo)isoespacio vec-

torial. Fijado X ∈ Û , se dirá entonces que f̂ es isocontinua en X (isocontinua de

evolución, resp.) si, para todo ε ∈ R̂, existe δ ∈ R̂ tal que, para todo Y ∈ R̂ cumplien-

do que |̂|X − Y|̂|≤̂z≤ε (|̂|X − Y|̂|≤̂z≤e ε, resp.), se verifica que |̂f̂(X) − f̂(Y)̂|≤̂z≤δ

(̂|f̂(X)− f̂(Y)̂|≤̂z≤e δ, resp.). Se dirá que f̂ es isocontinua (isocontinua de evolución,

resp.) en Û si, para todo X ∈ Û , f̂ es isocontinua (isocontinua de evolución, resp.)

en X.



238 APÉNDICE A. TEORÍA DE ISOTOPISMOS GENERALIZADOS

A.9. Continuidad en espacios (pseudo)-isotopoló-

gicos

La noción de continuidad isotópica de evolución se generaliza fácilmente a espa-

cios (pseudo)isotopológicos:

Definición A.9.1. Sean dados:

a) Dos espacios topológicos M y N , con topoloǵıas de abiertos TM y TN , respec-

tivamente,

b) Dos familias (pseudo)isotópicas, FM = {αM
i }i∈IM

y FN = {αN
i }i∈IN

, de M en

un conjunto M̂ y de N en un conjunto N̂ , respectivamente,

c) Una aplicación f : V ⊆ M → N ,

d) Una (pseudo)isoaplicación f̂ : V̂ Ff ⊆ M̂ → N̂ , asociada a f por una familia

f -(pseudo)isotópica Ff = {(αf
i , β

f
Φf (i))}i∈If

.

A continuación tomemos αM ∈ FM , αN ∈ FN y (αf , βf ) ∈ Ff . El conjunto F =

{αM , αN , (αf , βf )} será un conjunto de valores espećıficos de (pseudo)isocontinui-

dad. Notaremos entonces:

FcM = {αM , αf}, F bN = {αN , βf},

V̂ F = V̂ {αf}, M̂F = M̂{αM} ⋃
V̂ F , N̂F = N̂{αN} ⋃

f̂(V )
{βf}

.

Definición A.9.2. En las condiciones de la Definición A.9.1, supongamos que F

es un conjunto de valores espećıficos de (pseudo)isocontinuidad, tal que:

a) M̂F = M̂{αM},

b) M̂F es un espacio topológico con topoloǵıa de abiertos T̂M

{αM}
,

c) N̂F = N̂{αN},

d) N̂F es un espacio topológico con topoloǵıa de abiertos T̂N

{αN}
,

e) f̂ {(α
f ,βf )} : V̂ {αf} → f̂(V )

{βf}
es una aplicación.
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Se dirá entonces que F es bueno, o bien que es un buen conjunto de valores

espećıficos de (pseudo)isocontinuidad.

Fijado X ∈ V̂ {αf}, se dirá entonces que f̂ es continua (pseudo)isotópica en X por

F , si es una aplicación continua entre los espacios topológicos M̂F con topoloǵıa de

abiertos T̂M

{αM}
y N̂F con topoloǵıa de abiertos T̂N

{αN}
. Se dirá que f̂ es continua

(pseudo)isotópica por F si, para todo X ∈ V̂ {αf}, f̂ es continua (pseudo)isotópica

de evolución en X por F . Por otra parte, fijado X ∈ V̂ Ff , se dirá que f̂ es continua

(pseudo)isotópica de evolución en X si es continua (pseudo)isotópica en X por F ,

para todo buen conjunto de valores espećıficos de (pseudo)isocontinuidad F tal que

X ∈ V̂ F . Por último, se dirá que f̂ es continua (pseudo)isotópica de evolución en

V̂ Ff si es continua (pseudo)isotópica de evolución en X, para todo X ∈ V̂ Ff .

Se dirá que f̂ es bicontinua (pseudo)isotópica de evolución si es biyectiva y

continua (pseudo)isotópica de evolución en V̂ Ff y su inversa f̂−1 : f̂(V )
Ff → V̂ Ff

es continua (pseudo)isotópica de evolución en f̂(V )
Ff

.

Proposición A.9.3. En las condiciones de la Definición A.9.1, supongamos que F

sea un buen conjunto de valores espećıficos de (pseudo)isocontinuidad, tal que:

a) (αf , βf ) = (αM , αN),

b) αM y αN son aplicaciones inyectivas.

Resulta entonces que f̂ es continua (pseudo)isotópica por F si y sólo si f es una

aplicación continua entre los espacios topólogicos M y N . ¤

Ejemplo A.9.4. Sea (E2, +, .) el espacio eucĺıdeo 2-dimensional y consideremos,

por una parte, el ćırculo de radio 2, C = {(x, y) ∈ E2 : x2 + y2 ≤ 4}, como espacio

topológico con la topoloǵıa eucĺıdea usual y, por otra parte, la aplicación identidad

IdC : C → C.

Sea S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1} la esfera en R3 de centro (0, 0, 0) y

radio 1 y consideremos:

a) La proyección estereográfica desde el polo norte N = (0, 0, 1) ∈ S2, πN , de S2

en el plano {(x, y, z) ∈ R3 : z = −1},
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b) La proyección estereográfica desde el polo sur S = (0, 0,−1) ∈ S2, πS, de S2

en el plano {(x, y, z) ∈ R3 : z = 1},

c) Las aplicaciones α1 : C → S2 y α2 : C → S2, tales que α1(x, y) = π−1
N (x, y,−1)

y α2(x, y) = π−1
S (x, y, 1), para todo (x, y) ∈ C.

Figura A.10: Proyección estereográfica desde el polo norte.

En particular, α1(C) = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, z ≤ 0} y α2(C) =

{(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0} son los hemisferios sur y norte de S2,

respectivamente. Resulta entonces que A = {α1, α2} es una familia pseudoisotópica

de C en S2. De hecho, por ser inyectivas las aplicaciones α1 y α2, se verifica que S2

es un espacio pseudoisotopológico asociado a C por A.

A continuación, fijados A = (a, b), B = (c, d) ∈ E2, consideramos las aplicaciones

αA : C → E2 y αB : C → E2, tales que αA(x, y) = (x + a, y + b) y αB(x, y) =

(x + c, y + d), para todo (x, y) ∈ C. Supongamos además que A y B se han elegido

de tal forma que αA(C) ∩ αB(C) = ∅. Resulta entonces que B = {αA, αB} es una

familia isotópica de C en ĈB = αA(C) ∪ αB(C). De hecho, por ser inyectivas las

aplicaciones αA y αB, se verifica que ĈB es un espacio isotopológico asociado a C

por B.

Finalmente consideramos la familia Id-pseudoisotópica inyectiva de evolución

F = {(α1, αA), (α2, αB)}. Resulta por tanto que el levantado isotópico de IdC por F,

ÎdC : S2 → ĈB, es una aplicación continua pseudoisotópica de evolución en S2, al

ser continua convencionalmente la aplicación IdC. Obsérvese en particular que ÎdC

es de hecho una correspondencia y no una aplicación, si bien śı es una isoaplicación

de evolución, biyectiva de evolución.
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Figura A.11: Aplicación continua (pseudo)isotópica de evolución desde una esfera a

dos ćırculos.
C
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[16] R. M. Falcón Ganfornina, J. Núñez Valdés, Isogroups and isosubgroups, Rev. R.
Acad. Cien. Serie A. Mat. Vol. 97 (1), (2003), 1-12.
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