UNIVERSIDAD DE SEVILLA
Facultad de Matematicas

Dpto. de Estadistica e Investigacién Operativa

TESTS DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA
DISTRIBUCION POISSON BIVARIANTE

Tesis Doctoral

Francisco Novoa Munoz

Directora:

Maria Dolores Jiménez Gamero
Dpto. de Estadistica e Investigacion Operativa
Facultad de Matematicas
Universidad de Sevilla

Sevilla, Julio de 2013






UNIVERSIDAD DE SEVILLA
Facultad de Matematicas

Dpto. de Estadistica e Investigacién Operativa

TESTS DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA
DISTRIBUCION POISSON BIVARIANTE

VeBe: DIRECTORA DEL Memoria presentada por
TRABAJO Francisco Novoa Munoz,
para optar al grado de Doctor
en Matematicas.

Fdo. Maria Dolores Jiménez Gamero. Fdo. Francisco Novoa Munoz.
Profesora Titular de Universidad.

Sevilla, Julio de 2013






Agradecimientos

La culminacién de este proyecto es gracias a la ayuda directa o indirecta de un gran
numero de personas. Sin lugar a dudas, un rol fundamental lo ha desempenado mi
Directora de Tesis, la profesora Doctora Maria Dolores Jiménez Gamero a quien doy
las gracias por su tiempo, explicaciones, sugerencias, numerosas lecturas y correcciones
de esta memoria, por su apoyo constante, alto nivel de conocimiento y claridad que
tiene sobre los temas de matematica y de estadistica.

Quiero destacar y agradecer el apoyo y gran ayuda del profesor Don Francisco

Guillén Gonzalez por sus innumerables explicaciones de algunos tépicos en matematica.

Agradezco la gran disposicion y voluntad de todo el plantel de profesores del Depar-
tamento de Estadistica e Investigacién Operativa de la Universidad de Sevilla. Gracias
por la claridad con que fueron impartidas las clases del curso de doctorado, asi como
también la importancia y pertinencia de los temas tratados.

Doy las gracias a mis colegas, quienes debieron ocuparse de mi carga académica en
mi ausencia. También agradezco a las autoridades de la Universidad del Bio-Bio por el
constante apoyo que me brindaron y al programa MECESUP, del gobierno de Chile,
por otorgarme la beca de doctorado para “académicos en el extranjero”. Todos ellos

han permitido mi perfeccionamiento académico.

Agradezco y felicito la gran labor de secretaria llevada a cabo por Francisco Méndez
y su colega Francisco Valverde. Siempre estan dispuestos a ayudar y dar respuesta a
las consultas.

Gracias doy también a mi familia porque siempre estd conmigo y a Dios, que me
otorgo la salud y fortaleza para terminar esta tesis.






A Florencia y a mis hijos:

Cristian y Constanza.






Indice general

Introduccion 1
1. Resultados previos y definiciones 5
1.1. Notacidn . . . . . . . . . . 5
1.2. Resultados preliminares . . . . . . . . ... . ... ... .. .. ..., 6
1.3. Definicién de la distribucién Poisson bivariante . . . . . . . . . . . . .. 10
1.4. Algunas caracteristicas y propiedades dela DPB . . . . . . ... .. .. 12
1.4.1. Funcién generatriz de probabilidad . . . . . . .. ... ... .. 12
1.4.2. Funcién generatriz de momentos . . . . . . . . .. ... ... .. 13
1.4.3. Momentos . . . . . . . ... 14
1.4.4. Foérmulas de recursion . . . . . . . ... 16
1.4.5. Estimacion puntual . . . . .. .. ..o oo 17
1.5. Bondad de Ajuste . . . . . . . .. 21
1.5.1. Tests de bondad de ajuste en dimensiéon uno . . . . . . ... .. 21
1.5.1.1. Indice de dispersién de Fisher. Estadistico (732 ..... 22

1.5.1.2. Contrastes basados en la funciéon generatriz de proba-
bilidad empirica . . . . . ... .. ... ... .. 23
1.5.2. Tests de bondad de ajuste en dimensiéon dos . . . . . . ... .. 27
1.5.2.1. Test T'de Crockett . . . . . . .. ... .. ... . ... 28
1.5.2.2. Test Igp de Loukasy Kemp . . . . . ... ... .. .. 29
1.5.2.3. Test NIg de Rayner y Best . . . . . ... .. .. ... 31



. Estadisticos tipo Cramér-von Mises 33

2.1. Tests estadisticos . . . . . . . . ..o 33
2.2. Aproximacion de la distribucion nula . . . . . ... 36
2.2.1. Distribucién asintéticanula . . . . . ... o000 36

2.2.2. Aproximacion bootstrap de la distribucién nula . . . . . . . .. 41

2.3. Alternativas . . . . . . ..o 55
2.3.1. Alternativas fijas . . . . . . ... 55

2.3.2. Alternativas contiguas . . . . . . .. ... 56

. Estadistico Wn(én) 61
3.1. Definicién del test estadistico . . . . . . .. ..o 61
3.2. Aproximacién de la distribucién nula de W,(6,) . . . . . . . . ... .. 63
3.2.1. Distribucion asintética nula . . . .. ..o o000 63

3.2.2. Estimador bootstrap de la distribucién nula de W, (6,) . . . . . 67

3.3. Alternativas . . . . . . ... 81
3.3.1. Alternativas fijas . . . . . . . .. ... 81

3.3.2. Alternativas contiguas . . . . . . . ... ... ... 82

. Resultados numéricos 85
4.1. Datos simulados . . . . . . . . ... 86
4.2. Conjuntos de datosreales . . . . . ... .. ... ... .. 97

. Expresiones matematicas de los tests y algunos aspectos computa-

cionales 99
5.1. Caélculo del test estadistico Rn,w(én) .................... 99
5.2. Calculo del test estadistico Spow(fn) - o« o o v oo 102
5.3. Calculo del test estadistico Wn(én) .................... 103

. Extensiones 105

6.1. El caso de dos variables Poisson independientes . . . . . . . .. .. .. 105

II



6.2. El caso general d-variante

Bibliografia

II1



Indice de tablas

4.1. Resultados de simulaciéon para la probabilidad del error tipo 1. Caso
E(Xl) = E(Xg), P = 0.25 . . s 88
4.2. Resultados de simulaciéon para la probabilidad del error tipo 1. Caso
E(Xl) = E(XQ), p = 0.50 . . .o 89
4.3. Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso
E(Xl) = E(XQ), P = 0.75 . . 90
4.4. Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso
E(Xl) 7é E(XQ), P~ 0.25 . . e 91
4.5. Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso
E(Xl) 7é E(Xg), p = 0.50 . .. 92
4.6. Resultados de simulacion para la probabilidad del error tipo 1. Caso
E(Xl) ;é E(Xg), p = 0.75 . . . 93
4.7. Resultados de simulacion para la potencia. Alternativas: BB(m; p1, p2, p3),
BNB(v;v0,7,72) y PPB(p;0,)\) . . . .. 95
4.8. Resultados de simulacién para la potencia. Alternativas: NT AB(X; A1, Ag, A3)
y SLB()\1,>\2,>\3) .............................. 96
4.9. Tiempo de CPU promedio (en segundos). . . . . . . .. ... ... ... 97
4.10. Resultados para los conjuntos de datos reales. . . . . . ... ... ... 98

v



Introduccion

Los datos de conteo pueden aparecer bajo diferentes circunstancias. En un marco
univariante, la distribucion Poisson es la distribucion que con mayor frecuencia ha sido
empleada para modelar tales datos (ver por ejemplo, Haight (1967, pp. 100-107) [12],
Johnson y Kotz (1969, pp. 88-90) [18], Sahai y Khurshid (1993) [41]).

En la practica, los datos de conteo bivariantes surgen en varias disciplinas diferentes
y la distribucién Poisson bivariante (DPB), siendo una generalizacién de la distribucién
Poisson, juega un rol importante al momento de modelarlos, siempre que dichos datos

presenten una correlaciéon no negativa.

Esta distribucién ha sido usada para modelar datos que aparecen en un amplio
rango de campos incluyendo medicina, para mediciones en el pretratamiento y en el
postratamiento en los mismos pacientes, o el nimero de accidentes por trabajador
en una factoria durante dos intervalos dados de tiempo (ver por ejemplo, Hamdan
(1972) [13]); en marketing, para el nimero de compras de diferentes productos; en
epidemiologia, para el nimero de incidentes de distintos tipos de muertes en una serie
de distritos; en deportes, para el nimero de goles marcados por cada uno de los dos
equipos oponentes en un partido de balompié (ver por ejemplo, Maher (1982) [32],
Karlis y Ntzoufras (2000) [21], (2003a) [22], (2003b) [23], (2005) [24], Rue y Salvesen
(2000) [39]); en biologia, para el numero de semillas y plantas que crecen en una parcela
(ver por ejemplo, Lakshminarayana, Pandit y Rao (1999) [28]); en econometria, para
el nimero de cambios de trabajo voluntarios e involuntarios (ver por ejemplo, Jung
y Winkelmann (1993) [20]); en datos de turismo (ver por ejemplo, Berkhout y Plug
(2004) [4]); en seguros de coches (ver por ejemplo, Bermidez (2009) [5]); en sanidad
(ver por ejemplo, Karlis y Ntzoufras (2005) [24], Karlis y Tsiamyrtzis (2008) [25]); en
la industria textil, para el nimero de dos tipos de defectos en muestras de fibras de
textil (ver por ejemplo, Ho y Singer (2001) [15]), entre muchos otros.

En el caso multivariante, la distribucién Poisson ha sido usada para modelar redes



sociales multi-relacionales (ver por ejemplo, Dai, Chua y Lim (2012) [7]).

Contrastar la bondad de ajuste de las observaciones dadas con un modelo proba-
bilistico es un aspecto crucial del andlisis de datos. Para el caso univariante, se han
construido muchos tests de bondad de ajuste con la finalidad de comprobar si los datos
provienen de una distribucién Poisson (para una revisién detallada, ver Giirtler y Hen-
ze, (2000) [11]). En comparacion, la literatura sobre tests de bondad de ajuste para la
DPB es mas bien escasa. Hasta donde conocemos, podemos mencionar el test propues-
to por Crockett (1979) [6], el test desarrollado por Loukas y Kemp (1986) [30], que
se basa en una extension del indice de dispersion univariante, y el test sugerido por
Rayner y Best (1995) [37], que consiste en una modificacién del test dado por Loukas
y Kemp (1986) [30]. La principal desventaja de estos tests de bondad de ajuste es que

no son consistentes contra cada alternativa fija.

El objetivo de esta memoria es proponer y estudiar tests de bondad de ajuste para
la DPB, que sean consistentes. Dado que la funcién generatriz de probabilidad (fgp)
caracteriza la distribucién de un vector aleatorio y se puede estimar consistentemente
por la funcién generatriz de probabilidad empirica (fgpe), los tests que proponemos
son funciones de la fgpe. El primer test estadistico compara la fgpe de los datos con
un estimador de la fgp de la DPB. Luego, mostramos que la fgp de la DPB es la tinica
fgp que satisface cierto sistema de ecuaciones diferenciales parciales, lo cual nos lleva
a proponer dos tests estadisticos basados en el andlogo empirico de dicho sistema, uno
de ellos de tipo Cramér-von Mises y el otro se basa en los coeficientes de los polinomios
de la versién empirica. Los tests que proponemos pueden ser vistos como extensiones al

caso bivariante de algunos tests de bondad de ajuste disenados para el caso univariante.

Con el fin de decidir cuando rechazar la hipétesis nula, debemos conocer la distribu-
cién nula del test estadistico o, al menos, una aproximacion de la misma. Puesto que,
para los tests propuestos, no es posible obtener las distribuciones nulas para tamanos
de muestra finito, las aproximamos por las asintéticas, las cuales resultaron depen-
der de cantidades desconocidas, por lo tanto no son ttiles como estimaciones de la
distribucién nula. Asi, para aproximar la distribucién nula, proponemos un estimador

bootstrap paramétrico.

En cuanto a la potencia, obtuvimos que los tests que proponemos son consistentes
contra alternativas fijas. Ademas, analizamos el comportamiento asintético de los tests
estadisticos bajo alternativas contiguas y encontramos que son capaces de detectar

alternativas que convergen a la nula a razén de n=/2.



Todas las propiedades estudiadas de los tests introducidos en esta memoria son
asintoticas, es decir, describen el comportamiento de los tests para muestras de tamano
grande. Con la finalidad de evaluar el comportamiento de los tests propuestos para
muestras de tamano finito, realizamos un estudio de simulacién. En todos los casos
considerados, el método bootstrap proporciona una buena aproximacion a la distribu-
ciéon nula. En cuanto a la potencia, a diferencia de los tests estadisticos disenados por
los investigadores Crockett (1979) [6], Loukas y Kemp (1986) [30], y Rayner y Best
(1995) [37], los tests que proponemos fueron capaces de detectar todas las alternativas
seleccionadas.

Con el propésito de mantener la notacién tan simple como sea posible, desarrollamos
el andlisis tedrico para el caso bivariante, pero los métodos se pueden extender de

manera natural al caso multivariante.

La presente memoria se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1 pre-
sentamos algunos resultados preliminares que nos serviran en los capitulos siguientes,
también damos la definicion de la DPB con algunas de sus propiedades y ademas,
mostramos contrastes de bondad de ajuste para la distribucién Poisson tanto para

datos univariantes como para datos bivariantes.

El Capitulo 2 contiene los dos primeros tests estadisticos que proponemos, que son
de tipo Cramér-von Mises. Aqui, también mostramos la distribucién asintdtica nula
de los tests estadisticos y proporcionamos estimadores bootstraps consistentes. En la
parte final, estudiamos la potencia de los tests propuestos frente a alternativas fijas y
locales.

En el Capitulo 3 presentamos el tercer estadistico que proponemos y describimos
sus caracteristicas. Estudiamos su distribucion asintética nula y aproximamos su dis-
tribucién nula por medio de un estimador bootstrap consistente. También, analizamos

su potencia frente a alternativas fijas y contiguas.

El Capitulo 4 estd dedicado a mostrar los resultados de un estudio de simulacion
y la aplicacion de los tests propuestos a dos conjuntos de datos reales. Dicho estudio
de simulacion fue realizado con el objetivo de evaluar el comportamiento de los tests
que proponemos y comparar la potencia tanto entre ellos como con otros tests que
encontramos en la literatura estadistica.

En el Capitulo 5 entregamos las expresiones matematicas de los tests que hemos
desarrollado y damos algunos detalles técnicos que son muy ttiles al momento de

implementar algoritmos o subrutinas en algin lenguaje de programacion.



El Capitulo 6 muestra cémo los tests propuestos se pueden extender al caso multi-

variante general.



Capitulo 1

Resultados previos y definiciones

1.1.

Notacion

Todos los vectores a utilizar en esta memoria serdn vectores filas y v’ es el
traspuesto del vector fila v.

Para cualquier vector v, vy denota su k—ésima coordenada.
Ny ={0,1,2,3,...}.

O ={0= (0,05,05) € R3 : 0 > 03, 0y > 05, 03> 0}.
(-,-), denota el producto escalar en el espacio vectorial V.

|| - ||, denota la norma en el espacio vectorial V' y || - || denota la norma Euclidea
de R, d € N.

I{A} denota la funcién indicadora del conjunto A.

Py denota la ley de probabilidades de una DPB con parametro 4.

Ey denota la esperanza con respecto a la funcién de probabilidad Py.
L. denota convergencia en ley (o en distribucién).

L. denota convergencia en probabilidad.

C.S. . .
— denota convergencia casi segura (c.s.).
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» Si {C,} es una sucesién de variables aleatorias (v.a.) y € € R, entonces

e C, = O0,(n°) significa que n°C, estd acotada en probabilidad, cuando
n — oo.
e C, =o0,(n"°) significa que n°C, L5 0, cuando n — oo.

e C, = o(n~°) significa que n°C,, ==+ 0, cuando n — oo.

1.2. Resultados preliminares

Para demostrar la Proposicion 1.2.2, dada a continuacién, primero presentaremos
un lema, que es una extension del Lema 8.2.6 en Athreya y Lahiri (2006, p. 242) [1]. Pre-
viamente, consideremos la siguiente notacion: para un conjunto arbitrario S, 9S e intS

denotan los conjuntos de puntos frontera y puntos interiores de S, respectivamente.

Lema 1.2.1 Sean {f.}n>1 y [ una coleccion de funciones reales y no decrecientes
definidas sobre Q = [by,c1] X [ba, ca] X +++ X [ba,ca] € RY, con —0c0 < b; < ¢; < o0,
1=1,2,....d. Sea D = D;UDyU D3, donde D, es el conjunto de vértices de @), Do
es un conjunto denso en 0Q y D3 es un conjunto denso en int@. Si f es continua en

Ry
|fulz) — f(2)] = 0, Vae D,

entonces
sup | fu(x) — f(z)| — 0.
zeQ

Demostraciéon Sea € > 0 arbitrario pero fijo. Como f es una funcién continua y @

es un conjunto compacto, entonces f es uniformemente continua en () y por tanto
30 =0(¢) >0 tal que Yo,y € Q: |z —y|| <d = |f(x) — f(y)| <e. (1.1)
Sean
H; = [uyg, vig] X [ugi, vag] X -+ X [ugs, vai), 1=1,2,..., M,

con ||u; —v;|| < 6, u; = (uqg, Uiy - -, ug;) € Dy v; = (014,094, ..., vg) € D, 1 <0 < M,
de modo que

Q< JH:

-

s
Il
—

D



Consideremos

Ay = mix|fo(z) = f(2)], (1.2)

donde V' = {u;,v; : i =1,2,..., M}. Por la convergencia puntual de f,,(-) a f(-) en D,
obtenemos

A, — 0. (1.3)

Por otro lado, para cada = € Q, existe i € {1,2,..., M}, tal que z € H;, con lo
cual, u; < x < v;. La monoticidad de las funciones f, y f, junto con (1.1) y (1.2),

implican

fu(x) = f(2) < falvi) = flug) = fu(vi) = f(vi) + fvi) — flug) <Ay e

Anélogamente

folx) = f(2) = =Ap —&.

De (1.3) y puesto que € > 0 es arbitrario se logra

sup |[fu(z) = f(z)| = 0.0

Feuerverger (1989) [8] demostré que la funcién generatriz de momentos empirica
convergia c.s. a la funcién generatriz de momentos (fgm), en conjuntos compactos, para

v.a.

Aunque existe una relacién uno a uno entre la fgm y la fgp, hay problemas en el
origen, por esta razén, probaremos a continuacion, que la fgpe converge c.s. a la fgp,
para el caso multivariante en general, en conjuntos de la forma Q = [by, ¢1] X [ba, ca] X
-+ X [bg, cq), donde 0 < b; <c¢j <00, 1 <j<d,deN.

También probaremos, que las derivadas de la fgpe convergen c.s. a las derivadas
de la fgp, en conjuntos () como los definidos en el parrafo anterior. Sea d € N. Para
cualquier funcién h : S C R? — R, denotaremos

ak

DFkzkap () = h(u),
(u) Ouk1oub? - - - ol ()

Vki,ko,... kg € Ng tal que k = ki + kg + - - - + kq.
Sean X1 = (Xlla...,Xd1)7X2 = (Xlg,...,ng),...,Xn = (Xln,...,an) vectores

aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (iid) definidos sobre el espacio

7



de probabilidad (2, A, P) y que toman valores en N&. En lo que sigue, sea
— 1 2”: X1i,, Xoi Xdi
— ul UQ A Ud 9 u E W,
n &

la fgpe de X1, X5, ..., X, para algin conjunto apropiado W C R?. De manera més

formal,

Zquz X21 - ‘udXdi(w)’ wueW, weq,

pero la dependencia de w es usualmente suprimida.

Proposicién 1.2.2 Sean X,..., X, vectores aleatorios iid de X = (X1,...,Xy) €
N&. Sea g(u) = E(uf%éﬁ x -ufl(d) la fgp de X, definida sobre W C R?. Ademds, sean
0<b; <¢; <oo, 1 <j<d, tal que Q = [by,c1] X [ba, ca] X -+ X [bg, ca] C W, entonces

itelglgn(U)—g(U)l = 0. (1.4)

Si Dkik2kag(y) existe en Q, entonces

C.8

Sug | DFFekag, (y) — DFFRag ()| =250, (1.5)
ue

Demostracién Sea D un conjunto denso numerable en (), de acuerdo al Lema 1.2.1.
Por la ley fuerte de los grandes niimeros, existe un conjunto Ap € A tal que P(Ap) =1
y para todo w € Ap:

gn(u,w) =25 g(u),Yu € D.

Puesto que X; >0 y u; > 0,1 <i <d, tenemos que g,(u,w) y g(u) son funciones
no decrecientes.

Ademas, g es una funcién continua definida sobre Q).

Ahora, (1.4) se sigue del Lema 1.2.1.

La demostracién de (1.5) sigue pasos similares a los dados para demostrar (1.4). OJ

Para probar algunos de nuestros resultados aplicaremos los lemas que establecemos
a continuacién, los que presentamos aqui para facilitar la lectura de nuestras demostra-

clones.



Lema 1.2.3 (Método Delta) (Lehmann y Romano(2005, p. 436) [29]) Supongamos
que X y X1, Xo, ... son vectores aleatorios en R*. Supongamos que 7,(X, — ) L x

donde p es un vector constante y T, es una sucesion de constantes tales que T, — 0.

(a) Supongamos que g es una funcién desde R* a R que es diferenciable en p con
gradiente (vector de primeras derivadas parciales) de dimension 1 X k en u igual
a g(p) # 0. Entonces,

70 [9(X0) — g(w)] = g(u)XT.

En particular, si X es normal multivariante en RF con vector de media 0 y matriz
de covarianzas Y3, entonces

Tu [9(X0) = g()] = N (0,9(1) % g(n)7).

(b) Mds generalmente, supongamos que g = (g1, a;---,gq) " €s una funcion desde R*

aR?, donde g; es una funcion desde R¥ a R que es diferenciable en p1. Sea D una
matriz no nula de orden q X k, donde el elemento (i,j) es a—gi(yl,yg, TS
Yj

evaluada en . Entonces

7o [9(X0) = 9(1)] = 70 [91(X0) — 1 (1), -+, 9a(X0) — go()] T = DXT.

En particular, si X es normal multivariante en RF con vector de media 0 y matriz
de covarianzas Y3, entonces

7 [9(X,) — g(u)] == N (0,DEDT).

Para los lemas siguientes, con H denotaremos un espacio de Hilbert de dimension
infinita, separable y real.

Lema 1.2.4 (Teorema central del limite en espacios de Hilbert, van der Vaart y Well-
ner (1996, pp. 50-51)[44]) Si X1, X2, X3, ... son elementos aleatorios iid medibles Borel
en un espacio de Hilbert H con media cero (es decir, E ((X1,h),) = 0 para cada h),
1 n
y B (HXlHEI) < o0, entonces la sucesion 7 ZX" converge en distribucion a la va-
n
i=1
riable Gaussiana G. La distribucion de G estd determinada por la distribucion de sus
marginales (G,h),, que se distribuyen segin una ley N(O,E ((X, h}i{)) para cada
heH.



Lema 1.2.5 (Teorema 1.1 en Kundu et al. (2000) [27]) Sea {ex : k > 0} una base
ortonormal de H. Para cada n > 1, sea Y,1, Yo, ..., Yon un arreglo triangular de

elementos aleatorios independientes H-valuados con medias cero y momentos sequndos
n

finitos, sea 'Y, = ZYnj. Sea C,, el operador de covarianza de Y,. Supongamos que se

=1
cumplen las siguientes condiciones:

(1) lim (Cpreg,e;),, = an, eziste para todo k,l > 0.
n—0o0

n—oo

(i1) lim Z (Creék, ex)y Zakk < 00.
k=0
(i5i) Um L, (e, er) =0 para cada € > 0 y cada k > 0, donde, para b € H,
n—oo
ZE Va2 T{{Yig D > 23)
Entonces
Y, - N(0,0),

o0
en H, donde el operador de covarianza C' es caracterizado por (Cf, e;),, E (f,er)y
k=0

para cada [ > 0.

1.3. Definicion de la distribucion Poisson bivariante

Se han dado varias definiciones para la DPB (ver por ejemplo, Kocherlakota y
Kocherlakota (1992, pp. 87-90) [26], para una revisién detallada). En esta memoria,
consideraremos la siguiente, que es la que ha recibido més atencién en la literatura
estadistica (ver por ejemplo, Holgate (1964) [16]; Johnson, Kotz y Balakrishnan (1997)

[19]).
Definicién 1.3.1 (Johnson, Kotz y Balakrishnan (1997, pp. 124-125) [19]) Sean
Xi=Y1+Y; vy Xo=Yo+Y;,

donde Y1, Y, e Y3 son v.a. Poisson, mutuamente independientes con medias dadas

por 0] =0, —03>0,0,=0,—05>0 y 03 >0, respectivamente.
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A la distribucion conjunta del vector (X, X3) se le denomina distribucién Pois-

son bivariante (DPB) con pardmetro 6 = (01, 0,,03), lo cual denotaremos mediante
(X1, X5) ~ PB(64,02,05) o simplemente (X1, X5) ~ PB(6).

La funcion de probabilidad conjunta de X, y Xs estd dada por

min{z1,z2}

Pg(Xl :ZL‘l,XQ :ZL‘Q) :exp(93—01 —92) Z

=0

(01 — 05)™ 7 (0, — 05)™ 7 0

(21 — ) (29 —a)! 4!

9

donde x1, x5 € Nj.

Observacién 1.3.2 Si 03 = 0, entonces X1 =Y, y Xo = Ys, y por tanto Xy y Xo
son independientes, pues Y, e Yo son v.a. Poisson mutuamente independientes. En los

Capitulos 2 y 3 supondremos que 03 > 0. El caso 05 = 0 serd descrito en el Capitulo 6.

Tal como sucede en el caso univariante, una de las formas como se obtuvo la funciéon
de probabilidad conjunta de la DPB fue como el limite de la distribucion binomial

bivariante.

En primer lugar daremos la definicién de la distribucién binomial bivariante y luego
presentaremos el resultado que aproxima la distribuciéon binomial bivariante a la DPB,
cuya demostracién puede verse en Hamdan y Al-Bayyati (1969) [14].

Definicién 1.3.3 (Johnson, Kotz y Balakrishnan (1997, p. 125) [19]) Supongamos
que cada individuo de una poblacion es clasificado ya sea como A o A° y simultdinea-

mente como B o B¢, con probabilidades dadas por

B B¢
Al pu pwo | P
A | po1 poo | 1
P2 g |1

Consideremos una muestra aleatoria de tamano n, seleccionada con reemplazo de

la poblacion anterior. Sean las v.a.:
X1 = numero de individuos que son clasificados como A,

Xy = numero de individuos que son clasificados como B.
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FEstas v.a. tienen distribucion binomial bivariante conjunta, con funcion de pro-
babilidad

min{z,z2} r1—k  xo—k  ntk—r1—T2
n! p11p10 Po1  Poo
P(X, = Xy =
(X1 =21, X5 = 12) E: KU (x1 — k) (mo — E)! (n+ Kk — 21 — 9)!

lo que se representard por (Xi, Xs) ~ BB(n; p1o, o1, P11)-

Teorema 1.3.4 (Hamdan y Al-Bayyati (1969) [14])
Sea (X1, X5) ~ BB(n; p1o, Po1, P11)- Suponer que pio, po1, P11 — 0, cuando n — oo, de
modo que npig = 0 — 03, npoyr = 0 — O3 y np11 = 03. Entonces

lim P(X1 = Il,Xg = (L’Q)

n—oo

min{z,z2}

= exp(93 — 91 — (92) Z

k=0

(0; — 03)" (0, — O3)*27% 0k

y L1,T2 € NO-

1.4. Algunas caracteristicas y propiedades de la DPB

A continuacién presentamos ciertos resultados de la DPB que nos seran de utili-
dad en el desarrollo de esta memoria. Quizas el de mayor importancia es el dado a

continuacion, pues es la base de nuestro trabajo.

Para ello consideremos el vector aleatorio (X1, X5) ~ PB(#), como el establecido
en la Definicion 1.3.1.
1.4.1. Funcién generatriz de probabilidad

Para deducir la fgp de la DPB, recordemos que la fgp de una v.a. X que se distribuye
Poisson (univariante) con pardmetro A > 0, se define y calcula mediante

E\(tY) = th% = exp(— Z x! =exp{A(t—1)}, Vt e R.
z=0 =0

Ahora, como las v.a. Y7, Y, e Y3 se distribuyen segin una ley de Poisson, entonces
sus fgp se pueden expresar por

Eg (1) = exp{0)(t—1)}, Eg (t"*) = exp{05(t—1)}, Ep,(t"*) = exp{fs(t—1)}, VteR.
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Ademas, como las v.a. Y1, Y5 e Y3 son mutuamente independientes, entonces, la fgp
conjunta, g(u; ), de la DPB se obtiene mediante

g(u;0) = Ey(uy* u3?)
= Ep(uy ™ uy ") = Ey (uy") By (uy?) Bo { (uruz)™}
= exp{0)(u; — 1) + 05(uy — 1) + O5(ugug — 1)},
— oxp{(01 — 05) (1 — 1) + (05 — 03) (s — 1) + O(urtiz — 1)},

= eXp{01<'LL1 - 1) + (92<U2 - 1) + 93(u1 — 1)('&2 — 1)}, (16)
Vu=(u,uy) € R* VO € O.
1.4.2. Funcién generatriz de momentos

Recordemos que la fgm de una v.a. X que se distribuye segiin una ley de Poisson
(univariante) con parametro A > 0, se define y calcula mediante

Mx(t) = Ex{exp(tX)} = exp(—\) i ()\j)x =exp{A (e — 1)}, VtER.

Puesto que las v.a. Y7, Y5 e Y3 se distribuyen segin una ley de Poisson, entonces sus
fgm se pueden escribir como

My, (t) = exp{0;(e'=1) }, My, (t) = exp{0y(e'—1) }, My, (t) = exp{63(e'—1)},VtER.

Ademas, como las v.a. Y7, Ys e Y3 son mutuamente independientes, entonces, la fgm
conjunta, se obtiene como

M x, xo)(u1, uz) = Ep{exp(ui1 X1 + uaXs)}
= Eplexp{uiY1 + uaYs + (u1 + u2)Ys}]
= ) Bl ) B
= exp{f](e" — 1) + 65(c"> — 1) + O5(e" T2 — 1)},
— exp{ (61 — B3)(e" — 1) + (B — B5)(e — 1) + (e — 1)},

= exp{fi(e” — 1) + Oo(e"* — 1) + b3(e" — 1)(e" — 1)},
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Vu = (u;,uy) € R* VO € O.

1.4.3. Momentos

Recordemos que si una v.a. X se distribuye segin una ley de Poisson (univariante)
con parametro A > 0, entonces su k—ésimo momento en torno al cero es

k
p = Ex(XF) =) N S(k,i),

=0

donde S(a,b) es llamado niimero Stirling de segundo tipo y satisface las relaciones
S(n,0) =0, S(0,0) = S(n,1) =S(n,n) =1, paran € N,
S(n,j)=Sn—-1,7—-1)+3S(n—1,j), paraj=1,2,...,n— 1.
En particular, para k = 1, 2, 3, obtenemos

Ex(X) =X Ex(X?)=X+X, E\(X®)=A+3X2+ ).

El correspondiente momento central de X es
e
e = E{(X =N} =>" (Z) (=N s
i=0

Para el modelo Poisson bivariante, el r = (1, 73)—ésimo momento en torno al origen
es

fyy = He(X1, Xo) = Bg(X]'X3?) = Eg{(Y1 + Y3)" (Yo + Y3)™}

1 T2
T1 i r1—i T2 7 ro—1
:E(,{E j(il)yllygl S <i2>Y22Y32 2}

=0 12=0
T1 T2
= Z Z (7’1) (TQ) Ee,1 (Y'ln) Eeé (}/222) Ej, (Y})"l‘*‘TZ—il—h)
11=01i2=0 31 L2
1 T2 i1 i
= Z Z (T1> (T2> Z(el - 93)j18(i1,j1) 2(02 — 93)j25(7:27j2>
=0i,m0 \11/ \2/ S, P

rit+re—i1—i2
s . ..
X E 0:;)5(7“1-’-7"2-21-@2,]3).

J3=0

14



En particular,

(Xk = Qk, para k= 1, 2,

) =
Ey(X}) =0, + 07, parak=1,2,
Ey(X1 X5) = 0,05 + 03,
Eo(X7 Xo) = 0,05 + 03 03 + 20, 03 + 05,
Eo(X1X3) = 0,05+ 0,03 + 20505 + 0s,
Eo(X7 X3) = 0105+ 0,05 + 0705+ 0705 + 40,0503 + 20, 05 + 20,05 + 05 + 263

Observaciéon 1.4.1 De los resultados dados en las ecuaciones anteriores se sigue que

la DPB tiene momentos de todos los ordenes.

Escribiremos el correspondiente r = (r1, 79) —ésimo momento central para el modelo

Poisson bivariante mediante
fryrs = M (X1, Xo) = Eg[{ X1 — Ep(X1)} ' {Xa — Ep(X2)}"]
= Ep[{X1 — 01} { X — 02}"]

- Z > () <3) (—01)" 7 (~02)"* 7 By (X} X3)

>3 (1) (7)o,

Por otra parte, como las v.a. X; y X5 se distribuyen segiin una ley de Poisson

|
(]

(univariante), entonces sus varianzas son
var(Xg) = 0k, k=1,2.
Ademas, como Y7, Y5 e Y3 son variables independientes, la covarianza entre X y
X5 es
cov (X1, Xo) = cov (Y1 + Y3, Ys + Y5)
= cov (Y1, Ya) + cov (Y1, Y3) + cov (Y3, Ya) + cov (Y3, Y3)

= var (Y;) = 0;.
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Por lo tanto, el coeficiente de correlacién entre X; y X es

cov (Xl, XQ) B 93
Vvar(X;) var(Xs) V01 0; '

p = corr (X1, Xy) =

Este coeficiente de correlacién no puede exceder de 03 (min{6,, 92})_1, porque

min {0y, 6} < 0y, k =1,2, luego 6y 6, > (min {6y, 6,}) .

O bien, como lo senialé Holgate (1964) [16],

101 [0
0<p< mm( L )
0’
pues, de la Definicion 1.3.1

O [0B 6 G0
Vo, = Vo0, Voo, oo, !

de igual forma se consigue que p < 4 /Z—j.

1.4.4. Formulas de recursion

Para calcular numéricamente los valores de P(r,s;0) = Py(X; = r,Xs = s), son
utiles las relaciones de recurrencia presentadas por Johnson, Kotz y Balakrishnan (1997,
p. 125) [19] que se enuncian como sigue

Proposicién 1.4.2 (Johnson et al. (1997, p. 125) [19]) Si (X1, X2) ~ PB(61, 62, 63),
entonces
rP(r,s;0) = (01 —03)P(r —1,s;0) + 03 P(r — 1,s — 1;0),

sP(r,s;0) = (6, — 63) P(r,s — 1;0) + 03 P(r — 1,s — 1;0), (1.7)

Sir<0 o s<0, entonces considerar P(r,s;0) = 0.

Ademas de las relaciones dadas en la Proposicion anterior, también nos seran de
gran utilidad las relaciones de recurrencia dadas en Johnson, Kotz y Balakrishnan
(1997, p. 127) [19], que se enuncian como sigue.
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Proposicién 1.4.3 Sea (X, X3) ~ PB(64,09,03), entonces

9 P(r,5:6) = P(r - 1,5:6) — P(r, 5:0),
06,

iP(r, s;0) = P(r,s — 1;0) — P(r,s;0) (1.8)
06,

@%P(r, s;0)=P(r—1,s—1;0) — P(r — 1,s;0) — P(r,s — 1;0) + P(r,s;0).
3

1.4.5. Estimacion puntual

Los estimadores méas usados comtinmente son los obtenidos por los siguientes méto-
dos:

» Método de maxima verosimilitud (Kocherlakota y Kocherlakota (1992, pp. 43-45)
[26]).

Propiedades Segin Kocherlakota y Kocherlakota (1992, p. 45) [26], el esti-
mador de maxima verosimilitud, éMV, es consistente, asintéticamente normal y
asintoticamente eficiente para 6.

e FEl estimador maximo verosimil de 6 debe satisfacer

. _ 1 <&
9k=Xk=E;XM, k=12 y R=1,
donde
— 1 “ P(Xh—lngl—l,@)
R=_— .
Z P(X1;, X9i;0)

n

i=
Observaciéon 1.4.4 El estimador mdximo verosimil del pardmetro 63 no
tiene una forma explicita y por lo tanto debe ser calculado por métodos
numéricos utilizando la ecuacion R = 1. En nuestro caso, para calcular el

estimador 0 empleamos el método iterativo de Newton-Raphson estandar.

La matriz de varianzas y covarianzas asintotica de los estimadores maximo
verosimiles, v, estd dada por

01 63 ‘93

2 — Q3 92 ‘93
MV — )
o o BB+ 0,—205) (Q 1)~ 5+ (6 — 26,)(6, — 2
3 3

(61605 — 03)(Q — 1) — 01 — Oy + 205
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donde

Q= ZZP r_:;ele)- (19)

r=1 s=1

e Por las propiedades de los estimadores maximo verosimiles, se tiene
NG (éMV _ e) Ly N (0, Sy ).
» Método de los momentos (Kocherlakota y Kocherlakota (1992, pp. 34-35) [26]).

e El estimador de 6 por el método de los momentos, éMM, es consistente y
esta dado por

R _ R 1 & o
Op = X, k=1,2 y 03 = s11 = — ZXqui — X1 Xo.
N4

Por otro lado, la matriz de varianzas y covarianzas asintética de los esti-
madores por el método de los momentos, ¥y, estda dada por

01 03 05
EMM = 93 92 93
03 63 0105+ 05+ 03

e Por ser 0y, funcién de momentos muestrales, aplicando el Método Delta

(Teorema 1.2.3) se tiene que
Jn (éMM _ 9) L NG(0, Sagn).
= Método del doble cero (Kocherlakota y Kocherlakota (1992, pp. 42-43) [26]).

e El estimador de # por el método del doble cero, 0 pe, €s consistente y esta da-
do por
ék:X/mk:laZ Yy é3:X1+X2+IOgQB,
donde ¢ = exp(f3 — 01 — 6,) y gg es la proporcion observada de los datos
(0,0) en la muestra.

La matriz de varianzas y covarianzas asintotica de los estimadores por el

método del doble cero, Y pc, esta dada por

th 03 —01 ¢
Xpc = 05 0> —0y ¢
—bhop —b0:0 ¢(1—0)
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e Por ser éDC funcién de momentos muestrales, aplicando el Método Delta
(Teorema 1.2.3) se tiene que

Jn (éDC - 9) Ly NA(0, 2p0).
» Método de los puntos pares (Kocherlakota y Kocherlakota (1992, pp. 40-41) [26]).

e El estimador de 6 por el método de los puntos pares, épp, es consistente y
esta dado por

’

AN

S - 1. . 1 (24 ;
01:X1, 0y = X, y 93:§<X1+X2)+Z—110g<7—1>,SIA>

donde 24 = n [1 + exp{—2(; + 05 — 203)}] y A es la suma de las frecuencias
de ocurrencia de los pares (X1;, Xo;), i = 1,2,...,n para los cuales el valor
de ambas variables tiene la misma paridad, es decir, en ambas variables el

valor es par o en ambas variables el valor es impar.

La matriz de varianzas y covarianzas asintética de los estimadores por el
método de los puntos pares, X pp, esta dada por

0, 05 03
Ypp=| 03 0 03
03 03 (605 — 01 — 0s) + j5lexp{4(6r + 0y — 263)} — 1]

e Por ser Opp funcién de momentos muestrales, aplicando el Método Delta
(Teorema 1.2.3) se tiene que

NG (épp - 9) Ly Ny(0,Zpp).
» Método de los puntos pares condicionados (Papageorgiou y Loukas (1988) [34]).

e El estimador de 6 por el método de los puntos pares condicionados, 6 pC, €8
consistente y estd dado por

S s o1 2A g
91:X1, 0, = X5 y 93:X2+§log<ﬁ+é_1>,81A>B7

donde 24 = B[1 + exp{2(f; — 05)}], A y B son las sumas de las frecuencias
observadas en los puntos (0,2s) y (0,2s 4+ 1), s € Ny, respectivamente.
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La matriz de varianzas y covarianzas asintotica de los estimadores por el
método de los puntos pares condicionados, X pc, estda dada por

] C D FE
Yipc = 1 D F F-G+H )
E F-G+H F+2H-G)+J
donde
a = exp(—6y), B = exp{2(0; — 62)},
C = a(B+1){2+a(8+ 1)}, D=a?(g-1),
p= DO OB BN 0] p (1 - p)2a(s - 1)
G=p670.(6—-1), H=(8+1){0:(67" +1) — 205},
s 01(8—1)24205(82—1)+05(5+1)?
- 04262 )

(1.10)

e Por ser épc funcion de momentos muestrales, aplicando el Método Delta
(Teorema 1.2.3) se tiene que

NG (épc - 9) Ly Ny (0,Zp0).
Eficiencia relativa asintotica

La eficiencia relativa asintética es la razén entre la varianza generalizada (determi-
nante de la matriz de varianzas y covarianzas) de los estimadores maximo verosimiles
y la del estimador bajo consideracién. Las expresiones de las varianzas generalizadas
de los estimadores discutidos anteriormente son:

Syl = g W2l
(61605 — 03)(Q — 1) — 61 — O + 205

Saine] = 0763 + 010205 — (61 + 62)02 + 03 — 63,

|ZDC| = (0192 — 6’%) {exp(91 -+ 02 — 03) — 1} — 9102(91 + 6)2 — 293),
1

M =
b 16

[(9192 —02) [exp{4(6y + 02 — 205)} — 1]

+4.{205(0, — 03)(0; — O5) — 0,0, — 05)2 — 06, —93)2}} ,
Xpcl| = 6—14 [F{CJ+E@2D—E)} — (G—H){2D(E—D)+C(G—H)} — D*(F+.J)],
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donde @ esté definido en (1.9), y C, D, E, F,G,H y J estan definidas en (1.10).

Un analisis mas detallado sobre la eficiencia relativa asintética del estimador de 6
se puede encontrar en los trabajos desarrollados por los investigadores que han tratado
el tema, ver por ejemplo, Holgate (1964) [16], Loukas et al. (1986) [31], Papageorgiou y
Loukas (1988) [34], Paul y Ho (1989) [35], y Kocherlakota y Kocherlakota (1992) [26].
Cabe senalar que la eficiencia relativa asintotica para el estimador de 6 por el método

de los puntos pares condicionados esta solamente tratado en Papageorgiou y Loukas

(1988) [34).

1.5. Bondad de Ajuste

Un aspecto crucial en cualquier andlisis de datos es contrastar la bondad de ajuste
de las observaciones con el modelo probabilistico supuesto, es decir, se contrasta si los
datos provienen de la poblacion que se supone.

Dadas las observaciones X1, Xs, ..., X, iid, con distribucién F', el objetivo es con-
trastar la hipotesis nula Hy : “F = Fy”. La hipotesis alternativa serd Hy @ “F # Fy”,
Iy puede ser una distribucién totalmente especificada, o bien, especificada salvo por

un nimero finito de parametros.

1.5.1. Tests de bondad de ajuste en dimensién uno

En este apartado nuestro interés es contrastar
Hy: X ~ P(9), para algin 9 > 0,

(1.11)
H; : X no se distribuye P(¢J), VJ > 0.

Sean X1, Xs,..., X, observaciones independientes de una v.a. X que toma valores

enteros no negativos. Sean

k .
99
F(k;0) = exp(—7) Z T k € N,
=0
la funcién de distribucién de la distribucién Poisson P()) y F' la funcién de distribu-
cién desconocida de X. Ademds, ¥,, = ﬁn(X 1, X2, ..., X,) = X, denota el estimador

maximo verosimil de .
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Como es bien sabido (ver por ejemplo, Giirtler y Henze (2000) [11]), el estadistico
Y2, que es una herramienta clasica para contrastar la bondad de ajuste, presenta dos
inconvenientes al tratar de comprobar la hipotesis que los datos se distribuyen Poisson:

(a) seleccién de celdas y (b) estimaciones del pardmetro ¥ para datos agrupados.

Giirtler y Henze (2000) [11] presentan una variedad de procedimientos para con-
trastar (1.11). La distribucién nula de los estadisticos considerados dependen del ver-
dadero y desconocido valor del parametro. Ni siquiera su distribucién asintotica es libre,
es decir, también depende del parametro. Por ello, estos autores emplean un bootstrap

paramétrico para estimar los valores criticos o los p—valores.

En las siguientes subsecciones estudiaremos algunos de los contrastes presentados
por Giirtler y Henze (2000) [11].

1.5.1.1. Indice de dispersién de Fisher. Estadistico IA]nzz

Indice de dispersién de Fisher

Puesto que la media y la varianza de la distribuciéon Poisson son iguales, entonces
el cociente entre sus estimadores deberia estar cercano a 1. Especificamente,
~9 n Y )2
g le:l(Xj Xn)

5= - ~ 1. (1.12)

Un procedimiento para contrastar el test estadistico dado en (1.11) es rechazar Hy

para valores pequenios o grandes del indice de dispersién de Fisher, dado por

Estadistico 032

De (1.12) y del indice de dispersion de Fisher, resulta
D,~n <= (D,—n)*=~0.
Por lo tanto, para contrastar las hipdtesis en (1.11), se rechaza H para valores “grandes”
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Como )
2 L N2 L 2
(vedse por ejemplo Rayner, Thas y Best (2009, p. 156) [38]).

Asi, se rechaza Hy: X ~ P(V) si Py, ((7,32 > c> =a, donde ¢=xj, ,. Porlo
tanto, se rechaza Hy: X ~ P(0) si

_ 2
1 [ (X; - X,)? 5
m (E — < nl > Xii-a-

j=1 "

Observacion 1.5.1 El test basado en el estadistico Uan no es un test consistente pues
estda construido en base a momentos, especificamente se centra en la propiedad que la

media y la varianza para la distribucion Poisson son iguales.

1.5.1.2. Contrastes basados en la funcién generatriz de probabilidad empiri-

ca

Estadistico R,, 4

Puesto que la distribucién de X esta caracterizada por su fgp, obtenemos que si X
se distribuye segtin una ley de Poisson, entonces su fgp esta dada por

g(t;9) = Ey(t*) = exp{d(t — 1)},

la cual puede ser estimada por su fgpe

171
W) ==Y tY de X1, X,,..., X,
gn() nz € A1, Az

j=1
Por tanto, parece natural basar un contraste de H, sobre

Ga(t) = v (gn(t) - g(t;én)) L0<t<l. (1.13)

Noétese que, bajo Hy, G,(t) es la diferencia de dos estimadores consistentes de
g(t;9). Por lo que un test razonable para contrastes deberia rechazar Hy para valores
“grandes” de R, , definido por

1
Rpa = / G2 (t)t"dt,

0
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donde a > 0 es una constante. Elegir un valor grande de a significa colocar mas peso
cerca del punto extremo t = 1.

Observacion 1.5.2 Para a = 0, se obtiene el estadistico sugerido por Rueda et al.
(1991) [40] y el caso general, cuando a > 0, fue propuesto por Baringhaus et al. (2000)

[2].

Estadistico T,

Es otro estadistico para contrastar Hy, el cual estd basado en el hecho que g¢(¢;9)
es la tnica fgp que satisface la ecuacion diferencial

donde ¢(t) denota la fgp de la variable aleatoria X.

Si Hy es cierta, entonces

X gn(t) — g,(t) = 0, Vt.

Por lo que un test razonable para contrastar la hipdtesis nula deberia rechazar H,
para valores “grandes” de T),, definido por

T =n [ {Fusutt) = o0},

donde a > 0 es una constante. Elegir un valor grande de a significa colocar mas peso
cerca del punto extremo t = 1.

La distribucion de los estadisticos R,, y 1. es desconocida para tamanos de
muestra finito. Un modo cldsico de aproximar la distribucion nula es mediante la dis-
tribucién asintética nula.

La convergencia débil de los estadisticos R,, y 1,, estd dada en el resultado
siguiente, cuya prueba sigue pasos similares a los dados en la demostracién del Teorema
2.1 en Baringhaus y Henze (1992) [3].
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Teorema 1.5.3 (Gurtler y Henze (2000) [11]) Sea { X1, Xn2, ..., Xnn}t, n>1, un
arreglo triangular de v.a. iid en cada fila, tales que X,1 ~ P(9,), donde 0 < 9 =
lim 9, existe. Sean G, (t) definido como en (1.13) y

n—oo

én(t) = \/ﬁ (Xn gn(t) - g;’b(t)) ,0<t <1,
donde .
gt = -0 gt = exp{ Bt - 1)}

R A _ 1
1911 = ﬁn(Xn,la Xn,2> s 7Xn,n) = Xn = - ZXn,j-

Entonces se cumple lo siguiente:

1
(1) Rna i>/ Z2(t)t*dt, a >0, donde Z(-) es un proceso Gaussiano centrado con
0

nucleo de covarianza

K(u,v) = exp{d(uv—1)} = {1+ (u—1)(v—1)}exp{d(u+v—2)}, 0 <u,v <1.

1
(1) Tha i>/ Z2(t)t*dt, a >0, donde Z(-) es un proceso Gaussiano centrado con
0

nicleo de covarianza

}N((u, v) =9 {1 +9(1 —u)(1—2v)} exp{Id(uv — 1)} — Jexp{P(u+v —2)},
donde 0 < u,v < 1.

Ademés, Giirtler y Henze (2000) [11] demuestran que los test basados en los es-
tadisticos R, , y T, son consistentes frente a alternativas fijas.

Un modo alternativo de aproximar la distribuciéon nula de los estadisticos antes

citados es usar un estimador bootstrap paramétrico, que se describe como sigue:

Denotemos por W, a uno cualquiera de los estadisticos anteriores (R,, 0 Ty4).
Sea H,y(t) = Py(W, < t) la funcién de distribucién de la distribucién nula de W,
cuando v es el verdadero valor del parametro. El método bootstrap estima el cuantil
de H,y(t) mediante el (1 —a)-cuantil de H, ; , que se aproxima mediante simulacién,
empleando los siguientes pasos:
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e Generar B seudo-muestras aleatorias de tamano n con distribucién P(¥,), es

decir, generar X7, X7y, ..., X},,j=1,2,..., B iid de acuerdo a P(d,).

Jb

e Calcular W}, =W, (X}, X},,..., X},), paraj=1,2,...,B.
e Sea H x( ZI {W}, <t} para la funcién de distribucién empirica de

Wi Was - WB,n y Wig < Wip < ... < Wg. 5 para sus estadisticos de
orden.

Finalmente, el valor critico, ¢ 5, estd dado por

Wha—ays si B(1 — «) es un entero,
. :

Cn,B -
Wis(_ays1p» 1 oOtro caso,

donde [y] es la parte entera de y.

Estadistico V,,

Motivados por el hecho que atQ log g(t;9) = 0, Nakamura y Pérez-Abreu (1993) [33]
propusieron la suma de los cuadrados de los coeficientes del polinomio ¢2(t) 2 T log gn(t)

como un estadistico para contrastar (1.11).
Como

82 "(t)%gn@) - {%gn(t)}

e log g, (t) = 200 : (1.14)

llamando N, (t) al numerador y puesto que g, (t) = Z tXi, obtenemos
i=1

Debido a que g2(t) > 0, V¢, entonces de (1.14)

92
e log g,(t) =0 < N,(t) =0, Vt.
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Haciendo X,y = max{Xy, Xo,..., X,,} y notando que N, (t) es un polinomio aleato-
rio en ¢ de grado d,, = 2.X(,) — 2, obtenemos

dn
Na(t) = axt”,
k=0

donde
1 n
ax = — Y XX - X; - DH{Xi+ X;— 2=k}, 0<k < d,.

ij=1
Por lo tanto

N,(t) =0, Vt <= a;, =0, 0<k <d,.

Asi, un estadistico para contrastar Hy es considerar la suma de los cuadrados de
los coeficientes polinomiales, esto es,

= — > XX = X = DX(X = X = DI{X + X = X+ X},

B4k, 1=1
que expresa a V,, como un V-estadistico con un niucleo de orden 4.

La distribucién nula y la distribucién asintética nula de V,, son ambas desconocidas.
No obstante, Nakamura y Pérez-Abreu (1993) [33] observaron numéricamente que la

distribucién nula de
v nVy,
n ( Xn)1.45

es aproximadamente independiente de .

1.5.2. Tests de bondad de ajuste en dimensiéon dos

El objetivo de este apartado es contrastar
Hy : (X1, X3) ~ PB(01,05,05), para algtin ¢y, 60y, 03 > 0,

(1.15)
H (Xl,Xg) no se distribuye PB<91,92,93), V01,92,93 > 0.

Hasta donde conocemos, existen tres tests estadisticos para contrastar (1.15). A
continuacion los describiremos brevemente y expondremos lo esencial de cada uno de

ellos.
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1.5.2.1. Test T de Crockett

El estadistico propuesto por Crockett (1979) [6], T, estd basado en una forma
cuadratica en Zx, = Sg(l - X1y Ix, = S%Q — X, donde )_(1,)_(2,5%1 y S_?(Q son las
medias y varianzas muestrales, respectivamente. El objetivo es encontrar la matriz de

varianzas y covarianzas de Zx, v Zx,.

Se tiene que var(Zy,) = var(S%,)+ var(X;) — 2 cov(S%,, X1). De Stuart y Ord
(1987, Volumen I, p. 338) [43], obtenemos que

2
var(Sil) _ 4 nluQ’

donde py es el k-ésimo momento central definido en la Subsecciéon 1.4.3.

Como p; = 0, de Stuart y Ord (1987, Volumen I, ejemplo 10.2, p. 323) [43]

cov(S%,, X1) = s
n’
Asi,
0, + 3602 —02 0 0 6?
var(Zy,) = AT T 50 o
n n n n
y similarmente,
92

var(Zx,) = QE.
Puesto que,
cov(Zx,, Zx,) = cov(S%,, S%,) + cov(X1, X2) — cov(S%,, X2) — cov(X1, 5%,),
de la primera ecuacién de (2.1.19) en Kocherlakota y Kocherlakota (1992, p. 40) [26]

M22—M20M02

COV(SX17SX2) = COV(TTLQ 0, Mo 2) "

donde p, 5 es el (7, s)-ésimo momento central, descrito en la Subseccién 1.4.3, ademads
1 n
mys = ﬁ Z(Xu - Xl)r<X21' - X2)s-

De Kocherlakota y Kocherlakota (1992, p. 43) [26]

- 1 0
COV(Xl,X2> = — COV(Xl,XQ) = —3
n
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y de (2.1.17) en Kocherlakota y Kocherlakota (1992, p. 40) [26]

. - 2 - —2
cov(Sf(l,Xg) — cov(mag, mo1) = 21 — M20M0,1 T N1,1M1,(;1N0,0 2,1 10,0 M1,0M1,1.

Haciendo los calculos respectivos obtenemos

92
COV(ZXl, ZX2) = 2—3
n

Asi, si V' denota la matriz de varianzas y covarianzas de Z = (Zx,, Zx,), entonces
los resultados de esta secciéon muestran que

2 [ 07 62
v==1{ " .
n\ 03 03
Usando los estimadores X1, X5 y mi11 = Sx,x, (covarianza muestral) para 61,6, y
05, respectivamente, Crockett (1979) [6] demuestra que, bajo Hy,

T=2zV"'2T L v~ 2
con lo cual se consigue el estadistico propuesto por dicho autor, dado por

X3 (5%, ~ %" 25K, (S, — X (8%, — o) + X2 (5%, ~ K)’

T = ==
XPXS = S%x,

NS

Asi, se rechaza H si
2
T 2 X2,a7

donde Xia, para 0 < a < 1, denota el percentil « superior de la distribucién x? con 2
grados de libertad.

1.5.2.2. Test Ip de Loukas y Kemp

Loukas y Kemp (1986) [30] desarrollaron un test para la DPB basado en lo que
llamaron indice de dispersion bivariante y denotaron por /g, pues es una extension del
indice de dispersion univariante.

Con el objetivo de obtener Ig, consideremos ahora una muestra aleatoria simple
(X117X21)7 (X127X22)7 R (X1n7X2TL)7 tal que <X1k7X2k> ~ PB(01792793)7 para k=
1,2,...,n, donde 6; > 03, Oy > 05 y 03 > 0.
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Si 01, 05 y 05 son conocidos, entonces el indice de dispersion bivariante toma la forma

n

> (W = 20WWai + W3)

i=1

1

In =

X — 0, 6
donde W;; = =2 7=1,2i=12,....,ny p= 5

NG VoS

Bajo las condiciones del Teorema 1 en Loukas y Kemp (1986) [30], dichos autores

muestran que Iz se distribuye aproximadamente como una variable y? con 2n grados
de libertad.

En la situacion préactica usual, cuando 6, 83 y 63 son desconocidos, entonces
Loukas y Kemp (1986) [30] definen el indice de dispersién bivariante como

{(Xlz - X1)2 o 2512(X1'i - X1)<X21 - XQ) + (X2z - XZ)Q}
Xy X1 X X

St
e

_ n(XaSF — 257, + X153
X\ X, — 5% ’

donde X; y X5 son las medias muestrales, Sf y 522 son la varianzas muestrales y S
es la covariaza muestral.

Como en este proceso se debe estimar el parametro 6, entonces se pierden tres
grados de libertad y por tanto, este nuevo Iz se distribuye aproximadamente como una
x? con 2n — 3 grados de libertad, como lo mencionan Loukas y Kemp (1986) [30].

Asi, se rechaza Hy si
2
]B Z X2n—3,a7

donde Xgnfaa, para 0 < o < 1, denota el percentil o superior de la distribucién x? con
2n — 3 grados de libertad.

Observacion 1.5.4 Si 61,0, y 03 son desconocidos, entonces Loukas y Kemp (1986)
[30] aproziman 6, y Oy por sus estimadores mdximo verosimiles, esto es, 6, = X, Yy
by = Xo, y el estimador de 03 que, como debe calcularse por métodos numéricos, lo
aproximan por la covarianza muestral, es decir, 05 = Sys.
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1.5.2.3. Test NIp de Rayner y Best

Rayner y Best (1995) [37] expresaron el estadistico de Loukas y Kemp (1986) [30],
I, como sigue

n (S% S%x | S%
I L gk T 1.16
BTz <X1 X X)) (1.16)

SX1X2
VX1 X

S%, son la varianzas muestrales, y Sx, x, es la covariaza muestral.

donde p = es un estimador de p, X; y X, son las medias muestrales, Sg(l y

De (1.16) se observa que

S? 1 (53 S?
sio pr=2e s Z (20 X2 ) entonces Iz < 0.
XX, 2\ X1 X,

Por lo tanto, cuando p crece hay una probabilidad creciente que Iz sea negativo y su
distribucién no sea bien aproximada por una y?. Para remediar esta situacién, proponen

utilizar un nuevo estadistico, lo llaman NIg y lo definen mediante la expresion

n S3% [S% 5% S%
NIp = 219 2 X1 X2 X2
B 1 —r2 X1 " X1X2 * X2 ’

donde, el estimador de p es el coeficiente de correlacién muestral, dado por

Zn:(Xlz X1)(Xai — X2)

=1

N

=1

T =

Al igual que Ig, bajo Hy, NIg = x3, 5. Por lo tanto, se rechaza Hy si
N[B = X%n—?),oa?

donde Xgn,gva, para 0 < o < 1, denota el percentil a superior de la distribucién x? con
2n — 3 grados de libertad.

Observaciéon 1.5.5 Los tests estadisticos T, Ig y N1g no son consistentes, pues estan
construidos en base a los momentos, especificamente se basan en que los dos primeros
momentos poblacionales son iguales.

31



Observaciéon 1.5.6 Para efectos de programar los estadisticos T, Ig y NIg, Rayner
y Best (1995) [37] hacen notar que Crockett (1979) [6] usa (n — 1) como divisor para

calcular S%, y S%,, y dwisor n en Sx, x,, en cambio Loukas y Kemp (1986) [30] usan
el divisor n para calcular S, 5%, ¥ Sx,x,-
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Capitulo 2

Estadisticos tipo Cramér-von Mises

2.1. Tests estadisticos

Sean X1 = (X171, Xo1), X2 = (Xi2, X92), ..., X, = (Xiqn, Xop) vectores aleatorios
iid de X = (X;,X,) € NZ. Basdndonos en la muestra aleatoria X1, Xo,..., X,
nuestro objetivo es contrastar la hipdtesis

HO . (Xl,XQ) ~ PB(Ql,QQ,Qg), para algﬁn (01,92,93) - @,
contra la alternativa
H1 . (Xl,XQ) lead PB(91,92,03), V(91,92,03) € 0.

Con este proposito, aprovecharemos algunas de las propiedades de la fgp que nos per-

mitiran proponer los siguientes dos tests estadisticos.

1. De acuerdo a la Proposicion 1.2.2, un estimador consistente de la fgp es la fgpe.
Si Hy es verdadera y 6, es un estimador consistente de 6, entonces g(u;6,,) estima

consistentemente la fgp de los datos.

Como la distribucién de X es determinada de forma tnica por su fgp, g(u),
u € [0,1]%, un test razonable para contrastar H, deberfa rechazar la hipétesis

A~

nula para valores “grandes” de R, ,,(6,) definido por

Ryw(6,) = /0 1 /0 1 G2 (u; 0,)w(u)du, (2.1)
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donde
Gn(u; én) =/n {gn<u> — g(w; én)} ;

0, = én<X1,X2, X)) = (éln,égn,égn) es un estimador consistente de 6 y
w(u) es una funcién medible de peso tal que w(u) > 0, VYu € [0,1]%, y

/01 /01 w(u)du < oo. (2.2)

Este tltimo supuesto sobre w asegura que la integral doble en (2.1) es finita para

cada n fijo.

A~

R, (0,) es una extension bivariante de los estadisticos propuestos por Rueda et
al. (1991) [40] y Baringhaus et al. (2000) [2] para contrastar la bondad de ajuste
a la distribucién Poisson univariante, tal como se vi6 en la Subseccién 1.5.1.2.

. Puesto que la fgp de la distribucion Poisson univariante con parametro \ es la
unica fgp que satisface ¢'(t) = Ag(t), Baringhaus y Henze (1992) [3] propusieron
un test estadistico que se basa en el analogo empirico de esta ecuaciéon, presentado
en la Subseccién 1.5.1.2.

Con el fin de extender este test al caso bivariante, primero tenemos que encontrar
una ecuacion o un sistema de ecuaciones cuya tnica solucién sea la fgp de la DPB.
La siguiente proposicion establece dicho sistema.

Proposicién 2.1.1 Sea Gy = {g: [0,1]*> — R, tal que g es una fgp y %g(ul, Us),
i = 1,2, existen Y(uy,uz) € [0,1]*}. Sea g(ui,uq;6) como en (1.6). Entonces
g(uy,us; 0) es la unica fgp en Gy que satisface el siguiente sistema

Di(u;0) =0, i=1,2, Yuecl0,1]? (2.3)
donde P
Dy(u;0) = a_ulg(“l’ uz) — {61 + O3(uz — 1) }g(ur, ug),
0
Dy(u;0) = 8_1@g<u1’u2> — {0y + 03(uy — 1) }g(uq, us).

Demostracién Sea (X1, X2) un vector aleatorio y sea g(ui, us) = E (ugu3?)

su fgp. Entonces, de la primera expresion en (2.3)

0
D log g(uy,us) = 01 + O3(us — 1). (2.4)
Uy
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Integrando (2.4) sobre uy, obtenemos

g(ur,ug) = exp{oi(uz) + bruy + 3(ug — 1)u },
exp{gb(uz) + 91(u1 — 1) + 93(U1 — 1)(U2 — 1)},

donde ¢(ug) = ¢1(ug) + 01 + b3(uy — 1).
Procediendo similarmente, de la segunda ecuacién en (2.3) obtenemos
g(ur,uz) = exp{p(ur) + O2(ug — 1) 4+ O5(ug — 1)(uz — 1)}.

Asi, necesariamente ¢(uy) = 01(u; — 1) y ¢(ug) = 0o(uy — 1), en otras palabras,
la fgp de la DPB es la tnica solucién de (2.3). O

Por la Proposicién 1.2.2, g(u) y sus derivadas pueden ser estimadas consistente-
mente por la fgpe y las derivadas de la fgpe, respectivamente. Asi, si H, fuera

cierta, entonces las funciones

. P . .
Dln(uy en) = _gn(ulauQ) - {eln + 6371(“2 - 1)} gn(u17u2)7

8;“ (2.5)
Doy (u;6,,) = 8—u29n(ul7u2) — {92n + 05, (ug — 1)} Gn(u1,ug),

deberian estar cerca de 0, donde 6, es un estimador consistente de . Asi, para
contrastar H, consideramos el siguiente test estadistico

Snw(0) = n /0 1 /0 1 [D2,u:0,) + D3, u:0,)} wiu)du, (2.6)

donde la funcién de peso w(u) es como la definida en el {tem anterior.

Notar que la fgp de X estd en Gy si y sélo si E(X;) existe, i = 1,2.

En los dos casos anteriores, un test razonable para contrastar H, deberia rechazar

la hipdtesis nula para valores grandes de cada test estadistico. Ahora, para determinar

qué son los valores grandes en cada caso, debemos calcular la distribucién nula de cada

test estadistico o al menos una aproximacion de cada una de ellas.

Puesto que las distribuciones nulas son desconocidas, trataremos de aproximarlas.

Un modo clésico de estimar la distribucion nula es mediante la distribucién asintética

nula. En la siguiente seccién estudiaremos esta situacién.
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2.2. Aproximacién de la distribucién nula

2.2.1. Distribucion asintotica nula

~ A~

Como un primer intento de aproximar la distribucién nula de R,, ,,(6,,) y de Sy, (65)
obtendremos sus distribuciones asintoticas nulas. Con este propdsito, supondremos que

el estimador 6, satisface la siguiente condicién de regularidad.

Supuesto 2.2.1 Bajo Hy, si 0 = (61,02, 03) €O denota el verdadero valor del pardmetro,

entonces
. 1 <&
Vi (.- 0) = = Zzle (X::0) + 0,(1),
donde £ : N2 x © — R? es tal que

Ep{£(X1;0)} =0 e R?

J(0) = Eg{ﬂ(Xl;G)TE(Xl;H)} < .

Aqui, 0, (1) es un vector que consta de 3 elementos o,(1).

Observacion 2.2.2 El Supuesto 2.2.1 no es restrictivo pues lo cumplen los estimadores

mas usados comunmente, como son los citados en la Subseccion 1.4.5.

Para obtener la distribucién asintética nula de me(én) y de Smw(én), la plataforma
de trabajo que usaremos serd el espacio de Hilbert separable H = L? ([0, 1]?, w) definido

por

11
H = {cp :10,1]* = R, medible, tal que ||g0||i = / / o(u)*w(u)du < oo} :
o Jo

con producto escalar (¢, ), = fol fol d(u)(uw)w(u)du.

En dicho espacio de Hilbert H, tenemos que

" Rn,w(én> = HGn(én)Hi» con Gn(u;én) =7 ZG(XiQénQU)a u € [0, 1]27

donde
G(X; én,u) = uuy? — g(u;0,),i=1,2,...,n.
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1 & X
n Snw(0n) =121l + | Zonll, con Zy,(u) = %ka(xi;en;u), k=1,2,u¢€

[0,1]2, donde
‘/I(Xi;én;u> Xy I{Xy; > 1}UX“_1 Ug(m — {‘91n + ‘93n(U2 — 1)} . U§2i,

Vo(Xs; én; u) = Xos I{Xo; > 1} u{(“ ug(“_l — {égn + égn(ul — 1)} u{(“ ugm,

1=1,2,...,n.

El siguiente resultado proporciona la distribucién asintética nula de anw(én) y

Spao(0).

Teorema 2.2.3 Sean X, Xs,..., X, vectores aleatorios iid de X = (X1,X3) ~
PB(0). Supongamos que se cumple el Supuesto 2.2.1. Entonces

(0) Ru(0n) = | Rall%, + 72,
donde Py(|r,| > ¢) — 0, Ve > 0, R, (u) ZRO (X4;0;u), con

RY(X;:0;u) = uuy® —g(u; 0) {1+€(X;;0) (ur—Liug— 1, (us— 1) (ua— 1)) "},

o) A
Spaw(tn) = ”SlnHi + HSZnHi + Sn, (2.7)

1 n
donde Py(|s,| > ) — 0, Ve > 0, Sg,(u) = NG ZS,?(XZ»;Q;U), k=12, con
i=1

S(lJ(X,L, 9, u) XM [{Xlz 2 1} UXM_I XQZ — {01 + 63(U2 — 1)} X 'LLéXQi
—g(u;0)€(X3;0) (1,0,us — 1) 7,
SS(XZ, 9; U) Xgl ]{XQZ 2 1} UXIZ X2271 — {92 + 93(u1 — 1)}UX“ Xai
—g(u;0)€(X;;0) (0,1,u; — 1) ",
Ademas,
Ryl 0,) H Z )\Rxlj
j>1
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~

Snw(0n) —>Z>\SX1]

7j>1

donde X3, X3y, ... son v.a. independientes x* con 1 grado de libertad y los conjun-
tos {\ o1 y {AT}=1 son los autovalores no nulos de los operadores Cr(0) y Cs(0),
respectivamente, definidos sobre el espacio de funciones

{7 : N2 = R, tal que Ep{m*(X)} < 00,V0 € O}, como sigue
Cr0)1(z) = Eg{hr(z,Y;0)7(Y)} vy Cs(0)7(x) = Eg{hs(z,Y;0)7(Y)} (2.8)
donde
r(z,y; 0 //ROxHURO(y,Ou)()d

s(x,y; 0 / /0 (25 0;u)SY(y; 0; u)w(u)du. (2.9)

k=1

Demostracién  Solamente presentaremos la demostraciéon de la parte (b), pues la
demostracién de la parte (a) sigue pasos similares.

Por definicién, Snw( w) = 1212, + | Zanl2,,

Por desarrollo en serie de Taylor,
1 — 1 1
Zin(u) = NG ;Vk(Xi;H;u) +- ZQIE N(X3:0:u) V(B — 0)T + G, (2.10)

k =1,2, donde

0 = ozén—f—(l—a)Q, paraalgin 0 < a <1y Q,(f) (x; U, u) es la matriz de orden 3 x 3 que
contiene las derivadas de segundo orden de Vj, (:v; Y, u) con respecto a ¥, para k =1, 2,

Q) (w505 u) = (QUY (3 9 ), Q1 (w395 w), QY (a3 93) )
donde ij (x;05u) = 8‘?9]‘/ (x;0;u), para k =1,2, j =1,2,3.
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Como las primeras derivadas son
W (2 0;u) = —uu22(1,0,up — 1), g)(w;ﬁ;u) = —ui'uz?(0,1,uy — 1), (2.11)

entonces,

;,;)(Xl;e;u)’ <1, para k=1,2, j = 1,2,3, Yue|0, 1%
Asi, considerando (2.2), resulta

2
EQ{HQIE? (X1:0:)| } <oo, k=12, j=123 (2.12)
H

Como, para k = 1,2, 7 = 1,2, 3, tenemos que

E, {%iQQJ)(Xw@’“)} = —Eg [{Q (Xl;@;u)}Q]—i-nn ! [EQ{Q(1)<X1;9;U)H27

entonces
2
Ee{ ZQ (X 550;) - EQ{Q,EE’(Xl;e;u)}}
Ey [{QJ%)(X159§U)}2] ! [EG{Q(I)(XBQ;U)HQ

) {{Q;%)(Xl; 0; U)}j :

Usando la desigualdad de Markov y (2.12), se logra

>€]
H

< Loyl +o

S|

<

S|

%i@i?(Xi;@;u) {Q(l)(XnG;u)}
=1

para k=1,2, 5 =1,2,3.
Asi, obtenemos que
1 & —g(u;0)(1,0,us — 1), sik =1,
=Y QX0 B { Q0 (X050 | = o
' —g(u;0)(0,1,u3 — 1), sik=2,

(2.13)
en H.
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De (2.11) se sigue que Q,(f)(x;ﬁ; u) =0 (la matriz nula de orden 3 x 3), k=1,2y
asi qr, = 0.

Ahora, por el Supuesto 2.2.1 y como ¢, = 0, entonces, (2.10) se puede escribir
como

Zuof) = == Z Ve(Xa050) + By { QP (X 10,00} £(X )]

+ By { QP (X1 050) 0, (1)
Asi, de esta ltima ecuacién, y de (2.12) y (2.13)

an(u) - Skn(u) + Skn,

donde ||sgnlln = 0,(1), kK =1,2.

Por otra parte, observar que
2 2
i=1 j=1

donde, hg(z,y;0) es como el definido en (2.9) y satisface hg(z,y;0) = hs(y,z;0),
Eo{h%(X1,X2;0)} <oy Eg{|lhs(X1, X1;0)|} < .

Ademas, por la Proposicién 2.1.1 y el Supuesto 2.2.1

Eg{hs(xl,XQ;e)}:/o /0 > E{SY(X1;0;u)} Eg{ S)(X2;0;u)} w(u) du = 0.

Por dltimo, como hg es degenerado, Ep{hs(X;,X;0)/X 1} = 0, entonces, por el
Teorema 6.4.1.B en Serfling (1980) [42]

L
1Sl + 1522, = Y AT X3S (2.14)

Jj=1
donde x2,,x2,, ... y el conjunto {)\f }i>1 son como los definidos en el Teorema.

De (2.14) se desprende que [|Sy,||?, + [|S2nll?, = Op(1).

Ahora, como
1 Zsnllz = 11Sknll; + Nsknll + 2(Skns Skn)ss k= 1,2,
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y puesto que  (Skn, Skn)s, < ISknlls, |Sknll,, = 0, (1), entonces
Ay L
Snaw(Bn) = D AT,
Jj=1

Lo cual concluye la demostracién del resultado. [

~ ~

La distribucién asintética nula de R, ,,(6,) v de S, ., (6,,) depende del desconocido
verdadero valor del parametro #, por tanto, en la practica, no proporcionan una soluciéon
util al problema de estimar la distribucion nula de los respectivos tests estadisticos.
Esto podria solucionarse al reemplazar 6 por 0,.

Pero una dificultad mayor es determinar los conjuntos {Af'};>1 y {Af};>1, puesto
que, en la mayoria de los casos, calcular los autovalores de un operador no es una tarea
simple y en nuestro caso, debemos obtener también las expresiones de hg(x,y;0) y
hs(z,y;0), que no son ficiles de encontrar, pues dependen de la funcién £, que por lo

general no tiene una expresion sencilla.

Asi, en la siguiente subseccion consideramos otra forma de aproximar la distribucion

nula de los tests estadisticos, el método bootstrap paramétrico.

2.2.2. Aproximacion bootstrap de la distribucién nula

Un modo alternativo de estimar la distribucién nula es mediante el método boot-
strap paramétrico.

Sean X1, X, ..., X, vectores aleatorios iid que toman valores en NZ. Supongamos
que 971 = en(Xth, ce ,Xn) € 0.

Sean X7, X5, ..., X vectores aleatorios iid de una poblacién que se distribuye
segun la ley PB(éln,égn,égn), dado X1, X,,..., X, y sea R;w(é;) la versién boot-
strap de Rn,w(én) obtenida al reemplazar X, Xo,..., X,y 0, = én(Xl, Xo, ..., X )
por X7, X5, ..., X5y 0r = 0,(X*, X5,..., X", respectivamente, en la expresion de

~

Ry (0n).
Ademas, sea P, la ley de probabilidad condicional bootstrap, dado X1, X, ..., X,,.
En forma andloga se describe S,’;}w(é;;), la versién bootstrap de S, ., (6,).

Para probar que el método bootstrap se puede usar para aproximar consisten-

temente la distribucién nula de R, ,(0,), o de S,.,(6,), supondremos las siguientes

hipdtesis que son un poco mas fuertes que el Supuesto 2.2.1.
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Supuesto 2.2.4 Se cumple el Supuesto 2.2.1 y las funciones £ y J satisfacen

1. supyce, By [||£(X;19)||21'{||£(X;19)|| >~} — 0, cuando v — 00, donde Oy C ©
es una vecindad abierta de 6.

2. L(X;0) y J(U) son continuas como funciones de O en ¥ = 0 y J(¥) es finita
Vi € Oy.

Tal como se establecié en la Observacion 2.2.2, el Supuesto 2.2.4 no es restrictivo
pues lo cumplen estimadores cominmente usados.

Para mostrar que el método bootstrap aproxima consistentemente a la distribucion
nula de R, ,(0,), o de S, (6,), nos sera 1til el siguiente resultado, que lo volveremos
a usar mas adelante.

Lema 2.2.5 Supongamos que se verifica el Supuesto 2.2.4 y que 6, =2 0, para algun
0 € ©. Entonces

~

i(r, 85 9 VP(r,s;0,) — £;(r,s;0)P(r, s; 9)‘ =o(1l), 1=1,2,3,

donde P(r,s;¥) = Py(X1 =1, Xy = s), VU € Oy.

Demostracién Solamente presentaremos la demostracién de la parte (b), pues la
demostracién de la parte (a) sigue pasos similares.

2= >t >

7,520 1s>0; |(r,s9)|[>y s>0; [|8(r,s9)]| <y

Como

consideraremos por separado cada uno de estos sumandos.

Caso ||€(r,s;9)|| >~y Tengamos presente que Ey (X2) = 0y + 03. Sea & > 0 arbitrario
pero fijo. Por el Supuesto 2.2.4 (1), 3y = v(¢) > 0 tal que

62

sup Z 1€(r, s;9)||*P(r, 5;9) <

T €8 (2.15)
lers)l|> 4 4(02 +03)
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y por tanto

sup Z s |€;(r, s;9)P(r,s;09) — £;(r, 5;0)P(r, s;0)| < ¢, (2.16)

lersid)l|> 4
1 =1,2,3, pues, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

ZS |£Z(T,S719)P(T',S,’l9) —EZ(T,S,G)P(T’,S,QM

8

< ZS ’ez(r75719)| P(n 87’19) + ZS |£i(7”, 579)| P(T7S;9)

TS r,8
1

< (0, +62) {Z 1€(r, 5;9)||12P(r, s; 19)} + (6, + 62)? {Z 16(r, 5:0) |2 P(r, s: 9)} .

T, Ty

De lo anterior y considerando (2.15), obtenemos (2.16).

Caso ||€(r,s;¥)|| <~ Para esta situacion, primero mostraremos la validez de (b) cuan-

dor,s > M y luego parar,s < M, donde M es una constante positiva que determinare-

mos mas adelante.

Como >, oosP(r,s;0) = Ey(Xz) = U y las P(r,s;9) son continuas como fun-
ciones de 1, entonces dado &1 > 0, IM = M(e1) > 0, de modo que

N sP(r,s:9) > 05 - % Vo € O, C Oy,

r,s<M

siempre que || — 0| < 01, para cierto §; > 0. Por tanto, si ||£€(r, s;9)|| < ~, entonces

Z s |€;(r,s;0)P(r, s;9) — £;(r,8;0)P(r, s;0)| < e1, VI € OgnN{|[J—0| <1},
r,s>M

(2.17)
1=1,2,3, pues

¥y = Z sP(r,s;0) = Z sP(r,s;9) + Z sP(r,s;0) > Z sP(r,s;ﬁ)+ﬁ2—%,

r,s>0 r,s>M r,s<M r,s>M

de donde

Considerando esta tltima desigualdad y el hecho que |€;(r, s;9)| < |[€(r, s;9)|| < 7,
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para ¢ = 1,2, 3, entonces

> s|li(r,s9)P(r, s;0) — £(r, 5;0)P(r, 5;0)|

r,s>M

gy{ Z sP(r,s;9) + Z sP(r,s;O)} < e,

r,s>M r,s>M

lo cual prueba (2.17).

Para r,s < M. Como £;(r,s;9)P(r,s;¥) son funciones continuas en ¥, para i =
1,2,3, se tendrd que Veq > 0, 395 = da(g2) > 0, tal que || — 0] < J2 implica que
r,s<M . M3

y por tanto,

Z s |€i(r, s;0)P(r, s;09) — £;(r, 5;0) P(r, s;6)|

r,s<M

<M Z |€:(r, s;9)P(r,s;0) — £;(r, s;0)P(r, 5;0)| < &2,

r,s<M

siempre que ¥ € {||J — 0| < 2} N Op, para cierto d > 0. Lo cual concluye la de-
mostracion, pues €1 y €9 son arbitrarios. [

También nos sera de utilidad el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.6 Sean X, X, ..., X, vectores aleatorios iid de X = (X1, Xs) €
NZ. Supongamos que se verifica el Supuesto 2.2.4 y que 0, =250, para algin 6 € ©.
Entonces

(a) sup |K(u,v) — K™(u,v)| <=0, donde

u,vel0,1]2
K, v) = B RY(X 50 0) R(X 53 ,50) }
K (u,v) = By { B (X 1;0;0) (X1 050)
con R%(X1;0;u) el definido en el Teorema 2.2.3(a).
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(b) sup ‘KS u,v) — Ks(u,v)| “%0, donde

u,v€[0,1]2
K5 (u,0) = (B SU X150, 0)SU(X 60 | ) 1 < < 2,
K5(u,v) = (Ee{5?(X1;9;U)5§)(X1;9;U)}>,1 <i,j <2

con SY(X1;0;u) el definido en el Teorema 2.2.3(b), i =1,2.

Demostracién Solamente presentaremos la demostracién de la parte (b), pues la
demostracién de la parte (a) sigue pasos similares.

El Supuesto 2.2.4 y 6, <20 implican que

sup
u,ve(0,1]2

E, {S?(X”{;én;U)S?(X”{;én;v)} — Ep {SY(X1;6;u)S) (X 1;6; v)

(2.18)
1<i,j<2.

Para probar este resultado, primero hacemos la resta de las esperanzas en (2.18) y
encontramos, por ejemplo, que

B{SY(X 11005 0) (X3 00 v) } — Ea{ ST(X1:0:)S8(X 1;650)}
= vyt | {00 + 01(r300)00(r301) } 9(r:6,) = {0 + 61 (3 )62 6)} 9(r3)|
= v {61(r30,)62(v30,)g(r:6,) — 1 (13 6) (w3 )g (13 6) }
— 2 {6103 0,)6(r3 )91 00) = 61 (u: )0 (13 0)g (3 0)§
+ G113 00) 0 (v 0,) g (3 0) — 1 (u; ) da(v3 0) g (r; 0)
+ A) { g(w; 0,)9(v; 8,)7(0) — 9(us0)g(v: 0)J(6) } B(v)
903 82)6n (s ) B 00X 53 6.} — 9 (03 0)61 (w3 0) Ea{ul 3 €( X 130)} | B)
g3 00) 0003 ) B 0 v (X 15 0,)f — g s )0 6) En {03 ( X 130)} | A(w)
— 90030 BL (s X3:0.) } — 9(050) o (w1 X1:0)} | B(v)
— |9t 6.) B valv: X1:6,)f — g(us ) Eofuin(v: X1:6)}| Alw)
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donde
rL = Uv1, Ty = Uy, T = (r1,79), A(u) = (1,0,us —1)", B(v) = (0,1,v, —1)7,
r(w;0) =01 +03(wa — 1), go(w;¥) = o+ U3(w1 — 1),  w = (w1, ws),
Ui X3 0) = Xy I{X0 > 1 ui™ g (X3 0),

o(u; X130) = Xo {Xo > 1} 0y ug* ' €(X 13 0),

Las otras diferencias de (2.18) tienen expresiones andlogas a la diferencia de espe-
ranzas anterior. Las situaciones que aparecen en tales esperanzas son de alguno de los
siguientes casos:

» Caso 1: sea f(u,v;9¥) una funcién polinomial en las variables u,v € [0,1]? y
¥ € ©; C Oy, donde ©; es un conjunto compacto que contiene a 6. Luego,
f(u,v;0)g(u; 0) es continua como funcién de u,v y 6, por lo tanto, es uniforme-

mente continua en [0, 1] x ©; y como 6,, =, entonces

sup [ f(u,v;0,)9(u; 0,) — f(u,v;0)g(u; 0)| = o(1).

u,v€e(0,1]2

» Caso 2: como g(u;0)g(v;6)J(0) es continua como funcién de 6, entonces es uni-
formemente continua en ©, donde ©; es un conjunto compacto que contiene a
0. Ademés, como u,v € [0,1]> y 6, =20, entonces

~ ~

)" [g(u; 00)g(v30,) T (00) — glu; 0)g(v:0).(8)| B(w)| = o(1).

sup
u,v€[0,1]2

» Caso 3: sea f(u,v;¥) una funcién polinomial en las variables u,v € [0,1]? y
¥ € ©; C Op, donde © es un conjunto compacto que contiene a . Por lo tanto
f es continua como funcién de ¥ y también lo es g(u;v), luego f (u,v;én) =
Flu,v;0) +0(1) y g(u; 0,) = g(u;0) + o(1), con lo cual

(03 0)g s 0) B {0l T 00X 00) = F(w,030)g(us 0) By Lo 0320(X130)}
= [, 0;0)9(u;0) | B0l 0 €(X1:6,) b — B {03 20(X1:0)}

o f (1,03 6) + g(u; 0) + 1} Bf o] Ty £(X 13 0,) |
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Usando el Lema 2.2.5 y el hecho que 0, € Oy, resulta
Bl T (X350, — Ep{oluie(X1:0)}

=) v {«’fi('f’, 5 6n) P(r, 5;0,) — £i(r, 5;0) P(r, s; 9)}

para ¢ = 1,2, 3. Por lo tanto,

E*{vffvg(;E(X’{; én)} — Byl e(X 9)}‘ — o(1).

Ahora, puesto que J(6,) < oo, entonces

|

Ademds, como |g(u;0)] < 1y |f(u,v;0)] < oo, Yu,v € [0,1]?, entonces

e fofiniexion| < {E. (lexiian )} < o

[0 v:0) B (0 X1:00) } = 0(u,v:0) Enfp(v: X130)}| A(w)| = 0().

sup
u,v€e(0,1]2

donde ¢(u,v;9) = f(u,v;9)g(u;¥) v o(v; X1;9) = v 03 8(X 13 9).

Caso 4: como g(u; 0,) = g(u; ) +o(1), pues es continua como funcién de 9 € Oy,

entonces

9w 0) B X5 T{XG = 1} ol 3% (X0, }

— g(u;0)Eg { X2 I{X> > 1} v 032 1€(X 1;0) }
= g(u;0) {E{Xz X5 > 1} o) oy (X 9n)}
—Ep {Xo I{X> > 1} 0" 0327 0(X 3 9)}}

+o(1) E*{X;‘ I{X: > 1} ol o e én)} .
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Usando el Lema 2.2.5 y el hecho que 6, € O, obtenemos

E*{X;[{X; > 1}vf%§5*1£i(X’;;én)} Ep{ XoI{ Xy > 102 4,(X1:0)}

= Z SU?lnvgil {Ei(ras;én>P<r7S;én) —£i<7",5;9)P(T‘,3;9)}

(7, :0,) P(r, 5:00) — &(r, 5 0) P(r, 5:0)| = o(1),

para i = 1,2, 3. Por lo tanto,
|E{ a0 X3360)} = Bola(v: X130)}| = 0(1),

donde 5(v; X1;10) = Xo I{Xy > 1} 0 032 (X 13 09).

Por otra parte,

E{va(: X360} < (B0} (B (e ) ) < o,
con lo cual,

|93 ) B { (03 X730, — (1 6) Enf (w5 X130)}| A(w)| = o(1).

sup
u,ve(0,1]2

La presentacion de estos cuatro casos generales muestran que se verifica (2.18) y
con ello se consigue el resultado. [

Teorema 2.2.7 Sean X1, X, ..., X, vectores aleatorios #id de X = (X1, X5) € N3.
Supongamos que se verifica el Supuesto 2.2.4 y que én =250, para algin 6 € ©. Entonces

{R* (@) < :c} ) {me(én) < x}’ <3y,

zeR

P, {S;;M(é:;) < x} _ PR, {sn,w(én) < x}‘ LN

z€R

Demostracién Solamente presentaremos la demostracion de la parte (b), pues la

demostracién de la parte (a) sigue pasos similares.

Por definicién, S, (05) = 1Z5 1% + 1 Z3, )12, con
Z; (u ka X505u), k=1,2.
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Siguiendo pasos similares a los dados en la demostracién del Teorema 2.2.3(b) se puede

ver que
Zl:n(u) = Sl)ckn(u) + SZ:m k=12,

con ||s,|lx = o0, (1) cs., k = 1,2, donde S}, (u) es definido como S,(u) que aparece

en el Teorema 2.2.3, con X; y 0 reemplazados por X y 6, respectivamente.

Por conveniencia analitica, ahora consideraremos el siguiente espacio de Hilbert

separable:

Hi = {gp 110,11 — R?, donde @(u) = (¢1(u), p2(u)) es una funcién medible tal que

ot = i+ bt < oo}.
0,1
con producto escalar

(61, 02). (b1, ), = / [ ()b () + o (u)efn()} wlus)dus < oo,

[0,1]2
Claramente, H(pHil = [lo1ll2, + ll2ll?,-

Sea

Vil =3 Viw)

donde ]
Vi(u) = —= S(X 5 0,:u), 1<i<n,
n \/ﬁ (2
S(X 53 0uiu) = (SUX5: 00 0), S§(X S 0iw)) 1< i < (2.19)

Observar primero que Y, (u) tiene medias cero y momentos segundos finitos, para
1 < i < n, siempre que 6, € Oy, lo cual ocurre c.s. porque 6,, — 6.

Consideremos el nticleo de covarianza K5 (u,v) = E,{Y(u)"Y;*(v)}, luego
RS (,0) = (B {S0(X53 60 0)SUX 1300 } ) 1 <05 <2

Ademas, sea K*(u,v) = Ey {S(Xl; 0;u)" S(X1;0; U)} donde S es como el definido en
(2.19), es decir,

K (u,v) = (B {S0(X1:0;0)80(X1:050)} ) 1 < i, < 2
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Sea Z un proceso Gaussiano centrado cuyo operador de covarianza C' es caracteri-
zado por

(Cf )y, = cov((Z, (2, h),) = Eo {2, [ (2, Ry, }

= o f(w) K5 (u,v)h(v) "w(uw)w(v)dudv.
| (2.20)

Por el Lema 1.2.4, (S1,, S2,) L Zen H1, cuando los datos son iid provenientes del
vector aleatorio X ~ PB(f), donde Sk, (u) es como el definido en el Teorema 2.2.3(b),
k=12

Sea {ej : k > 0} una base ortonormal de H;. A continuacién probaremos que se
cumplen las condiciones (i)-(iii) del Lema 1.2.5.

(i) Sea C, el operador de covarianza de Y,*, esto es, sean f,h € H;, luego
<Cnf7 h)q-Ll = COU(<Y7:<7 f>H1 ) <Y7;kv h’>H1) = E*{<Y7:(a f>H1 <Y7;k> h>H1}

= f) B Y (w) Y (v)} h(v (v)dudv
[0,1]*

— - F(w) K3 (u,v)h(v) "w(uw)w(v)dudv. (2.21)

De (2.20), (2.21) y de la Proposicién 2.2.6(b),

lim (Cyey, e1),,, = lim er(u) K5 (u, v)e;(v) Tw(u)w(v)dudy
n—00 n—00 [0,1]4
= / er(w) K° (u,v)e;(v) "w(u)w(v)dudv = (Cey, 6[>H1 = ay.
[0,1]*
(ii) De (2.20), (2.21), de la Proposicién 2.2.6(b) y del item (i), se obtiene

1 (e =1 w) K3 ( ! dud
nl—>HoloZ €y €k) 4, ngl;oZ/()l]4 (u,v)ex(v)  w(u)w(v)dudv

k=0
) )

= E <C€k,€k>H1 = E Al < 00,
k=0 k=0



pues, de la primera ecuacién en (2.20) y la igualdad de Parseval
zakk =S (Cenen) ZEQ{ 02 b =E{1212 } < oo
k=0

(iii) Como |g(u;6,)| < 1, entonces

A~

wﬂxn&mﬂgx;+@m+@n+VMaXﬁaMLvUemu{k:1g.
Sea 0 < M = f (w)du < oo, luego

Wi, < 2 (s + a)

donde A; = (X7; + 01, + égn) + (X5 + 0o, + ng), siempre que 0, € Oy, lo cual
ocurre c.s. puesto que 6, == 6.

Ahora, como

~ ~

A~

1
(X530 + 54 <

A, si 28(X::60,)] < A
entonces
* 2 A 1
< e, | < 2 (X + 54,
implica que
A 1 Vne
I < I36(X50,)| + = A
(0| > e} < 1{pecxsdn + 5a> Y22}

= 1{116X5500)]) > 7, A < 206(X:6,)11}

\/ﬁg ~ }
crdA s YA s (X0 b
{a> 02 A 2jexid,)
e

donde v = 7y(n, &) = 177 es tal que v = oo cuando n — oo, pues 0 < M < oo.

Por lo tanto,

m’ [{‘ m,ekH ‘>€}

16 ; . .-
< = e 01 {6601 > 7, A< 260X 6.1

AM Vne -
! a2 )]

o1



En consecuencia,

5 ek ZE ( nir € [{‘ m,a >7.¢1’ > 5}) S Lln(gaek) +L2n(576k)7
donde,

M
Lunle,er) = = ZE[nu; WP I 16X 0] > 7. A < 21eX5:0,)]}]

— 16ME. [[|e(X 13 00)[12 T €06, > 7, Ar < 20|e(X:0,)]
< 16M sup B, [1€(X 350,11 T{ 160X 00)l| > 7}
9 €6¢

y como 7 — oo cuando n — 0o, entonces, por el Supuesto 2.2.4(1) se concluye
que
lim Ly, (g,ex) = 0. (2.22)

n—oo

Considerando la desigualdad de Holder y el hecho que la funcién indicadora es
tal que 0 < I{C'} < 1, podemos escribir

Lon(e, ex) ZE (A2 { {/—M Ap > 2]6(X75;0 )||})

_ME. (A%I{Al . % A > 2|!£(XT;9n)\|})

<unsfeay® [ (1fa - g 4 aaxiing)]

=AM {E. (A3 VP (P4 > )}

donde t = t(n,e) = 2\? es tal que t — oo cuando n — oo, pues 0 < M < oo.

Puesto que |A4;| = A; y E.(A?) < oo, el Corolario 1.14 (ii) en Serfling (1980, p.
47) implica que P.(A; >t) — 0 cuando t — oo. Ademads, como 0 < M < oo,

entonces
lim Lo, (e, ex) = 0. (2.23)

n—oo

De (2.22) y (2.23), concluimos que

lim L,(e,e;) =0,

n—o0
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de donde se cumple la condicién (iii) de Kundu et al. (2000).

Asi, del Lema 1.2.5, tenemos que Y, Lz , ¢.s., en H;. Como habiamos mencionado
antes, Z es también el limite débil de (Si,,S2,) cuando los datos son iid del vector
aleatorio X ~ PB(0). Finalmente, el resultado sigue del teorema de la aplicacién
continua. [

Observaciéon 2.2.8 Es importante observar que el resultado del Teorema 2.2.7 se

cumple si Hy es verdadera o no.

Si de hecho, Hy es verdadera, el Teorema 2.2.7 implica que la distribucion condi-

cional de R;,w(ég) estd cercana c.s. a la distribucion nula de Ry ., (0y).

Si Hy es falsa, entonces el Teorema 2.2.7 nos dice que la distribucion condicional de

~

R;;w(é;:) y la distribucion de Ry, .,(0,), cuando la muestra es tomada de una poblacion

con distribucion PB(0), estan c.s. cercanas, donde 6 es el limite c.s. de 0,.

Sea
P e = inf{x PR (07) > 1) < a}

el percentil superior a de la distribucién bootstrap de Rn,w(én).

Del Teorema 2.2.7, la funcion test

. { 1, si Rn,w<én) Z T:L,U),CM7

R = )
0, en caso contrario,

o equivalentemente, el test que rechaza H, cuando

R

p* = P, (R:;w(e;:) > Robs) <a,
es asintéticamente correcto en el sentido que, cuando Hj es cierta

lim Pg(\IJ*R = 1) = «,

n—oo
donde Ry, es el valor observado del test estadistico me(én).
Similarmente, sea

n,W,o

s o= inf{x P8 (07) > ) < a}
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el percentil superior a de la distribucién bootstrap de Smw(én).

Del Teorema 2.2.7, la funcién test

. { 17 Si Sn7w(én) 2 S:;,,w,a’
S pu—

0, en caso contrario,

o equivalentemente, el test que rechaza H, cuando

p:; - P* (S:L,w(é'r};) Z Sobs) S Q,

es asintoticamente correcto en el sentido que, cuando Hj es cierta

nll_g)lope( s=1)=aq,

donde S, es el valor observado del test estadistico Sn,w(én).

Como es usual, en la practica, r

*
n,w,o

o p;, deben ser aproximados por simulacion.

Dados X1, Xs,..., X, vectores aleatorios iid de X = (X3, X5) € N2, siguiremos los

siguientes pasos:

(1)

(2)

Observacion 2.2.9 Para aproximar s

Calcular el estimador 6, y calcular R, el valor de me(én) para la muestra

original.

Generar una muestra bootstrap, digamos, X7, X5, ..., X iid desde la distribu-

~

ciéon PB(6,).

Sobre la base del bootstrap, calcular el estimador é; y el valor del test estadistico,

digamos R*.

Calcular Rnw(é;;) para cada muestra bootstrap y denotar por i, b =1,2,..., B,
el respectivo valor resultante.

Aproximar el p—valor bootstrap, p}, por medio de la expresién

card{b: R} > Rups}

pR - B
o aproximar el punto critico, 77, ,, ,, por I} 5, donde a = [(1 — a)B] + 1, [z] es la
parte entera de z, y Ri.z, R5.5, ..., Rp.5 son los valores Ry, b=1,2,..., B, en

orden creciente.

*
n,W,o

se sigue el mismo procedimiento anterior,

con los cambios obvios.
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2.3. Alternativas

En esta seccién estudiaremos el comportamiento de los tests propuestos ¥}, y ¥%

bajo alternativas fijas y locales.

2.3.1. Alternativas fijas

Como uno de nuestros objetivos es la consistencia de los tests de bondad de ajuste,
lo préximo que haremos es estudiar este tépico para los tests que proponemos. Con
este proposito, primero obtendremos el limite c.s. de %Rn wy o LS

Teorema 2.3.1 Sean X1, Xo,..., X, vectores aleatorios #id de X = (X1, X») € N2
con fgp g(u). Si 0, <250, para algin 0 € R, entonces

@ 2R = [ [ o) - gt00)} w)tu = nigi0)
(b) Si g(u) € G, 15 w(f,) =5 / / {D?(u;0) + D2(u;0)} w(u)du = £(g; 6).

Demostracién Solamente presentaremos la demostracion de la parte (b), pues la

demostracién de la parte (a) sigue pasos similares.

Por definicién )
—Sna(bhn) = ID1nl%, + || Daall?,

donde Dy, = Dy (u; én), k = 1,2, estan definidas en (2.5).
De las ecuaciones (2.3) y (2.5), obtenemos
|Din(u B0) = Di(w;0)| < 14+ 101 = Bual + 10 = gal + 10+ salro,

‘Dgn(u 9 ) Dg(u (9)’ S T2 + ‘(92 — égn‘ + ‘(93 — égn‘ + ‘éQn + égnyro,

Vu € [0,1]%, donde
ro = sup |gn(u) — g(u)|

u€(0,1]2
Y 0 0
i — a Yn - ) | = 17 2
r u:[%,%z 90 Y (u) auig(U) i
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De la Proposicién 1.2.2, r; = o(1), i = 0,1,2. El hecho que |6; — 0] = o(1),

i =1,2,3, junto con (2.2), implican que
1 .
—Snw(0n) = DL, + 1Daly, + o(1),

lo que demuestra el resultado porque || Dy |2 + || Da||2, = £(g; 0). O

Como una consecuencia de los Teoremas 2.2.3, 2.2.7 y 2.3.1, el siguiente resultado
da la consistencia de los tests ¥y y W%.

Corolario 2.3.2 Sean X1, Xo, ..., X, vectores aleatorios iid de X € N2 con fgp g(u).

Supongamos que se cumplen las hipotesis de los Teoremas 2.2.3 y 2.2.7.

(a) Sin(g;0) >0, entonces P(¥5, =1) — 1.

(b) Si g(u) € G2 y &(g;0) >0, entonces P(Vg =1) — 1.

Observacién 2.3.3 Notar que n(g;0) > 0 (£(g;0) >0). Siw > 0 en casi todo [0,1]%,
entonces n(g;0) =0 (£(g;0) =0) si'y sélo si Hy es cierta.

Por lo tanto, la consistencia de los tests propuestos estd garantizada simplemente

tomando una funcién de peso que sea positiva en casi todo [0, 1]2.

2.3.2. Alternativas contiguas

El resultado de consistencia dado en el Corolario 2.3.2 no distingue entre medidas
de probabilidad alternativas de P. Una mejor discriminacién se obtiene considerando
alternativas para las cuales la potencia tiende a valores menores o iguales que 1. Esto se
logra reemplazando una alternativa fija por una sucesién de alternativas que converge

a la nula a una cierta velocidad, que se suelen denominar alternativas contiguas.

Con este objetivo consideremos ahora un arreglo triangular X, 1, X, 2,..., X0
de vectores aleatorios bivariantes independientes por filas que toman valores en N2 y

funcién de probabilidad conjunta P, (z1,x2) dada por

P, (z1,22) = Py(x1, 1) {1 + bn(xl,xQ)} , (2.24)

1
NG
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donde Py(xq,x2) es la funcién de probabilidad del vector aleatorio bivariante que tiene
una distribuciéon PB(#), para algiun 6 € O, y b,(x1,x2) satisface las siguientes condi-

ciones.

Supuesto 2.3.4 (1) Eyp{b,(X1,X2)} =0, ¥n.
(2) bp(z1,m9) = b(T1,T2), V(21,79) € N3.

(3) sup Eo{b,(X1, X2)"} < 0.

El Supuesto 2.3.4(1) asegura que >, .y Pu(71,22) = 1; los Supuestos 2.3.4(2) y

(3) contienen condiciones de tipo técnico que usaremos en las demostraciones.

El Teorema 2.2.3 establece que, cuando Hj es cierta, Rn’w(én) converge en distribu-
cién a una combinacién lineal de variables x? independientes con 1 grado de libertad,
donde los pesos son los autovalores del operador Cr(#) dado en (2.8). Sea {¢f} el con-
junto de autofunciones ortonormales correspondiente a los autovalores {Af} de Cg(6).

A

Observar que lo expuesto anteriormente para R, ., (f,), también es valido para
Spn.(,), considerando el operador Cs(f) con sus conjuntos {65} v {\7} de auto-
funciones ortonormales y de autovalores, respectivamente.

El siguiente Teorema da la ley limite de estos estadisticos bajo las alternativas
P,(x1,29) en (2.24).

Teorema 2.3.5 Sea X, 1,X,.2,..., X, un arreglo triangular de vectores aleatorios
bivariantes que son independientes por filas y que toman wvalores en NZ, con funcidn
de probabilidad dada por P,(xq,x2) definida en (2.24). Supongamos que se cumplen los
Supuestos 2.2.1 y 2.3.4. Entonces

(@) Ry () - Z MNA(Zi + Cf)2 , donde cft= > b(xy, 22) ¢F (21, 20) y Z1, Zoy . . .
k=1

Z1,T2

son variables normales estandar independientes.

(b) Sn,w(én) LN ZAE(Zk + 05)2, donde ¢ = > b(xy1,20) 07 (21, 22) Yy Z1, Za, . ..
k=1 T1,22
son variables normales estandar independientes.
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Demostracién Sea A, C N2 tal que Py(A4,) — 0, entonces

1
P,.(A,) = Py(A,) + % . xZ)EA Py(x1, x2)bn (21, T2).

De la desigualdad de Holder y del Supuesto 2.3.4(3) se sigue que

Z Pg(l’l,lé)bn(xl,lé)
(z1,22)EAR
3/4 1/4

< Z Py(z1, x2) Z Py(1, 29)by (21, 2)*

(7317732)61471 (3717372)614”

< sup Ep {bn(X17X2)4} < 09,

y por tanto P,(A,) — 0, esto es, P, es contigua a Fj.

A continuacion veremos que, bajo P,, \/ﬁ(én —0) converge en ley a una distribucién
normal. Con este objetivo, sean X1, X, ..., X, vectores aleatorios iid con funcion de
probabilidad comin Py y sea
P.(X )P, (X5) ... Py(X,)

l,, = log — .
& (X 1) Py(Xs) ... Py(X)

Sea Z,; = b,(X;), 1 <i < n. Entonces, por desarrollo en serie de Taylor,

n

_ 1 1 « 1
L= log(l+—=Z,, | =—=> Z..—— > Z%.+ 0., 2.25
;og( t ) \/ﬁ; imge > Zaite (2.25)

i=1
donde ¢, = 0,(Zn1, Znoy- -y Znn),

n

2 3
0= D Sma, ne

=1

con Gy, = Uin(Zy ;) N
i
Qip = 1+ Zn,i>

N4D
para algin 0 < a; < 1, 1 <17 < n. A continuaciéon estudiamos el limite de cada uno de
los sumandos en el lado derecho de (2.25).

Sea € una constante positiva. Ademds, sea M, = /n/2 y consideremos g, =
Qn(Zn,1]{|Zn,1| S Mn}; ey Zn,nI{|Zn,n| S Mn})
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Notemos que @i, = in(Znil{|Zni] < M,}) > % < i< n,y por lo tanto

Eu2u) < 5= sup Eo{ X0}

lo cual implica que
Py(|on| > €) — 0. (2.26)

Como

PH (|§n - Qn| > 6) < P9 (U {|Zn,l‘ > Mn})
=1

<> Py (|Znil > M)

i=1

< Vf% sup Ep{bn(X1)*} — 0. (2.27)
De (2.26) y (2.27), concluimos que
Py (Jon| >¢) — 0. (2.28)

Por el Supuesto 2.3.4, Ey(Z,;) =0,y
o2 =Varg(Z,;) = 0> = By {b(X1, X2)*} < 0.
Ademas,

Eo [Z22, 1{| Zys| > na}] < B/ (Z2,) By* (|1 Zs| > na)

2

< 1 |:Sl71p Ey {bn(Xl,X2)4} — 0, Va>0.

(na)

Por el teorema central del limite para arreglos triangulares (Teorema 1.9.3 en Serfling,
1980, pp. 31-32, [42]) se sigue que

1 n
=" Zui = N(0,0%). (2.29)
n
-

1 n
By =) 72, ) =00 — 0,
9<n - n,z) On g
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1 & Vare(Zz,) 1
Varg (E E;Z?> =, S s By {5 (X1, X)) =0,

n

de donde

— L — —g”. 2.30
2n — "’Z 2 ( )

Ahora, del Supuesto 2.2.1, (2.25) y (2.28)—(2.30), la sucesién

(ﬁ(én - 9)7 ln)

converge en ley a una distribucién normal multivariante de dimension 4, cuando los
datos provienen de Py. Asi, por el tercer Lema de Le Cam (Corolario 12.3.2 en Lehmann
y Romano (2005) [29]), concluimos que, cuando los datos provienen de P,, /n(6,, — 6)
converge en distribuciéon a una ley normal, lo cual implica que es acotada en probabi-
lidad.

Siguiendo pasos similares a los dados en la demostracion del Teorema 2.2.3 (b),

podemos probar que (2.7) también se cumple cuando los datos provienen de P,, con
P,(|sn| >€) = 0, ¥e > 0.

Asi, cuando los datos tienen la funcién de probabilidad P,, aplicando el Teorema
2.3 en Gregory (1977) [10], obtenemos que

> 2
1S1al2, + 1S2all2 == DTN (Zk+ )
k=1

y con ello se consigue el resultado en (b). La demostracién del resultado en (a) sigue

los mismos pasos. [

Del Teorema 2.3.5, concluimos que el test U}, (V%) es capaz de detectar alternativas

como las establecidas en (2.24), que convergen a la DPB a una razén de n~'/2.
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Capitulo 3

Estadistico Wn(én)

3.1. Definicion del test estadistico

En este capitulo proponemos otro test para contrastar la hipdétesis nula, cuyo test
estadistico lo deduciremos de la Proposicion 2.1.1. Para ello consideremos que se veri-
fican las hipdtesis en dicha proposicion.

Sea (X1, X2) € N3 un vector aleatorio y sea g(ui, us) = E (u; 'us?) su fgp, luego,

por definicién

g(u) = Z UZUZP(TVS)?

r,5>0

donde P(r,s) = P(X; =1, Xy = s).

De la ecuacién anterior y de las definiciones de Di(u;0) v Dsy(u;6) dadas en la
Proposicién 2.1.1, podemos escribir

Dy(u;0) =Y > {(r+1)P(r+1,5) — (61 — 03)P(r,s) — 0sP(r, s — 1)} ujus3,

r>0 s>0

Da(u;0) =Y > {(s+1)P(r,s+1) — (02 — 03) P(r,s) — 63 P(r — 1, 5)} ujus.

r>0 s>0

Consideremos ahora las versiones empiricas de las ecuaciones anteriores, esto es,
consideremos D1y, (u; én) y Dgn(u;én) definidas en (2.5). Si Hy fuera cierta entonces
Dy, (u; én) y Doy (u; én) deberfan ser préximas a 0, Vu € [0, 1]%. Esta proximidad puede
interpretarse de varias formas. En el capitulo anterior ya vimos que esto era equivalente

a [{D1n(u; 0,)2 4 Doy (u;0,)2}w(u)du ~ 0.
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Veamos otra interpretacion siguiendo un razonamiento similar al hecho en Naka-
mura y Pérez-Abreu (1993) [33] para el caso univariante, que presentamos al final de

la Seccién 1.5.1. Para ello observemos que

Dlnue ZZdlrse Jujus,

r>0 s>0
Dgnu0 Zngrse ujus,
r>0 s>0
donde
di(r,5:0,) = (r + D)pp(r +1,8) — (B — O3)pn(r, 8) — O3p(r, s — 1),
do(r,5:0,) = (5 4+ Dpp(r, s + 1) — (Oa,, — O3,)pu(r, 8) — Osupn(r — 1, 5),
y

1 n
Pn(ﬁs) = EZI{X].’C :r,Xkas}

es la frecuencia relativa empirica del par (r, s). Por tanto, Dj,(u;6,) = 0, Vu € [0, 1]2,
t = 1,2, sl y sélo si los coeficientes de uju; en las expansiones anteriores son nulos
Vr,s > 0. Esto nos lleva a considerar el siguiente estadistico para contrastar Hy:

donde M = HléX{Xl(n), Xg(n)}, Xk:(n) = Hléxlgign in, k= 1, 2.

Teniendo en cuenta que

con
O1rs(2;0) = (r+ 1) [{xy =r+ 1,29 = s} — (01 — 03)[{x1 = 1,29 = s}

—03[{$1 =TTy =38 1}7
(3.2)
Gors(2;0) = (s + 1) [{xy =r,xe = s+ 1} — (02 — 03)[{xy = r,x0 = s}

—031{zy =1 — 1,29 = 5},
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donde & = (1, x,), entonces el estadistico W, (6,,) puede ser expresado como sigue:

donde
h(z,y;0) = hi(z,y;0) + hao(z,y;0),

IE y7 ZZCMCTS x; 9 ¢kr8(y7 )7 k= 1727

r>0 s>0

con z = (r1,22) € y = (Y1, Y2).

Un test razonable para contrastar Hy deberia rechazar la hipotesis nula para valo-
res grandes de W, (6,). Ahora, para determinar qué son los valores grandes, debemos
calcular la distribucion nula de W,,(6,,) o al menos una aproximacion de ella.

Como la distribucién nula de W,,(6,,) es desconocida, trataremos de estimarla em-
pleando el modo clasico, esto es, aproximaremos la distribucién nula mediante la dis-

tribucion asintética nula. En la siguiente secciéon estudiaremos esta situacion.

3.2. Aproximacién de la distribucién nula de W,,(0,,)

3.2.1. Distribucion asintotica nula

El siguiente resultado proporciona la distribucién asintética nula de Wi, (6,,).

Teorema 3.2.1 Sean X1, X,,..., X, v.a. #d de X = (X1,Xy) ~ PB(64,0,,03).
Supongamos que se cumple el Supuesto 2.2.1. Entonces

(0, ZthX 0) + pu,

zjl

donde Py(|pn| >¢) — 0, Ve > 0,
ha(,;0) = h(w,y;0) + £(x;0)S(y; 0) ", (34)
con h(x,y;0) definido en (3.3), x = (x1,72), Yy = (Y1,%2), S = D, o50 Ars Y Ars s la
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matriz simétrica dada por

con a = P(r,s;0), b= P(r,s —1;0), c= P(r —1,s;60). Ademds

é L Z)‘JXU’

j>1
donde X321, X3, - - - son v.a. independientes x* con 1 grado de libertad y el conjunto {\;}

son los autovalores no nulos del operador C(0) definido sobre el espacio de funciones
{7 :NZ = R, tal que Ep{m*(X)} < 00,V0 € O}, como sigue

C(0)1(x) = Ep{ha(z,Y;0)7(Y)}. (3.6)

Demostracién Por definicion

Por desarrollo en serie de Taylor
Wa(02)

=—Z{ (X3, X5:0)+ QW (X:, X ;360) (0.~ 0) "+ %(én—9>Q<2><Xi,xj;e)<én—ef}

i,j=1

3‘ n2

X X (Oein—0k) (Orgn— Ory) Oy — 0
Z Z aﬁklaﬁkzaﬁkj ( " a ) (kln kl)( kan k2)( k3n k‘3>7

1,J=1 ki,ko2,ks=1 V=0

(3.7)

donde Q™ (x, ;) representan las k—ésimas derivadas de h(z,y; V) respecto de ¥ eva-
luadasen 0, k = 1,2, v 0 = ab, + (1 — @), para algin 0 < o < 1.
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Las derivadas de h(zx,y;0) estan dadas por

9,
Gy i0) = = 37 [ = rowo = $)0u0:0) + Hon =m0 = s}rna(a:6) .

r,s>0

82892 (z,y:0) = Z [I{Il =7,22 = Stors(y;0) + I{yr = 1,90 = S}¢2rs(x;9)i|7

r,s>0
0
aTh(x yve) - Z <I{£L’1 =TTy = S} - [{xl =TTy =5— 1}>¢1rs<y7 )
r,s>0
+ Z (I{yl =ryp=st—Hy=ry=s- 1}>¢1rs($;9)
r,s>0
+ Z (I{xl =raxy=st—H{ry=r—1,20 = s})gzﬁgrs(y;@)
r,s>0
+ Z (I{yl =nry=st—Hy=r—1Ly = 8}>¢2rs(9€§ 0),
r,5>0
62
0192 (l‘ yv :2Z]{x1:r7x2:s}l{y1:r>y2:5}7
r,s>0
82
8q910192h(x7y79) - 07
> h(z,y;60) Z [I{x roas =stI[{y =ryp=st —H{y1=ry2 = s —1})
s Y = - 1= 7,42 = 1 =792 = - 1=1Y9Y2 =5
091003 ey

+I{yy =r,y2 :s}(I{xl =rry=8}—I{zy=r 29 :s—l})},
2

0
aﬁzh(ff y;0) =2 Zl{xl =r,x2 = sH{y =r,y2 = s},

r,s>0
82
h(z,y;0) = — Haxy=raxy=stI{y1 =ryao=s}—H{y1 =r— 1,y = s})
0192005 r;{)[
g = 1o = sH(I{or = r = s} = oy =7 = Loy = s})),
82
o7 h(z,y;0 —22[ Hay =r,a = s} — {zy =120 =5 — 1})

r,5>0
X (I{yn =192 = s} — I{yy = 7,02 :3—1})]

—|—2Z[(I{x1 =ray =5} — [{z; =r — 1,15 = s})

r,5>0
X<I{y1 =TYz2 = S} _I{yl =Tr—- 1792 = S}):|
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Ademas,
83

v . _ 1< i <3

De lo anterior se obtiene que
Ep {QW(X1,X1;0)} =2(6; — 03,00 — 65,405 — 0, — 6) < o0,
Ep {QW(X1,X5;60)} =0, (vector nulo de R?),

—1 0 1
Ep {QW (X1, X1;0)} =2 0 -1 1 | <oo,
1 1 -4

Ey {Q X17X27 )} :2ZT7320ATS<OO7
donde A, es la matriz definida en (3.5).

Puesto que

n

1
—ZQ (Xi, X ;0) ZQ (X5, Xj36) + — =3 QW(X;, X;0), k=12,

3,5=1 1#] i=1

y por la ley fuerte de los grandes nimeros para U-estadisticos (véase por ejemplo
Teorema 5.4 en Serfling (1980) [42]),

1
EZQ(M(XMX]‘ 0) —>E9{Q (X1, X20)} <oo, k=1,2,
i#]

y por la ley fuerte de los grandes ntimeros,
1 < c.s
=3 QWX X10) = Bp {QW(X 1, X150)} < o0, k=1,2.
n -

Asi, (3.7) se puede escribir como

th X,:0) —i—\/ﬁ(én—8)%Sﬁ(én—0)T+0P(1),

4,7=1

donde S es la matriz simétrica dada por S = %E@{Q(Q)(X]_, Xo; 9)}

Considerando ahora el Supuesto 2.2.1, se obtiene

Zth X;:0) + e,

i,7=1
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donde hy(z,y;0) es el definido en (3.4) y &, = o, (n71).

Notar que hq(z,y;0) = hq(y, x; 0), pues {Z(x; 0)S€(y; Q)T}T =£(y;0)SL(x;0)" € R,
y bajo Hy, resulta

Ep{|ha(X1, X1;0)[} <00y Ep{ha(X1, X2;0)*} < oco.

Ademas, por el Supuesto 2.2.1 y el hecho que Ep{h(X1,X>;0)} = 0, dan como
resultado Ey{hq(X 1, X2;6)} = 0.

Por ltimo, como hy es degenerado, Ey{hq(X 1, X2;6)/X1} = 0, entonces, por el
Teorema 6.4.1.B en Serfling (1980) [42],

1 ¢ L )
- Z ha(Xi, X j;0) — Z/\j X1j>

ij=1 j>1

con lo cual se consigue el resultado. [

~

Los mismos comentarios hechos al final de la Subseccién 2.2.1 para R, ,(6,) y

~ A~

Snw(6y) se pueden hacer para W, (6,,), es decir, la distribucion asintética nula no pro-
porciona una estimacion tutil a la distribucién nula de W,,(6,,). Asi, en la siguiente
seccion consideramos otra forma de aproximar la distribucion nula del test estadistico,

el método bootstrap.

3.2.2. Estimador bootstrap de la distribucién nula de Wn(én)

Como mencionamos en la Seccién 2.2.2, un modo alternativo de aproximar la dis-

tribucién nula es mediante el método bootstrap. Para ello, sean X, Xo,..., X, vec-
tores aleatorios iid que toman valores en N2 tales que én = én(Xl, X,,...,X,) €0.
Sean X7,X5, ..., X, v.a. ild de una poblacién que se distribuye segin la ley

PB(éln, égn, égn), dado X1, X,,..., X, v sea W;(é;) la versién bootstrap de Wn(én)
obtenida al reemplazar Xy, X, ..., X,y 0,=0,(X1, X,, ..., X,) por X;, X5,..., X"

y 0% = 0,(X*, X35, ..., X"), respectivamente, en la expresion de W, (6,).

Como en el Capitulo 2, sea P, la ley de probabilidad condicional bootstrap, dado
X, Xo,..., X,.

Para mostrar que el método bootstrap aproxima consistentemente a la distribucién

~

nula de W,,(6,) nos seran utiles las siguientes expresiones.
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Observar que del segundo sumando de (3.4) podemos escribir que

a 0 0 a 0 b—a
C(x;0) A £(y; 0) " = £(x;0) 0 a 0 0 a c—a |€(y;0)"
b—a c—a 0 00 O

a,0,b—a)l(y;0)"
=(£<fc;9><a,0,b—a)T,e(:c;m(o,a,c_a)T)<(>Ob J€(y:0) )

(0,a,c— a)l(y; )7
= £(x;0) (a,0,b— a) £(y;0) (a,0,b—a)"
+£(x;0) (0,a,¢— a) £(y;0) (0,a,¢ —a) .
Sean
G3rs(2;0) = €(2;0)(a,0,b—a)" v ups(w;0) = €(2;0)(0,a,¢c—a) ', (3.8)

donde = = (z1, x2).

Con esta notacion,
E(J?; G)Ars e(Z/v ‘9>T = ¢3rs(x; 9)¢3rs (y7 6) + ¢4rs<x; 9)¢4rs(y; 9) (39>
También nos sera de utilidad el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.2 Sean X1, X, ..., X, vectores aleatorios iid de X = (X1, X3) €
N2. Supongamos que se verifica el Supuesto 2.2.4 y que 0, —>0, para algin 6 € ©.
Entonces

sup |Kn(p7 Q7uav) - K(pchauv U)| i> O,

P,q,u,vENg

donde
Koa(py 0,1, 0) = (Bl fipg (X35 00) 0500 (X 1500)}) 11 < 0,5 < 4.

K<paQ>uav) = (E9{¢ipq<Xl; 9)¢juv(Xl;9)}>a 1 S Z,j é 4.

con ¢1T‘S(Xl;/l9)7 ¢2rs(Xl;19) deﬁm'dos en (32)} ) ¢3T‘S(X1;19) () ¢47‘3(X1;79) d@ﬁn’idOS
en (3.8).

Demostraciéon El Supuesto 2.2.4 y el hecho de que 0, <50 implican que

SUp | B Gipa (X 7500) 0700 (X33 00)} — Eo{Gipg (X 150)hjun (X 150)}| =20, (3.10)

P,q,u,vENg
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donde 1 <17,7 <4.
Para probar este resultado consideremos los siguientes casos:
(a) 4,7 tales que 1 < 1,5 < 2,
(b) i,7 tales que 3<i,j <4y

(c) i,7 tales que i = 1,2, j = 3,4.

Notar primero que por el Teorema del Valor Medio

~

P(r,s;0,)—P(r,s;0) = VyP(r,s; é)(én—G)T, 6 = Oéén+(1—04)9, para algin 0 < o < 1,

donde VyP(r,s;0) denota el vector gradiente de P(r,s;9) evaluado en . Por las rela-
ciones de recurrencia dadas en (1.8), obtenemos que

VﬁP(T,s;HN) =(a—c,b—c,d—a—b+c),

dondea:P(r—1,5;5),():]3(7",5—1;@),c:P(r,s;6’~) yd:P(r—l,s—l;é).
Como 0 < P(r, s; 5) <1y puesto que 6, =26, resulta

sup |P(r, s:0,) — P(r, s;0)| = o(1). (3.11)

r,s€Ng

» En el caso (a), una situacion es la siguiente

E*{(blpq(XT; én)(bluv(XT? én)}

( (p+1)*P(p+1,4;0,) + 63, P(p,q — 1;6,)
siu=p,v=q,
+(01n — 030)*P(p, g; 6n)
—(p+ 101y, — 03,)P(p+ 1, 4;6,), siu=p+1,v=g¢q,
—(p+ D03, P(p+1,¢:0,), situ=p+1,v=q+1,
T bl — 03 P, 0500, siu=p—1,0=g,
—pégnP(p,q—l;én), siu=p—1,v=q—1,
O (01 — 03,) P(p, 0 0n), siu=pv=qg+1,
(03001 — 030) P(p, ¢ — 1;6,), siu=pv=q—1,
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y analogo para Ey{d1pq(X1;0)¢140(X1;0)}, con las modificaciones obvias.

Al hacer la resta de las esperanzas anteriores nos encontramos con las siguientes

tres situaciones diferentes

(a.1) t(0,)P(r,s;0,) — t(9)P(r, s:6),

(a.2) r t(én)P(r,s;Qn) —t(@)P(r,s;@)},
(a.3) TQ{P(T’, s; én) — P(r,s; 6’)},
donde () = 9%, t(9) = (V1 — ¥3)*, para k = 1,2, o bien t(9) = J3(9; — U3).

Para la situacién (a.1), puesto que t(¥) es continua como funcién de ¥ € g y
como 0, =20, entonces £(6,,) = t(0) + o(1), por lo tanto

~

t(0,)P(r, s;0,) — t(0)P(r, s;0) = t(0){P(r, s;0,) — P(r,s;0)} + o(1)P(r, s; 6,,),
(3.12)
como t(f) < oo, de (3.11) resulta

sup
7,8€Ng

1(B,) P(r, 5:0,) — t(6)P(r, s; 9)‘ — o(1).

Para la situacién (a.3), por desarrollo en serie de Taylor

3
) 9 .

2 . o . — 2 . . _f.

r {P(r,s,@n) P(r,s,@)} ;:17“ aeiP(r,s,G)(Gm 0:),

donde 6 = af, + (1 — a)f, para algin 0 < a < 1.

Veamos el primer sumando y analogo el resto:

Como %P('r, 5:0) = P(r—1,5:0) — P(r,s:0) y Ey(X?) < 00,V € Oy, entonces

P20 P(r,5:0) (h— 00) = (oo — )P (P —1,5:0) — Plr. 5:0)}
1
<10 = 011 Y P = 1,530) + P(r,5:0))

r,s>0

< 1010 — 01| [E5{(X0 + 1%} + B3(X7)] = o(1).
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De donde
TQ{P(T, 5:60,) — P(r, s; 9)}

< {|éln— 01 + 2|6, — 93|} [E; {(X1 + 1)2} + B (X2)] + 20, — 0a] E; (X2) .
Por lo tanto

sup
r,s€Np

T’Q{P(T,S;én) — P(r, 3;0)}‘ =o(1).
Para la situacién (a.2) y considerando (3.12), obtenemos

r {t(én)P(r, s:0,) — t(0)P(r, s; «9)}
=rt(0) {P(r, s:0,) — P(r, s; 9)} +rP(r,s:0,)0(1).

Puesto que t(f) < oo, Ey(X1) < 00,V € Oy y siguiendo pasos similares a los

dados en la situacién (a.3) anterior se consigue que

sup
r,s€Np

r {t(én)P(r, 5:6,) — LO)P(r, s: 9)}] — o(1).

Para el caso (b), tenemos, por ejemplo
B 0K 0000 X550,) = L 0OX330,) B, 00,0 0X320,) B, v:0,)}
= B(pa q; én)J<én)B(ua v; én>T7
Ep{¢3pq( X 1;0)h3u0(X1;0)} = B(p, ¢;0)J(0) B(u, v; G)T,

donde
B(r,s;9) = (P(r,s;9),0, P(r,s — 1;09) — P(r, 5;1)). (3.13)

Como, por el Supuesto 2.2.4, J(¥) es continua como funcién de ¢ € Oq y 0, =2 0,

~

entonces J(6,,) = J(0) + o(1). Ademds, por el Teorema del Valor Medio

~ ~

B(r,s;0,)" — B(r,s;0)" = grad(P)(6, —0)" =o(1), (3.14)
pues )
VoP(r,s;0)
grad(P) = 0 < 00,

VoP(r,s —1;0) — VyP(r,s;0)
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donde 0 = af, + (1 — )6, para algin 0 < o < 1.

Por tanto

‘E*{Qbfﬂpq(X){; én)%uv(XT? én)} — Eg{¢3pq(X 15 0) P300 (X 13 0)}‘
< HB(p, ¢;6n) — B(p, g; 9)} J(6)B(u, v; én)T‘

+ ‘B(p, N e)J(e){B(u, v:0.)T = Blu, v; e)T}‘ +o(1).

Puesto que J(¥) < 0oy B(r, s;9) < oo, Vi € O, Vr, s € Ny, entonces se logra

C.S. O

E*{¢3pq<X1<; én)(b?)uv(Xy{y én)} - E0{¢3pq<X1; 9)¢3uv<X1; 9)}

sup
P,q,u,vE€Ng

Aplicando el mismo procedimiento se demuestra (3.10) para 3 <i,j < 4.

» En el caso (c), una situacién es

E{ 010X 15 00) 8300 (X33 00) } = Eo{010(X 13 0) 6500 (X 150)} = Ay + Az + As,
donde

Ar=(p+1)P(p+1,q0,)p+1,q0,)Bu,v;6,)"

—(p+1D)P(p+1,¢;0)8(p+1,¢;0)B(u,v;0) ",
Ay = (01 — 03)P(p, ¢; 0)£(p, ¢; 0) B(u, v;0) "

— (01n — 03) P(p, ¢ 0,)€(p, ¢; 6) B(u, v; 6,) ",
Az = 03P(p,q — 1;0)€(p,q — 1;0) B(u,v;0)"

— 03, P(p,q — 1;0,)€(p, q — 1;0,) B(u,v;0,)"

y B es definido como en (3.13).

Veamos primero que sup |As| = o(1). De manera andloga se demuestra que

r,s,u,vENg
sup Az = o(1).
r,8,u,vENg
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é3nP(r> 53 én)e(r> 53 én)B(u> v; én)T - 93P(7“, 53 9)£(7”, 53 G)B(u> v; H)T
- (é?m - 03)])(7”, 55 én>£(rv 55 én>B(u7 v; én)—r
+ 05P(r,5:0)8(r, 5:0) { B(u.v:0,)T = B(u, v:0)" }
+ 05 {P(r, $:0,)8(r, 5;0,) — P(r,s:0)L(r, s; 0)} B(u,v;6,)".
(3.15)

Como J(19) es finita Vi € Oy, esto implica que |P(r,s;9)€;(r,s;¥)| < L, para
cierta constante positiva L > 0, Vr,s € Ny, Vi) € Oq, i = 1,2, 3.

Puesto que 6,, <36, de (3.14) resulta

sup | Bj(u,v;6,) — B,-(u,v;&)’ =o(1), i=1,2,3. (3.16)
u,vENQ
Por lo tanto
sup  |(03, — 03)P(r, s;0,)(r, s;0,)B(u, v; én)T‘ = o(1),
r,8,u,vENQ
sup |03P(r,s;0)L(r,s;0) {B(u,v; 0,)" — B(u,v; Q)TH =o(1).
r,8,u,VENg

Para el tercer sumando de (3.15), el Lema 2.2.5 junto con que 0, € O, y el hecho
que |Bi(u,v;én)| <1,i=1,2,3, implican

sup
r,8,u,vENQ

0y {P(r, 5:0,)0(r, 5:0,) — P(r, 5:0)8(r, s: 9)} Bl(u, v; én)T] — o(1).

Veamos ahora que sup, ., .en, |41] = o(1). Para ello, notar que
rP(r, s:0,)8(r,s;0,)B(u,v;0,)" — rP(r,s;0)£(r, s;0)B(u,v; 0)"
=r {P(T, s:0,)8(r, s;0,) — P(r,s;0)8(r, s; 0)} B(u,v;6,)"
+7P(r,s;0)L(r,s; 0) {B(u,v; 0,)" — B(u, v; Q)T} :
Usando el Lema 2.2.5(a) junto con que 6,, € O, obtenemos

(1, 5;0,)P(r,5;0,) — £i(r, s;0)P(r, 5;0)

SZT

r,s>0

sup r
r,s€Np

~

(r,5;0,)P(r,5;0,) — &(r, s; Q)P(T,S;ﬁ)‘ =o(1), i=1,2,3.
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De esta ultima relacién y puesto que |B;(u, v; én)| <1,i=1,2,3, nos resulta

sup
r,8,u,vENQ

r {P(r, $:0,)8(r, 5:0,) — P(r, s;0)€(r, s: 9)} B(u,v; én)T‘ =o(1).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y puesto que J(f) < oo, entonces

sup r€i(r, s;0)|P(r,5:6) < > r|li(r,s;0)|P(r, s;6)

r,5€Ng r,s>0
2\ 1/2 2\ 11/2 .
< B ()W LB (X 0)|P) V2 < 00, i = 1,2,3.
Esta ultima desigualdad junto con (3.16) implican

sup
r,8,u,vENg

rP(r,s;0)L(r,s;0) {B(u,v; 0,)" — B(u,v; Q)TH =o(1).

Asi, concluimos que sup, , , ,en, |41] = o(1).

Los casos (a), (b) y (¢) muestran que se verifica (3.10) para 1 <4,j < 4, con lo cual

se demuestra la proposicién. [J

Ahora probaremos que el método bootstrap estima consistentemente la distribucién

nula de W, (6,).

Teorema 3.2.3 Sean X1, X, ..., X, vectores aleatorios #id de X = (X, X,) € N2.
Supongamos que se verifica el Supuesto 2.2.4 y que 0, =2 0, para algun 6 € ©. Entonces

sup
z€eR

P, (nW;f(éZ) < x) - P (an(én) < :r;)‘ 200,

Demostracién Por definicion
* * * * . )k
nn_2EhXX],6n)
n
i,7=1

Siguiendo pasos similares a los dados en la demostracién del Teorema 3.2.1 se puede

ver que
Woi(0) = Wi, (07),
donde
Wi (0:) = — Zhd (X7 X5:00) + €7,

i,7=1
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con & = o, (n7') c.s. y hj es definido como hg en (3.4) con X;, X; y 6 reemplazados
por X7, X7y 0,,, respectivamente.

De (3.3) y (3.9), kY se puede escribir como

(X5, X550,) = hy(X7, X5:0,) + b3 (X5, X5:0,) + > (X FO(X 50,7
r,s>0
Z Z ¢krs gbkrs( )a
1<k<4r,s>0
con lo cual

Wln 9* Z Z Z gbkrs ¢krs( A )

i,j= 1 1<k<4 7,520

La demostracién se completard verificando las condiciones (i)-(iii) del Lema 1.2.5
para W}, (6%). Para ello, consideremos el siguiente espacio de Hilbert separable

Ho = {z = 2(1,8) = (Z1rs, Z2rs, Z3rss Z4rs)rs>0 tal que H,z||i2 = Z Zzim < oo} :

1<k<4 r,s>0

con producto escalar (z,y), = E E TrsYrs < OO.
1<k<4 7,520

En este espacio de Hilbert se tiene que

2

1<k<4 r,5>0 1<z<n

donde @} estd dado por
or(r,s) Z@
1
®y(r,5) = 7

(I)(X;‘;én;ns) = (¢1rs(X;‘k;én)a¢2rs(X;<;9n)>¢3rs(X;‘k;én)a¢4rs<X;;9n)) 71 S Z é n,
(3.17)

con gips(:6) y dors(;0) definidos en (3.2), @3rs(2;0) y Gaps(2;6) definidos en (3.8),
donde z y 6 son reemplazados por X y én, respectivamente.

O(X ;0,7 8),1 <i<n,

Por el Supuesto 2.2.4 y por (1.7), ®*.(r, s) tiene medias nulas y momentos segundos
finitos, 1 <17 < n, pues 0, <25 6.
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Sean (p,q), (u,v) € N2 y consideremos el niicleo de covarianza K,(p,q,u,v) =
E* {q);kL(pa Q)Tq):,(uv U)}? luego

Kon(p.4,0,0) = (B{ b (X1:00) 0500 (XT:0)} ) 11 S <4

Ademéds, sea K(p,q,u,v) = Ey {CI)(Xl; 0:p,q) (X ; 9;u,v)} donde ® es como el
definido en (3.17), es decir,

K(p,q,u,v) = <E9{¢zpq(X170)¢]uv<X1a0)})a 1 S Z7.] S 4.

Sea Z la sucesion Gaussiana centrada cuyo operador de covarianza C' estd carac-

terizado por

(Cu, y>7—t2 = cov (<Zv $>H27 (Z, y>7—t2) = Ey {(Z? x>7—t2 (Z, y>H2}

= Z z(p, ) K (p, q, u,v)y(u,v)". (3.18)

P,q,u,v>0

Por el Lema 1.2.4, (®y,, Po,, Py, Puy) Ly Zen H,, cuando los datos son iid
provenientes de X ~ PB(f), donde

|
= > bkns(Xi50), 1 < k<4,

q);m(r, 8) =
\/ﬁ 1<i<

Para nuestro caso una base ortonormal conveniente en H, es la dada por el conjunto
{effoso 110, S0 > 0,k = 1,2,3,4}, donde

€roso(T55) = (I{r =70,5=50},0,0, O)r,szo’
€2 ., (r,s) = (0,I{r =ro,s = s0},0, O)r,szo’
e o (1:5) = (O, 0,I{r =ro,s = so}, O)r,szo’
eﬁoso (r,s) = (0, 0,0, I{r =rp,s = 50})7“7820.

Ahora mostraremos que se verifican las condiciones (i)-(iii) del Lema 1.2.5.

76



(i) Sea C,, el operador de covarianza de ®%, esto es, Va,y € H,

<CnZL’, y>7—t2 = CO,U(<¢’>:L7 x>H27 <CI):,7 y>7-12 E { <(I)* ) y)HQ }
= > z(p,q)E{2;(p. q)T‘PZ(u,v)} y(u,v)"
p,q,u,v>0
= > #(p, Q) Knlp, ¢ u,v)y(u,v) " (3.19)
p,q,u,v>0

De (3.18), (3.19) y de la Proposicién 3.2.2

nh—{go<c 6POQO’ Lovo>7“2 - JLHOIO Z QI;OQO (p7 q)Kn(p7 4,4, U>6£Lov0 (u’ U)T
p,q,u,v>0
= > o 0OE P g uv)el, (uo)’
P,q,u,v>0
kl
<C€p0¢J0’ UOUO>H2 = apoQouovo'

(ii) De (3.18), (3.19), de la Proposicién 3.2.2 y del item (i), se obtiene

7 k k
T Y Y (Culgys gy

1<k<4 po,q0=20

= lm, Yo D P OK(p a0 Dby (P )

1<k<4 po,q02>0 p,q,p,qg>0

= > ) ) e 0K (P, q.p, )b (0:0)"

1<k<4 po,902>0 p,q,p,q=>0

- Z Z Poqo’ poqg>

1<k<4 po,q0>0

= 2 2

1<k<4 po,q0>0

pues, de la primera ecuacién en (3.18) y la igualdad de Parseval

Z Z pOQOPOQOZ Z Z pOQO’ Poqo>

1<k<4 po,q0>0 1<k<4 po,q0>0

=3 > B} = B{1212,} <.

1<k<4 po,q0>0
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(iii) Sean rq, sp € Ny, fijos,

A

* 1 *
(Phis s, = Eqszmso(xi;en), k=1,2,34. (3.20)
Para k = 1, tenemos
* 1 *. 0 N N N

|<q)nz7 671“030>7-L2| = %|¢17’080(Xi ; 971)| <o+ 1+ |81n - 03n| + 9371'
Por tanto, dado € > 0, existird ng = ng(ro, ) € Ny tal que

1 . A 1 A ~ .

%|¢1T050(Xi;9n)| S %(TO + 1 + |91n - 93n| + 9377,) S e,Vn > Ng.

De donde,

1 . A 1, sin < ny,
[{%yqblroso(Xi;en)’ > 5} = { 0’ (321)

sin > ng.

Se tiene que

n

1 *. ) 1 x. 1)
L(erehy) = & 3 B (X500 el (X361 > 2}

i=1

Ademas, de (3.2)
B (X33 00) = (ro + 1P I{XS, = 1o + 1, X3, = 5o}

(O — O30)2 T{XT, = 19, X5, = S0} + 02, T{X7, = 10, X5, = 50 — 1}
Con esta tltima igualdad y (3.21)

n R 1 )
E, i X n Iq— ros X*7 n
Ei:; [ 17“080( 1’9 ) {\/ﬁ\% 0 o( i 0 )‘ > 5}1

:Z Z [(T0+1)21{T:r0+173:So}—F(éln—égn)Ql{T:TO,s:30}

=1 r,s>0
. 1 . .
+0§n I{r=rg,s =s9— 1}] I{T’¢lroso (r,s;0,)] > 5} P(r,s;0,)
n
no ~ .
< Z Z [(ro—l— D2IH{r=ro+ 1,8 =50} + (01 — 03,)* I{r = 19,5 = 50}
i=1 r,s>0
+é§n I{r=rg,s =59 — 1}] P(r,s; én)
no
= Z{(T’O —+ 1>2P(7”0 —+ ]_, S0, Hn) —+ (an— 03n>2p(7”0, S0; Qn) + anP(To, So— 1, Qn)}
i=1

< ng {(ro +1)2 4 (A1 — O50)% + égn} .
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Por tanto
La(e,ehy) < 22{ (0 + 12 + (B — 30)? + 03,

n

Puesto que 1 y € son fijos y ng = ng(ro, ), entonces esta ultima desigualdad
converge a cero. Asi
lim L,(e, e

n—00

=0.

7 7‘050)

Anélogamente se logra que lim,, . L, (¢, efoso) = 0.

De (3.20), para k = 3 y de (3.8)

. R )
<q)m7 roso>H :ﬁe(Xi;en)d(rmsO;en)Ta

donde d(r, s; én) = (P(r,s; én), 0,P(r,s — 1; én) — P(r,s;0,)) vy por tanto
Ln(g, e )

? ~TrosSo
*. 0 A 2 1 . A
= E;E*{{E(Xi,é’n)cl(ro,s(),en)T} 1{% ‘z(xi 0,)d(ro, s0; 01, ‘ >5}] .

Ahora, como

~

f(Xisén)d(r>S;9n)T‘ < 16X 0)lld(r, 5 00)| < V2I(XT:0a)ll, (3.22)

entonces

£ < %\E(Xf 0,)d(r0, 50;0n) 7| < %HE( 0.)],

por tanto

1{% (X33 0,)d(ro. 50:0,)7 | > g} < {% 16(X:0,)| > g}

— 1{llex5;6:)1 > 7},
Vn

donde v = 7y(n) = g% es tal que 7y — oo cuando n — .

A ~ 2 A
Ademas, de (3.22), se tiene que <£(Xf;9n)d(ro,so;0n)T> < 2||8(X55 0,7 y

como X7, X3, ..., X son vectores aleatorios iid de X* ~ PB(#,), entonces

Leé ) < ZE(HZ 0PI 1X 6.1 > 7} )

<2 sup B, (J6X"s0)P1{ 16X 301 > 7})
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y como vy — oo cuando n — oo, entonces, por el Supuesto 2.2.4 (1) se concluye
que

. ’ 4 _
De la misma forma se prueba que lim,, o Ly(¢, €;,,,) = 0.

Asi, por el Lema 1.2.5, tenemos que ® Ly Z, c.s., en Hy. Como ya habiamos men-
cionado, Z es también el limite débil de (®y,,, P, P3,, Py,) cuando los datos son iid
provenientes de X ~ PB(f). Finalmente, el resultado se obtiene por el Teorema de la

aplicacion continua. [J

Similarmente a lo expuesto en la parte final de la Seccién 2.2, sea
I inf{x P (WO > 2) < @}

el percentil superior a de la distribucién bootstrap de W, (6,,).

Del Teorema 3.2.3, la funcién test

*

w = .
0, en caso contrario,

{ 1, si W,(0,) > wi .,

o equivalentemente, el test que rechaza H, cuando
p;/ = P (W;(@;) > Wobs> < a,
es asintéticamente correcto en el sentido que, cuando Hy es cierta

lim Py(¥}, =1) =«

n—oo

donde W, es el valor observado del test estadistico W, (én)

*
n,o

Observacion 3.2.4 Para aprozimar w’ ., se sigue el mismo procedimiento presentado

al final de la Seccion 2.2, con los cambios obvios.
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3.3. Alternativas

En esta secciéon estudiaremos el comportamiento del test ¥y, bajo alternativas fijas

y locales.

3.3.1. Alternativas fijas

Como una de nuestras metas es obtener tests de bondad de ajuste que sean con-
sistentes, lo proximo que haremos es estudiar este tépico para el nuevo test que pro-

ponemos. Con este fin, primero obtendremos el limite c.s. de Wn(én)

Teorema 3.3.1 Sean X, X, ..., X, vectores aleatorios #id de X = (X1, X,) € N2,
con BE(X}) < oo, k = 1,2. Sea p(r,s) = P(X; =7,Xo = s). Si 0, =230, para algin
0 € R3, entonces

W,(6,) =2 Z {ai(r,s;0)* + ax(r, s;0)*} = v(P;0),

r,s>0

donde
ar(r,s;0) = (r+ Dp(r+1,s) — (61 — 03)p(r, s) — Osp(r,s — 1),
as(r,s;0) = (s+ 1)p(r,s+ 1) — (0 — O3)p(r,s) — O3p(r — 1, 5).

Observaciéon 3.3.2 Notar que v(P;60) > 0. Ademds, de la Proposicion 2.1.1 obtene-

mos que, v(P;0) =0 siy sélo si Hy es cierta.

Demostracion del Teorema 3.3.1 Se tiene que

~

di(r,8:0,) = dy(r, 5;0) — (01 — 01)pu(r, ) + (O3 — 03){pn(r, ) — pu(r, s — 1)}. (3.23)
También se tiene que

> di(r,50)° = Zhl X, X;;0) +—Zh1 (X, X::0).

r,s>0 i#£j
Por la ley fuerte de los grandes niimeros para U-estadisticos (véase por ejemplo Teorema

5.4 en Serfling (1980) [42]),

—Zhl (X3, X;:0) =5 BE{hy(X1, X2:0)} = ) ai(r, 5;0)".

i#£j r,s>0
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Como FE(X?) < oo, por la ley fuerte de los grandes ntimeros,

_Zhl XzaXue —>E{h1(X17X17 }: E{Z (blrs(Xl;e)Q} < Q.

r,s>0

Por tanto,

Z dy(r,s;0)* =2 Z ay(r, s;0)°. (3.24)

r,s>0 r,s>0

Como p,(r,5)* < pu(r,s), Vr,s >0,y ET,SZO pn(r,s) = 1, se tiene que

91n - 91 Z pn r, 3 91n - 91) = 0(1)7 (3'25)

r,5>0

y analogamente,

(30 — 05)> Y _{pa(r,s) — pulr,s = 1)}* = o(1). (3.26)

r,5>0

Z dy(r, 570,)% <2 Z ay(r, s;0)? (3.27)

r,5>0 r,s>0

De (3.23)~(3.26),

Procediendo similarmente

Z dy(r, 570,)% =2 Z as(r, 5;0)? (3.28)

r,5>0 r,s>0

Finalmente, el resultado se tiene de (3.27) y (3.28). O

Como una consecuencia de los Teoremas 3.2.1, 3.2.3 y 3.3.1, y la Observacién 3.3.2,
el siguiente resultado da la consistencia del test Wy, .

Corolario 3.3.3 Sean X1, Xo,..., X, vectores aleatorios #id de X € N2. Suponga-
mos que se cumplen las hipdtesis de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.3.

Si Hy no es cierta, entonces P(W}, = 1) — 1.

3.3.2. Alternativas contiguas

Como se estableci6 en el Teorema 3.2.1, cuando H, es cierta, an(én) converge

débilmente a una combinacién lineal de v.a. x? independientes con 1 grado de libertad,
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donde los pesos son los autovalores del operator C'(§) dado en (3.6). Sea {¢;} el conjunto
ortonormal de autofunciones correspondientes a los autovalores {\;} de C(9).

El siguiente Teorema da la ley limite del test estadistico bajo las alternativas
P,(x1,x9) en (2.24).

Teorema 3.3.4 Sea X, 1,X,2,..., X, un arreglo triangular de vectores aleatorios
bivariantes que son independientes por filas y que toman valores en NZ, con funcidn
de probabilidad dada por P,(xq,x2) definida en (2.24). Supongamos que se cumplen los
Supuestos 2.2.1 y 2.3.4. Entonces

’I’LWn(én) i) Z )‘j (Zj + Cj)2 s
j=1
donde ¢; = Y b(xy,x2)¢j(x1,22) y Z1, Za, ... son variables normales estandar inde-

1,22
pendientes.

Demostracion Sigue los mismos pasos que la demostracién del Teorema 2.3.5, por
lo tanto la omitiremos. [

Del Teorema 3.3.4, concluimos que el test U}, es capaz de detectar alternativas

como las establecidas en (2.24), que convergen a la DPB a una razén de n=%/2,
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Capitulo 4

Resultados numéricos

Las propiedades estudiadas en las Secciones 2.2, 2.3, 3.2 y 3.3 son asintéticas, esto es,
tales propiedades describen el comportamiento de los tests propuestos para muestras de
tamano grande. Para estudiar la bondad de la aproximacién bootstrap para muestras de
tamano finito, asi como también para comparar la potencia de los tests propuestos tanto
entre ellos como con otros tests, hemos llevado a cabo un experimento de simulacién.
En esta seccion describimos dicho experimento y damos un resumen de los resultados
que hemos obtenido.

Todos los cédlculos computacionales realizados en esta memoria se llevaron a cabo
mediante el uso de programas escritos en el lenguaje R [36].

Como competidores de los tests estadisticos propuestos, hemos considerado los tests
dados por Crockett (1979) [6] (denotado por T'), Loukas y Kemp (1986) [30] (denotado
por Ig), y Rayner y Best (1995) [37] (denotado por NIp). La expresién de cada test
estadistico, asi como la regiones criticas correspondientes ya las presentamos en el
Capitulo 1.

~ ~

Para calcular R, ,,(6,) y Sn.w(6,) es necesario dar una forma explicita a la funcién
de peso w. En el caso univariante, Baringhaus et al. (2000) [2] consideraron la funcién
de peso w(u) = u®, con a > 0. Varias extensiones son posibles. Aqui hemos tenido en
cuenta la siguiente

w(u; ay, ag) = uitug?. (4.1)

Observar que las unicas restricciones que hemos impuesto a la funciéon de peso son
que w sea positiva casi en todas partes en [0,1]? y la establecida en (2.2). La funcién

w(u;ay, az) dada en (4.1) cumple dichas condiciones siempre que a; > —1, i =1,2.
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En el Capitulo 5 damos las expresiones matematicas de los estadisticos Ry, ., (6,) y

~

Snw(fr) para la funcién de peso dada en (4.1). También damos la expresién para el

~

estadistico W,,(6,).

Ademas, mostramos los resultados que obtuvimos al aplicar los tests propuestos a

dos conjuntos de datos reales.

4.1. Datos simulados

Para estudiar la bondad de la aproximacién bootstrap en muestras de tamano finito
tanto para los tests propuestos, como para las aproximaciones a la distribucion nula de
los tests estadisticos T, Ig v N1p, que estan basados en sus distribuciones asintéticas
nulas, generamos muestras de tamano n = 30(20)70 de la distribucién PB(6,, 6, 03),
con 0 = 6, =1.0 y 05 tal que el coeficiente de correlacién, p = 65/1/0; 0, sea igual a
0.25, 0.50 y 0.75, con el fin de examinar la bondad de las aproximaciones para datos

con una correlacién baja, media y alta, respectivamente.

Para estimar el parametro 6 empleamos el método de maxima verosimilitud como se
describe en Kocherlakota y Kocherlakota (1992, pp. 103-105) [26]. Luego, aproximamos

~

los p—valores bootstrap, p*, de los tests propuestos, para ello, en el caso de Ry, .,(0,) ¥y
Sp.w(,) usamos la funcién de peso dada en (4.1) para (a1, as) € {(0,0), (1,0)} y gene-
ramos B = 500 muestras bootstrap. También, calculamos los p—valores (asintéticos)

asociados a los tests estadisticos T, Igp y Np.

El procedimiento anterior lo repetimos 1000 veces y calculamos la fraccién de los
p—valores estimados que resultaron ser menores o iguales que 0.05 y 0.10, que son las
estimaciones de las probabilidades del error tipo I para a = 0.05 y 0.10 (en las tablas,
denotamos esto como 05 y f10), respectivamente.

Si las aproximaciones consideradas fuesen exactas, entonces los p—valores calculados
deberfan ser una muestra aleatoria de una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1).
Por lo tanto, para medir la bondad de las aproximaciones consideradas, calculamos el
p—valor del test estadistico de uniformidad de Kolmogorov-Smirnov (KS) para cada
conjunto de 1000 p—valores obtenido para cada uno de los tests estadisticos.

Repetimos el experimento anterior para #; = 1.5, f; = 1.0 y 65 de manera que el
coeficiente de correlacién, p = 03/+/6; 02, fuera aproximadamente igual a 0.25, 0.50 y
0.75. En este caso, ya que #; # 0y, ademds de (a1, az) € {(0,0),(1,0)} consideramos
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(a1,a2) = (0,1) para R, 4 y Sna, con el fin de examinar el efecto de dar un peso

diferente a cada uno de los componentes cuando estos tienen distintas esperanzas.

Las Tablas 4.1- 4.6 resumen los resultados obtenidos. En dichas tablas, denotamos

A~ ~

por R, . ¥ Sna & los tests estadisticos Ry, ., (0n) ¥ Snw(6n), respectivamente, cuando la
funcién de peso w toma la forma dada por (4.1), para algin a = (ay, as).

Observando los valores dados en las tablas, concluimos que la aproximacién asintética
de los p—valores de los tests estadisticos T', Ig y NI no da resultados satisfactorios
para los casos tratados. Por el contrario, el bootstrap proporciona una aproximacion

~ ~

precisa a la distribucién nula de R, ,,(6,) ¥ Sn.w(6,) en todos los casos tratados. La

~

aproximacién bootstrap a la distribucién nula de W,,(6,) es adecuada para n > 50.
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Tabla 4.1: Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso E(X;) = E(Xs), p = 0.25

n =30 n = 50 n="70
6=(10.10.025) | o g KS 05 f10 KS 05 f10 KS
p=0.25
R (0.0) 0.035 0.091 | 0.818621 | 0.047 0.100 | 0.459543 | 0.041 0.083 | 0.329116
S (0.0) 0.046 0.090 | 0.902243 | 0.049 0.097 | 0.818621 | 0.041 0.089 | 0.769894
R (10) 0.035 0.093 | 0.257432 | 0.050 0.100 | 0.769894 | 0.042 0.086 | 0.413150
S (10) 0.039 0.094 | 0.665399 | 0.048 0.098 | 0.995881 | 0.042 0.093 | 0.559560
W, 0.022 0.056 | 1.00e-05 | 0.033 0.078 | 0.111356 | 0.038 0.090 | 0.612128
T 0.011 0.031 | < 2.2e-16 | 0.046 0.092 | 0.060937 | 0.013 0.038 | < 2.2¢-16
Iy 0.027 0.061 | < 2.2e-16 | 0.098 0.144 | 0.001642 | 0.022 0.054 | < 2.2¢-16
NIg 0.010 0.034 | < 2.2e-16 | 0.068 0.111 | 0.003452 | 0.013 0.033 | < 2.2¢-16




63

Tabla 4.2: Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso E(X;) = E(Xs), p = 0.50

n =230 n = 50 n="70

0= (10.10050) | o g KS 05 f10 KS 05 f10 KS
p = 0.50

R (00) 0.047 0.091 | 0.508494 | 0.044 0.101 | 0.129364 | 0.048 0.100 | 0.413150
S (00) 0.049 0.094 | 0.863178 | 0.045 0.098 | 0.329116 | 0.046 0.100 | 0.459543
Ry (1.0, 0.049 0.097 | 0.665399 | 0.030 0.096 | 0.863178 | 0.054 0.097 | 0.129364
S (10) 0.045 0.092 | 0.459543 | 0.043 0.093 | 0.291736 | 0.053 0.096 | 0.459543
W, 0.022 0.061 | 0.013476 | 0.032 0.077 | 0.111356 | 0.037 0.081 | 0.111356
T 0.064 0.095 | 0.018402 | 0.024 0.039 | < 2.2e-16 | 0.021 0.053 | 0.000179
Ip 0.152 0.186 | < 2.2e-16 | 0.073 0.119 | < 2.2e-16 | 0.051 0.081 | < 2.2e-16
NIy 0.080 0.132 | 0.054004 | 0.018 0.049 | < 2.2¢-16 | 0.007 0.035 | < 2.2¢-16
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Tabla 4.3: Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso E(X;) = E(Xs), p = 0.75

n =30 n = 50 n="70

0= 01010075) | o g KS f05  f10 KS 05  f10 KS

p=0.75

R (0.0) 0.045 0.097 | 0.769894 | 0.060 0.107 | 0.995881 | 0.056 0.107 | 0.508494
S (00) 0.053 0.092 | 0.369615 | 0.061 0.106 | 0.769894 | 0.050 0.099 | 0.902243
Ry (1.0) 0.052 0.096 | 0.995881 | 0.059 0.106 | 0.960002 | 0.050 0.109 | 0.769894
S (1.0) 0.050 0.096 | 0.818621 | 0.059 0.104 | 0.934732 | 0.048 0.106 | 0.329116
W, 0.029 0.076 | 0.024117 | 0.036 0.085 | 0.111356 | 0.038 0.088 | 0.129364
T 0.025 0.049 | < 2.2¢-16 | 0.034 0.065 | 1.00e-07 | 0.024 0.058 | 5.30e-06
Ip 0.116 0.140 | < 2.2e-16 | 0.141 0.162 | < 2.2¢-16 | 0.129 0.153 | < 2.2¢-16
NI 0.045 0.074 | 6.10e-06 | 0.033 0.081 | < 2.2¢-16 | 0.029 0.063 | < 2.2e-16
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Tabla 4.4: Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso E(X;) # E(X3), p ~ 0.25

n =30 n = 50 n="70
o=(5L003L) | ps gy KS 05  f10 KS fo5 f10 | KS
p = 0.25311
Ru(00) 0.048 0.101 | 0.257432 | 0.053 0.110 | 0.508494 | 0.047 0.100 | 0.989545
S (00) 0.049 0.104 | 0.769894 | 0.052 0.104 | 0.172476 | 0.045 0.092 | 0.508494
R (10) 0.046 0.097 | 0.413150 | 0.053 0.104 | 0.863178 | 0.046 0.104 | 0.559560
S (10) 0.042 0.098 | 0.291736 | 0.049 0.104 | 0.459543 | 0.051 0.104 | 0.508494
Ru0) 0.055 0.106 | 0.718379 | 0.061 0.112 | 0.902243 | 0.048 0.090 | 0.863178
S (01) 0.049 0.103 | 0.459543 | 0.051 0.102 | 0.329116 | 0.048 0.089 | 0.612128
W, 0.022 0.066 | 0.041633 | 0.036 0.076 | 0.111356 | 0.037 0.082 | 0.111356

T 0.018 0.046 | 1.00e-07 | 0.021 0.060 | 0.000318 | 0.053 0.093 | 0.099411
I 0.031 0.060 | < 2.2e-16 | 0.013 0.028 | < 2.2¢-16 | 0.108 0.161 | 0.000589
NIg 0.016 0.041 | < 2.2e-16 | 0.010 0.018 | < 2.2¢-16 | 0.076 0.136 | 0.048751
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Tabla 4.5: Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso E(X;) # E(X3), p ~ 0.50

n =30 n = 50 n="70
0=(1510062) | p0 KS f05  f10 KS 05  f10 KS
p = 0.50623

R (0.0) 0.050 0.094 | 0.320116 | 0.048 0.093 | 0.902243 | 0.054 0.110 | 0.665399
S (00) 0.046 0.100 | 0.769894 | 0.048 0.091 | 0.769894 | 0.045 0.094 | 0.226206
Ry (1.0) 0.040 0.093 | 0.718379 | 0.046 0.092 | 0.769894 | 0.050 0.104 | 0.718379
S(1.0) 0.043 0.095 | 0.612128 | 0.048 0.087 | 0.818621 | 0.050 0.097 | 0.508494
R0 0.050 0.089 | 0.612128 | 0.043 0.100 | 0.718379 | 0.054 0.100 | 0.665399
S 0) 0.052 0.091 | 0.459543 | 0.043 0.099 | 0.459543 | 0.052 0.089 | 0.508494
W, 0.026  0.055 | 0.003013 | 0.037 0.071 | 0.111356 | 0.039 0.079 | 0.111356
T 0.056 0.088 | 0.000526 | 0.050 0.104 | 0.011917 | 0.049 0.096 | 0.001109
Iy 0.147 0.201 | < 2.2e-16 | 0.169 0.223 | < 2.2¢-16 | 0.147 0.196 | < 2.2¢-16
NIg 0.094 0.152 | 0.000622 | 0.082 0.145 | 0.006666 | 0.076 0.120 | 0.078967
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Tabla 4.6: Resultados de simulacién para la probabilidad del error tipo I. Caso E(X;) # E(X3), p ~ 0.75

n =30 n = 50 n="70

0= (1510092 | pr gy KS 05  f10 KS 05  f10 KS
p=0.75118

Ru(00) 0.059 0.102 | 0.369615 | 0.053 0.094 | 0.508494 | 0.046 0.091 | 0.960002
S (00) 0.055 0.105 | 0.612128 | 0.049 0.092 | 0.769894 | 0.048 0.088 | 0.508494
Ry (1.0, 0.051 0.096 | 0.413150 | 0.051 0.099 | 0.459543 | 0.050 0.091 | 0.863178
S(10) 0.053 0.101 | 0.459543 | 0.051 0.092 | 0.769894 | 0.045 0.086 | 0.665399
R (0.1) 0.058 0.104 | 0.718379 | 0.049 0.098 | 0.459543 | 0.046 0.089 | 0.863178
S (01) 0.058 0.108 | 0.863178 | 0.050 0.091 | 0.559560 | 0.046 0.094 | 0.329116
W, 0.037 0.081 | 0.000714 | 0.042 0.079 | 0.111356 | 0.037 0.083 | 0.149677
T 0.029 0.059 | 1.70e-06 | 0.057 0.094 | 0.008821 | 0.078 0.109 | 0.065401
Ip 0.091 0.116 | < 2.2e-16 | 0.209 0.239 | < 2.2e-16 | 0.196 0.220 | < 2.2e-16
NIg 0.021 0.051 | < 2.2e-16 | 0.089 0.152 | 0.001554 | 0.094 0.149 | 0.003483




Para estudiar la potencia repetimos el experimento anterior para muestras de tamano
n = 50 para varias alternativas: la distribucién binomial bivariante BB(m; p1, p2, ps),
donde p; + po — p3 < 1, p1,po > p3 > 0; la distribucién binomial negativa bivarian-
te BNB(v;7v,71,72), donde v € N vy,v1 > 72 > 0; mixturas de la DPB de la forma
pPB(0)+ (1—p)PB(\),0 < p < 1, denotada por PPB(p; 6, \); la distribucién Neyman
tipo A bivariante NT AB(X; A1, Ao, A3), donde 0 < A+ X+ A3 < 1; y la distribucién serie
logaritmica bivariante SLB(Aj, A2, \3), donde 0 < A\; + Ag + A3 <1 (ver, por ejemplo,
Kocherlakota y Kocherlakota [26] para una descripcién de estas distribuciones).

Para generar las muestras aleatorias de las distribuciones bivariantes que usamos
como alternativas, implementamos algoritmos computacionales siguiendo los procedi-
mientos de simulacién dados en Kocherlakota y Kocherlakota [26].

La distribucién binomial bivariante y la distribuciéon Neyman tipo A bivariante han
sido utilizadas como alternativas en otros articulos relacionados (véase, por ejemplo,
Loukas y Kemp (1986) [30], Rayner y Best (1995) [37]). Las otras distribuciones al-
ternativas empleadas son distribuciones andlogas a las utilizadas por Giirtler y Henze
(2000) [11] en el caso univariante.

Los parametros para estas alternativas fueron elegidos de manera que el indice de
dispersion de cada componente del vector aleatorio estuvieran cercanos de 1, concre-
tamente, de tal manera que |var(X;)/E(X;) — 1| < 1, i = 1,2. En este sentido, las

alternativas consideradas estan “cerca” de la DPB.

Por otra parte, consideramos a; = as = 0, porque para esta eleccion de a; y as los

test estadisticos Ry, . (05) ¥ Snw(fn) que resultan ocupan menos tiempo computacional
que para otras combinaciones de a.

Las Tablas 4.7 y 4.8 muestran las alternativas consideradas y la potencia estimada
para el nivel de significacion nominal o = 0.05. Estas tablas también muestran el
indice de dispersion de cada componente del vector aleatorio, asi como el coeficiente
de correlacién. Al examinar los resultados en estas tablas llegamos a la conclusion
de que los tests que hemos propuesto son capaces de detectar todas las alternativas
tratadas, mientras que, en general, los otros tests no pueden detectar la mayoria de las
alternativas, especialmente los tests basados en Ig y Nip.

De acuerdo a los resultados de las Tablas 4.7 y 4.8 podemos decir que las potencias

de Rnyw(én) y Snyw(én) estan muy cerca, siendo Rn’w(én) un poco m&s potente que

Smw(én) en la mayoria de los casos tratados. El test basado en W, (6,,) es algo menos
potente que los otros dos tests propuestos, en las alternativas ensayadas.
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Tabla 4.7: Resultados de simulacién para la potencia. Alternativas: BB(m;pi,ps2,ps), BNB(v;v,7,72) ¥
PPB(p;0,\)

Alternativa ”géél)) v;?gég)) p | Ruoo) Snoo Wa T I Nlp
BB(1;0.41,0.02,0.01) 0.590 0.980 0.026 | 0.863 0.881 0.829 0.111 0.000 0.000
BB(1;0.41,0.03,0.02) 0.590 0.970 0.092 | 0.845 0.866 0.779 0.115 0.000 0.000
BB(2;0.61,0.01,0.01) 0.390 0.990 0.080 | 0.988 0.953 0.948 0.931 0.004 0.004
BB(1;0.61,0.03,0.02) 0.390 0.970 0.020 | 1.000 1.000 0.999 0.945 0.000 0.000
BB(2;0.71,0.01,0.01) 0.290 0990 0.064 | 1.000 0.996 1.000 1.000 0.000 0.000

1.920  1.970 0.486 | 0.928 0.890 0.524 0.843 0.622 0.974
1.970  1.970 0.493 | 0933 0.884 0.526 0.860 0.633 0.975
1.970  1.970 0.493 | 0936 0.901 0.518 0.846 0.616 0.975
1.980  1.980 0495 | 0.944 0.906 0.530 0.855 0.607 0.980
1.990 1.990 0.498 | 0932 0.893 0.510 0.850 0.585 0.973
; ( )) | 1.170  1.202 0.762 | 0.850 0.845 0.622 0.528 0.000 0.000
PB(0.37;(0.2,0.2,0.1); (0.9,0.9,0.8)) | 1.178 1.178 0.956 | 0.748  0.754 0.642 0.458 0.001 0.001
:(0.9,1.0,0.2)) | 1.178 1.212 0461 | 0.920 0.901 0.582 0.653 0.000 0.000
( )

( )

BN B(1;0.92,0.97,0.01
BN B(1;0.97,0.97,0.01
BN B(1;0.97,0.97,0.02
BN B(1;0.98,0.98,0.01
BN B(1;0.99,0.99,0.01

)
)
)
)
)
PPB(0.35;(0.2,0.2,0.1)
)
)
)
)

0.9,1.0,0.6

"

0.9,1.0,0.3 1.190  1.226 0.566 | 0.964 0.941 0.556 0.759 0.000 0.000
1.0,0.9,0.1 1.226  1.131 0370 | 0.957 0918 0.516 0.765 0.000 0.000

I

(

(0.37; (
PPB(0.37;(0.2,0.2,0.1
PPB(0.40; (0.2,0.2,0.1
PPB(0.40; (0.2,0.3,0.1

I
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Tabla 4.8: Resultados de simulacién para la potencia. Alternativas: NTAB(A; A1, Ao, A3) vy SLB(A1, A2, A3)

var(X1) var(X2)

B B P | o) Swee W T Iy Nlg
NTAB(0.41;0.01,0.01,0.98) | 1.990 1.990 0.995| 0.934 0.922 0.853 0.681 0.001 0.880
NTAB(0.50;0.01,0.01,0.98) | 1.990 1.990 0.995| 0.931 0.916 0.831 0.685 0.001 0.875
NTAB(0.70;0.01,0.01,0.98) | 1.990 1.990 0.995| 0.937 0.928 0.777 0.727 0.001 0.893
)
)

Alternativa

NTAB(0.71;0.01,0.01,0.98) | 1.990 1.990 0.995 | 0.945 0.943 0.796 0.736 0.000 0.903
NTAB(0.75;0.01,0.01,0.98) | 1.990 1.990 0.995| 0.954 0.937 0.776 0.732 0.000 0.911

SLB(0.25,0.15,0.10) 0.690 0.779 0.104 | 1.000  1.000 0.995 0.354 0.034 0.031
SLB(5d/7,d/7,d]7)* 1.000  1.000 0.289 | 0945 0.999 0.973 0.258 0.177 0.171
SLB(3d/4,d/8,d/8)* 1.000  1.000 0.267 | 0.950  1.000 0.981 0.274 0.183 0.164
SLB(7d/9,d/9,d/9)* 1.000  1.000 0.250 | 0948 0.999 0.979 0.270 0.169 0.166
SLB(0.51,0.01,0.02) 0.668 0.981 0.098 | 1.000 1.000 0.999 0.429 0.046 0.041

“d=1—-exp(—1) ~ 0.63212.



Tabla 4.9: Tiempo de CPU promedio (en segundos).

n =30 n = 50 n="70
Ry 00 | 39678.35 42275.29 44567.67
Sn,(0,0) 3019.81 7296.59 14202.57
W, 1452.07 1807.28 2142.86

~

También comparamos los tests estadisticos Ry, ., (0n), Snw(0n) v Wi(6,) desde un
punto de vista computacional. La Tabla 4.9 muestra el tiempo de CPU promedio

~

consumido por cada uno de los tests estadisticos. En este aspecto, W,,(6,) es mucho

mas eficiente que R, ,(0,) ¥ Sp.w(65). Los cdlculos fueron realizados en un servidor que
tiene las siguientes caracteristicas técnicas: Intel(R) Xeon(R) CPU X3430 @ 2.40GHz.

4.2. Conjuntos de datos reales

Ahora, aplicaremos los tests propuestos a dos conjuntos de datos reales. El primer
conjunto de datos comprende el niimero de plantas de las especies Lacistema aggrega-
tum y Protium guianense en cada uno de 100 cuadrantes contiguos. El primer autor que
analizé estos datos y los presenté en detalle, fue Holgate (1966) [17], después fueron
analizados por Gillings (1974) [9], Crockett (1979) [6], Loukas y Kemp (1986) [30],
Kocherlakota y Kocherlakota (1992) [26] y también por Rayner y Best (1995) [37].
Crockett (1979) [6], Loukas y Kemp (1986) [30] y Rayner y Best (1995) [37] exami-
naron dichos datos para averiguar si correspondian a un modelo Poisson bivariante,

concluyeron que la DPB no modelaba correctamente los datos mencionados.

El segundo conjunto de datos se refiere a la demanda de atencién en sanidad en
Australia, que fueron analizados por Karlis y Tsiamyrtzis (2008) [25]. Los datos se
refieren a la encuesta de Salud en Australia en el periodo 1977-1978. El tamano de
la muestra es bastante grande (n = 5190). Estos autores utilizaron dos variables:
el nimero de consultas con un médico o un especialista (X;) y el ndmero total de
medicamentos prescritos y no prescritos utilizados en los tltimos dos dias previos a

la encuesta (X3). Los datos se analizaron bajo el supuesto de que (X7, X3) tenia una
DPB.

La Tabla 4.10 muestra los p—valores para contrastar la bondad de ajuste a una
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DPB para los dos conjuntos de datos reales empleando los tres tests estadisticos que
hemos propuesto. Para ello, en el caso de me(én) y Sn,w(én), usamos (ap,as) €
{(0,0),(1,0), (0,1)}. Para los datos de las plantas, todos los tests rechazaron la hipdtesis
nula, esto es, que los datos no son bien modelados por una DPB. Este resultado coin-
cide con los obtenidos por los investigadores que analizaron previamente este conjunto

de datos. A la misma conclusién se llega al emplear los datos de salud.

Tabla 4.10: Resultados para los conjuntos de datos reales.

Plantas Salud
R (00) 0.002 0.000
R (10) 0.004 0.000
R (01) 0.004 0.000
S (0.0) 0.002 0.002
S (1.0) 0.006 0.000
S (0.1) 0.008 0.000
W | 0.042 | 0.000 |
| 6, | (0.64000,0.94000,0.19852) | (0.30173,1.21830,0.12518) |
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Capitulo 5

Expresiones matematicas de los
tests y algunos aspectos

computacionales

Las expresiones matematicas en las siguientes secciones son necesarias para imple-
mentar computacionalmente los tests estadisticos que hemos propuesto.

5.1. Calculo del test estadistico Rn,w(én)

Para w definido como en (4.1) y para a;,as € Ny, de (2.1), obtenemos

2
nw é / / [ le X21 o eéln(ul1)+é2n(u21)+é3n(ul1)(”21)]] ullll u¢212 du
_ _§ :2 :/ / X11+X1]+a1 X2Z+X2j+a2d
i=1 j=1

n 1 . . 1 N . N
26é3n_é1n_é2n2/ uini'i‘al e{(91n93n)u1}/ u§(2i+a2 e{(92n793n+93nu1)7—/&} du
=170 0

+ne{2(93n —O1y— 92n }/ ua1 6{2 91n 93n u1}/ uaz 6{2 92n 93n+93nu1)u2} du.
(5.1)
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1
Para las integrales de (5.1) que son de la forma / t* exp(rt) dt, con k € Ny, 7 > 0,
0

integrando por partes, resulta

1 k i k+1
—1) k! —1)FLEl
/ thert dt = E ((k) exp(r) + (=1 , Vke Ny, r> 0. (5.2)
0

‘ _ Z)' ,rH-l Tk—i—l
=0

Desarrollando (5.1) y empleando (5.2) con t = ug, y para k y r apropiados, obtenemos

. 1 1
Ryw(6,) = —
’ ( HZZ X11+X1]+CL1+1)(X22+X2]+CL2+1)

i=1 j=1

n Xoi+az 2 N
. . . (—1)* exp(f,, — 03,)
— 2exp(Bn — 10— 05) S (Kot +a2)1d >

exp(bs, — 01, — b2n) > (Xoi + a2) { (Xos + as — k)

i=1

luf“”l exp{élnul} du,y Xoitagt1 uf“*‘“ exp{(éln 93n)u1}
X +(-1) Uy
0

(é2n - é?m + é3nu1)k+1 0 (92n 93n + 93nu1)X21+“2+1

k=0

~ ~ N 2 N
+ nag! exp{2(0s,— 01, — 02,,)} {Z exp{ 92n 0s,)}

| 9k+1
k

X/l Uy exp(201,u1) du, (—1)e=tt /1 uf exp{2(01,— 93n)ul} "
0 (9271 93n+93 ul)kJrl 2021 0 (ézn 03n+93 Ul)a2+1 ‘

(5.3)

14k
t t
Para las integrales de (5.3) que son de la forma / ex—p(r)dt’ con r,b > 0,

o (b+ct)m
c >0, ke Ny, m €N, integrando por partes, se logra:

e Para ¢ =0, salvo constantes, se obtiene una integral como la dada por (5.2)
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e Para ¢ > 0, haciendo el cambio de variables y = b+ ct, se obtiene

/1 texp(rt) ,_ exp (=%) /”“ (y —b)*exp (Ly) i
0 b Y

(b+ct)m — ckHl m
Cexp (=) [k i [Ty exp (Ly)
- ck+1 ; (z) (=b) /b ym dy
/b+CMdy, si 1< m,
b ym—z

by k
exp(—
= Ck+1 Z( > b+c
= / Y exp( )dy, sii > m.
b c

(5.4)

Para las integrales de (5.4), integrando nuevamente por partes, resulta

b+c )
/ Y exp( ) dy
b C

= i=miten( ) 2 () et o,

J=

(5.5)

b+e exp(Ly) 1 pymoio1 [ exp(t) rb
el AV:L 2 . S SPE) gt ©
/b ymi Y (m—i—1)! (c) /rb t e (c)

0, sim—i1=1,

X mzl _2_]_1) 7"]1

Z d=1{b(b+ c¢)}m—i=i

{(b+ )™ =" Texp(r)}, sim—i>2.

(5.6)

Asi, Ry.(6,) se puede obtener de las ecuaciones (5.2), (5.4), (5.5) y (5.6).

Claramente, (5.6) no tiene una forma cerrada, pues contiene a la integral [ eXpT(t)dt,
la cual es muy sensible para ciertas combinaciones de los valores 7,0 y ¢, de modo que
el calculo computacional de dicha integral sufre problemas de redondeo o diverge y por
lo tanto no podemos obtener su valor para ciertas combinaciones de r, b y ¢, lo cual nos
lleva a quedar sin poder calcular Rn,w(én).
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Por razones computacionales, la siguiente representacion

= (pa(isd) = (i 60) ) (pulk ) = plk,1:6,))

Rnw én = . :
wl(bn) "M%:ZO (+hkta+1)(j+l+tatl)

(5.7)

resulté ser mdas apropiada, donde p(i,j;0) = Po(X; = i, Xy = J) y pal(i,j) es la
frecuencia relativa del par (i, j), dada por

n

o1 , ,
pa(i, J) = " ZI{XM: =i, Xop = j}.
k=1

Ademas, (5.7) es menos restrictiva, pues permite que a; > —1y ag > —1.

Un truncamiento de las cuatro series infinitas en M + 15 arrojé valores suficiente-
mente precisos del test estadistico y un buen rendimiento de la subrutina correspon-
diente, donde M = max{ Xy, Xom)}, Xim) = maxi<icn Xpi, b = 1,2.

5.2. Calculo del test estadistico Sn,w(én)

Para w definido como en (4.1), y para a; > —1 y ag > —1, de (2.6), obtenemos
S (0

0,)
1 p1[n ) A 2
/ / Z {Xlil{Xli > 1huy g = {01+ O3 (uz — 1)}’”{(1“5{2} uytuy*du
0J0 | =
1 1 p1| 7 A ) 9
+ ﬁ/ / Z {X2iI{X2i > 1u iy —{Oon+ Osn (ug — 1)}u‘1X”u§(2i} ul u$Pdu
070 | i=1

= % Z Z (S1ij + Saj) 5

1
n

i=1 j=1
donde
g _ X IH{Xq; > 1} Xy I{Xy; > 1} (éln — é3n)2
1i7 —
’ (X1i5 — 1)(Xaij + 1) (Xuij +1)(Xaij +1)
éi’m <X11 [{Xll > 1} + le [{le > 1}> 2é3n<é1n — é3n)
Xiij (Xaij +2) (Xij + 1) (Xai5 +2)
(01 — Bs,) (Xh- Xy > 1} + X0 I{ X4 > 1}> 0.2
— + - ;
Xiij (Xaij + 1) (X1 + 1) (Xai5 + 3)
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Xoi I{X0; > 1} X I{X5; > 1} (Ao — O3)?

Sij =
2 (X1 +1)(Xoyy — 1) (Xuij + 1)( X5 +1)

- Osn (Xzz' H{Xoi > 1} 4 Xoj I{X5; > 1}) . 2 03, (02, — 03,,)
(X145 + 2) Xoy (X1 + 2) (X5 + 1)

(620 — éSn)<X2iI{X2i > 1} + X5 I{ X5 > 1}> N 0.2
(X155 + 1) Xoy (Xu1ij +3) (X5 + 1)

con Xy = X+ Xqj+a1 y Xojj = Xoj + Xgj+az,1<14,5<n.

5.3. Calculo del test estadistico Wn(én)

De (3.1) y (3.2), obtenemos

Wn(én) = Z [Z {(r + Dpa(r+1,s) — (éln - égn)pn(r, s) — égnpn(r, 5 — 1)}]

+ Z [Z { s+ 1 pn(r 5+ 1) (éQn - é?)n)pn(T? S) - éi’mpﬂ(r -1, 3)}] ’

r,s=0

donde M = méX{Xl(n),XQ(n)}, Xk(n) = Hléxlgign in, k= 1, 2.
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Capitulo 6

Extensiones

6.1. El caso de dos variables Poisson independien-

tes

El caso de dos variables Poisson independientes ocurre cuando 63 = 0, que fue
excluido puesto que, segin la definicion dada en la Seccion 1.1, 3 > 0. La razén para
no considerar este importante caso es que para que la aproximacion bootstrap funcione,

necesitamos que € sea un punto interior del espacio paramétrico ©.

Si estamos interesados en un test de bondad de ajuste para un modelo Poisson inde-
pendiente, entonces podemos, o bien, considerar el test estadistico me(éOn), Smw(é()n)
0 Wn(éOn), con 6y, = (éln, ézn, 0), es decir, el mismo test estadistico como antes con
O3, fijo e igual a su valor poblacional bajo la hipdtesis nula, 83 = 0, o bien, podemos
usar el Teorema de Raikov y aplicar un test de bondad de ajuste para la distribuciéon

Poisson univariante a la suma de los componentes.

Los resultados de los Capitulos 2 y 3 seguirdn siendo vélidos para estos tests es-
tadisticos.

6.2. El caso general d-variante

Hasta ahora hemos asumido que los datos son bivariantes. En esta seccion mostramos

que los tests que hemos propuesto en esta memoria se pueden extender de manera na-
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tural al caso d-variante general, d € N. Sea
Xi=Y1+Ye, Xo=Yo+ Y41, ..., Xag=Ya+ Yau,

donde Y1,Ys, ..., Yy, Yy, son v.a. Poisson (univariantes) mutuamente independientes
con medias 0] =60, — 641 >0,...,0, =604 — 041 > 0y 0441 > 0, respectivamente.

La distribucién conjunta del vector (X, Xo, ..., Xy) es llamada distribucion Poisson
d-variante con pardmetro 0 = (01,05, ...,04,04:1) (ver, por ejemplo, Johnson, Kotz y
Balakrishnan (1997, p. 139) [19]).

La fgp conjunta de (X1, Xo, ..., Xy) estd dada por

g(u;0) = exp {Z 0; (u; — 1) + 6441 (Hul - Zul +d— 1) } , (6.1)

Yu € R4,

Claramente, el test basado en el estadistico Rnﬁw(én) se puede aplicar para contrastar
Hoq : (X1, Xs, ..., X,) tiene una distribucién Poisson d-variante,

para cualquier d fijo.

El siguiente resultado muestra la extensién d-variante de la Proposiciéon 2.1.1, lo

~ ~

cual nos permitird proponer una extension de los tests basados en Sy, ,(0,,) y en W, (6,,).

Proposicién 6.2.1 Sea Gy = {g:[0,1]¢ = R, tal que g es una fgp y %g(ul, CoUg),
ezisten Yu € [0,1]¢, 1 < i < d}. Sea g(u;0) como definida en (6.1). Entonces g(u;0)

es la unica fgp en G4 que satisface el siguiente sistema

Dig(u;0) =0, 1<i<d, Yuel0,1]% (6.2)
donde
0 .
Dig(u; 0) = au'g(u) — 9 0; + 0441 Huj —1] pgu), 1<i<d
! j#i
Demostracién Consideremos el vector aleatorio (X1, X,...,Xy) € N&, cuya fgp
estd dada por g(uy, ug,...,uq) = E (u{ﬁu;@ . -u§d>. Entonces, para i = 1 en (6.2)
0
—log g(uy,us,...,uq) =601 + 0441 Huj—l ) (6.3)
s i#1
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Integrando (6.3) sobre uy, obtenemos

d
g(ul,u2, ce >ud) = exp {¢1<U2,U3, e ,Ud) + 91u1 + 6d+1 (HUJ — ul) } s

J=1

d d
= exp{gol(uz,u;g, coytg) F 0 (ug — 1) 4 Ogpa (Huj —» uj+d-— 1) } :
=1

Jj=1 J

d
donde @i(ug,us, ..., uq) = ¢1(ug,us, . .., ug) + 01 + 0gp1 (ZUJ —d+ 1>-

Jj=2

Procediendo similarmente, de (6.2), para i = 2,3,...,d, obtenemos

d
g(ug, ug, ..., ug) = exp {¢2(u1,u3, coyug) + Goug + 040 (Huj — u2> } ,

j=1

d d
= eXP{SOQ(UhUs, o ug) + Oa(ug — 1) 4 01 (Hug — Zuj +d— 1> } ;

J=1 J=1

d
donde @o(uy,us, ..., uq) = Po(ur, us, ..., ug) + 0o + Ogiq ( Z uj —d+ 1).

J=1,j7#2

Asi, sucesivamente hasta que

d
9(“17U27 e 7Ud) = exp {¢d(u1,u27 cee 7ud—1) + 04uq + 0441 (H uj — Ud) } )

Jj=1

d d
= eXP{SOd(UbUQ, -y ug—1) + Oa(ug — 1) + Oaga (H Uj _Zuj +d— 1) } ,
j=1

j=1

d—1
donde @g(uy,ug, ... ,ug_1) = ¢g(ur,us, ..., ug_1) + 04+ Oqi1 (Z uj —d+ 1) )

J=1
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Por lo tanto, necesariamente debe ocurrir que

d

@1(“27“37 cee ,Ud) = Zej<uj - 1)7

@a(u, uz, ... Ug—1) = Zej(uj —1),

j=1

en otras palabras, la fgp de la DP d-variante es la tnica solucién de (6.2). O

De la Proposicién 1.2.2; g(u) y sus derivadas pueden ser estimadas consistentemente
por medio de la fgpe y las derivadas de la fgpe, respectivamente.

Asi, si Hy, fuera cierta, entonces las funciones

R P R R
Din(u;6,) = %gn(ul,u% CeyUg) — {Gi,n + Oit1n (H uj — 1) } gn (U1, ug, . .., Ug),
! J#i
1 <1 < d, deberian estar préximas a 0, donde én es un estimador consistente de 6.

Por lo tanto, para probar Hyy podriamos considerar el siguiente test estadistico

Sd,n,w(én> = TL/

{D%n(u; 0,) + -+ D2 (u; én)} w(u) du,
[0,1]¢
donde w(u) es una funcién de peso medible, no negativa, con integral finita en [0, 1]%.

Haciendo las modificaciones correspondientes, se pueden conseguir resultados simi-
lares a los establecidos en el Capitulo 2.

Para el test estadistico basado en Wn(én), consideremos que se verifican las hipdtesis
de la Proposicion 6.2.1.

Sea (X1, ..., Xy) € N¢ un vector aleatorio y sea g(uy, ..., uq) = E (uflufz . -ufl(d>

su fgp, luego, por definicién

g(u) = Z uptuy? - uf P(ry, o, . Ta),

T1,72,..,7q >0
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donde P(ry,79,...,7q) = P(X1 =71, Xo =79,..., Xg =14).

De lo anterior y de (6.2), podemos escribir

Dld(u;e) = Z {(7’1+1)P(7”1+177”277“37---77’d) - (91 —9d+1)P(T177’27---77’d)

T1,72,...,7q>0

I T T
—0g 1 P(ry,ro—Lirs — 1,0 g — 1)}u11u22 ceu

Dog(u;0) = Z {(Tz + 1) P(r1,ro+ 1,73, ..., 7q) — (02 — O411)P(11, 72, ..., Tq)

T1,72..,7g 20

I T T
—0g 1 P(ry — Lrg,rs — 1,000 jrg — 1)}u11u22 ceu

Da(uws;0) = Y {(m S )P, Tay o Tatsra+ 1) — (B — O ) P(r1, s 1)

r1,72,..,7q >0

ry, T rq
—0g1P(ri—1,rg—1,... ;g1 — 1, rd)}u11u22 Sl
Consideremos ahora las versiones empiricas Dy, (u;6,), Doy (u;6,), ..., Dan(u; 0,,),
de las ecuaciones anteriores.
Si Hy, fuera cierta entonces Dy, (u; 0,), Doy (u;0,), - . ., Dan(u; 0,,) deberian ser proxi-

mas a 0, Vu € [0, 1]%. Esta proximidad a cero la podemos interpretar como ya lo hicimos

al inicio del Capitulo 3, para el caso bivariante. Para ello observemos que

Din(u;0,) = Z bi(r1, 7o, .oy ra O Uil -, 1< i <d

71,72,...,7¢ >0

donde

~

51(7"1,7“27---,7“d;9n) = (7”1+1)Pn(7”1+177”2,7“3,---,7“d)—(ém—éd+1,n)pn(7“1,7”2,---77”d)
— éd+17npn(7“1,r2 —1rs—1,...,rg—1),

ba(ry, 79, . .. ,Td;én) = (ro+ )pp(ri,ra + 1,73, ..., 74) — (égn — éd+17n)pn(r1,r2, )
- éd+1,npn(7nl — 17T27T3 - 17 ey g — 1)7

bd(T17T27---7rd;én) = (T’d—i‘ 1)pn(7“177”2; ey Td—1,7q + 1) _(édn_ éd+1,n)pn(7“177”27 e 77”d)

—bar1npn(ri — L2 — 1,00 rgm — 1irg),
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n

1
n(T1, T2, .y = — HXy=r,Xop=719,..., Xqp = ,
P (7’1 T Td) n; { 1k r, Aok 2 dk Td}

es la frecuencia relativa empirica de la d-tupla (r1,7rs,...,74).

Por lo tanto, D, (u; én) =0, Vu € [0,1]%, 1 < i < d, si y sélo si los coeficientes de

uptuy? - - -uy® en las expansiones anteriores son nulos Vry, 7, ..., 74 > 0. Esto nos lleva

a considerar el siguiente estadistico para contrastar Hyy:

den(én) = Z {Zb 1T e T On )2 }

1,72,...,7qg>0

M d
- g E bz 7'1,7'2,.. rdae ) )
1,72,...,7g=0

donde M = HléX{Xl(n), Xg(n), ce ,Xd(n)}, Xk(n) = méxlgjgn ij, 1 S k S d.

Haciendo los cambios respectivos, se pueden conseguir resultados similares a los
establecidos en el Capitulo 3.
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