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ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA. |

PROLOGO.

El concepto de probléma. de optimizacidén es intuitivamente
facil de entender, consiste en determinar una alternativa éptima
frente al criterio seguido de entre un conjunto de posibilidadés.
Sin embérgo la descripcién formal de este problema es algo mas
compleja. Schrijver (1986) define un problema como un subconjunto
< Ef X Zf, donde ) es un conjunto finito llamade cédigo y Zf es
el conjunto de secuencias ordenadas de simbolos (elementos del
c6digo). El1 problema de optimizacién consiste en determinar un
elemento X e Zf fijado z € Zf, o bien decidir que no existe este
elemento. A la cadena z se le denomina parametros del problema . o
pardametros de entrada y a xil solucidn.

Por Programacién Entera se entiende el conjunto de técnicas
destinadas a la resolucién de problemas de optimizacién en los que
la cadena solucién x* representa un vector con componentes
enteras. Los problemas de optimizacién mas estudiados dentro de la
Programacién Entera son los lineales, en ellos los parametros de
entrada se determinan a partir de la cadena (A,b,c) siendo A una
ﬁatriz de dimensiones mxn, b un vector columné m diménsionai ykc
un vector fila de dimensién n. Para representarlos usaremos la

siguiente formulacidén
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minimizar cx
sujeto a: Ax = b

X € Z:

Existe una gran variedad de problemas reales que admiten la
formulacién anterior, por indicér algunos ejemplos, podemos citar
los problemas de secuenciacién  de tareas, problemas de
planificacién como el de localizacidén de servicios, problemas de
disefio como el de determinacidén de recorridos en grafos, problemas
estadisticos en el analisis de datos y fiabilidad, o incluso
probiemas en biologia molecular o fisica de alta'energia.

Este amplio campo de aplicacién ha hecho que la Programacién
Entera haya sido profundamenfe estudiada en las Wdltimas décadas.
Es practicamente imposible citar a todos aquellos autores que han
contribuido al conocimiento actual del problema, sin embargo
algunos avances significativos fueron llevados a cabo por Ford y
Fulkerson en problemas sobre grafos, Gomory aporté su conocido
método de planos de corte,bEdmonds afronté con éxito el problema
del emparejamiento {(matching) éptimo en grafos... Mas reciente-
mente, podriamos citarr a Cook y posteriormente Karp por sus
novedosoé resultados sobre teoria de complejidad o a Zionts y
Wallenius por sus trabajos en optimizacién entera multiobjetivo.

En contra de lo que podria suponerse a la vista del gran
esfuerzo investigador desarrollado, en la actualidad no se conoce
ningin algoritmo de complejidad polinomial en el tamafio de los

parametros de entrada para resolver los problemas enteros mis
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simples, los linealés.

gPdr qué son dificiles de resolver 1los problemas de
Programacién Entera?

En primer lugar se debe indicar que 1la dificultad de
resolucién depende fuertemente de las dimensiones del vector de
variables de decisién (Lenstra (1983) demostré que fijada el
nimero de variables, el problema lineal entero es resoluble en
tiempo polinomial). Cuando la dimensién crece, el nimero de puntos
factibles crece, en general, exponencialmente. Sin embargo, el
nimero de soluciones factibles no ha impedido el desarrollo de
técnicas satisfactorias de resolucién en otras &reas de la
Optimizacién. Para problemas con variables continuas existen
algoritmos efectivos desde la época de Newton y Leibniz. La
dificultad estriba en que las limitaciones de la Matematica actual
impiden 1la determinacién de caracterizaciones eficaces del
conjunt§ de soluciones 6ptimas de un problema entero general, éon
lo cual es inevitable enumerar todas las soluciones o al menos una
fraccién de las mismas. Esto hace ﬁue en la actualidad exista la
creencia generalizada de 1la imposibilidad de construir un
algoritmo polinomial para este tipd de problemas de optimizacién.

A pesar de la iniratabilidad de los problemas considerados, o
gracias a ella, en la actualidad existe una amplia gama de
algoritmos. Muchos de ellos desarrollan esquemas eépecificos que ‘
aprovechan la estructura especial del conjunto factible de 1los

problemas que resuelven. lLa mayoria de estos se enmarcan en
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Optimizacién Combiﬁatoria. No obsténte, en lineas generales se
puede identificar dos grandes grupos de esquemas algoritmicos para
el problema entero, aquellos basados en técnicas de Descripcién
Poliédrica y los que se basan en técnicas de Enumeracién Parcial.

vDentro de cada grupo, es dificil distinguir las diferentes
técnicas de resolucién, ya que muchas veces interactian y se
nutren unas de otras. Podriamos identificar como técnicas
especialmente relevantes en Descripcién Poliédrica las de
caracterizacién de poliedros con vértices enteros y las de planos
de corte. En el segundo grupo son significativas las técnicas de
ramificacién y acotacién, enumeracién implicita y las basadas en
la resolucién de problemas relajados.

El objetivo de esta memoria es concerniente a este segundo
grupo de técnicas de resolucién.

En primer lugar, se propone un esquema general de enumeracién
implicita que denominamos ordenada y que engloba como casos
particulares algoritmos clasicos como el de Balas (1965) o el de
Glover (1969).

bEn segundo lugar, usando este marco genefal se construyen
algoritmos para diferentes problemas justificandose su exactitud.
En estos algoritmos se conjuga la enumeracién .implicita con
técnicas de relajacién y con ramificacién y acotacién.

Por Gltimo se trata el tema de la construccién.de algoritmos '
aproximados. Para ello se wutilizan técnicas propias de 1la

Optimizacidén Combinatoria, poniéndose una vez mas de manifiesto la
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inte_rconexién entre. la teoria de la Optimizacién Combinatoria y la
de Programacién Entera.

Antes de comenzar con el desglose de los capitulos
indicaremos algunas cuestiones de notacidén usada en la memoria. En
primer lugar se hace uso de superindices para identificar vetores
y subindices ‘par‘a sué componentes. e! representa el vector con
valor 1 en su componente i y el resto de componentes nqlas. El
simbolo = entre veétores_ indica 1la desigualdad componente a
componente, con sl designamos el orden lexicografico. [a] es el
mayor entero, menor due él valor real a. |A] representa el
cardinal del conjunto A. Por ultimo, en el producto matricial.no
se utiliza la identificécién de vectores traspuestos a menos que
sea imprescindible para la compreﬁsién de la expresién, en los
casos en los que pueda existir ambigliedad se se detallardn los
vectores fila o columnas usados.

:Descritos estos preliminares desglosamos brevemente el
conténido de cada capitulo.

En el primer capitulo se desarrolla y formaliza el esquema de
enumeracién implicita ordenada. Este esquema tiene como piezas
claves las operaciones de supresién y de seleccidén de elementbs.
La primera de ellas aprovecha las caracteristicas del problema
considerado por lo que su descripcién debe  ser hecha localmente
‘para cada tipo de problema considerado. La 'seleccién. de elementos
sin embargo se puede describir globalmente. En este capitulo se

formaliza esta operacién utilizando para ello las denominadas
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estructuras gredoide. Como resultado se obtiene la definicién de
una direccién entera de busqueda ordenada que es la herramienta
usada en los esquemas de enumeracién y que posee la propiedad de
no duplicidad de elementos generados.

En el segundo capitulo se construye una direccién de busqueda
particular denominada c-léxico. A través de ella se pueden definir
blisquedas sin duplicidad en la restriccién de conos poliédricos al
conjunto de nimeros enteros, lo que serd de gran ayuda a la hbra
de tratér problemas enteros con objetivos no lineales.

En el tercer «capitulo, se desarrolla un esquema de
enumeracién implicita, basado en la direccién entera asociada al
orden c-léxico. El algoritmo, denominado C-LEXMOD, es empleado
para la resolucién de una relajacién del problema lineal entero
original. Esta relajacién fue introducida por Gomory y se denomina
problema lineal entero con restricciones modulares. Posteriormente
se obtiene una condicién suficiente bajo la cual ambos problema
son equivalentes. Se compara esta condicién con la formulada por
Gomory encontrandose relaciones bajo las cuales esta Ultima es
me jorada. En la parte final del capitulo se detalla un estudio
computacional en el que se compara el algoritmo C-LEXMOD con otros
algoritmos del mismo tipo obsefvéndbse un comportamiento;favorable
del primero. A continuacién se propone un esquema de ramificacién
y acotacidén que utiliza estos problemas relajados en‘la resolucién '
del problema entero lineal.

En el cuarto capitulo, se muestran algunas aplicaciones del
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esquema general enkla construccién de algoritmos para problemas
espeéiales. En concreto se considera el problema de minimizacién
general con objetivos cuadraticos y el problema 1lineal con
objetivos maltiples.

Por altimo, en el capitulo cinco se propone un algoritmo
aproximado para la Programacién Entera. Se obtiene un intervalo
que determina el error cometido por la solucién propuesta por el
algoritmo. Finalmente se- particulériza este 1intervalo para
problemas - especiales como el de mochila con cotas en las

variables o el problema lineal entero general.
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CAPITULO 1

DIRECCIONES ENTERAS DE BUSQUEDA

1.1 INTRODUCCION.

En las ultimas décadas han aparecido en la literatura gran
cantidad de técnicas de resolucién de problemas de optimizacién
discreta, 1la mayor parte de ellas se engloba en dos grupos
principales: Técnicas de Enumeracién Parcial y Técnicas de
Deécripcién Poliédrica. En este c;pitulo se estudia una meto-
dologia qﬁe pertenece al primer grupo y que denominamos
Enumeracién Implicita Ordenada.

Haciendo una simplificacién de un método de enumeracién
implicita, se puede decir que en primera instancia se determina
una familia de problemas de facil resolucién asociada al problema
de optimizacién original. La resolucién de cada uno de los
problemas de la familia éoncluye con una solucidén del problema
original. No obstante esto no es necesario en la mayoria de los
casos. Exiéten subfamilias de problemas cuya resolucién ofrece el
mismo resultado. El1 objetivo de la Enumeracién Implicita consiste
en determinar una de estas subfamilias utiiizando como

herramientas las propiedades especiales que verifica el problema
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bajo consideracién.

En el proceso' se usan dos operaciones elementales, la de
seleccién del elemento o elementos de la familia que seran
estudiados en cada iteracidén del algoritmo y la operacién de
supresién de aquellos elementos cuyo estudio no es necesario para
resolver el problema inicial.

El esquema anteriormente descrito serd tanto més exitdso
cuanto mas reducida sea la subfamilia de problemas simples que
deban ser estudiados. Existen numerosas aplicaciqnes en la
literatura que utilizan con éxito esta idea, como ejemplo podemos
citar las técnicas de Programacién Dinamica o los Métodos de
Ramificacién y Acotacién {(MRA) aplicados a la Programacién
Matemética, o técnicas aplicadas en Algofitmica para la
construccién de esquemas de bisqueda en profundidad y esquemas de
blisquedas en paralelo. En esta memoria se aplicaran estas técnicas
en la resolucién de Problemas Enteros Generales (PEG).

Como hemos indicado antes, dos son las operaciones basicas
que deben  determinarse, la operacién de seleccién y la de
supresién de elementos, esta wUltima depende fuertemente de
las caracteristicas del problema estudiado por 1lo que por el
momento nos centraremos en la operacién de seleccién. En la
siguiente seccién se define una serie de nociones que nos
ayudaran a representar esta operacién en el contexto de los

problemas de optimizacién en variables enteras.
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1.2 OPERACION DE SELECCION.

En la introduccién ‘del -capitulo hemos hablado de 1la
definicién de problemas de facil resolucién como la base de
cualquier algoritmo de Enumeracién Implicita. En la mayoria de los
algoritmos recogidos en esta memoria, cada problema simple
consiste en la evaluacién de la funcidén objetivo en un unico
punto. En estos casos la familia de problemas coincidirid con un
conjunto E de puntos que contiene a las solucliones factibles. La
regla de seleccién es la que determina los .puntos que seran

evaluados en cada iteracién.

1.2.1 Definicién.

Una regla de seleccién es un operador ¢ que en la iteracién k
de un algoritmo elige un elemento del conjunto E en funcién del
conjunto X(k) de elementos estudiados en iteraciones previas :

$(X(k)) = x(k+1) € E \ X(k)

Para identificar el'operadof ¢ usaremos una familia 3§ < ZE y
exigiremos que X(k) v {x(k+1)} e J§. No obstante, en la mayoria de
los casos esto no determina univocamente a x(k+1) por lo' que
especificaremos de antemano una propiedad P en la eleccién del

elemento.
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A partir de la condicién anterior, dada una iteracién k, X(k)
puede representarseiexplicitamente comb |
X(k) = {x(1), x(2),...,x(k) }
con la propiedad: .
{x(1), x(2),...,x(1) } e § V i=1l...k.
Este concepto estd muy relacionado con el que Korte y Lovasz

introducen en 1983 bajo el nombre de gredoide.

1.2.2 Definicién. (Korte y Lovasz (1983))

Dado un conjunto E finito se define un gredoide como el par
(E,3) donde 3§ < 2E es una familia dé conjuntos que contiene al
vacio y tal que dados X, Y € § con [X] < |Y| entonces 3 y € "X

tal que X v {y } € 3.

El concepto surgidé ‘como una generalizacién de la nocidén de
matroide  (Whitney (1935)) 'y su aplicacién ha girado
fundamentalmente en torno al campoc de la Optimizacién
Combinatoria, concretamente se han_usado como estructura base de
algoritmos greedy para problemas de optimizacién en grafos (Parker
y Rardin (1988)).

Por otro lado muchas de las caracterizaciones del concepto de
matréide se hacén a .través de 1la nocién de éredoide (Dietrich
~(1989)). Por ultimo, a través de lo que se denomina funcién de
rango de un gredoide se define las funcionés localmente

submodulares que son de gran importancia en optimizacién puesto
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que existen algoritmos polinomiales para la minimizacién de
funciones submodulares (Lovasz (1983), Lawler (1985)).

"A continuacidén veremos que el concepto de gredoide también
puede ser aplicado a la Programacién Entera lograndose con ello
dos ventajas significativas, en primer lugar se engloba en un
esquema general gran parte de 1los algoritmos de enumeracidén
implicita “existentes actualmente, por otro lado se obtienen

propiedades globales Gtiles en el desarrollo de nuevos algoritmos.

1.2.3 Direccién Entera de Bﬁsqueda. Relaciones.

En este apartado definimos el concepto de direccidén entera de
bisqueda en términos de la cual se construira la regla de
seleccién de cualquier algoritmo de enumeracién implicita. Nuestro
propésito es la resolucién de proﬁlemas de Programacién Entera,
- por eso definimos E como un conjunto finito verificando 0 € E & Zi
y de forma que contenga a toda solucién factible del problema de
optimizacién. Puesto que en los ‘problemas tratados siempre se
supondra que el conjunto factible es acotado la eleccidén de E no

supone ninguna restriccién.

1.2.3.1 Definiciédn.
Llamaremos intervalo entero con vértice en el origen de
coordenadas y definidoe por 1los valores enteros kl...k al
n

conjunto:

I(ki’kz"'kn) ='{0,1,...k1} X {0,1,...k2} X oo X {O,l,...kn}
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1.2.3.2 Definicién.
A cualquier familia de conjuntos ¥ < ZE con E un conjunto
finito, 0 € E € I(k ,k,...k ) y tal que (E,3) sea un gredoide le

denominaremos direccién entera de busqueda.

La relacién que existe entre el concepto de gredoide y el de

regla de seleccién viene dado a partir de la siguiente propiedad:

1.2.3.3 Pfopiedad. (Korte y Lovééz (1983))

Dado X € §, (E,3) un gredoide, -entonces existe una ordenacién
de los eleméntos de X (llamada ordenacién factible) {x(1)...x(k)}
con k = |X] tal que {x(l)...x(i)} egdgVvi=1..k. |

Por tanto en un problema‘derprééraﬁacién entera, fijada 1la
direécién enteré de bisqueda se tendra restringida la seleccién'de
elementos a través de J§ y la propi;dad P usada por la regla.
Simbélicamente, podriamos expresar la seléccién como la aplicacién

de la propiedad P sobre el rango definido por el gredoide:
#(X(k)) = P({x € ENXX(k) 7/ X(k) v {x} € § }).

Para garantizar propiedades Utiles en el desarroilo de
esquemas de enumeraciéﬁ implicifa es necesario trabajar con
estructuras algo mas restrictivas, en la préxima seccién
introdu&imos el conceptovpropuesto por Goecke y Scﬂrader en 1990

denominado gredoide local parcialmeﬁte ordenado.
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1.2.4 Direccidén Entera de Basqueda Ordenada. Aplicaciones.

Comenzamos con la definicién de un tipo especial de gredoide.

1.2.4.1 Definicién. (Goecke y Schrader (1990))

Se dgnomina gredoide local parcialmente ordenado a aquél par
(E,¥ ) con E un conjunto finito & 5 S 2F verificando:

(a) VA, BSC, A, ByCe j entonces AUBe 5.

(b) VA, BESC, A, ByC € § entonces A n B e j§.

En todos los algoritmos que se desarrollan en esta memoria se
usan reglas de seleccidén basadas en gredoidesvloéales parcialmente
ordenados. Esto se debe a la existencia de unos conjuntos en 3}
denominados céminos 6 cadenas que son Unicos para cada uno de los
puntos de E. Por tanto una regla de seleccién que genere caminos
selecciona puntos evitando duplicaciones como puede deducirse del

siguiente resultado.

1.2.4.2 Propiedad. (Goecke y Schrader (1990))
Dado el par (E,3) son equivalentes (a) y (b):
(a) (E,3) es un gredoide local parcialmente ordenado.
(bi (E,§) verifica: |
(b-1) VA B, Ce5/A BSCoAUBEEF
(b-2) V A€ 3§, a €A, 3 (tnico) 2a €A/ ace Za de forma
que a es el uUnico elemento de 2a qué iverifica que '

Za\ {a } € 3.
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A Z lo denominamos camino o cadena con elemento terminal a.
a ) .

Con esta propiedad, dado Ae ¥, A=U 2 =U 2z ,
a€A a a€A a

T
donde AT representa el conjunto de elementos a € A / - 3 b € A
cumpliendo Za c Zb (estrictamente).{AT se denomina el conjunto de
eleméntos terminales de A.

Los caminos son de gran ‘importancia en el eséuema de
enumer#cién implicita por ésto definimos un tipo eépecial de gre-
doide local para el cual, este tipo de conjuntos se puede carac-
terizar en términos de una relacién binaria erefinida sobre E

que es un orden parcial, esto es reflexiva, antisimétrica vy

transitiva (Zimmermann (1981)).

1.2.4.3 Definicién. (debo)

Se denomina direccién entera de busqueda ordenada (debo) al
par (E,3J), donde E es un conjunto finito 0 € E ¢ Z? , X es una re-
lacién de orden parcial en E y-§ es una familia de subconjuntos de
E tal que:

(a) @ € 3§.

(b)XeFeOeXAVxeX, VEteE/ORtAtRx>teX

(c) VxeE, x=#03(tnico) xeEMx} /x R xA{t e E /

X RtAtRx}={xx}

Dado cualquier punto x € EN{0} a xe E que verifica el

apartado (c¢) de la definicién anterior le denominamos antecesor
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directo de x y como veremos (Teorema 1.2.4.7) este tipo de puntos

juega un papel importante en 1la determinacién del rango de

aplicacién de la regla de seleccidn.

1.2.4.4. Teorema.

Un par (E,3§) verificando las propiedades de la definicién

1.2.4.3 es un gredoide local parcialmente ordenado.

Demostracidn.
Sean A, B, Ce ¥, A, B< C.

En primer iugar, por'ser A y B elementos de la familia 3J
queda claro que 0 e AUBy 0O € AnB.

Seaxe€ AUVUB, x#03 x e A 6 X € B, en cualquier caso V t €
E/0RtAtRxs>teAbteBsteAuB

Sea xe€e AnB, x#0=2xe€e Ayxe€B, conlocual V t e‘ E 7/

OXtAtRxsteAyteBsteAnB =

Hasta el momento no se ha hecho uso de la propiedad de
unicidad de antecesor directo. Esta propiedad caracteriza los
caminos en una estructura de este tipo como podremos ver en el

préximo resuitado:
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1.2.4.5 Teorema.

En una direccibn entera de bisqueda ordenada el Unico camino
con punto terminal a € E estid totalmente ordenado segin el orden
parcial X verificéndose que el 0 es el primer elemento de la orde-
nacién y que, dos vecfores son consecutivos en la ordenacién si el

primero es antecesor directo del'segundo.

Demostrgcién.

La deﬁostracién se deduce a partir del resultado que indica
que en un gredoide local parcialménte ordenado existe un unico
camino con punto terminal a € E. Determinemos este camino mediante
un procedimiento constructivo:

- Sea X = a, por la propiedad de unicidad de antecesor directo

3 (ﬁhico) x; , llamémoslo x;_l.'Sucesivamente X=X .- Puestq‘quev
E es finito y X es un orden parcial obtendremos x1 € E /vx; # 0=
X Consideremos el conjunto 2a = {xo,xl..;xn} anteriormente
construido, probaremos que es un camino con punto terminal a.

En primer lugar Za € § puesto que {xo,xl...x1 } € § VvV i,
i=0,1...n, por induccién.

En segundo lugar a es el dunico elemento de Za tal que
Za\ {a} € 3§ como consecuencia de la induccidén anterior y debido al
hecho de que al considerar b e Z\{a}»b=x 1i<nse verifica:.

{teE/o&ttA'tfxxi}-‘sza\{b}

y por tanto Za\{b} ¢ ¥ por definicién. m
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Veamos como afecta la propiedad que acabamos de probar al

conjunto de elementos terminales de A € 3.

1.2.4.6 Teorema.
Dados los conjuntos A,B e J§, A¢B, be B\ A= -3 a,ae AT_

/2 £2 N2 S Z.
a b a b
1 2

Demostracién.
Sea al, a2 € AT, alat a2 / Zals Zb A Zazs Zb.' Puesto que Zb esta

completamente ordenado, segin se probé anteriormente:

a Xa 6a Ka.
1 2 2 1

Supongamos que a, K a,. Sabemos que Za estd completamente
1

ordenado y que V t € Za \ {O,al}, OXtAatXk a,, por tanto 0 X a,
1

con lo cual a1 € Za . Por lo tanto, por definicién del conjunto
2

Za VteE/O.‘KtAtﬂtaléteZa,esdecirZaSZa.Porser
2 2 1 2

a1 un elemento de A‘r se tiene:

2 =2

Por 1ultimo, puesto que Za\ '{al} € ¥ =» a= a, por la
2

definicién de camino, con lo cual se llega a una contradiccién de

la hipétesis de partida. m

La propiedad asegura que ninguno de los elementos de A‘r es

redundante, es decir, en términos de un esquema de enumeracién
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implicita diriamos que los puntos de AT representan ramas de
bisqueda a partir de las cuales. se generan nuevos elementos dé E
evitand§ duplicaciones de los mismos.

Esta propiedad nos serd de utilidad a la hora de eliminar
puntos que nunca seran examinados en un algoritmo de enumeracién
implicita, debido a que no se puede acceder a ellos desde el O
mediante un camino completamente ordenado.

Anteriormente hemos definido lé regla de seleccidén en funcién
de la proﬁiedad P y de la familia J, asi A

¢(X(k)) = P({x € ENX(k) /7 X(k) v {x} € § }).
El par (E,J) se construye a partir de una relacién binaria X de
orden parcial sobre E, sin embargo para determinar ¢ no es
necesario. conocer explicitamente la familia de conjuntos ¥. En el
‘siguiente resultado se probarda que es suficiente conocer el
antecesor directo de cada elemento de E para construir los
conjuntos sobre los cuales se aplica la propiedad P en 'la

definicién de ¢.

1.2.4.7. Teorema.

Una regla de seleccién ¢ definida en base a una debo (E,3J)
quéda determinada por la definicién de antecesor directo de los
punfbs'de EN{0} y por la propiedad P de iarsiguiente forma:‘

$(X(k)) = P({x € EXX(k) / x'e X(k) }) V k € N.
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Demostracién.

Sea X 1la relaéién binaria de 6rden'parcia1 définida en E y
sea (E,J3) el par dado por la definicién 1.2.4.3. Supongamos
conocido x para cada x € E \ {0}, en esta situacién se probara

por doble inclusién pafa X € § la igualdad de conjuntos siguiente:

{xeENX/XuixteFlrt={xeEX/x €X}

En primer lugér éi X v {x}‘e 3, segin el teorema 1.2.4.4
(E,3) es un gredoide local parcialmente ordenado con lo cual la‘
propiedad 1.2.4.2 garantiza la existencia del camino Zx € X v {x}.
Por dltimo, la caracterizacién del teorema 1.2.4.5 asegura que X
€ Z 'y por tanto x € X, de dohde

{xeEX/Xvui{xteFrte{xeENXX/x €X}

Por otro lado, sea x € E'/ x;€ X, como X € J se tiene
garantizada la exiétencia de 2&_S X ;r por el teorema 1.2.4.5 ,
2;_u {x} € 3.

Usando la propiedad (a) de la definicién 1.2.4.1 con C=sE se tiene
| {Zx_u {x}}uvuXe3d
por tanto
Xui{x } e3
con ‘lo que se obtiene la inclusién en sentido contrario que

concluye la demostracién. m

En el siguiente apartado se estudia la aplicacidén que tienen

los conceptos anteriores en la optimizacién de un Problema Entero.
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1.3 APLICACION AL PROBLEMA ENTERO GENERAL (PEG).

Consideremos el problema entero general:

(PEG) min f(x)

sa: x€9, Dc Zf acotado.

Dado x € D » x = (X1"'Xn) € Zj, ademés por estar acotado 0 = xi =
k, V i=1...n. Sea el intervalo entero I(k1"'kn)'

Tomemos E = I(ki’kz"kn) y una relacién binari; X sobre E
verificando las propiedadeé que aparecen en la definicién de una
debo. |

Goecke y Schrader (1990) definen el concepto de restriccidén
de un gredoide segin A S E como el par (E\A,3\A) donde

M ={XeF/XSEAL
La restriccién de un gredoide local parcialmente ordenado sigue
siéndolo.

“En la aplicacién de los conceptos referidos a direcciones
enteras a problemas de optimizacién, generalmente consideraremos
como gredoide la siguiente restriccién: .

VSea D’= {x € I/ 3 ye), yRx } tomemos (I(kl,kz..kn)\D’, S\D).
La definicidén de este gredoide local implica que una vez genérado
" vector x(k) € 9, ninguno de sus vectores sucesores directos
serd considerado por el algoritmo. Es decir, estamos eliminando

como objeto de nuestro estudio todos aquellos puntos'a € E tal que

Za n D * 8. Puesto que en el caso que nos ocupa tenemos caracte-
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rizados 1los caminos Za a través de secuencias de vectores
tofalmente ordenadds segun la relécién de orden, esta claro que
estos puntos no son de intefés para el problema de minimizacién,
siempre que la funcién objetivo f sea creciente respecto a K.

El siguiente resultado prueba la exactitud de esquema de
enumeracién implicita cuando la propiedad P selecciona el vector
con menor valor objetivo. En esta situacién diremos que estamos
usando la-regla‘de seleccidén de minima etiqueta. Existen otras
reglas de seleccién algunas de la cuales seran 7estudiadas en
capitulos posteriores. Una de ellas que se denominard “regla_de
hihiho _incremento”, selecciona aduel vector x tal que
A(x)=f(x)-f(x ) sea minimo y da lugar a los algoritmos greedy que
se estudian en el capitulo 5 en .el que se juétifica que, en
~general, estos algoritmqs sé6lo determinan la solucién 6ptima en el
caso en el que la familia de_conjuntos completamente ordenados

segin X sea un matroide.

1.3.1 Teorema.

Si x* es el primer vector perteneciente a ) generado por un
algoritmo de enumeracién implicita basado en una debo, dada por la
relacién dé orden X y la regla de minima etiqueta entonces, x' es

6ptima si f es creciente respecto de .
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Demostracién.

Basta probar que V k =3 x € ENX(kK) / f(x) < f(y) A y e X(k).

Por induccién, X(1) = {x(1)}={0} lo verifica.

Supongimoslo cierto para k, ie. 23 x € ENX(k) / f(x)<f(y) y € X(k)
si en la iteracién k+l no se verificase la hipétesis entonces
necesariamente y = x(k+1) A 3 xre ENX(k+1) / f(x)<f(x(k+1)).
Puesto que E € 3§, 3 Zx/ Zx\{x} € 3, segt’m el teorema 1.2.4.5 se
tiene 0 € 2x y sus elementos est4n totalmente ordenados. Seg w el
primer elemento de la secuencia 'ordenada que no pertenece a
X(k+1). Segin se ha tomado w se tiene w € X(k+1).

Por otro lado, por ser f una funcién creciente respecto al
orden R, se verifica f(w) = f(x) < f(x(k+1)) por lo que

x(k+1) = argminx{f.(x) / x e X(k+1)}
en contra de lo supuesto 1nicialmen1';e.l’ ‘

En general, no es posible determ;nar condiciones mis débiles
para la funcién objetivd f() de forma que el resultado de
optimalidad del teorema pueda garantizarse ya que , a la vista de
la demostracién, es equivalente el hecho de ser f() creciente en R
y el de ser X(k) un conjunto de nivel para cada iteracién k, y
esto dltimo es lo que garéntiza la optimalidad del primer punto
faétible generado.

' En la préxima seécién se estudian dos algoritmbs clasicos
como sohiel Aditivo de Balas (1965) y el empleado por Glover

(1969) en la resolucién de problemas Lineales Eni':eros con una

Restriccién Modular (LERM), demostrandose que utilizan reglas de
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seleccién basadas en direcciones enteras de buasqueda, por tanto
estos algoritmos son casos particulares del esquema general que se

desarrolla en este capitulo.

1.3.2 Ejemplos de Direcciones Enteras &e Basqueda Ordenada.
1.3.2.1 Algoritmo Aditivo de Balas.

El algoritmo Aditivo de Balés ha sido aplicado de muy
diversas formas a problemas de optimizacién en variables enteras.
Aunque inicialmente surgié para resolver el problema Entero Q-l
con objetivo lineal, posteriormente sev aplicé a problemas con
variébles enteras no binarias e incluso a problemas con objetivos
miltiples (Klein y Hannan (1982)j. En esta seccién se usarid una
aplicacién de este algoritmo‘ que sérviré como ejemplo de los
conceptos definidos con anterioridad.

Consideremos un problema de Programacién Entera Lineal:

min c’x , O 5’015 czs ...S ¢C

sa: Ax = b, X € Z+
Supongamos que el politopo {Ax = b, x =2 0 } es acotado, en este
caso x € {0,1...k1} en los puntos factibles. Tomemos E=I(k1...kn)
y § la direccién entera de bﬁsquéda ordenada generada por el orden
parcial que a continuacién describimos:

En primer iugar dado xbun puntd factible, podemos hacer el
siguiente cambio de variable:

.

— i — .—
,Xx— xio+2x11+...+2 X, xij € {0,1}V i—l.f.n, J=1...p..

ip i

1

Tomemos estas nuevas p=ﬂf=l(pi+1) variables y las ordenamos de

Pag. -24-



ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

menor a mayor costo asociado, donde el costo asociado a la
variable X . es 2rc;. Sean estas nuevas variables ya ordenadas ;as
" que denotamos por yl...yp.
Por construccién, dado x e_E = I(ky"kh) existe una unica

representacién en términos de 1las variables y’s. Definimos la

relacién binaria

—2'= 1: 2=' 1‘.—.' = -
=y i=l...r, y =0Ay =16 o, Yias 0 j=1...(p-r)

r € {1...p}.

La relacién binaria SB es unvorden parcial a partir del cual
se construyen los conjuntos de la familia § del gredoide. Ademas
es una direccién entera de bﬁsquedé ordenada puesto que por
definicién todo x € I(kl...kn)\{o} ‘tiene un Unico antecesor
directo x.

Dicho esto, . s6lo queda especificar la operacién de seleccién del
esquema de enumeracién implicita. Siguiendo con 1la notacién
introducida en secciones anteriofes podemos describir la seleccién

de nuevos elementos como se indica a continuacién:
¢ (X(k))=P ({xeE\X(k)/ X(k)u{x}e} })=argmin {cx/ xeX(k) A x eX(k) }
Esta reg1a de seleccidén es de minima etiqueta,-por otro lado por

ser todos los coeficientes de costo positivos, la funcién objetivo -

es creciente con respecto al orden sB con lo cual el teorema 1.3.1
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la optimalidad del primer punto factible generado. El

de Balas se completaria con el test de acotacién de

aqui no se describe por formar parte de la operacién de

del esquema.

~Veamos una representacién griafica de una parte del gredoide

de Balas aplicado al siguiente ejemplo:

min x +3x
1 2 ,
1
sa: X +X =28, x, x_€1Z
1 2 1 2 +

Hacemos el cambio de variable para k1= 4y k=25

2

X = X +2x +4x
1 10 11 12

X = X +2x. +4x +8x
2 “20 21 22 23

Ordenamos las nuevas variables segun el costo asociado:

(x1 » X

2Ky 1 K Xy XWX V=Y LYY Y LYY, Y,)

0 11" 20 12 21 22

Veamos una posible secuencia de sucesores directos:

Y, Y, Y3 Y, Y Y Y, —— Cambio de variable —> X X,

0 00 0 OOT O | 0 O

1 00 00O00O 1 0

11 00000 3 0

1 11 0000 . ‘ 3 1

1110010 ' 3 5
Gréficamente, podemos representar la evolucién de este y otros

caminos hasta conseguir factibilidad de su punto terminal respecto ’

al problema anteriormente propuesto o bien 1llegar a un punto
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terminal sin sucesores. En la figura se representan los elementos
de la misma cadena con una misma letra (salvo el origen que estd
en todas las cadenas):

1 <:L\  Factibilidad

V¥
/.

I

|
a lc

l

o

%

!

r
1t

o

a

I\
l

El problema que presenta el algoritmo Aditivo de Balas es qué
el gredoide que construye hace ﬁso de la linealidad de la funcién
objetivo con lo cual no se puede extender a la resolucién de
problemas nb lineales. La idea de definir un orden parcial en el
conjunto {0,1}" fue utilizada posteriormente por Bowman y Starr
(1979). Ellos generalizan el algoritmo de Balas mediante la
construccién de un algoritmo de enumeracién implicita que
selecciona los puntos estudiados en cada iteracién de acuerdo con‘
un orden parcial, no obstante la definicién del orden fambién hace

uso de la linealidad del objetivo.
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1.3.2.2 Algoritho de Glover para el problema de Knapsack modular.
Glover desarrollé un algoritmo de enumeracién implicita en
1969 para resolver un problema de Knapsack entero sobre un grupo

aditivo, concretamente su formulacién es la siguiente

min cx
sa: ax=b (mod d) (PKM)
xeZ®
+

donde c,a € 22 y b,d son enteros positivos y el conjunto factible
esta acotado, {x € Z:/ ax=b} ; I(k1"'kn)'

Este tipo de problemas, que seré estudiado con mayor profundidad
en un capitulo posterior, fue introducido por Gomory(1965) y se
usa como relajacién del problema entero ébtenido al considerar la
restriccién del conjunto factible en aritmética comin.

El algoritmo base‘desarrollado bor Glover genera un vector
entefo en cada iteracién i =‘1,2,3..§ obtenién&ose una secuencia
x(1), x(2)...x(i)... en la que cada x(1) se puede expresarrén
funcién de un vector x{p) con p < i al cual se incrementa una de
sus componentes en una ﬁnidad, es decir

x(i) = x(p) + e

Glover demuestra la exactitud del algoritmo haciendo uso de

las cuatro propiedades siguientes:

(1) si p#q entonces x(p)*x(é).

(2) Si p<q entonces cx(p)=cx(q).

(3) x(i) es 6ptima si i es el primer indice para el cual se .
verifica ax(i) = b (mod d).

(4) La secuencia de vectores generados por el algoritmo es finita
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y concluye con la solucién o6ptima del problema, siempre que éste
sea factible. |
Para garantizar las cuatro propiedades anteriores Glover disefié el
siguiente procedimiento de generacién del vector x(k) en base al
conjunto X(k)={x(1)...x(k)}:
x(k+1) = argmin*{ X/ X = x(tj)+ej je{l...n}}
donde t € {1,2...k-1 } ¥ j = 1...n. Inicialnente x(1)=0 y t =1 Vj
después,- si en la iteraciénm k, el minimo anterior se alcanza en Jj,
el valdr tj se actualiza como se indica a continuaciédn:
tj := min{i/i > £, A x(1) = x(1)+e", 1 < i con r > j}

Estoé valores tj J=1...n son los que Glover denomina indices
de transicién.

 El algoritmo propuesto por jeste autor contempla ' la
posibilidad de supriﬁir vectores domihados; horébstante, para los
propésitos de esta seccién no es& neéesario ‘describir -esta
operacién. A continuacién ée prueba que la operacién de seleccidn
de este algoritmo estad basada en una direccién entera de busqueda
ordenada, para ello se determinarad una relacién de orden parcial
en ZT inducida por el proceso de actualizacién de los indices de

transicién. Ademas esta relacién binaria verifica la unicidad de

antecesor directo.’
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1.3.2.2.1 Definiciédn.

Sean X,y € Z:, se dice que x sGy, si y sélo si x = y 6 bien

. 1 m . 1 m i-1

existen vectores enteros z'...z verificando z'= x, z=y, z =
zi—eJ para j=min{ p/ z;¢ 0} i=2...m.

La relacién anterior es un orden parcial verificando que todo
vector de Z?\{O} tiene un unico antecesor directo x dado por 1la
siguiente expresién:

X = x-e’

con j=min{ p/ xp: 0}.
1.3.2.2.2 Teorema.

‘La operacién de seleccién del algbritmo de Glover esti basada
en la debo determinada'por'el orden parcial SG sobre I(k1"’kn) y

por la regla de minima etiqueta.

Demostracidn.

Tomemos X(k) = {x(1)...x(k)} cuyos vectores fueron generados
por el algoritmo en las k primeras iteraciones. Sea E € Zi finito,
0 € E y tal que contiene a todo punto factible. Sea (E,BG) el glpo
basado en SG. Segun el teorema 1.2.4.7 la operacién de seleccidn ¢
basada eh_(E,Sc) puede expresarse: |
| ¢(X(k)) = P{ xeE\X(k) / x € X(k)}.

Veamos que coincide con la opéréciéﬁrde seleccidén dada por Glévert

Tomemos un vector x(p) = x(1)+e’ e X(k), 1<p. Teniendo en
cuenta que el indice de transicién tj recorre todos ios indices de

las iteraciones, existirad una iteracién i(j) para cada j < r en la
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cual tJ = p, por tanto log vectores que se pueden generar a lo
largo del algoritmo.a partir de x(p) son aquellos x(qj)=x(p)feJ ,
j<r. A partir de este resultado y teniendo en cuenta que x(1)=0,
por induccién podemos garantizar que x(p)=x(l)+e’ tiene sus
primeraé r-1 compdnentes nulas, con lo cual x(qj)-= x(p) V j < r.
Esto prueba que en la iteracién k del algoritmo:

{x(t)+e) / e {l.n 3} € { xeE / X' {x(1)...x()}}
Probaremos que el vector con menor valor objetivo de este dltimo
conjunto esta coﬁtenido en ei primero, con lo cual se téndré
probada la equivalencia de las operaciones de seleccién. |

Supongamos que.x € E, xe€ X(k) es el vecfor donde se élcanza
el minimo valor objetivo. Supongamos que x = x(i) i = k, por
construccién de =, x = x(1)+e) para élgﬁn valor de j. Puesto que
x ¢ X(k) si no perteneciera al primer conjunto deberia verificarse
i >tj lo cual implica‘(propiedad (2))

cx(i) = cx(tj)
de donde
clx(i)+e)) = c(x(tj)+ej)
por tanto el minimo wvalor objetivo. se alcanza en el primer

conjunto.m
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1.3.2.2.3 Corolario.
Si el problema PKM es factible, el algoritmo de Glover

determina su solucién éptima en un nimero finito de iteraciones.

- Demostracién. |

Si PKM es facﬁible, puesto que E es finito, en alguna
iteracién se geﬁera un vector factible. Por otro lado la funcién
objetivo de PKM es creciente en Sc y el teorema anteripr garantiza
que la regla de seleccién es de minima etiqueta lo cual 1mplica’1a
optiﬁalidad del primer punto factible généradoiﬁor el algoritmo

por aplicacién del teorema 1.3.1.m

1.4 ESQUEMA GENERAL DE ENUMERACION IMPLICITA.
En el esquema aparecen los elementos que hemos descrito con
anterioridad y que determinaran el procedimiento de construccién

de algoritmos que aplicaremos en la memoria:
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PROBLEMA ENTERO GENERAL
min f(x)

(PEG) ca: xeDcI(k ...k )
1 n

l ~ i i

DEFINICION DEL DEFINICION DEL DEFINICION DE UNA
CONJUNTO E SISTEMA § BASADO PROPIEDAD P QUE
E=I(K ...K ) EN UN ORDEN PARCIAL DETERMINE LA ELEC
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La propiedad P que aparece en el eéquema y que fija la forma
en que se seleccioﬁan los elementos, determina en la mayoria de
los casos la exactitud o no del algoritmo. Por‘otro lado es la que
inflﬁiré ﬁés,decisivamente en la complejidad del mismo. |

En el siguiente capituio se consfruyé’uﬁ 6rden paréial ﬁué se
-utilizara poéteriormente en el desarrollo dé un algoritmo de
enumeracién implicita 'para los problemas con restricciones

modulares y en un esquema aproximado para la programacién entera.
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- CAPITULO 2

ESTRUCTURACION DE Z, SEGUN UN GREDOIDE LOCAL
PARCIALMENTE ORDENADO.

2.1 INTRODUCCION.

Las estructuras ordenadas han sido empleadas en problemas de
optimizacién por un gran numero de autores en los Ultimos afios
(ver Zimmermann (1981)). .En 1la mayoria de los problemas la
relacién de orden se define sobreﬁ‘el ‘conjunto de soluciones
factibles y responde a consideraciones sobre el modelado del
problema real. Estos problemas fueron resueltos inicialmente de
forma individual con lo cual, como Zimmermann (1981) apunta en su
libro, muchos resultados conocidos en Optimizacién Clasica fueron
reinventados. Zimmermann recoge gran cantidad de técnicas de
resolucién y las muestra como generalizaciones de técnicas basicas
de’Programacién Matematica. No obstante en la mayoria de los casos
necesita estructurar algebraicamente el conjunto de soluclones
factibles. |

En esta memoria se héce uso sb6lo de la informééién debida a
la relacién de orden definida sobre el conjunto factible. Esta

informacién se incorpora en el desarrollo de un esquema de
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enuméracién implicita a través de lo que en el capitulo anterior
se denominaba direccién entera de busqueda ordenada. Este concepto
definia la operacién de seleccién de los subproblemas estudiados
en cada iteracién del algoritmo.

Para la construccién de la direccién entera de busqueda es
necesario ordenar parcialmente el conjuntd de soluciones
factibles, pero debemps exigir ademds la unicidad de antecesor
directo (Definicién 1.2.4.3). Esta propiedad adicional es
precisamente la que permite la bisqueda evitando duplicaclones. en
el arbol de cadenas definidas pof el orden/parcial.

En este capitulo se construye un orden parcial sobre Zf que‘
verifica esta propiedad especial, al cual denominamos c-léxico. La
" idea que motiva su construccién es la de definir la secuencia de
sucesores de un punto usando alternativamente las direcciones
eleméntales,e1 i=l...n, respetando con ello, la simetria en el
sentido. de no destacar ninguna direccién especial. Ademds, como. se
vera en general los vectores tienen mias de un sucesor directo (en
dimensién superior a 2) propiedad que sera utilizada en el
desarrollo del algofitmo para problemas con restricclones
modulares del capitulo 3 y en el paso atras del algoritmo
aproximadb para problemas enteros descrito’en el capitulo 5.

Por dltimo, se extiende la definicién del orden c-léxico a la
interseccién de conos poliédricos con Z?. Para ello.utilizamos el

concepto de base de Hilbert dado por Giles y Pulleyblank (1979).
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2.2 ORDEN C-LEXICO EN zf.

2.2.1 Definicién.

El orden c-léxico en Z*Z es la relacién binaria dada por:
(x,y), (u,v) e Z+2 , (x,v) = (u,v) & se verifican las condiciones
(a) y (b) siguientes: |

(a) (x,y) 5 (u,v) para el orden lexicografico.

(b)>Se verifica uno de los tres casos siguientes:

(b-1) Si x#0, y0 —— &(x,y) = &(u,v).

(b-2) Si x=0 —_— $(x,y) = $(u,v).
(b-3) Si y=0 —_— ¥(x,y) = &(u,v).
- Donde,
Xy
o(x,y)= -
2

con [] representando la parte entera de un nuimero.o

Nota. De la definicién anterior se deduce que el punto (0,0), se
relaciona con todos los restantes pares enteros positivos puesto
que se verifica (b-2) o (b—3), V (u,v) € Zf. A este punto lo
denominamos raiz.

Al orden estricto lo notaremos por <c.
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2.2.2 Teorema.

El c-1léxico es un orden parcial en Z+2.

Demostracién.
Consideremos tres pares enteros p=(x,y), g=(u,v) y r=(t,s)
se verifican las siguientes propiedades:
-Reflexiva:
P =P puesto que ®(x,y)=d(x,y) !

-Antisimétrica:
p=_q,

c

q=_p

c

} % p = q, puesto que en particular, py q

estan relacionados seguin el orden léxicogréfico.

-Transitiva:

Supongamos p sc q sc r, entonces p sc r para el
orden lexicografico. Vamos a probar que se verifica la condicién
(b) de 1la definicién del orden c-léxico. Para probarlo
distinguimos varios casos, segin la desigualdad del apartado (b)
que se cumple en las relaciones entre p, q y r, por tanto tenemos
que considerar nueve casos.

< <

p(b-ﬁ>q(b-$)r

Los casos (b-1)(b-1), (b=2)(b-2), (b-2)(b-1), (b=3)(b-1) y

(b-3) (b-3) se obtienen como consecuencia de la definicién.
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Caso (b-1)(b-2):
‘No puede darse pues u=0 y p scq > x=0, por tanto

va en contra de (b-1).

Caso (b-1)}(b-3):

(b-3) s v=03x<u,

X-y u
b-1) s | — | = | —]| =k =»
. 2 2

(x-y=2k 6 x-y=2k+1) y (u=2k 6 u=2k+1) = x = u !!!.

Caso (b-2)(b-3)

(b-2) = ¥(x,y) = &(u,v) A x=0
(b-3) » &(u,v) = &(s,t) A v=0

pero si x=0 3 ®(x,y) = 0 A si v=0 s ¢(u,v) = 0 por tanto
®(x,y)=d(u,v)=0
[-y/2]1=0 » y=0 y por lo anterior &(x,y) = &(s,t), con lo cual la

condicién (b-3) asegura p s; r.

Caso (b-3)(b-2) :
(b-3) » ¢(x,y) = ¢(u,v) A y=0

(b-2) > ¥(u,v) = &(s,t) A u=0

por otro lado (x,y) Sc (u,v) Au=20=x =0, ademds por ser u=0 »
®(u,v) = 0 luego la unica forma de que se verifiquen estas dos
condiciones es la siguiente:

0=0(x,y)=0(u,v)=d(s,t) A x=0 que es la condicién

(b-2) con lo cual p s r. .
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2.3 EXTENSION DEL ORDEN A z.
2.3.1 Definiéién.

Dados X,y € Z;n, con n = 3 diremos que X =y
segin la relacidén c-léxico sii x.= y o bien se verifica:
(1) sivi yi>0 :

(a)(xi,xi+1)sc(yi,yi+1) vV i=1... (n-1).

(b)Si x#y sea k=max{0, 1/ y,"Y,,, ©S par }
_entonces: |
Si k # 0 debe cumplirse
(b-1) (xk’xk+1) <c (yk’yk+1)
(b-2) (xi...xk) = (yl...yk)
(b-3) (xk+2...xn) 5 (yk+2...yn).
Donde, si (b-2) es estricta entonces (b-3) también.
Si k = 0 debe cumplirse
(b’-1) (xl,xz) <. (yl,yz)
(b’ -2) x =y-l
(b’ -3) (xz...xn) = (yz...yn)
Donde, si (b-2) es estricta entonces (b-3) también.
(2) si 31/ yi=0 :
Se cumple (1) para los vectores x’, y’obteuidoéral suprimir
aquellas componentes que son nulas en y.
Nota.

'La definicidn es recurrente y tiene sentido puesto que ya se

ha definido el orden c-1éxico en Zi.
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2.3.2 Teorema.

La relacién c-léxico es un orden parcial en Zj .

Demostracién.
La propiedad reflexiva se verifica a partir de la definicién.
La propiedad antisimétrica es consecuencia de esta misma propiedad
en Z7°.
+ -
Por otro lado la propiedad transitiva es cierta en Zf, como
consecuencia de la misma propiedad en Zf.
Veremos que la propiedad se verifica en Zf. Supongamos X sc y s z

c

z € I, entonces se verifica < =
» KXY +’ ! _ (Xl’xi+1) ¢ (yi’yi+1) c

(zl,zi+;) i=1...n-1, ademis y =z implica, segun las condiciones
(b-1) de la defihicién de céléxico;en Zf,qﬁe la ﬁltimé desigualdad
se da estrictamente para un conjunto de indices I que depende

Unicamente de z. Por otro lado puesto que la relacién c-léxico es

e e s sa s 2 .
transitiva y antisimétrica en Z+'se verifica:

(x,x, ) s (z,z ) i=l...n-1 (estrictas para 1 € I),

y por lo tanto queda probado que x sc z. Con esto se concluye que

esta relacién es un orden parcial en Z:. - " -

A continuacién demostraremos la existencla y unicidad de
antecesor directo de todo x € Zf\{O}. Para hacerlo necesitamos un

resultado previo enunciado como lema.

Pag.~ 41 -



ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

2.3.3 Lema. (Condicién suficiente de ordenacién)

Consideremos (yi...yn_l), (xl...xn_l) € Zi'-l siendo las

componentes del vector x estrictamente positivas.‘ Sea (yn_l,y )=

(x ,x ) siendoy,x >0 A x—x impar, entonces:
n-1" n n n n n-1

(yl...yu ) = (xi...xn).

Demostracidn.

Supongamos (yl...yn_ll * (xl...xn__’l) en otro caso la prueba

es inmediata. Sea k = max {0, 1/ X ~X . es par , i=1...(n-2) }

por definicidén debe verificarse:

Supuesto k > 0 (el caso k=0 se deduce de la demostracién),

1 k 1 k
(Yk’yku) <c (Xk’xku) (1]
(yk+2 yn-l) sc: (xk+2 Xn—l)

Si probamos que (yhz...yn) s (xha...xn) habremos concluido,

puesto que X -X . es impar luego k1= max { 0, 1 / X, =X es par

1+1

i=1...,(n-1) } = k. Ademds si »(yl...yk) '<° (xi...xk) >

(yk+2...yn_1) <. (xk+2...xn_1) por tanto (yhz...yn)<c(xk+2...xn).
Para probarlo, sabemos
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(y _v)s (x_,x)Ax-x  es impar.

Puesto que X, =X es impar para i=(k+2)...(n-2); usando la

i-1

definicién obtendremos (supuesto que (yk+2...yn) * (xk+2...xn) )

(yk+2’yk+3) <c (Xk+2'xk+3)’

1

' = i i <x -
(yk+3 yn) = (xlw3 xn) siendo estricta si Y2 Fen
Tomemos r = max { 1 / Y, * X i=(k+2)...n }, entonces:
(yr—l’yr) <c (Xr-l’ Xr)
<x
r-1 r-1

X _,7X. es impar % el antecesor del par es (x 1—1,xr)
r- r r-

operando de la misma forma obtendremos después de un ndmero finito

luego (y, ,y. ) < (x ) puesto

de asos e < X X
p qu yk+2 k+2’ T k+3 c . Tx+2' Tk+3

k+2

que ya sabiamos que se daba la desigualdad "sc" entre ambos pares.
Por otro lado como yr== x_se tiene:

< (X ,x% ero or ser = X = = -
(yr’yr+1) c( r’ r+1) p p yr+1 r+1 yr xr 1

ademas (yrﬂ. . .yn) = (xrﬂ. . .xn) por tanto (yr. . .yn) <. (xr...xn)

j <
que Jjunto con (yr_l,yr) . (xr_l,xr) determina (yr_l...yn) <c
(xr_l...xn) por definicién. Si se opera de la misma forma durante
un numero finito de pasos obtenemos (yk+2. . .yn) <. (xk+2. . .xn).

Esto se ha obtenido bajo el supuesto (yk+2...yn)¢(xk+2...xn).

En caso contrario, de [1 ] obtenemos por ser (ybz...yn) =
(xk+2...~xn) y segun la definicién del orden, que (yl...yk) =

(xl...xk) y por Ultimo, de ser (yk,ykﬂ) < (xk,xkﬂ) cony =x_ A
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-x par, se obtiene e = X
X P2l qu Y&+1

= +1-1 y por tanto:

k

(y...

s .y;) = (X ...X

En consecuencia queda probado el lema. O

Nota.

| Supuesto que alguna de las componentes de x es nula en el
Lema 1, la misma componente en y debe ser nula, (en Zf-es cierto a
partir de la definicién y én‘ Z: por el apartado (a) de ia
definicién del orden), en este caso, suprimiendo las componentes
nulas comunes obtenemos puntos en un espacio de dimensidén inferior
a n para los que sigue siendo valido el resultado, con lo cual se
tiene la propiedad para los puntoé originales ya que en la
defihicién del orden no se tienen en cuenta lés componentes dque

hemos suprimido.

2.3.4 Teorema.
Sea (Zf,sc) el conjunto de vectores enteros positivos
ordenados segin el c-léxico entonces:

Todo vector x € Zf \ {0} tiene un Gnico antecesor directo.
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Demostracidn.
Sea x € Z: verificando X, > 0V i, probaremos que tiene un tunico
antecesor directo, posteriormente se probard lo andlogo cuando
alguna de sus componentes es nula (excepto para el vector nulo).
Es de interés en la demostracién el conocimiento del siguiente
hecho:

En Z° dado x=(x ,X_) con x ,3( # 0:

+ 1’72 1’72

- S1 x -x, es impar X = (x -1,x,)

- Si x -x, es par X = (x, x,-1)

En otro caso X = 0 ¢ X,= 0, y el c-léxico induce el orden

natural sobre los ejes, por tanto existe Unico antecesor en estos

casos salvo para el (0,0).

Para demostrar el resultado consideramos tres casos gue
dependen del valor de k = max {0, i/ X X . s par, i=1...(n-1) }.

Caso 1. k=n-1.

Sea x=(x1...x ,Xx -1), se verifica x s x por
definicién, ademas _[x_,x 1 = {x,x }. Veamos que es tunico, para
ello supongamos y <c X, probaremos que y Sc X .

Por definicién:

(y ...y_l) s (xl...x )

1 n n-1

vy ,v) < (x _ x).

c n-1, n

Puesto que el tnico antecesor directo de (x ,x) es (x _,x -1)
n~1" n n-1 n

debe cumplirse (yn_1 yn) s (xn_1 xn-l). Este Ultimo vector tiene

diferencia impar entre sus componehtes y puesto que (yl...yn_il sc
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(Xi' . 'Xn-1) aplicandobel lema se obtiene el resultado y sc X .

Caso 2. 0 < k < n-1.

Sea x= (x...x,Xx -1,x _...x) que es un antecesor
1 k' k+l k+2 n

directo de x. Probaremos la unicidad del mismo modo que antes.

Sea y < x, por definicidn:
]

(yl...yk) Sc(xl...xk)
(caso 1)
< ' -
+1) c(xk,xkﬂ) = _(y1 y‘m) = (x1 X1 1)

(yk,yk

Por otro lado, como < X ,X A X =X es par =
’ (yk’yk+1) c (k' k+1) k  k+l p

y

< Xs1 de donde (yk+1’yk+2) <c (xk+1’xk+2)°

k+1

Ademéas (yk+2. .. yn) s (xk+2. . .'xn).

Si existiese r = r+2 tal que v, o* X implicaria (yk+2...yn) <,

(xk+2...xn) "este 1Ultimo vector tiene todas sus diferencias

i ] < ‘e = ‘e .
impares, luego Viea Xeen N (yk+3 yn) . (xk+3 xn) Como

Va2 < Kpsa = (yk+1’yk+2) <c (xk+1_1’xk+2) y por tanto:

(y...

Yy 1) = (xl...x -1)

+

(et Yina) <o (%, mhix ) 5> y< x

(y

k+3"‘yn) <. x _...x)

k+3 ‘n

Esto se ha probado en el supuesto (yha....yn) # (xk+2...xn) en

caso contrario, por definicién de y sc X tenemos:
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Caso 3. k = 0.

Sea x = (xl—l,xz...xn) que es antecesor directo de x por
definicién. Sea y <cx > (yi,y2)<c (X1’x2) A (yz...yn) = (xz...xn)
siendo esta Ultima desigualdad estricta si Y, < X1-1'

Como (yl,yz) < (xl,xz) y este Ultimo vector tiene como unico
antecesor directo a (xl—l,xz) se tiene:

(yl',yz) Sc (xl-l’XZ) (lema) |
=’ (y,Y:Y)S (X—I,X,X)
(y.y) = (x,%) 1’72’73 ¢ 71 2" 73
273" Te T2’ 73
Operando de 1la misma forma con el resto de las componentes
(todas las diferencias X, =X, son impares) se obtiene finalmente
y sc x con lo cual queda probado el resultado.

El resultado anterior sigue: siendo vdlido si alguna de las
componentes de x es nula, basta para ello suprimir las componentes
nulas de x y después aplicar el resultado al vectar resultante.

Una vez obtenido el antecesor directo, al afiadir las componentes

nulas obtenemos la misma propiedad debido a las caracteristicas
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2 . . ' - =
del orden en Z+ (si (yl,yz) sc (xl,xz) Y % é X, = 0> v, 6 Y, 0).

Una vez probada la propiedad anteri@r es de wutilidad ei’
caracterizar los antecesorgs y ios sucesores directos de un vector
x € Z?. Mientras Que la unicidad de antecesores directos ésegura
Que no >se efectuaran calculos inﬁtiles en un algoritmb que
-seleccione puntds segin una debo, los sucesores directos seran
atiles en la evolucidén del algoritmo. No obstante un punto no
tiene siempre un WUnico éucesor, incluso existen puntos 'sin
sucesores. Estos puntos tienen la propiedad de poseer sucesores
directos en una dimensién superior. A continuacién caracterizamos

los dos tipos de puntos:

Antecesores directos.

Sea x € Zf\{O}, segin el resultado anterior, para encontrar
el antecesor directo debemos operar de la siguiente forma:

(1) Suprimir las componentes nulas de x, sea x’ el vector
resultante.

(2) Seak =max { 0, 1 / x;—x;+1 es par }.

?

Disminuir una unidad la componente con valor X

(3) Afiadir al vector resultante aquellas componentes nulas
suprimidas en el paso 1.
De lo anterior se deduce que un mismo vector puede tener

varios sucesores directos, de hecho el vector nulo tiene n
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sucesores.

Sucesores directos.
-Sea X € Z: / X, # 0V i El copjunto de sucesores directos se
obtiéne aplicando una de las reglas siguientes:

(1) Aumentar en una unidad la componente X, cuando las
cdmponentes i-1 e i del nuevo vector determinen la diferencia par
de mayor indice.

(2) Aumentar en una unidad X, cuando X X, sea la 1nica
diferencia par de x.

Si x tiene componentes nulgs, son también sucesores directos
aquellos puntos obtenidos al aplicar una de las reglas anteriores
a éualquiér vector obtenido de x suprimiendo todas las componentes

nulas salvo una de ellas que es 1a incrementada por la regla usada.
Ejemplo: .

Son sucesores del (0,2,3,4) los vectores (0,2,3,5) vy

(1,2,3,4).
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2.4 EXTENSION DEL oknm C-LEXICO A CONOS.

"En las secciones anteriores hemos definido y estudiado una
relaéién de orden parcial en el cuadrante entero positivo Zf, én“
ésta se extenderi la definicién a una familia de subconjuntos‘dg
Z" a la cual pértenece el cuadrante Zf. A tales subconjuntos los

denominamos restriccién entera de conos.

2.4.1 Definicidn.
1 ‘ . n
Sean Vv ...vp, p vectores del espacio vectorial R, denomi-
namos restriccién entera del cono generado por estos vectores al

conjunto

oy ) R _ .
Az(v L)Y =" {x/ 3 Ai...lp_-o, X = {: Aiv }

A partir de ahora supondremos que ‘los vectores v Vi tienen
componentes racionales y los suponemos escalados de tal forma que

todas sus componentes son enteras con m.c.d. igual a 1.

2.4.2 Definicién.

Denominamos origenes multiples relativos al cono Az(vi...vp)

al conjunto O, dado por la siguiente expresidn:

A

0,=1{xe€ "/ 3 Al...hp € [0,1) A X Z‘;AIV }.

La definicién del orden c-léxico sobre restricciones enteras de
conos se efectua en base a la representacién de sus puntos

enunciada en el siguiente resultado.
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2.4.3 Teorema.
Todo x € Az(vl...vp) admite de forma Unica una representacién

en las condiciones siguientes:

x =o(x) + L7 u(x)ivi

donde o(x) € 0A y pu(x) e Zf;
Demostracidn.
Dado x € Az(vl...vp) se tiene por definicién x = Z‘: >\1v1

ademads esta expresidén es Unica debido al Teorema de Representacién
de Conjuntos Poliédricos. |

Sea A(x) = A-IA1y ux)= ], olx) = L % atx)v'. Esta
descpmposicién de los escalares Ai es la uUnica que verifica todas
las condiciones del teorema, en otro caso supongamos que Ai =
X(x)1+ ;(x)1 en las condiciones del teorema. vRestando ambas
expresiones de A, obtendr{amos A(x)i— i(x)1 €eZn (-1, 1) A(x)i=

X(x)i > u(x)i- ﬁ(x)1 con lo cual se garantiza el resultado. = =

A partir de la demostracién anterior se deduce que todo
- vector de Az(vi...vp) se puede poner como una combinacién entera
positiva de los vectores del conjunto

1 p
0A uiv...v}
por tanto son una base de Hilbert segin la definicién de Giles y

Pulleyblank (1979).

Pag.- 51 -




ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

2.4.4 Definicién. (brden c;léxico en Az(vl...vp))

Sean Vv'...v® vectores n-dimensionales en las condiciones
impuestas anteriormente, sean X,y € AZ(VI...VP) decimos que x esta
relacionado con y segun el orden c-léxico definido en Az(vl...vp)
y lo representamos por x SAc y si.se verifica una de las dos
condiciones siguientes:

(a) x = 0.

(b) A(x) = Aly) A p(x) = ply).

| o
A partir de 1la definicién anterior y haciendo uso de la unicidad
de la representacién de los puntos de Az(vl...vp) es inmediato

probar que la nueva relacién binaria hereda todas las propiedades

del orden parcial c-léxico.

2.4.5 Propiedad.

La relacién binaria c-léxico definida en Az(vl...Qp) es un
orden parcial verificando que todo punto del conjunto Az(vl...vp)
excepto el vector nulo tiene un Gnico antecesor directo.

Esta propiedad asegura la construccién de una direccién'entera de
bﬁéqueda ordenada verificandose que todos los sucesores de un
punto x se encuentran contenidos en el cono de origen x y aristés
vi...v’.  Este hecho sera utilizado en la construccién de
algoritmos‘ de enumeracién implicita para 1la opﬁimizacién de
funciones cuadraticas en un conjunto de vectores enteros.

Posteriormente se aplicard en optimizacién multiobjetivo.
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CAPITULO 3.

PROGRAMACION LINEAL ENTERA: RELAJACION MODULAR.

3.1 INTRODUCCION.

Un problema lineal entero es aquél en el que, tanto '1a
funcién a optimizar como las restricciones estidn dadas en términos
de funciones lineales en la variables de decisién que se suponen
enteras positivas. Este problema de optimizacién tiene caracter
NP-completo (Karp (1972), Parker y Rardin (1988)) lo'que hace que,
aunque ha sido ampliamente estudiado en la literatura, actualﬁente
se sigue investigando en 1la obtencién de nuevos resultados que
me joren el tiempo de cémputo de los algoritmos existentes. En este
capitulo se .estudia una aplicécién del método de enumeracién
implicita basado en direcciones de busqueda ordenada. Usaremos
este esquema para resolver un problema relajado del problema
entero original conocido con el nombre de problema Lineal Entero
con Restricciones Modulares (LERM).

El problema rélajado LERM fue usado inicialmente por Gomory
(1965). Gomory probdé que suprimiendo las restricciones de no nega-
tividad de algunas variables el problema éntero puede

transformarse en uno cuyas columnas de coeficientes de la matriz
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de restricciones pertenecen a un grupo abeliano. Si al resolver
este problema, laé variables no restringidas en signo toman
valores positivos, el problema original estd resuelto.

Este primer trabajo de Gomory dio lugar a una metodologia de
resolucién de la Programacién Entera que se muestra como una
alternativa a los Métodos basédos en Hiperplanos de Corte (MHC) o
a los’Métbdos de Rémificacién y Acotacién (MRA) basados en la
resolucién de relajaciones continuas del problema.

Para resolver un problema 1lineal modular se usan
prinﬁipalmente dos tipos de algoritmos. El primér tipo se basa en
esquemasrde determinacién de caminos mis cortos en grafos. Esto es
posible gracias a la 1identificacién del conjunto factible del
problema con el conjunto de caminos que unen dos vértices de un
grafo. Concretamente el grafo construido tiene un nodo asociado a
cada elemento del grupo al cual pertenecen las columnas de la
matriz de restricciones del problema modular. Los dos vértices
entre los cuales debemos déterminar el camino de longitud minima
son aquellos asociados al vector nulo y al vector que constituye
el lado derecho de las restricciones del problema modular. Los
autores‘que a continuacién se mencionan construyeron algoritmos de
este tipo en los cuales aprovechan la estructura especial que
tiene el grafo utilizado : Hu(1970), Shapiro(1968), Chen y Zionts
(1970).

~Wolsey (1973) observdé que bajo esta metodoloéia tenia una

interpretacién natural el hecho de buscar una solucién del
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problema relajado que fuese solucidn éptima del problema original.
En su trabajo demuéstra la existencia de k € N tal que el k-ésimo
camino mas corto entre los vértices mencionados anteriormmente se
identifica con la solucién del problema original. Esto motivd la
construccién de un algoritmo de enumeracién dé los caminos.més
cortos de un grafo basado en el trabajo de Lawler (1972) y Wolsey
(1973). Una versidén mds reciente de este algoritmo puede encon-
trarse en Nemhauser y Wolsey (1988).

Una desventaja de esta metodologia consiste en 1la poca
efectividad de los algoritmos cuando el tamafio de los grafos se
incrementa, por esta razén ée han investigado posibles repre-
sentaciones del problema ‘relajado que tengan en cuenta esta
limitacién. En esta direccién estdn los trabajos de Gorry et al.
(1972) y (1973).

El'segundo tipo de algoritmos usados a la hora de resolver el
problema lineal modular se basa' en esquemas de enumeracién
implicita. Son importantes los trabajos de Floyd(1962), .
Dantzig(1963), Glover (1966), Farbey et al. (1967), Glover (1969),
Glover y Litzlgr(1969), Gorry vy Shapiro(1971), Chen y Zionts
(1976). El esquema que se propone en este capitulo se enmarca
dentro de este bloque de algoritmos. Para el desarrollo del
proceso de enumeracién se usara ia direccién entera de busqueda
ordenada basada en la relacién c-léxico. Posteriormente se
probaran algunas propiedades que haciendo uso de 1la ﬁaturaleza del

conjunto factible permitirdn 1la construccién de un test de
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supresién de ramas de bisqueda.

En 1la primefa seccién del capitulo se describe la
construccién del problema relajado, en la segunda se describe el
algoritmo de resolucién cuya exactitud se demuestra posteriormente.
A continuacién se obtiene una condicién suficiente, distinta de la
propuesta por Gomory (1969), para garantizar la optimalidad de 1la
solucién del problema modular respecto del broblema ofiginal. Las
Ultimas secciones se dedican al estudio tedérico de la complejidad
del algoritmo asi como a la construccién de un esquema para la

resolucién del problema lineal entero original.

3.2 CONSTRUCCION DE LA RELAJACION MODULAR.

En esta seccién se construye una relajacién del problema -
entero original, de la cual se obtiene el problema modular clasico
introducido por Gomory (1965). Para éu desarrcllo se parte de la

siguiente formulacién:

(PEP-1)

> 0|
Kl X

sa:

+

donde A es una matriz mxn de numeros ehteros y b es un vector
entero de forma que el conjunto factible que determinan esta
acotado.

Introduciendo m variables de holgura podemos obtener una

formulacién equivalente del problema anterior:
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max ¢ x (PEP-2)

- = = +
sa: A’ x° =b ¥X'e Zf "

Para construir el problema modular usaremos una matriz béasica
asociada al sistema de ecuaciones no redundantes: A’ x’ = b’.

La eleccién de esta matriz basica es arbitraria, sin embargo
a continuacién se elige una matriz concreta cuyas propiedades
seran tratadas mis adelante. Tomaremos la submatriz B de A’ cuyas
columnas corresponden con las Qariables que son basicas en la
solucién Ooptima del problema 1lineal obtenido al suprimir 1la
restriccién de integridad sobre las variables.

Sea N la matriz cuyas columnas no son béasicas y supongamos

que las coordenadas de X’ estan ordenadas de tal forma que

donde el subindice representa el conjunto de indices asociados a

x|

las componentes basicas y no basicas respectivamente.
En esta situacién podemos formular PEP-2 de forma equivalente

haciendo uso de estas nuevas matrices:

max (c’B'b’)-(c’B 'N-c’) %’
B B N N

sa: X

v = B g’ -B" Ny’ (PEP-3)
B N

X

2

B

v

0, x; =z 0 enteras.

Segin se ha seleccionado la base B, 1la condicién de

optimalidad del problema lineal asegura las desigualdades:
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(c;B7'N-c}) = 0.

En el probléma relajado de PEP-3 que se construye
posteriormente, las variables i; son positivas lo que hace,
teniendo en cuenta las desigualdades anteriores, que una vez
resuelto este problema se obtenga una cota superior del problema
PEP-1 que mejora a la obtenida resolviendo su relajacién continﬁa.
Esta esk una de las razones por las cuales se elige la matriz
basica 6ptima para la formulacién de PEP-3.

Para obtener la relajacién modular de PEP-3 se suprime la
restriccién de no negatividad impuesta sobre las variables
| bidsicas, obteniéndose con ello un conjunto factible que contiene
al del problema original:

B'lﬁ?-B'IN;?; 2"
‘QN = 0 enteras.
Este conjunto también puede representarse en término de un sistema
de congruencias:
1

BTNK! = B™'5’ (mod 1)

x eI
N +
Segun propiedades elementales de Algebra Lineal, sabemos que los
elementos de B'' son racionales con denominador D = [det(B)I, por
tanto se pueden reescribir las ecuaciones anteriores en médulo D:
Ax = b (mod A)
xel.
+

donde

A=DB'1Neme,b=DB'1]3’eZT,A=D1€Zm,x=x.
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Por dultimo eliminando 1la constante (E;B-IS’) de 1la funcién
objetivo de PEP-3 'y haciendo ¢ = (E;B-IN—E;) obtenemos 1la
formulacién equivalente del problema Lineal Entero con

Restricciones Modulares

min cx ]
sa: AXx = b (mod A) (LERM-1)
x e I"
o+

En la construccién de este problema relajado hemos obtenidg
el vector A con todas las componentes igualeé..Esto no ocurre en
otras formulaciones existentes. La‘més conocida en’la literatura
es la que hace uso de la Fofﬁa Normal de Smith de una matriz. Se
propuso esta formulacién con 1la intencién de reducir 1las
dimensiones de un grafo asociado al conjunto factible del problema
modular. La construccién de este grafo permite resolver el
problema LERM-1 con técnicas de Programacién Dinamica (Nemhauser
-Wolsey(1988)). Para obtener la formulacién del problema modular
bajo esta perspectiva se parte de la siguiente relajacién del
problema PEP-2:

max ¢’ x’ -Bw
sa: A'x’-Kw = b’ (PEP-4)
X'e Z:, weZl.
donde K es una mxp matriz entera, p = m‘y B es un p-vector. En
esta situacién se sabe (Salkin y Mathur (1989)) que tomando K = B,
matriz basica éptima de la relajacién continua de PE?—Z, yB=uB '

0

con u solucién factible del problema dual de la relajacién
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continua de PEP-2 entonces el problema PEP-4 es equivalente a

- e § N St
min (cBB N c“)xN
sa: R B i;-Aw = Rb’ (PEP-5)
-, n

x’ e Z
o+

N ,weZp.'

donde R es una mxm matriz entera unimodular tal que 3 C, pxp
matriz entera unimodular, verificando RKC = A. Donde A es una
matriz diagonal con elementos enteros positivos. La existencia de
estas matrices estd garantizada por la Forma Normal de Smith.

Por dltimo describiendo el conjunto factible por medio de
congruencias y tomando c =(E;B-1N —c_:;‘), obtendremos un nuevo

problema lineal modular qué es una relajaciéon del problema PEP-1:

min cx

'sa: RB i; = Rb’ (mod A) (LERM~2)
xe .
) +

donde A = (61...6n)’.
3.3 RESOLUCION DEL PROBLEMA MODULAR .EN'I'ERO.

En esta seccién se dén las bases de un algoritmo para el
problema LERM que denominamos C-LEXMOD. Este, es un esquema de
enumeracién implicita que aprovecha las propiedades del sistema de

congruencias en la supresién de ramas de busqueda.
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En principio se partird de una formulacién del problema en la
que los indices de 1las componentes estdn ordenados segun

coeficientes de costos crecientes:

min cx
sa: AXx = b (mod A) (LERM-3)
x eI
+
donde ¢c ¢ R, 0 = ¢ =< c...sc¢c , (Ab) € M con
1 2 n mx (n+1)

coeficientes enteros, A = (61...6n)’, 61 € Z#.

El algoritmo C-LEXMOD tiene aigunas similitudes con el de
Glover (1969), estudiado en el Capitulo 1 y que se emplea para el
problema de Knapsack modular. Sin embargo la operacién de
seleccién de puntos se basa en la ordenacién dada por la relacién
c-léxico. De esta forma se consiguen obtener buenas propiedades en
relacién con el almacenamiento de informacién y se evitaran
algunos de 1los problemas que presenta el algoritmo de Glover
relativos a lo que ¢él denomina indices de ‘transicién.
Concretamente los problemas que surgen al suprimir ramas de
bisqueda del algoritmo.

"En el capitulo 1 se dio un esquema.general de un algoritmo de
enumeracién implicita basado en direcciones enteras de busqueda
ordenada, seglin este esquema debemos elegir un superconjunto E del
conjunto factible, asimismo debemos especificar el orden parcial

que genera el gredoide local y por wultimo debemos fijar 1la
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propiedad P que define la operacién de seleccién de nuevos
elementos. | |

En primer lugar para construir E podemos usar cotas sobre las
variables del problema PEP-1. Estas cotas pueden venir dadas
explicitamente en la formulacién inicial | o bien pueden
determinarse en funcién de los elementos de A y b (Giles y
Pulleyblank (1979]}, Papad;mitriou (1982)). No obstante, en este
problema especial podemos usar un resultado de Gomory (1965) que
indica que la solucién de LERM-2(3) verifica thlxj = D—l,icon D =
|det(B)|, asi podemos tomar E = I(D-1...D-1).

Continuando con el desarrollo especificado en la seccién 1.3
debemos determinar el gfedoide local parcialmente ordenado
‘(E\D’,ﬁc\D’) sobre la cual se aplica el esquema de enumeracién
implicita.

»Eniéste caso la familia §c se determina haciendo uso del

orden c-léxico y de la definicidén 1.2.4.3, por otro lado
={xeD/3yed ysxty D={xe Zf / Ax = b (mod A) }.

‘Por dltimo 1la propiedad P 'empleada en la operacién de
seleccién serd la regla de minima etiqueta, es decir en 1la
iteracién k: |

¢(X(k)) = argmin{cx / x € ENX(k) A X(k)u{x} € § }}
en caso de objetivos minimos empatados elegimos el ﬁéximo lexico-

grafico.
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Para continuar con la aplicacién del esquema general del
algoritmo al caso particular del problema LERM-2(3) profundizare-
mos en la descripcién de la Operacién de Seleccién y posterior-

mente se indicard como se realiza la Operacién de Supresién.

3.3.1 Operacién de Selecci&n.

En esta seccién se describe el procedimiento mediante él cual
se generan vectores a los que se aplicard un test de facti-
bilidad en cada una de las iteraciones del algoritmo. Segin se ha
dicho con anterioridad, la operacién de seleccién de estos nuevos
elementos se efectua segin la regla de minima etiqueta aplicada al
conjunto de aquellos sucesores directos, en el orden c-1léxico, -de
los vectores estudiados en alguné iteracién anterior.

Con esto, la operacién de seleccién queda descrita
funcionalmente aunque no algoritmicamente, para hacerlo se
detallard a continuacién 1la estructura wutilizada para el
almacenamiento de informacién. Esta informacién se refiere
fundémentalmente al conjunto de sucesores directﬁs de los vectores
estudiados y a su valor objetivo. ~Una vez descritas estas
estructuras de informacién se indicard como se actualizan en cada
iteracién, posteriormente se probaran ciertos resultados que
garéntizaran que la actualizacidén descrita corresponde con 1la
aplicacién de la regla de minima etiqueta en la generacién de

soluciones.
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Para el almacenamiento de lps sucesores, segin el orden
c-1léxico, se utilizéré un sistema de n listas enlazadas Si i=1...n
donde n es la dimensién del vector x de variables de decisién. En
principio S1 consta Unicamente del elemento e que tlene todas sus
componentes nulas salvo el valor '1 en la i-ésima componente.
Haremos uso, asimismo de la lista L que en cualquier iteracién
consiste del primer vector almacenado en cada lista S1 i=1...n.
Este conjunto contendra 'las posibles elecéiones y en cada
iteracién se tomara aquel vector de L con menor objetivo que es
maximo para el orden lexicografico.

Supongamos que en la iteracién k es seleccionado de L el elemento
x(k), sean yi...yr sus sucesores directos. Para almacenar y1
supongamos que y1= x(k)+e1. En este céso afiadimos el vector y1 al
final de la lista Sl. Una vez realizada esta operacién con todos
los sucesores podemos suprimir a x(k) de L. Su lugar en L es
ocupédo por el elemento que sucede a x(k) en la lista del tipo S
donde estaba almacenado. Una vez descrita 1la estructura de
informacién necesaria para implementar la operacién de seleccién
y determinada la forma en que se actualizan sus componentes
pasaremos a desarrollar la operaéién de supresién de ramas de

bisqueda del esquema de enumeracién implicita.
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3.3.2 Supresién de ramas de bisqueda.

En cada 1tera¢ién, una vez determinado x(k) seleccionaremos
de entre sus sucesores, aquellos que serdn almacenados. Esta
seleccién se hace en base a una propiedad que sera probada en la
préxima seccién. En ella se establece que si y es uno de los
sucesores de x(k) de forma que el lado derecho que obtiene
Ay (mod A), ya ha sido obtenidé con anterioridad por alguno de los
puntos generados por el algoritmé,ientonces la solucién éptima que
es maxima para el orden lexicografico no es sucesor de y eﬁ el
orden c-lexico. Por tanto se puede suprimir el punto y de
posteriores consideraciones.

Por esta razén, en la iteracién k sélo se almacenaridn en
alguha de las listas S1 aquellos sucesores due generen nuevoes
elementos del grupo aditivo.APara chequear esta condicién debemos
implementar una estructura'que almaéene los elementos del grupo
generados desde que comenzd el algoritmo y sobre la cual sea
eficiente la bisqueda e insercidén de elementos. Una buena eleccién
es la que en Sedgewick (1983) se denomina “top-down 2-3-4 tree".
Estas son 4rboles de busqueda, en los que una operacién de
bisqueda-insercién se realiéa con complejidad O(log N) siendo N el
numero de elemenfos del arbol y supuesto que cada uno de ellos
tiene una etiqueta wunidimensional. En nuestro caso podemos
utilizar estas estructuras ordenando los nodos del arbol segin el
orden lexicografico (que es completo). Puesto que ia comparacién '

de dos vectores necesita en el peor de los casos m operaciones, la
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complejidad de wuna operacién de bisqueda o insercién es
O(log(mN)).
A continuacién presentamos el algoritmo de enumeracién implicita

que se basa en las operaciones anteriormente descritas.

3.3.3 Esquema general del Algoritmo C-LEXMOD.

El.algoritmo se compone de una etapa de inicializacién y de
las iteraciones, estas a su vez se construyen a través de tres
operaciones basicas: |

-Seleccién de elementos de la lista L.

- -Determinacién de los sucesores del elemento generado.

-Supresidén de ramas de busqueda.

Describimos a continuacidn estas operaciones.
Inicializacidn.

Sea L la lista ordenada L = {el,...,en }.

s,= { e' } v i=1...n.

V(i)=1 V i=1...n. (Indica que existe un vector en la i-ésima

. posicién de L, posteriormente puede tomar el valor cero
indicando lo contrario)

Almacenar en el arbol de buisqueda T los elementos del grupo
generados por los elementos de L, esto es { a'...a" } donde a' e
I" es la i-ésima columna de la matriz de restricciones A.

Almacenar en una lista de etiqﬁetas E(i) los elementos (i,cl)
i e {1...n}. Esta lista contiene el valor objétivo de los

elementos de L (inicialmente cl) y el indice de la lista a la que
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pertenece el vector (SiL

Ademds estéan colocados en ofden creciente de costos.
Hacer k=1.

Iteracion k=1,2,...

Seieccién. Sea x(k)} el elemento de L con menor valor
objetivo, en caso de empate de vaiores objetivos elegir aquel que
sea maximo para el orden lexicografico. Supongamos que Bcupa la
posicién i de L. Suprimir x(k) de L.

Determinacién de sucesores directos. Calcular los sucesores
directos de x(k) en el orden c-1léxico., sean yl...yr.

Supresién-almacenamiento de sucesores. Para j=1...r:

Calcular el elemento del grupo que se obtiene mediante yj, sea
bl = Ayl

Si bj € T, suprimir yj de posteriores consideraciones.

siblerT:

Si bl= b. FIN: x*# yj es solucién 6ptima.

Si bl# b, puesto que yj es sucesor directo de x(k) se
tiene yj= x(k)+e' para algin valor de 1 € {1...n }.
Introducir, en este caso, el vector yj en la ﬁltima
posicién de la lista S . Si V(1)=0 introducir y’ en
la l1-ésima posicién ae la lista L e introducir el
par (l;cyj) en la lista de etiquetas haciendo que
se mantenga ordenada por costos crecientes.

- Adaptacién. Introducir en la posicién i-ésima de L el primer '

vectbr X € Si e introducir el par (i,cx) en la lista E() del
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mismo modo que se ha descrito anteriormente. Caso de no existir
este elemento hacer V(i)=1.

Hacer k=k+1.

Tanto las demostraciones de las propiedades que verifica la
secuencia de puntos generada por el algoritmo como 1la
Jjustificacién de la operacidén de supresidén de nodos seran tratadas

en el préximo apartado.

3.4 EXACTITUD DEL ALGORITMO C-LEXMOD.

Probarembs algunas propiedades que garantizaran la
finalizacién del algoritmo con la solucién o6ptima siempre que el
problema tenga soluciones factibles. | |
3.4.1. Teorema.

Supongamos que en el eéquema del algoritmo C-LEXMOD
eliminamos la operacidén de supresién, entonces la operacién de

seleccidén implementada es la regla de minima etiqueta, es decir
¢(X(k)) = argminx{ cx / x € ENX(k) A X(k) v {x} € § }

-Demostracién.

Segin el esquema del aléoritmo y supuesto que no se ha
suprimido ningin vector se verifica que las listas Si i=1.’5n
recogen en la iteracién k todos los sucesoreé difectos de los

vectores generados hasta el momento con lo cual a partir del
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Teorema 1.2.4.7 en la iteracién k+1 se tiene

{xeENKO) /XK uixte§)=U"S.
Para probar el resultado basta observar que 1los vectores
almacenados en la lista Si ocupan pésiciones en orden creciente de
costo. Puesto que L estid compuesta del primer elemento de cada
lista Si i=1...n, se tendra la propiedad.

- Usaremos una induccién sobre el indice de la iteracién.

Sea p=1. En este caso es cierto puesto que cada lista tiene

sélo un elemento.

Sea p=2. Puesto que en la iteracién anterior se eligid e1 sus
sucesores directos habrin sido almacenados en las listas. As{ si
Si es actualizada i#1 tendra como primer elemento ei y en segundo
lugar el+e! que verifican la propiedad pues todos los coeficientes

sk : . 1
de costo son positivos. S1 tiene un Unico elemento: 2e".

Supongamos cierto la propiedad para p-1. En este caso, las
soluciones generadas en las p primeras jteraciones del algoritmo
verifican cx(1) = cx(2) 5...cx(p—1j = cx(p).

Sea y ='é1+x(p) sucesor directo de x(p) que serd almacenado
en Ia dltima posicién de Sl. Sea y°-un vector de Si, por tanté y°=
ei+x(q) con q < p puesto que y° no puede ser sucesor directo de:
x(p) en el orden c-léxico. Por las desigualdades énteriores se

tiene:
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cx(q) = cx(p) = cx(q)+c, = cx(pl+c = cy’ = cy.

Por tanto se ha probado la propiedad.m

3.4.2. Corolario.

La regla de seleccidén descrita en e‘l esquema del algoritmo
C-LEXMOD implica una‘ ordenacién lexicogréafica 'decreciente en la
lista Si, de aquellos vectores con el mismo valor objetive, parz

cualquier indice i.

Demostracidn.

Con la misma notacién de la demostracién anterior, si
suponemos que cy°=cy entonces cx(q)=cx(p) y segin la regla de
seleccién, por ser q < p, x‘(q) >i x{(p) con lo que yo >1 y.m

La propiedad recogida en el corolario anterior asegura que
para la aplicacién de la regla de seleccién empleada en C-LEXMOD
basta cbnocer los elementos de 1la lista L, esto influira
favorablemente en la complejidad tedrica del esquema.

Las propiedades anteriores aseguran la exactitud del
algoritmo en la resolucién de LERM-2(3) en virtud del teorema
1.3.1. A continuacién se estudia como afecta la operacién de
supresién de elementos al esquema énterior. Se probaria que, si un
vector es suprimido, implicitamente se suprime el conjunto de
vectores enteros con componentes mayores o iguales que éste. Esta
propiedad es muy interesante puesto que acelera l'a enumeracién

implicita.
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3.4.3. Teorema .

Sea x° un puntc suprimido por el algoritmo, sea x‘

la

solucién é6ptima maxima para el orden lexicografico, entonces x*

(s
posee al menos una componente estrictamente menor que x.

Demostracién.

Supongamos que el problema LERM-3 es factible, entoncus

n

e S
Ean

conjunto de soluciones 6ptimas verifican } X, = (D~1) segin se

i=1

indicé en 1la seccién 3.2, por tanto existird el maximo

»*
lexicografico x por ser este conjunto acotado. Supongamos que X

. . o
tiene todas sus componentes mayores que las de x, sea

Segun el algoritmo si x0 es suprimido entonces

31/ ex(i) = ex® A Ax® = Ax(1).

»

Tomemos x(1i)+x que tiene componentes positivas y veamos que

posee un valor objetivo éptimo

c(x(i)+x1) = c(x°+x1) = ex A A(x(i)+x1) = A(x°+x1) = Ax*.
Por tanto

cx(i) = cx .
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Esta igualdad junto con la operacién de seleccién del algoritmo
implica que x(i) es lexicograficamente mayor que x° con lo que
1 »

. 1 0
x(i)+ x >1 X+ X =X

. »
obteniéndose un resultado que contradice la eleccién de x .=

3.4.4. Teorema.
Si x ha sido suprimido en la iteracidn k, no sera generadc
. : . s o 0
en ninguna iteracién posterior ningin vector x verificando xj z xj

vV j=1...n.

Demostracién.

Supongamos que 3 i1 / cx(i) = cxo, Ax(i) = Axo, entonces x° es
éuprimidoven una iteracién k > i del algoritmo. Supongamos queAen
la iteracién j > k se genera el vector x(j) / x(J)1= x? V 1=1...n
(alguna de estas desigualdades estricta). Tomemos x(i)+x(j)-xo =0
A(x(i)+x(j)+x°) = Ax(j). Si c(x(i)+x(j)—x°) > ex(j) = cx(i) > cx’
lo cual es imposible. Por tanté necesariamente
c(x(i)+x(j)—x°)=cx(J) pues en otro caso x(j)- no hubiese sido
generado.

Por tanto cx(i) = ex’ = segin la regla de seleccién (), x(i)
es mayor lexicografico que x° s x(1)-x° tlene 1la pfimera
componente no nula, positiva > _x(i)+k(j)-x° es mayor
lexicografico que x(j), lo cual es contradictorio pues en tal caso

x(i)+x(j)—x° hubiese sido generado por el algoritmo en lugar de

x(j).m
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3.5 COMPLEJIDAD DEL ALGORITMO C-LEXMOD.

En este apaftado se estudia el nimero de operaciones
aritméticas realizadas en el algoritmo C-LEXMOD en el peor de los
casos posibles. Suponemos'que el problema grupo viene dado con
los coeficieﬁtes de la funcién objetivo en orden creciente. La
constante & representa el nﬁmero_de elementos del grupo aditivo, n

el numero de variables y m el nimero de restricciones.

Modulo de inicializacidn.

Inicializacién de la lista L: n° operaciones de asignacién.

Inicializacién de V(i) i=1...n: n operaciones.

-Inicializacién del 4rbol de buisqueda T: Segin se indicé
en la seccién 3.3.2, la operacién de busqueda-insercién en una
estructura top-down 2-3-4 el nimero de operaciones aritméticas
realizadas depende logaritmicamente respecto al nimero de nodos en
el arbol. Por tanto para la inicializacién de T se obtiene
complejidad de orden m+log(m)+log(2m)+...+log({(n-1)m), que esta
acotada por m+(n-1)1og(m)fnlog(n) donde se ha supuesto, sin
pérdida de generalidad, que las n columnas de la matriz de
restricciones son distintas.

In;cializacién de las listas Si i=1...n: n operaciones.

Inicializacién de la lista de etiquetas E(i), i=1...n: O(n)
operaciones.
La suma de estas operaciones hace que la parte de inicializacién

tenga complejidad 0(n2+nlog(mn)+4n+m).
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Iteracciones.

Seleccidén: Para elegir el vector con objetivo minimo que-es
maximo lexicografico se puede usar una estructura top-down 2-3-4
de forma que la seleccién se realizé con un numero de operaciones
aritméticas O(log(n)).

Determinacién de sucesores directos: n2 operaciones.

- Supresién-Almacenamiento de sucesores: Para cada uno de los
sucesores (a lo sumo n) del punté seleccionado se realizan las
siguientes operaciones:

Calculo del lado derecho: (m+1)n operaciones.

Supresién—-Almacenamiento en T: Puesto que k es el indice
de la iteracién actual, el nimero de vectores almacenados en el
arbol T estd acotado superiormente por n+kn (n iniciales y a lo
sumo n por cada uno de los vectores generados). Por tanto, el
numero de operaciones aritméticas en la supresién-almacenamiento
de un vector es O(log(mn(k+1))).

Comparacién del lado derecho con b: m operaciones.

Almacenamiento del sucesor: 1 operacién.‘

Almacenamiento de su etiqueta en E(): Consiste en el
célculo del valor objetivo del vector almacenado y en la posible
reordenacién de la lista E(), por lo que la complejidad es O(n).

 Adaptacién: Introducir en la i-ésima posicién de L el primer
elemento de S1 requiere 1 operacién y la reordenacién de etiquetas ’

en E() es de orden O(n).
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Teniendo en cuenta que el test de finalizacién del algoritmo se
acepta antes de & iteraciones, puesto que no se generan elementos
del grupo aditivo duplicados, la complejidad de esta segunda parte

del algoritmo es

2 S+1 8u1
0(5n“m+nlog((mn) ‘H;=1k)).

En definitiva, para m y n fijos el algoritmo C-LEXMOD il ans=
una complejidad inferior al presentado por Hu(1970) (0(6%)) Yy a
las versiones de los algoritmos de Gomory, Hu y Shapiro

presentadas por Chen(1976), ya que

O+1 .
bn2m+nlog((nu1)6+1nk=1k) = 6n2m+n(6+1)log(mn(6+1))

con lo que queda complejidad inferior a 0(d log(d)).

3.6 CONDICION SUFICIENTE DE OPTIMALIDAD.
En este apartado se obtiene una condicién suficiente bajo la
cual 1la soiucién 6ptima del problema LERM-1 lo es del problema

PEP-1.

3.6.1. Teorema.

Sea B la matriz basica usada para formular PEP-1 como LERM¥1

yD=| det(B)I entonces si
(13'113)1 .
D-1 = min / (B” N)U> 0
i] -1
(B N)1j

ambos problemas son equivalentes.
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Demostracioén.
Segin la notacién usada en la construccién de la relajacién

modular del problema PEP-1. tenemos

3)-(7%)

solucién de la relajacién continua de PEP-2. A partir de la mafsis

&

bédsica B se deducen las ecuaciones:
x* = B % -B7NX’
B N
en PEP-3. Por otro lado, sabemos que la solucién de LERM-1
verifica
1 x’ = D-1.
N .
Asi se tiene la siguiente cadena de desigualdades
- -1 -1 S -1 1=
x’ Z20eB b =B an eZJ_l(xN)j(B N)U = (B'b )i
como
b= -1 1 :
Y (x2).(BN) s (D-1) max{ (B'N). > 0}
=1 N j i] J] i
basta imponer

(8™’ ),
D-1

1A
<
[
I
[y
=

R |
m?x{ (B N)lj >0}

de donde se deduce el resultado.m

Salkin y Mathur(1989) recogen una condicién suficiente dada por

Gomory(1969) bajo la cual se obtiene 1la equivalencia de los
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problemas LERM-1 y PEP-1. Esta condicién se basa en la definicién
del siguiente conjunto:

=20}

k() ={te R" / d(t,8) = d A B
donde KB es el cono agudo genefado por las columnas de B, aKB es
su frontera y d(t,H) es la minima distancia euclidea =zuire el

punto t y un punto de H.

3.6.2 Condicién suficiente de Opiimalidad. (Gomory(1969))

Si b pertenece a KB(lm(D—l)) donde D = |det (B)] y 1m es el
maximo de la norma euclidea en el conjunto de columnas no basicas
de la matriz A‘ del problema PEP-2, entonces toda solucién éptima

de LERM-1 es solucién éptima de PEP-1.

A continuacién se obtienen restricciones sobre los paré-_,‘f

metros del problema PEP-1 de forma que la condicién suficiente del
teorema 3.6.1 mejore a la condicién dada por Gomory, es decir bajo
tales restricciones si el vector b verifica la condicién de Gomory

también verificara la del teorema 3.6.1.
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3.6.3 Teorema.

La condicién suficiente 3.6.1 mejora a la condicidén

suficiente de Gomory siempre que se verifique:
II§1|I } w
1 . =D | .
g W

m

° = ° °y = si ° ° la Funcisén
donde B1 (Bu...Bm) , Bi 51g(Bibi)Bi, sig() es la funclén
signo, B;’j el adjunto (i, j) de la matriz B, D = |det (B)] vy w =

-1
B N) >0 }.
max {( )ij }

Demostracién.
‘En primer lugar se sabe que B:‘ = (B‘:l...B:m) es el vector
ortogonal a las columnas de B { blL...b"  ,b"*'...b" } por

construccidén. Esto implica que

Bit =z 0
representa el semiespacio cuyo hiperplano frontera pasa por el
origen de coordenadas y es generado por los (m-1) vectores

i-1 i+

independientes { bl.bt et b ). Ademss segin la definicién

de Bi, se verifica que b' estd en el semiespacio positivo, ie
Bibi > 0 (el mayor estricto se da por ser det B # 0). Por tanto

{t e R"/ Bt z18N 1 (D-1) A Blt=20}

representa el conjunto de vectores del cono agudo generado por las

columnas de B que distan mis de lm(D—l) de la cara del cono KB
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i-1 . 1

generada por las columnas { RS bl ST Sl SO T B
Segin la definicién de KB(lm(D—l)) se verifica la siguiente

igualdad de conjuntos
Kﬁ(lm(D—l)) ={teR"/ Blt = "31" lm(D—l) i=1...m A Bt 20 }.

Claramente, KB(l (D-1)) es un cono agudo y tiene como ‘nico
m

vértice el vector t° que es solucién del siguiente sistema de

escuaciones

31t° = 18I 1 (D-1) i=1...m.

En forma matricial

, g, I
gt’ = 1 (D-1)

HBmH

con B la matriz mxm cuyas filas son los vectores B;, i=1...m.
En el sistema de ecuaciones anterior las filas de B son
linealmente independientes, en caso contrario
m
I k=1...m con Aj 0/} AB =0
_ k=1
lo cual implica
. 3
(Y AkBk )b =0
k=1
‘Por definicién de los vectores Bk’ el miembro izéuierdo de la

ecuacidén anterior es
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3
ABD
_ JBJ
con lo que el vector Bj es ortogonal a toda una base de R" como es

{o..

.b"}, lo cual implica que BJ= 0, pero esto es contradictorio
por definicién de B:) ya que implicaria que det B = 0.
En conclusién, B € M&mm es invertible y podemos determinar la
dnica solucién del sistema anterior
"31"
t°=1 (p-1) g™
" g
m
Por la forma en que se han construldo 1los vectores 'Bi,~
cualquier direccién del cono generado por las columnas de B es
direccién de k%(lm(D—l)) con lo cual, en virtud del Teorema de

Representacién de Conjuntos Poliédricos.

m
: 0 k
teX(L(D-1) et =t+T Ab , A=0Vkl..m

k=1
Supongamos ahora que se verifica la condicién suficiente de Gomory
para el vector b, entonces, segin lo anterior

b= t%+ zm AP, AZO0Vksl..m
k=1

con lo cual, para que se verifique la condicién del teorema 3.6.1
es necesario y suficiente que

B 2 (D-1) w.
A partir de estas uUltimas desigualdades, sustituyendo t° por su
valor anteriormente determinado obtenemos el resulta&o indicado en

el teorema:
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g, ©

1 3 =z D . n
T w :

m

A continuacién se aplica la condicién suficiente del teorema 3.6.3

a un problema numérico.

Ejemplo.
El problema que consideramos fue expuesto por Gomory (1969) y
posteriormente recogido por Salkin y Mathur (1989) (pag. 386).
max 2x + X_+ X +3x + X
1 T2 T34 s
sa: 2%_+ xX_+t4x +2x_ s 41
2 "3 a4 77s
3x -4x +4x - x - x_ = 47
1 T2 73 "4 7s
X ,X ,X_,X ,x €1
1’72734’ s +
Después de resolver su relajacién continua obtenemos la solucién
éptima (43, 20.5,0,0,0) asociada a la base B:

s 2 ' 1 4 2 10
B = con |det B)f =D=6, N={, . ., 4 4

En esta situacién:

-1 2 3 1 2/3 1/3 4 2 - 0 1/3

B = - .-
172 2 1 12 o 3.0 (M2 )

172

ademas g I = 20™%, Wi = 2 y la condicién del

]
»
€
[y
H
o
€

teorema queda:
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por'tanto, la condicién suficiente del teorema»3.6.1 mejora a la

condicién de Gomory.

3.7 ESTUDIO COMPUTACIONAL DEL ALGORITMO C-LEXMOD.

En esta seccién se presentan los resultados computacicasles
realizados al algoritmo C-LEXMOD, o mAs correctamente a su
implementacién, ya que en una primera aproximacién se puede decir
que un algoritmo es un procédimiento general con el que se obtiene
la respuesta a todo problema apropiado mediante un simple calculo
de acuerdo con un método dado. No obstante, en este método se
“dejan siﬁ especificar detalles préacticos que corresponden a su
implementacién, que les da forma a través de una secuencia de
instrucciones. Por lo tanto es inevitable que los resultados
computacionales dependan del codigo mediante el que se implementé .
el algoritmo.

‘El estudio que se ha realizado puede enmarcarse dentro del
segundo tipo propuesto por Jackson et al (1991) que corresponde:
al caso en el que se selecciona el rango de problemas al que se
aplica, en nuestro caso particular la seleccidén se hace a través
del nuimero de variables (n) y el ndimero de elementos del grupo
aditivo (D) de problemas de knapsack modulares. Por.otro lado se

ha utilizado para su implementacién un cédigc de investigacién sin
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hacer un estudio sobre su portabilidad, estabilidad o flexibilidad
de uso sobre diferehtes maquinas.

Los tiempos de ejecucién corresponden a maquinas con
'arquiteCtﬁras similares (CDC 64d0, RCA 70/6, SUN 330) y en ningun
caso se usd procesamiento en paralelo.

La mayoria de las implementaciones comparadas corresponden a
los algoritmos que aparecian en la introduccién como esquenmss de
enumeracién implicita, si bien se incluyen ademas los algqritmog
de Comory (1965) y Shapiro (1968) coh el Afin de comparar
comﬁutacionalmente con estos esquemas que se basan en ‘la -
utilizacién de técnicas de Programacién Dindmica.

La tabla que aparece a continuacién es la que recogen Salkin
y Mathur (1989) (pg. 504) modificada con la inclusién de los

tiempos de cémputo correspondientes al algoritmo C-LEXMOD.

D=20 D = 60 D = 100
Algoritmo n=2 n=10 n=19| n=6 n=30 n=59| n=10 n=50 n=99
Gomory .004 .017 .033| .034 .155 .306; .083 .391 .751
Hu .008 .008 .008; .059 .059 .059| .163 .163 .163
Shapiro .006 .010 .015 .02§ .070 .139 .064 .147 .196
Floyd .014 .014 .014| .124 .124 .124] .344 .342 .244
Farbey .007 .007 .007| .053 .053 .053 .146‘ .146 .146
Dantzig .005 .006 .011} .055 .068 .098) .169 .175 .184
C-LEXMOD .000" .003 .007 .000".015 .053| .002 .038 .114V
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La tabla resume los resultados obtenidos sobre muestras'de
problem#s—grupo ciciicos (con una sola restriccién) generados como
se indica a continuacién. Se seleccioné 1nicia1mente el nimero D
de elementos del grupo y el numero de variables n. Cada uno de los
costos cJ asociados a las variables fue obtenido segin una
distribucién uniforme en el intervalo [20,90]. Los coeficientes de
la restriccién asociados a cada uha de las variables xj, a} se
seleccionaron eligiendo a1 del conjunto Gb={0,1,2,...,D—1} @&éﬁn
una distribucién uniforme. A continuacién a, del conjunto Gb\{a1}
posteriormente a, en G\{al,az} y asi sucesivamente hasta que a
fue elegido. Se determiné para cada uno de estos problemas la
solucién para cada uno de los posibles elementos del lado derecho
de la restriccién, en total D. Posteriormente se tomé el tiempo
promedio de resolucidén eliminando de esta forma el efecto de la
seleccién del lado derecho de la restriccién.

Como se puede comprobar en la tabla; los tiempos de cémputo del
algoritmo C-LEXMOD mejoran al resto de algoritmos. Coincide con el
de Farbey en dos columnas sin embargo difiere de éste en que el
algoritmo C-LEXMOD es dependiente de la razén -%—, de forma que
para vélores pequefios de este cociente mejora al algoritmo de
Shapiro que es el mids eficiente del resto de algoritmos segin el

estudio realizado.
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3.8 UN ALGORITMO DEVRAHIFICACION Y ACOTACION PARA PEP.

Los autores Parker y Rardin (1988) (pag. 159) definen un
algoritmo de ramificacién y acotacién en optimizacién. discreta
como un procedimiento de enumeraclién parcial que emplea tests de

factibilidad y comparacién con respecto a soluciones factibles, en

la operacién de supresidén de problemas candidatos. Por prot
cadidato se entiende aquél que optimiza la funcién objetivo del
problema original en wun subconjunto del conjunto de puntos
factible. Asimismo, estos autores ponen de manifiesto (capitulo'5)
que una de las técnicas més prometedoras para la resolucién de
problemas discretos NP-completos, consiste en aquella que combina
esquemas de ramificacién vy acotaciéh, con la resolucién de
problemés relajados en la construccién de algoritmos.

En esta seccién se construye un algoritmo de ramificacién y
acotacién que usa problemas relajados modulares para resolver el
problema entero puro en el que aparecen cotas superiores de las
variables de decisién. En términos teéricos esto no es

restrictivo, al menos cuando el polledro estd acotado, ya que en

este caso se pueden obtener cotas de las variables en funcién de  ;}

los parametros del problema (Giles y Pulleyblank(1979) Papadi-
mitriou(1982)).

En el algoritmo de Ramificacién y Acotacidén, se usan como
problemas candidatos, relajaciones modulares dé diferentes

problemas lineales obtenidos en el proceso. Estos problemas poseen

Pag. -85-



ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

cotas superiores de las variables, no obstante se pueden resolver
mediante el esquéma C-LEXMOD modificando 1la operacién de
determinacién de sucesores directos de forma que, si uno de éstos
vectores viola algunaAde las cotas es suprimido de posteriores
consideraciones. Al resolver un problema candidato se determinara

un punto factible del problema entero inicial, o bién una cota
inferior del problema obtenido al suprimir 1los moduloz dal
problema candidato. Ademds como se puso de manifiesto «n la
formulacién de PEP-3, en este ultimo supuesto la cota obtenida
siempre mejora a la que se obtendria al resolver la relajacién
continua.

Para demostrar la exactitud del método se necesita un
resultado, que ademds motiva la forma en que se realizara la
operacién de ramificacién vy qﬁe pasamos a describir a
continuacién:

Definimos el problema PEP(b,u) dado por

min cx
o+ Ax =D PEP(b, u)
X s u, §;s U, X € Zf » X € Z:
donde A = DB'N, be DB b e Z yc = EQB'IN-—E; y suponemos ¢ > 0
Vj. En esta situacién PEP(b,u) es equivalente a PEP-3 cuando se

consideran cotas superiores sobre las variables.
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La relajacién modular del problema anterior es
min cx
sa:
Ax = b (mod A) LERM(b, u,D)
xsu xelI
+
donde A = D 1.
Segin la formulacién de PEP(b,u) se tiene que §; = 1/D(b-Ax)
por tanto podemos representar su solucidén éptima como
(x2,%) = (1/D(b=Ax (b, u), x (b,u)),
y diremos que el vector Xf(bﬂl) define la solucién éptima del
problema PEP(b,u).

A continuacidén se demostrard un resultado que justifica la

construccién de los problemas candidatos usados en el algoritmo.
Estos problemas se definiran en virtud de los valores t?, u:, Jsk

€ {1...n}, que dependen de la solucién é6ptima x*(b,u,D) del

problema LERM(b,u,D) segin la siguiente expresién:

t“=0st J2katt=x(buD) +1
3 Kk y Uy k

kK _ _* _ _ k= _’ - k_ =
up = x (b,u,D)j J=1...(k-1), u =u-x (b,u,D)k 1, u,=u, J=k+1...n.
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3.8.1 Proposicién.

‘Sea x?(b,u) el vector que define la solucién 6ptima del

problema PEP(b,u) , entonces si x’(b,u) no coindide»‘con»’la T -

solucién éptima x'(b,u,D) del problema LERM(b,u,D) se verifica:

x'(b,u) = t* X

con x una solucién factible de uno de los problemas candidates

LERM (b-At*, u*, D).

Demostracién.

En primer lugar x*(b,u) no puede tener sus componentes
menores o iguales que las componentes de x*(b,u,D) pues en tal
caso, por ser cj >0Vi vy x*(b,u)~punto,factible de LERM(b,u,D)
se tendria que x*(b,u,D) no es solucién 6ptima, en contra de lo
supuesto. Por lo tanto se deduce que x'(b,u) debe pertenecer a uno

de los conjuntos

G s{tez"/t’;stjsw'j‘}

donde wj = x*(b,u,D)J J=1...k-1, w:= uj J = k...n, para algin k €

{1...n}.

»*
Supuesto x (b,u) € Gk podemos hacer el cambio de variables

x*(b,u) = t*+ X, X € Zf

como
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sustrayendo t: de ambas desigualdades se obtiene que x = u?,xezf.
Por otro lado, sustituyendo elvcambio de variables anterior en el

problema LERM(b,u,D) queda como sigue:

ctk+ min cx
sa: «
Ax = b-At

k
0=x=su

que es equivalente a LERM(b-At*, u*,D). m

3.8.2 Corolario.

Supuesto cj > 0, uj < +o V j=1...n, entonces para cualquier
problema factible PEP(b,u) se puede determinar to,u0 € Zf /
x*(b;u) es solucién de LERM(b-AtO,up,D). |
Demostracién.

Basta aplicar la proposicién anterior un ntmero finito de
veces, teniendo en cuenta que si x‘(b,u) ® x*(b,u,D) entonces 3 k
e {1...n} tal que x*(b,u) es solucién factible de LERM(b—Atk,u¥,D)
y en esté problema la cota u: decrece en una unidad respecto a u
(ademas del posible decrecimiento del resto de cotas). Por esta
razén, cada vez que se aplica la proposicidén anterior se reduce el
intervalo entero que contiene al conjunto factible del problema
modular con lo cual en un numero finito de pasos sé debe obteher '

) 0
los vectores t° y u en las condiciones deseadas.m

Pag. -89~



ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

El corolario anterior conduce directamente a la construccién
de un esquema de ramificacién y acotacién para el problema
PEP(b,u) que tras un nuamero finito de iteraciones finalizara con

la solucién éptima.

3.8.3 Algoritmo MRA(PEP)
Inicializacidn.
Hacer L = {LERM(b,u,D)}
z(LERM(b,u,D)) = 0
Z = +o,
Iteraciones. k=1,2,...
1. Si L # o determinar el problema almacenado en L que verifica:
z(LERM(b,u,D)) = min { z(LERM(blu{D))/LERM(bju’D)e L}.
Suprimir este problema de 1; lista L. k_ |
Resolver LERM(b}ufD) usando el algoritmo C-LEXMOD. Sea
x*(bfu}D) su solucién.
1.1 51 0 s 1/D(b-Ax (b;u;D)) = u:
1.1.1 Actualizar z=min{z,z(LERM(b'u!D))+cx (b'u!D)}
Si se ha modificado z hacer x=x (b'u!D) y
’suprimir aquellos problemas de L que
verifiquen z = z(LERM(b'u‘D)).
1.1.2 Hacer 1=1+1 e ir al paso 1.

1.2 En caso contrario, para cada k=1...n hacer:

1

tj“=0sij:k/\t

1

k_ _* .11
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1
.ujk= x'(b,‘u,‘D)j j=1... (k-1)

1 1
u k= ul—x'(b}u}D) -1, u ko ul j=k+1...n.
k k. k J J

11
Almacenar LERM(bl—At k,u k,D) en L y hacer

1 1 1
z(LERM(b'-At *,u *,D))=z(LERM(b, u,D))+ct .

Sea 1=1+1, volver al paso 1.
2 SiL=o :
2.1 Si z = +m, PEP es infactible, FIN.

2.2 Si z < +x, PEP tiene solucién éptima X.

‘Nemhauser y Wolsey(1988) desarrollaron un algoritmo de
ramificacién y acotacién para el problema iineal entero purb éon-
cotas en las variables. Su esquema se basa, al igual que el
presentado en esta seccién, en la resolucién de relajaciones
modulares. Sin embargo, el método usado para resolver estas
relajaciones aplica un algoritmo de determinacién de caminos mas
cortos a un grafo identificado con el conjunto factible, esquema
que ya ha sido mencionado en la introduccién del capitulo. En este
grafp existen arcos de n tipos diferentes, uno por cada vafiable,
de tal forma que un subcamino con vértice inicial 0 se corresponde
con el vector entero que tiene por componete i-ésima el numero de
arcos del tipo 1 contenidos en. el subcamino; Esto es una
desventaja a la hora de trabajar con problemas Eon variables

acotadas ya que para saber si en la aplicacién del algoritmo de
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caminos mis cortos se genera un vector que rebasa alguna de las
cotas superiores, séria neéesario llevar el recuento del numero de
arcos asociados a cada variable en cada uno de los subcaminos
generados. Obviamente esto supone un esfuerzo computacional
bastante considerable por lo que los autores optaron por eliminar
las cotas superiores de los problemas candidatos generados por el
algoritmo, produciéndose, en general, intersecciones no vaciss
entre sus conjuntos factibles. En . este punto el algoritmu
propuesto en esta seccién es una mejora que puede llegar a ser

considerable cuando la dimensién del vector de variables crece.
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CAPITULO 4.

PROBLEMAS ESPECIALES

4.1 INTRODUCCION.

El objetivo de este capitulo es el de mostrar algunas
aplicaciones del orden c-léxico generalizado sobre conos, en la
construccién de esquemas de enumeracién implicita para algunos
problemas especiales de optimizacién entera. En concreto se
considera el problema de minimizacién general con objetivos
cuadriticos y el problema lineal con objetivos maltiples. En ambos
casos se construyen algoritmos de resolucién que son justificados
teéricamente. |

Los dos algoritmos se ajustan basicamente a las 1ideas
expuestas en el primer capitulo, esto es, 1la operacién de
seleccidén se construye en base al gredoide local generado por el
orden c-léxico en conos, sin embargo difieren en que mientras el
priméro busca la factibilidad del punto generadé de acuerdo a una
regla de minima etiqueta, el segundo enumera el conjunto de puntos
eficientes seleccionandolos de acuerdo al minimo lekicogréfico.
Esta diferencia responde a 1la distinta naturaleza de ambos

problemas. En los dos casos la finitud del algoritmo es garan-
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tizada, siempre que el conjunto factible sea acotado, en virtud de
la no duplicacién de puntos generados por una direccién entera de

bisqueda.

4_2 PROBLEMAS CON UN UNICO OBJETIVO.

En esta seccidén se propone un esquema de enumeraclin
implicita para resolver el problema de Programacién Entera en el
que, tanto la funéién pbjetivo como las restricciones se
determinan en base a funéiones reales generales. Podemos partir de
la siguiente formulacién del problema:

min f(x)
sa: gi(x) =b i=l...m (PG)
xe€ Ik ...k)
1 n

donde f(),gx() son funciones reales definidas en Q € R" con
I= [0k lx..x[0,k] < Q.

La idea que motiva la construccién del algoritmo para este
probiema de optimizacién, se fundamenta en la cbnstruccién de una
relacién de orden parcial respecto de la cual la funcidén objetivo
sea creciente. Una vez construida, se impondran algunas
condiciones bajo las cuales es posible aplicar el teorema 1.3.1
para garantizar la optimalidad del algoritmo basado en la debo
determinada por esta relacién.

El orden parcial utilizado es el c-léxico generalizado sobre

un cono poliédrico contenido en 1lo que 1llamamos cono de
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crecimiento relativo a la funcién objetivo, definido a

continuacién.

4.2.1 Definicién.

Se denomina cono de crecimiento de la funcién f en un

conjunto D € Q, al conjunto:
A(f,D) = n A(£,x)

x€D
donde :
Alf,x) = { u € R® / f(x+Au) es una funcién creciente en el
conjunto {A 2 0 / x+Au € Q }}.

Como se apunta en 1la definicién, el conjunto A(f,D) es
efectivamente un cono ya que, si u € A(f,x) = pu € A(f,x) Vu 2 0 A
YV x € D. No obstante este cono no tiene porqué ser poliédrico, es
mas puede que no sea convexo con lo cual, en principio no se puede
definir la  extensién del orden c-1léxico sobre 1la restriccién
entera del cono.

Supongamos que A(f,D) es convexo y conocemos al...d" e Alf, 1)

vectores linealmente independientes, entonces el cono agudo que

generan también estad incluido en el cono de crecimiento:

A

c

1]

n .
{Yad 7a 201} <A, 1).
j=1 J J

Por tanto se puede definir el orden c-léxico en este cono

A Y f(x)

c

poliédrico, verificandose que V X,y € I(k1"'kn) / X =

= f(y) por definicién de A(f,I) y del orden =, (seccién 2.4).

1+
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Puesto que f() es creciente respecto a la relacién SA en

c

I(k1"'kn)’ se puede deducir que una vez determinado un punto
factible x, no es necesario considerar los vectores y, factibles ,

tales que x SA y. De esta forma, la operacién de supresién del

[+

algoritmo queda descrita y motiva el siguiente esquema para =1

problema de optimizacién PG.

4.2.2 Algoritmo PG.
Inicializacién.
Hacer X(0) = 0A , -donde 0A es el copjunto de origenes
miltiples asociados a los vectores d'...d" en 1la

definicién de SA (seccién 2.4).

[+
Si alguno devlos vectores anteriores es factible, elegir
el de menor valor y finalizar. En otro caso hacer k=1,
ir a la iteracién k.
Iteracién k=1,2,3...
Seleccionar X, dado por la expresioén:
x = argmin { f(x) / X € X(k-1) A xel(k ...k N\X(k-1)}
Si x es factible FIN.
En otro caso hacer X(k)} = X(k-1) v {xk}, k=k+1, ir a la

iteracién k.
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4.2.3 Teorema.

n

Sean dl...d € A(f,D) los vectores que generan Ac, donde
A(f,D) es el cono de crecimiento. relativo a la funcién objetivoAde
PG que éuponemos convexo. Entonces, si
{xellk...k)/g(x)=b i=l...m } S0+ A
y el problema PG es factible, el algoritmo 4.2.2 determina la
solucién éptima en un numero finito de iteraciones.
Demostracioén.
'El algoritmo desarrolla una enﬁmeracién implicita en
0+ Ac 2 {xe I(kl...kn) / gl(x) = b1 i=1...m }

utilizando en-la seleccién una regla de minima etiqueta, ademas la

funcién f() es creciente en SA con lo cual el teorema 1.3.1

c
garantiza que al generar el primer vector factible se obtiene
también la optimalidad del problema.

Por otro lado la finitud del nGmero de iteraciones sigue del
hecho de que el orden utilizado es una direccidén entera de
blisqueda ordenada con lo cual no se producen duplicaciones en-el
conjunto de vectores generados de acuerdo con el teorema 1.2.4.6,

como todos estos vectores pertenecen a I(k1"'kn)’ el nimero de

iteraciones es finito. =
A continuacién se aplica el desarrollo anterior a un tipo

especial de funciones explicitamente cuasiconvexas, determinindose

las direcciones d'...d" y formulando el problema de tal forma que
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se verifiquen 1las condiciones bajo las cuales el algoritmo

4.2.2 determina la solucién éptima.

4.2.4 Funciones explicitamente cuasiconvexas:
Objetivos cuadraticos.
4.2.4.1 Proposicién.
Sea la funcién f: Q € R* — R, I € 9, una funcién explicita~
mente cuasiconvexa y Q un conjunto convexo, entonces A(f,I)-es'un

cono convexo.

Demostracidn.

Sean u,v € A(f,I) probaremos que u+v € A(f,I). Tomemos X en
el interior del cuboil y AO> 0 de forma que V A € [O,AO], X+Au,
x+Av y x+A(u+v) € I, en tal caso

f(x) = f(x+au) s f(x+Au+Av) V A € [O,Aol
por ser u,v € A(f,i).

Pof otro lado, f es explicitamente cuasiconvexa, por lo que
f(x) = f(x+Au+Av) V A =2 0 / x+A(u+v) € Q, pues en otro caso se
llegaria a contradecir las desigualdades validas en A € [O,AOL
Con esto se tiene probado u+v € A(f,I) ya que en caso contrario
3 AI,AZ = 0, Al < Aa A f(x+h1(u+v)) > f(x+l2(u+v)) 2 f(x), pefo se
verifica x+A (u+v) e (x, x+#a(u+v)) € @, por lo que f no seria

cuasiconvexa. m
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Bajo las hipéfesis de la pfoposicién anterior, A(f,I) es un
cono convexo, por tanto cumple una de las condiciones del teorema
4.2.3 que justifica la exactitud del algoritmo 4.2.2.

Para determinar d'...d" es necesario considerar funciones
objetivo particulares, en el préximo apartado se determinan estos

vectores para un tipo de funciones cuadraticas.

4.2.4.2 Funciones Cuadraticas.
Consideremos el problema

. 1
min cx+-5-xQx

sa: gi(x) = b1 i=l...m

x e Ik ...k )
1 n

donde Q@ es una matriz semidéfinida positiva.

La funcién objetivo del problema anterior es explicitamente
cuasiconvexa en R", puesto que, al ser Q semidefinida positiva
f(x) =v¢x+-%-xQx es convexa (Béla Martos (1975), capitulo 9). Por
tanto el cono de crecimiento A{(f,I) es convexo segin la
proposicién 4.2.4.1, en este caso, se probard ademas que se trata

de un cono poliédrico.

4.2.4.2.1 Teorema.

Sea f(x) = cx+-%—xQx , entonces se verifica la sigulentie '
igualdad de conjuntos:

A£,1) = { ue R/ ke'Qu = -cy, i=l...n }.
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Demostracién.
Dado un vector u e R°, u € A(£,x°), X% I o -:—-f-f(x°+tu) 20

Vtz0e cutkQu+tuQu = O V t20 & cu+x’Qu = O.

n .
Como x’e I, x0= Zlh k ei,
14

e K]

A =1, Alz 0, por lo tanto

J

j=1

n
ueAlf,I) e cu+21AikieiQu

v

n
0, YA =1, A=z01i=l...n e
j=1j

® kleiQu z -cu V. i=1...n. =

Si denotamos por diag(ki...kn) la matriz diagonal con elementos
k1' . .kn, el cono de crecimiento de f en I viene dado por
Eu=z20
donde E = diag(kl...kn)Q+C, siendo cij= ci, i,j=1...n. Sl E es
invertible es facil calcular sus direcciones extfemas que
coinciden con las columnas de la matriz inversa, ya qﬁe
ueAlf,I) eEu=2 AeR ou=E2,LeR.
‘Denotemos Ac= A(f,1I) si 0+/\c 2 { er(kl...kn) / gi(x)Sbi vi }
entonces podemos aplicar directamente el algoritmo PG, en otro
caso realizaremos un cambio de - coordenadas de forma que se
satisfaga la condicién anterior. En el cambio de coordenadas se
traslada el origen a un punto x°. Para que se verifique 1la
condicién de inclusién, es suficiente que E(kle‘¥-k°) z 0 Vi, es
decir kiEeiz Ex’ Vi. Tomando x= -kE°11 donde k es el menor

escalar positivo que verifica x° e " A klEeiz -k1 Vi se verifica

la condicién de inclusiodn.
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Haciendo el cambio de origenes de  coordenadas se pueden
reorientar los ejes del sistema de referencia de forma que
obtengamos un problema equivalente a PG con el mismo formato que

éste
min F(X) = oR+ — x0%

sa: 81(’2) = ‘Bi i=1...m

Xxellk...k)

1 n

de forma que {ie-f(kl...kn),gi(i)st_)ii:l...m } < 0+.7\c , con Ay

I(k1"'kn)’ los transformados del cono de crecimiento y del

intervalo entero I(k1"'kn) segin el cambio de coordenadas.
En esta situacién la funcién objetivo no tiene porqué ser

creciente respecto a SK , en concreto, por construccién, sélo se

c

puéde asegurar X 57\'3_( s f(x) = ?(3-1) cuando X, y estan en el
. c _ .

conjunto Y(kl...kn). A continuacién.se da una condicidén suficiente

bajo la cual se puede asegurar que f es creciente respecto a s'K .
[+4
4.2.4.2.2 Proposicién.
Si se verifica cd'+x’Qd'z 0 A d'0d’ 2 0 v 1,J=1..., entonces

VX yeOHh , x sy f(x)sfy).
c
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Demostracién.
Sean x, y las coordenadas de §, ; € 0+Kcrespecto del sistema
de referencia original, entonces x = x°+d con d € Ab es decir, d =

n
lejdj, A = 0 por otro lado segin la definicién del orden parcial

n

ysy= X+d? q"= Z1“jdj' ", =2 0. Con lo
[+

J

SK (seccién 2.3), si x SA

[~

cual para que se verifique la desigualdad

() = f(x) = fly) = £(y)

[

n

es suficiente que d e A(f,x) & cd+xQd = 0 o Zluj(cdj+xde) =z 0

o cdl+xQd) 2 0V j o cdl+x’Qdl+dqd’ 2 0 vj vV d e A e cdd+x%d’= o

Adgdlzo0vi, i om

Supuesto que se verifican las condiciones de la proposicién -

anterior podremos aplicar el algoritmo PG, en otro caso es
necesario quificar las actualizaciones en las iteracioneé como se
describe a continuacién:

Iteracidén k=1,2,3...

Seleccionar »

x = argmin { f(x) / x e X(k-1) A er(kl...kn)\X(k~1)}

Si X, es factible suprimir de X(k-1) el conjunto

{xellk...k)/fx)=fx)}
En otro caso hacer X(k) = X(k-1) v {xk}, k=k+1, ir a la

iteracién k hasta qué no puedan ser seleccionados

mas vectores.
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4.2.4.2.3 Ejemplo.
Consideramos el probléma de localizar un centro en un punto‘
con coordenadas enteras, que pertenece al conjunto factible
{ XEI(k1“'kn)./ gl(x)Sbi Vi }.
Si buscdmbs la localizacién que diste menos en norma euclidea del
punto de coordenadass a € RN\I, podemos formular el problema de
optimizacién como sigue:

. 2
min le-all2

sa: gi(x).s bi i=1...m

xe I(k...k)
1 n

o equivalentemente

min f(x) = —ax+~%—x1x

sa: gi(x)ws b1 i=1...m

xe Ik ...k ).
1 n

En esta situacién el cono de crecimiento A(f,I) viene dado

por la siguiente expresién:

k -a -a -a
1 1 2 n
-a k -a -a uz0
1 2 2 n
-a -a_ . .k -a
1 2 n n

El determinante de esta matriz es

a

n
-H? ki( 21 15—-1) por tanto es invertible siempre que a no
J

pertenezca al hiperplano determinado por los puntos {kiei,i=1...n}

En este supuesto las direcciones extremas del cono de crecimiento

son
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a ‘ 1

a
J_ J ™ 3 _
di r i#j, dj ]%

a n
J = - 1.
(;+r -]i—) conr = -1/( Z; kl 1).

k k
i)

En primer lugar, supongamos que aj = 0 Vj, esta situacién se puede
conseguir siempre que aj =06 aj > kj Vj mediante el cambio de

variables yj= kj—xJ v j/ aj = kj. En estas condiciones se observa

que df =0V j# 1 yaque al ser aj =0=r 21, Por otro lade
n .
8= Z; d: = r/k1 Vi

con lo cual g € A(f,I) y ademds por ser un cono convexo

i_ % 1
d-—E—-g= Ye EA(f,I).
J b}
Por tanto en esta situacidén podemos tomar Ac = <<e{..en>> que

esta en las condiciones bajo las cuales el teorema 4.2.3 asegura
la exactitud del algoritmo 4.2.2.
Supongamos ahora que 1j / a, € (O,kj) entonces tomamos como

nuevo origen de coordenadas

r/k
‘ 1
x° = -kt
r/k
. n
tal que k = -min{ “ka, ki(ki—ai) i=l...n } y t es el menor

entero positivo que hace que x° € Z°. Con esta eleccién de x°

operamos como se ha indicado en la seccién anterior.
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4.3 PROBLEMA MULTIOEJETIVO ENTERO.

En esta seccidén se describe un procedimiento de resolucién
del problema lineal entero miltiple, esto es, aquél cuyo objetivo
se compone de un conjunto finito de funciones lineales y cuyo
conjunto factible esta determiﬁado por los vectores con
componentes enteras contenidos en un politopo.

Gran parte de los problemas reales admiten una formulacién
como la que se acaba de describir, lo que hace que hayan surgido
gran cantidad de técnicas multiobjetivo en la 1literatura (Roy
(1971), Ecker y Gal y Nedoma (1972), Evans y Steuer (1973), Konada
(1975), yu y Zeleny (1975), Zionts (1977), Klein y Hannan (1982),
Korhonen et al. (1984), Ramesh et al. (1989)).

El problema ha sido tratado fundamentalmente desde dos puntos
de vista; la obtencién de soluciones que maximizan la funcién de
utilidad del decisor y la optimizacién vectorial.

La primera de estas interpretaciones asume implicitamente el
conocimiento de la funcién de utilidad del decisor. Los métodos
originados interactuan con el decisor que debe indicar su
preferencia entre pares de alternativas presentadas. A través de
esta informacién y, suponiendo que la funcidén de utilidad verifica.
propiedades especiales, se construye ia mayoria de los algoritmos
en esta metodologia (Ramesh et al. (1986), (1989)).

La segunda interpretacién del problema cgnduce a la
construccién de algoritmos de determinacién del conjunto de puntos

eficientes. Para este problema no son validas en general, las
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técnicas existentés en Programacién Multiple con variables
continuas (Zionté (1977)) por lo cual, como proponen Klein y
Hannén (1982), se requiere la construccién de ‘algoritmos que
desarrollen una enumeracién 1mplicita'en el conjunto de soluciones
factibles. En esta seccién se estudiard un algoritmo de este tipo
que usa la debo definida por el orden c-léxico generalizado en laz

resolucién del problema que se formula a continuacién:

min Cx
sa: Ax = b {PLEM)
xe€ Ilk...k)
1 n

donde C € ﬂRpxn, rango(C) = p, A € mgmn, bel, a3, C, € Vv ij.

Se dice que un punto x es eficiente para el problema PLEM si

es factible y no existe y € I(kl...k;)“factible tal que

Cy = Cx
componente é componente, con alguna desigualdad estricta, en caso
contrario se dice que x es dominado.

En primer lugar de la condicién de dominacién se puede
deducir que V y factible, pueden ser suprimidos como objeto
del estudio aquellos vectores x del conjunto

ytAn{ x e I(kl.t.kn) / AXx s b}
donde A= {teR"/Ct=20ACt =0 }. Esto es evidente, ya que
para cada x en el cqnjunto anterior se tiene x = y+t 3 t=x-y A .

C(x-y) =2 0, C(x-y) # 0 con lo que se verifica la condicién de

dominacién del punto x.
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Al conjunto A lo denominamos cono de dominacién y es
interesante hacer notar que no depende de y. El esquema de
enumeracién implicita hace uso de esta idea, que se refleja en el

proximo teorema.

4.3.1 Teorema.
Supongamos que las columnas de C estin ordenadas de tal forma

que C = [CB|CN] con det(CB) # 0, entonces dados xl,x2 € I" tal que

c.° -C.C
s L B B N
X = x4 o—{—r A
n-p
con A € Rf /31 e {l...p} / A > 0, entonces x* es un punto
dominado.
Demostracién.
2 1 X ,
Sea.Xx =x-x = B |, segin la igualdad anterior
X
N
x=Ca-clca
B B B B NN
X =
N N
por tanto

x=C-clcx
B B B B NN

Cx=Cx+Cx =2 20, A 20
BB NN B . B

\ 2 1
con lo cual Cx~ = Cx' componente a componente con al menos una

desigualdad estricta. =
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-t _¢ic

Sean dl...dn las n columnas de la matriz CB B N|,
0 l I

p

notemos en primer lugér que son linealmente independientes por
ser el determinante de la matriz igual a det(C;I) # 0 ademis segin
el teorema anterior el cono agudo generado por estas columnas esté
contenide en el cono de dominacién,, de hecho se p=n ambos
coinciden. Sea Ac= <«<dl...d™> este cono, segin se 1indicéd
anteriormente dado y, punto factible, podemos suprimir aquellos
puntos y + {t.e Ac, t1> 01 e {1...p}}. Por tanto si definimos el

orden c-léxico generalizado asociado a Ac podremos suprimir

aquellos sucesores directos x de un vector x factible tales que
. . o : g L
X-X = ZA(M(X)i-“(X)ild = d para algin j € {1...p }, donde u(x) ”_

es el antecesor directo de u(x) para el orden c-léxico. Con esta
supresién, no seran generados ninguno de los sucesores de x en el
orden c-1léxico generalizado. Asi queda determinada la operacién de
supresién del algoritmo de enumeracién implicita que describi-
remos. Antes vamos a suponer que se verifica
O+A 2 {x € I(k,...k) / Ax =Db }.
c 1 n
Esta hipdtesis es necesaria ya que el algoritmo desarrolla  la

basqueda en 1los sucesores del 0 segin el orden SA , esto es

c

O+Ac n Z', no obstante, no supone ninguna restriccién ya que A .
[+
estd generado por n vectores independientes con lo cual siempre se

puede realizar un cambio de variables andlogo al indicado en la
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seccién 4.2 de formé que se verifique la condicién. Ademas en esta
situacién el cono de dominacién no depende mas que de la matriz C,
por lo que una vez hecho el cambio de variables, todo el
razonamiento sigue siendo valido aplicado al cono tranformado de
Ac.

4.3.2 Algoritmo de generacidén del conjunto de puntos

eficientes de PLENM.

Inicializaciédn.
Hacer X(0) = OA donde 0A es el conjunto de origenes miltiples

del orden SA con Ac el cono agudo generado por las columnas de la

]

-t _cic

matriz CB B N|.
Verificgr si alguno de los puntos de X(0) es factible, en tal
caso seleccionar x € X(0) que alcanza en Cx el minimo lexicogra-
fico, almacenarlo en el conjuto Ef, suprimir aquellos elementos de
X(0) dominados, si queda algin otro vector factible operar del
mismo modo, en otro caso hacer k=1, ir a la iteracién k.
kIteracién k=1,2,3...
Elegir x(k) el vector de I(k...k )\X(k-1) tal que x(k) e
X(k-1) con x(k)-x(k)” # a' j e {1...p} cuando x(k)™ $ea factible y -
que ademads obtiene el minimo lexicografico del vector Cx(k), de

entre todos aquellos que estédn en las mismas condiciones.
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Si x(k) es facfible y no es dominado por un punto de Ef hacer

.Ef= Efu{xk}. Suprimir dé X(k-1) aquellos puntos dominados
por x(k).

En cualquier caso hacer X(k)=X(k-1)u{x(k)}, k=k+1 y volver a

iterar hasta que no sea posible ninguna seleccién.

4.3.3 Teorema.

El algoritmo anterior finaliza en un nﬁmero‘ finito de
iteraciones con el conjunto Ef de puntos eficlentes de PLEM.
Demostrécién.

En primer lugar, si se elimina la operacién de supresién el
esquema anterior enumera el conjunto O+AC N I(kf..kn), con lo
cual estd garantizada 1la finitud ya que no se producen
duplicaciones de los puntos generados. Por otro lado la operacién
de supresién estd garantizada por el teorema 2.3.1, por tanto como

{x e I(k1"‘kn)_/ Ax =b } < O+Ac
se tiene garantizado que el conjuntoc de puntos eficientes esta
contenido en Ef. Por ultimo, supongamos que existe x(k) e Ef
dominado pof el punto eficiente x(1) € Ef. Entonces Cx(1) s Cx(k)
(distintos) con lo cual, todo antecesor x de x(1) en el orden
c-léxico generalizado verifica Cx = Cx(k) (distintos). Por tanto,
por.la operacién de seleccién del algoritmo 4.3;2 se tiene 1 < k,
por lo que x(k) es-suprimido en la iteracién k pueé x(1) e Ef en

esta iteracién. =
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CAPITULO 5.

ALGORITMOS NO EXACTOS.

5.1 INTRODUCCION.

En este capitulo se desarrollan algunos algoritmos
heuristicos para problemas de Programacién Lineal Entera. EstoVES
algo plenamente justificable puesto que estos problemas son, como
ya se ha comentado en capitulos anteriores, de 1la clase
NP-completos. Aunque existen casos mﬁy concretos con complejidad
polinomial como aquellos en los que el conjunto factible tiene
vértices enteros (por ejemplo los determinados por matrices
totalmente . unimodulares o matrices equilibradas (Schrijver
(1986)), lo cierto es que, la necesidad de algoritmos aproximados,
ha hecho que existan en la literatura gran cantidad de esquemas
heuristicos que se han desérrollado paralelamente en el tiempo con
los algoritmos exactos. Como ejemplo podemos citar a los
siguientes autores Senju y Toyoda (1968), Faaland y Hiliier
(1979), Dobson (1982), Echols et al.(1986), Fox y Scudder (1986).
Vassilev y Genova (1991).

La operacién de seleccién de puntos realizada en los

algoritmos que se describirdn se basa en la direccién de busqueda
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generada por el orden c-léxico, no obstante el esquema seguido
difiere del propueéto en el capitulo 1 ya que en esta situacién,
la operacién de supresién de elementos no tiene sentido pues en
general, se carece de propiedades que garanticen la no optimalidad
de puntos.

Por otro lado la regla de seléccién utilizada es 1la QUe

denominamos de "minimo incremento", esto es, de entre los pesit

puntos seleccionables elegimos aduél que prodﬁzca un  minimo
incremento respecto del valor objetivo de su antecesor directo.
~ Esta regla da 1ugar‘a lo que se conoce en la literatura con el
nombre de seleccién greedy que podriamos traducir como, hambrienta
y qﬁe hace referencia al hecho de elegir la mejor posibilidad
local, sin tener en cuenta. que puedé conducif a empeoramienfos
posteriores. Precisamente este debilitamiento en 1la regla de
seleccién es el que conduce a métodos mads rapidos y con menos
necesidades de almacenamiento de informacién.

Al modificar la regla de seleccién ¢(X(k)) se pierde 1la
optimalidad garantizada por el teorema 1.3.1, por tanto es
interesante dar una medida de la "proximidad" a 1la solucién
6ptima. Esto se lleva a cabo por medio del intervalo error, que
contiene el valor éptimo del objétivo y que depende funcionalmente
del valor de la éolucién heuristica aportada por el algoritmor
Para determinarlo impondremos al test de salida algunas condi-
ciones adicionales al requerimiento . de factibiiidad de 1los

algoritmos exactos, con ello garantizamos ciertas propiedades
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sobre la cadena th determinada por la solucién heuristica xh,
que permiten construir una cota inferior del intervaleo error
alternativa al objetivo 6ptimo del problema continuo.

Para aprovechar estas propiedades se hace uso de algunas
herramientas propias de la Optimizacién Combinatoria que aparecen

en la siguiente seccién a modo de resumen.

5.2 ALGUNOS RESULTADOS DE OPTIMIZACION COMBINATORIA.

En la introduccién se ha comentado la forma de proceder de
los algoritmos greedy. Estos esquemas, generalmente, producen
soluciones aproximadas no obstante, bajo clertas hipdtesis
estructurales del conjunto factible del problema de optimizacién,
se garantiza la optimalidad de 1la solucién propuesta. La
estructura a la que nos referimos se denomina matroide y son
ampliamente conocidas y estudiadas en Teoria de Grafos desde que

Witney las introdujera en 1935.

S.2.1 Definicion.

Un matroide sobre un conjunto G finito, es un par (G,3) que
verifica:

(1) 2 € 3.

(2) H1£ H2 BE H1 € 3.

(3) VH G, si H1 y H2 € Hy son maximales en § respecto de

la inclusién de conjuntos, entonces tienen el mismo cardinal.o
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Consideremos el siguiente problenma:

max } f(g) _
geC (CIMP)
sa: C € 3.

donde f:G-— R+. A f() la denominamos funcién de peso y el
problema de optimizacién se conoce con el nombre de Conjunto
Independiente de Maximo peso (CIMP). El préximo resultado
garantiza la optimalidad de la solucién obtenida por =1 ziguiente

esquema greedy:

5.2.2 Algoritmo greedy para un problema CIMP.

Inicializacién.
Tomar Cg = { go }, siendo go el elemento con mayor peso de G.
Hacer k=1, ir a la iteracién k.

Iteracién k=1,2,3...
Seleccionar gk = argmax { f(g) /7 g € G\Cg A CqU {g} e 3}.
Hacer Cg:= Cgu {gk}, k := k+1, ir al la iteracién k hasta que

no puedan ser seleccionados mas elementos de G.

5.2.3 Teorema. (Parker y Rardin (1988))
- Sea f:G — IR+ una funcién de peso, entonces se verifica que
el aigoritmo greedy 5.2.2 determina la solucién 6ptima de CIMP sii

(G,3) es un matroide.

Aunque la estructura del problema CIMP se observa con

frecuencia en problemas de Optimizacién Combinatoria, para un
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problema de Programacién Entera general, es dificil verificar las
condiciones exigidas por el teorema 5.2.3. Supongamos que deseamos

resolver el siguiente problema

max h{x)

sa: X € D c Zi.

Podriamos formularlo como un problema CIMP sin mas que tomar la
familia ¥ < D(D) formada por los conjuntos unitarios junto con el
vacio. En este caso se puede verificar que (9,3}) es un matroide
pero el algoritmo Greedy (CIMP) nos lleva a una enumeracién total
del conjunto factible. Para evitar esto debemos introducir en 3J
conjuntos no unitarios que ayuden a resolver el problema sin
necesidad de enumerar totalmente el conjunto.

Desgraciadamente no es facil introducir conjuntos no
unitarips en § sin violar alguna de las condiciones que definen
una estructura matroide. Por esta razén existen en la literatura
algunos resultados que dan una medida del error cometido por el
algoritmo greedy 5.2.2 cuando trabaja sobre estructuras més
pobres. Una de estas estfucturas es la que se denomina Sistema
.Independiente que es una familia 51 de subconjuntos de G

verificando ias dos primera propiedades de la definicién 5.2.1.

Dado un sistema indepehdiente (G,ﬁl) y una funcién de peso

£f:G — R+ se conoce con el nombre de Conjunto Independiente
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Maximal de Minimo Peso a la solucién del siguiente problema de
optimizacién:
min } f(g)
geC

(CIMMP)

sa: C e 51, C maximal en 51 respecto a la inclusién.

En el préximo resultado se garantizan cotas para <l valor
cbjetivo éptimo del problema anterior cuando se emplea paras su

resolucién el siguiente esquema greedy:

5.2.4 Algoritmo-greedy para un problema CIMMP.

Inicializacién.
Tomar Cg = { go }, siendo go el elemento con menor peso de G.
Hacer k=1, ir a la iteracién k.

Iteracidén k=1,2,3...
Seleccionar gk = argmin { f(g) / g € G\Cg A Cgu {g} € 3§}
Hacer C:= C v {g“}, k := k+1, ir al la iteracién k hasta que

no puedan ser seleccionados mis elementos de G.
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5.2.5 Teorema. (Parker y Rardin (1988))

Sea (G,§I) un‘Sistema Independiente, y supongamos que todo
miembro maximal de §I tiene cardinalidad a. Sea C' el 6ptimo de
CIMMP, Cg el conjunto propuesto por el aigoritmo greedy 5.2.4

entonces se verifica la siguliente desigualdad:

1 1
Y flg) = 5 Lflg)+ ( 1- T} af o
qECg geC*

donde fmax es el valor maximo alcanzado por f() en un punto
contenido en un conjunto independiente y donde d viene dado por. la
siguiente expresién: |

d = max{ur(S}/1r(s), S<G }.

1r(S)=min{ ICI:.C es un subconjunto maximal de S}

ur(S)=max{ |C]: C es un subconjunto maximal de S}

AObservémos que para estructuras matroides se tiene d =1 y por
tanto el resultado garantiza la obtencién del - 6ptimo mediante el

algoritmo greedy 5.2.4.

5.3 FORMULACION DE PEG COMO UN CIMMP.
En este apartado se determina un problema equivalente a
| min h(x) ' (PEG)
sa: x € 9 c Zf.
que tiene la estructura del problema del conjunto independiente

maximal de minimo peso. El sistema independiente obtenido en este
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problema no verifica la condicién de igual cardinal de cadenas
maximales, por tanto la cota del teorema 5.2.5 no es valida. No
obstante, como se verd en al seccidén 5.4.1, es posible extender el
resultado, obteniéndose asi una cota mas general, aplicable al
problema CIMMP constrﬁido. .

Supongamos, en primer lugar, que la funcién objetivo del
problema PEG es creciente en las componentes de su argumento, &g
decir si x = y componente a componehte, entonces h(x) = 1-1’(?}.
Ademéds trataremos el caso en que D € I(kl...kn) y el vector nulo
no es factible, en otro caso éste seria la solucién 6p£ima.

Consideramos la restriccién del gredoide local dado por el
c-1léxico definido en la seccién 1.3

(I, K,k N, §\9')

donde 9’= {x € D A 13 ye€ed vy sc~x}, y 3§ el gredoide local ,

parcialmente ordenado ‘asociado a Sc en I(k1""kn)' En esta

situacién I.(k1’k2' .kn)\D’ #* @ pues contiene al vector nulo. A
continuacién se detex“mina» el sistema independieﬁte que se usara en
el problema CIMMP equivalente a PEG.
§.3.1 Definicién.
Denominamos 51 a - 1la familia de subcon juntos de
I(k1’k2' .kn)\D’ dada por la siguiente expresién:
81 ={Ac¢ I(kl,kz..kn)\ﬂ’ / 3xed AS Zx }

donde por Zx se representa la cadena con elemento terminal x del

gredoide (I (kl, kz' . kn)\D’ , 3\D).
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Como se deduce de la definicién anterior, 51 determina un
sistema independiente.
Por Gltimo construimos la funcién de peso del problema CIMMP

que llamaremos funcién incremento de h().

5.3.2 Definicidn.

Sea h:I(kl...kn)———e R, creciente en componentes, se dsronin:
funcién incremento de h{) respecto a la familia 51 a la fupclin
f() determinada como sigue: |

hix)-h(x ) si x 20 A 3 A e 51 / x € A.

fx) =1 he0) st x = 0.

+0 en otro caso.

5.3.3 Proposicién.
El problema PEG con h() creciente en ~componentes vy
D¢ I(k1’k2”'kn) es equivalente al problema CIMMP

min ¥ f(g)
geC

sa: C € 51, C maximal en 51 respecto a la inclusién.

donde 51 y £() son los definidos en 5.3.1 y 5.3.2.

Demostracién.

En primer 1lugar estudiaremos 1los conjuntos maximales del
sistema independiente determinado p;r 51:

Sea C e 51 maximal, por definicién de 51, 3 x € C madximo para

sc, por ser C maximal Zx & C, donde Zx es el camino con punto
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terminal que no puede tener sucesores directos en I(kl,kz..kn)\D’.
Segin el teorema de caracterizacién de cadenas (1.2.4.5) 2x

contiene todos los vectores de I(kl,kzg.kn) menores que X para Sc,

luego Zx C. Ademas sabemos que el primer elemento de Zx es el O
y que para dos elementos consecutivos en la secuencia ordenada'Zx,

el primero es antecesor directo del segundo, por tanto

¥ fly) = ¥ (h(y)-h(y )) + h(0) = h(x).
yeC xEZx\(O)

 Para finalizar, basta probar que la soluciéh 6ptima de PEG se

alcanza en aquellos vectores x factibles tales que Z; € 3\V’, en

otro caso | |
Zn D 2ze=23y s X, X #y /Yy € Zx = h(y) = h(x).

Por tanto los problemas PEG y CIMMP son equivalentes. .

Segin el resultado anterior, para cualquier funcién objetivo
h() creciente en componenteé y cualquier conjunto factible acotado
Y, se puede obtener el problema equivalente CIMMP. No obstante,
como ya se ha dicho, el sistema independiente (I(k1"'kn)’ 51)‘no
verificé, en general, las condiciones bajo las cuales el teorema
5.2.5 garantiza una cota del error cometido por la solucién
heuristica. A continuacién se deduce una nueva cota. En su
construccién se utilizan funciones objetivo lineales, ademas es
necesario imponer ciertas propiedades adicionales a la solucién
generada por el algoritmo greedy 5;2.4, con lo cual,'posteriorenté ’
debemos modificar el test de salidav de ‘este algbritmo éara

garantizar la cota del error.
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5.4 APLICACION A PROBLEMAS PEG CON OBJETIVOS LINEALES.

Consideramos el siguiente problema de optimizacién:

min h(x)
sa: x € D cZ. (PEG)
0= X, = k1 vV i=1l...n.

donde h(x) = cx y suponemos que el problema es factible y que &l
vector de costos es c = (cf..cn) con 0 = 013»...5 c.
Segin la definicién de f, V x € I(kl,kz..kn)\(D’u{O}} con
incremento finito f(x) e {C1’Cz"‘cn}’ esta es la propiedad
fundamental que se wutilizara tanto en 1la construccién del

intervalo error como en 1la deduccién del test de salida del

algoritmo.

5.4.1 Construccién del intervalo error.

Suponemos en este apartado-que el algoritmo greedy 5.2.4 al
aplicarlo al problema CIMMP propuesto en 5.3.3, obtiene como
solucién la cadena maximal th y sea 2, la cadena maximal Sptima.

Definimos las siguientes expresiones:

n = i{ xe th/ f(x) = cJ H, j=1...n.

f(x) = cn—f(x) = 0 Vx.

i 2

Sea V i=1,2,... G = {xl,x ,‘..xl} / #xi20 si r£j A f(xj) =

Pag.—121~



ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

fx*) = fx) Vxe Ik ...k N (DY G'u{o}), Vv § = 1...(i-1).
Segin la definicién de los conjuntos G! , se tiene G! c G'**. Por
tener el conjunto I(kl...kn)\D’ cardinal finito, existe el mayor

indice m € N para el cual ¥V x € G, f(x) € {c...c}

Segin las definiciones anteriores, por ser Z, la solucién

éptima de CIMMP, 3 i = m tal que 2, € G'U {0}, puesto que {3} =

0, podemos escribir

(1Z,1-1)c - ¥ £(x) =% £(x) = T 2,0 G| (ExH-£x1)). (1)
® oxez, X€Z,\(0}  1=1

donde f(x™*) =0, por convenio.
Segin la definicién de los conjuntos Gl, existe para todo k =

1...(n-1) el primer indice ik /
i ik . ik+1
VxeG s>f(x)e{c...c}AadxeG /flx)=c ..
1 k k+1

Con esta definicién de los indices ik, k=1...(n-1).

S
I |2nG7| (F(x)-f(x " )). (2)
k=1 ‘

Supohgamos que se verifica la siguiente condiciéh:

i i .
lzZne*=0s|znc* 20 (3)

entonces, la expresién (2) puede escribirse de la siguiente forma
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‘ i
B 2.n G VIR SR US|
k=1 — 2065 FxH-fx" 0. (@)
|zn G
i g

N
|2,n G "|=0
Por dltimo, segin la demostracién de la proposicién 5.3.3, Z*=Zx'

donde x es un punto factible, con lo cual x e I(ki...kﬁ) por

. i
tanto por definicién de los conjuntos G k,

ko, k
x =Y k

i
k -
EORE Lxy = Lk,

i

A ~ 1
Puesto que (f(x k)-f(x_k“) =c-c-c+c =c -c =0 podemos

k+1 k+1 "k

acotar la expresién (4) superiormente por

k ;
nt Lk, SO N
——|Z2nG 7| Flx)-f(x" )) s
k=1 X g -
b J"an
n |#0 -
| Z,m,|
k
Z_]:ikj -t P PO
s max._, Z lZgr\G | (f(x )-fx }) =
k
k=1

k Zj_lnj
n |#0 -
| 2_1:1 j I :

=W ¥ f(x) =W ((1Z,1-1)e - T £0x).

XeZ \{0)} xXeZ
g : g

donde
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Wem T

k Zj_lnj
: n_ |#0 - J
1., 5]

Por tanto, a partir de las desigualdades anteriores, si definimos
91 = minima longitud de una cadena maximal,
min

se puede dar el siguiente Iintervalo error para la solucidn

’ éptima del problema CIMMP propuesto en 5.3.3.

Oty (L £00-(1Z1=t)e), L £0) | (IE)

XeZ XeZ
g g

Es importante resaltar que el intervalo error IE es valido

para cualquier tipo de conjunto D qﬁe verifiquellas condicioneé“.v ‘
impuestas, no obstante debemos calcular emi,n y para ello es
conveniente particularizar para distintos tipos de regiones de

puntos factibles.

5.4.2 Construccién del test de salida del algoritmo.

En el apartado anterior se ha construido el intervalo error
que contiene al objetivo 6ptimo del problema CIMMP propuesto en
5.3.3. Este intervalo depende dé la solucidn th generada por el
algoritmo greedy 5.2.4, no obstante, en la construccién se ’
hacia uso de la expresién (3). Para que la cadena th verifique

esta condicién adicional es necesario modificar el test de salida
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del algoritmo como indicamos a continuacién.
1. 0 .2 3 h
Sea Zh = {x=0, X, Xx...x }, la secuencia de vectores
X .
enteros ordenados segin Sc. Denominamos cmi = min {f(x) /7 x €
n

ZxH\{O} } vseak =max { 1 / f(xi) = gMn}. En esta situacién se

verifica el resultado siguiente..

5.4.2.1 Proposicién.
Sea th una cadena maximal del gredoide (I(kl...kn)\D', S\’ j
verificando:
(1) x* es factible.
(2) No existe 2y = {xl...)‘:k,.yk)'l...yp } 7 £(YT) s Cin’ yp
factible con menor valor objetivo que el de Z*h.
(3) No existe una cadena maximal con punto terminal factibie
que contenga un elemento distinto de cero con peso menor
estrictamente que c

min’

Entonces es valido el intervalo error IE deducido a partir de th.

Demostracién.

En primer lugar se probara que Zkh , tiene un objet;vo
inferior a alguna de las cadenas obtenidas por el algoritmo
greedy 5.2.4. Puesto que el intervalo IE es valido para cualquier
solucién propﬁesta por este algoritmo, también lo sera paré th.
Segin (1) x" es el tnico punto factible de la cadena Zn por ser
cadena maximal del gredoide (I(kl...kn)\D’, §\D’): Ademads (3) .

indica que las cadenas maximales que contienen un elemento con
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peso inferior a C., Son infactibles, por tanto podemos
inicializar Cg en el algoritmo 5.2.4 con el vector X", Esto
implica que la cadena Cg generada por el esquema greedy contiene'a

1...xk}~por lo que la condicién (2) implica que el objetivo de

{x
Cg es superior o igual al de th.
Por Gltimo se prueba que se verifica la condicién (3) de 1la

seccién 5.4.1, esto es

1 - 1
1ZnG*| 20 |2nG¥| =0, vk
En caso contrario, sea k0 el primer indice k que no lo verifica,’r»'

s 2 : i
por construccién de los conjuntos G° se deduce

c =min {f(x) /7 x e Z2\{0} } < ¢
l,:0 bl - min

que contradice la hipétesis (3) de la proposicién. ]

El resultado anterior sugiere un algoritmo que implemente una
bisqueda en profundidad en el &arbol de cadenas maximales del
gredoide (I(kl...kn)\D', 3\9’). Para garantizar el test de salida
dado por las tres condiciones de la proposicién 5.4.2.1. , en el
desarrollo del algoritmo se actualiza el valor de C in asi como el

. .
de X que es almacenado en X o S0 el esquema que presentamos a

continuacién.
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5.4.3 Esquema del algoritmo greedy para objetivos lineales.
Inicializacién. |

1o Elégir X = e1 siendo i1 el menor indice para el que e1 es un
punto factible o bien H # @ con’ e' el vector con todas las
componentes nulas salvo la 1 que vale 1 y donde el conjunto H se
construye de la forma que indicamos a continuacién:

H={ y/ y es sucesor directo de x } n I(kl...kn)
20Hacercmin$c,x =x,F='z,k=1.

i max

30 Ir a la iteracién k.

Iteracion k=1,2,3,...

4 o Hacer x = argmih { c’y / y € H}. Pueden ocurrir uno de los
dos casos siguientes:
410 x € I(k1"‘kn)\D en cuyo caso actualizamos 1los
pardmetros como se indica: |
Ll 551 (x-x ) =c  hacer x =xyc =c (x-x).
‘ min max min
411 o u = {y/ yes sucesof directo de x } n I(wl...wn).
Ir al paso 5.1.c0n t=x.
420 Si x € D, hacer F = F v {x}.
So Actual’izar H de la forma que se indica a continuacién:
H ={ y/ y es sucesor directo de X/ y-X <x-x (lexicogréfico)}n 7
n Itk...k). Hacer 1= <) . | o

SioSiH=o20 pueden darse tres posibilidades:

Pag.-127-




ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

5.1.1 t=x =0.

-Si F#@y c_ = c, SOLUCION: tomar como Zh
min 1 x
la cadena de elementos antecesores de aquél y
€ F con menor valor objetivo.
-Si F = @ 6 c_# c_ tomar x=x, X el
min 1 ) max
maximo en el orden c-léxico de los puntos vy,
tales que y < X A ¢’ (y-y ) = c,, Sinmo
existiese éste tomar x = 0. Ir a S.
max

5.1.2 t=x =0,
max
-Si F = @ el problema es INFACTIBLE.
-Si F # @ SOLUCION: tomar como th la cadena
de elementos antecesores de aquél y € F con

menor valor objetivo.

5.1.3 t # x , volver al paso 5 con x=x .
max

6 Hacer k = k+1. Ir a la iteracién k.

A continuacién daremos algunas aplicaciones del algoritmo.
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5.4.4. Problema de Knapsack.

Consideramos un problema del tipo:

+*

max { ¥ cy, Z?ajyj =b,xel}

donde ¢, a €2, j=l...n, b’ €2, 0 scs... Sc, O<a = 2'V].
J ] + + 1 n
b’ . .
En este caso kj = |7 VY j, realizamos el cambio yj: kj—x y el
' J

problema queda como sigue:

n
min c X
2; j 3

n

sa: ax =zb
3

0sx =sw, x entero VJ.
§ B J

El intervalo error que contiene el objetivo 6ptimo del

problema se obtiene de la formulacién general de IE en la cual se

sustituye:

min

6 , = min { [b/aj]+1, j=t...n}

donde [t] representa el menor entero mayor o igual que t.

Pag.-129-



ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

Ejemplo.
Para el probleﬁa:
min x, * 1.1 X,
sa: 6x1f9x22 48
Obtenemos;
W =max { 8/8, 14/8 }, 6. .. = 7 y la solucién propuesta
por el algoritmo (5.4.3) es la cadena maximal:

Cg= {(0,0),(1,0),(2,0)...(7,0),(8,0) }
correspondiente al punto terminal factible (8,0) con valor
objetivo 8. El intervalo obtenido es [5.2,8] mientras que el valor
6ptimo es el 6.6 alcanzado en el punto (0,6).

En el ejemplo anterior se observa que la solucién propuesta
por Greedy (CIMMP) se extiende a lo largo de un eje. Esto siempre
ocurre para este tipo de problemaé puesto que sdlo es necesario
sondear una rama en el arbol de caden#s maximales ya que con todas
ellas se obtiene factibilidad. A continuacién se trata un modelo
de Knapsack con cotas en las variables lo cual hace que no todas
las ramas conduzcan a puntos factible y por ello el algoritmo

debera emplear backtracking.
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5.4.5. Problema de Knapsack restringido.
El problema que consideramos es:

n

min Zlcjxj

n
sa: ax zb
L3%,

0= xj = kj, xj entero y aJ >0 Vj.
donde las cotas kj pueden hacer infactible alguno de los puntos
que verifican la primera restriccién.

vEn primer 1lugar debemos modificar el intervalo calculado
anteriormente. Para ello basta actualizar el parémetro 9;

in

6,4,= min { [b/a ]+1, kj+1; J=i...n h.

Como comentdbamos antes, en este caso no todas las cadenas
maximales conducen a puntos factibles, con lo cual la bisqueda en
profundidad adquiere sentido. Asimismo habrd que hacer uso de la
condicién de salida del algoritmo para determinar una cadena
maximal que esté en las condiciones de asegurar que el intervalo

obtenido a partir de ella contiene el objetivo éptimo.
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A continuacién se comparan las soluciones obtenidas para el
siguiente problema por medio del algoritmo greedy de Dobson (1982)
y el algoritmo greedy 5.4.3.

- min x +4x
1 2
sa: X +2x_ = 5
172
X =<4, x,x_€Z .
1 1’72 +

Dobson obtiene después de 5 iteraciones el punto (4,1) con
objetivo 8. Sin embargo la solucién obtenida por Greedy (CIMMP) es
una cadena que tiene asociada el punto factible (3,1) que es la

solucidén 6ptima. Graficamente:

Il

2 Crecimiento

{i\\ del objetivo.

(2 (1
|

(1) Es la solucién dada por Dobson.

v

(2} La solucién dada por Greedy(CIMMP).

.Podemos observar una aportacién interesante como es el hecho
de que mientras que el primer algoritmo incrementa valores‘fde :
variables sin posibilidad de decrementarlas en lo sucesivo, en el

segundo algoritmo se tiene en cuenta esta posibilidad.
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4.4.6 Problema lineal entero con restricciones lineales.
~Consideremos el problema

min cx

sa: A X = b
x el
S+

Donde suponemos que si aU ¢ Z disponemos de cotas sobre las

variables de la forma 0 = xJ s kj, j=1...n. Si aij € Z, entonces
podemos construir estas cotas explicitamente usando el conccido
resultado de Papadimitrou (1982):

Dado P = {x € R: / Ax = b } donde (A,b) es una matriz entera
m x (n+l) y sea 6= maxijlaijl , 8= maxi|bi| , 8 = max { 6,,8, },
entonces la envolvente convexa.de S =P n Zi tiene sus puntos
extremos écotados por w = ((m+n)ne)", ie. si x es punto extremo de
conv(S) = xj S0V j=1...n.

Para obtener en este caso el intervalo que contiene el
objetivo éptimo, una vez obtenida la cadena Z;h propuesta por el
algoritmo gfeedy, se resuelve un problema lineal para determinar
emln; En la construccién de este problema se tiene en cuenta que
dado un conjunto maximal Zi, con elemento terminal factible i,z57 
entonces el cardinal de Zx viene dado por la suma vde lasv
componentes de x mas uno. Esto se debe a la caracterizacién de los
con juntos Zx hecha en el capitulo 1. Ademds por ser x factible,

el cardinal minimo de wuna cadena maximal estd acotado

inferiormente por el 6bjetivo 6ptimo del problema siguiente:

Pag.-133-




ESQUEMAS DE ENUMERACION IMPLICITA ORDENADA:
PROGRAMACION ENTERA.

min 1'x
sa: Ax 2 b, x € R"

0=x sk Vj=l...n
1Ty

con lo cual podemos tomar CI [l’x*] + 1, con x la solucién
6ptima del problema anterior.

Una vez obtenido este‘ parametro, basta sustitulr en la
expresién general del intervalo error (IE).

Del mismo modo ée determinan las cotas del intervalo error
cuando el conjunto factible del problema considerado viene dado
por expresiones mas generales. El unico requisito que sé necesita
es que el objetivo sea lineal.y que el problema en variables
continuas que define el valor emin pueda ser resuelto sin

dificultad.
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