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Introduccién

El problema de desarrollar una funcién de densidad arbitraria en términos
de funciones ortogonales fue formulado por Chebyshev (1858), en conexién
con el ajuste de una funcién a un conjunto de puntos por minimos cuadrados.
Chebyshev (1890) obtuvo el desarrollo de Gram-Charlier tipo A como un caso
especial. Edgeworth (1905) obtuvo el desarrollo que lleva su nombre que resulté
ser una reordenacién del desarrollo de Gram-Charlier. El desarrollo de Edge-
worth, a diferencia del desarrollo de Gram-Charlier, verifica las propiedades
deseables de convergencia asintética al truncar los desarrollos. Un estudio més
detallado sobre el origen de tales desarrollos se pueden ver en Wallace (1958),
S#irndal (1971) y Cramér (1972).

La aplicacién de desarrollos ortogonales en Estadistica ha sido limitado en
gran parte a las series de Gram-Charlier tipo A y desarrollos de Edgeworth
en el caso continuo y a las series de Gram-Charlier tipo B para variables
discretas, los dos primeros como es conocido en términos de los polinomios
de Hermite y el dltimo en términos de los polinomios de Charlier. Cramér
(1928) estudié el problema de la convergencia, asf como dio condiciones bajo
las cuales los desarrollos de tipo A y de Edgeworth son vélidos asintéticamente.
Por tanto cuando se conocen los primeros cumulantes de la distribucién, un
procedimiento comin es el desarrollo de Edgeworth. Si bien es cierto que este
método tiene sus inconvenientes en el sentido de que la aproximacién puede
tomar valores negativos o valores més grande que la unidad en la regién de
la cola. Por otro lado cuando la funcién caracteristica de los estadisticos es
conocida, pero la inversién integral de Fourier no puede ser explicitamente
calculada, un buen método de aproximacién es la técnica de punto de silla
dada por Daniels (1954) y Esscher (1963). No obstante estos desarrollos dan

1



2 INTRODUCCION

buenos resultados tnicamente cuando la distribucién a aproximar estd muy
cercana a la curva normal.

Romanovsky (1924) generalizé las aproximaciones en series ortogonales a
otro tipo de distribuciones tales como la beta y la gamma. Khamis (1960) de
forma andloga, propone desarrollos en series en términos de funciones gamma
incompleta, haciendo uso de los polinomios de Laguerre, sin estudiar la conver-
gencia de tales desarrollos. Nosotros proponemos a lo largo de esta memoria
diversos desarrollos en términos de polinomios de Laguerre generalizados, asi
como desarrollos de Hermite, para aproximar numéricamente funciones de den-
sidad y de distribucién. Tales desarrollos son obtenidos aplicando una teoria
de estimacién insesgada en la distribucién gamma y normal respectivamente.
Si bien es cierto que no se obtienen mediante un mismo procedimiento, la base
del proceso sf es la misma. Y mds generalmente obtenemos un desarrollo en
términos de polinomios de Laguerre generalizados para la funcién inversa de
una transformada de Laplace.

La principal dificultad en aplicar técnicas de la transformada de Laplace es
la determinacién de la funcién original a partir de su transformada. Numerosos
métodos analiticos para la determinacién de la misma se pueden ver en Spiegel
(1991), y cuando éstos fallan necesitamos recurrir a los métodos numéricos. El
método numérico més conocido para la inversién de la transformada de Laplace
se basa en la integracién numérica de la integral de Bromwich o en el desarrollo
de la funcién original en una serie de funciones ortogonales, particularmente
funciones exponenciales y polinomios de Laguerre, siendo preferible los de-
sarrollos de Laguerre a las funciones exponenciales, ver Piessens & Branders
(1971). En la literatura es conocido como el método de Laguerre para invertir
transformadas de Laplace.

En una primera parte de la memoria obtenemos un procedimiento es-
tadfstico para invertir transformadas de Laplace en el campo real, basado
en la estimacién insesgada en una cierta familia exponencial con funcién de

varianza cuadrética, la distribucién gamma. De esta forma en el capitulo



INTRODUCCION 3

primero introducimos unos conceptos generales sobre la estimacién en la dis-
tribucién gamma. Siguiendo Morris (1982,1983) obtenemos una expresién del
estimador insesgado de una funcién analitica del pardmetro en términos de
polinomios ortogonales, es decir polinomios de Laguerre generalizados. La ex-
presi6én obtenida tiene numerosas ventajas en el campo de la estimacién, como
por ejemplo no requiere el conocimiento previo de un estimador insesgado de
la funcién paramétrica. Ademds permite obtener de una forma fécil una ex-
presién para la varianza del estimador y as{ mismo un estudio asintético sobre
dicho estimador.

Nosotros proponemos, utilizando la teorfa de la estimacién para la dis-
tribucién gamma, un procedimiento para invertir transformadas de Laplace.
Obtenemos un desarrollo en términos de polinomios de Laguerre generaliza-
dos, que en principio depende de un pardmetro libre. Ahora bien, por las
propiedades de unicidad de los estimadores insesgados basados en estadisticos
suficientes y completos, tal dependencia es s6lo aparente, y por tanto tenemos
la ventaja, como se podrd comprobar a lo largo de la memoria, de que valores
adecuados del pardmetro mejorarén la eficiencia del célculo computacional.

Por supuesto este procedimiento nos permite la determinacién de funciones
de densidad y de distribucién de variables positivas, invirtiendo la transfor-
mada de Laplace de la variable, la cual estd intimamente relacionada con la
funcién generatriz de momentos. Por tanto este procedimiento requiere el
conocimiento de la funcién generatriz de momentos de la distribucién a deter-
minar.

Asf en el capftulo segundo aplicamos el procedimiento descrito para de-
terminar las funciones de densidad y de distribucién de una forma cuadratica
centrada definida (positiva o negativa), més generalmente de la suma pon-
derada positiva de variables chi-cuadrado centradas con cualesquiera grados
de libertad. De la misma forma proponemos expresiones alternativas para
las correspondientes funciones que aceleran la convergencia en la cola supe-
rior. Como decfamos anteriormente los desarrollos propuestos dependen de un

pardmetro libre y particularizando dicho pardmetro a cierto valor en el caso
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de la funcién de densidad obtenemos expresiones dadas en la literatura, cuya
convergencia se puede mejorar atendiendo al valor del pardmetro. Obviamente
hablamos de convergencia, en el sentido de que los desarrollos que proponemos
son sumas infinitas y para aplicarlos requiere el truncamiento de los mismos,
por tanto para poder hablar de efectividad de los desarrollos se requiere una
medida que nos estime el error que cometemos. Nosotros proponemos estima-
ciones del error y las comparamos con las obtenidas en la literatura.

En el capftulo tercero desarrollamos el esquema seguido en el capitulo ante-
rior, para la determinacién de funciones de densidad y de distribucién respec-
tivamente, aplicado a la suma ponderada positiva de variables chi-cuadrado
no centradas con cualesquiera grados de libertad. Debido a la importancia
de la distribucién de una variable chi-cuadrado no centrada y por supuesto el
hecho de no tener una expresién compacta para su funcién de densidad y de
distribucién, nos mueve en el interés de determinar previamente expresiones
para las funciones de densidad y de distribucién respectivamente. Se puede
comprobar que expresiones particulares de la funcién de densidad han sido
obtenidas en la literatura por un procedimiento distinto. Con respecto al es-
tudio de las formas cuadréticas no centradas, los desarrollos obtenidos en el
caso no centrado generalizan a los del caso centrado, sin embargo no ocurre lo
mismo en el estudio de la convergencia, siendo en este caso no centrado més
complicado, de hecho las cotas encontradas particularizadas al caso centrado
son peores que las encontrada en el capitulo anterior.

En el capftulo cuarto aplicamos el mismo procedimiento a otras distribu-
ciones de interés como son la suma de variables gamma con cualesquiera
pardmetros que surgen en ciertos procesos estocdsticos con aplicaciones en
ingenieria, meteorologia, etc.. Asf como a la familia exponencial natural con
funcién de varianza potencial (pardmetro potencia mayor que dos) importante
en la Inferencia Estadistica y en ltimo lugar a la normal estdndar, cuya im-

portancia no es necesaria recalcar.
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En el capitulo quinto tratamos mé&s especialmente la distribucién normal.
Como consecuencia de la teorfa sobre la estimacién insesgada en la distribu-
cién normal con media p desconocida y desviacién tipica o conocida, anédloga
a la desarrollada en la gamma, obtenemos desarrollos de Hermite tanto para
la densidad como para la distribucién normal estdndar. Y més generalmente
obtenemos desarrollos de Hermite para una funcién de densidad cualquiera,
que integrando nos proporciona una expresién para la funcién de distribu-
cién. Tales desarrollos dependen del pardmetro u, de forma que considerando
valores adecuados, tendremos aproximaciones precisas de la distribucién nor-
mal en primer lugar y en cuanto a los desarrollos para una densidad genérica
obtenemos el desarrollo de Gram-Charlier tipo A.

Finalmente en el capitulo sexto, desarrollamos la ltima parte de la memo-
ria, en la que aplicamos la teorfa de la estimacién insesgada de la familia
exponencial natural con funcién de varianza cuadrética a la determinacién de
las distribuciones de los estadisticos que proponemos para contrastar la bon-
dad de ajuste de una determinada distribucién perteneciente a la NEF-QVF.
Utilizando las propiedades de los polinomios ortogonales, determinamos las
distribuciones asint6ticas de un estadfstico cuadrético alternativo por ejemplo
al de Cramér-von Mises y de un estadistico tipo supremo alternativo al de
Kolmogorov-Smirnov.

En el mismo capitulo, consideramos estadisticos de la familia de Cramér-
von Mises, en particular estudiamos la distribucién asintética de estadisticos
de Cramér-von Mises generalizados para la distribucién gamma y normal uti-
lizando la teorfa de la estimacién insesgada de este tipo de distribuciones en
términos de los respectivos polinomios ortogonales. Las distribuciones de estos
estadisticos han sido obtenidas en la literatura por un procedimiento distinto,
fundamentalmente basado en la técnica de expresar el estadfstico como un
funcional de un proceso empirico, ver Doob (1949), y descomponer el proceso
empfrico utilizando la técnica de Kac & Siegert (1947). Ademés podriamos de-
cir que completamos el estudio al especificar ciertas constantes necesarias para

la aplicacién real de tales estadisticos. De la misma forma podemos obtener
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una expresién para el estadistico cldsico de Cramér-von Mises, como una serie
en términos de variables centradas, incorreladas y asintéticamente normales
(éstas a su vez son sumas finitas de polinomios de Jacobi). Por tanto se tiene
que el estadistico de Cramér-von Mises asintético se puede expresar como una
suma ponderada infinita de x?, obtenida en la literatura por un procedimiento
distinto.

Por 1ltimo presentamos un procedimiento heurfstico general, para aproxi-
mar una funcién de distribucién en términos de otra distribucién. Aplicaciones
de este procedimiento se pueden ver en Lépez-Bldzquez et al. (2000a, 2000b).
Nosotros aplicamos este procedimiento para obtener aproximaciones a las dis-
tribuciones de los estadisticos de Cramér-von Mises y de Watson respectiva-
mente. Los resultados obtenidos los comparamos con las aproximaciones dadas
por Gotze (1979).



CAPITULO 1

Un procedimiento estadistico para la inversién de

transformadas de Laplace

1.1. Introduccién

Dada f : R* +— R tal que f;° exp(—Az)|f(z)|dz < +00, A > 0, se define
la transformada de Laplace de f, como

(L1) £ = [ exp(-re)f(@)ds = )

Si la relacién (1.1) se verifica se dice que f es la transformada inversa de
Laplace de h y se denota f = L1 (h).

Existen diversos métodos para obtener la transformada inversa, entre ellos
podemos citar el Método de las fracciones simples, el Método de las series, el
Método de las ecuaciones diferenciales, etc.. En muchas ocasiones fallan los
métodos analfticos y hay que recurrir a los métodos numéricos. Un método
general lo proporciona la teoria de funciones de variable compleja mediante la
siguiente férmula de inversién, ver Spiegel (1991),

1 fetio

LBNE) = £@) = 57 | exp(a)r()dx

que es una integral de contorno y se determina en general mediante técnicas
en el campo complejo (Teorema de los Residuos) e integracién numeérica .

En el presente capitulo, obtendremos un desarrollo de Laguerre para la
transformada inversa de Laplace. Tal desarrollo es obtenido de una forma
indirecta utilizando las propiedades de unicidad de los estimadores insesgados
de minima varianza en la distribucién gamma. Por este motivo, en la seccién
siguiente revisamos el problema de la estimacién insesgada en dicha familia.

7



8 CAPITULO 1. INVERSION DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

1.2. Estimacién en la distribucién Gamma

Sea X una variable aleatoria Ga(A, p), p > 0 conocido, A > 0 desconocido,
cuya funcién de densidad viene dada por

AP
1.2 flz,A) = =—2P"1e ™ z > 0.
Los momentos de la distribucién gamma son
r k
(1.3) B(x*) = L0tk

¥T(p)

en particular

p=E(X)=p/X

Var(X) = V() = 4*/p.
Dado que la varianza es un polinomio de grado 2 en la media, se tiene que la
distribucién gamma pertenece a la familia exponencial con funcién de varianza
cuadrética (NEF-QVF).

A continuacién introduciremos algunos conceptos en el campo de la esti-

macién:

DEFINICION 1.2.1. Dada h : Rt— R, una funcién del pardmetro, se dird

estimable si existe una funcion medible T : R — R tal que
E\(T(X))=h(A), VA2>0,

y diremos en este caso que T es un estimador insesgado de h. Al conjunto de
las funciones estimables lo notaremos por U*.

Ademds, si Vary(T) < o0,YA > 0, T(X) se dird el UMVUE de h(}) , (ya
que la distribucion gamma es completa) o bien h se dird UMVU estimable. Al
conjunto de las funciones UMVU estimables lo notaremos por U2.

En lo que sigue consideraremos como pardmetro p = E(X) y por tanto la
funcién de densidad vendra dada por m(z, u) = f(z,p/u).
Para cada p > 0, definimos el espacio de funciones

£2={T: E, (T < )} .
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Como es usual en la teorfa de espacios £2, dos funciones son consideradas como
iguales (o equivalentes) si son iguales salvo conjunto de medida (de Lebesgue)
nula. Ademss Cﬁ es un espacio de Hilbert separable con el siguiente producto
escalar

(Ty, o)y = Eu [IWT] = / Ty (z) Tz (z) m(z, w)dz.

La norma asociada al producto escalar en dicho espacio viene dado por ||T'|| p =
1/2
(1,7),".
Como consecuencia existir4 un sistema de funciones ortonormales denso
en (£2,(,),), nos interesard que dicha familia no sea complicada, en el mejor
de los casos que sea una familia de polinomios ortonormales. Esto es posible
al existir todos los momentos absolutos de la distribucién gamma, (Abbey &
David (1970)).
A continuacién describiremos esta familia y determinaremos una expresién

para el estimador de h(}\), T, en términos de estos polinomios.

PROPOSICION 1.2.1. Un sistema de polinomios ménicos ortogonales en £ﬁ
viene dado por {P;(z,p)};50

(1.4) Pi(z, p) = (—1)° (g—)jj!L?‘” (1)_5) , 520,
donde
(1.5) L& (z) = zjj (jfi) (;mﬂf_!)_’f_,a >0,

m=0
es el j-ésimo polinomio de Laguerre generalizado que verifica la siguiente

relacion de recurrencia, ver Chihara (1978):

L@ = @+a-1-2)L& (@) - ([ +a-DL%(@), =1,

J

L9@) = 0, L®¥@) =1

PROPOSICION 1.2.2. Los polinomios P;(z, p) definidos anteriormente sa-
tisfacen las siguientes propiedades, ver Morris (1982):
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1. La relacion de recurrencia que verifican viene dada por:

2k k-1
P = <P1 ”) Pk—k{l-!-—} —Py, k21,
b p 4

P() = 1, P1 =T —U.
2. Verifican la siguiente relacion con la funcidn respecto a la cual son or-

togonales:

dCZ? m(2, p) = (fi)jpj(x, pym(z, ).

3. Ademds,
%
(Pj, Pi)u = Ok (;) 3(p);s
donde 6y ; es la delta de Kronecker y (a); = a(a+1)---(a+j — 1), si
i>1y(a)=1

Estamos en condiciones para obtener la expresién deseada del estimador

TEOREMA 1.2.1. Dada h(X) una funcion UMVU estimable, su estimador
UMVU, T, viene dado por el siguiente desarrollo:

(1.6) T(z) = z( “z;)J)(“) }”‘“(lL) Yu >0,

donde g(p) = h(p/p) y ¢ (1) = ib,g(u)

DEMOSTRACION. Como T € ‘CZ admite un desarrollo de Fourier en términos

de los polinomios ortogonales {P;} ., i.e.

(L.7) T() = Y (1 Pi(a,)
donde
(1.9 () = Lol

151,



1.2. ESTIMACION EN LA DISTRIBUCION GAMMA 11

Por la propiedad 3 de la Proposicién 1.2.2 se tiene que

2 K “
(1.9) 12 =3t(%) o
El numerador de c¢;(p1) se obtiene a partir de la ecuacién de insesgadez:
(1.10) E\x[T(X)]=h(A).

La expresi6n (1.10), escrita en términos del pardmetro pu es:

(1.11) [ T@mie, wdz = ho/u) = o(u).

0
Derivando (1.11) j veces con respecto a p y aplicando la propiedad 2 de la
Proposicién 1.2.2, se prueba f4cilmente que

#2j i)
(1.12) (T, Pj) = i ).
Sustituyendo (1.12) y (1.9) en (1.8), se obtiene el j-ésimo coeficiente de Fourier
Pg? (1)
(1.13) ei(p) = B H
T

Teniendo en cuenta (1.13) y la expresién de los polinomios ménicos ortogonales
dada en la Proposicién 1.2.1, se obtiene (1.6). §

Obsérvese que el miembro derecho de (1.6) depende de cierto pardmetro
. Por otro lado, es bien sabido que los estimadores insesgados basados en
estadfsticos suficientes y completos son tnicos y no dependen evidentemente
de ningiin pardmetro desconocido. Como consecuencia de estos hechos se tiene
que el miembro derecho de (1.6) depende tan solo aparentemente de y. En otras
palabras, para cualquier u > 0 dicha serie converge (con la norma de EZ) ala
misma funcién, T'(z) .

En realidad el miembro derecho de (1.6) proporciona una infinidad de de-
sarrollos ortogonales de la misma, funcién. En este sentido podrfamos decir que
la eleccién de p es irrelevante, sin embargo, tal como se verd més adelante, una
correcta eleccién de dicho pardmetro proporcionaréd desarrollos numéricamente

eficientes.
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Otra expresién alternativa para el estimador insesgado puede obtenerse a
partir de la ecuacién de insesgadez

o0

/T(m) () exp( Az)dz = h(X), A >0,

que puede ser reescrita, en términos de la transformada de Laplace, como

LT @) M) =T () 5,

de donde
(1.14) T(z) = i%@[ﬁ"l (A"PR(N)) (z), = > 0.

Un estudio acerca de los estimadores obtenidos mediante la relacién (1.14)
en la familia chi-cuadrado transformada puede verse en Lépez-Bldzquez (1998).

1.3. Inversién de la transformada de Laplace

Una consecuencia importante de la unicidad (c.s.), de los estimadores
UMVU y de la teorfa desarrollada en la seccién anterior es el procedimiento
para la obtencién de transformadas inversas de Laplace que viene dado en el
siguiente Teorema.

TEOREMA 1.3.1. Sea G (A), A > 0, una funcion tal que para cierto p > 0
la funcion h(X) = A?G (X) es UMVU estimable, entonces

.

) T
(1.15)  £HGW) ()= Z‘( “0)(p~;’ (ko) e (’;J, (c.p.t.)

para cada pg >0 yz >0, con g(,u) = h(p/p).

DEMOSTRACION. Sea T el estimador insesgado de la funcién h()), por tanto
admite cualquiera de las expresiones (1.6),(1.14) dadas en la seccién anterior,
en particular de (1.14) se tiene que

L7 (XTPRW) () = T(y)

I‘(P)
ademds teniendo en cuenta que G(A\) = A7Ph(A) y la expresién de T dada en

(1.6), se tiene (1.15) como queriamos demostrar. §
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La expresién (1.15) no depende de g, por la unicidad del estimador T,
por tanto una eleccién adecuada del pardmetro facilitard el cdlculo de dicha
funcién. Si particularizamos (1.15) para p = a + 1 y y, = p, se puede pro-
bar que se obtiene la expresién dada por Piessens & Branders (1971) por un
procedimiento distinto.

Un método distinto para invertir numéricamente transformadas de Laplace
mediante polinomios de Laguerre, conocido como el método de Laguerre, fue
propuesto por Tricomi (1935) y Widder (1935), ver Abate el al. (1996) y
estudiado entre otros por Weeks (1966), Piessens & Branders (1971) y exten-
dido al caso multivariante, Moorthy (1995). Una amplia bibliografia puede
encontrarse en Abate et al. (1996), as{ como un estudio detallado del método
de Laguerre como una alternativa al método de serie de Fourier para invertir
numéricamente transformadas de Laplace.

Una de las aplicaciones de interés del procedimiento descrito en este capi-
tulo es la determinacién de diversas distribuciones en términos de los poli-
nomios de Laguerre, como la suma ponderada de variables aleatorias chi-
cuadrado independientes, tanto centradas como no centradas o m4s general-
mente la suma de variables gamma independientes con distintos pardmetros,

que desarrollamos en los siguientes capitulos.



CAPITULO 2
Desarrollos para formas cuadraticas centradas

Los estadisticos empleados en muchos tests y procedimientos de estimacién
son expresables como formas cuadrédticas de variables normales. La varianza
muestral es uno de los ejemplos mas comunes. En este capitulo estamos in-
teresados en las formas cuadrdticas centradas definidas (positivas o negativas),
que como es conocido bajo normalidad se puede reducir mediante una transfor-
macién ortogonal a una combinacién lineal (positiva o negativa) de variables
chi-cuadrado, independientes y centradas.

Msds generalmente el cdlculo de la distribucién de una combinacién lineal
positiva de variables chi-cuadrado centradas con cualesquiera grados de liber-
tad surge en una clase importante de problemas en la teorfa asintética nula
de test de bondad de ajuste (test x% de Pearson, test EDF), ver Rao & Scott
(1984). Este tipo de distribuciones aparece también en otros campos como
en Biologfa, en problemas de balistica, en teorfa de la comunicacién, etc. ver
Jensen & Solomon (1972).

Son muchos los autores que han estudiado la determinacién y aproximacion
de la distribucién de la combinacién lineal de variables chi-cuadrado centradas,
ver Johnson et al. (1994). Diversas representaciones de este tipo de distribu-
ci6én han sido dadas mediante mixtura de distribuciones chi-cuadrado (Robbins
(1948), Robbins & Pitman (1949)), mediante desarrollos en series de Laguerre
(Bhattacharyya (1945), Gurland (1955,1956), Kotz et al. (1967a), Gideon
& Gurland (1976)), asf como en desarrollos en series de potencia (Pachares
(1955)), siendo el desarrollo de Laguerre dado por Kotz et al. (1967q) la ex-
presién que proporciona mejores resultados y que fue utilizada por Johnson &
Kotz (1968) para tabular este tipo de distribuciones.

15
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Otras expresiones las podemos encontrar por ejemplo en Imhof (1961) que
invierte la funcién caracteristica de una forma cuadritica genérica en el campo
complejo (a través de la férmula dada por Gil-Peldez (1951)) aplicando métodos
numéricos para determinar las integrales. Davies (1973,1980) proporciona un
algoritmo siguiendo esta misma linea.

La mayoria de los autores proporcionan una expresién para la funcién de
densidad que posteriormente integran para obtener la funcién de distribucioén.

En este capitulo nos ocuparemos de obtener desarrollos de Laguerre para
la funcién de densidad y de distribucién de combinaciones lineales positivas de
variables chi-cuadrado centradas con cualesquiera grados de libertad de forma
independiente, es decir determinaremos la funcién de distribucién sin necesidad
de conocer la funcién de densidad. También estudiaremos la convergencia de
tales desarrollos y proporcionaremos estimaciones del error que se comete al
considerar aproximaciones truncando los desarrollos.

Sean X3, X,,...,X, variables aleatorias independientes que siguen una
distribucién chi-cuadrado centrada con v; grados de libertad, i.e. X; ~ X.%,-
cuya funcién de densidad, f; viene dada por

xt/{/?—le—z/Q

(2.1) fiz) = Wl (3) ©

0.

Sea Qn = Y ., a;X;, con a; > 0, Vi, aplicaremos el Teorema 1.3.1 con el
fin de obtener una expresién para la funcién densidad y de distribucién de
(Qn. Veremos que pueden obtenerse distintas expresiones para la funcién de
densidad y de distribucién de Q,, con coeficientes facilmente calculables. Al-
gunas de las expresiones que obtendremos pueden encontrarse en la literatura.
La ventaja es que nuestro método nos proporciona un conjunto de desarrollos
equivalentes en funcién de un pardmetro y valores particulares del pardmetro

darén lugar a desarrollos numéricamente eficientes.
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2.1. Funcién de densidad de la combinacién lineal positiva de x?

centradas

En esta seccién determinaremos diversos desarrollos para la funcién de
densidad de @), por el procedimiento descrito.

Sean f(-) y M(-) la funcién de densidad y la funcién generatriz de momentos
de QQ, respectivamente. La transformada de Laplace de la funcién de densidad

viene dada por:
L(f(z))(A) = H(l +20,0) 72 = M(=X) = G(),

y por tanto

f(@) = L7T(GW) (=)-
Basta aplicar el Teorema 1.3.1 a G(\) para obtener un desarrollo para la

funcién de densidad f.
Sea g(u) = (p/u)?G(p/p), si p=v/2 donde v = Y. | v;, entonces

9(w) = (/2 T[(w + )™,

i=1
Se puede demostrar ficilmente (aplicando logaritmo y derivando) que las de-

rivadas sucesivas de g satisfacen la férmula recurrente,

g9() = (-1 (h 1)'2( . “’J)(")Z “l2

T (b + azy)k -

Si notamos
_ (_l‘o)k gk)(ﬂo)
B k! ’
y sustituimos en (1.15), se obtiene la siguiente expresién para la funcién de
densidad :

/21

klex LG
T2 2 /2 (m) Vo > 0.

k>0

(2.2) f(z) =
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Los coeficientes ¢ verifican la siguiente relacién de recurrencia:

= o
(230) o = 73 ey K21, o= (/2 [ (o + )™,
7=0 =1
(2.3b) d; ——1-n1/- a ’ > 1
. % I 2 4 /io"‘Ofﬂ/ I =

i=1

2.1.1. Estudio de la convergencia. La férmula (2.2) proporciona una
expresién para la funcién de densidad de la combinacién lineal positiva de
variables chi-cuadrado. Nétese que el miembro derecho es una serie infinita.
Si se desea implementar dicha férmula en un ordenador es obvio que tan sélo
serd posible evaluar un nimero finito de términos. El objetivo de esta seccién
es proporcionar cotas para la diferencia entre el verdadero valor de la funcién
de densidad y el valor que se obtiene al truncar la serie del miembro derecho
de (2.2).

El error absoluto cometido es

:II(V/2) 1

N okl
Z k! Ck (-——-1)
T(v/2) &= (v/2)x (Zuo)
w1 2kl

= 5o 2 o ( =),

Tw/2) S, W/ 2k 240

Con el objeto de proporcionar cotas para el error necesitamos el siguiente
resultado:

24) &nv(fiz,m)=|f(z) -

LEMA 2.1.1. Sea Lg’) el polinomio de Laguerre generalizado de grado k

dado en (1.5), se tiene la siguiente acotacion:

(2.5)

Lfca)(m)‘ <R*(1-R) ™ lexp (g) , VR, 0 < R< 1.

DEMOSTRACION. Los polinomios de Laguerre generalizados tienen la si-
guiente funcién generatriz, ver Chihara (1978):

(2.6) S L@ = - e (7).

k>0
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y aplicando la desigualdad de Cauchy a (2.6),
(@) < p-k _ el —at
,Lk (x)‘ < R lrtrlli),x (1—-¢t) " "exp (1 _t)l

_ —a—1 zR
< R*(1-R) eXP(1+R)

< R*(1-R™ exp(2) VR, 0<R<1,

se tiene (2.5). 1

Por otro lado es necesario obtener una acotacién para los coeficientes cg

(2.3a), para ello previamente acotamos los coeficientes d; dados en (2.3b). Sea

a(l) = mim s,

entonces
J
v Ho Vei s
2.7 | <z | ———— ) =5&,i21,
2.7 <5 (A=) =599
con0 <= —Ho - 1, Yo > 0. Por induccién se puede comprobar que
Ko + @V °
(28) V/2 Z (V/z)] — (V/2)k
y a partir de (2.3a), utilizando (2.7 ) v (2.8) se prueba también por induccién:
2
(29) el < leo] X2, i 0.
Por tanto, a partir de (2.2) y de (2.9) se tiene
ZL'(V/2) -1 |COI
(2.10) £(@)| < el ()
T T(v/2) kz; 20
y aplicando el Lema 2.1.1,
(5-1) - vz
2.11 L <R*(1-R)%e >,VR,O<R<1,
21 (2uo> A P (4uo

con lo cual utilizando (2.11) para acotar el miembro derecho de (2.10),

e re() S (5)

k>0

(2.12) |7 ()] <
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Considerando R tal que £ < R < 1 la serie anterior converge absolutamente.
Finalmente, a partir de (2.4)

z@/D=1 ey vr ) /RN
I'(v/2) dpe) 1—-¢/R°

Por tanto queda demostrada la convergencia uniforme de la serie (2.2) en cada.

En (2 10) < (1- Ry exp (

intervalo finito de z > 0 y para cada u, > 0. Una cota simple se puede obtener
para R=¢& 1 2, resultando
v/2)-1 —v)2—

(2.13)  En(f,z, ) < _ﬂfir_{_(;_/__zgfﬂ (1 _ 51/2) v/2-1 exp (i%) EN+D/2,

Nos interesa que la cota sea lo més pequenia posible, dicha cota como
funcién de £ es una funcién creciente, por tanto nos interesard hacer { =
to/ (,uo + a(l)u) pequeiio y para ello y, debe ser en principio pequeno, no nos
debemos olvidar que co = (v/2)"/* [T, (1 + csv)™/? depende también de y,
y para que ¢o fuese pequefio y, debe ser grande, por tanto hay que llegar a
un equilibrio.

La cota anterior ha sido obtenida siguiendo un procedimiento anélogo a
Kotz et al. (1967a). Sin embargo, podemos conseguir una cota distinta a

(2.13), considerando acotaciones més finas para los polinomios de Laguerre.

LEMA 2.1.2. Sea L;") el polinomio de Laguerre generalizado de grado k
dado en (1.5), entonces

—k —a—1
(@) < z k l+a
L (“’)‘—e"p(z) (k-}—l—i—a) (k+1+a ’

que mejora la dada en (2.5) .

(2.14)

DEMOSTRACION. La cota (2.5) se puede mejorar resolviendo
o3, BB
que se alcanza en
k
T k+ital
y sustituyendo dicho valor en (2.5) obtenemos (2.14) .
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Particularizando « y z por los valores adecuados en (2.14), se tiene

-1 [ vz vz 2k \7* v 7"
()| (5) () (55)
210 dp 2k +v 2k+v

y utilizando (2.15) para acotar (2.10)

x(u/z)—l ICO|
1) < g e (%) Y a

k>0

(2.15)

con

%+ \* (2% +1\"?
2.1 — ¢k

cuya serie es absolutamente convergente por el criterio de D’Alembert ya que

0 < £ < 1. La cota que se consigue de (2.4) en este caso es:

/D1 ey ve b
(217) SN (fv z, /"'O) < F(V/Z) €Xp (4/450) z ag,

con gy, dados en (2.16) .
El desarrollo de Laguerre (2.2) conseguido para la funcién de densidad de
Qn, es vélido para cualquier valor del pardmetro ;. A continuacién presenta-

mos algunas expresiones particulares de (2.2) para distintos valores de pg > 0 :

o Sip,=v=>3 1 v, seobtiene una expresién simple:

_ g/ klcy, (_—1) T
f :17 ol
=T/ & G 3)
donde
1 k-1 1 n
*=% > cidij, k> 1, o = Wn(l + og) 72,
(2.18) 3=0 ) =1
d. —1 - v 1 ! 7 > 1
]—22.:13 1+ o y J 2 L.

Resultados computacionales muestran que:

o Sipg =z, LV/*Y (
2

eficientes para valores de x pequenos.

) = 0 y se obtienen desarrollos numéricamente
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® Si py = aqy/7, y en este caso £ = 1/8, se acelera la convergencia para

valores de = pequenos. Asi lo podemos observar el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.1.1. Sea la combinacion lineal: Q3 = 0.6x% + 0.3x3 + 0.1x3

(Imhof (1960)). En la siguiente tabla proporcionamos algunos resultados nu-
méricos para la densidad de Qs3, a través de los desarrollos obtenidos de (2.2)

para los valores del pardmetro p citados anteriormente y con N el nimero de

términos considerado en el desarrollo (2.2):

r=05N=5|z=1,N=10 |z2=15N=15|z=2,N =20
o =V 0.00005534437 | 0005523390669 | 0.0418095049 | 0.096723715
o = T 0.00087916807 | 0.01253800035 | 0.04437498698 | 0.090260980
1o = aayv/7 | 0.00087927968 | 0.01253784316 | 0.0443752271 | 0.090260552
Ezacto 0.00087927274 | 0.01253784595 | 0.0443752262 | 0.090260551

Ademss si elegimos para cada valor de z un valor de g, podemos mejorar
la convergencia del desarrollo obtenido en dicho valor de z. Hemos comprobado
empiricamente que si z es muy pequeilo se acelera la convergencia considerando
Ho tal que £ sea muy pequefio. A medida que x aumenta, el valor de 4 que
se considere también debe aumentar y por tanto también lo hard &, con el
objetivo de acelerar la convergencia, aunque lo cierto es que la convergencia se

hace lenta en estos casos (cola derecha).

2.2. Otros desarrollos para la funcién de densidad

Kotz et al. (1967a) dieron una expresién para la funcién de densidad de la
combinacién lineal positiva de x? con un grado de libertad (v; = 1, Vi), distinta
a (2.2) . Nosotros podemos obtener la expresién que proporciona Kotz et al.
como un caso particular de nuestro procedimiento, realizando previamente un
cambio de variable en la funcién a invertir. Adems&s el tipo de desarrollo que

obtenemos acelera la convergencia para la cola superior.
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Sea
#0) =6 (%57 =TT+ es 0= 1),

para (3 > 0. Por tanto, por las propiedades de la transformada de Laplace,

(2.19) fl@) = L£L7HGW) (z) = L7 (H(1 +26N)) (z)
e 5% T
Y (%)’

Aplicamos nuestro procedimiento a la funcién H(X) :
Sea g(u) = (p/wy H(p/1), sip=v/2

au) = (Bv/2"* T] (B + asfw/2 = )™

Las derivadas sucesivas son

) v — o k—j
g () = (~1)" (k - 1>'Z(1 ‘”’”Z’( - )) -

B+ (/2 — p

(= #0) gk)(ﬂo)

Si notamos ¢ = x

, ¥ sustituimos en (1.15)

zw/2)-1 lek ve
£ HO @) = Ty e (5) vo>0

k>0

y por (2.19)

e g1

kley (-1 ( vz
Q) IO = oA T A <4ﬁuo>’v"°>°‘
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Los coeficientes verifican la siguiente relacién de recurrencia

=
Cp = ;4:- Zdek_j, k > 1,
(2.21a) =0 vj2 n —vi/2
(O3 )
249 =1 B \2p0
i ’
(2.21b) d; = lzu,- B ,j> 1

2 o; v
i=1 1+ = (—— - 1>
B \2p

2.2.1. Estudio de la convergencia. En primer lugar para acotar los
coeficientes ¢y, (2.21a), conseguimos una cota para los coeficientes d;. Fécil-
mente a partir de (2.21b) se verifica

45 < 7€, Vi 2 1,
con

1— @

¢ = max — A ,
1“5@‘"%)

nos interesard que 0 < £ < 1, para tal fin la eleccién de y, condicionard el

valor de 3, asi tenemos que si:

2p

(2.22)
Uo < v/4 entonces es vélido para todo 8 > 0,

{ Ko > v/4 entonces 3 > (2 - -”—) o

con a(n) = max; ¢;. Anédlogamente al estudio anterior, se prueba por induccién:
2
ICk‘ S ‘Co! -(#fk, Vk Z O

Acotando la funcién de densidad de forma andloga a (2.10) y utilizando el
Lema 2.1.1 se demuestra la convergencia uniforme de (2.20) en cada intervalo
finito de z > 0, y para cada u, > 0 y 8 adecuado. Ademés se puede probar la

convergencia uniforme para todo z > 0, cuando y, > p/2.
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También podemos obtener estimaciones del error con R = § 12,

(2.23) En (f, 2, 10, B) <

e_é@ﬁ x(”/2)_1 ICOI —V/2—-1
1 gl/? exp ( ) gN+D)/2
(268)""* T(v/2) ( ¢ ) 8o
- . 2k
y una cota distinta a partir del Lema 2.1.2 donde R = Sht D :

W D1 g v\
(2.24) En (£, o, B) < 28" T(/2) P (8ﬂ,uo> Z w

o (2 v\ 2k 0\
a% =& 2k v '

Una expresién para la funcién de densidad de @, la conseguimos si particula-

con

rizamos (2.20) para py = v/2, dando lugar a

Il

i Elcy (-_1) T
(2.25) flz (—>
)= (zm"/?r(y/z)kg( /2):c 28
donde
1 k—1
(2.26) o = Ezcjdk_,-, k>1, co=1,
=0
1 — Q; J
. = = S—. > 1.
4 = 33 (1-5) 92

%

Esta expresién fue obtenida por Kotz et al. (1967a) en el caso v; =1 (y
por tanto v = n), por un procedimiento distinto. Esta serie es uniformemente
convergente para todo > 0y 8 > on)/2 (asi 0 < £ < 1) ver (2.22). Kotz et
al. (1967a) dan una cota del error con 8 = (aq) + () /2 ya que es el valor
que hace mfnimo &.

La cota del error dada en (2.23) para u, = v/2 es exactamente la que
proporcionan Kotz et al. (1967a) y que nosotros mejoramos en la expresiones
que se deducen de (2.24) para py = v/2 y py = v/20 respectivamente, con
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Densidad
0'8- — Exacta
+ Aproxim. 10 términos

1 o Aproxim. 5 téminos
0.6¢
0.4
0.21

0

Fi1GURA 2.1

B = (ayy+awm) /2y v; = 1, como se puede ver en la siguiente tabla corres-
® (n)

pondiente a Q3 = 0.6x% + 0.3x2 + 0.1x?, para distintos valores de z y N = 20

(se corresponde con un ejemplo de Imhof (1961)) :

r=0.1 z =07 T =2
(2.23) , g = % | 1.756687043 3.027730472 2.0221133118
(2.24) , o = &5 | 04963271911 0.8554426165 0.5713252423
(2.24) , po = 55 | 0.9956255605 - 1012 | 0.8121845244 - 1019 | 0.2311044294 - 1076

COTAS PARA LOS ERRORES

Como podemos observar en la tabla anterior, las dos primeras filas de
resultados correspondientes a p, = v/2 no proporcionan estimaciones del error
precisas, aunque para dicho i, obtenemos cotas que mejoran a la de Kotz et al.
(2.23). Podemos observar que las estimaciones del error se mejoran bastante
cuando consideramos p, = v/20.

En la figura 2.1 podemos observar la convergencia del desarrollo (2.20),
para el mismo caso de combinacién lineal considerado anteriormente Q3 =
0.6x2 + 0.3x% + 0.1x3 y con gy = v/6.
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2.3. Funcién de distribucién de la combinacién lineal positiva de x?

centradas

Kotz et al. (1967a) obtienen una expresién para la funcién de distribu-
cién de la combinacién lineal de x? centradas integrando término a término la
funcién de densidad (2.25).

Nosotros podemos obtener una expresién para la funcién de distribucién sin
necesidad de conocer la funcién de densidad, utilizando el mismo procedimiento
que para el caso de la funcién de densidad.

Sea F(-) la funcién de distribucién de @, su transformada de Laplace viene
dada por:

1 n
_— . —u,-/2 —_
L(F(z)) () = 3 i|:|1(1 + 2a;\) = G(A).
Para aplicar el procedimiento presentado en la seccién 1.3, sea

9(p) = (p/w)*G(p/k). Sip =v/2+1 donde v = Z"i’
entonces
g(p’) (V/2 + 1 v/2 H(ﬂ + a,,(V + 2))—!/,/2

Y las derivadas sucesivas verifican,

7) v
P) = (-1 (k - 1)'2( . (”)z o2

(p+ (v + 2))F3°

Si ¢, __( Mo) gk)(ﬂo)

ol , entonces
zv/? Kley, (v+ 2)x>
92.97)  F(z)= Y22 Ve >0,
(227) (=) I'v/2+1) (v/2+ l)k, ( 2110 Ho

k>0
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donde

k-—l
Zc]dk_,, k>1,

(2.28a)
co = (v/2+1)"/2 H(uo +ai(v +2)) /2,
=1
(2.28b) d; = liy- Ho )j i>1.
T2\ ta(v+2)) T T

2.3.1. Estudio de la convergencia. Andlogamente a los estudios ante-
riores, para acotar los coeficientes c;, debemos obtener cotas para los coefi-
cientes definidos en (2.28b) :

(2.29) ld;| < —gfj,\/j > 1.
con
- Ho
o + (v +2)

Nétese que 0 < ¢ < 1, Vg > 0.
Acotamos ¢y, a partir de (2.28a), utilizando (2.29) y la relacién (2.8)

2
el < ol 2% vk > 0,

y a partir de (2.27),

V2 IC()|

k>0

5 ((V+2)CU) .
241y
Por el Lema 2.1.2 acotamos (2.30) resultando

/% |co| (v+2)z
Fol< e (M) B

k>0

COIl

(231) by — ¢t (HAvE? Frok+v 2\ /2
) g 2k v+2 (v/2 +k)
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cuya serie es absolutamente convergente por el criterio de D’Alembert ya que

0 < & < 1. De esta forma obtenemos estimaciones del error:
vi2 l ’ + 2 >
T Co 14
En (B z, < ————€x b,
(P < e (2 % :

con by, dados en (2.31) . Y queda demostrada la convergencia uniforme de (2.27)

en cada intervalo finito de z > 0 y para cada py > 0.

Finalmente mostraremos distintas expresiones para la funcién de distribu-

cién F' particularizando para algunos valores del pardmetro yg en (2.27).

e Si iy = v + 2 obtenemos una expresién simple:

k'ck Z) xT
F(z) = z) (2
(2) = 1"(1//2+1 :/;5 Wt ) (z)
donde
k— n
1 .
Tk Z ¢jdi—j, k 2 1, co = 2717 H(l + o) 2,
(232) Z =1
4 = lz (Y e
T \Trew) 7T

Observemos que (2.32) son los mismos coeficientes que se obtienen en

(2.18) en el desarrollo de la funcién de densidad. |
e Si py = z, se anula el polinomio de Laguerre de grado uno, obteniéndose

expresiones computacionalmente eficientes para valores de x pequenos.
o Si pg = any(v +2)/7 se tiene £ = 1/8 y en este caso se acelera la

convergencia para valores de z pequenos.

Ademds empiricamente se obtienen resultados andlogos a los obtenidos en
el desarrollo (2.2) de la funcién de densidad, por tanto la convergencia es lenta
para la cola superior de la distribucién.

2.4. Otros desarrollos para la funcién de distribucién

En un intento de obtener mejores resultados en la cola derecha presentamos

otra expresién, aplicando el mismo procedimiento:
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Sea,
_ i4v/2 1
H(’X) =G (%) ﬁ H (ﬂ + (A - 1) az)~1/;/27 <OD. ,(3 >0
entonces
(2.33) F(z) = £7(GM) (@)=L (H(1+26N) (2)

Por tanto basta invertir H(A) :
Sip=v/2+1,

1+vf2 ™

g(u) = (v/2+1)"* f . T Be+ (0 — ) ci)™ 2.

=1

Las derivadas sucesivas son

Y sicp = ( Ho) gk)(ﬂo)

(2:34) L7 (HW) (2) =

J ) _1\k—J
P = D"k~ 1)'2( 1) ! ) [(;_1L)k—j +

I, (o Boe )
+2;V’<ﬁu+ai(p~u) ]

, entonces

k!

z¥/? ke, @ ((v+2)z
I'(v/2+1) ; (V/2+1)kLk ( ) g

y sustituyendo (2.34) en (2.33), se tiene

(2.35) F(z) =

x

kley (v+2)x
28) /T (v/2+1) & Z < (v/2+ 1)k ( m ) s Mo > 0.
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Los coeficientes verifican la siguiente relacién de recurrencia:
k-1

= —chdk__” k>1,
(2.36a) =0

C°=(;%)” 2011 (12 S ) "

o) b= (o) 3 (i) 42

2.4.1. Estudio de la convergencia. Al igual que en los estudios an-

teriores, necesitamos acotar los coeficientes cy, (2.36a). Para ello acotamos

previamente los coeficientes d;. A partir de (2.36b):

ldjl < (1+V/2)6j: VJ 2> 17

o= (5=

1—a;/p
1—o0y/B+ai/B(p/po) |

Ademss con py < p/2 = (1//2 + 1)/2 tenemos garantizado que 0 < € < 1 para

con

cada B > 0. Y a partir de (2.36a) se demuestra por induccién:

,CI—-' ,(V/2+1)k k Vk>0

Por tanto a partir de (2.35) y el Lema 2.1.2

W D g @+2n)
|F(z)] < (2ﬁ)1+u/2[‘(y/2+1)§ ( 481,

W WD) |y (v+2)

@B) T2 +1) " ( 86uo ):L:é )

con

b, — ¢t (2EHVH2 ok v+ 2\
£ 2k v+2 ’
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cuya serie es absolutamente convergente para py < p/2 yaque 0 <e < L

También podemos proporcionar estimaciones del error,

| W gt/ o (v+2)z
(2.37)  En(Fyz,p0,P) < 28) " T(v/2 +01) eXP( 8B, ) Z o

y se deduce la convergencia uniforme en cada intervalo finito de z > 0, para
cada B >0y u < p/2.
El desarrollo de Laguerre (2.35) conseguido para la funcién de distribucién

F, es vélido para cualquier valor del parsmetro p, < (v/2 + 1)/2. Podemos

considerar una expresién particular, por ejemplo:

v/2+1

Sipg = , obtenemos una expresién computacionalmente eficiente:

B T £/ klck L 2z
(2.38) F(z) = 82T (v/2+1) & Z < (v/2+ ].)k ( B ) ,

donde

k—
Qﬂ v/2+1 -y 2
Cr — kzcjdk_.], k>1 Co_""“ H(l +3C¥z/ﬁ) /

j=0

-1} 1 1—0;/B
di = |{— = il ———=1 ,7> 1L
g ( 3 ) +2;" (1+3ai/6) 7=
En esta ocasién no se obtiene la expresién dada por Kotz et al. (1967a)
que resulta de integrar (2.25), i.e.

2k — )T (v/2 + 1)
T(v/2 + k)

F ) =G (4/) +Z crav+ 200U ().

2p

con g(v+2,y/pB) la densidad de una variable x* con v + 2 grados de libertad
evaluada en el punto y/8, G (v;y/B) la distribucién de una variable x* con v
grados de libertad evaluada en el punto y/8 y con ¢ dados en (2.26). Nosotros
obtenemos el desarrollo dado en (2.38), como un caso particular de (2.35),
sin necesidad de conocer la funcién de densidad y sin necesidad de evaluar

previamente la distribucién de una variable chi-cuadrado, G.
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Gurland (1955, 1956) proporciona otra expresién distinta basada también
en desarrollos de Laguerre, dada por:

, 1 )

F(z) = m/ym Vexp (—y/2)dy +

0
o F(k) —-.'z:/(2Zi)mu/2 ©/2)
2 Wy ) B (%)
donde
ap, = Py Z/\’“ + By 1ﬂ12<2’\"°‘1/\’ +ﬁk_2/322<2/\’“ 2)‘2
<j i<j
BB T NN+ BB Y T ZA’“ XA+
i<j<l i<j<i

= (-1/4)*(*¥), i = a&; — @ y @ un ndmero arbitrario verificando que
@ > a(n)/2. Como se puede observar, la expresién para sus coeficientes no es
muy conveniente para su cdlculo computacional. Gurland (1956) prueba la
convergencia uniforme, pero tan sélo para ciertas combinaciones lineales.

En cuanto a las estimaciones del error, si particularizamos (2.37) para
o =p/4 yB= (a(l) + a(n)) /2 obtenemos mejores estimaciones que la que

proporcionan Kotz et al. (1967a) que viene dada por:
(239) gN (Fa xa/"'O’ﬁ) S

v e 2#a"/? (N+2)/2 172\ V/3+2
< = g2 (11— gt/) T
=N+l 210128 °T (v /2 + 1) 4ﬁ

con ¢ = max; (|1 — o;/F]). Podemos comparar para distintos valores de z los

valores obtenidos con las dos expresiones (2.39) , (2.37) cuyos resultados vienen

recogidos en la siguiente tabla para Q3 = 0.6x2 +0.3x% +0.1x7 y N =20

z=0.1 z=0.7 =2
(2.39) 0.04565746647 0.5508491231 1.051131737
(2.37) , 4o = £ | 0.002561939336 0.1118068250 0.001025342911
(2.37), po = %1 0.8672367306 - 10~12 | 0.4952156670 - 10~° | 0.4026056740 - 10~°

COTAS PARA LOS ERRORES
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La dltima fila se corresponde con estimaciones del error de la funcién de
distribucién que se obtiene de (2.35) con py = p/10. Como podemos observar

las estimaciones son m4s precisas que las obtenidas anteriormente.



CAPITULO 3

Desarrollos para formas cuadraticas no centradas

Toda forma cuadréitica no centrada, bajo normalidad se puede reducir me-
diante una transformacién ortogonal a una combinacién lineal (positiva o ne-
gativa, caso de ser definida positiva o negativa, respectivamente) de variables
chi-cuadrado independientes no centradas (forma cuadrética canénica).

Este tipo de distribuciones surge en el estudio de la funcién potencia de
varios estadfsticos. Algunos ejemplos pueden verse en Patnaik (1949) y en cier-
tos procedimientos multivariante. Otras aplicaciones se pueden ver en Jensen
& Solomon (1972). Nosotros nos centraremos en las formas cuadréticas no
centradas definidas positiva o més generalmente en la combinacién lineal po-
sitiva de variables chi-cuadrado independientes, no centradas con cualesquiera
grados de libertad.

Son diversos los autores que han generahzado los desarrollos obtenidos
para el caso centrado (series de potencias, de x? y de polinomios de Laguerre)
dando lugar, en general, a dobles series con coeficientes complicados de cal-
cular. Podemos citar Shah & Khatri (1961) que generalizan a este caso no
centrado la serie de potencia obtenida por Pachares (1955) dando lugar a una
doble serie més que complicada para la distribucién de la forma cuadrética.
Ruben (1962) generaliza el método de mixtura seguido por Robbins & Pitman
(1949) dando lugar a dos tipos de series, un tipo basada en x? centradas y
otro tipo basada en x* no centradas. Shah (1963) obtiene una doble serie de
polinomios de Laguerre para este tipo de distribuciones, siguiendo el método
de Gurland (1955), cuyos coeficientes son complicados de calcular. Kotz et
al. (1967b) obtienen un desarrollo de Laguerre més conveniente, asf como es-
timaciones del error que se comete al considerar aproximaciones truncando los

desarrollos.
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En este capitulo obtenemos desarrollos de Laguerre para la funcién de
densidad y de distribucién de una variable chi-cuadrado no centrada, asi como
para la combinacién lineal positiva de variables chi-cuadrado no centradas con
cualesquiera grados de libertad. El procedimiento que nosotros emplearemos
nos permitird determinar la funcién de distribucién sin necesidad de conocer
la funcién de densidad.

Veremos cémo efectivamente los desarrollos no centrados generalizan a los
desarrollos centrados. Estudiaremos la convergencia de tales desarrollos cuyo
estudio se complica en este caso no centrado, de hecho las cotas del error
conseguidas no generalizan las obtenidas en el caso centrado.

Sean X;,Xs,---,X, variables aleatorias independientes que siguen una
distribucién chi-cuadrado con v; grados de libertad y con pardmetro de no
centralizacién é; que notaremos de la forma X; ~ XB,- (6:) -

Sea @, = Y o, a;X;, con «; > 0, Vi, nuestro objetivo es dar expresiones
tanto para la funcién de densidad como de distribucién de X; y de @), aplicando
el procedimiento descrito.

3.1. Desarrollos para una variable chi-cuadrado no centrada

La distribucién x? no centrada fue obtenida por Fisher (1928) de una forma
indirecta, como limite de la distribucién del coeficiente de correlacién miltiple,
en términos de funciones de Bessel con argumento imaginario.

La distribucién x? no centrada ha sido estudiada por diversos autores; en-
tre ellos podemos citar a Wishart (1932) que de una forma directa, evalia la
integral que supone esta distribucién lo cual requiere una dura labor. Pat-
naik (1949) enfatiz6 la importancia de esta distribucién en el cdlculo de la
funcién potencia de algunos tests (test x? aplicado a tablas de contingencia)
y la representé como una mixtura de distribuciones x? centradas con pesos
Poisson, también dio dos aproximaciones basadas en la distribucién x2 y la
distribucién normal respectivamente. Tiku (1965a) obtuvo una expresién para
la funcién de densidad en términos de los polinomios de Laguerre generalizados,

que nosotros obtendremos como un caso particular de nuestro procedimiento.
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Gideon & Gurland (1977) proporcionaron un desarrollo de Laguerre para la
funcién de distribucion de la x2 no centrada, cuyos coeficientes son complicados
de calcular. Otras representaciones y aproximaciones para esta distribucién se
pueden ver en Johnson et al. (1995).

La distribucién x* no centrada puede ser vista como una distribucién
Rayleigh generalizada, también llamada distribucién Rayleigh-Rice como es
utilizada en Fisica Matemdtica. As{ como en teoria de la comunicacién la
funcién de distribucién de la x? no centrada se llama Q-funcién Marcum (ver
refencias sobre aplicaciones a estos campos en Johnson et al (1995)).

Nosotros proponemos desarrollos de Laguerre tanto para la funcién de den-
sidad como de distribucién de la x? no centrada, ésta tltima sin necesidad de
integrar la funcién de densidad, es més sin necesidad de conocerla.

3.1.1. Desarrollo de la funcién de densidad de la variable x2(6).
Sea f(-) la funcién de densidad de x2(§). Su transformada de Laplace es igual

a:

} Q+20)™2 =G ().

L@ O = e { - 55

Consideramos

y por las propiedades de la transformada de Laplace

(3.1) @) = L£7CW) (@) = £7(H(L+23) (@)

e—a:/2

_ -1 z
= 5t (H) (2) '
Por tanto basta invertir H(-) por el procedimiento conocido:
Sea (1) = (p/ W) H(p/p), si p = /2, entonces

9(#)=e;<p{_§__(ﬁ/_2_-ﬂ}

n
y las derivadas sucesivas verifican

(3.2) ¢ () = (g)’“exp {—5—(1‘3—‘—"—)} .

n
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Asi sustituyendo (3.2) en (1.15)

—pgb
£ ) ) = o ap {22 )] 5 ((nf/»m)k e (22,

k>0

y a partir de (3.1) tenemos la siguiente expresién para la funcién de densidad
de x7(6) :

e~ T/2 pn/2-1 6(71/2 _ ”0)
3.3 = S S AR O
(33) 0) = S e exp { -0 |
(==)°
ALY (22 iy >0
; (n/2); 4uo °
En el caso particular de u, = n/2, tenemos
e—%/? n/2 1
3. (n/2-1)
(3.4) HORE T T(n/2) & Z (n/2)kL ()

esta expresién fue obtenida por Tiku (1965a) por un procedimiento distinto.

3.1.2. Estudio de la convergencia. Proporcionaremos cotas del error
cometido al considerar aproximaciones de la funcién de densidad truncando el
desarrollo (3.3).

A partir de la expresién (3.3) obtenida para la funcién de densidad y el

Lema 2.1.2 para acotar los polinomios de Laguerre generalizados, se tiene

1@ < Gragmer{-TL e ().

T () ()

k>0

La serie anterior es absolutamente convergente para cada p, > 0 y se deduce
facilmente la convergencia uniforme de (3.3) en cada intervalo finito de z > 0,

para cada p > 0. Ademds se puede probar la convergencia uniforme para todo
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z > 0, del desarrollo (3.3) para cada py > n/4 y n > 2. Para ello basta tener

en cuenta que

1 n n/2 -1 n/2-1 [ (n
n/2—1 . - S Ly St . __1)]
oo [ G-} - (momm) ol G
Una cota para el error que se comete al truncar el desarrollo (3.3) viene
dada por

e—%/2 gn/2-1 §(n/2 — py) nT
< _ownjs— [o) —- .
En(frz,m, 8, pp) < 2°/2 T (n/2) €xp { n }exp (8u0>

oo (Eﬂé)k 2% + k 2%k +n nf2
5 G () (52 oo

W (n/2), 2k n

3.1.3. Desarrollo de la funcién de distribucién de la variable x2(6).
Sea F(-) la funcién de distribucién de x2(6), su transformada de Laplace viene
dada por

L(F(z))(\) = iexp {——1 i)‘2)\} 1+20)™2 =@ ().

Consideramos la funcién

H(\) = 2 exp{—(s—(-é:—l)}}\_"m:G(é—:—l),

A—1 22 2
entonces

(3.5) Fe) = £7H(CM) (@) = £ (H1+2%) (o)

e—a:/2

= 5 LT HW) (g) '

Aplicaremos el procedimiento de inversién a la funcién H(-):
Sea g(u) = (p/u)PH(p/ 1), si p = n/2 + 1, entonces

-2 [ e
(3:6) o) = -2 enp { -2
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_ (=10)" 99 (o)

y con ¢ o se tiene:
) kley Le/? ((n +2)z )
LHHW) (z
(HQ) (=) = 1“(/2+1)§v—;o(n/2+1),c 240
Por tanto a partir de (3.5)
e—-:l:/2 k;'ck (n/?) (’ﬂ + 2) z
(3.7 F(z) = 2+ T (n/z +1) ; (n/2 + l)k ( 441, ) .

Los coeficientes ¢ verifican la siguiente relacién de recurrencia:

k—1
1 2 _§(p—
(38a) a=2 gdiy k21, o= e ( (p uo)) ,
=0

P — Ho 2p
— Y 1 5

B8 dy= () 22 di=ow (o).
= \p—po) LT\ T 2p

3.1.4. Estudio de la convergencia. Para acotar la expresion (3.7) con-
seguida para la funcién de distribucién de la variable x2 (§), necesitamos acotar
en primer lugar los coeficientes c; dados en (3.8a) . El procedimiento seguido
hasta ahora para acotar este tipo de coeficientes se complica en el caso no
centrado. La técnica que utilizaremos consiste en aplicar la desigualdad de
Cauchy a una funcién analitica que expresaremos en términos de una serie
cuyos coeficientes serédn los c.

Por construccion cx = (—p5)* ¢ (110) /k!, v g () dada en (3.6) es una funcién
analitica, por tanto se tiene para cada p, > 0 fijado:

(3.9) 9 (1~ O)uo) = - 2”% (1 L0 (_ﬁ__)) .

P— Iy

5

= chGk |Bl < -

k>0

Ho
P— I

con & = ’ . Si py < p/2, entonces 0 < & < 1.
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Aplicando la desigualdad de Cauchy a (3.9), podemos acotar los coeficientes

Cg .

1
(3.10) lex| < p7F max|g (1= O)u)l, Vo, 0<p <.

Considerando (3.9),

(31) max]g (1 - O)uo)] <~ (1= p) ™"

- exp <—6 (p - -2Fp1/§) uo)> .

A partir de (3.10) y (3.11) :
exp (—5 (p sithath ”")) pE(1-p8),

2p

lex| <

)

cota que podemos mejorar si consideramos

G12) it o (—ps)"1=(£(1’jrk))—k (;—i—k-)

por tanto
2p p—(1+1/¢) uo
o P (—6 ( 2p )) '

(&) (7)

Para acotar la funcién de distribucién (3.7) utilizamos (3.13), asi como el

(3.13) lex| < ’

Lema 2.1.2 para acotar los polinomios de Laguerre, resultando

eo/2gn/2 9p p—(1+1/8)p
FEl < e, o] P ("6( 2p 0>) .

P ((n;j) ) Zbk’

con

b = ¢t (LHE k) (2% +n+2\F 2k +n+2\*
B k) (n/2+1), 2k n+2
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Se puede probar facilmente por D’Alembert que la serie anterior es absoluta-
mente convergente si g, < p/2, ya que 0 < £ < 1. En tal caso, una cota para
el error viene dado por:

e~212gn/2  2p p—(1+4+1/&) kg
< — .
En (F,z,n,8, 1) o | N exp ( ) ( 5 >)

para cada py, < p/2. Esto prueba la convergencia uniforme en cada intervalo

finito de > 0, para cada py < p/2.
Podemos obtener distintas expresiones equivalentes de la funcién de distri-
bucién dada en (3.7) particularizando para distintos valores del pardmetro
con g < p/2.
Si py = p/4, se obtiene la siguiente expresién:
e~=2 g2 klcy
20/2H1 T (/2 + 1) kz; (n/2+1),

(3.14) F(z) = L& (2g)

con

Ashour et al. (1990) dieron una expresién distinta en términos de una
doble serie. Gideon & Gurland (1977) dieron otro desarrollo de Laguerre para
la funcién de distribucién cuyos coeficientes son dificiles de calcular. Tiku
(1965a) proporcioné otra expresién para la funcién de distribucién en términos
de los polinomios de Laguerre, integrando la expresién (3.4) de la funcién de
densidad. Cuando el pardmetro § aumenta los desarrollos que proporcionamos
(3.7) (con py = p/4 o py = p/5) convergen més répidamente que el dado
por Tiku (1965a) . Una muestra de ello se puede ver en la tabla que se da a
continuacion.

En la siguiente tabla podemos comparar la expresién de la funcién de dis-
tribucién que proporcionamos particularmente en (3.14) con la expresién dada
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por Tiku, con j el nimero de términos considerado en los desarrollos y los
valores exactos dados en Patnaik (1949) :

6 |z Jj |(3.14) Tiku (1965a) | F'(z) (Exacto)
4 110{10 101 0.3148368 | 0.3141404 0.3148
7 116 10.257 | 10 { 0.04999622 | -0.45<0 0.05
2412436 1510.15671754 | 0.1276852 0.1567

DISTRIBUCION x2(6)

3.2. Funcién de densidad de la combinacién lineal de x? no

centradas

En esta seccién aplicaremos el procedimiento de invertir transformadas de
Laplace introducido en el capitulo 1 para obtener desarrollos para la funcién
de densidad de la combinaci6n lineal positiva de variables x? no centradas con
cualesquiera grados de libertad (@,). Ademés algunos de estos desarrollos los
podemos encontrar en la literatura y que nosotros obtenemos como un caso
particular de nuestro procedimiento.

Sea f(-) la funcién de densidad de @’,, su transformada de Laplace viene
dada por,

(3.15) L (f(z)) (\) = exp {— > 1—%—0%} [0 + 200772 = 6.

Para invertir G(\) por el procedimento descrito:
Consideramos g(p) = (p/p)PG(p/u). Sip = v/2,conv = ;. _; v;, entonces

n

(316)  g(w) = (#/2)"2exp {— 3 w2 } [T + o)™

u+ v

=1
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Las derivadas sucesivas verifican,

P = (~D* (k- Z et
(k—7) 80w /2 <& w2
{Z (1 + av)k—i+1 Z (1 + ouv)F—i } )

(—#0)" 9 (o)

Si notamos ¢ = X , entonces
m(u/2) 1 k'ck __1) ( )
3.17 flz) = Yy > 0,
BID SO T Lt )
donde
=
C = ‘E cjdk,—j7 k Z 1,
(3.18) 3=0 " Sio)2 n
_ v/2 _ il )vil2
co = (v/2)""" exp { ZZ:; ot a,—v} g(uo + auv)VilE,
(3.19) d._i Fo )j{.”_i___-j.lffsi_ai_} > 1
. J_izl o + Qv 2 2(po +aw) )=

Si hacemos 6; = 0, = 1...n, en (3.17) obtenemos la expresién (2.2) corres-
pondiente a la funcién de densidad de la combinacién lineal de x? centradas.
Por tanto los desarrollos obtenidos en el caso no centrado generalizan a los del

caso centrado.

3.2.1. Estudio de la convergencia. El estudio de la convergencia de
los desarrollos obtenidos en (3.17) para la funcién de densidad de @, se com-
plica con respecto al estudio realizado en el caso centrado y las cotas que
conseguimos para el error no generalizan a las del caso centrado.

Para acotar la funcién de densidad (3.17), previamente acotamos los coe-
ficientes ¢; dados en (3.18). El procedimiento de acotar los coeficientes es
distinto al seguido en el estudio del caso centrado y andlogo al seguido en la

distribucién de una variable chi-cuadrado no centrada.
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EPRLIND
Como ¢, = (=#0)" 971 y g(¢) es una funcién analitica, se tiene que

k!
para po >0 fijado
- 1
(3.20) g((1—0)pg) = > b V6, |6] <3,
k=0 C
v \?2 e Sia;v /2
= {— | exp{-—
() o S aada)
n —i'ii n 6 -3
H<1 a’”) H(l— fo ) :
i=1 Ho i=1 Ho + 0V
Ho Ho :
donde ¢ = max; = Q) = min; o;.
‘ o Iﬂo taiv|  py oy ¥ o

Aplicando la desigualdad de Cauchy a (3.20):
(321 el < ™ maxlg (1= ) o)l

Ademds, teniendo en cuenta (3.20) acotamos

(32)  max|g (1 - 0) o) < (ﬂ)/ 11 (1+ “—-)/ (1 p0) ™2

paiey Ho

i 5iOtil//2
. — <
exp{ ; (1 +p)#o+aw} -
ll/2 n -—Vi/2
v (e 7%
<|=— 1+ ) .
(Z“o) H ( Ho

=]

. B n 6iai1//2 _ o
exp{ ;UH/OMW}@ Q).
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A partir de (3.21) y (3.22) acotamos la expresién (3.17) de la funcién de
densidad teniendo en cuenta el Lema 2.1.1 para acotar los polinomios de La-

guerre, resultando:
ZzW/2-1 1, )V/2 n ( aiv)_"“ﬂ 2
z)| < 1+ 1- .
101 oy (5) LL(+55)  a=s0
__1)
: <
b (2»“0)

. ex . e 6,'&,;1//2 —k
p{ 2 TH 10 me +aiv} (v/ )"

gv/2)-1 ( v )"/2 e aiu)_"i/z = 8o 2
< ——|— 14— ex — , .
T(v/2) \2u H( o P Z (T +1/C) po + v

A=) 1= Ry e ()
k>0

1
p*R7F, 0<R<1,0<p<E.

(v/ Z)k

Consideramos R y p tales que { < % < R < 1 con lo cual la serie anterior es
absolutamente convergente ya que k!/(v/2)y <1,Vk >0y v > 2.

En las condiciones anteriores, una cota del error serfa:

gW/D=1 7 1, \V/?2 2 a\ V2 VT
3.93)  En(f, ) < (-—) (1+ ) exp (—)
67 elhom < T \g) LU+, g

n 6,-01,—1/ 2 /2 i o &l o
.exp{—;(1+1/C)u/o+a,—u}(1_p0 Pa-r™" Y, e’ kRF.

k=N+1

Y se verifica que el desarrollo (3.17) converge uniformemente en cada intervalo
finito de z > 0, para cada py > 0.

Podemos obtener una cota distinta del error consiguiendo una acotacién
maés fina de los coeficientes y de los polinomios de Laguerre:

La cota de los coeficientes mejora si consideramos,

. /2 v/2 n Qv —vi[2
24 < inf ” v 1 - .
ot < int [rra-mr?) (=) 1T (1+2)

i=1

id biav /2
.exp{—; (1+1/C)ﬂ0+ai1’},
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y facilmente se prueba

(3.25) of [p“k a __pg)—u/2] _ o (21;; u)" (Zk-l—v)u/?-

0<p<1/¢ v

Aplicando el Lema 2.1.2 para acotar los polinomios de Laguerre y (3.24) para

acotar los coeficientes, se tiene

o< Bt () " (1+2) e (12)

i1 )2 k! 2k +v\* (26 + v\
.eXP{ Z(l—l—l/( /A0+Olz }Z(V/2)k ( 2% ) ( » ),Vﬂo>0.

La serie anterior es absolutamente convergente, como se puede comprobar

aplicando el criterio de D’Alembert y teniendo en cuenta que 0 < { < 1, para
cada g > 0.

En este caso la cota del error que resulta viene dada por:

2w/2)-1 ( v )u/2 n ( aiv)_”‘ﬂ (ua;)
3.26) En(f,x, < — 1+ exp| — ) -
(620 enlhim) < Tomy (g) T+ 7%, P Zg

i=

n 5iaiy/2 % 4+ v 2k 2% + v v
exp{—;(l—{—l/C)'u,o.{-azy} Z (1//2 ( ) (‘_I'/‘—') ,V/,LO>O,

k=N+1

Expresiones equivalentes para la funcién de densidad (3.17) de ), las pode-

mos obtener particularizando para algunos valores concretos del pardmetro p:

e Si uy = v, obtenemos una expresién simple:

£/2)-1

Kley, _(x-1) /x
UC AT /2)2(11/2),}'c (5)
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cuyos coeficientes vienen dados por:

1 k=L
Cp = EvZdek_j, k > 1,
3=0
1em 8oy | T
(3.27) (1/2)'//2 exp { o } H(1 + ai)—w/?,

241+
v; josa; .
= Vi _J%% | s
Z(1+az) {2 2(1+ai)}"7—

e Si 1y = z, se anula el polinomio de Laguerre L2 ( 2#0)
o Si gy = amv/7, se tiene ¢ = 1/8 y se acelera la convergencia para

valores de z pequenos.

De forma anéloga al caso centrado a medida que el valor de  aumenta el
valor de p, adecuado para obtener resultados precisos, también debe aumentar.
No obstante este tipo de desarrollos no es conveniente para la cola superior de
la distribucién.

3.2.2. Otros desarrollos de la funcién de densidad de la com-
binacién lineal de x2 (§). Para intentar mejorar los desarrollos en la cola
derecha, presentamos una expresiéon alternativa, aplicando el mismo procedi-

miento, realizando previamente un cambio de variable:

Sea HA) =G (%%), con >0,y G(-) la transformada de Laplace de

la funcién de densidad de @, dada en (3.15), entonces
(3.28) f) = £7ECW) (@)=L (H1+2)))(2)

e oo (5)

Por tanto nosotros invertiremos la funcién H(-) por el procedimiento conocido.

Como

H()) = B exp { 22 ;fjf?k } [T +an—1)™7,



3.2. DENSIDAD DE LA COMBINACION LINEAL DE x2 NO CENTRADAS
y 9{p) = (p/p)PH(p/p). Sip=v/2 conv =3 ¢ , vi,

g(w) = (gﬂ)ulz exp {—-12- ; ﬁjf’ip(p } [1Be+aitp — )™

Las derivadas sucesivas verifican:

P ) = (1" (k - 1)'2( QL0

(k — 5)8:cfp (B — az)"’ i (B >H
{ };: (Bu+ aislp — )7 +2,-:1 ‘(ﬂu+ai(p*u) }

(= #o) gk)(ﬂo)
k!

Si consideramos ¢ = , entonces

£ HO @) = T S U™ (52) >

k>0

y a partir de (3.28)

2ﬁ .’BV/2—

i klck L@/ vz
o) )= (2/3 )"2T (v/2) 2 (V/2)k (4/3#0) Ho >0

k>0

donde los coeficientes verifican la siguiente relacién de recurrencia:
1
Cr = E;dek_j, k > ].,
vf2 n
1 b;ai(p — o)

(3303) Co = (L> ex —_—— t 0 .

’ 2419 P Z Buo + (P — po)

o —vi/2

T(+5 (P/#o—l)) ,

iBp Z": 1 Ko a
dj = —— 6«5(1’.& (ﬂ — ai)]_— ( - — ) +
(3.300) = Buo + :(p — po)

v; 1—o/B i
+Z <1+(az/ﬁ)(p/uo—-1)) g2 1

49
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Si consideramos §; = 0,7 = 1...n, en la expresién (3.29), se obtiene como

era de esperar la expresién conseguida en el caso centrado (2.20).

3.2.3. Estudio de la convergencia. A continuacién estudiamos la con-
vergencia del desarrollo (3.29) obtenido para la funcién de densidad de @, y
proporcionamos cotas del error que se comete al considerar aproximaciones
truncando los desarrollos. Para ello razonamos de forma andloga al estudio
anterior, para acotar los coeficientes ¢, dados en (3.30a) consideramos con

p=v/2y py > 0 fijado, la siguiente funcién analitica

(3.31) g (=) ) =3 cut?, Vo, |9|<-1-

k=0

:< v )V/zexp{ Lo 6i(ci/B) (p/ug— 1)+ 6; (ci/B) 0 }

o™ 245 1+ (a/B) (/o — 1) =0 (1 — (es/B))

T(+%E2-) (-
donde

1~ (e:/B) l
1+ (ai/B) (/1o — 1|
Como vimos en el estudio del caso centrado, para que 0 < ¢ < 1 debe verificarse
las condiciones (2.22). Por tanto aplicando la desigualdad de Cauchy a (3.31)

obtenemos una cota para los coeficientes

C=m§1><l

1
(3.32) lex| < p7* max|g (1= 6) o)l ¥, 0 < p < 7

¢
(333 maxlg(1-)m)l < (@—)/H 145 (£ 1)

. ex 6i(0a/B) (p/1o — 1) 2 i1 6i -v/2
p{ Zma,/ﬁ)(p/uo )} {’““’/p }(1 Py

A partir de (3.32) y (3.33) para acotar los coeficientes y el Lema 2.1.1 para

Y de (3.31)

—II,;/2

acotar los polinomios de Laguerre, se tiene una cota para la funcién de densidad
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(3.29), y teniendo en cuenta que ——— < 1 paracadak >0yv > 2:

(v /2)k

—l/i/2

o (P
14 % (~ - 1)
1 B \ o

P (81;320) {“"/ y E;c } {“Z 16+(?;{fﬂ)%750_—1i)}

_ _ _ 1
(1=p0)""?A-R)TAY (pR)*, 0<R<1, 0<p<z
k>0

e % /1y \PE
(3.34) [f(2)l < (2ﬂ)V/2I‘(V/2) (2ﬂo) H

Consideramos R y p tales que ¢ < % < R < 1, con lo cual la serie anterior
es absolutamente convergente. Razonando de forma andloga a los estudios
anteriores, se tiene la convergencia uniforme en cada intervalo finito de z > 0
para cada p, > 0 y con el correspondiente valor de 3 adecuado segin (2.22)
tal que 0 < ¢ < 1. Ademsds se puede probar la convergencia uniforme para
todo z > 0 cuando yu, > p/2.

En estas condiciones una cota para el error sera:

~25 pv/2-1 " —vif2

(3.35)  En(f,z, 19, 8) < (w)v/?r w /2)1'[ ( 1)
(a) " ) LA R

o {2 (1= g0 (- Ry S (R

k=N+1

Una cota distinta para el error se obtiene mejorando la cota de los coeficien-

tes c; considerando (3.25) y mejorando la cota de los polinomios de Laguerre

- FAGULBRE DE MATEMATICAS
BIBLIOTEGA
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a partir del Lema 2.1.2, resultando:
~95 /- v/2 n ,
If(2)] < (;ﬁ:f/fg) <220) 22 1+%1 (l%— 1)
evfur oo 3 AR ]
k v
( );Ck(2 +1/) <2k:—u> .

Por el criterio de D’Alembert se prueba que la serie anterior es absolutamente

—vif2

convergente ya que 0 < ¢ < 1, para cada y, > 0 y 3 adecuado segiin (2.22).

z
~25 /21 n —v;if2

La cota del error que resulta en este caso viene dada por:
3.36 = =5 (ﬁ - )
( ) 5N(fv£7“’07ﬂ) < (2ﬁ)y/2r(g) g 1+ ﬁ o 1
4 v Z:l 1 b; 6 (az/ﬁ) (p/ﬂO — 1)
(m) {“"/ T } { 1 Z 1+ (au/B) (/1o — 1)

2k +v 2k +v\"
eo () 3 e () ()

Podemos obtener distintas expresiones equivalentes de la funcién de densi-

dad (3.29). Si particularizamos (3.29) para y, = v/2 = p, obtenemos

N e 38 gv/2-1 klek - @wpe-1) [ =
(3.37) /(=) (zﬂ)u/zp(g) 2 (V) L <2ﬂ>’

>0 (=
donde
=
ey = —IEZ idk—j, k21, co =1,
=0
1 n
d; = '2‘2 v (1—ou/B) - Zéa,(l——az/ﬁ)’ Li>1

Kotz et al. (1967b) obtienen el desarrollo (3.37) por un procedimiento distinto,
parav; = 1. Ademés la cota del error que conseguimos en (3.35) coincide con la
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que ellos dan en nuestro caso particular de py = v/2, con p = C'2/3 yR= 3,
Nosotros obtenemos una cota distinta y mejor (3.36) que particularizada a
to = v/2 da lugar a:

~35 pvf2-1 T b;
(3.38) En(f,z, 1o, B) < (;8)"/2 13_3‘ (K) exp {_212=1__}exp (%6-) .
2

2k (2k+ 0\ 2%+
el (57)

k=N+1

La siguiente tabla recoge para distintos valores de z, cémo efectivamente la
expresion (3.38) mejora a la dada por Kotz et al. (1967b) en uno de los ejemplos
de la literatura, ver por ejemplo Imhof (1961), para Q. = 0.7x% (6) + 0.3x3 (2)
con f=(a;+a) /2y N=20:

z=1 z=26 r=15
Kotz et al.(3.35) | 1200.579848 98.54959519 1.094787111
(3.38) 0.3562897665 0.02924604498 0.0003248942125
(3.36) (1o = p/3) | 0.7973377509 - 10~° | 0.9713562331 - 1078 | 0.8743870156 - 10~

COTAS PARA LOS ERRORES

La tltima fila de la tabla anterior se corresponde con la cota del error (3.36)
correspondiente a y, = p/3, que como se puede observar mejora con creces a las
cotas anteriores, la expresién de la funcién de densidad (3.29) para u, = p/3
converge més ripidamente que la dada para p, = p/2 (expresién obtenida
por Kotz et al. (1967b)). Una muestra de la rapidez de la convergencia del
desarrollo (3.29) con g, = p/3 para Qy = 0.7x2 (6) + 0.3x3 (2), se puede
observar en la figura 3.1.

3.3. Funcién de distribucién de la combinacién lineal de x? no

centradas

En esta seccién obtenemos desarrollos de Laguerre para la funcién de dis-

tribucién de la combinacién lineal de x? no centradas, sin necesidad de conocer
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Densidad

0'12_: — Exacta

3 + Aproxim. 10 témminos
0.1 ] o Aprogim. 5 términos
0.08

0.06

24 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Ficura 3.1

la funcién de densidad de la misma. De forma anéloga a los casos anteriores
aplicamos el procedimiento introducido en el capitulo 1.
Sea F(-) la funcién de distribucién de @, cuya transformada de Laplace

viene dada por

b0

(339) L(F(@)() = —exp{ Zm}nmzaz» w2 = G,

Para invertir G(A) :
Sea g(u) = (p/p)PG(p/1), sip=v/2+1, conv =73 .  v; entonces

g(p) = (1 +v/2)" exp {_% Z f:_azlf:—;)zii } H(“ + (v +2) a) 2,

Las derivadas sucesivas verifican

P = (-1 (k1) Z SOEECH

4!

—(k 7) b;a; (v +2) 1 f
Y e I G T
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Si oo = & £0)* 9" (o)

, entonces
Tl on

(340)  Fle)= —20 ke ( (v+2)z

Vg >0,
T(v/2+1) (v/2+1)k 20 ) Ho

k>0

donde los coeficientes verifican la siguiente relacién de recurrencia:

=
kzc,dk_J, k> 1,
j=0
1o~ G (v+2)
3.41a = 241 v/2 — 2 .
( ) = (/2+1)" exp 2;uo+ai(1/+2)

o + 0 (v + 2))772,
i=1

3.41b n
(3.410) 1

Observemos que si §; = 0,Vi en (3.40), obtenemos la expresién (2.27)
conseguida en el caso centrado.

3.3.1. Estudio de la convergencia. Para estudiar la convergencia del
desarrollo de Laguerre (3.40), necesitamos previamente acotar los coeficientes
cx dados en (3.41a) . Para ello consideramos, con p = v/2+1y g > 0 fijado:

o o]

(3.42) a((1-8) ) =;0ckek, v, 16] < %

_ £ ex - 5,&;(1/4‘2)/2 .
—(Mo) p{ 2(1—0)u0+a,—(1/+2)}

n . --V.L/2 n —Ui/2
; Ho e po + as(v +2)

i=

donde

Ho Ho
o+ (v +2)|  po+ amy(v+2)

¢ = max
1
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con0<(<1.

Aplicando la desigualdad de Cauchy a (3.42) conseguimos una cota para

los coeficientes:
(3.43) lex] < pF I g (1 = 6) o)l -

A partir de (3.42) acotamos

(3.44) Tnax lg (1 = 0) )| < exp{ Z i b (v +2)/2 } ‘

1/€) po + (v +2)

V+2)"/2 = ( ai(V+2))_V’/2 —u/2

(= 4 T 1-p0)™",
( 249 g Ho ( )
con lo cual
B n . 2) ——l/,'/z
) < —k . v/2 az(lj + .
49 ol < it [ -p0 ] [T (14 222

=1
v+ 2\"? = Si0(v +2)/2
. expy — ,
(m) p{ Dy ey gy )
cuyo fnfimo viene dado en (3.25).

Acotamos la funcién de distribucién (3.40) a partir de (3.45) y el Lema
2.1.2, resultando:

v/2

. bioi(v +2)/2
(3.46)  |F(z)| < mexp{ Z (1+1/0) uo+az(v+2)}

v+2\*? 2 n oy (v + 2)\ /2
( 5 > exp((’/+ )93>H<1+ (v+2) Z“k’
Ho 4y pal Ho 0

para cada pg > 0, con

k! 2% +uv\* (2% +v+2\"
(3.47) W= (u/2+1),fk( 2%k ) (T) '

% +v\""? (2 + v+ 2\*/*
v v+2 )
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La serie anterior es absolutamente convergente ya que 0 < ¢ < 1. Y una

estimacién del error seré:

v/2

z 8;0i(v +2)/2
SN(F,m,uo)Sm { Z(1+1/g)p0+at(u+2)}

ll/2 n —Vi/2
1/+2) ( ai(l/+2)) ((v+2)m>
o — I l 14+ —— exp E Ak,
( 249 il Ho 440

k=N+1

para cada py > 0 y con a; dado en (3.47). En tal caso es evidente la con-
vergencia uniforme en cada intervalo finito de z > 0, para cada g, > 0 del
desarrollo (3.40).

Podemos obtener distintas expresiones equivalentes para la funcién de dis-
tribucién de Q,,, particularizando en (3.40) para distintos valores del pardmetro
Ho:

e Si py = v + 2, obtenemos una expresién simple

z®/2) ke L& (2
F(z) = 5 (Z)
@) =R ; w2+ 3)
donde

k—1

kzcjdk_], ki> 1
, =0

1 1~ 6ios |
3.48 t w2,
S 2v/2ep{ 24 (Tt iI:I(Ha)

j T
—Egéiai(l+ai> 2Z (1—1—051) RS

Observemos que los coeficientes dados en (3.48) coincide con los obtenido
en (3.27) para la funcién de densidad.

e Si yy = z se anula el polinomio de Laguerre de grado uno.

o Si gy = aqy (v +2) /7, se tiene ( = 1/8, y la convergencia se acelera

para valores de = pequenos.
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Como ocurria en los casos anteriormente estudiados, necesitamos otros de-
sarrollos que sean numeéricamente eficientes para la cola superior de la distri-
bucién.

3.3.2. Otros desarrollos para la funcién de distribucién. Al igual
que en los casos anteriores, podemos obtener otra expresién que mejora el
desarrollo obtenido (3.40), en la cola derecha:

Sea H(A) = G((A—1)/(28)), con § > 0 y G(-) la transformada de
Laplace de la funcién de distribucién de )}, dada en (3.39), entonces

(3.49) F(z) = L7Y(GW)(z) = L1 (H(1+2)\8)) (z)

T ()

A continuacién invertimos la funcién H(-) por el procedimiento conocido:

i

Como

v/2+1 n n
) = 2 exp{ 32 ek }H (B+ax(r — )™,

y 9(u) = (p/w)PH(p/p). Si p=v/2+1conv =732, v,

v/2+1

g(p) = 2 (-g + 1)"/2+1 i exp { Z ﬁ,f faz(p ) }

T 6u+ et - wy .

Las derivadas verifican la siguiente relacién:

J ) _ k—j
) = () (k - 1)'2( - (“){(p_lu) -

1 k—35)biifBp (B — ik_]_l 1w B—a k—j
_Z( 7)bicsfp (B — ) +§i:1”i< o ) }

2% (Bu+ai(p— p)H B+ oi(p — 1)
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(—t0)* 9" (so)
[ ’

Por tanto si ¢, =

1 kleg (,,/2) (v+2)z
L7 HR) (=) = T'(v /2+1)Z /2 +1), (W)’V“O”’

k>0
y teniendo en cuenta (3.49)
e ~25 klc w/2) ((1/ + 2)33)
3.50 F L \—=— >
(3.50) () = (28)"/>11T (,,/2 +1 Z: (v/2+1), * 4Bu,

para cada p, > 0. Los coeficientes ¢, verifican

k—
1
ck=zz kg k> 1,

V/2+l o (p 7
3.51a —9o(Y 1% 0
( ) Co 2(2+1) exP{ 2Zﬂuo+azp Mo)}

ﬁu/2+1 n

H(ﬂuo +au(p — o)) %,

d; = J’Bp26a(,8 a)’ 1( Ko >j+1+
' ' B + ai(p — ,#0)

o Y o (i) Y
+(p—p,0> +i2=1: (IBMO‘*“ai(P—/JIO) yj > 1.

Podemos observar que si §; = 0,Vi, en (3.50), obtenemos la expresién

(3.51b)

(2.35) como era de esperar. Una vez més los desarrollos obtenidos en el caso

no centrado generalizan a los obtenido en el caso centrado.

3.3.3. Estudio de la convergencia. Para estudiar la convergencia del
desarrollo (3.50) obtenido para la funcién de distribucién de @, y determinar

cotas para el error, previamente acotamos los coeficientes ¢ dados en (3.51a).
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Para ello consideramos, con p = v/2+ 1y p, > 0 fijado, la siguiente funcién:

oo

(3.52) g((1—0) ) = cut?, VO, 6] <,

k=0

:exP{_lZ 6; (ai/B) (p/ o — 1) + 8i (as/ B) 6 }

241+ (ea/B) (p/1o—1) —0(1 - (a:/B))
n o —-vi/2
ne-5G) oy

2 (2Y ] (1-o el )™

— (@i/B) }
1+ (a,/ﬂ) (p/ 1o = 1|’

o
P

0= |2

y (= max

tal que 0 < e <1 si yy < p/2.
Aplicando la desigualdad de Cauchy a (3.52):

(3.53) sl < 7 g (1= 0) )| ¥, 0 < <
Ademas

2Bp i (ai/B) (p/o —1) |
(3:54) maxle (L=Omoll < 770 { Z1+(cu/ﬁ (p/uo—l)}

vf2 n —v;i/2 n
N QG (P D et } 1 pe)Y/?1.
(%) 11 '3 (uo 1) P {%/p (1= re)

Razonando de forma andloga al estudio anterior con respecto a la acotacién

de los coeficientes c, es decir considerando

o ok + v +2\* (2% +v+2\"/*!
inf [_kl—— u/21}:k 7
ocpzife 1P (1= pe) € 2% v+ 2
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y utilizando el Lema 2.1.2 para acotar los polinomios de Laguerre, tenemos:

[F(2)] < Feé f/j) (25»;0) IP ol 3 (_ - 1)

2ozt 0 1 ¢~ 8i(0a/B) P/ — 1)
.exp{uo/p » }GXP{“ZZ;H(a,-/ﬂ) (p/uo~1)}'

~vif2

donde

(3.55) b — ok (T H2 ® k+v+2\"? K
2k v+2 (v/24+1),

La serie de término general by es absolutamente convergente para p, < p/2,
vaqueld<e<l1.

En las condiciones anteriores, tenemos la siguiente cota del error:

2 wy/z n ai p -—U,'/2
(3.56)  En(Brm oy B) < <2 T (1+-—(———1)> -
PGy R

P exP{#o/pE?_l } { Za(az/m(p/uo—l)}

P to 1+ (ai/B) (/1o — 1)

() oo (4522) 5 e

con by dado en (3.55). Y por tanto se tiene la convergencia uniforme en cada
intervalo finito de z > 0, para cada p, < p/2.

Si particularizamos (3.50) para y, = p/4, obtenemos la siguiente expresion
para la funcién de distribucién de @, :

_ 6_5% zv/? ke (v/2) (2_33>
(3.57) F(z) = 28 T (v/2+1) § (v/2+ 1)kLk B’
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donde los coeficientes verifican la siguiente relacién de recurrencia:

B
[N

1
Cp = = dek—j’ k Z 19
k 4
7=0
I 36,'&-,; - —Vi
00:254"/2+1exp{_% m}n(1+3ai/ﬁ) 2,
=1 v) =1

(-1 I e i—1 1 7
dj = (?) _QJﬂ;&ai(ﬁ—ai)J (ﬂ+3ai)> "
v [ B— oy T
+;—2‘<ﬂ+3ai> J 21

Kotz et al. (1967b) dan otra expresi6n en términos de los polinomios de La-

guerre, integrando la funcién de densidad (3.37). Recordemos que el procedi-
miento que proponemos no requiere el conocimiento de la funcién de densidad
para determinar la funcién de distribucion.

Kotz et al. proponen la siguiente cota del error
(3.58) En <2(1—&p) ™2 (1= R)TIT/2 M %/
9(n+2,3/8) [(oB) ™" | (1 - 1/pR)|,

coné =max; |1 —a; /B, A =5 6y g (n+2,z/8) es lafuncién de densidad
de una chi-cuadrado centrada con n + 2 grados de libertad evaluada en el
punto z/f. En principio la expresién (3.58) es vélida para cualquier p, R, con
¢ <1/p < R < 1 que particularizan para p =& 3y R= 3,

Observamos que la expresién (3.58) es distinta a la que nosotros propor-
cionamos (3.56).

La siguiente tabla refleja para distintos valores de z sendas expresiones
para Qs = 0.7x%(6) +0.3x2(2) con B = (a1 + ) /2y N =20:

rz=1 z=26 z=15
(3.58) 1200.579843 591.2975682 16.42180660

(3.56) (1o = p/4) | 0.9386398512 - 10~7 | 0.8358390327 - 10~* | 1.693218458
COTAS PARA LOS ERRORES
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Podemos afirmar que si consideramos para x = 1 un valor de p, més
pequefio (por ejemplo y, = p/15), la estimacién del error es del orden de 1018,
de forma angloga se puede mejorar para z = 6 aunque el valor de p, no puede
ser tan pequeno, de forma que como ya hemos mencionado anteriormente, para
acelerar la convergencia en cada punto z debemos considerar un valor de y,
adecuado.



CAPITULO 4

Desarrollos de otras variables

En los capitulos anteriores hemos expresados la suma ponderada de x?
tanto centradas como no centradas, en términos de los polinomios de Laguerre
generalizados.

En este capitulo nos ocupamos de obtener desarrollos de Laguerre para dis-
tintas variables de uso comin en la Estadistica Matemadtica. Asf estudiaremos
la distribucién de la suma de variables gamma independientes con distintos
pardmetros, que generaliza la distribuciones de las formas cuadriticas cen-
tradas estudiadas en el capitulo 2 y que surge en el estudio de ciertos procesos
estocésticos.

El procedimiento que aplicamos nos permitird determinar expresiones para
una cierta familia exponencial natural con funcién de varianza potencial, con
importantes propiedades y aplicaciones en la Inferencia Estadfstica. Por dltimo
proporcionamos una expresién en términos de los polinomios de Laguerre para
la distribucién normal estédndar.

4.1. La distribucién de la suma de variables Gamma

independientes con distintos pardmetros

La distribucién de la suma de variables gamma en determinadas condi-
ciones, es decir cuando ciertos pardmetros son iguales ha sido muy estudiada
en la literatura. Sin embargo, aplicaciones més realistas se dan cuando los
pardmetros de dichas distribuciones son distintos, de esta forma aparece en
determinados procesos estocésticos, Sim (1992), en la distribucién del tiempo
de espera total, tiempo de espera en cola, etc., Moschopoulos (1982). Aplica-
ciones en ingenierfa, meteorologia y otras 4reas podemos ver en Kotz & Adams

65
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(1964), Mathai (1982). Ciertas aplicaciones en Anélisis Multivariante pueden
verse en Kabe (1962).

Diversos autores han estudiado la determinacién de la distribucién de la
suma de variables gamma independientes con distintos pardmetros, propor-
cionando distintas expresiones: Kabe (1962) expresé la funcién de densidad
en términos de una serie hipergeométrica, mediante la inversién de la fun-
cién caracterfstica. Mathai (1982) aport6 distintas expresiones para la funcién
de densidad, mediante la inversién de la funcién generatriz : en términos de
una suma finita de densidades gamma, de polinomios zonales y en términos
de una funcién hipergeométrica confluente con muchas variables, cada una de
ellas correspondiendo a distintas condiciones impuestas sobre los pardmetros.
Moschopoulos (1985) con una variacién del método seguido por Mathai (1982),
obtiene una expresién para la densidad en términos de una serie de densidades
gamma, que posteriormente integran para determinar la distribucién.

Todos estos autores proporcionan una expresién para la funcién de den-
sidad de la suma que estamos tratando. La mayoria de estas expresiones se
corresponden con sumas infinitas de las que no proporcionan estimaciones del
error, a excepcién de Mathai (1982) que proporciona una cota uniforme y por
tanto demasiado grande. Las expresiones para la funcién de distribucién no
las explicitan, aunque si mencionan que se obtendrian integrando las corres-
pondientes de la funcién de densidad.

En esta seccién proporcionamos otras expresiones basadas en desarrollos de
Laguerre, tanto para la funcién de densidad como para la funcién de distribu-
cién de la suma de variables gamma independientes con distintos pardmetros,
esta 1ltima sin necesidad de conocer la funcién de densidad. Asf mismo pro-
porcionamos estimaciones del error que se comete al considerar los desarrollos
truncados.

Sean Xi, Xs, ... , X, variables aleatorias independientes que siguen una dis-

tribucién gamma de pardmetros o, 1/3;, respectivamente i.e. X; ~ Ga (os,1/6;)
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con o; > 0y B; >0, cuya funcién de densidad, f; viene dada por
:L.a,-—l e-—:z:/ B,
file) = S 2 > 0.
(@) BT (ou)

Sea la variable Y definida como

Y = iXi,
i=1

objeto de nuestro estudio. A continuacién determinamos la funcién de densi-
dad de Y.

4.1.1. Funcién de densidad de la suma de variables Gamma. Sea
f la funcién de densidad de Y, cuya transformada de Laplace viene dada por:

n

L(f2) N =T +28)™ =GW.

i=1
Para determinar f (-), basta invertir la funcién G por el procedimiento conocido:

Sea g(1) = (p/p)PG(p/p). Sia=3 a;yp=q,
g(w) =" [ (+aB)™.
i=1
Las derivadas sucesivas verifican:

)

= (e + aﬁ’,
Por tanto si ¢, = (= MO) k'g (HO), por el Teorema 1.3.1, se tiene
kley o)
(4.1) f(z) , Ve > 0,
P(O‘) ; (a)k No °
cuyos coeficientes verifican la siguiente relacién de recurrencia
=
(4.2a) ::-—Zc]dk_], E>1, o=« H(uo—l—aﬂ) o
j=0 =1

J
(4.2b) d; _Zaz(uﬁaﬂ) i>1

i=1
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4.1.2. Estudio de la convergencia. Estudiamos la convergencia del de-
sarrollo (4.1) obtenido para la funcién de densidad de la variable Y. Asf como
proporcionamos cotas del error que se comete al considerar los desarrollos
truncados.

Para acotar la expresion (4.1), en primer lugar acotamos los coeficientes c;,
dados en (4.2a) . F4cilmente a partir de (4.2b) se tiene

‘dJI < aéj')j > 17

Ho . . . .
con §{ = ————— = min ;. Obviamente 0 < £ < 1. Y por induccién
o + B Y bw g :
se tiene
(4.3) lex| < Jeol (—‘;‘}5’“, k> 0.

A partir de (4.3) y el Lema 2.1.2 se tiene
@ < TS
- INa)

L(a_l) (am)
k>0 H

T (G B (552) (55) e

La serie anterior es absolutamente convergente, dado que 0 < ¢ < 1

IA

En las condiciones anteriores, una cota para el error seria,

(4.4) 5N(f,x,uo)§$:(1§°! exp (2%) Z ¢t (k+a>k<kza)a,

k=N+1

para cada ug > 0. Andlogamente la convergencia uniforme en cada intervalo
finito de z > 0, para cada p, > 0 del desarrollo (4.1) es inmediata.

Si particularizamos el desarrollo (4.1) para determinados valores del paré-
metro u,, podemos tener distintas expresiones equivalentes, por ejemplo:

Si py = a, obtenemos una expresién simple

klek - (a-1y
P@Z@L (@),

k>0
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donde

k-1 n

1 v

Cp = -k_: E dek—j7 k>1, Co=||(1+ﬁi) a’,
j=0 i=1

n 1 j .
dj = Zaz(m) , J = 1.

t=1

Computacionalmente, con un valor de g, adecuado la convergencia del
desarrollo obtenido se puede acelerar. De esta forma hemos comprobado que
con g = afyy /7, hace que £ = 1/8, y la convergencia se acelera.

Observemos que si consideramos en la variable Y, o; = v;/2, con v; los gra-
dos de libertad de variables x? y los pardmetros §8; = 2a; con a; las pondera-
ciones positivas de dichas variables x2, entonces la suma de variables gamma
de pardmetros (¢, 8;) coincide con la suma ponderada correspondiente de va-
riables x2 . Ademés el desarrollo (4.1) coincide con el dado en (2.2). Por
otro lado, si los pardmetros 3, son iguales entre sf a un determinado valor
positivo, 3, con ; cualesquiera y hacemos uso de la funcién generatriz de los
polinomios de Laguerre dada en (2.6) (ver Chihara (1978)) obtenemos como
era de esperar, por la propiedad de adicién, la densidad de una variable gamma
de pardmetros a = Y a; y .

4.1.3. Funcién de distribucién de la suma de variables Gamma.
Sea F' la funcién de distribucién de la variable Y. Su transformada de Laplace
es igual a:

LF@) M) =3[ a+3807 =GO

Aplicamos nuestro procedimiento de inversién a la funcién G para determinar
la funcién de distribucién, F () :

Sea g (1) = (p/p)PG(p/u). Sia=>Y s yp=1+aq,

g =1 +a)* [[(u+(@+1) ).

i=1
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Se prueba facilmente que
k—1
1 g.?) I
() = (-1 (k- 'Z( ( )Z
3=0

(—p0)* 9" (11o)
kv

45  F)= +1) 5 (ak:f';)k 1@ ((_@__%()1_)90) Vg >0,

k>0

PR

, se tiene

Por tanto si ¢, =

y los coeficientes verifican

1 — o - —Q;
(46&) Cr — —k—;zcjdk—j’ k Z 1, Co — (1 +a) H(/‘L"}_ (a_'_ 1)ﬂz) ' 3

(4.6b) d—Zal(uo (5°+1)ﬂ>j j>1

i=1

4.1.4. Estudio de la convergencia. Estudiamos la convergencia del de-
sarrollo obtenido en (4.5). Razonando de forma ansloga al estudio correspon-
diente de la funcién de densidad, acotaremos los coeficientes (4.6a) . Para ello,
a partir de (4.6b) se tiene

ld;| < af’,j 21,
Ho . . ‘. .
con § = y By = min 3,. Por induccién se verifica
po+(@+1)Bg " "W
a
(47) Ick| S ]Co’ %?—kgk,k Z 0.
Por tanto a partir de (4.7) y el Lema 2.1.2 se tiene
z° |col (@), &° (a) ((a+ 1):1:)
F(z)|] < T,
FE)l < F(a-i-l);(a“l‘l)k Ho
2° [ao ((a L )
exp ag, Y > 0,
IMa+1) 240 ; °

con

E+a+1\ [k+a+1\"" a
ek
(4.8) U f( k ) ( a+1 ) a+k’
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La serie anterior es absolutamente convergente ya que 0 < § < 1. De esta

forma, una estimacién para el error vendria dada por

z* [co (a+1)z) —
En(F,x, S————O——ex (-——————) ag, Vg > 0,

con ay dado en (4.8). Y andlogamente se verifica la convergencia uniforme de
(4.5) en cada intervalo finito de = > 0, para cada pg, > 0.

Una desarrollo particular de (4.5) lo tenemos por ejemplo:

Sipgg=a+1

z® kley  (q)
F(x)= L , Vg >0,
(z) INa+1) Pt (a+ 1) OB
con
1 k-1 n
C = E;cjdk—ﬁ kZ 17 Cﬂzg(l_l_ﬂi)_al)

n 1 j
dj = ai( >7.721
i=1 1+6

Obviamente con el valor de p, adecuado, la convergencia se acelera y se ob-
tienen resultados andlogos a los desarrollos dados para la funcién de densidad.
De la misma forma con los valores de o; y 3; adecuados el desarrollo (4.5)
coincide con el (2.27). Ademés, si los pardmetros (; son iguales entre sf, obte-
nemos una expresién para la distribucién de la variable gamma de pardmetros

oy B = f3;, en términos de los polinomios de Laguerre generalizados.

4.2. Cdlculo de la distribucién en la familia exponencial natural

con funcién de varianza potencial (NEF-PVF)

La familia exponencial natural con funcién de varianza potencial, conocida
por NEF-PVF, ha sido estudiada por diversos autores, entre ellos podemos
destacar Tweedie (1984), Bar-Lev & Enis (1986) y Jorgensen (1987), los dos
dltimos articulos resaltan su conexién con la reproducibilidad y con los modelos
de dispersién exponencial respectivamente, ademés de determinar importantes
propiedades.
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A continuacién introducimos la definicién de tal familia:

DEFINICION 4.2.1. Sea F' = {Fj : 0 € O} diremos que F' es una NEF-PVF

st es una familia exponencial natural, i.e.
(4.9) dFy = exp (6z — k(8))dv (),

con v una medida o-finita sobre los conjuntos borel de R. Su funcidn de va-

rianza viene dada por
(4.10) V(m) = Am®, m € Q,

con m = k' (8) el valor medio y Q = k' (int(©)) el espacio de medias.
A es conocido como el pardmetro de escala y o, con a # 0, como el

parametro potencia.

Morris (1982,1983) estudié la familia exponencial natural, (NEF) y de-
mostré que la funcién de varianza (2, V(m)) caracteriza a la NEF dentro de
todas las NEF’s. En particular realizé un estudio exhaustivo sobre la familia
exponencial natural con funcién de varianza cuadrédtica (NEF-QVF), la cual
se compone de seis familias de distribuciones y tres de ellas pertenecen a la
NEF-PVF: la distribucién normal (@ = 0), la distribucién Poisson (a = 1) y
la distribucién gamma (a = 2).

Tweedie (1984) clasificé la NEF-PVF en clases cerradas por convolucién
y por transformacién escalar positiva, que refiné y completé posteriormente
Jorgensen (1987).

De esta forma: si el pardmetro potencia es negativo (@ < 0) se obtiene un
modelo exponencial (ignorado por Tweedie inicialmente) no ’steep’ y por tanto
no regular como se puede ver en Jorgensen (con 2 = R* y cuyo soporte es
R) generada por una distribucién estable extrema con exponente caracterfstico
entre 1 y 2.

Si0 < @ < 1 demostré que en este caso no le corresponde ningiin modelo
exponencial.

En el caso 1 < a < 2 se obtienen distribuciones Poisson compuestas gene-

radas por variables gamma.
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Por 1ltimo, para a > 2 se obtiene una familia absolutamente continua,
'steep’, no regular, generada por una distribucién estable positiva con expo-
nente caracterfstico p = 2=¢ con 0 < p < 1.

La tnica distribucién estable expresable en una forma cerrada es la dis-
tribucién Inversa Gaussiana (o = 3). Aunque sf se conocen desarrollos en
serie para la densidad de tales distribuciones estables, Pollard (1946) obtuvo
un desarrollo genérico invirtiendo la funcién generatriz por integracién de con-
tornos. Para determinados exponentes caracteristico racionales, los desarrollos
se pueden expresar en términos de funciones trascendentales de orden superior.

Nosotros proponemos un desarrollo alternativo en el caso a > 2, en térmi-
nos de los polinomios de Laguerre aplicando el procedimiento de inversién de
la transformada de Laplace.

4.2.1. Desarrollos de Laguerre para una NEF-PVF. Nos centramos
en la NEF-PVF con pardmetro potencia mayor que dos y aplicamos el proce-
dimiento introducido en la seccién 1.3 para obtener un desarrollo en términos
de los polinomios de Laguerre de la familia de densidades de dicha NEF-PVF.

Para a > 2, F' es absolutamente continua, por tanto considerando la familia
de densidades de (4.9) obtenemos

(4.11) fo (z) = exp (0z — k (0)) h(z),z > 0.

Como m = k' () y V(m) = Kk’ (0) , entonces

(4.12) 9:/-‘7% y k(m)z/v—(%dm.

Sustituyendo la expresién de la varianza, (4.10) en (4.12) e integrando obtene-
mos la funcién de densidad (4.11) reparametrizada por el valor medio, lo cual
es posible porque la funcién k(-) es convexa:

—a+1

(4.13) fm(z) = exp ( ATl v T — A7?2—i+a)) g*(z)

con g* (-) tal que contiene las constantes correspondientes de la integracion.
Para obtener (4.13) basta determinar g*, para ello:
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Como f,, es funcién de densidad,

—a+1
y considerando A = m se tiene
(4.14) [ exp(-x0)g"(@) = exp (= (@1,
0
con _2-a a= a=p ” P’ "
P Ye™ T pAlr '

Por tanto

L(g"(=) (\) =exp (= (aX)") =G (),

que justamente es la transformada de Laplace de una distribucién estable con
exponente caracteristico p € (0,1), ver Feller (1971). Por tanto g*(z) es la
funcién de densidad generadora de la familia (4.13).

En lo que sigue aplicaremos el procedimiento descrito para invertir trans-
formadas de Laplace y conseguiremos desarrollos de Laguerre tanto para la
densidad g* (-) como para su funcién de distribucién que notamos por G* (-) :

Sea

H()) =G (M a) =exp (=)
entonces por las propiedades de la transformada de Laplace

(4.15) 0@ =7 (=) ().

Invertimos H (A) por nuestro procedimiento:
Sea g (1) = (p/p)’ H (p/u), con p =1 tenemos

9 (1) =~ exp (~u7)
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Las derivadas sucesivas verifican:
) , (P :
g® — 1) § :( 1)’ gJ (“) —(k-g) _ k=3 —(p+k-i) L
(k) = (k- 1)! ( 1) K (k—-’l—j)!u

J o7)
Si notamos ¢ ( to)' 9 (ko)

3

41
L7HMW) = L ( ) Ve > 0,
k>0
y por (4.15)
(4.16) g*(z) = Zc L(°)< ) Yo > 0.
¢ %0
Los coeficientes verifican la siguiente relacién de recurrencia
k-1 1
= —Zc]dk_J, k>1, co=—exp(—p?),
=0 Ho
(0); _
di = 1- 5> 1.
3 G— 1)1 Ko J 2

La NEF-PVF que genera vendréd dada, a partir de (4.13), por

o) = (T N IS ().

k>0

Aplicando el mismo procedimiento podemos determinar la funcién de dis-
tribucién G*de la variable estable con exponente caracteristico p € (0,1).
La transforma de Laplace de G* viene dada por:

LG (=) (M) =~ exp( @))) =G ).
Consideramos H (\) = G (\/a) y por tanto
G* (z) = %c—l @ (2).

Invertimos la funcién H (A) :
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Sea g (1) = (p/uf” H (p/k),, con p = 1 tenemos

g9(p) = aexp (—u")

v sus derivadas sucesivas verifican:

7 g9 _ _
g (u) = (k — D)1 (~1)F Z( 1) g (N)( . (_P)lkjj)! ﬂ—(erk—J)).

(=1) g7 (no)

Si Cp = m
7

(@) == Y ol (WO> ,

k>0

donde los coeficientes verifican la siguiente relaciéon

=

_7 =0

(0);
d' - -—P’ .720
3 G —1)! Fo

En la figura 4.1 podemos observar las funciones de densidad que se corres-
ponden con distintos valores del pardmetro potencia a, obtenidas a partir del
desarrollo (4.16).

4.3. Desarrollos de la distribucién Normal en términos de los

polinomios de Laguerre

El uso més comin de la distribucién normal es de aproximacién a nu-
merosos modelos de distribuciones utilizando el Teorema Central del Limite
en sus difererentes versiones.

Por otro lado existen aproximaciones a la distribucién normal, ver Johnson
et al. (1994), ya sea por otra distribucién o bien por un desarrollo en serie, por
ejemplo en términos de los polinomios de Hermite, Kerridge & Cook (1976).

Nosotros proponemos un desarrollo alternativo en términos de los poli-

nomios de Laguerre generalizados.
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FiGURraA 4.1

Para ello introducimos el siguiente resultado que relaciona la distribucién
normal con la distribucién chi-cuadrado.

LEMA 4.3.1. Sea Z ~ N(0,1) y ® su funcion de distribucion, entonces se
verifica:

(4.18) 1-®(2) = %P (x3>2%),2>0.

DEMOSTRACION. Sea z > 0, como

1—®(z) = -\;ﬁjexp (—g) dt,

si efectuamos el cambio de variable ¢ = \/u,

1-®(2) = \/2—7r_/ 3 exp ;)du

o0

1/2
:1() 1/ -3 ex dt
2 (3)
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se tiene lo que se querfa. i

Por tanto, basta evaluar la distribucién de una variable chi-cuadrado con
un grado de libertad, x3. Expresaremos su distribucién en términos de los poli-
nomios de Laguerre generalizados, aplicando nuestro procedimiento de invertir
transformadas de Laplace:

Sea F'(z) la funcién de distribucién de x2, su transformada de Laplace

viene dada por
LE@) W =50+ =G ().

Invertimos la funcién G (\) :

Sea g (p) = ()p- (”+2p) . Sip=3/2,

(419) o () = (fﬂ@+9m-

Las derivadas sucesivas de (4.19), verifican:

P 0=\ ()
Ademds,

(—10)" 9" (o) 1 g \'
(420) O(g_)k —g(ﬂo) 142k (”0_?_3) :

y sustituyendo (4.20) en la expresién (1.15) tenemos

( )Q(ﬂo)z 1 +2k (,_Lou-?-3) L’(°1/2) (23::0> ’

k>0

para cada py > 0y a partir del Lema 4.3.1 se verifica
1
(4.21) d(2) = 3 (1 +F (zz)) .

Por tanto tenemos una expresién para la distribucién normal estdndary z > 0:

o (1/2) [ 3%
L ,
( g(”0)21+2k (#0‘*’3) F (2#0)

k>0

(422)  ®(2) = %

para cada p, > 0, con g (-) dado en (4.19).
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Como la distribucién normal es simétrica, para los valores z < 0
O(z) =1— ®(—2).

4.3.1. Estudio de la convergencia. En este apartado estudiamos la
convergencia del desarrollo (4.22), asi como proporcionamos cotas para el error
que se comete al considerar aproximaciones truncando los desarrollos.

Sea & = Ho , entonces 0 < ¢ < 1, para cada y, > 0.

+3
L&/ (32 )
2419

Ho
A partir de (4.22)
acotamos los polinomios de Laguerre aplicando el Lema 2.1.2 y obtenemos

#()1 < 5+ g (uo)exp(%)zlf% (2’”3) (2—’“—;3)/

k>0

2@l <3+ o > 155

k>0

cuya serie es absolutamente convergente ya que 0 < £ < 1.

Anélogamente definimos el error que se comete como

En(Q,z,p) =

2(2) -5 - ( )E o ) rpm (2
2 (gg““ 1+2k no+3) F \2m)|

En este caso la cota del error que se obtiene es la siguiente:

32\ & & (2%+3\* (26 +3\Y?

k=N+1

y por tanto se verifica la convergencia uniforme de (4.22) en cada intervalo
finito de z > 0, para cada ug > 0.
Podemos dar distintas expresiones equivalentes a (4.22) particularizando

para diferentes valores del pardmetro py :
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e Sipy=3/2:
1

d(2) = 2 ()

?

ffz3k(1+2k)

esta expresion es til en las colas.
e Sipu,=23/8:

®(2)= -;— L(1/2) (4z )

Z gk (1 +2k) F
con esta otra expresién, la convergencia se acelera para valores préximos
a cero (|z| < 3).

También podemos obtener otros desarrollos en términos de los polinomios
de Laguerre ordinarios, considerando p = 1, sin embargo sus resultados son
muy pobres computacionalmente.

Podemos dar otra expresién de la distribucién normal en términos de los

polinomios de Laguerre con p = 3/2, efectuando en primer lugar un cambio de

variable:
Si consideramos H (A\) = G ("2—"[31) = A2, entonces
F@) =L @) @) = e o) (5).

Por tanto basta invertir H (A) por nuestro procedimiento:
»
Sea g (u) = (ﬁ) H (ﬁ) , i p = 3/2 tenemos

6

g(p) = Fpy

Una expresién para sus derivadas viene dada por

3 —(k+1)
g (1) = 3k! (-2-—u> k>0,

con lo cual

£ HM)E) = F59 00 Y 7oy (57 ) 10 (32 i > 0

k>0
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:x:/2 r1/2

k
—tho (1/2) ( 3z )
3 L 22 Wy >0,
23/2 I (3 g(u") (3/2),c (p—uo> o\ 0

k>0
de esta forma teniendo en cuenta que I' (3/2) = /7/2 y (4.21), se tiene la

siguiente expresién para la funcién de distribucién normal

F(z)=

k 2
—Ho (1/2) 3z
d(z —+z z E ( ) L (—«),Vu > 0,
(2) = el )p Ko (3/2)k P— fo k 4410 0

k>0
con ¢ (2) la densidad de la variable normal estdndar. Esta expresién nos puede
ser util para obtener una expresién para la razén de Mill

Se puede demostrar que el desarrollo anterior converge uniformemente en
cada intervalo finito de z para cada p, < p/2.



CAPITULO 5

Desarrollos en polinomios de Hermite

Hasta ahora hemos obtenido desarrollos para distintas distribuciones en
términos de los polinomios de Laguerre generalizados mediante un procedi-
miento basado en la estimacién insesgada de minima varianza de una funcién
paramétrica de la distribucién gamma. En este capftulo nos proponemos man-
tener esta misma idea de obtener desarrollos para otras distribuciones basdn-
donos en la estimacién insesgada de una funcién paramétrica de la distribucién
normal, que dar4 lugar a desarrollos en términos de los polinomios de Hermite.

De esta forma proponemos desarrollos de Hermite tanto para la funcién
de densidad y de distribucién de la variable normal estdndar, que de ma-
nera anéloga a los desarrollos de Laguerre dependen aparentemente de cierto
pardmetro cuya particularizacién nos proporcionard distintos desarrollos para
las correspondientes funciones. Aplicando el mismo procedimiento, obtene-
mos desarrollos de Hermite para las funciones de densidad y de distribucién
respectivamente, de una variable aleatoria continua. Y anslogamente obtene-
mos distintos desarrollos particularizando para distintos valores del pardmetro,

como caso particular obtenemos el conocido desarrollo de Gram-Charlier tipo
A.

5.1. La distribucién Normal

La distribucién normal ha sido ampliamente estudiada a lo largo de la
historia, un estudio detallado de la misma se puede ver en el trabajo de Pa-
tel & Read (1982). El uso méds comun de la distribucién normal es la de
aproximacién a otras distribuciones, donde o bien se supone la normalidad del
modelo, o bien una distribucién es aproximada por una distribucién normal
con su mismo valor esperado y misma desviacién tipica. Ejemplos de tales

83
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usos son las aproximaciones de Fisher y Wilson-Hilferty a la distribucién x?,
la aproximacién normal a la t-Student entre otros, ver Patel & Read (1982).

La distribucién normal juega un papel fundamental en las aproximaciones
asint6ticas a distribuciones de estadisticos basados en la media muestral. Tales
aproximaciones vienen dadas por ejemplo por el Teorema Central del Limite
que implica una distribucién asintética normal, asi como desarrollos de Edge-
worth que pretenden mejorar la aproximacién anterior y esta dltima que es
mejorada por las aproximaciones de punto de silla.

También es de interés obtener desarrollos en serie tanto para la distribucién
normal como para funciones relacionadas con ella, como la razén de Mill, dando
lugar a aproximaciones truncando los desarrollos, ver Patel & Read (1982) y
Johnson et al.(1994).

Nosotros proponemos desarrollos alternativos tanto para la funcién de den-
sidad como para la funcién de distribucién normal en términos de los poli-
nomios de Hermite. Para ello utilizaremos la propiedad de unicidad de los
estimadores insesgados de minima varianza (UMVUE) en la distribucién nor-
mal.

En la siguiente seccién estudiamos el problema de la estimacién insesgada

en dicha familia.

5.1.1. Estimacién en la distribucién Normal. Sea X una variable
aleatoria N (u,0) con p € R desconocida y ¢ > 0 conocida, cuya funcién de

densidad viene dada por:

(5.1) flz,p) = \/21_7wexp{—§;17—2 (m—u)Q}, z €R.

La distribucién normal pertenece a diversas familias muy bien estudiadas,
como la familia exponencial, Pearson, estable, etc., ver Patel & Read (1982).
En particular es un miembro de la familia exponencial natural con funcién de
varianza cuadrética, ver Morris (1982,1983).

A continuacién introducimos algunos conceptos para el estudio de la esti-

macion.
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DEFINICION 5.1.1. Dada h : R— R, una funcién del pardmetro, se dird
estimable si existe una funcion medible T : R — R tal que

Eu(T(X)) = h(w),Vu € R,

y en tal caso se dird que T es un estimador insesgado de h. Al conjunto de las
funciones estimables lo notaremos por U1.

Ademds, si Var,(T) < 0o,Vu € R, T(X) se dird el UMVUE de h(y) , (ya
que la distribucion normal es completa) o bien h se dird UMVU estimable. Al
conjunto de las funciones UMVU estimables lo notaremos por U2.

Para cada p > 0, definimos el espacio de funciones
L2={T: E,(T?) < oo} .

Como es usual en la teorfa de espacios £2, dos funciones son consideradas equi-
valentes si son iguales salvo conjunto de medida (de Lebesgue) nula. Ademés

Ei es un espacio de Hilbert separable con el siguiente producto escalar

(T17T2>u = EM [T1T2] = /Tl ("B) 1> (.’It) f(:L‘, /.L)d.']:.

La norma asociada al producto escalar en dicho espacio viene dado por ||T'||, =
(T, 1))

As{ como ocurria en la distribucién gamma, tenemos un sistema ortonormal
completo de polinomios ortogonales denso en (L2, (,),)que determinaremos a

continuacion.

PROPOSICION 5.1.1. Un sistema de polinomios ménicos ortogonales en Ez

viene dado por {P;(z, u)};50

(5:2) Py(z, ) = 0'H, (f-g—“) L i>0,

tal que

[%/2]

(5.3) He(2) =71 5

(_l)mmj—2m
m(j — 2m)im!’
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es el polinomio de Hermite de grado j, también conocido como polinomio de

Chebyshev-Hermite, que verifica la siguiente relacion de recurrencia, ver Chi-
hara (1978):

Hek+1 (il:) = xHek(:D) - kHek—-l(m)7 k>0,

H. ,(z) = 0, He,(z) = 1.

PROPOSICION 5.1.2. Los polinomios P;(z,u) definidos en (5.2) verifican
las siguientes propiedades, ver Morris (1982):

1. Verifican la siguiente relacién de recurrencia:

Piy1= PP, — ko?Pey, k21,
P() = 1, P1 = — U.

2. Y la siguiente relacion con la densidad normal respecto a la cual son

ortogonales:
d? —2j
3. Ademds,
(5.5) (Pj, Po)y = 6x,510™,

donde 6 ; es la delta de Kronecker.
Estamos en condiciones para obtener un desarrollo para el estimador T.

TEOREMA 5.1.1. Dada h(p) una funcion UMVU estimable, su estimador
UMVU, T, viene dado por el siguiente desarrollo:

=)ol (z—p
(5.6) T(z) _]; F He, ( — ), VR ER,

d’

h (p) -

y (W) =55
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DEMOSTRACION. Como T € E;ﬁ admite un desarrollo de Fourier en términos

de los polinomios ortogonales {P;} .., dados en (5.2):

(5.7) T(z) = Zdj(u)l’j(w, 1),V € R,
TPy
(5.8) dj(p) = IP; ”

A partir de (5.5), se tiene que
2 __ 4.2
155l = o™

El numerador de d;(u), se obtiene a partir de la ecuacién de insesgadez:

(5.9) [ 7@, = niw.
0
Derivando (5.9) j veces respecto a p y utilizando (5.4) , se prueba facilmente
que
(5.10) (T, Pj)u = 0”1 (u).

Sustituyendo (5.10) y (5.5) en (5.8), se obtiene el coeficiente de Fourier corres-
pondiente

(5.11) d;(u) = h)(").

A partir de (5.11) y la expresién de los pohnomios monicos ortogonales dados
(5.2), se obtiene (5.6). 1

Obsérvese que el miembro derecho de (5.6) depende de un cierto pardmetro
. Por construccién T (z) es un estimador insesgado basado en un estadfstico
suficiente y completo, por tanto es unico. Realmente el miembro derecho de
(5.6) proporciona una infinidad de desarrollos ortogonales convergentes (en
la norma de £%) a la misma funcién, y en este sentido la eleccién de p es
irrelevante. Sin embargo, una correcta eleccién de y proporcionard desarrollos

numéricamente eficientes.
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Aplicaremos este resultado para obtener una expresién tanto para la fun-

cién de densidad como de distribucién de la normal estdndar.

5.2. Desarrollo de la funcién de densidad Normal estdndar

Diversas aproximaciones en términos de funciones racionales, asi como por
distintos tipos de distribuciones se pueden ver en Patel & Read (1982).
En el siguiente resultado proporcionamos una expresién para la densidad

en términos de los polinomios de Hermite.

TEOREMA 5.2.1. Sea o(z) = e */2/\/27 la densidad de la distribucion
normal estdndar, entonces

512 plo) = VDS C g (VMo - ), Ve R

donde H,, (z) es el polinomio de Hermite de grado k.

DEMOSTRACION. Como ¢(z) es la densidad de una variable N (0, 1), en-
tonces ¢(z — p) es la densidad de una variable N (g, 1), ver (5.1).
Si consideramos la siguiente funcién paramétrica
1
h(p) = —=
(1) /2

se puede probar ficilmente que

[ ) p(z)p(z — p)dz = hip).

Por tanto a partir de la teorfa introducida en la seccién anterior, podemos decir
que h{y) es UMVU estimable y que T (z) = ¢(z) es su estimador UMVU, en
la distribucién N (g, 1).

Ademés a partir del Teorema 5.1.1 tenemos un desarrollo para T' (z) = ¢(z)

(5.13) o(u/V2), 1 €R,

con o =1,

= BE ()

(5.14) o) =3

He (z — p), Ve € R.

k=0
A continuacién determinamos las derivadas sucesivas de la funcién paramétrica
h(-) dada en (5.13) . Para ello:
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Las derivadas de la funcién de densidad ¢ verifican la siguiente relacién,
ver Patel & Read (1982)

(5.15) oF(z) = (—1)*H,, (z)p(z).

Por tanto, facilmente se verifica que

(5.16) W) = S H, (4 V) VD)

Sustituyendo (5.16) en (5.14) tenemos (5.12) como se querfa probar. 1
El desarrollo (5.12) es independiente del pardmetro p, por tanto podemos
tener distintas expresiones equivalentes de o(z) para distintos valores de p :

e Si consideramos g = 0 en el miembro derecho de (5.12) obtenemos:

(5.17) o@)=5 =3 A Hew(@), € R

y se puede probar que coincide con la expresién que resulta de (5.12) al
particularizar para p = .
o Si g = (2 —/2)z, la expresién que resulta es la siguiente:

1 oacwy, ([
(5.18) w(m)—zﬁgzkﬂk!Hek —5 ,Z €R.

Se puede probar la convergencia uniforme en cada intervalo finito de x de

los desarrollos anteriores.

5.3. Desarrollo de la funcién de distribucién Normal estdndar

Diversos desarrollos y aproximaciones se han obtenido para la distribucién
normal, ver Patel & Read (1982), Johnson et al. (1994), entre ellos podemos
destacar el dado por Kerridge & Cook (1976) en términos de los polinomios
de Hermite, computacionalmente atractiva al poder hacer uso de la relacién
de recurrencia de tales polinomios. Moran (1980) proporciona otro desarro-
llo en términos de funciones trigonométricas, resultando una expresién precisa

para cierto rango de valores de z. Fuera de dicho rango la precisién disminuye
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rdpidamente. Muchas de las aproximaciones a la distribucién normal propor-
cionan distintas expresiones dependiendo del rango de valores de z, o bien si
proporcionan una unica expresién no es vdlida para el rango completo de z.
Otra gran parte de los desarrollos obtenidos para la distribucién normal es-
tdn basados en la razén de Mill y por tanto utilizan la densidad de la normal
estdndar.

En esta seccién proporcionamos desarrollos para la funcién de distribucién
en términos de los polinomios de Hermite. Para ello integramos la expresion
(5.12) obtenida para la funcién de densidad.

Sea ®(z) la distribucién normal estdndar, que por su simetrfa respecto a

z = 0 se verifica que
@(—x) =1- (I)(a:)a

por tanto basta dar una expresién para los z > 0.
Sea z > 0, integrando la expresién (5.12) entre 0 y z y teniendo en cuenta

la siguiente propiedad de los polinomios de Hermite

d
d_Hek ("E) = kHek—l (.’17),

se tiene

619) [ ewa= “’%ﬁ’ > O B, (/D f He, (¢ — )t

_ /v < (=D ,
_ > marte s /\/—)/mH ~ )t

kE+1 {He"“(x —p) - Hek+1("ﬂ)} .

V2) (=1
:(p(% );;!zk)ﬂ ek(#/\/_)
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De esta forma la funcién de distribucién se puede obtener como la suma
de las dos siguientes integrales:

(5.20) B(z) = / o(t)dt + / o(t)dt.

Como ffoo @(t)dt = 1/2 y sustituyendo (5.19) en (5.20) se tiene la siguiente
expresién para la funcién de distribucién:

(5.21) B(z) = ‘”(”/ V2§

2 E < (k + 1)!2k/2Hek (1/V2)-

: [Hek+1 (.’B - p’) - €k+1 (_IJ‘)] y

para cada z > 0.
Particularizando (5.21) para distintos valores de p tenemos distintas ex-
presiones para la funcién de distribucién:

e Sipu=0,
®(z) = —;— \1/; io:amHez,c+1 (z), z >0,
k=0
(—1)F : . : :
con Qy, = m, que verifica la siguiente relacién de recurrencia:
o = 2m + 1 Qm, =1
™ 4om+3)(m+1) T

lo cual facilitara el cdlculo de la funcién de distribucién.

e Si p = z/2, teniendo en cuenta que:

si k es impar

H,,, (t) — He,,, (-t
k+1( ) k+1( )= { 2H,,,, (t), sik es par,

se verifica que,

ol“’

(6.22) ¥(z)=

l\Dlv—l

i 2k+1)'2’° (2\[> a1 (E) z20.
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Hemos comprobado que esta expresién mejora la convergencia del de-

sarrollo anterior. Y podemos observar una cierta semejanza con la dada
en Kerridge & Cook (1976):

2k+1

Z(2k+1 gk e (g) z20.

El desarrollo (5.22) es eficiente en las colas de la distribucién (|z| > 6) y

(5.23) &(z) =

mejora a la dada por Kerridge & Cook e incluso a la que proporcionamos en
el capitulo anterior en términos de los polinomios de Laguerre generalizados
en dicho rango de valores.

En la siguiente tabla podemos comparar los resultados numéricos que se
obtienen para las distintas expresiones de la funcién de distribucién normal.
Asi tenemos para distintos valores de la cola superior de la distribucién, el
desarrollo (5.23) en polinomios de Hermite dado por Kerridge & Cook, el

desarrollo dado por Moran (1980), en términos de funciones trigonométricas,

w3 S ()= (%))

y el desarrollo en polinomios de Hermite que obtenemos en (5.22) , siendo j el

i.e.

(5.24)

nimero de términos considerado en los desarrollos.

r=7,7=20|z=757=20]z=8,j=20|2z=9,7=20|z=10,j =2
(5.23) | 0.9999984994 | 1.000007988 | 1.000180255 | 0.9901996007 | 1.000064117
(5.24) | 0.99999996 | 1.000000003 | 1.000000049 | 1.000007502 | 1.000436342
(5.22) { 0.99999997 | 0.999999921 | 0.9999999487 | 0.9999999657 | 1

5.4. Desarrollos de Hermite de una variable aleatoria

DISTRIBUCION NORMAL

A lo largo de la historia se han obtenido diversos desarrollos de una funcién

de densidad genérica, cobrando quizds mds importancia por sus propiedades
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asintéticas los desarrollos para funciones de densidad de la media muestral.
Entre ellos podemos destacar el desarrollo de Edgeworth y el de Gram-Charlier
que surgieron en un intento de refinar el Teorema Central del Limite.

En lo que sigue nos planteamos obtener un desarrollo de Hermite de la
funcién de densidad de una variable aleatoria. Sea X una variable aleatoria, f
su funcién de densidad, tal que existe su funcion generatriz de momentos, My
y verifica que h(u) = e #/2M;(u) es UMVU estimable.

TEOREMA 5.4.1. En las condiciones anteriores, la funcion de densidad f
de la variable aleatoria X admite el siguiente desarrollo formal en términos de

los polinomios de Hermite:

© k)
(5.25) £@) = o) Y ", o ), Ve R

con p(z) = e/ /\/27 la funcion de densidad de una variable aleatoria nor-

mal estdndar y
5.26 BE)(u) = V2r - (K)o MED ().
(5.26) (w)=v2r)_ §) M)

DEMOSTRACION. Consideramos T'(z) = f(z)/¢(z), facilmente se puede

comprobar que

/ T(z)p(z — p)dz = h(u), Vi €R,
por tanto T'(z) es el estimador UMVU de h(y) en la familia de distribuciones
normal de media p y varianza 1. Y aplicando el Teorema 5.1.1, T'(z) admite un
desarrollo en términos de los polinomios ortogonales definidos en la Proposicién

5.1.1cono =1, ie.

z 2\ h¥)
(5.27) T = L8 =5~ B, @ - ).

Asi, a partir de (5.27) tenemos un desarrollo formal para la funcién de densidad

f, (5.25), en términos de los polinomios de Hermite. La expresién (5.25)
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quedars determinada cuando conozcamos las derivadas sucesivas de la funcién
paramétrica h :

Como
h(p) = e/ My (1) = V2me() M (p),

utilizando la férmula de Leibnitz para obtener las derivadas sucesivas de un
producto, se puede probar que una expresién para la derivada de orden k de
h (-) viene dada por (5.26) . Y se tiene lo que se queria. i

Si particularizamos (5.25) para u = 0, obtenemos un desarrollo muy cono-
cido:

COROLARIO 5.4.1. En particular, se verifica:

(5.28) 1) = ¢(z) {1 + Y 2H, (w>} ,

k>1
(5.29) cx = hP(0) = / He, (z)f(z)dz.

DEMOSTRACION. Basta sustituir u = 0 en (5.25) para obtener (5.28). Para
determinar las derivadas sucesivas de h en p =0 :

Como sabemos
M;(0) = B(X*),
ademds
@ (0) = (~1Y'H,, (0)¢(0).
Teniendo en cuenta el valor de los polinomios de Hermite en el cero

0, si k es impar
(5.30) He, (0) = 4 (—1)¥2k!

——2k/2(k/2)!’ si k es par,
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y que ¢(0) = /27, tenemos que

(®/2]

RE)(0) = iz:; (21)( 12);('21) E(X2%) = / He, (z) f(z)dz

justamente lo que querfamos demostrar. i

Suponiendo que la variable aleatoria X tiene media cero y varianza uno,
los primeros coeficientes en términos de los cumulantes, k; de la variable X a

aproximar, vienen dados por:

1 = O, Cop = 0, C3 = k)3, Cyp = k4,
Cs — IC5, Cg — ks + 10k§,
cr = k¢4 35ksks, cg = kg + 56ksks + 35]62

Sea X1, Xs,...,X,, una muestra aleatoria simple con media 6, desviacién
tipica o y cumulantes k;. Para aplicar el desarrollo anterior a la media muestral,
tomamos como variable aleatoria a aproximar la media muestral estandarizada,
ie. X = (3.1, Xi — n8) / (V/no). Sinotamos por f, la densidad de dicha va-

riable, y consideramos los primeros términos del desarrollo (5.28), obtenemos:

630 £i(0) = 00 {1+ B @) + s Ha (ot

ks 1 [ke 10k2
+05120 72 e () + (730 08720 [n2+ ] Heo(® )}

La expresién que nos proporciona el corolario 5.4.1 es conocido en la li-
teratura como el desarrollo de Gram-Charlier tipo A, que reordenado conve-
nientemente da lugar al desarrollo de Edgeworth, Cramer (1970). En el caso
del desarrollo para la media muestral, (5.31), es conocido que reordenando los
términos en orden creciente del tamano muestral, se obtiene el desarrollo de
Edgeworth correspondiente.

5.4.1. Desarrollo de la funcién de distribucién F'. En las condiciones
anteriores y siendo F' la funcién de distribucién de la variable aleatoria X,
integramos el desarrollo (5.25),
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T

z k)
(6.32) F(z)= / f@)dt = / (,a(t)dt-*-zhk(!())

k>1

[ et (¢ = .

~—00 —00

Ahora bien,

T

/w@ﬁ=@@L

—00
con ® la funcién de distribucién de una variable normal estdndar. El siguiente
resultado nos proporciona una expresién para las integrales que aparecen en el
desarrollo en serie de (5.32).

T

LEMA 5.4.1. Sillamamos Iy(z, u) = / et R (t — p)dt, se verifica

—0oQ

k—1
Ii(z, p) = e/ {u"@(w) +o(x) Y (—1) " T He (2 — u)} :
=0
DEMOSTRACION. Integrando por partes tenemos:

L(z,p) = e "Dt — w)]” _ + ples(z, ).
Como

lim e %" D(t — ) =0,

t——o00
aplicando el mismo proceso reiteradamente tenemos:

k-1

Li(z,p) =Y pF e o (@ — p) + p Io(z, p),
=0

con Io(z, p) = e~#*/2®(z). A partir de (5.15)

Iz, p) = e*/? {u’“‘f’(w) +¢(2) i(—l)iuk’l"'ﬂe.- (z #)}

se tiene lo que se querfa demostrar. 11



5.4. DESARROLLOS DE HERMITE DE UNA VARIABLE ALEATORIA 97

De esta forma, a partir de (5.15) se verifica:

T

/ @(t)He, (t — pdt = (=1)*e**Ii(z, ),

—0
y aplicando el Lema anterior,tenemos una expresién para la funcién de distri-
bucién F' :

(5.33) F(z) = @(z)h(u)-&-z (ﬂ)( 1) {p*®(z)+

k>1

+go<x>2( )t (o )} ,f

W) = Vamp() Y (1) (j) () [ e (ot

Particularizando (5.33) para p = 0 tenemos el desarrollo de Gram-Charlier

tipo A para la funcién de distribucién:

F(z) = 0(@) = ¢(@) Y 1 Hes (@),

k>1

con ¢, dados en (5.29).

En el caso de p = z, tenemos

Bz kfl ) .
F@) = o)+ 3 2D {wk@(x) + () Z(—mv’“-l-*Hei(O)}

k>1

y por (5.30) se tiene

(g =12 ¢ 1Vi (95)1pk—1-2
Fa) = 8(a)+ 3 T 1)k{$kq’(w)+w(w) y L }

k>1
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con

W(@) = Varp(o) g(—nf (P)tete) [~ esepioar



CAPITULO 6

Desarrollos ortogonales aplicados a la bondad de ajuste

Un problema fundamental en Estadistica es contrastar la hipé6tesis de que
una funcién tenga una forma paramétrica particular. Este problema surge en
la regresi6n, anélisis espectral, y test de bondad de ajuste de una distribucién
de probabilidad.

En este capitulo relacionamos diversos desarrollos ortogonales con el campo
de la bondad de ajuste. Fundamentalmente nos planteamos contrastar si la
muestra bajo estudio procede de una determinada distribucién perteneciente a
la familia exponencial natural con funcién de varianza cuadréitica, NEF-QVF.

En la familia exponencial natural con funcién de varianza cuadrética se
ha desarrollado una teoria sobre la estimacién insesgada de mfnima varianza
de una funcién analitica del pardmetro en términos de polinomios ortogonales,
ver Morris (1982,1983). Expresar los estimadores UMVU como desarrollos or-
togonales tiene numerosas ventajas, entre ellas podemos destacar el célculo de
su varianza de forma inmediata, asf como facilitar la obtencién de propiedades
asintéticas de los mismos.

Nosotros proponemos determinados estadfsticos para contrastar si los datos
proceden de una distribucién conocida perteneciente a la NEF-QVF y de-
terminamos su distribucién asintética bajo la hipGtesis nula utilizando las
propiedades de los desarrollos ortogonales. _

Una de las clases de criterios més conocidos para contrastar la bondad
de ajuste son aquellos que miden la discrepancia entre la funcién de distribu-
cién empfrica (un estimador no paramétrico de la distribucién) y la funcién
de distribucién teérica, son los estadisticos EDF. Tales discrepancias se mi-
den: a través de distancias cuadréticas, resultando los estadisticos del tipo

Cramér-von Mises, o bien a través de una distancia supremo resultando los

99
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estadisticos del tipo Kolmogorov-Smirnov, ver D’Agostino & Stephens (1986).
Estos estadisticos son de distribucién libre si la distribucién teérica es continua
y estd perfectamente determinada. Su contrapartida en el caso discreto es el
estadistico chi-cuadrado de Pearson.

En una segunda parte de este capitulo consideramos estadisticos que son
muy conocidos y estudiados, como son los de Cramér-von Mises generalizados
tanto para la distribucién gamma y la distribucién normal esténdar. En estos
casos las distribuciones asintéticas han sido determinadas en la literatura por
el procedimiento de descomponer el estadistico en componentes, utilizando la
técnica de Kac & Siegert (1947), a través de la resolucion de ecuaciones in-
tegrales y la teorfa de las ecuaciones diferenciales, ver Pettitt (1978), o bien
a partir de una aproximacién basada en U-estadisticos, ver Gregory (1977).
Nosotros proponemos el mismo resultado mediante un procedimiento que hace
uso de los desarrollos ortogonales. Para la determinacién de la distribucién
asintética y més concretamente para la aplicacién real de estos tests es fun-
damental el conocimiento de ciertas constantes, que nosotros explicitamos en
términos de una relacién de recurrencia.

Ademés, utilizando desarrollos ortogonales en la distribucién beta, expre-
samos el estadistico asintético de Cramér-von Mises cldsico como una suma
infinita ponderada de variables chi-cuadrado con un grado de libertad. Esta
expresién fue obtenida entre otros por Durbin et al. (1972) expresando el
estadistico asintético como un funcional de un proceso gaussiano, ver Doob
(1949) y aplicando la técnica de Kac & Siegert (1947) al proceso gaussiano.
De forma andloga Anderson & Darling (1952) obtuvieron una expresién de
la. funcién de distribucién asintética del estadistico de Cramér-von Mises en
términos de funciones de Bessel modificadas de segunda especie, invirtiendo la
funcién caracteristica.

Finalmente, estudiamos aproximaciones a las distribuciones de los esta-
disticos tipo Cramér-von Mises, donde incluiremos el estadistico cldsico de
Cramér-von Mises y una modificacién del mismo que da lugar al estadistico
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de Watson, mediante un procedimiento heuristico que computacionalmente

proporciona buenos resultados.

6.1. Tests aplicados a la NEF-QVF

En esta seccién proponemos estadisticos para contrastar si los datos proce-
den de una distribucién determinada perteneciente a la familia NEF-QVF.

Fundamentalmente de forma anéloga a los test EDF medimos las discre-
pancias, ya sea entre la funcién de densidad tedrica o la funcién de distri-
bucién tedrica y su correspondiente estimador insesgado de minima varianza
(UMVUE).

Morris (1982,1983) estudié la familia NEF-QVF, y proporcioné expresiones
para los estimadores UMVU de funciones paramétricas (del valor medio) en
términos de un sistema de polinomios ortogonales. Como casos particulares
y para una muestra de tamafio uno se tienen los polinomios dados en (1.4)
que son ortogonales respecto de la densidad gamma y los polinomios dados en
(5.2), ortogonales respecto de la densidad normal.

6.1.1. Resultados previos. Consideremos una variable aleatoria X per-
teneciente a la familia NEF-QVF, tal que su valor medio y varianza vienen
dados por:

E(X)=p, V(s)=muo+uvip+vap’

Supongamos que fo(z, ) y Fo(z, 1) son la funcién de densidad y funcién de
distribucién, respectivamente de la variable X, con p conocido. El siguiente re-
sultado, nos proporciona un sistema de polinomios ménicos ortogonales, denso

en el espacio de las funciones con momento de segundo orden finito.

PROPOSICION 6.1.1. Las derivadas sucesivas de la densidad f, con respecto
a la media verifican la siguiente relacién:
o fo(z, p)
6.1 _— =P ,
( ) aﬂk f()(a:, p’) Vk(ﬂ) k,1 (x7 l‘l‘)
con P i(z,p) un polinomio mdnico de grado k tanto en z como en p, que

verifica la siguiente relacion de recurrencia, en la cual se han omitido los
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argumentos:

(6.2) Popy=(PL—kV)P — k{1 + (k- V)nu}VP_y, k21,

Po=1, Po=z—p.
Estos polinomios verifican una propiedad importante, la de ser ortogonales con
respecto de la densidad fo(z,p). Y la relacion de ortogonalidad que verifican
viene dada por:

(6.3 [ P By @) ol o () = b0V (),
donde v es la medida de Lebesque o la medida cardinal, 6 ; es la delta de
Kronecker y ay, = k! H L (1 + jug).

Anélogamente, si f,(s, ) es la densidad del estadistico suficiente y com-
pleto X, = Y°7 , X;/n, para la familia NEF-QVF, podemos definir Py (s, 1)
verificando la misma relacién de recurrencia, (6.2), donde la funcién de varianza
V se sustituye por V/n y vs por va/n. Estos polinomios son ortogonales res-
pecto de la densidad f,,(s, 1) y verifican una relacién de ortogonalidad andloga
a (6.3) con los cambios citados anteriormente.

En la teorfa de la estimacién de la familia NEF-QVF tenemos que fo(z, )
y Fo(z, 1) son funciones UMVU estimables, y sus estimadores UMVU, ﬁ) y
Fp admiten las siguientes expresiones respectivamente, en términos de los
polinomios ortogonales:

Pea(z, 1)

(6.4) fo(ﬂf,ﬂ, 8) = fo(z, 1 Z V’“(,u) Pk,n(X—naﬂ),
y
(65) ﬁn - i F—Ok)"'(fﬂpk,n (X—n’ P’) )

k=0 ak,n

con F(f) (z,p

k—1
= K [J (1 +gva/n).
=0
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Los resultados que se dan a continuacién nos serén itiles en el desarrollo

de los ajustes que proponemos.

LEMA 6.1.1. La serie

(6.6) P

k=2 noakvno
donde arn, = KI[[*Z] (1 + jva/n), es absolutamente convergente para no >
U9 + 1 Y v2 Z 0.

ak,1

k
N0k, no

DEMOSTRACION. Sea by = , como bg > 0, aplicando el criterio del

cociente, se tiene
b 1+ vk
lim 2L — fip — T %25
k—00 bk k-—~00 Ty + ’UQIC
Para calcular dicho limite, distinguimos dos casos:
e Si Vg = 0,

hmf’ﬂ=—1—<1
k—oo by ng

por tanto la serie (6.6) es convergente.
e Siwvy >0,

lim b—kt—l- =1
k—o00 bk

y aplicando el criterio de Raabe
- 1Dk
tim k(1= %) = g o DE
k—o0 by, k—oo Mg + Vok
ng — 1

= >.1,
)

la convergencia de (6.6) es inmediata.

NoTA 1. Hemos excluido el caso vy < 0, correspondiente a la distribucion
Binomial, lo cual no supone ninguna restriccion ya que para esta distribucion

las series son convergentes al estar formadas por un nimero finito de términos.
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LEMA 6.1.2. Con la notacién anterior, se verifica
(6.7) | lim nz nkakn =

K
. g0k
DEMOSTRACION. Para cada n > ng, como la sucesién {—7-1%———@} es
Akn ) g>1

decreciente, facilmente se verifica

s a n2a = a
k,1 042,10 k,1
(6:3) "D Farn < a2 wEarm
P n"agn Nnagn P NG Qk,ng

A partir del Lema 6.1.1, la serie del segundo miembro de (6.8) es absolutamente
convergente. Por tanto, tomando Ifmite en la desigualdad (6.8) y teniendo en

cuenta que lim ay,, = 2, se tiene lo que se querfa, (6.7) . §
n—o0

LEMA 6.1.3. Sea ng € N fijado, para todo n > ng y vo > 0, se verifica que

Z"Pkn(XmM ag1 p

(69 V),

»0,n — 00.
£>2

DEMOSTRACION. Bastarfa probar la convergencia en media de orden 1 de

la serie anterior (de términos positivos), i.e.

Z nPkn(Xm/"')ak 1:! ~0

(6.10) lim B [ T

k>2

Utilizando la propiedad de ortogonalidad de los polinomios Py, y teniendo en

cuenta que segin (6.3)

( n)_ V(,LL)

Y

tenemos que para todo n > ng,

nPI?,n (Yn) /‘L)a’k,l Qg1
(6.11) E [Z VR =n) ——.
k>2 k,n ko2 v Bkm

Por tanto, tomando limite cuando n — oo en (6.11) y como consecuencia
del Lema 6.1.2 se verifica (6.10). §
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Nos planteamos el siguiente problema:
Dada X;, Xs,...,X,, una muestra aleatoria simple con funcién de distri-
bucién F, contrastar la hipétesis

Hy : F(z) = Fo(z,p), p conocida (f = fo(z,n)).

Estamos en el caso de hip6tesis simple y deseamos saber si la poblacién pro-
cede de una distribucién perteneciente a la familia exponencial natural uni-

paramétrica con funcién de varianza cuadrética.

6.1.2. Estadistico cuadratico. El estadistico que proponemos mide la
discrepancia entre la funcién de densidad, si es continua o la funcién de pro-
babilidad si es discreta y el estimador UMVU de la misma, mediante una
distancia cuadritica:

(6.12) T, =n / (% _ 1) fola, v (d),

Zo0
donde v es la medida de Lebesgue o la medida cardinal para el caso discreto.

Como sabemos bajo Hy, T, debe ser pequeno, por tanto se rechaza la
hip6tesis nula si 7, > c. El valor de ¢ vendrd determinado por el nivel de
significacién o y por supuesto siempre que conozcamos la distribucién de T;,.
Nosotros determinaremos la distribucién asintética de T,,.

6.1.2.1. Distribucion asintdtica de T,, bajo Hy. Como ocurre en la mayorfa
de los tests, ante la dificultad que entraiia determinar la distribucién exacta del
estadistico propuesto, determinaremos la distribucién asintética de T,,. Para
ello, aplicaremos la teoria de procesos empiricos y el Teorema Central del
Limite en espacios de Hilbert.

En primer lugar consideraremos algunos resultados que nos serén ttiles.

Sea el espacio de Hilbert, lLi, formado por los procesos estocdsticos de

pardmetro continuo G, con pardmetro z € dom(f(; 1)), que verifican:

L2 = {Gm, / E (G2) fole, wv (dz) < oo} .
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LEMA 6.1.4. Se verifica

(6.13) VnRyp (@, 1) = 0, n — o0,

en el espacio L%, con Ry, (x, 1) Z 5:(1@’#) Pen(Xn, 1)

DEMOSTRACION. Bastard probar que se tiene la convergencia en media
cuadrética de (6.13), en el espacio 2.

En primer lugar, veamos que v/nRa,, (z, 1) son funciones estocdsticas que
pertenecen al espacio L :

Por la relacién de ortogonalidad ansloga a (6.3) de los polmonuos Pen(, 1) :

B (U ] =S L

k=2

y a partir de la relacién de ortogonalidad (6.3) y el Lema 6.1.1 se tiene

[ B [(VRen (@,)"] fole, v de) =

Estudiar la convergencia en media cuadrédtica a cero de las funciones

VnRyn (z,p) en el espacio L2, es equivalente a probar que

(6.14) nlin.}onznkak =0.

Por tanto a partir del Lema 6.1.2 se tiene (6.14) y como consecuencia (6.13) . &

TEOREMA 6.1.1. La distribucion asinidtica del estadistico T,, bajo H,
viene dada por la distribucion del funcional

(6.15) [ W @ flaipw @),
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donde W (z) es un proceso gaussiano con funcién media cero y funcion de

covarianza

(s—u)(t—p
Vg

Ademds podemos afirmar que la distribucion limite de (6.15), sigue una dis-

tribucion x3.

DEMOSTRACION. Sea

A partir de (6.4), facilmente

_ Pkl(.’t ,u
\/ﬁwn = \/_ka(u) Pkn nwu)

(6.16) - (f,;lj‘)z g i (o0,

i__

con

Ppi(r,p) , ~
n 2 P o (X, 1)
Ry (z,p) = Z s (X 1)
Para obtener (6.16) basta tener en cuenta la definicién del polinomio ortogonal
de grado uno, dado en (6.2).
A continuaci6n consideramos el siguiente proceso estocsstico: Y3 (z),Yz (z)...

de pardmetro z € dom(f(-; 1)), con

Yi(o) = T an )(X —p.
Fécilmente se tiene Y; (z) € L2, ya que
[ER @) henvan) = 5 / (5 — ) fola, W (da)

= 1< x.
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Ademss para cada z € dom(f(-;p)), Y: (z) son variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con E [Y; (z)] = 0 y con funcién de cova-

rianza dada por

(s—p -

4%
Por tanto aplicando el Teorema Central del Limite en espacios de Hilbert, ver
Kuelbs et al. (1974), se tiene

(6.17) cov (Y1 (5),Y1(2)) =

n

(6.18) > Yi/(rf) LW (z), n— oo,

con W (z) un proceso gaussiano con funcién media cero y con la misma funcién
de covarianza que Y; (z) dada en (6.17).
Por otro lado, a partir del Lema 6.1.4 se verifica que

(6.19) VnRyp (2, 18) —— 0, 1 — o0,

en 2. De esta forma aplicando el lema de Slutzki a (6.16) con los resultados
(6.18) y (6.19) se tiene que

\/ﬁwn—£—>W(a:), n— 00,

en el espacio L2.

Como consecuencia, la distribucién asintética de cualquier funcional con-
tinuo en L2, del estadistico \/nw, tiene la misma distribucién que dicho fun-
cional aplicado a W (z), ver Billingsley (1968) y por tanto se verifica lo que
se querfa demostrar, (6.15).

Faltaria probar que efectivamente dicha distribucién limite sigue una dis-
tribucién x? :

Por la propiedad de ortogonalidad (6.3) de los polinomios {Px,1(Z, ()} 454
el estadistico (6.12) se puede expresar como )

T f: nP,in(—Xn,u)ak,l _n (Xn— #)2 .\ Z nP,;‘:n(—)—(—n,u)ak,l
" k=1 Vk(u)a%,n V(u) k>2 Vk(ll')a}%,‘n
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Obviamente por el Teorema Central del Limite y las propiedades de la conver-

gencia en ley se verifica que:

4]
Ademss por el Lema 6.1.3

Z nP} (X, n)ar,
Vk(u)a,

k>2

P
— 0, n— 0.

Por tanto aplicando el lema de Slutzki se tiene que efectivamente la distribucién

asintética de T, es una x2. §

6.1.3. Estadistico supremo. En este apartado consideramos un esta-
distico que mida la discrepancia entre la funcién de distribucién tedrica y
su estimador UMVU mediante la distancia supremo. Este estadistico, como
veremos es anslogo al estadistico de Kolmogorov-Smirnov, el cual considera
un estimador no paramétrico de la funcién de distribucién.

Nos planteamos el siguiente contraste unilateral, bajo hipétesis simple, con
la notacién anterior

H():FSFO
H,:F > Fy.

El estadistico que proponemos es:
Sp = Sup\/ﬁ(ﬁn _FO(:I;)#))
T

donde E, es el estimador UMVU de Fy (bajo Hp), descrito en la expresién
(6.5).

Est4 claro que rechazaremos Hy si S, > ¢, donde ¢ lo determinaremos
exigiendo un nivel de significacién «, y para ello serd necesario conocer la
distribucién del estadistico (bajo Hp) una tarea que no es fécil, en cambio sf

podremos determinar la distribucién asintética de Sy.
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6.1.3.1. Distribucion asintdtica de S, bajo Hy. Previamente proporciona-

mos algunos resultados, que nos serén ttiles para la determinacién de la misme:

LEMA 6.1.5. Para cada k > 1 y para cada x, se verifica:

(6.20) (B @) < k.

DEMOSTRACION. Por definicién,

ko % ok
%) 0 _ %)
Fy’ (z,p) = o / fo(t, p)v (dt) = 'é—u;fo(t, v (dt),
-0 -0
esta tltima igualdad se tiene al verificarse las condiciones usuales de regulari-
dad.

Teniendo en cuenta que a partir de (6.1)

VEZ folt, )
H 8/«l«k oll, U
fO(tuu) ’

Pk,l (ta V‘) =

tenemos que
k) 1
Fy (2, 1) = 3 ) _/Oo P (¢, 1) folt, whv (dt).

Y se deduce que

1 o0
Vk(ﬂ)—/oolpk,l(t,ﬂ)lfo(t,u)v(dt),

!F(f) (z, u)l <

por tanto, aplicando la desigualdad de Jensen, se tiene

ag.1

. > 1 T, _
(% )" < gy | Pttt @) = i

justamente lo que se querfa, donde la tltima igualdad se deduce de (6.3). §

PROPOSICION 6.1.2. Sea ng € N fijado y

— 2\ FR (z,
(621) RZ,n (m>Xn) ﬂ/) - Z _&i—x—ij’—)l)k

k=2

n(Xn 1),
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entonces para n > ng se verifica:
(6.22) VnRyp (€, X0, 1) —= 0, n — 00,
uniformemente en x.

DEMOSTRACION. Como la convergencia en media cuadrética implica la

convergencia en probabilidad, basta probar que
(6.23) lim Var [vnRy, (z, Xn, p)] =0, V.

Para ello, utilizando la propiedad de ortogonalidad de los polinomios Py, (-, )
con respecto a la densidad del estadfstico suficiente y completo, se verifica que:

nZ (9 (@) VA () _

k
nakn

(6.24) < nz 1
k

k
— Ny,

Var [\/;L.R&n (x,-X—m :u')] =

donde la desigualdad (6.24) se obtiene aplicando el Lema 6.1.5. Basta tomar
limite en (6.24) y considerar el Lema 6.1.2 para obtener (6.23) que implica

(6.22) uniformemente en z. &

LEMA 6.1.6. Sea F'(z,u) = %F(m,u), entonces

, 1
= ———F|X — pul.
sgpF(a;, ,u) W )E'I 7

DEMOSTRACION. Por la definicién de funcién de distribucién y de los poli-

nomios ortogonales respecto de la densidad fo (z, ) , ver (6.1), se tiene

T Pt (t,1)

@, )f(t w)dt

Faw = [ a%f(t,u)dt -

bl o} -0

(6.25) = iz [ € wre
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A partir de la expresion (6.25) facilmente se tiene:

sup F'(@,) = 7 / (6 = 1)1 6 )t = —775EIX — ol

que es lo que se querfa probar. §

En el siguiente Teorema determinamos la distribucién asintética del es-
tadistico S, bajo Hy.

TEOREMA 6.1.2. Bajo Hy, se verifica:

t Z-E\X -y

(6.26) Sp — — V() n — 00.

con Z ~ N(0,1).

DEMOSTRACION. A partir de la expresién (6.5) del estimador UMVU, F\n,
de la funcién de distribucién en términos de los polinomios ortogonales, se

tiene que bajo Hy :

Vi (Ba-R) = Ay E@Hp %

a
k=1 k,n

(6.27) = VYW Z, Fi(z, 1) + VnRon (m,fn, 1)
con Ry, (2, Xn, 1) dado en (6.21) y

Y‘n._"/"'

Por el Teorema Central del Limite se verifica que
Zn -5 Z, n— 00, con Z ~ N(0,1).
Por tanto, por las propiedades de la convergencia débil,
(6.28) VY2(p)Fy(, 1) Zn —— VY2(u) Fi(, 1) Z, n — 0.
Ademss a partir de la Proposicién 6.1.2 se verifica

\/—"_iR2,n (377 7‘)‘&7 /1') "'Ii" 0,n — oo,
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uniformemente en z.
Asf aplicando el Lema de Slutski a (6.27) e intercambiando el lfmite con el

supremo ya que la convergencia es uniforme, se tiene
(6.29) lim T, £ sup VV2(u)F(z, 1) Z £ V() Z sup Fy(z, ).
n—oo z z

Basta considerar el Lema 6.1.6 para obtener lo que se queria, (6.26). 1

6.2. Aplicacién de los desarrollos ortogonales a estadisticos

Cramér-von Mises generalizados

La familia de estadisticos de Cramér-von Mises ha sido ampliamente es-
tudiada en la literatura. Suponen una clase importante de estadisticos para
contrastar la bondad de ajuste, dentro de los test EDF, que engloban entre
otros el estadistico cldsico de Cramér-von Mises, el estadistico de Anderson-
Darling y el estadfstico de Watson como una modificacién del Cramér-von
Mises clésico.

Estos estadfsticos verifican que son libres de distribucién, cuando la funcién
de distribucioén es continua y esté perfectamente determinada. Ante la dificul-
tad que supone obtener sus distribuciones exactas, se determinan las distribu-
ciones asinté6ticas mediante la teoria de procesos estocdsticos y descomposicién
de los mismos mediante la técnica de Kac & Siegert (1947).

En esta seccién nos ocupamos de representar los estadisticos de Cramér-
von Mises generalizados para dos distribuciones particulares como son la dis-
tribucién gamma y normal. Este tipo de estadisticos han sido estudiados en
la literatura, Gregory (1977), Pettitt (1978), proporcionando su distribucién
asintética, y podriamos decir de una forma incompleta para poder aplicarse
realmente, ante la necesidad del conocimiento explicito de ciertas constantes.
Nosotros obtenemos la misma representacién del estadistico asintético por un
procedimiento distinto y proporcionamos de forma recurrente una expresién
explicita de dichas constantes.
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De forma andloga obtenemos una expresién para el estadistico asintético de
Cramér-von Mises como una suma ponderada infinita de variables chi-cuadrado

con un grado de libertad.

6.2.1. Estadfsticos Cramér-von Mises generalizados para la distri-
bucién Gamma y Normal. Dada una muestra aleatoria simple X, X, ...
, Xn con funcién de distribucién F', nos planteamos contrastar la hipétesis
Hy : F = Fy, con Fy una distribucién perfectamente determinada (hipétesis
simple) que nosotros consideraremos: como la distribucién gamma de pardmet-
ros o y 1/, ambos conocidos y por otro lado como la distribucién normal
estdndar.

El estadistico que emplearemos es el de Cramér-von Mises generalizado,

definido de la siguiente forma:
630 W@ =n [ (Fa(@)- Fo@) ¥ ()R @),

con F, (z) la funcién de distribucién empirica, dada por

1 n
(6.31) Fo(2) == e (X3),
i=1

y ¥ alguna funcién peso positiva.
Estudiamos en primer lugar el estadistico (6.30) para la distribucién gamma
de pardmetros a, 1/6:

e Si Fy(z) = Go(%) con Gy (-) la funcién de distribucién gamma de
pardmetro de forma a y pardmetro de escala 1, con funcién de densidad

o 1

Ja (37) = F(a)

e *x>0.

La funcién peso que consideramos fue sugerida por De Wet & Venter
(1973), i.e.

-~ _ 2171
v = [ B (5. (' ®))7] -
La distribucién asintética de (6.30) ha sido estudiada por diversos au-
tores, De Wet & Venter (1973), Pettitt (1978) siguiendo el procedimiento
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clésico de descomposicién del estadistico en componentes principales, ver
Durbin et al. (1971), y de forma ansloga a Karc & Siegert (1947).
Nosostros obtenemos el mismo resultado expresando el integrando de
(6.30) en términos de los polinomios ortogonales cldsicos con respecto
a la densidad de la variable gamma de pardmetros a,1/6 que notamos
por g, (z,1/8) = 1/6g, (z/6) . Los polinomios a los que nos referimos son
los polinomios de Laguerre generalizados, algunas de las propiedades que

utilizaremos son recogidas en el siguiente resultado.

PROPOSICION 6.2.1. Sea L§;‘) el polinomio de Laguerre generalizado
de orden o y de grado k, cuya expresién y relacion de recurrencia vienen
dadas en el capttulo 1 (ver Proposicién 1.2.1). Entonces:

1. Verifican la siguiente relacién de ortogonalidad:

T . P(k+a+1
(6.32) / LO (2) L (2) 2% de = 5k,,-—§——k!—-——),
0
con Oy ; la delta de Kronecker.
2. La férmula de Rodrigues de los polinomios de Laguerre viene dada

por

o z~%" d* o —z
(6.33) L (z) = o (@),

3. La derivada primera de los polinomios de Laguerre verifican la

siguiente relacion:

d _(a o

Las propiedades anteriores se pueden ver en Chihara (1978).

El siguiente resultado nos proporciona una expresién para el estadis-

tico (6.30) introducido anteriormente.



116 CAPITULO 6. DESARROLLOS EN LA BONDAD DE AJUSTE
TEOREMA 6.2.1. El estadistico W2 (¥) dado en (6.30) admite la si-

guiente expresion, bajo Hy:
o Zny

(6.35) LAUEDIE-

b
=1

(6.36)

_ (T (@) \ R LETY (X/9)
Zng = (F(a+j)) VO

1=1

DEMOSTRACION. Ses

(6.37) yn () = Vn(Fu (z) — Fo(2)),

que queremos expresar en términos de los polinomios de Laguerre. Para
ello desarrollamos bajo Hy, la funcién indicador I(g (X;) con X; una
variable con distribucién Fj (-) . Como se trata de una funcién acotada
admite un desarrollo de Fourier:

(6.38) ooy (s) =Y ax (z) LY (g) -

k=0
Los coeficientes de Fourier vienen dados por

z/0
[17 (3) a5,1/0) s
(6.39) a(z) = 2 - k>,

L& (3)

ao(z) = Fo(z),

2

con
b G = [ () setma
(6.40) - EI%;E-I?

para ello basta tener en cuenta la relacién (6.32) parak =jya=a—1
y la expresién de la densidad g, (s,1/60) de una gamma de pardmetros
a,1/6.
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Para determinar el numerador de (6.39), aplicamos dos veces la fér-
mula de Rodrigues (6.33), una para integrar y la segunda vez para ex-
presar el resultado de forma conveniente, resultando:

z/6
(6.41) /L(a D ( )ga (s,1/8)ds = F(%_%mae“zLﬁ)l (z),k > 1.

0
Por tanto, a partir de (6.41) y (6.40):

(6.42) ax (z) = %maeﬂfﬁ (z),k> 1.

Y sustituyendo (6.42) en (6.38) tenemos una expresién de la funcién

indicador en términos de los pol’momios de Laguerre:
— (41 -—:z: (o) (a-1)
(643) I(O.:z/B] (S) =Fo (:L') + Z T (k‘ n )Lk—l ( )L ( )

De esta forma, a partir de la expresién (6.31) de la funcién de distribu-
cién empirica y de (6.43),

(a-1)
F,(z) = Fo(x)+m°‘e‘”’zr(k+ 5 L9 (2 )ZL (X/9)

Y consecuentemente tenemos una expresién para y, (z), definido por
(6.37), en términos de los polinomios de Laguerre generalizados:

E-1)! (@ - (a'l)XO
o) = ey el @3 B

Obviamente,

W2(¥) = = / (a (2))2 ¥ (Fo (2)) dFo ()

_ T &r@E-1) . L‘“‘”(X/e) -
= {{Z T(k+a) ()1()2 } I‘(a)d

k=1

Ahora bien, teniendo en cuenta que {Lffi)l (a:)}k son ortogonales res-
>1

pecto de la funcién peso: z%~* y la relacién de ortogonalidad dada en
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(6.32), se verifica (6.35) justamente lo que se queria demostrar, con Z,
dados en (6.36) . &

Las variables aleatorias Z,\ verifican una serie de propiedades coms
consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios de Laguerre:

— E(Zng) =0, var(Zpz) = 1.

— Son variables aleatorias incorreladas.

— Son asint6ticamente normales. Como consecuencia del Teorema

Central del Limite se tiene
(6.44) Tt > Zyym — 00,

con Zj variables aleatoria independientes e idénticamente distri-
buidas segtin N (0.1).
Si consideramos el limite de W2 (¥) dado en la forma (6.35) , cuando
n — 00, teniendo en cuenta (6.44) , observamos que es infinito. Por tanto
como sugiri6 Pettitt (1978) es necesario que el estadfstico sea recentrado
para obtener una distribucién limite.
Usando los resultados de Gregory (1977), Pettitt (1978) admite la
existencia de ciertas constantes p,, tal que

© 721
(6.45) Jm (W2 (0) =) £ 32—,
i=1

-con la distribucién del segundo miembro de (6.45) tabulada en De Wet
& Venter (1972).

De esta forma, el problema estaria resuelto si dichas constantes
ademds de considerarse su existencia fuesen explicitadas, para que real-
mente el test pudiera ser aplicado. Nosotros determinamos dichas cons-
tantes de forma recursiva, utilizando los resultados de Greogory (1977)
y la Ley Débil de los Grandes Niimeros, ver Feller (1971):

Asf se verifica que

(6.46) b= [ ViR (o),
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con

o0
(6.47) ¥; (s) = / [T00) () — Fo (2)]2 ¥ (Fo (2)) dFo (3).
Para calcular la integral (6.47) utilizamos la expresién de la funcién
indicador en términos de los polinomios de Laguerre, dada en (6.38).
De esta forma

< kT T(a+k) Ic)
y por tanto
(6.48) Z T ( Ik (o —1,n/6),
donde
y 2
(6.49) Ii(a—1,n) = / (Léa—l) (x)) x> e %dz.

0

Si integramos por partes (6.49), teniendo en cuenta la relacién (6.34) de
los polinomios de Laguerre, se verifica:

nteT @D () 1
(6.50) Ix(a—1,n) = TLk () LY, (n) + k-1 (a,m), k2> 1,

Li(a—-1+kn) = T(a+k)G,_,, (n).

Hemos obtenido la expresién (6.48) para las constantes ,,, computa-
bles a partir de la relacién de recurrencia (6.50) .
A continuacién realizamos el mismo planteamiento para la distribucién
normal estdndar:

o Si Fy(z) = ®(z), con @ la funcién de distribucién normal estdndar y
cuya funcién de densidad es

e—a:2 /2

p(z) = Jor

,x € R.
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En este caso la funcién peso propuesta, ver Gregory (1977), para el
estadistico Cramér-von Mises generalizado es

vt =[p (@ @)

Anslogamente se obtiene el mismo resultado del Teorema 6.2.1 con la
variables Z,; adecuadas a esta distribucién, y por tanto en términos
de los polinomios de Hermite, cuya expresién y relacién de recurrencia

podemos encontrar en el capftulo 5, ver (5.3).

TEOREMA 6.2.2. El estadistico W2 (¥) dado en (6.30), con la no-
tacién anterior, admite la siguiente expresion, bajo Hy:

(6.51) W2 () =
k=1
con
(6.52) Z He’“ (X

DEMOSTRACION. La demostracién es andloga al caso anterior. i

Ademés las variables aleatorias Z, ;, verifican las mismas propiedades
que en el caso de la distribucién gamma.

En cuanto a la distribucién asintética de W2 (¥) dado por (6.51)
presenta el mismo inconveniente que el dado para la distribucién gamma.
Por tanto serd necesario determinar las constantes p,, tal que

00
lim (W,f(\Il)——un)g Z?_l.

n—0o0 ]

Razonando de forma ansloga y teniendo en cuenta la definicién (6.46)
de dichas constantes, se tiene

o0

P = EI—JI'“ (n),
k=1
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n

con Iy (n) = / HZ, (z) ¢ (z) dz, que verifica la siguiente relacién de re-

-
currencia:

Iy(n) = —2Hg (n)He—1(n) @ (n) + klx—1(n),k > 1,
Iy(n) = 1—2®(n).

6.2.2. Estadistico de Cramér-von Mises. En este apartado, propor-
cionamos una expresién para el estadistico asintético de Cramér-von Mises,
obtenido a partir de (6.30) con ¥ = 1, haciendo uso de los polinomios de Ja-
cobi y con un procedimiento andlogo al empleado en los casos anteriores de
esta seccién. Esta expresién fue obtenida por otros autores, ver Durbin et al.
(1971), por un procedimiento distinto.

En primer lugar, definimos los polinomios de Jacobi, dando algunas de sus
propiedades, ver Chihara (1978):

PROPOSICION 6.2.2. Consideramos los polinomios de Jacobt explicitamente
dados, para a,b > —1, por:

= +a\[(n+b i ;
6.53) Pld(g)=27" (” , )( ) z—1)"7(z+1Y, n>0,
(6.53) (z) ; i Mo (z-1)"(z+1)
que verifican la siguiente férmula de Rodrigues:
-1)" _ — d" b
6.54) P& (z)= D g e ”——[1— "t (1 "+].
(654) PP (@) = - (1—2) " (1+2) = [(1 = 2)™** (1 +2)
FEstos polinomios son ortogonales con respecto a la distribucion beta en el in-
tervalo (—1,1), cuya densidad viene dada por:
2—1—a—-b
1-
Bla+1,b+1)

Mads precisamente, la relacién de ortogonalidad que verifican viene dada por:

(6.55) Wap) (Z) = )*(1+2)°, z e (-1,1).

(a+1),(b+1),(n+a+b+1)
nMa+b+2), 2n+a+b+1)’

1
/ P,(L“’b) (z) P,(,f"b) (z) Wap) (2) dT = Opm
-1
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con(a) o=1, (a), =ala+1)...(a+n—1) y 6um la delta de kronecker.

En particular para a = b = —1 la relacién de ortogonalidad es

(6.56) n(3)n(3)n _ 1 (2::)

nl(1),2n  2-4"

Paraa=b= -;— la relacion de ortogonalidad es
2N (3 3
nl(3),(2n+2) 4*\ n
Consideramos el estadistico de Cramér-von Mises cldsico que resulta de
(6.30) haciendo ¥ = 1, i.e.

(6.58) Wi=n f (Fo (z) — Fo (2))* dFy ().

El siguiente resultado nos proporciona una expresién para el estadistico
W2 y consecuentemente también para el estadistico asintético que notamos
2
por Wg.

TEOREMA 6.2.3. Se verifica, con la notacién anterior:

1 & Z2
2 n,k
(6.59) W= > 3
=1

con

P( 1/2,~ 1/2) (X)4k
(6.60) Ty = \/r Z @ .

Ademds

1 <X 272
6.61 N _k
( ) 2 kz:: k2’

con 7y, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas segun
N(0,1).

DEMOSTRACION. El estadistico (6.58) es de distribucién libre si la dis-
tribucién a contrastar es continua. Por tanto podemos considerar Fy(z) =
F .., (z) la distribucién beta de pardmetros a = —1/2,b = —1/2.
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De forma andloga a los casos anteriores, en primer lugar obtenemos un
desarrollo ortogonal para la funcién indicador de la distribucién Fp en términos
de los polinomios de Jacobi de la siguiente forma:

Icig () =Y o (@) P2 (),

k>0
con
2 z
4* (-1/2,~1/2)
ak(z) = 29 / N (8) w(—1/2,~1/2) (s) ds =

@)
k

662) = g (1 2) 2 (L4 2) P ),

TR/ 17D)

parak > 1y ap(z) = F_1/2,-1/2) (z).
Teniendo en cuenta la expresién de la funcién de distribucién empfrica
(6.31), se tiene:

(1-2)"*(1+2)"
A(1/2,1/2)
o) 16 1 (1/21/2)( )Zn: (1/2 1/2) (Ilfz)

) k 1
k= 1(2:)2"’ n

Fo(z) = Faj-1y2)(2) -

De esta forma

V2 (] 4 )12
(6.63) vn(Fn(z) — Foijo-1/2) () = (-2) (+a) 7

B(1/2,1/2)

=, 16F 1 /
Z 2k\2 k P (@) Zo
= (k)

con Zy,x dado en (6.60) que verifican las mismas propiedades a las de los casos
anteriores: tienen media cero, varianza uno, son incorreladas y ademds como

consecuencia del Teorema Central del Limite,
c
Zn,k — Zk, n— oo,

con Zj, distribuida segin una N (0,1), para cada k > 1. Ademés {Z;},, son
independientes, ya que la incorrelacién en la distribucién normal implica la

independencia.
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Continuando con la linea de la demostracién, a partir de (6.63) facilmente

se tiene

1 2
-1 4 1 (1/2,1/2)
PR S S WA
FazimJ. {Z ) Vs e
(1 =2)? (1 +2)dz.
Ahora bien, los polinomios de Jacobi P{/;"/? (-) son ortogonales respecto de

la funcién peso w(/a,1/2),

2—2
o = /R

que verifican la relacién de ortogonalidad dada en (6.57). Por tanto

W2 — 4ﬁ(3/2,3/2)§: 16* (2}5:11)2 .
no ,33 (1/2, 1/2) P (zkk)Z 2k216k—1 nk

o0
= Sy
- 2 2 0
T k
k=1

como se querfa demostrar. Y tomando limite en la expresién anterior cuando

1- :z:)l/2 (1 +x)1/2v,

n — oo obviamente se tiene (6.61). &

6.3. Aproximacién heuristica a las distribuciones de estadisticos

tipo Cramér-von Mises

En esta seccién presentamos un procedimiento heuristico, para obtener
aproximaciones de una distribucién, Fj, en términos de una segunda funcién
de distribucién, Fs.

Este procedimiento nos proporcionard aproximaciones para las distribu-
ciones de los estadistico de Watson y de Cramér-von Mises en términos de
sus correspondientes distribuciones asintéticas. Si bien se trata de un proce-
dimiento heuristico, hemos podido comprobar empiricamente que da buenos
resultados.

El estadfstico de Watson es una modificacién del estadistico de Cramér-von
Mises, introducido por Watson (1961). Watson demostré que el estadistico es
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de distribucién libre y que su valor, en el caso circular, es independiente de la
eleccién del origen, de ahf su importancia en el caso de que las observaciones
procedan de upa circunferencia. Ademé&s obtuvo la distribucién asintética
mediante el método clésico de la aproximacién de Doob (1949) y la técnica de
Kac & Siegert (1947). Se puede comprobar que existen todos los momentos
ordinarios del estadistico asintético, es més podemos dar una expresién para el
momento de orden k, ya que su funcién generatriz de momentos es una funcién
elemental y por tanto podemos obtener un sistema completo de polinomios
ortogonales respecto de su funcién de densidad, ver Abbey & David (1970).

Stephens (1963,1964) determin6 mediante un procedimiento geométrico las
distribuciones exactas del estadfstico de Watson, para tamanos muestrales
n < 4, asf como la cola inferior para tamafos muestrales superiores. Y uti-
liz6 ajustes de las curvas de Pearson a las distribuciones (usando los cuatro
primeros momentos) para aproximar la cola superior. Otro tipo de aproxima-
ciones empiricas utilizando la simulacién de Monte Carlo, se pueden ver en
Pearson et al. (1962), asi como aproximaciones chi-cuadrado en Tiku (1965),
utilizando los tres primeros momentos. Gotze (1979) proporcioné otro tipo
de aproximaciones en términos de la distribucién asintética, en Csorgd et al.
(1996) podemos comprobar la precisién de tales aproximaciones comparadas
con lo valores exactos si son posibles o los valores obtenidos por simulacién,
para distintos tamanos muestrales.

El estadistico de Cramér-von Mises fue introducido por Cramér (1928) y
estudiado por von Mises (1931) y Smirnov (1939), ver Anderson & Darling
(1952). El estadfstico fue introducido como una alternativa al estadistico de
bondad de ajuste x? de Pearson. Como ya se introdujo en el apartado ante-
rior de esta secci6n, se verifica que el estadistico de Cramér-von Mises es de
distribucién libre siempre que la distribucién a contrastar sea continua y no
dependa de ningin pardmetro desconocido. La distribucién asintética del es-
tadistico de Cramér-von Mises en términos de funciones de Bessel modificadas
de segunda especie, fue obtenida por Anderson & Darling (1952) invirtiendo
la funcién caracteristica, la cual obtuvo en términos de la solucién de una



126 CAPITULO 6. DESARROLLOS EN LA BONDAD DE AJUSTE

cierta ecuacién diferencial. Su expresién es mds complicada que la dada para
la distribucién asintética de Watson. De la misma forma existe una sistema
ortogonal completo, ya que existen todos los momentos de dicha distribucién.

Marshall (1958) determin las distribuciones exactas para n < 3. Stephens
& Maag (1968), determinaron, por un procedimiento geométrico, la distribu-
cién exacta del estadistico en la cola inferior del mismo. Knott (1974) realiz6
una nueva tabulacién del estadistico para 2 < n < 7, por inversién numérica
de la funcién caracteristica. La dificultad de determinar las distribuciones ex-
actas para la cola superior hace necesario el uso de aproximaciones y de forma
andloga al estadistico de Watson, éstas son dadas a través de la curva de Pear-
son usando los cuatro primeros momentos, ver Pearson & Stephens (1962), bien
mediante aproximaciones chi-cuadrado, ver Tiku (1965b), asf como a partir de
la simulacién. Otro tipo de aproximaciones en términos de la distribucién
asintética fue dada por Gotze (1979), ver Csorgd et al. (1996) quién realizé
también un estudio sobre la distribucién exacta del estadistico.

6.3.1. Aproximacién heuristica. Sean F; y F3 dos funciones de dis-
tribucién. Consideremos {9}, un sistema de funciones ortogonales con
respecto a la distribucién F; y la—funcién indicador de la variable aleatoria X
con funcién de distribucién Fi, J(_coq (X) -

Formalmente, tenemos

(6.64) Ieon (X) = Fo () + 3 0 (2) % (=),
/m@ma@

6.6 o () = = 5

(6.6 @)=

y

H%ﬁ=/%@wﬂm,
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la norma de las funciones ortogonales. Tomando esperanzas con respecto de
la distribucién a aproximar, Fi, en (6.64) resulta:

(6.66) Fi(2) = F(2) + ) _ ok (2) Eg, [ (2)]-

Si consideramos los desarrollos truncados en el segundo miembro de (6.66)

obtenemos diversas aproximaciones a la funcién de distribucién Fi, i.e.

(6.67) Fi(z) > Fy (2) +) o (2) By, [ (2)]

Aplicaciones de este procedimiento para aproximar las distribuciones hiper-
geométrica e hipergeométrica negativa en términos de la binomial y binomial
negativa respectivamente, se pueden ver en Lépez-Blazquez et al. (2000a, 20000).

Dada una muestra aletoria de tamafo n, aplicaremos la aproximacién (6.67)
con F) como las distribuciones de Cramér-von Mises y de Watson, respec-
tivamente ya que éstas no son conocidas, al menos para cualquier tamarno
muestral y como Fj sus correspondientes distribuciones asintéticas que estédn
perfectamente determinadas en la literatura. Para ello hemos dado un pro-
cedimiento genérico, aunque explicitamente proporcionaremos aproximaciones
del tipo (6.67) con los cuatro primeros términos, obteniéndose resultados com-
putacionalmente buenos.

6.3.2. Aproximacién a la distribucién de Watson. El estadistico de

Watson es una modificacién del estadistico de Cramér-von Mises, dado por:

2

(6.68) U2 =n / Fo (2) — Fy () — / (F. (2) ~ Fy (2))dFy (z) | dFo(z).

Para llevar a cabo la aproximacién (6.67) necesitamos conocer la expresién
de la distribucién del estadfstico asintético que notaremos por U2, asf como

otras caracteristicas;



128 CAPITULO 6. DESARROLLOS EN LA BONDAD DE AJUSTE

e La funcién de distribucién de U2, ver Watson (1961), que notamos por
Fyz2 viene dada por:
had 2.2,
Fyg (W) =1-) (-1)7 2774, w >0,
k=1

y su funcién de densidad ¢ es igual a:

(—=1)*! 4k2r%e~ 2Ky > 0.

M8

(6.69) ¢ (u) =

x>
i

1

e La funcién generatriz de momentos de U2, ver Watson (1961):

B(2) = 30

Por tanto el momento ordinario de orden j, que notamos por m; viene
dado por:

. (o) -1
4! 3 (—1)
m] a 21_1”21 i=1 12] .

Nosotros utilizaremos los primeros ocho momentos.
¢ Determinamos los polinomios ménicos ortogonales respecto de la den-
sidad (6.69) usando los momentos m; mediante la técnica de los deter-

minantes, ver Chihara (1978). Explicitamente los primeros polinomios

son.
¥ (2) = z-1/12,
hy(z) = z%—0.2619047619z + 0.00003361992945,

Py (z) = z° —0.5389952153x% 4 0.07390350877 — 0.002456092884,
P, (z) z* ~ 0.9157528834z> + 0.2531110208z% — 0.02404995526z +
+0.0006365329436.

I
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e Para aplicar el procedimiento descrito anteriormente, necesitamos cono-

cer las normas de los polinomios ¥, (-) :

iz = 1/360,

llo|l2 = 0.00002991937516,
sl = 0.7139680969 - 1075,
gl = 0.3003525491 - 107"

Por tanto si Fy2 es la funcién de distribucién del estadistico de Watson,

tenemos la siguiente aproximacién:

(6.70) Fysz (z) = Fyz (2) + Y _ o (z) Bn [¥ (2)]
/ i () 6 (v) dy
(®7) @)=

¥ En [y (z)] = Eyz2 [¢, (z)]. Observemos que los coeficientes (6.71) son com-
putables facilmente con cualquier programa matemdtico bésico. Por tanto
tendrfamos los cuatro primeros coeficientes para cada z fijado.

Para conseguir la aproximacién (6.70) , nos faltarfa determinar E, (¢, (z)],
para ello necesitamos los cuatro primeros momentos, m, ; del estadistico de
Watson, U2, que se pueden obtener a partir de los respectivos momentos cen-
trados dados por ejemplo en Stephens (1963). Los momentos son:

e o= L
n,l — 12,
oy L]
™2 T 790 360n’
oo 34 L1
"3 T 90160 30240n @ 2520m2’
127 103 127 1
Mpa =

103200 181440n | 3024002 ~ 3400m°
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Por tanto teniendo en cuenta las expresiones de los polinomios ortogonales y

de los momentos anteriores, se tiene:

En ()] = 0,

11
B[ty ()] = ———=
2 (2)] 3607
1 1
Bn s (z)] = 0.0001413888256— +0.0003965253968 —,
1
E,[9, ()] = —0.00002917077354-:; +0.00005657954363— —

—0.0001 190476190—%.
n

Obviamente esta aproximacién puede ser mejorada considerando més tér-
minos en el desarrollo (6.71) y necesariamente por tanto, conocer momentos
de orden superior a cuatro en la distribucién de Watson.

En la siguiente tabla efectuamos algunas comparaciones con la aproxi-
macién dada por Gotze (1979) y los valores considerados como exactos ob-
tenidos mediante simulaci6n, ver Csorgd et al. (1996):

n |z Fyz (z) | Aprox. (6.70) | Aprox. Gotze
6 |0.2087|0.975 |0.974543315 |0.9742627229
6 |0.2450 | 0.99 0.9900560198 | 0.9894690391
8 10.2121]0.975 | 0.9748605892 | 0.9745985778
8 10.25130.99 0.9900534859 | 0.9897855525
9 {0.25320.99 0.9900191083 | 0.9898242904
10| 0.2548 | 0.99 0.9900143789 | 0.9898700734
10 0.1164 | 0.80 0.8001599380 | 0.8001907288

DISTRIBUCION DE WATSON

En la tabla anterior, hemos considerado tinicamente valores de la cola supe-
rior fundamentalmente porque Stephens (1964) determiné mediante un proce-
dimiento geométrico una expresion exacta para la cola inferior. Como podemos

observar, obtenemos resultados tan precisos como los que obtuvo Gotze (1979).
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6.3.3. Aproximacién a la distribucién de Cramér-von Mises. De
forma andloga al caso anterior, aplicamos el procedimiento descrito a la distri-
bucién de Cramér-von Mises. El estadistico de Cramér-von Mises viene dado
por (6.58),

W2=n / (Fy (z) — Fo () dFy (z) .

Para ello, sea W2, el estadistico asintético de Cramér-von Mises, del cual nece-

sitamos conocer algunas caracteristicas:

e La funcién de distribucién de W2 dada en Anderson & Darling (1952):

(6.72) Fya (z) = 773/2m1/2 Z I (k + 1/2) (4k+1)2.
oo }K1/4{——<4’z;;> 2

donde K, (-), v > —1/2, es la funcién de Bessel modificada de segunda
especie. Su funcién de densidad la podemos obtener derivando la expre-
sién (6.72) .

e Los ocho primeros momentos de W2, podemos obtenerlos a partir de
sus cumulantes explicitados en Pearson & Stephens (1962), resultando:

my = 1/6, mgy = 0.09, mg = 0.02420634921
my = 0.01667989418, m; = 0.01496212121, me = 0.01651200982,
my = 0.02160988831, mg = 0.03269556345.
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e A partir de los momentos y por el método de los determinantes, calcu-
lamos los cuatro primeros polinomios ortogonales respecto de la distri-

bucién asintética:

Y(z) = z-1/6,

Yy (z) = z* —0.7142857143z + 0.06904761905,

¥y (2) = z° — 1.6605415862% + 0.6170535139 — 0.04402152221,

Y (x) = 2zt — 3.0094537092° + 2.542564319z% — 0.6517911511z +
+0.03767163579.

e La norma de los polinomios anteriores:

lull; = 1/45,
[,l2 = 0.002842025699,

[wsll2 = 0.0008935723022,
lwal2 = 0.0005206325960.

Por tanto, con Fy2 la distribucién del estadistico de Cramér-von Mises,

proporcionamos la siguiente aproximacioén:

(6.73) Fyz (z) ~ Fwe (2) + Zak (z) En Y ()],
k=1
con
/ Vi (y) dFwz, (y)
6.74 ay (z) = = )
(6.7 2 Wl

Y En [¢, ()] = Ewz [ ()] . Los denominadores de (6.74) ya estdn determi-
nados, y los numeradores son facilmente computables.
Nos faltarfa determinar E, ¢, ()], y para ello es necesario conocer los

cuatro primeros momentos ordinarios de W2, que determinamos a partir de los
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correspondientes momentos centrados dados en Pearson & Stephens (1964):

1
n,l — 67
™2 T 90 60n’
R S L1
™3 T 9520 15120 126m2

1261 3833 2071 1
Mp4a =

75600 113400n  75600m%  120m3°

De esta forma:

E.[¢, ()] = 0,
11
E, - -2
E. [, (x)] = 0.003204793630% + 0.()07936507937;}—2-,
1 1
E.lps(z)] = ——0.002532738271; + 0.0035096266467—35 - 0.0083333333335.

En la siguiente tabla podemos observar algunas comparaciones con la a-
proximacién dada por Gotze (1979) y los valores considerados como exactos
dados en Csorgt et al. (1996), ya sea bien calculados por el procedimiento
propuesto en Csorg6 et al., bien obtenidos por Knott (1974), o bien mediante

simulacién.
n |z Fw:z (z) | Aprox. (6.73) | Aprox. Gotze
2 10.48901 | 0.975 0.9769954760 | 0.9681751969
2 10.55058 | 0.99 0.9881409934 | 0.9808432316
3 10.8224 |0.999 |0.9981970834 | 0.9978556645
3 10.6398 |0.99 0.9910413971 | 0.9884969825
6 |0.69443 | 0.99 0.9904452092 | 0.9885935585
7 10.34397 | 0.9 0.9002770924 | 0.8998157898
8 10.7072 |0.99 0.9903136860 | 0.9898779312
10| 0.3450 | 0.9 0.99001813058 | 0.8999070681

DISTRIBUCION DE CRAMER-VON MISES
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Como podemos observar la aproximacién (6.73) proporciona resultados tan

precisos como la dada por Gotze.
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