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Notaciones

IRY : Espacio Euclideo N-dimensional.

- Producto escalar Euclideo. Dados A = {A;;} y B = {B;;}, se recurrird a la notacién
A:B=) A;By.
i.j
| - | : Norma Euclidea habitual en RY.
Q : Abierto de RY.
0f) : Frontera del abierto €.
Q : Adherencia de €.
CC: Inclusién estricta de conjuntos; ' CC Q equivale a decir que ' C .
v, " : Abiertos relativos de 0f).
(0,7), con T > 0 : Intervalo temporal de observacién.
Q=0x(0,T).
Y=00x(0,7T).
1, : Funcion caracteristica del conjunto w.
V : Operador gradiente.
A : Operador Laplaciano.
V- : Operador divergencia.
n = n(z) : Vector normal unitario en el punto x € 99 orientado hacia el exterior de €.
0; : Derivada parcial respecto de t.
0, : Derivada en la direccién n.
sop : Soporte de una funcion.

dxz : Elemento de volumen para la integracién de Lebesgue habitual en RY.

v



D(92) : Espacio vectorial de las funciones “test” habituales, de clase C*°(Q2) y de soporte
compacto contenido en (2.

D'(Q2) : Espacio de las distribuciones sobre €2, es decir, aplicaciones lineales y continuas
de D(Q2) en R (para la topologia limite inductivo habitual en D()).

LP(2) : Espacio de Banach de las (clases de) funciones de © en IR, medibles y
p—sumables.

L7 () : Espacio de Fréchet de las (clases de) funciones localmente p-sumables, i.e.:

p-sumables en cada compacto K C (2.

Wm™P(Q) (m € IN) : Espacio de Banach de las (clases de) funciones de LP(f2), cuyas
derivadas en D'(2) de orden < m son también de LP(2).

Wy (Q) : Cierre de D(§2) en W™P((Q2).
H™(Q) = Wr2(Q) y HP(Q) = W(9).
I~ llr:2 (resp. | - [[r:q) - Norma en L7(€2) (resp. en L"(Q)), para r € [1,00).
| - [|oo : Norma en L®(Q) o en L=®(Q)N.
| - ||oo;x : Norma en L*>®(X).
Sea B un espacio de Banach.

|- |l : Norma en B.

LP(B) = L?(0,T; B) : Espacio de Banach de las (clases de) funciones f : [0,7] — B
medibles y tales que la funcién t € [0,7] — ||f(t)||sp (definida c.p.d., i.e.: casi por
doquier) es p—sumable.

C([0,T]; B) : Espacio de Banach de las funciones f : [0, 7] — B que son continuas.

Sean r € [1,00), d € [0,T) y un abierto V C RY arbitrarios.

X6, T;V) = {u:ue L5, T; W?"(V)), yu € L™(6,T; L"(V))}, que es un espacio de
Banach dotado de su norma natural ||u||x-@7r0v) = |[w]|Lrsmwer o) + |00 Lr5msm(v))-

X" = {u:u e L'0,T;W?>(Q) N W,"(Q)), du € L"(Q)}. La norma en él se
denotard por || - || xr.

N
L7(0, T, W () i ore {2, A 1},
2
Z, = .
CO@QNLIO, T W () si 7>+ 1



Sean 3 € (0,1) y u € C°(Q).

lu(z,t) —u(a’,t)| |u(z,t) — u(x,t/)|.

[u] 55 = sup +su
R |z — a!|f ) |t—t’|§
z#a:/ t;tt/

< oo}, que es un espacio de Banach con su norma

Ox; o] [t — t’l#
_ — 0 45— )
C+01+4(Q) = {“ € COQ): 9% e O Q) Vi, du € Cﬂ’g(@} |
o

o € CHO5(Q) Vi, Dyu € C”ﬁ’lgﬁ@} :

2
CntB. 5 (¥) : Espacio de Banach formado por las restricciones a ¥ de las funciones de
ﬁ p—

CHB "2 (Q), n = 1,2, 3.

| - |n+ﬁ,%5;i : Norma en el espacio de Banach C’”Jrﬁ’nTw(f), n=1,23.
| | 2(s1)nc 2y - Norma en el espacio L*(0,T; H'(2)) N C([0, T]; L*(9)).
|| - ||L2(H5)OC(L2) : Norma en el espacio L?(0,T; H3(Q2)) N C([0,T); L*(2)).

IE ||L2(07T;H20H5)OC(H5) : Norma en el espacio L2(0,T; H*(Q)NH(Q))NC ([0, T]; Hi()).
f * g : Convolucién de f con g.

(+,+) : Producto de dualidad genérico entre un espacio de Banach y su dual.

—: Inyeccion continua.

—2: Inyeccién compacta.
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Introduccion

En la presente Memoria se analizan diversos problemas de controlabilidad
relacionados con sistemas parabdlicos no lineales acoplados.

De manera general, un problema de controlabilidad puede formularse de la siguiente
forma: Supongamos dado un sistema de estado gobernado por una EDP (o sistema
de EDPs) que evoluciona en un intervalo temporal [0,7] junto con determinadas
condiciones inicial y de contorno. Supongamos que es posible actuar sobre el sistema
desde el exterior mediante una funcién control que se toma en un conjunto U,, de
controles admisibles. Fijado v € U,q4, llamaremos estado asociado al control v a la
correspondiente solucién y, = y,(t) del sistema de estado. Dados yq e y4 en determinado
espacio de Banach H donde la ecuacion de estado tiene sentido, estamos interesados en
“conducir” el sistema desde yg en t = 0 hasta y; en t = T', es decir, queremos encontrar
un control v tal que

Yo(T) = Ya.
Si esto es posible para cualesquiera g, yq € H, diremos que el sistema es exactamente

controlable en H en el instante 7T'. Si, como se pone de manifiesto en muchos ejemplos,
la condicién anterior es demasiado restrictiva, es natural relajarla reemplazandola por

Y, (T') pertenece a un entorno “pequeno” de y,.

Si esto es posible, diremos que el sistema es aprorimadamente controlable en H en
el instante T'. Por otro lado, diremos que el sistema es exactamente controlable a
trayectorias en el instante 7' si para cualquier yy € H y cualquier trayectoria y* acotada
y definida en [0, 7] (asociada a ciertos y € H y v* € Uyq) existe un control v tal que
el correspondiente estado y, satisface

yo(T) = y*(T).

Finalmente, diremos que el sistema es exactamente controlable a cero en el instante T’
si para cualquier gy en H existe un control v tal que el estado y, asociado a v verifica

yo(T) = 0.

El objetivo principal de la Memoria es aportar nuevos resultados de controlabilidad
para algunos sistemas parabdlicos acoplados no lineales cuando ejercemos un control



distribuido que actida en una unica ecuacién del sistema a través de un abierto
arbitrariamente pequeno contenido en el dominio. Nos centraremos principalmente en
analizar la controlabilidad exacta a cero (y aproximada) de sistemas de dos ecuaciones
del calor acopladas (lineales o semilineales), para distintos tipos de condiciones de
contorno, cuando hay un tinico control, mientras que queremos conducir a cero (o tan
préximo como queramos a un estado deseado), bien la variable sobre la cual el control
no actia directamente, bien las dos variables que intervienen. Este problema es més
dificil que el problema de controlabilidad nula para una sola ecuacién del calor (lineal
o semilineal) puesto que, incluso en el caso lineal, surgen dificultades adicionales que
provienen del acoplamiento de las dos ecuaciones.

Es bien conocido que la controlabilidad exacta a cero de un sistema parabdlico
lineal equivale, basicamente, a probar la llamada desigualdad de observabilidad para las
soluciones del sistema adjunto asociado, desigualdad que se deduce de una estimacion
global de tipo Carleman para estas mismas soluciones. Para probar la controlabilidad
nula de un sistema parabdlico lineal acoplado mediante un solo control tenemos
que obtener una desigualdad de tipo Carleman que nos permita acotar todos los
términos que aparecen a la izquierda en las estimaciones usuales de Carleman para
las soluciones del sistema adjunto (acoplado) en funcién, dnicamente, de una de las
variables intervinientes “localizada” en un subconjunto del abierto de control. La
primera desigualdad de tipo Carleman para este tipo de sistemas fue probada por
L. de Teresa en [51] para dos ecuaciones del calor lineales (con términos de orden cero)
acopladas. En [2], los autores prueban, con una técnica diferente, una desigualdad
de tipo Carleman para un nuevo sistema lineal acoplado llamado modelo (lineal) de
campo de fases. Las estimaciones de tipo Carleman que probamos en el Capitulo 1
de la Memoria generalizan las obtenidas en [51] y [2] a sistemas lineales acoplados
mas generales y jugaran un papel fundamental en la demostracién de los resultados
principales que presentamos.

Para estudiar la controlabilidad nula de sistemas no lineales, una estrategia ya
clésica, introducida por E. Zuazua en [54] en el contexto de la ecuacién semilineal de
ondas, se basa en combinar un resultado de controlabilidad nula para el correspondiente
sistema linealizado y un argumento adecuado de punto fijo (véanse también [53], [56],
[19], [24], [51],...). La presencia de no linealidades con crecimiento superlineal en el
infinito hace necesaria la construccion de “buenos” controles junto con estimaciones de
los mismos respecto del tamano de los datos del problema. En [5] y [24], los autores
introducen dos técnicas diferentes para la construccion de controles regulares en el
caso de una sola ecuacién del calor. En el Capitulo 3 de la Memoria desarrollamos una
estrategia alternativa a las introducidas en [5] y [24] que permite abordar el estudio,
mas complejo, de la controlabilidad nula de sistemas acoplados superlineales.



Motivaciéon y objetivos

Sea @ C RY (N > 1) un dominio acotado con 99 de clase C? (al menos) y
pongamos QQ = Q2 x (0,7) y ¥ =002 x (0,T), con T > 0 dado. Consideramos asimismo
un abierto no vacio w C §2 arbitrariamente pequeno, el abierto de control.

e Uno de los problemas que abordamos extensamente en la Memoria es
la insensibilizacion de un funcional asociado a un sistema de estado, problema
estrechamente relacionado con la controlabilidad nula de sistemas acoplados que
fue formulado por primera vez por el Profesor J.-L. Lions en [42]. Para fijar ideas,
consideremos una ecuacién del calor semilineal

Oy — Ay + f(y) = +oly en @, (1)

donde f es una funcién de clase C! y globalmente Lipschitziana definida sobre IR,
£ € L*(Q) es una fuente de calor dada y v € L*(Q) es una funcién control por
determinar. Para simplificar la exposicion, supondremos aqui que

y =0 sobre X, (2)

pero, de hecho, pueden darse otro tipo de condiciones de contorno. Supongamos que
la condicién inicial es parcialmente conocida, es decir, podemos escribir

y(@,0) = yo(x) + 7 go(x) en €, (3)

donde 7y es un valor conocido que aproxima el valor de y(-,0) y 79 es el error
(desconocido) que afecta a esta aproximaciéon. Aqui, 7 representa una funcién de
norma uno (por ejemplo, en el espacio de funciones de cuadrado integrable, L?(Q))
y 7 es un numero real desconocido que se supone pequeno.

Nos planteamos si serfa posible actuar sobre el sistema (accién humana) para
obtener mediciones en cierta regién del dominio que sean independientes de las
incertidumbres en las condiciones iniciales. Mas precisamente, sea O C {2 un abierto
no vacio (abierto de observacion) y consideremos el funcional ® definido por

1
P(y(z,t;7,0)) = 5//@ (OT)\y(m,t;T,v)Ided@ (4)
XU,

donde y = y(-,-;7,v) es la solucién de (1)—(3) asociada a 7 y a v. Este funcional es
uno de los “ejemplos modelo” propuesto en [42] y el considerado en los posteriores
trabajos sobre problemas de insensibilizacién, aunque hay otras “mediciones” posibles.
El problema de “insensibilizar” el funcional ® consiste en buscar un control v que
actie lo menos posible sobre el sistema (de ahi que se concentre sobre un abierto, w,
que puede ser muy pequeno) y tal que la energia del sistema (1)—(3) en el abierto
de observacion O sea localmente insensible a las pequenas perturbaciones, 7y, en la
condicién inicial. Mas precisamente, se tiene la siguiente:
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Definicién (Definicion 2.1, p. 45) Decimos que un control v insensibiliza el funcional ®
dado por (4) si se verifica

0P (y(-, 5 7,v))
or

=0 Vi€ LQ(Q) con HQOHQ;Q =1. (5)

7=0

En [42] y [8] se prueba que, en este marco, un control v insensibiliza el funcional ®
definido en (4) si y sélo si v resuelve el problema “no estdndar” de controlabilidad
exacta a cero:

Oy — Ay + fly) =& +vl, en @,
y =0 sobre X, y(x,0) =yo(z) en ,

—0q — Aq+ f'(y)g =ylo en Q,
qg=0 sobre ¥, ¢(z,T)=0 en Q,

q(z,0) =0 en Q. (8)

Asi, en problemas de insensibilizacion estamos en presencia de un problema de
controlabilidad nula para un sistema en cascada donde el control no actia directamente
sobre la EDP que verifica la funcion que queremos conducir a cero después de un
intervalo de tiempo de longitud T, sino que actia indirectamente, a través de y. El
problema a analizar es mas dificil que el problema de controlabilidad nula para una
sola ecuacion del calor (lineal o semilineal) debido a que surgen dificultades adicionales
que provienen del acoplamiento de las dos ecuaciones.

Este problema ha sido estudiado en [8] y [51] para no linealidades globalmente Lips-
chitzianas y condiciones de contorno de tipo Dirichlet cuando w N O # (). En primer
lugar, en [8] los autores relajaron el problema planteado y probaron la existencia de los
llamados controles e—insensibilizantes (ver (2.6), p. 46) para condiciones, tanto inicial
como de contorno, parcialmente conocidas (y cualquier yy en L?(Q2)). Un resultado
similar se demostré en [52] en el caso de dominios €2 no acotados. En [51] se probd,
por un lado, que no podemos esperar la existencia de controles insensibilizantes para
cualquier yo € L*(Q) cuando Q \ @ # 0, incluso si f = 0. Por otro lado, para 3, = 0,
L. de Teresa demostro, bajo hipotesis adecuadas sobre &, la existencia de controles tales
que se verifica la condicién de insensibilizacion (5) (véase el Teorema 1, p. 42, [51]).
Serdn hipdtesis esenciales en lo sucesivo que w N O # () (tanto para la existencia de
controles insensibilizantes como e—insensibilizantes) y que el dato inicial y, sea nulo
(para la existencia de controles insensibilizantes).

A la vista de los resultados conocidos sobre controlabilidad nula para una sola
ecuacion del calor semilineal (cf. [19], [56], [5], [24], [17],...), nuestro principal objetivo
fue, en principio, extender el Teorema 1 de [51] a no linealidades més generales:
primero, a no linealidades de la forma f(y, Vy), con f : R x RY — IR globalmente
Lipschitziana, y seguidamente a no linealidades de la forma f(y) 6 f(y,Vy) con
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determinado crecimiento superlineal en el infinito. Como segundo objetivo, nos
propusimos generalizar el mencionado resultado al caso en que se consideran otro tipo
de condiciones de contorno, en concreto, al caso de condiciones de contorno (lineales o
no lineales) de tipo Fourier (o Robin). Nos planteamos finalmente estudiar la existencia
de controles e-insensibilizantes (y, a ser posible, insensibilizantes) en el caso del sistema
de Stokes y otros problemas parabdlicos. La discusion de estos problemas es abordada
en los Capitulos 2 y 3 de la Memoria.

e Nos interesamos seguidamente en la investigacion de las propiedades de
controlabilidad de un nuevo sistema parabdlico acoplado no lineal, conocido como
sistema de campo de fases, cuando controlamos solamente a través de una de las
ecuaciones. Los modelos de campo de fases proporcionan una descripcién matematica
para problemas de frontera libre asociados a una amplia clase de procesos fisicos
que transcurren con una transicion de fases, entre los que se incluyen los procesos
de solidificacion y fusion.

Hasta lo que conocemos, los tnicos resultados en la literatura relacionados con la
controlabilidad de un sistema no lineal de campo de fases con un tnico control son los
probados en [2]. En este trabajo se considera un sistema de campo de fases de la forma:

ou — Au=—-A¢+vl, en Q,

o — Ap+h(p) =u en Q,
u=0, ¢ =0 sobre X,

u(#,0) = uo(z),  ¢(x,0) = go(x) en €,

donde h € C'(R), (ug,do) es conocido en un espacio apropiado y v € L*(Q) (al
menos) es un control por determinar que actia en la EDP de la entalpia u a través
de un subconjunto abierto no vacio w C €2 arbitrariamente pequeno (la funcién ¢ se
conoce como pardmetro de fase). Para 1 < N < 6, los autores prueban un resultado de
controlabilidad exacta a trayectorias para el anterior sistema cuando h verifica h(0) = 0
y la hipotesis

|7 (s)]

lsl—o0 | s| log®%(1 + |s]) 0 ©)
Es natural e interesante proponerse analizar modelos de campo de fases maés
generales que permitan, en lo posible, revelar la complejidad del fenémeno fisico. Ello
motivé la idea de plantearnos generalizar los resultados de [2] al caso de un modelo
de campo de fases que, ademds de no linealidades de la forma h(¢), en la ecuacién del
parametro de fase ¢, contemple no linealidades que dependen de la entalpia u y del
gradiente de ésta, en la ecuacion para u. El siguiente paso seria analizar las propiedades
de controlabilidad de sistemas parabdlicos acoplados no lineales mas generales que el
modelo considerado, por ejemplo, a modelos similares con no linealidades de la forma
f(u,Vu, ¢, Vo) y/o h(p, V). Estas cuestiones son comentadas en el ultimo capitulo
de la Memoria y se veran con més detalle en el articulo en preparacién [29].




Principales aportaciones originales

A continuacién, haremos una breve descripcién de los resultados originales que
aportamos en la Memoria y de las principales ideas usadas en las demostraciones.

El Capitulo 1 estd dedicado a obtener las estimaciones de tipo Carleman que
se precisan para probar los resultados sobre controlabilidad de sistemas parabdlicos
acoplados que presentamos en los capitulos siguientes. Obtenemos una primera
estimacion de Carleman para un sistema en cascada de dos ecuaciones lineales del calor
con términos de primer orden y condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas
(ver el Teorema 1.4). Seguidamente probamos una estimacién andloga a la anterior
cuando se consideran condiciones de contorno lineales de tipo Fourier (cf. Teorema 1.6),
finalizando el capitulo con una desigualdad de Carleman para un modelo lineal de
campo de fases. Para probar estos resultados, adaptamos la demostracion de la
estimacién de Carleman obtenida en [51] a cada una de las situaciones consideradas.
Ademas, en los Teoremas 1.4 y 1.7, damos la expresion explicita de las constantes que
aparecen en la correspondiente estimacion de tipo Carleman con respecto a T y al
tamano de los potenciales y ello sera esencial en lo sucesivo.

En el Capitulo 2 se recogen nuevos resultados de existencia de controles
insensibilizantes para algunos sistemas parabdlicos lineales y sublineales que extienden
el Teorema 1 de [51] en algunas de las direcciones que indicamos anteriormente.
Consideramos dos abiertos no vacios arbitrariamente pequenos w, O C Q (los abiertos
de controly de observacion, respectivamente). En primer lugar, obtenemos un resultado
de existencia de controles que insensibilizan la energia en O del sistema

aty_Ay+f(yvvy) :£+U1w en Q7
y =0 sobre X, y(x,0)=r717go(x) en £,

donde f : (s,p) € R x RN — f(s,p) € R es una funcién de clase C*! globalmente
Lipschitziana tal que f(0,0) =0y &, 7 e gy son como en (1)—(3) (cf. Teorema 2.2). En
segundo lugar, probamos un resultado andlogo al anterior (ver el Teorema 2.3) para el
sistema

Oy — Dy + Fly) = €+ vl en Q,

Oy + hy =0 sobre X,

y(x,0) = T go(x) en

donde F' : R — IR es una funcién de clase C' globalmente Lipschitziana tal que
F(0) =0, h € L*(X), con Oh € L>*(X) y donde £, T e g son como antes (aqui, O,
denota la derivacién con respecto a la normal unitaria exterior a df2).

En ambos casos, la existencia de controles insensibilizantes se reformula de
manera equivalente como un problema de controlabilidad nula para un sistema en
cascada. De acuerdo con los resultados principales probados en [51], probaremos los
Teoremas 2.2 y 2.3 bajo la hipdtesis geométrica esencial w N O # (). Ademds, el
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término fuente £ debe decaer rdpidamente a cero cerca del instante inicial ¢ = 0. Las
pruebas de estos resultados, inspiradas en las de otros conocidos sobre controlabilidad
para sistemas no lineales (véanse [54], [19], [24], [51],...), se basan en resultados
de controlabilidad nula para sistemas lineales similares al correspondiente sistema
linealizado en cascada y argumentos adecuados de punto fijo. El punto clave de ambas
demostraciones reside en la obtencion, en el caso lineal, de adecuadas desigualdades de
observabilidad para las soluciones del correspondiente sistema adjunto acoplado (véanse
los Teoremas 2.4 y 2.6), las cuales se deducen de las estimaciones de tipo Carleman
establecidas en los Teoremas 1.4 y 1.6 de la Memoria.

En la ultima seccion del segundo capitulo presentamos algunos resultados sobre la
existencia de controles e-insensibilizantes para el sistema de Stokes, bajo la hipdtesis
wN O # (. Haremos notar asimismo las dificultades para obtener un resultado de
existencia de controles insensibilizantes en este caso.

El proposito del Capitulo 3 de la Memoria sera analizar la existencia de controles
insensibilizantes para una ecuacién del calor semilineal cuando se consideran términos
no lineales con cierto crecimiento superlineal en el infinito.

Comenzaremos estudiando el caso de condiciones de contorno de tipo Dirichlet
homogéneas:

{ Ay — Ay + fly) =& +vl, en Q, (10)

y =0 sobre X, y(z,0) =77g(r) en €,

siendo f una funcién de clase C' definida sobre IR con determinado crecimiento
superlineal en el infinito, £ una fuente de calor conocida y suficientemente regular,
7 € IR desconocido y pequeno, e 7y desconocido en un espacio de Banach apropiado X
que se inyecta de forma continua y densa en L?*(€2), con ||go||x = 1.

Consideraremos nuevamente el funcional ® definido en (4), siendo ahora y =
y(+,+;7,v) una solucién de (10) (asociada a 7 y a v) definida en (0,7), cuando ésta
exista. Debido al crecimiento superlineal de f en el infinito, el problema (10) podria
no admitir solucién definida en todo el intervalo [0,7] para cualesquiera £ y v. Este
hecho hace que cambiemos ligeramente en este marco la nociéon usual de control
insensibilizante (véase la Definicién 3.1, p. 83, de la Memoria). El resultado que
obtenemos es el siguiente:

Teorema (Teorema 3.8, p. 99) Supongamos que wNO # (. Sea f € C*(R) verificando
f"e Lig.(R), f(0)=0y
f'(s)

loc
Iim ———~%—
|s|—o0 log(1 + |s|)

N
Sea r € (5 +1, oo) Entonces, para cualquier £ € L™(Q) tal que

//Q exp <tl3> €|? dz dt < oo, (11)
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existe una funcion control v € L"(Q) que insensibiliza el funcional ® dado por (4) en
el sentido de la Definicion 3.1. U

La busqueda de controles que insensibilicen la energfa del sistema (10) en O nos
va a llevar de nuevo a analizar el problema de controlabilidad nula (6)—(8), donde la
primera ecuacién es ahora superlineal. Como en el caso en el que f tiene crecimiento
sublineal en el infinito, la prueba de este resultado combina un argumento de punto fijo
con el estudio de la controlabilidad nula del correspondiente sistema linealizado. Como
en [5] y [24], también en este caso obtendremos controles “regulares” que resuelvan el
mencionado problema lineal de controlabilidad junto a estimaciones de dichos controles
con respecto a los datos.

En el capitulo que nos ocupa desarrollamos una técnica de construccion de controles
regulares para resolver problemas de controlabilidad nula para sistemas parabdlicos
lineales acoplados donde juega un papel esencial el efecto regularizante del problema.
Esta estrategia va a permitir demostrar el Teorema 3.8 y, en general, dar una nueva
demostracion de resultados conocidos de controlabilidad nula para ecuaciones del calor
no lineales, asi como probar nuevos resultados de controlabilidad nula para sistemas
parabodlicos que no son abordables con las técnicas existentes.

Posteriormente ofreceremos un resultado de insensibilizaciéon de cardcter negativo
para ciertas no linealidades con comportamiento superlineal en el infinito. Es el
siguiente:

Teorema (Teorema 3.11, p. 110) Existen funciones f € CY(IR) werificando f” €
Li.(R), f(0) =0y

|f(s)] ~ |s|log™(1 + |s]) cuando |s| — oo, (12)

con « > 2, y existen términos fuente £ € L>(Q) satisfaciendo (11), para los que no es
posible encontrar funciones control que insensibilicen el funcional ® dado por (4) en el
sentido de la Definicion 3.1. O

Para demostrar este resultado, veremos que, para ciertas funciones f como en el
enunciado y ciertos términos fuente £ € L*(Q) que se anulan para t € (0,%,), con
to € (0,7, la solucién y de (6) asociada a cualquier control v explota antes del instante
t =Ty, por consiguiente, el funcional ® definido en (4) no puede ser insensibilizado.

Como tltimo resultado de la seccion dedicada al caso de condiciones de contorno
de tipo Dirichlet homogéneas, veremos un resultado de existencia de controles
insensibilizantes que simultaneamente dan la controlabilidad exacta a cero, es decir,
controles para los cuales el sistema en cascada (6)—(7) (con yo = 0) admite una solucién
(y,q) que verifica, simultdneamente, g(z,0) = 0 e y(z,T) = 0 en Q (cf. Teorema 3.12).
Una hipdtesis natural sobre el término fuente ¢ en este caso es que decaiga rdpidamente
a cero, no solo cerca de t = 0, sino también cerca del instante final t = T.

Finalmente, analizaremos el caso de una ecuacion del calor semilineal con
condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier:
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Oy — Ay + F(y) =& +vl, en Q,
Oy + f(y) =0 sobre X, (13)
y(x,0) = T go(x) en

donde F, f € C'(IR) son dos funciones dadas con crecimiento arbitrario en el infinito,
¢ es conocido y suficientemente regular, 7 € R es desconocido y pequeno, e gy es
desconocido en un nuevo espacio de Banach X que se inyecta de forma continua y
densa en L*(2), con ||go|x = 1. En este contexto, probaremos el siguiente resultado
local de existencia de controles insensibilizantes (en el sentido de la Definicién 3.2):

Teorema (Teorema 3.18, p. 121) Supongamos que 02 € C**P para algin 3 € (0,1) y
wNO # 0. Sean F, f € C?(R) verificando F(0) = f(0) = 0. Entonces, existen dos

constantes positivas M y n (que dependen de Q, w, O, T, F y f) tales que, para
cualquier £ € Cﬁ’g(@) verificando
M
exp <2—t>§

podemos encontrar un control v € C,&%(@) que insensibilice el funcional ® definido
por (4).

La bisqueda de controles que insensibilicen la energia del sistema (13) en O nos
va a llevar de nuevo a analizar un problema de controlabilidad nula para un sistema
acoplado de dos ecuaciones del calor con condiciones de contorno de tipo Fourier (la
primera de ellas, de tipo semilineal y con condicién de contorno no lineal), el cual
se resolverda usando sendos argumentos de linealizacién y de punto fijo. Analizando
un problema de controlabilidad nula lineal similar, pondremos de manifiesto que los
potenciales a,b € L*°(3) que aparecen en las condiciones de contorno han de tener
derivada temporal también en L*°(X). Ello hard que tengamos que buscar un punto fijo
y, en consecuencia, también controles, en determinados espacios de Holder. Una cons-
truccién similar a la utilizada en el caso de condiciones de contorno de tipo Dirichlet
nos permitira construir, en el caso lineal, controles con regularidad Holderiana a partir
de controles en L*(Q). Este punto serd el mds importante en la resolucién de este
problema.

En el Capitulo 4 de la Memoria nos centraremos principalmente en analizar las
propiedades de controlabilidad del sistema no lineal de campo de fases

<,
2;Q

|£|B7§;§ +

Ou — Au + f(u,Vu) = —A¢p +vl, en Q,
o — Ao+ h(¢) =u en Q,

u=0, ¢ =0 sobre X,

u(@,0) = uo(x), 6,0 = do) en O,

(14)
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donde f : R x RY — R es localmente Lipschitziana, h : R — IR es una funcién
de clase C', el dato inicial (ug, o) estd dado en un espacio apropiado y v es el
control por determinar. Supondremos que las no linealidades consideradas tienen
determinado crecimiento superlineal en el infinito. Mas precisamente, supongamos que
f(s,p) = g(s,p)s + G(s,p) - p para cualquier (s,p) € R x RY. En primer lugar,
demostramos un resultado de controlabilidad exacta a cero del modelo considerado
cuando se verifican, entre otras, las hipdtesis (9),

G
m 3192(8,19)| e TN L. Y)Y
lsl—o0 log®?(1 + |s|)

lsl—o0 log"/?(1 + |s|)

estos dos limites, uniformes en p (ver el Teorema 4.8). Seguidamente mostramos un
resultado de controlabilidad exacta a trayectorias bajo hipétesis ligeramente diferentes
sobre las no linealidades, el cual generaliza los resultados obtenidos en [2] (véase
el Teorema 4.9). Como consecuencia de este teorema, probamos un resultado de
controlabilidad aproximada para el sistema (14), el Teorema 4.10.

El Teorema 4.8 y el resultado principal de [2] se prueban, como viene siendo
habitual, mediante linealizacién y argumentos adecuados de punto fijo. La presencia
de no linealidades con crecimiento superlineal en el infinito hace nuevamente necesaria
la construccion, en el caso lineal, de “buenos” controles (y estimar la norma de los
mismos) que permitan obtener un punto fijo en espacios apropiados. La diferencia
esencial entre nuestra aportacién y la de F. Ammar Khodja et al. en [2] reside en
las distintas técnicas empleadas para construir tales controles. Es importante resaltar
que el modo en que procedemos aqui permite que los resultados que presentamos sean
vélidos para dimensiones N > 1 arbitrarias, mientras que la técnica usada en [2] sélo
es valida cuando 1 < N < 6. Ademas, estos resultados pueden extenderse a sistemas
parabdlicos acoplados no lineales més generales, a saber, sistemas de la forma (14),
donde la no linealidad en la ecuacién de u es de la forma f(u, Vu, ¢, Vo).

Los resultados que aparecen en el segundo capitulo de la Memoria junto con
las desigualdades de Carleman requeridas en cada caso constituyen la base de la
referencia [11]. Los resultados del Capitulo 3 se han recogido en varios trabajos (cf. [9],
[10] y [12]) y algunas de las generalizaciones que han quedado pendientes se veran
en [30]. Finalmente, el contenido del cuarto capitulo corresponde a la referencia [29],
actualmente en preparacion.

Comentarios adicionales y algunos resultados que
quedan pendientes

La técnica de construccién de controles regulares (a partir de controles en L*(Q))
desarrollada en esta Memoria puede aplicarse al estudio de la controlabilidad nula de
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la ecuacion semilineal

Oy — Ay + f(y, Vy) = vl, en Q,
y=0 sobre &, y(z,0) =y°(x) en Q,

con f de clase C! con determinado crecimiento superlineal en el infinito. De hecho,
pueden obtenerse controles en C*3(Q), con a € (0, 1), para datos suficientemente
regulares.

Esta estrategia de construccién de controles regulares ha sido utilizada en [16] para
probar un resultado local de controlabilidad nula para la ecuacion clasica del calor con
condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier y, en la actualidad, esta siendo
utilizada por M. Gonzélez-Burgos y L. de Teresa para probar la controlabilidad exacta
a cero de una ecuacion del calor semilineal con un término superlineal de la forma
f(y, Vy) en dominios no acotados (cf. [28]).

Durante el tiempo que hemos trabajado en las aportaciones que han permitido
elaborar esta Memoria, han ido surgiendo diversos problemas estrechamente relaciona-
dos con los resultados obtenidos y que no han podido ser resueltos hasta el momento.
Finalizaremos esta introduccién comentando brevemente algunos de estos problemas,
sobre los que pretendemos seguir nuestra investigacién. Remitimos al lector a la ultima
seccion de cada capitulo de la Memoria para los detalles.

1. Una cuestion interesante seria intentar dar condiciones suficientes sobre yy para
garantizar la existencia de controles insensibilizantes en las distintas situaciones
consideradas. En [51], la autora da un resultado positivo sobre existencia de
controles insensibilizantes para una clase pequena de datos iniciales cuando f =0
y O = Q (véase el Lema 2 de [51]). Para una ecuacién del calor con un potencial
en L*°(Q), e incluso para la ecuacién clésica del calor cuando O # €, el problema
sigue abierto.

2. La hipdtesis geométrica w N O # () es esencial para demostrar tanto la existencia
de controles e-insensibilizantes como la de controles insensibilizantes. Por el
momento, ambos problemas estan lejos de ser resueltos para abiertos de control y
de observacion disjuntos. Hasta lo que conocemos, sélo existen algunos resultados
parciales de existencia de controles e-insensibilizantes en esta direccién (cf. [47] y
[48]). Por otro lado, la existencia de controles insensibilizantes cuando w N O = ()
es un problema completamente abierto.

3. A la vista de los resultados conocidos de controlabilidad nula para una ecuacién
del calor semilineal con condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas
(véase el Teorema 1.2 de [24]), resulta natural proponerse extender el Teorema 3.8
de la presente Memoria a no linealidades f con crecimiento de orden

|f(s)] ~ |s|log®(1 +|s]) cuando |s| — 00, conl<a<3/2.
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La idea en [24] consiste en controlar el sistema a cero en un tiempo pequeno para
evitar la explosiéon de la solucién y tomar v = 0 durante el resto del intervalo
temporal. Pero esta estrategia falla en nuestro problema: por un lado, en los
problemas de insensibilizacién, tanto la condiciéon inicial como la final estan fijas
y, ademas, hay un término fuente en la ecuacion. Asi, el problema sigue abierto
para tales no linealidades.

Seria también de interés generalizar el resultado establecido en el Teorema 2.2 a
no linealidades f(y, Vy) para funciones f con cierto crecimiento superlineal en el
infinito. Para ello, en una primera etapa deberian construirse controles en L™(Q),
r > N + 2, que resuelvan un problema de controlabilidad nula para un sistema
de dos ecuaciones del calor lineales acopladas. Desafortunadamente, la técnica
de construccion de controles regulares desarrollada en el Capitulo 3 no puede
aplicarse en este caso debido a la falta de regularidad introducida por un término
de la forma —V - (Dgq), con D € L*™(Q), que aparece en la segunda ecuacién
(véase (3.103)—(3.104)). De este modo, este problema también permanece abierto
para las no linealidades indicadas.

Recientemente, E. Fernandez-Cara y otros autores (cf. [21]) han obtenido una
desigualdad de Carleman para un sistema (adjunto) general de la forma

Oz —Az=f1+V-fy enQ,
Onz+ fo-n = f3 sobre X
2(z,0) = 2%x) en Q,

donde f; € L?(Q), f» € L*(Q)N v f3 € L*(¥). Como consecuencia, se puede
probar una desigualdad de tipo Carleman que generaliza la establecida en el
Teorema 1.6 de la Memoria al caso de sistemas lineales acoplados mas generales

de la forma
Op—Ap+D-Vo+cp=0 en Q,

On + kp =0 sobre X,
p(2,0) = ¢°(x) en Q,
—0p — A =V - (BY) + ayp = plo en Q,
Onth 4+ (B -n+ h)y =0 sobre 3,
P(x,T) =4°(x) en Q,
con a,c € L>=(Q), B,D € L®(Q)N, ©°,4° € L?*(Q) y h, k s6lo en L=(X). Aqui, O
es nuevamente un subconjunto abierto de € tal que w N O # (). Asi, combinando
argumentos de linealizacion y de punto fijo, puede probarse un resultado de

existencia de controles insensibilizantes para una ecuacién del calor semilineal con
término no lineal dependiendo del estado y de su gradiente cuando se consideran
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condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier, para ambas no linealidades
con crecimiento sublineal en el infinito. Asimismo queda pendiente un resultado
global de existencia de controles insensibilizantes para una ecuacién del calor
semilineal con término no lineal f(y) y condiciones de contorno no lineales de
tipo Fourier, para no linealidades con determinado crecimiento superlineal en el
infinito. Estos resultados quedaran recogidos en el trabajo en elaboracién [30].

Algunos comentarios relacionados con la e-insensibilizacion e insensibilizacién de
sistemas de tipo Stokes con condicién inicial parcialmente conocida podrian ser
los siguientes:

(a) Queda pendiente de analizar la posible generalizacién de los resultados que
presentamos en la Seccién 2.3 al caso de un sistema de quasi-Stokes y al caso en
que se consideran otro tipo de condiciones de contorno tales como condiciones de
tipo Fourier no lineales.

(b) Un problema interesante (y dificil) que cabe plantearse investigar es la
existencia de controles insensibilizantes para un sistema de Stokes con condicion
inicial parcialmente conocida. El problema se reduce a resolver un problema
de controlabilidad nula para un par de sistemas de Stokes en cascada. Para
poder obtener un resultado positivo, habria que probar una desigualdad de
observabilidad para las soluciones ¢ y 1/ del correspondiente sistema adjunto.
El punto clave estaria en obtener una desigualdad de tipo Carleman que nos
permita acotar ciertos términos globales de ¢ y 1 en funciéon de una sola de las
variables (localizada en un abierto w C € tal que w N O # (), pero ello es dificil
sin que aparezcan las presiones. Asi, el problema formulado queda abierto.

(c) El tinico resultado en la literatura sobre existencia de controles insensibi-
lizantes para sistemas de tipo Stokes, en nuestro conocimiento, se prueba en [20].
Los autores consideran un modelo oceanico quasi-geostrofico lineal con condicion
inicial parcialmente conocida y demuestran la existencia de controles que insen-
sibilizan la observacién de la velocidad en un abierto O. Es interesante remarcar
que la presencia del término de Coriolis en el modelo juega un papel fundamental
en la demostracién del mencionado resultado.

Se desconocen resultados positivos de existencia de controles insensibilizantes
cuando sobre un sistema de estado con datos incompletos ejercemos un control
frontera. Por un lado, no parece claro que existan controles que insensibilicen la
energia en un abierto O del sistema

{ Oy — Ay +ay=¢ en Q,

15
y=vl, sobre ¥, y(z,0)=r71go(z) en €, (15)

donde a € L>(Q), &, 7 e fo(x) son como en (1)-(3) y v € L*(X) es una funcién
control por determinar que actia sobre v C 02, un abierto relativo no vacio de
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la frontera. Por otro lado, una interesante cuestion abierta es la existencia de
controles que insensibilicen el funcional ® dado por

1
B tmo) =g [ ottt o
XU,

donde y = y(-,-;7,v) es la solucién de (15) asociada a 7y a v, y I' C 0Q
es un nuevo abierto relativo (no vacio) de la frontera tal que y N T # (. La
dificultad de este problema reside en analizar la posibilidad de obtener una
adecuada desigualdad de observabilidad para un sistema (adjunto) acoplado.

Otro anélisis interesante que aun queda por hacer es el de las propiedades
de controlabilidad de un sistema de campo de fases no lineal y otros sistemas
parabdlicos acoplados no lineales més generales cuando sobre el sistema se ejerce
un control frontera.

Como otros resultados que quedan pendientes, cabe mencionar los relativos a la
existencia (o no existencia) de controles insensibilizantes para una ecuacién del
calor semilineal considerada en un dominio no acotado. A la vista de los resultados
principales de los trabajos [44], [45] y [14] (en el contexto de la controlabilidad
exacta a cero para una ecuacién del calor) es esperable que obtengamos:
no existencia de controles insensibilizantes para una ecuacién del calor lineal
considerada en un semiespacio y existencia de controles insensibilizantes para
una ecuacién del calor semilineal con no linealidades de la forma f(y, Vy) con
crecimiento sublineal en el infinito cuando la regién 2\ wN O es acotada. Por
otro lado, es interesante extender el resultado de insensibilizacion establecido en
el Teorema 3.8 de la presente Memoria al caso de dominios no acotados. Pensamos
que, si se supone nuevamente que la regiéon Q\ w N O sea acotada, este problema
podra ser abordado adaptando a esta situacion la técnica introducida en [9] (ver
también [28]).

Asimismo, queda pendiente la investigacion de las propiedades de controlabi-
lidad para sistemas no lineales de campo de fases y otros problemas parabdlicos
no lineales acoplados considerados en dominios no acotados. Los problemas
mencionados en este punto seran objeto de nuestro estudio en un futuro
inmediato.
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Capitulo 1

Desigualdades de tipo Carleman
para algunos sistemas parabdlicos
lineales acoplados

Dedicaremos el primer capitulo de esta Memoria a probar algunas estimaciones
conocidas como estimaciones globales de tipo Carleman para determinados sistemas
parabdlicos lineales acoplados.

Como es bien conocido, la controlabilidad exacta a cero de un sistema parabdlico
lineal es, basicamente, equivalente a probar la llamada desigualdad de observabilidad
para las soluciones del sistema adjunto asociado, desigualdad que se deduce de una
estimacion global de tipo Carleman para estas mismas soluciones. Para estudiar la
controlabilidad nula de sistemas no lineales, una estrategia ya cldsica, introducida
por E. Zuazua en [54] en el contexto de la ecuacién semilineal de ondas, se basa
en combinar un resultado de controlabilidad nula para el correspondiente sistema
linealizado y un argumento adecuado de punto fijo (véanse también [53], [56], [19],
[24], [51],...). Ademas, en el caso en que se consideran no linealidades con crecimiento
superlineal en el infinito, este argumento de punto fijo es factible si somos capaces
de obtener la dependencia de las constantes que aparecen en las estimaciones de
Carleman con respecto a los potenciales del sistema linealizado. Dado que los resultados
principales que presentamos en esta Memoria estan estrechamente relacionados con la
controlabilidad nula de sistemas parabdlicos no lineales acoplados, las estimaciones de
tipo Carleman que probamos en este capitulo jugaran un papel fundamental en la
demostracion de los mismos.

Comenzaremos con una secciéon de cardcter introductorio en la cual recordaremos
algunas desigualdades globales de Carleman conocidas que usaremos en las secciones
siguientes. El primer objetivo que nos plantearemos en este capitulo serd obtener una
estimacién de tipo Carleman para un sistema en cascada de dos ecuaciones lineales del
calor con términos de primer orden a las que se anaden condiciones de contorno de
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tipo Dirichlet homogéneas (véase la Seccién 1.2). Dedicaremos la siguiente seccién del
capitulo al caso en que se consideran condiciones de contorno lineales de tipo Fourier
(o Robin). Analizaremos finalmente el caso de un modelo lineal llamado sistema (lineal)
de campo de fases.

A lo largo de toda la Memoria trabajaremos en un dominio acotado Q de RV, N > 1
arbitrario, con frontera 90 de clase C?, al menos. Cuando se requiera mas regularidad
sobre la frontera, se indicard expresamente. Para T" > 0 dado, denotaremos por () el
cilindro © x (0,7T") y por ¥ su frontera lateral 092 x (0,7).

1.1. Algunas desigualdades globales de Carleman
conocidas

La herramienta béasica para demostrar los resultados que presentamos en el
capitulo la constituyen las desigualdades globales de tipo Carleman que a continuacién
recordamos para sistemas lineales de la forma

{&gz—Az:F en @,

1.1
z=0 sobre 3, 2z(z,0)=2%2z) en Q, (1.1)

con 2° € L*(Q) y F en L*(Q) o en L*(0,T; H()), o bien de la forma

Oz—Az=1F en Q,
Onz + bz =0 sobre X, (1.2)
2(z,0) = 2%(x) en Q,

con 2° € L?(Q), F en L*(Q) y b € L*(X) (al menos). Aqui, y en toda la Memoria,
0; denota la derivada temporal y 0,, representa la derivacion con respecto a n, la normal
unitaria exterior a 0f).

Necesitamos introducir previamente una funcion auxiliar, cuya existencia estd garan-
tizada por el siguiente resultado (véase el Lema 1.1. de [26]):

Lema 1.1 Sea B CC  un abierto no vacio. Entonces, existe una funcion n° € C*()

tal que n® >0 en Q, n° =0 sobre IQ y |Vn°] >0 en Q\ B. O
Fijado un abierto no vacio B CC €2, pongamos
Bol) = €71l _ (710 (1.3)
y -~ C'* 0 C* 0
Go(z) = € In7lloo _ = C*n"(@) (1.4)

para x € 2, donde C* es una constante positiva apropiada que sélo depende de Q y B.
Para sistemas lineales tales como (1.1), se tiene el siguiente resultado:
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Lema 1.2 Sea B CC Q) un abierto no vacio. Entonces, existen constantes positivas
Co, 00 y 0o (dependiendo sdlo de Q2 y B) tales que:

(1) Si F € L*(Q), para cualquier s > sy = 0o(Q, B) (T + T?) se tiene

1// e 2T —t) (102> + |Az]) +8// e 2T — )Y Ve
sJJQ Q
w3 [[ e <G ( I emew-ner o)
Q Bx(0,T)
+// e HIEP ),
Q

siendo z la solucion de (1.1) asociada a 2° € L*(Q) y a F. En esta expresidn, la
funcion (B viene dada por

Bz, t) = % reQ, te(0,7T),

donde [y es la funcion definida en (1.3) para el abierto B.

N
dfi
(2) Si F = fo+ g (9_f’ con f; € L*(Q),i=0,1,..., N, entonces
Ty
i=1

s// 21T _ )V 4 5 // “2804-3( _ 4)=3|52
<oo<s //B TP //Q e f
s //Q 22T gy m?) |

=1

para s > 30 = 0o(Q, B) (T + T?). De nuevo, z es la solucién de (1.1) asociada a
el?(Q)yalF, yps esla funcion del apartado anterior. O

La prueba del primer apartado (resp. segundo apartado) del lema se encuentra
esencialmente en [26] (resp. en [34]), pero en estos trabajos los autores no precisaron
como las constantes sy y 5o dependian de T'. La dependencia explicita de sy con respecto
a T fue analizada en [25]. Razonando de modo similar, se obtiene el modo preciso en
que 5o depende de Ty ello ha sido ya utilizado en [17].

Obsérvese que, sin mas que cambiar ¢t por 7' — ¢, el Lema 1.2 sigue siendo vélido
para las soluciones de sistemas retrogrados de la forma

-0z —Az=1F en Q,
z=0 sobre 3, z(z,T)=2%2z) en Q,
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con 2% € L*(Q) y F en L*(Q) o en L*(0,T; H1(Q)).
Recordamos a continuacién la siguiente desigualdad global de Carleman para
sistemas lineales de la forma (1.2):

Lema 1.3 Supongamos que b,0;b € L>*(X). Sea B CC Q wun abierto no wvacio.

Entonces, existen constantes positivas Co y 3o (dependiendo de 2, B, T, ||bllocz ¥y
10:b]| 0o ) tales que, si z es la solucién de (1.2) asociada a 2° € L*(Q) y a F € L*(Q),
para cualquier s > sy se verifica

: // (T =) (10 +1828) 5 [ g7t =0
v [ oo <G (=] g AT /Il AFE)

con p(z,t) = e 281 4 e=28@h) parg (2,t) € Q, f la funcién del Lema 1.2 y B dada

o e - 2

el abierto B. OJ

La demostracion de este resultado puede encontrarse en [26]. En esta referencia se
exigen condiciones algo mas fuertes a b y 0;b, aunque su prueba es vélida bajo las
hipdtesis del Lema 1.3. Como en el caso anterior, el resultado sigue siendo valido para
sistemas retrégrados de la forma

—0iz —Az=F en Q,

Onz + bz =0 sobre X,

z(xz,T) = 2%x) en Q,

para (x,t) € Q, siendo BO la funcion introducida en (1.4) para

con 2° € L?(Q) y F € L*(Q).

Observacion 1.1 La estructura de la funciéon peso p proviene de cancelar los
términos sobre Jf) al sumar las desigualdades de Carleman cuando se consideran,
respectivamente, las funciones peso e 2% y ¢72%¥ donde § y 5 son las funciones del
Lema 1.3 para el abierto B. Observemos que, sin mas que tener en cuenta que estas

funciones verifican

0 < 67253(x,t) < 672sﬁ(x,t) (IE t) e Q
deducimos de manera inmediata que las soluciones del sistema (1. 2) también verifican
la estimacion (1.5) para cualquier s > 5y para la constante Cy = 200, siendo CO y So

las constantes positivas (dependientes de €2, B, T', ||b||co:s ¥ ||0:b]|0:x) que proporciona
el Lema 1.3. Volveremos sobre este comentario més adelante. 0J

Como ya hemos comentado, haciendo uso de estas herramientas fundamentales,
probaremos en este capitulo algunas estimaciones globales de Carleman para ciertos
sistemas parabdlicos lineales acoplados.
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1.2. El caso de condiciones de contorno Dirichlet
homogéneas

El primer objetivo que nos planteamos en el capitulo es obtener una desigualdad
de Carleman para el siguiente sistema parabdlico lineal acoplado:

e —Ap+D-Vo+cp=0 en Q, L6

@ =0 sobre &3, ¢(z,0) = ¢°(z) en Q, (1.6)
—0pp — Ay — V- (BY) + ap = ¢lp en Q, ()
=0 sobre X, (z,T) =) en Q, '

donde a,c € L®(Q), B,D € L=®(Q)N, ©°,¢° € L?(2) y O es un subconjunto abierto no
vacio de  (en (1.7), se denota por V- (B1)) la divergencia de la funcién vectorial B)).
Es bien conocido que, bajo las condiciones anteriores, el sistema precedente admite una
tunica solucion (¢, 1), con

@, € L*(0,T; Hy(Q) N C([0,T); L* (), e, 0 € L*(0,T; H'()).

Consideremos un nuevo abierto no vacio w C (2. Nos proponemos obtener una
estimacién de tipo Carleman para (¢, 1) que nos permita acotar todos los términos que
aparecen a la izquierda en las estimaciones usuales de Carleman para ¢ y ¢ en funcion,
unicamente, de 1 localizada en un subconjunto no vacio de w, de hecho, localizada
en un abierto no vacio contenido en w N O (véase el Teorema 1.4). De aqui que una
hipétesis fundamental en lo que sigue sea que los abiertos w y O sean no disjuntos.

La primera desigualdad de tipo Carleman para sistemas parabdlicos lineales
acoplados fue probada por L. de Teresa en [51], donde la autora consideré un sistema
de la forma (1.6)—(1.7), con B = D = 0 (véase la prueba de la Proposicién 2 del
mencionado trabajo). En la presente seccién contemplamos el caso en que se consideran
también términos de primer orden y damos, ademéds, la expresion explicita de las
constantes que aparecen en la estimacién de tipo Carleman con respecto a T y al
tamano de los potenciales y ello sera esencial méas adelante.

Como hemos adelantado, nuestro objetivo es la obtencién de una desigualdad de
Carleman para las soluciones de (1.6)—(1.7). Asi, se tiene:

Teorema 1.4 Supongamos que w N O 75@ y sea By C wN O un abierto no vacio.
Entonces, existe una funcion ag € C*(Q2) y existen dos constantes positivas C y &
(dependiendo sdlo de Q2 y By) tales que la solucion (p,) de (1.6)—(1.7) asociada a
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0%, 0 € L*(Q) satisface
1

_// e U T —t) (|0ve]” + | Agl)

S

+s// e B YT — )" YVp|* + 5° // e (T — )|y
Q Q

(1.8)
—f-S// 6—23at—1(T _ t)_1|V@/)|2 + 83 // e—2so¢t—3(T _ t)—3|,¢|2
Q Q
< Cs? // 672L<soztf7(T_t)f?|¢|27
Box(0,T)
para cualquier §>35, con
5=0(Q,By)(T +T*M), (1.9)

donde
M =1+ ||al|2? + |[cllZ* + lla = ¢l|X* + | Bllss + ||B — Dllss + | BlI% + | DI1%, (1.10)

y a es la funcion dada por

alx,t) = (T — 1) re te(0,7T). (1.11)

DEMOSTRACION: La estructura de la demostracién es similar a la de la estimacién
de tipo Carleman probada en [51]. Aqui, adaptamos el método utilizado en el citado
trabajo a la falta de regularidad del término —V - (B%) de la ecuacién (1.7).

La herramienta bésica para probar este resultado es el Lema 1.2. Procederemos en
varios pasos:

1. Consideremos un nuevo abierto auxiliar no vacio By tal que
B, ccBycwnaoO.

Sean oy y « las funciones asociadas a B = B; proporcionadas por el Lema 1.2.
Aplicando este resultado a la funcién ¢ solucién de (1.6) y a F = —D-Vo—cp € L*(Q),
obtenemos que, para ciertas constantes positivas Cy = Co(2, B1) = Co(2, By) v
og — O'O(Q, Bl) = Uo(Q, Bo), se tiene

L[ e o ok + 1a6)
) R R R R

e T =)ol + [ e (ID-Veol* + legl?) ),
<0 (2 [’ Il )
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para s > so = 0o(Q, By) (T'+ T?). Ahora bien, podemos estimar

// 28a|cg0|2 < 92— 6T6”CH2 // stat 3 >73|S0|2
J[ Dol <22 PDIE, [[ e i@ - v
Q Q

De aqui se sigue facilmente que, para dos nuevas constantes positivas C; = C1(Q), By) =
C1(Q, By) y 01 = 01(2, B1) = 01(%, By), se tiene

[ e o ok + 1868)
+s//@e‘2$at_1(T—t)_1|Vg0]2—I—sg//Qe_2sat_3(T—t)_3|g0|2 (1.12)

< Cl g3 // €f2sat73(T _ t)73|80‘27
B1><(O,T)

valida para cualquier s > sy, con
s1=01(Q, By) (T + T +T?|c||2? + T?|D|) - (1.13)

Aplicamos ahora el segundo apartado del Lema 1.2 a la solucién ¢ de (1.7), con F' =
V- (BY)—ap+¢lo y B= By C By. Entonces, existe oy = 70(2, B1) = 70(€2, By) >0
tal que, para cualquier s >3 = 7(2, B1)(T + T2 , se tiene

R N N e
<C’O<s //BOXOT e~ =3(T —1t)—3|¢|2+//Qe‘2““|a¢|2
+ //(’JX(O,T) 6_25a|90‘2+$2;//Q€_28at_2(T—t)_Q‘Bin).

Procediendo como antes, deducimos la existencia de nuevas constantes Cy =
Co(2, By) = C2(Q2, By) > 0y 09 = 02(Q2, By) = 02(22, By) > 0 tales que, para cualquier
§ 2> S9, CON

55 = 05(Q, Bo) (T + 1% + T?||a|| % + T?| | BII2.),

R G R e R
<G (2 ff —t>“°"¢'2+//@Wf‘2”'¢'2)-
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2. A continuacién probamos una desigualdad “mixta’para ¢ y @ que nos
permitird acotar todos los términos que aparecen a la izquierda en (1.12) en funcién
sélo de 1. Consideremos una funcién & € C§°(£2) verificando

0<&<1enQ, & =1len By, sopé& CByCwnO, (1.15)
A&/EP e L)y VE /&P e LoQ)N. (1.16)

Es f4cil ver que una funcién tal existe. En efecto, basta tomar £ = ¢*, con ¢ € C§°(Q)
verificando (1.15). Para simplificar la notacién, pongamos

u=e (T — 1) (1.17)

Sea s > s1, con s; dado por (1.13). Multiplicamos la EDP en (1.7) por ¢&u e
integramos en (. Teniendo en cuenta que u(0) y u(T") se anulan en 2, obtenemos

3 —2s04—3 A\ 3 5]2e, — -0 — A1) — .
s //O() 3T — 1) ole, /Q[ O — A — V- (BY) + av] pbru
_ // PEudp + // oDt / bEude + AlGu)p + 2V (E) - Vg
Q Q Q

+//Q(w¢§1u+//QBw V(&uw)p + &uVy],

de donde, recordando la EDP que verifica ¢, se tiene

A €T 1) o = J/ /Q (a = c)pvy

+//Q(B — D) - Ve yGu+ //Q o [§0u — A(Gu) + B - V(&) (1.18)
—2/ zZ)V(flu)Vgp = [1—|—12—|—]3—|—[4—|—I5—|—]6.
Q

Estimemos cada [;, 1 < i < 6. En lo que sigue, C' designard una constante positiva
que dependera sélo de Q y B; (es decir, de Q y de By), cuyo valor puede cambiar de
una linea a la siguiente.

¢ Primero, usando desigualdades de Cauchy y Young, tenemos

= - 2 i _ 2 2
11—//Q<a cwslusal/Qau\so\ + 45l cnm/leuM )

para cualquier §; > 0.
¢ En segundo lugar,

I, = //B D) V¢¢§1u<vls// e BN T — 1) YV |2
B = DlEs // “2ay =T 1)y,

22
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para 7, > 0 arbitrario.
¢ Observemos ahora que

Opu| < Ts’e?t™°(T — 1) (Cs + 377 /4) < CTs*e >t (T —t)°

puesto que s > 01(€, By)T?. De este modo, podemos estimar

I < //Q ellleow] < CTs" // e 3T — 1)l 16y
<o [[ sy r o [ et urs
<52// Erulol? + —s // (T — 1) TPy,

para dy > 0, pues s > 01(2, B)T

o Para estimar [, = — P A(&u), observemos que

A(&u) = 53t*3(T — t)fg ((Afl)ef%a +2V¢&; - V(€*2504) + flA(esta)) ’
con

|V (e 2| = 2se” 2t YT — t) Y Vap| < Cse >t 1T — )71, (1.22)

|A(e7250)| < 2se 2501 2(T — £)2 (28| V|2 + t(T — )| Aay])
< Cse 72T —t) (s + T?) < Cs?e (T — t) 2

Teniendo en cuenta estas consideraciones y (1.16), tenemos

o (e [ erersw - e
wst [[ e o aple v [ s o)
Q Q
Usamos ahora desigualdades de Cauchy y Young junto con (1.15), obteniendo
C
Iy < 53/ Gulol® + =" // e 2T — )|y 1p,
Q 3 Q

C 5 —2sa4—5 -5 2 C 7 —2sa3—7 -7 2
t5s e U(T —t)°|y|*1p, t5s e =T —t) "|Y|*1p,,

3 Q 3 Q

para d3 > 0 arbitrario. Notese que, para cualesquiera n,m € IN con n > m, tenemos

ST — )T = s (T — )T (T =)

< §mEn (T — 1)1 (T2/4)"™™ < Cs™t=n(T — £)=" (1.23)
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pues s > 01(Q, By)T?. Entonces,

I, < 6 / el + s / / (T — ) Tl g, (1.24)
Q 03 Q

¢ Estimamos I5 = / / e B - V(& u) de modo similar. Observando que
Q

V(€1U) = (V§1)u - 2St_1(T — t)_lfluVao, (125)

y procediendo como antes, tenemos

L<C [[ e (ST - 036 - s T - 076 lellvl Bl
@ o (1.26)
< 04 // 51U|90|2 + 5—||B||g035 // 6_28%_5(T - t)_5|¢|21Bm
Q 4 Q
para cualquier 94 > 0.
o Finalmente acotamos I = —2/ YV (&u) - V. Se tiene
Q
< C [[ e (ST = 0 S| Walulel + 54T - ) Vellvle)
Q (1.27)

C
< s // e (T 1)Vl + // e T(T — ) [P L,
Q V2 Q

para 72 > 0, usando (1.16), (1.17) y (1.23).

Tomemos ahora 6; = 1/8, 1 <i <4,y vy =~ =1/(8C}), con C; = C1(2, By) >0
como en (1.12). Llevando las estimaciones (1.19)—(1.21), (1.24) y (1.26)—(1.27) a (1.18)
y recordando (1.15), obtenemos

83// 6_2sat_3(T—t)_3|g0|2§1 < —S// —QSat—l(T )—1|v<’0|2
Ox(0,T) 2C4 By x(0,T)
wO [ e o st T - ST - T o
BQX(O,T)

LC(IBIZ + B - DJZ) s // e (T — ) [P
B()X(OT
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De aqui, y en virtud de (1.12) y (1.15), para s > s; (s; dado en (1.13)) tenemos

1

_//Q e (T —t) (|0ipl* + [Ap]?)

S

+s// ezso‘tl(T—t)1]Vg0]2+53// e (T — 1) gl
Q

<c[[ e fla— st T - ST )T o

BoX(OT)

FO(IBIR+ 1B =D [[ e -y
B()X(OT

Si elegimos ahora s > méLx{sl,CT2 <||a ||+ ||Bllse + HB—D||OO>}, la esti-

macién precedente nos da la desigualdad “mixta”

1// e 2T —t) (|0we|* + |Apl?)

S

+S// €—2$at—1(T _ t)_1|Vg0]2 + 83 // 6—2sat—3(T _ t)_3|g0|2 (1.28)
Q Q
< Os” // e ETNT — ) T2
B()X(O,T)

Teniendo en cuenta la expresion de s; (ver (1.13)) deducimos que la estimacién anterior
es valida para cualquier s > s3, con

s3 =03 (T + 1% (L+ ||e|3® + lla — el + [ Bllos + 1B = Dlloo + [IDII3,))

y 03 = 03(£2, By) una nueva constante positiva.

3. Finalmente, observemos que

JI e [ ey
Ox(0,T) O><(0T

< _S 7280&1: _t -3 2 < _8 // 6725041573 T _t -3 2
<aert [ e < gt [ et g

si s > +/20,T?%/4. Supongamos ahora que s > 5, con 5 dado por (1.9),
siendo (2, By) = méax{o2(S2, By), 05(2, By), v/2C/4}. Se verifican de este modo las
desigualdades (1.14) y (1.28). Sumando estas dos estimaciones y usando la desigualdad
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precedente llegamos a

L[ =0 (el + 1868)

S

s // et 1(T — 1)1 Vl? + 5° // 20t =3(T — 1) 73
Q Q

+S// 6_2sat_1(T—t)_1|v77/)|2+83// S_QSat_g(T—t)_3|77/J|2
Q Q

S C <83 // 6—2sat—3(T . t)_3|1/}|2 + 87 // e—QSat—7(T . t)_7|77/1|2) '
Box (O,T) Bo x (O,T)

Basta con tener de nuevo en cuenta (1.23) para inferir la estimacién (1.8). O

En el capitulo siguiente mostraremos una desigualdad de observabilidad para las
soluciones de (1.6)-(1.7) cuando " = 0 (ver el Teorema 2.4), cuya demostracién
combina la desigualdad de Carleman que acabamos de demostrar para estas mismas
soluciones con las correspondientes estimaciones de energia. Como veremos, dicha
desigualdad de observabilidad constituira la principal herramienta para demostrar el
primer resultado que presentaremos en esta Memoria sobre existencia de los llamados
controles insensibilizantes, el Teorema 2.2.

1.3. El caso de condiciones de contorno lineales de
tipo Fourier

Dedicamos esta secciéon a probar una desigualdad de tipo Carleman para las
soluciones del sistema lineal acoplado

Op—Ap+cp=0 en Q,
Ontp + kp =0 sobre 3, (1.29)
©(z,0) = () en Q,

—0p — AY +ay = plo en Q,
On) + hp = 0 sobre 3, (1.30)
U(z,T) =4%(x) en Q,
con a,c € L®(Q), h,k € L>(2) (al menos) y ¢, 9" € L*(2). Comenzamos estudiando
la existencia y unicidad de solucién débil de sistemas lineales de la forma

Oz —Az+4az=g en Q,
Onz + hz =0 sobre ¥, (1.31)
z(z,0) = 2%x) en Q.
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Se dice que z es solucién débil de (1.31) si z € L?(0,T; HY(Q)), 8;z € L*(0,T; H'(Q)")

y se tiene

;

(Opz(t), w) gy i) + /Q Vz(t) - Vudzr + /Q a(t)z(t)udx + /8(2 h(t)z(t)udo

:/g(t)udx en L*(0,T), Yue HY(Q),
Q

2(0) = 2°.

\

Se tiene el siguiente resultado de existencia de solucién débil, unicidad y dependencia
continua respecto de los datos:

Proposicién 1.5 Supongamos que a € L=(Q), h € L>*(X), g € L*(Q) y 2° € L*().
Entonces, el sistema (1.31) posee una unica solucion z que verifica

z€ L*(0,T; HY(Q) N C([0,T]; L*(Q)) y 0,z € L*(0,T; H(Q)").

Ademds, existen constantes positivas C = C (T, ||allco, [|1]loo:ss 19]12:05 [|2°ll2:0) ¥
K= K(HaHooa ||h||oo,2) tales que

122 o) + |2l e z2(0)) + 102 2 0y < C

d
yril Ol R /Q Ve()* dr < K([lalle, [Pllsis)12(D) 20 + 9B 150,

para t c.p.d. (casi por doquier) en (0,T).

(1.32)

IDEA DE LA DEMOSTRACION: La existencia y unicidad de solucién de (1.31) y la
dependencia continua respecto de los datos se prueba utilizando el Método de Galerkin
junto con las estimaciones de energia para las correspondientes soluciones aproximadas.
Al ser el Método de Galerkin un argumento bien conocido, éste serd omitido y sélo nos
centraremos en la prueba de la estimacion de energia para z.

Multiplicando la EDP de (1.31) por z e integrando en €2, obtenemos

1d

3170+ [ Va0

. @ . (1.33)

< lhlless | 1P + (5 + ol ) 1) + 31900 B
o

para ¢ c.p.d. en (0,7). Ahora bien, gracias a la cadena de inyecciones
HY(Q) = HY(Q) — L*(Q), 0<~vy<1,
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(siendo la primera compacta), podemos aplicar un argumento de compacidad—unicidad
y deducir que, para cualquier € > 0 existe C(g) > 0 tal que

lullf ) < E/Q [Vul? dz + C(e)|lully Vu € H'(Q).

Teniendo en cuenta, ademés, la inyeccién continua de H7(Q) en L?(02), para vy > 1/2,
existe C(||h]|oo;x) > 0 tal que

1
s [ 12OF < 5 [ 1950 + Cllbllais)260) o
o0 Q
para 1/2 < v < 1. Combinando esta estimacién con (1.33), se obtiene (1.32), con
K = K(allw [ll) dada por K = 1-+2(all+ (| i) 0

Como consecuencia inmediata del resultado precedente, para cada a,c € L®(Q),
hyk € LX) y ¢°, 0% € L?(Q), el sistema acoplado (1.29)-(1.30) posee una tnica
solucién débil (¢, 1) que verifica

o, € L*(0,T; H'(Q) N C([0,T]; L* (),  dwp, 8p € L*(0,T; H(Q)").

Como dijimos, nos proponemos ahora probar una desigualdad de Carleman para (p, ).
Consideramos nuevamente dos abiertos no vacios w y O contenidos en €. En este caso
podemos probar el siguiente resultado:

Teorema 1.6 Supongamos que wNO # 0, a,c € L®(Q) y h, k,0ih, 0k € L*>°(X). Sea
By C wNO un abierto no vacio. Entonces, existe una funcion ag € C?(Q) y existen dos
constantes positivas Cy y s (dependiendo de 2, By, T, ||a]lcs [|¢llocs [[Pllooiss ||k]looss
10:h |l ¥ ||0¢k||so:s) tales que, para cualesquiera @°,4° € L?(Q2), la solucidn (¢,)
de (1.29)—(1.30) satisface

1
! // 2T — 1) (100l + |0 + | Agf? + |AGP)
Q

S
+s// e T — )7 (|[Vel]* + [V ]?)
Q
+ 3 728041573 T _t -3 2 + 2
//Q (T =) (Il + [0]?)

< 0087 // e_zsat_7(T—t)_7|’l/J|2,
B0><(0,T)

ap(x)
H(T —t)
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DEMOSTRACION: La prueba de este resultado sigue los mismos pasos de la
demostracion del Teorema 1.4. Por esta razén, omitiremos los detalles.

Consideramos de nuevo un abierto auxiliar no vacio By CC By. Sean g, g, «
y a las funciones del Lema 1.3 asociadas a B = B;. Aplicamos dicho lema a la
solucién ¢ de (1.29) y a F' = —cyp, con B = Bj. Recordando la Observacién 1.1,
deducimos que, para dos nuevas constantes C; = C1(§2, B, T, [|k||lco:s, |0tk ||oo:) > 0
v s1 = 51(Q, Bo, T, ||¢|loo, [|K]|co:zs |0k ||oo:s) > 0, la funcién ¢ verifica la estimacién
(1.12), para cualquier s > s;.

En segundo lugar, aplicamos el Lema 1.3 y la Observacion 1.1 a la soluciéon ¢ de
(1.30) con B= B, y F = —a) + ¢1p. Entonces, para dos nuevas constantes positivas
Cy = 02<Q=BO7T= HhHOO;E7 ||ath||00;2> y 82 = 52(Q7BO7T7 ”aHOO? HhHOO;EJ ||athHOO;E)7 5€
tiene

1

_// e 24T — 1) (|0]? + | Av[)

S

+s// e YT — 1yv¢12+s// T23(T — 1) 3y (1.35)
( //B s TR I X(O’T)e%w),

para cualquier s > ss.
Sea & € Cf°(2) una funcién verificando (1.15) y (1.16). Tomamos s > s.
Multiplicando la EDP de (1.30) por @& u, con u dada por (1.17) e integrando en @ se

obtiene
83 // 6_2sat_3(T . t>—3|¢|2€1
Ox(0,T) (136)

:/ (—8t1/)—A1/)+a@/1)g0§1u =1 + I3+ Iy + I,
Q

con I;, i =1,3,4,6 como en (1.18). Cada I; puede acotarse exactamente como se hizo
en la demostraciéon del Teorema 1.4, obteniendo de este modo las estimaciones (1.19),
(1.21), (1.24) y (1.27), respectivamente, vélidas para cualquier s > max{s;, C(T+T?)},
con C' > 0 dependiendo sélo de 2 y By. Llevando tales estimaciones a (1.36) y usando
(1.12) (y (1.15)), podemos estimar

R I CE

—|—S// 628at1(T—t)1‘Vg0|2—|—83// 672sat73(T_t)73|(p‘2

Q

<c [ ol - ST )T P
B()X(O,T)

para s > max{s;, C(T + T?)}. Entonces, si
5> méx{sl,C (T—i—T2 +T?||a — c||clxé2)} ,
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la funcion ¢ satisface la estimacién “mixta” (1.28), para una nueva constante C' > 0
que depende de 2, By, T, ||kl ¥V ||0tk]|oo;n. Finalmente, argumentando como
en la demostracién del Teorema 1.4, de (1.28) y (1.35) deducimos la existencia de
Co = Co (2, Bo, T || ]| oo:zs [|0th]|soiss |kl oosms [|0tk]| o) > O tal que se tiene (1.34),
para cualquier s > 5 = max{s, so, C(T +T?+T?||a — cHé!f)}, como queriamos probar.
O
Como en la seccién anterior, probaremos en el préximo capitulo una desigualdad de
observabilidad para las soluciones del sistema acoplado (1.29)—(1.30) cuando ¢° = 0,
a partir de la desigualdad de Carleman (para estas mismas soluciones) que acabamos
de demostrar y de las estimaciones de energia correspondientes (ver el Teorema 2.6).

Observacion 1.2 Es interesante hacer notar que podria obtenerse la dependencia
explicita de las constantes Cyy y s del Teorema 1.6 con respecto a T'y a los potenciales
a y c. Sin embargo, la dependencia con respecto a los potenciales h y k que aparecen
en las condiciones de contorno no es explicita. Ello viene de aplicar el Lema 1.2 de [26]
que hemos recordado en el Lema 1.3 de la seccién introductoria. ([l

1.4. Una desigualdad de Carleman para un modelo
lineal de campo de fases

En esta secciéon probaremos una desigualdad de Carleman para un nuevo problema
parabdlico lineal acoplado. Como en las secciones precedentes, trataremos de acotar
todos los sumandos de Carleman que aparecen a la izquierda por una sola de las
variables intervinientes (localizada en el abierto de control). En concreto, consideramos
el sistema lineal acoplado

—0ip —Ap =V - (Dp) + cp = —A¢ en Q,

O — AY — V- (BY) +at = p en Q,

p =0, =0 sobre X,

p(z,T)=¢%z), ¥(z,T)=1"@x) enQ,
con a,c € L>(Q), B,D € L>=(Q)"N v ©°, ¢° € L*(Q2). Gracias a las correspondientes

estimaciones de energia y al método de Galerkin, se prueba que este sistema posee una
unica solucién (¢, 1), con la siguiente regularidad:

(1.37)

@, € L*(0,T; HY(Q) N C([0,T); L*(Q)), 0w, 0p € L*(0,T; H()).

El sistema (1.37) es el sistema adjunto de un sistema de campo de fases lineal, cuyas
propiedades de controlabilidad analizaremos en el Capitulo 4 de esta Memoria.
Sea w C € un abierto no vacio arbitrario. Se tiene:
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Teorema 1.7 Sea By un abierto no vacio contenido en w. Entonces, existe una funcion
ag € C%(Q) y existen dos constantes C,a > 0 (dependiendo sélo de Q y By) tales que
la solucidén (p,v) de (1.37) asociada a cualquier (©°, %) € L*(Q)? satisface

S// GQSQT,1<T—T,)1|V§0‘2+83// ef2sat73(T_t)f3|g0|2
Q Q

+ 52 //Q e BN T — ) VY2 + st //Q e BN T — )y (1.38)

<cst [[ ey T,
BQX(O,T)

para cualquier s >'S, con
5=0(Q, Bo)(T +T*M"), (1.39)

stendo
M" = 1+la+c|| L2+ |al L2+ al 22+ el 2P+ B+ Dl| oo+ | Blloo+ | Bl 2o+ Dll o+ D% -

ap(T)
HT —t)

De nuevo, la funcion o que aparece en (1.38) es de la forma a(x,t) =

DEMOSTRACION: El esquema de la demostracién es similar a la del Teorema 1.4. Sean
(¢, %) la solucién de (1.37) asociada a ¢°, ¢ € L*(Q) y By un abierto auxiliar no vacio
tal que By CC By C w.

1. Desigualdades de Carleman para ¢ y 1. Comenzamos aplicando el Lema 1.2 con
B = Bj. Sean g y « las correspondientes funciones asociadas a B;. Aplicando este
resultado a la funciéon ¢ y a F' = —cp + V - (Dp — V1) obtenemos que, para ciertas
constantes positivas C; = C1(£2, By) v 71 = 71(Q2, By), se tiene

S// 6_25at_1(T—t)_1|Vg0|2+S3// 6_25at_3(T—t)_3|90|2
Q Q

(1.40)
S Cl <83 // 6—25at—3(T . t)—3|¢|2 + 82 // 6—25at—2(T . t)_2|V¢|2) 7
BlX(O,T) Q
para cualquier s > 3§y, con
51=01(Q, By) (T + 1%+ T%c|2* + T*|D|%.) . (1.41)

Aplicamos ahora el segundo apartado del Lema 1.2, con B = By C By, a la funcion
z = s'2t7V2(T — 1)71/2 solucién de

—Oiz—Az=1F en Q,
z =10 sobre X,

31



donde F' viene dada por
L 12,372 —3/2 1/2,-1/2 ~1/2
Fzés (T —t) (T —2t)p + s/t /2(T — t) [ —a + V- (BY)].

Teniendo en cuenta que s > @ (€2, By)T', obtenemos la estimacién

@ [ e - n e st ] et -
<C(s f[emmeir o ks [[ e
e [ @ = o o)+ [] sy
v de aqui la desigualdad
@ [[ et e st ] et -
coifs [ e n s [ cmewomier),
), con s -

véalida para cualquier s > 35 = 73(€2, By) (T + T2 + T2||a||2/3 +T2||B|% ),

C2(2, By) > 0, 52(2, By) > 0y a como en (1.40). Combinando (1.40) y (1.42), existen
C3 = C3(92, By) > 0y 73(2, By) > 0 tales que

s//Qe—?mt—l(:r—t)—1|w|2+s3// e 03T — )32
s // =204 =2(T _ )2V 4 s // 20 (T )y (1.43)
( //le(OT) T =)l //Box(o,T) eQSO‘t4(T—t)4W|2>,

para cualquier s > 53, con

(1.42)

53 = 03(2 Bo) (T + T (1+ a2’ + e + |1 BIZ + | DI%)) -

2. Una desigualdad “mizta” para ¢ y 1. Sea s > 51, con 57 dado por (1.41).
Como en la demostracion del Teorema 1.4, consideremos una funcién & € C§°(2)
verificando (1.16) y

0<&H<1len, & =1en By, sopé& C By Cw. (1.44)
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Pongamos u = e~ 2%s3t=3(T — ¢)~3. Multiplicando la EDP que verifica 1) por p&u e
integrando en (), obtenemos

¢ /Q T~ 1)V = /Q —00 — A — V- (BY) + av)] e
- /Q puou+ | /Q vl-Ap = V- (Dg) + cp+ Ml + | /Q (V- V(Eu)e

N //Q (V- Vi)eru+ //Q apbtru + //Q (BY) - Vo)eru + //Q ((BY) - V(Ew)e.

De aqui, sin mas que integrar por partes, se tiene

e //Q e 250t =3(T — £) 3|26, = //Q (a+ o+ //Q (B V)&

+f /Q P60~ A& + (B -+ D) - Vi) +2 /Q (Vo-Vo)eu (145

+//Q(D.vw)<p§1u—//Q(V(&u).vw)w_//vawglu ::kzg;t]k.

Estimemos cada Ji, 1 < k < 9. Como en pruebas anteriores, C' designard una constante
positiva que dependerd sélo de €2 y By, cuyo valor puede cambiar de una linea a la
siguiente.

o Acotamos Ji, 1 < k < 5, de manera analoga a como hicimos con las

correspondientes I, 1 < k < 5 en la prueba del Teroema 1.4 (de hecho, J, = I
para k = 3,4):

Ji = //Q (a + e)pbru < b, //Q Guulol? + - lla-+ //Q Euulpl,

Jo = B - —2say—1 T — -1 2
: //Q< Vso)%uéms//@e T - )7 VePe
1 2 .5 —2s04=5 (1 4\=5,/(2
FBIs [ et -y,

C
J 5 2 T —2s0y—T7 T — -7 2
s< [ Gl + 5[] e o7,

2 Q
s, C 4 —2sa,—T7 T2
J4§(53// &ulp|” + —s //e t=(T —t)" "] 1g,,
Q o3 JJg

s <y [ GuloP+ S1B + DS [[ 0T =0 P,
Q 4 Q

para cualesquiera 7, > 0y 0, > 0, 1 < k < 4, que elegiremos mas adelante.
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¢ Estimamos a continuacion los términos en los que aparece . Usando de nuevo
desigualdades de Cauchy y Young, se tiene

Jo =2 / (Vi - V)eru < o // 201 (T — 1) Vgl

—s // 2] )|y,

para cualquier 75 > 0. De manera anédloga estimamos J; = // (D - Vi)p&iu. Asi,
Q

1
. < 6, // Erulol + | DJ%s° // 2T — )|V
Q 405 Q

para d5 > 0. Estimamos finalmente Jg = — // (V(&u) - V)b (obsérvese que Jy < 0).
Q

Expresando Jg en la forma

1 1
== [ S - v =3 [ gl

y acotando como se hizo con I en la demostracion del Teroema 1.4 (ver p. 23), tenemos

r<o(s f[ e st [ e e
v [ s 6) <o [ s oo,

usando (1.23).

Pasamos seguidamente a tratar los términos en los que aparece |V¢|%. Como se
verd mas adelante, las constantes 7, y 05 sélo dependen de Q y By. Utilizamos este
hecho para deducir que, para una nueva constante C' = C(€2, By) > 0, se verifica

1
_35// G_QSat_5(T—t)_5|Vw|2§1
V2 Q
1 —2s0y— - 2 —
Dt [ emeesa—nwera < 2 ] (vopem
5 Q Y2 JJQ

para s > C(T? + T?||D||«)- En esta acotacién u viene dada por

(1.46)

ﬂ — 6_25a85t_5(T _ t)_5
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De este modo, para tener estimados los términos Jg y J; basta con acotar la dltima
integral de la acotacién (1.46). Para ello, multiplicamos la EDP que verifica ¢ por &0
e integramos en (), obteniendo

[ evein= [] 10w = s B) + v e

=5 [ wesom+ [ vurem 5 [[ wEaem + ] avien
+ [ v [ B v@mr
Observando que

- J[-vons < [ verem e gisi [ wpem

el término bajo estudio, / |V|?61W, se acota como sigue:
Q

//lew\zémng/cglso\\wlflm//Q yw\zglyamH/Q 2| A(ET)]
w218l [] WEED]+ @+ 1212) [ |¢|2&a::§A,..

Estimamos ahora A;, 1 < i < 4. Primero,

1
A =2 // lllem < 6 / Erulol + 257 // (T — ) TP g,
Q Q 0 Q

para 0 > 0 arbitrario, que elegiremos mas tarde. Observemos que

(1.47)

0| < Ts’e ™t~ (T —t)~" (Cs +5T7/4) < CTs%e >t (T —t)~"

pues s > 71(9, By)T?. Entonces, podemos estimar
A= [[ wkeom < 057 [[ et @ -0 0P,
Q Q
puesto que s > 71(2, By)T. Para acotar Az = // 1v)?|A(&7)|, notemos que
Q

AGT) = ST = )7 (AG)e™ + 298 - V(e %) + G A(),
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que junto a (1.16) y (1.22)—(1.23), nos da
Ay < Cs7 // 200477 1) TP,
De manera analoga, estimamos
A= 20Blls | WPV < CNBIes® [f 208 0 1w,

sin mas que observar que
V(flﬂ) = (Vfl)ﬂ - 2516_28a86t_6(T - t)_GVOZ(),

junto con (1.16) y (1.23). Asi, gracias a las estimaciones de cada A;, 1 < i < 4, de
(1.47) deducimos

J[veren<a [ quer +(540)s [ e e,

@l + | BIZ)s // 2 (T — 1)L, (1.48)
Q
+OBlst [[ (T ) P,
Q

estimacién vélida para s > C(T + T?) y 6 > 0 arbitrario.

Llevando a (1.45) las estimaciones de cada Ji (1 < k < 9, ver paginas 33 y 34)
y teniendo en cuenta (1.46), (1.48) y (1.44), se obtiene (recordemos que uw =
672504857575(’1" - t)ff))

)
83// o 2say— ( 3‘90|£ < (Zé + > // e~ 28y =3 t)73‘g0|2§1
a+c 2 sy — _ —2s0p— -
1 llat el // BT ) e + (s [ T -0 VP
Q
4 2
+(—IB §O+— B+D|% +C+ —|lalle +—||B ;)//a 1
(4%” | 54|| | 72|| | 72|| | ; [V|"1 5,
2
+ 2Bl [[ e T - s,
V2 Q

c 2 2C
Fleotet—+— 37//6—25%—7T—t—7 1p,,
(G5t o) [ —n e,

para cualquier s > 54, con

54 = 04(Q, Bo)(T 4+ T? + T?%|D||oo)-
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Tomando ahora 6; = 1/12, 1 <i <5, y3 = 75 = 1/(8C5), con C3 = C3(2, By) como en
(1.43), y § = v2/24, deducimos que para cualquier s > 3, se verifica la estimacién

83// 672sat73<T_t>73|S0|2§ S_S// 725041; (T_t)71|v(p|2
Q 203 By x(0,T)

#Cllatels® [[ Ty
BoXOT
€1+ fallo +1BIE + 1B+ DI [ b5 = o) o
Box(0,T)

OB’ // ST — ) S|P + CsT // 2T — ) TP
BoX OT BQX(OT)

De aqui, se deduce facilmente (recuerdese (1.23))

g3 // e—QSat—S(T _ t)_3|<,0|2§1 < —8 // _2sat_ (T _ t>_1|vg0|2
Q 203 Box(0,T)
+CsT // e BT — ) T2,
BoX(O,T)

para cualquier s > 55, con
55 = 05( Bo) (T + T2 (1 + [la+ |2 + [|al|X? + || B+ Dlloc + | Blloo + | Dlls)) -

Combinando finalmente la estimacion precedente con (1.43) y recordando de nuevo
(1.23), inferimos la desigualdad de Carleman deseada (1.38), vélida para cualquier
s >3, con s dado por (1.39). O

Como en los casos estudiados en las secciones anteriores, en virtud de la desigualdad
de tipo Carleman que acabamos de probar para las soluciones del sistema lineal
acoplado (1.37) y de las correspondientes estimaciones de energia, se prueba una
desigualdad de observabilidad para estas mismas soluciones, desigualdad que nos
permitird demostrar un resultado de controlabilidad nula para un sistema lineal llamado
sistema (lineal) de campo de fases (remitimos al lector al Capitulo 4 de esta Memoria).

(1.49)

Observacion 1.3 Notemos que, debido al hecho de que en (1.37) las ecuaciones no
son de estructura autoadjunta, aparecen en (1.45) términos con Vi) que no aparecian
n (1.18). Ello hace que en el segundo punto de la demostracién precedente haya que
trabajar un poco mas que en la del Teorema 1.4. O

Observacion 1.4 La desigualdad de Carleman que acabamos de probar mejora la
establecida en [2]. M&s precisamente, los autores consideran en dicho trabajo el sistema
(1.37),cona =0y B =D =0, y prueban, con una técnica distinta a la desarrollada en
esta Memoria, una estimaciéon andloga a (1.38) con una constante C' > 0 que depende
de Q, T'y ||¢|lso ¥ con un peso a la derecha de la forma e (r € (0,2)) que, debido
a la forma de la funcién a(z,t), es peor que el peso e 25t~ 7(T —t)~" que aparece a la
derecha de la desigualdad (1.38). O
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1.5. Comentarios adicionales y algunos resultados
que quedan pendientes

Finalizamos el capitulo con unos breves comentarios, algunos de los cuales dan lugar
a problemas que quedan pendientes.

1. La hipdtesis w N O # ) es esencial para obtener las desigualdades de Carleman
establecidas en los Teoremas 1.4 y 1.6. En particular, se usa esta hipdtesis para
eliminar ¢ a la derecha de las estimaciones (1.14) y (1.35). La obtencién de
resultados andlogos para abiertos de control y de observacién disjuntos es un
problema abierto.

2. Recientemente, E. Ferndndez-Cara y otros autores (cf. [21]) han obtenido una
desigualdad de Carleman para un sistema (adjunto) general de la forma

Oz —Az=f1+V- fa en Q,
Onz + fo-n = f3 sobre X, (1.50)
2(z,0) = 2%x) en Q,

donde f; € L*(Q), fo € L*(Q)N y f3 € L*(2). Sea w C Q un abierto no vacio
arbitrariamente pequeno. El resultado es el siguiente:

Teorema FEn las hipdtesis precedentes, existen \, oy, 0o y C, depen-
diendo sélo de Q y w, tales que, para cualesquiera X\ > X\, s > 5§ =
o1(e7 T + T?) y cualquier 2° € L*(Q), la solucién débil de (1.50)
satisface

// e (5 N2 V2|2 + 8 M €32 ]2) +52/\3// 2 g2 |2
<c(// 20|12 2N\ hI) +5A// “2a g B (1.51)

Aqui, o = afz,t) y & = (x,t) son funciones positivas apropiadas, de
nuevo dependiendo solo de ) y w.

En virtud de este resultado, que generaliza el establecido en el Lema 1.3, los
autores prueban una desigualdad de observabilidad para las soluciones del sistema
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(adjunto) lineal

—0ip— Ap—V - (Bp)+ap =0 en Q,
Onp + (Bp) -n+ B =0 sobre X,
p(z,T) = ¢’(z) enQ,

donde a € L®(Q), B € L™(Q)Y, ¢* € L*Q) y 3 sélo estd en L>(X),
obteniendo ademds la dependencia explicita de las constantes respecto de 1"y de
los potenciales. Como consecuencia de la citada desigualdad de observabilidad,
se prueba en [21] la controlabilidad nula del sistema lineal

Oy —Ay+ B-Vy+ay =vl, en Q,
Oy + By = 0 sobre X,
y(z,0) =y°(z) en O,

con y° € L?(Q) y potenciales a, By 8 en L*®. Un argumento adecuado de punto
fijo permite demostrar un resultado de controlabilidad nula para una ecuacién
del calor semilineal con término no lineal de la forma f(y, Vy), donde f tiene
determinado crecimiento superlineal en el infinito, a la que se anaden condiciones
de contorno no lineales de tipo Fourier (cf. [22]).

Como consecuencia de la desigualdad (1.51) para las soluciones de (1.50), se
puede probar una desigualdad de tipo Carleman que generaliza la establecida en
el Teorema 1.6 del presente capitulo al caso de sistemas lineales acoplados mas
generales de la forma

O —Ap+D-Vo+cp=0 en Q,
Onp + kp =0 sobre X,
p(2,0) = ¢"(x) en Q,

—0p — A —V - (BY) + ay = ¢lp en Q,

Ontv 4+ (B -n+ h)yp =0 sobre 3,

Y T) = (@) en Q,
con a,c € L®(Q), B,D € L=®(Q)", ©°,¢° € L?(Q) y h,k sélo en L>(X). Aqui,
O es nuevamente un subconjunto abierto de Q tal que wN O # (). Este resultado
quedard recogido en [30], trabajo actualmente en preparacion.

Una mirada detallada a la demostracion del Teorema 1.7 nos permite observar
que se puede obtener una desigualdad de tipo Carleman andloga a (1.38) para
sistemas lineales acoplados mas generales que (1.37), a saber, sistemas de la
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forma:

—0ip — Ap —V - (Do) +cp—V - (Fp) +ep = —At) en Q,
—0p — Ay =V - (BY) +ayp = ¢ en Q,

p =0, v =0 sobre X,

p(x,T) = ¢"(x), (@, T)=9"z) enQ,

con a,c,e € L°(Q), B,D,F € L=(Q)N y ¢°,¢° € L*(2). Sea By C w un abierto
no vacio. Siguiendo la demostracién del Teorema 1.7, vemos que la presencia de los
nuevos términos afecta, por un lado, a la desigualdad de Carleman para ¢, obte-
niendo en este caso una estimacién analoga a (1.43), védlida ahora para cualquier

~ o~ 2/3 2/3 1/2
525 =51 (T+T2 (14|l + 3 + lel3” + 1B + DI + 1Fll ) ).
donde 1 = 01(Q2, By) > 0. La etapa 2 de la demostracién también se ve afectada.

En concreto, al multiplicar la EDP que verifica 1) por p&ju e integrar en @, se
tiene en este caso la expresién

[ e =y el = St J] - vwaw + ] e
k=1

con Ji, 1 < k < 9, como en (1.45). Al estimar los dos tltimos sumandos,
deducimos que existe o5 = 02(2, By) > 0 tal que se tiene la estimacién (1.49),
para cualquier s > S, con

(1.52)

5= (T+T2 (14 lla+ e + lall + e &' + 1B + Dlloc + 1 Blluo

1/4 1/3 2/3
1D loo + IFIL + I FIE + | FIEY )

En consecuencia, existen dos nuevas constantes C,o > 0 (dependiendo sélo
de Q y By) tales que la soluciéon (p,v) de (1.52) asociada a cualesquiera
o0 € L?(Q) satisface (1.38) (con a de la forma (1.11)), para cualquier
s > 5=05(Q, Bo)(T + T2M), siendo

r 1/2 1/2 2/3 2/3 1/4 1/2
M =1+ |ja+ |5 + [lall & + [Jal3 + [|c]35 + [le]| 3" + [le]| & + || B + Do

+[|Blloo + IBI2 + | Dlloe + I DI + [1FIL + 1 FNL + [ FIZE + 1| Floo-

Combinando la citada estimacién de tipo Carleman obtenida para las soluciones
de (1.52) con las correspondientes desigualdades de energia, es posible probar
una desigualdad de observabilidad para estas soluciones, lo que permite probar
un resultado de controlabilidad nula para sistemas lineales mas generales que el
sistema lineal de campo de fases que analizaremos en el Capitulo 4 de la Memoria.
Volveremos sobre este punto en dicho capitulo.
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Notemos finalmente que, si en la primera EDP de (1.52) reemplazamos el término
—At por un término de la forma —V - (GV¥), con G € L>®(Q;L(RY)), se
obtiene una desigualdad de Carleman analoga y nuevamente la dependencia de
las constantes respecto de los potenciales es explicita.
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Capitulo 2

Controles insensibilizantes para
algunos sistemas parabodlicos
lineales y sublineales

Presentamos en este capitulo nuevos resultados de existencia de los denominados
controles insensibilizantes para algunos sistemas parabdlicos lineales y sublineales consi-
derados en un dominio acotado 2 de RY.

Comenzaremos con una seccién de caracter introductorio donde se planteara el
problema de la insensibilizacion de un funcional asociado a un sistema de estado.
Definiremos los conceptos de control insensibilizante y e—insensibilizante y haremos una
breve descripcién de los trabajos existentes en la literatura relativos a la existencia (o
no existencia) de tales controles. En la segunda seccién veremos dos nuevos resultados
de existencia de controles insensibilizantes para una ecuacion del calor semilineal. El
primero de ellos, relativo a una ecuacion del calor con un término sublineal de la forma
f(y, Vy) y condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogénas; el segundo, para una
ecuaciéon del calor con un término sublineal F'(y) y condiciones de contorno lineales
de tipo Fourier (o Robin). En ambos casos, probaremos la existencia de controles que,
actuando sobre un pequeno abierto w del dominio, insensibilizan la energia del sistema
en otro abierto O C €2, bajo hipétesis adecuadas sobre los datos. Como veremos, estos
resultados de insensibilizacién seran consecuencia inmediata de las desigualdades de
Carleman para problemas parabdlicos acoplados probadas en el capitulo anterior. En
la dltima seccién del capitulo analizaremos el caso del sistema de Stokes, presentando
dos nuevos resultados sobre la existencia de controles e-insensibilizantes para dicho
sistema.
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2.1. Planteamiento del problema. Antecedentes

Como en el capitulo anterior, sea Q@ C RY (N > 1) un dominio acotado con 92
de clase C* y pongamos Q = Q x (0,7) y ¥ = 92 x (0,T), con T > 0 dado. En
este capitulo, y en el siguiente, consideramos también dos abiertos no vacios arbitraria-
mente pequenos, w y O, contenidos en 2. Son los denominados abiertos de control y
de observacion, respectivamente.

El problema de la insensibilizacion de un funcional asociado a un sistema de estado
fue introducido por J.-L. Lions en [42]. Para fijar ideas, consideremos una ecuacién del
calor semilineal con datos incompletos:

{ Oy — Ay + f(y) =€ +vl, en Q, 1)

y =0 sobre X, y(z,0) = yo(x) + 7 yo(z) en Q,

donde f es una funcién de clase C! y globalmente Lipschitziana definida sobre IR,
¢ € L*Q) e yo € L*) son dados, 7 es un ntimero real desconocido y pequeiio,
o € L*(Q) es desconocido, con ||foll2n = 1, y v € L*(Q) es una funcién control por
determinar. La funcién de estado y = y(z,t) puede interpretarse como la temperatura
relativa de un cuerpo (con respecto a la del aire exterior que le rodea). La ecuacién
parabdlica semilineal que aparece en (2.1) significa que hay una fuente de calor fija £
actuando sobre el cuerpo y que también es posible actuar sobre una pequena parte w
del mismo mediante una fuente de calor v1,,. Asimismo, se supone que la temperatura
sobre la frontera del cuerpo es cero y que la distribucién inicial de temperatura es
parcialmente conocida.
Estamos interesados en intentar dar respuesta a la siguiente

Cuestién 1: Dado un funcional diferenciable ® : L*(Q) — TR definido
sobre el conjunto de soluciones de (2.1), ses posible encontrar un control
v € L*(Q) tal que:

i) v intervenga lo menos posible sobre el sistema (de ahi que el control v se
concentre sobre un abierto w que pueda ser “muy pequeno”);

it) ® “no varie demasiado” cuando T es suficientemente pequeno?

Consideremos, entre las muchas elecciones posibles, el funcional ® definido por
1 2
P(y(z,t;7,v)) = 5 ly(z,t;7,0)|" dz dt, (2:2)
2 JJoxom

donde y = y(-,-; 7,v) es la solucién de (2.1) asociada a 7 y a v. Este funcional es uno
de los “ejemplos modelo” propuesto en [42] y el considerado en los trabajos posteriores
sobre existencia de controles insensibilizantes.
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Definicién 2.1 Decimos que un control v insensibiliza el funcional ® dado por (2.2)
st se verifica

0P (y(-, 5 7,0))
or

=0 Vo€ LAQ) con |[follsg = 1. (2.3)
7=0

O

La condicion de insensibilizacion (2.3) significa que buscamos un control v, actuando
sobre un pequeno abierto w C €, tal que la energfa del sistema (2.1) en el abierto de
observacion O sea localmente insensible a pequenas perturbaciones, 7, en la condicion
inicial.

En [42] y [8] se prueba que, en este marco, la existencia de un control v que
insensibilice el funcional ® dado por (2.2) es equivalente a la existencia de un control
v que resuelva el problema

Oy — Ay + f(y) =+ vl en Q, (2.4)

y =0 sobre X, y(x,0) =yo(z) en €, '
—0q — Aq+ f'(y)g=ylo en @, 2.5)
g =0 sobre 3, ¢(x,T)=0 en '

q(z,0) =0 en Q.

Asi, el problema de encontrar un control insensibilizante de la energia del sistema
(2.1) en O se reformula, de manera equivalente, como un problema “no estandar” de
controlabilidad exacta a cero, el cual presenta diversas dificultades. Por un lado, se
trata de un problema de controlabilidad nula para dos ecuaciones del calor acopladas,
la primera de tipo semilineal y la segunda, atin siendo lineal, tiene coeficiente variable
con y. Por otro lado, hay un tinico control y éste no actia directamente sobre la ecuacién
que verifica ¢, que es la funcién que queremos conducir a cero después de un intervalo
temporal de longitud T, sino indirectamente, a través de la variable y. Ademas, hay una
fuente fija de calor, &, actuando sobre el sistema, la cual ha de suponerse “pequena”
cerca del instante ¢ = 0 si nos proponemos conseguir que ¢(0) se anule en ). Este
problema es mas dificil que el problema de controlabilidad nula para una sola ecuacién
del calor (lineal o semilineal) puesto que surgen dificultades adicionales que provienen
del acoplamiento de las dos ecuaciones.

El problema de la existencia de controles insensibilizantes ha sido estudiado en [§]
y [51] para no linealidades globalmente Lipschitzianas y bajo la hipétesis w N O # 0.
En primer lugar, en [8] los autores relajaron la nocién de control insensibilizante del
modo siguiente:
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Dado € > 0, se dice que un control v e—insensibiliza ® st

‘ 0P(y(-, 57, v))
or

<e Vi€ L*Q) con ||follzq = 1. (2.6)

7=0

En el articulo mencionado se probo la existencia de controles e—insensibilizantes, para
cualquier yo € L?(£2), cuando se consideran condiciones, tanto inicial como de contorno,
parcialmente conocidas. Este problema equivale a un problema de controlabilidad
aproximada para un sistema de dos ecuaciones del calor acopladas y fue resuelto
utilizando las técnicas de [19]. Un resultado similar se demostr6 en [52] en el caso
de dominios €2 no acotados.

Los primeros resultados sobre existencia o no existencia de controles insensibi-
lizantes fueron probados en [51]. La autora demostré, por un lado, que no podemos espe-
rar que existan controles insensibilizantes para cualquier iy € L*(2) cuando Q\ @ # 0,
incluso en el caso en que f = 0. Siendo mas precisos, L. de Teresa mostro:

(Teorema 2, p. 43, [51]) Si f =0 y Q\ @ # 0, entonces existe yy € L*(Q)
tal que la solucion (y, q) del sistema (2.4)—(2.5) asociada a cualquier control
v € L*(Q) satisface q(0) # 0 en Q, es decir, el funcional ® dado por (2.2)
no puede ser insensibilizado.

Por otro lado, L. de Teresa probo:

(Teorema 1, p. 42, [51]) Supongamos que wNO # () eyy = 0. Sea f € C*(R)
globalmente Lipschitziana tal que f(0) = 0. Existe una constante positiva
M = M(Q,w,T) tal que si & € L*(Q;exp(M/2t)), entonces existe un
control v € L*(Q) que insensibiliza el funcional ® dado por (2.2).

Aqui, L?(Q; exp(M/2t)) es el espacio de Hilbert con peso definido por

L*(Q; exp(M/2t)) = {§ € L*(Q) : [l exp(M/2t)€]l2q < oo}

La prueba de este resultado combina sendos argumentos de linealizacién y de punto fijo.
Maés precisamente, la autora linealiza primero el sistema y muestra su controlabilidad
nula con controles que estdn uniformemente acotados en L?(Q) cuando los potenciales
del sistema linealizado se mueven en un subconjunto acotado de L*°(Q). Debido a
que f es una funcion globalmente Lipschitziana, este hecho es suficiente para probar
que la aplicacién de punto fijo envia L?*(Q) en un compacto convexo de L*(Q). Esta
estrategia, introducida en [54] y posteriormente utilizada para probar otros resultados
de controlabilidad para problemas no lineales (cf. [19], [24], [17], [51],...), serd una
herramienta de gran utilidad a lo largo de la Memoria, como iremos viendo.

En esta Memoria se presentan nuevos resultados de existencia de controles
insensibilizantes que generalizan el Teorema 1 de [51] en varias direcciones. En el
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presente capitulo se consideran ecuaciones del calor no lineales con no linealidades
globalmente Lipschitzianas. En concreto, para condiciones de contorno de tipo Dirichlet
homogéneas consideraremos no linealidades que dependen del estado y del gradiente
de éste; en el caso de condiciones de contorno lineales de tipo Fourier (o Robin)
consideraremos en la ecuacién no linealidades que dependen sélo del estado. Por otro
lado, en el préximo capitulo abordaremos el caso de no linealidades f(y) que tienen
un crecimiento superlineal en el infinito (para los detalles, véanse los Teoremas 2.2,
2.3, 3.8 y 3.12 y la Proposicién 3.10). De acuerdo con los Teoremas 1 y 2 de [51],
probaremos estos resultados bajo las hipdtesis esenciales yp = 0y w N O # (). Como
hemos adelantado, en este capitulo también se muestran dos nuevos resultados de
existencia de controles e-insensibilizantes para el sistema de Stokes cuando w N O # ()
(ver la Seccién 2.3).

2.2. Dos nuevos resultados de existencia de con-
troles insensibilizantes para una ecuacién del
calor sublineal

Uno de los objetivos de esta seccién es extender el Teorema 1 de [51] al caso en
que permitimos que la no linealidad de la ecuacién que aparece en (2.1) dependa del
estado y y de su gradiente. En segundo lugar, probamos un resultado de existencia de
controles insensibilizantes para una ecuacién del calor con un término no lineal F'(y),
a la que se anaden condiciones de contorno lineales de tipo Fourier. En ambos casos,
supondremos que las no linealidades tienen crecimiento sublineal en el infinito. Estos
resultados (asi como las desigualdades de Carleman requeridas en cada caso) han sido
recogidos en [11]. En el préximo capitulo se analizard el caso en el que se consideran
no linealidades con crecimiento superlineal en el infinito.

Comenzamos analizando el primero de los casos senalados. Consideramos la
ecuacion del calor no lineal:

{ Oy — Ay + f(y, Vy) = £+ vl en Q, (2.7)

y=0 sobre T, y(x,0) = yo(x) + 7 o(x) en 2,

donde f : (s,p) € R x RN — f(s,p) € R es una funcién de clase C*' globalmente
Lipschitziana y &, yo, 7 € §o son como en la seccién precedente. Aqui, v € L*(Q) es
nuevamente una funcién control por determinar y w es el abierto de control. Mediante
argumentos de linealizacién y punto fijo, podemos demostrar que para datos fijados
bajo las hipéGtesis anteriores, el sistema (2.7) posee una tnica solucién y en el espacio
W(0,T)={u:ue L*0,T; H}(Q)), du € L*(0,T; H(Q))} (aqui es fundamental el
hecho de que f sea globalmente Lipschitziana).
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Nos preguntamos sobre la existencia de controles que insensibilicen la energia del
sistema (2.7) en el abierto de observacién O. Adaptando los célculos de [42] y [8] al
presente caso, se prueba facilmente la siguiente

Proposicién 2.1 Sea ® el funcional definido en (2.2), donde y(-,+;T,v) es la solucion
de (2.7) asociada a T y a v. Se tiene:

1. La existencia de un control v tal que se tenga la condicion de insensibilizacion
(2.3) equivale a la existencia de un control v tal que la solucion (y,q) de

Oy — Ay + [y, Vy) =&+ vl en Q, 2.8)

y=0 sobre &, y(z,0) =1yo(xr) en Q, '
—0iq = Aq =V - (0pf(y, Vy)a) + 0./ (y, Vy)g = ylo en Q, (2.9)

qg=0 sobre X, q(z,T)=0 en (), '

verifique
q(z,0) =0 en . (2.10)
2. Fijado € > 0, la condicion de e—insensibilizacion (2.6) equivale a

la(-,0)ll20 < ¢, (2.11)
donde (y,q) es la solucion de (2.8)—(2.9). O

Asi, la existencia de controles que insensibilicen (resp. e-insensibilicen) la norma L*(Q)
de la observacion de la solucién de (2.7) en el abierto O nuevamente se reformula, de
manera equivalente, como un problema de controlabilidad nula (resp. aproximada) para
un sistema acoplado. En (2.9), dsf (resp. d,f) denota la derivada de f con respecto
a s (resp. el gradiente de f con respecto a p).

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.1: La prueba de esta
proposicién es andloga a la de su equivalente en [42] y [8] y por ello no daremos los
detalles.

Supongamos, en primer lugar, que existe un control v que insensibiliza el funcional
® definido en (2.2). La derivada de ®(y(-, -;7,v)) con respecto a 7 en 7 = 0 viene dada

por //Q y(z,t)lo y-(z, 1) dz dt,
()

=0
Y

0P (y(-, 7, v))
or

5T, U)

or

es la solucién del sistema lineal
7=0

donde y es la solucién de (2.8) e y, =

Oyr — Dyr + 0pf(y, Vy) - Vyr + 0. f(y, Vy)y- =0 en Q,
yr =0 sobre X, y,(x,0) = go(x) en
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Sea ¢ la correspondiente solucién de (2.9). Recordando la EDP que satisface ¢ e
integrando por partes, se obtiene

//Q?J(x,t)loyT(x,t) d$dt=/ﬂq(x,())go(x) dz,

cualquiera que sea gy € L*(Q). El resto de la prueba se sigue inmediatamente
recordando (2.3) y (2.6). O

Estamos ya en condiciones de enunciar el primer resultado sobre existencia de
controles insensibilizantes que aportamos en esta Memoria:

Teorema 2.2 Supongamos que wNO # 0 eyy = 0. Sea f: R xRN — R una funcién
de clase C' globalmente Lipschitziana tal que f(0,0) =0 y sea L > 0 una cota de |0 f]|
y |0,f| en R x RY. Entonces, existe una constante C = é(Q,w, O) > 0 tal que para
cualquier £ € L*(Q) wverificando

// exp (%) |€|? dz dt < oo, (2.12)
Q

con

M=CQw0)(1+T(1+L%), (2.13)
podemos encontrar una funcién controlv € L*(Q) que insensibilice el funcional ® dado
por (2.2), donde y(-,-;7,v) es la solucion de (2.7) asociada a T y a v. O

En virtud de la Proposicion 2.1, para demostrar este teorema bastara con encontrar
un control v en L*(Q) que resuelva el problema de controlabilidad nula (2.8)-(2.10)
cuando yo = 0. La prueba de este resultado, que se da en la Subseccion 2.2.2, sigue
el mismo esquema de demostracion que el Teorema 1 de [51]. Como alli, la principal
herramienta de la demostracion es una adecuada desigualdad de observabilidad para las
soluciones del sistema adjunto asociado a un sistema lineal similar a (2.8)—(2.9) (véase
el sistema (2.18)—(2.19)). En la Subseccién 2.2.1 demostraremos las desigualdades de
observabilidad que se requieren tanto en este caso como en el caso que estudiamos a
continuacion.

Pasamos a analizar el caso en el que se consideran condiciones de contorno lineales
de tipo Fourier. Mas precisamente, consideramos la ecuacion del calor semilineal:

Oy — Ay+ F(y) =&+ vl, en Q,
Ony + hy = 0 sobre X, (2.14)
y(z,0) = yo(x) + T7go(x) en £,

donde F' : R — R es una funcién globalmente Lipschitziana con F € C'(R),

h € L*(X) (al menos), &, yo, T € 5o son como antes y v € L*(Q) es de nuevo una
funcién control por determinar. Recordemos que 0, denota la derivacién con respecto
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a la normal unitaria exterior a 0{). Una posible interpretaciéon fisica de la condicion
de contorno que aparece en (2.14) podria ser la siguiente. El término —0d,y puede
interpretarse como el flujo normal de calor, dirigido hacia el interior, salvo un coeficiente
positivo. Asi, la igualdad
—0Ohy = hy

significa que este flujo es una funcion lineal de la temperatura. Aunque seria fisicamente
razonable suponer que h > 0, no impondremos ninguna restriccién sobre el signo de h.

Noétese que, mediante linealizaciéon y un argumento adecuado de punto fijo, para
cada &, v, h, Yo e Yo en las hipGtesis anteriores, puede probarse que el sistema (2.14)
posee una unica solucién y = y(-, -; 7, v) que satisface

y € LX0, T H'(2)) N C([0,T]; L*()),  dy € L*(0,T; H'(2)).

El siguiente resultado establece la existencia de controles que insensibilizan la norma
L? de la observacién de la solucién de (2.14) en el abierto O:

Teorema 2.3 Supongamos que w N O # 0 e yo = 0. Sea F € CY(R) una funcién
globalmente Lipschitziana (con constante de Lipschitz L > 0) verificando F(0) = 0
y sea h € L>®(X) tal que 0;h € L*(X). Entonces, existe una constante positiva M
(que depende de Q, w, O, T, L, ||h]loo:s ¥ |0th]loo:s) tal que, para cualquier & € L*(Q)

verificando N
// exp (’t—/l> €|? dz dt < oo, (2.15)
Q

podemos encontrar una funcién controlv € L*(Q) que insensibilice el funcional definido
en (2.2), siendo y(-,-;7,v) la solucion de (2.14) asociada a T y a v. O

Como en los casos precedentes, se prueba facilmente que la existencia de un control v
tal que las soluciones de (2.14) verifiquen la condicién de insensibilizacién (2.3) (resp. la
condicién de e-insensibilizacién (2.6)) equivale a la existencia de un control v tal que
la solucién (y, q) de

Oy — Ay + F(y) = +uly, en Q,
Ony + hy =0 sobre X, (2.16)
| ¥(2,0) = yo(z) en €,

((—0iq — Aq+ F'(y)g = ylo en Q,
0nq + hqg =0 sobre %, (2.17)
q(z,T) =0 en Q,

\

satisface ¢(x,0) = 0 en Q (resp. |lq(-,0)||2;o < €). Para probar el Teorema 2.3,
serd entonces suficiente encontrar un control v € L?(Q) que resuelva el nuevo problema
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de controlabilidad nula (2.16)—(2.17) junto a (2.10) (para yo = 0). La demostracién
del Teorema 2.3 es similar a la del Teorema 2.2 y serd solamente esbozada (véase
la Subseccién 2.2.2). El punto clave de esta prueba reside nuevamente en demostrar
una desigualdad de observabilidad adecuada para las soluciones del sistema adjunto
asociado al sistema linealizado correspondiente, desigualdad que mostramos en la
subseccién que desarrollamos a continuacion.

2.2.1. Las desigualdades de observabilidad

Dedicamos este apartado a probar las desigualdades de observabilidad requeridas
en la demostraciéon de los Teoremas 2.2 y 2.3. Como ya hemos puesto de manifiesto, de
forma general, las desigualdades de observabilidad para las soluciones de un sistema
lineal (adjunto) se deducen de adecuadas estimaciones globales de tipo Carleman para
estas mismas soluciones. En concreto, los resultados de observabilidad que damos en
este apartado se obtienen combinando desigualdades de tipo Carleman probadas en el
capitulo anterior con las correspondientes estimaciones de energia.

El caso de condiciones de contorno de tipo Dirichlet

En primer lugar, dados a,c € L=(Q), B,D € L>*(Q)" y ¢° € L*(2), consideramos
el sistema lineal acoplado

e —Ap+D-Vo+cp=0 en Q, (2.18)

©=0 sobre &, (x,0)=¢"z) en Q, '
—0p — Ay —V - (BY) + ap = plp en Q, (2.19)
¥ =0 sobre 3, ¢(z,T)=0 en (, '

que tiene la forma del sistema (1.6)—(1.7) considerado en la Seccién 1.2 del capitulo
precedente. Combinando la desigualdad de Carleman establecida en el Teorema 1.4
de dicha seccién para las soluciones del sistema (2.18)—(2.19) con las correspondientes
estimaciones de energia, obtenemos el siguiente resultado de observabilidad:

Teorema 2.4 Supongamos que w N O # 0 y sea By C w N O un abierto no vacio.
Entonces, existen constantes positivas C, M y H tales que, para cualquier ¢° € L*(Q),
la correspondiente solucion (¢,v) de (2.18)—(2.19) satisface

CM 5 5
xp | ——— de dt < exp(CH dz dt. 2.20
J[ew (-5 Jurwrar<esicm [ paa @)

Mas precisamente, C' = C(Q, By), M =1+TM' y

1
H=M+Z+T(1+]allec + leloo + 1BIS + I1DI%)
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con M' >0 dada por (1.10), i.e.:
M' =1+ [|all32 + 1|ell2? + lla = el + | Blloe + 1B = Dlloo + | BII2 + ID]1%. (2:21)

Esta desigualdad de observabilidad generaliza la dada en la Proposicién 2 de [51],
donde se consideraban sélo términos lineales de orden cero (i.e.. B = D = 0).
Ademas, aqui obtenemos la dependencia explicita de las constantes que aparecen en la
desigualdad con respecto a Ty al tamano de los potenciales. Esto sera fundamental
cuando tratemos, en el capitulo siguiente, con no linealidades con crecimiento super-
lineal en el infinito.

En la demostracién de este resultado, usaremos el siguiente lema de caracter técnico:

Lema 2.5 Sea v € C°(Q) una funcion verificando vo(z) > 1 > 0,Vx € Q. Pongamos

2, t) = 22 o (2,1) € Q, mo = min o y Mo = méxno.
t(T —1t) Q Q
7\" 7T?
1. Se tiene s*e 27t~ 1(T — )77 < 2277 — ) T°, para cualquier s > Y
mo 23m0
(z,1) € Q.
377
2. Para s > My se tiene
e NI T — 1) > Ayexp (=M, /t), (x,t) € Qx(0,T/2),
con
Ay =2°T %exp (—4Mos/T?), M, =2Moys/T. (2.22)

3. Para cualquier s > 0, se tiene

25MQS
3717

(T —1)* < 27T exp ( ) . (x,t) € Q x (T/4,3T/4).

Para mayor claridad en la exposicion, daremos la prueba de este lema mas adelante.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4: Sean ag y a como en el Teorema 1.4 y sea & la
constante positiva asociada al abierto By proporcionada por dicho teorema. A lo largo
de la prueba, C' sera una constante genérica positiva, que depende sélo de €2 y By, cuyo
valor puede variar de una linea a la siguiente. Tomamos s > 5, con 5 dado por (1.9).
La prueba consiste en combinar las estimaciones de energia para (2.18) y (2.19) con la
estimacion

//Qe—?soct_g(T—t)_g (Je? + [¥*) < 054// BT )T, (2.23)

Box (O,T)
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vélida para s > 3, que se sigue inmediatamente de (1.8).
o En primer lugar, de las estimaciones de energia para las soluciones de (2.18) y
(2.19), para ty,ts € [0,T] con t; < ty y t € [0,7], se tiene

le(t2) 30 < exp((2llels + IDIIZ) (2 — 1)) lle(t) 30,

T 2.24
I )30 S/t exp ((1+2llall + [1B]I3%) (s = 1) le(s)ll50 ds. 220

En particular, tenemos

(%)

de donde

T
J[ et <en(Clds+ 02 T) /] G @)
Qx(T/2,T) Qx(T/4,3T/4)

Ademas, de (2.24) se deduce facilmente

2

T
< oxp ((2lelle + 1D12) 7 ) IOl Ve € /2,371,
2;Q

T T T
[ eads < @ = dew (4 2l +1812) 3 ) [ TeolBods

para cualquier t € [T'/2,T] y, asi, también

T
JIo s ew(eedtaer iz D) [ e e
Ox(T/2.T) Ox(T/2,T)

© Pongamos ahora my = min oy y My = max ag, con oy como mas arriba. Aplicando
Q )

el Lema 2.5 con g = ap (y asf, v = ), para cualquier s > 372%/(2M;) tenemos

M
// e—QSat—3(T o t)_3|¢|2 Z As // exp (_ 5) |'¢|2a
0 Qx(0,7/2) t

con As y M, dados por (2.22). Acotamos el segundo miembro de (2.23) usando de
nuevo el Lema 2.5, obteniendo

M, 4Mys
I () zcon (M) [
Qx(0,7/2) Box(0,T)

para s > §, donde § viene dado por

5= 6(Q, By) (T + TQM’), (2.27)
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con M' > 0 definido en (2.21) y 6(Q, By) = max{7,3/(2My),7/(23my)}, siendo &

como antes. Entonces, usando (2.26), para s > § tenemos

//Q eXP( ) vl < //QX o ( S) [ + //QX(T/Q’T) v
= o <4M08) //B o (2.28)
+ exp ((2 +2|lalloo + I1BI1%) 5) //QX(T/Q,T) ol2,

con My como antes. Teniendo en cuenta (2.25), el Lema 2.5 y (2.23), acotamos a
continuacién la ultima integral que aparece en (2.28) como sigue:

T
J[ e <o (Clds+ 1012 T) /] of
QOx(T/2,T) Qx(T/4,3T/4)

T 2°Mys oo _
<exp (el + 1D T+ 5 )rore [ s
X 4,3

T  25Mys
< Cexp ((2lell + IDIZ) § + 250 ) s [l ey T
0>< 0

37?2
2 Mys
< Cexp ((2||C||<>o + 1Dl ) 3T§ ) // I
BoX OT

Combinando esta estimacién con (2.28), obtenemos

[ (—Af) WP < Coxp (‘“‘f) I o

25 Mys
+Cexp ((1 +llallos + llellos + I1BI% + 1PIS) T + =7 ) // 1%,
Box(0,T

vélida para cualquier s > §, con § definido por (2.27). Finalmente, poniendo s = 3§
en la desigualdad anterior y recordando la definicién de M; (ver (2.22)), obtenemos el
resultado. O

Para completar la demostracion, probamos ahora el Lema 2.5.
DEMOSTRACION DEL LEMA 2.5: Sean g, v, mg y My como en el enunciado. Entonces,

2mgs 1

846—2s7t—7<T - t)_7 < stexp <_m) t_7(T B t) =0 = gs( )’

para s > 0y t € (0,7). Determinaremos una cota inferior de g,(t), para t € (0,7).
El célculo de ¢.(t) muestra que, para s > 71%/(2%my), la funcién g, es estrictamente
decreciente en (0,7/2) y estrictamente creciente en (7'/2,T). Asi, en este caso,

fo(t) < £ (T)2) =2"TG(s) Vvt e (0,T),
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con G(s) = s*exp (—8mygs/T?), que es estrictamente decreciente en (12/(2my), +00)
y, en particular, en (772/(23my), +00). De aqui sigue la primera parte del lema.
1

Ahora, escribiendo HT—1) =7 + T =1 Vt € (0,7T), tenemos

2N,
e (T — 1)™ > exp (— T;S) 3 H, (1),

2M,
siendo Hy(t) = (T —t) 3 exp (— Ost)) . Es fécil ver que, para s > 37?/(2M,)

T(T —
arbitrario, H es decreciente en (0,7/2). Por tanto, un simple cédlculo nos da la segunda
parte del lema.

24
Finalmente, observando que HT—1) < 72 bara cualquier t € (7'/4,3T/4), se
obtiene
2Mys 2° Mys
25’yt3 T — ¢ 3 < 0 2—6T6 < 2—6T6 0
eI — 1) < exp (t(T—t) = P\ T2 )
parax € Qy t € (T'/4,3T/4), con lo que termina la prueba. O

El caso de condiciones de contorno de tipo Fourier

Pasamos ahora a analizar el caso en el que se consideran condiciones de contorno
lineales de tipo Fourier. Més precisamente, consideramos el sistema lineal acoplado

O —Ap+cp=0 en Q,
Ontp + kyp =0 sobre X, (2.29)
o(z,0) = ¢°(x) en O,

—0) — A+ ay = plo en Q,
Opt) + hp) = 0 sobre X, (2.30)
Y(xz,T) =0 en €,

con a,c € L®(Q), h,k € L*(X) (al menos) y ¢ € L*Q). Obsérvese que en
(2.29)—(2.30) hemos escrito condiciones de contorno lineales de Fourier con distintos
potenciales h y k. Ello estd motivado por el hecho de que la desigualdad de
observabilidad que establecemos en el Teorema 2.6 también se requiere para probar
un resultado local de insensibilizacién para una ecuacién semilineal del calor con
condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier (ver la Seccién 3.5).

Como consecuencia inmediata de la Proposicion 1.5, p. 27, del capitulo anterior,
para cada a, ¢, h, k'y ©° en estas condiciones, el sistema (2.29)—(2.30) posee una tnica
solucién (p,1) que verifica

w0, € L*(0,T; H Q)N C([0,T); L*(Q)), 0, b € L*(0,T; H'()').
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Ademés, existen constantes positivas K1 = K1 (||¢||oos [|k]lcos) ¥ K2 = Ka(||a]oo, [|2]|co:x)
tales que

d
Zlelze < Killp(@)ll5q  parat cpd. en (0,T),

d
—= @50 < Kll¥ (@50 + le@)l50  parat cp.d.en (0,7).

De aqui se sigue inmediatamente que

lo (t + T/ l5q < exp (K T/4) lo(®)l30 Yt € (T/4,3T/4) (2.31)

)20 < /t exp (Ka(s — 1)) le(s)z0ds vt € (0,T). (2.32)

Combinando estas estimaciones de energia con la desigualdad de tipo Carleman
(1.34) para (p,%) obtenida en el Teorema 1.6 del capitulo precedente, se deduce en
este caso la siguiente desigualdad de observabilidad (aqui, ¥° = 0):

Teorema 2.6 Supongamos que wNO # 0, a,c € L>®(Q) y h, k,0h, 0k € L>®(X). Sea
By C wN O un abierto no vacio. Entonces, existen dos constantes positivas M y H

(dependiendo de Q, Bo, T, |[allco; [|clloos [[Pllocis [[Fllooiss [10thllocs y [|0tk]|ooix) tales

que
M -
// exp | —— W|2dxdt§H// |0 d dt, (2.33)
Q t Box(0,T)

para cualquier ©° € L*(Q), donde ¢ resuelve (2.30), siendo ¢ la solucidn de (2.29)
asociada a ° € L*(Q).

DEMOSTRACION: Procedemos como en la demostracién del Teorema 2.4. Sean las
funciones o y a y las constantes positivas Cy y § (dependientes de Q, By, T, ||a||oo,
llloos 1P llooss [[Ellooiss 1|0¢h]|co:s ¥ 1|0tk ||oo;s:) del Teorema 1.6. Partimos de la estimacion

// 6725at73(T . t)fs (|<,0!2 + ‘w’2> < 0054 // 6*2Sat77(T _ t)*qw’?, (2.34)
0 Box(0,T)

vélida para cualquier s > 5, que se sigue de la desigualdad de Carleman (1.34)
mencionada anteriormente. Asi, fijando s = max{s,3/(2M,),7/(23mg)}, podemos
acotar ambos miembros de (2.34) (gracias al Lema 2.5) y deducir

M
I ew (—7> wr<a [ e (2.35)
Qx(0,T/2) Box(0,T)

con M > 0 y Cy > 0 dos constantes que dependen de €2, By, T, ||a]/co, ||€|loos [|7]lco:ss
[Ellocsss 0P llocis v |00kl ooss-
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Por otro lado, de las estimaciones de energia (2.31) y (2.32), se deduce facilmente

que
// 0 < exp (K1 T/4) // of?
Qx(T/2,T) Qx(T/4,3T/4)

JL ek e @rr) [[
Qx(T/2.T) Ox(T/2,T)

De este modo, tenemos

i
I e (—7> < [ P
Qx(T/2,T) Qx(T/2,T)

T
Ox(T/4,3T/4)

Observemos que la funcién e23(T—t)3 estd acotada en Qx [T'/4, 3T /4], luego podemos

estimar
// o2 < ) // 2T — 1),
Qx (T/4,3T/4) Qx(T/4,3T/4)

con Cy > 0 dependiendo de Q, By, T, |lallco; [[clloos |Plloos, [|Elloois, [|0:h]loos ¥
|0¢k||so:x- Combinando esta estimacién con (2.36) y (2.34), y acotando el lado derecho
de (2.34) como hicimos para obtener (2.35), tenemos

M T
// exp [~ 1o < €y exp (Kl— L+ K2)T> // W (2.37)
Ox(T/2,T) t 4 Box(0,T)

Aqui, C; es una nueva constante positiva que depende de Q, By, T, ||a|| o, ||¢||oos [| 2] 00sss
| &lloo:ss [|0th]|oos ¥ || Otk || oo:s- Finalmente, basta con sumar (2.35) y (2.37) para obtener
la deseada desigualdad de observabilidad (2.33), con M como en (2.35) y H dada por

(2.36)

~ T
H= 01 + O36Xp (KIZ + (1 + KQ)T) .
([l

Observacion 2.1 Recordando la Observacién 1.2 del capitulo precedente (ver
pagina 30), se puede obtener la dependencia explicita de las constantes M y H del
Teorema 2.6 con respecto a 1"y al tamano de los potenciales a y ¢ que aparecen en las
EDPs (aunque no con respecto a los potenciales h y k de las condiciones de contorno).

Ello permite conocer el modo preciso en que la constante M del Teorema 2.3 depende
de Ty de la constante £ de Lipschitz de la funcién no lineal F'. 0
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2.2.2. Demostracion de los Teoremas 2.2 y 2.3

Dedicamos esta seccién a probar los Teoremas 2.2 y 2.3. Ambas demostraciones,
inspiradas en las de otros resultados conocidos de controlabilidad para sistemas no
lincales (véanse [54], [19], [24], [51],...), se basan en resultados de controlabilidad
para sistemas lineales similares y argumentos adecuados de punto fijo. Aunque son
demostraciones clasicas, se incluyen en esta Memoria para que la exposicion resulte
mas completa.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2:

Supongamos que yo = 0. Como ya hemos comentado, en virtud de la Proposi-
cién 2.1, es suficiente con encontrar un control v en L?(Q) que resuelva el problema de
controlabilidad nula (2.8)—(2.10). La demostracion se hara en varias etapas.

ETAPA 1.- Comenzamos con un resultado de existencia de controles e—insensibilizantes
para una version linealizada de (2.8)—(2.9). Dados a,c € L>®(Q), B,D € L*(Q)" y
¢ € L*(Q), consideramos el sistema lineal acoplado

Oy—Ay+B-Vy+ay=£E+0vl, en Q, (2.38)
y=0 sobre ¥, y(z,0)=0 en Q, '
—0iq —Aq—V - (Dq) +cq =ylo en @, (2.30)
q=0 sobre X, ¢(z,T)=0 en Q, '

y el correspondiente sistema adjunto (2.18)—(2.19).
Se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.7 Supongamos que w N O # 0 y sea By C w N O un abierto no vacio.
Sean C' = C(Q, By), M y H las constantes positivas que proporciona el Teorema 2.4.
Entonces, para cualquier € > 0, existe un control v. € L*(Q), con sop v. C By x [0,T],
tal que la correspondiente solucion (y.,q.) de (2.38)—(2.39) satisface

1g=(+, 0)[l2;0 < &. (2.40)
Ademds, si & € L*(Q) verifica

// exp (CTM) €|? dz dt < oo, (2.41)
Q

entonces los controles {v.}.~o estdn uniformemente acotados en L*(Q). Mds precisa-

mente,
1/2
Ve |20 < exp ( ) <// exp ( )|§|2 dx dt> ., Ve>0. (2.42)
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DEMOSTRACION: Al ser la estructura de la prueba idéntica a la de los correspondientes
resultados de [8] y [51], no daremos todos los detalles. Fijado € > 0, introducimos el
funcional definido sobre L%(€)) como sigue

J(¢% a,c, B, D) //B on [v]? + ¢||° ||m+/ &, (2.43)

donde v resuelve (2.19), siendo ¢ la solucién de (2.18) con dato inicial ° € L*(Q).

Se tiene la siguiente propiedad de continuacién tunica para las soluciones del
problema adjunto (2.18)—(2.19) (recuérdese que w N O # ):

“Si o0 € L2(Q), (p,v) es la correspondiente solucién de (2.18)—(2.19) y
=0 en wx (0,T), entonces p =1 =0 en Q.”

Esta propiedad puede ser probada (por ejemplo) combinando el Teorema 2.4 con una
propiedad de continuacién tnica para las soluciones de (2.18). Deducimos entonces que
el funcional continuo y convexo J(+; a,c, B, D) es estrictamente convexo y satisface

J 0. B. D
lminf 2 R R ) s . (2.44)
9°[l2;:0—+00 [l ||2;Q

Asi, J(;a,¢, B, D) es coercitivo y, por consiguiente, alcanza su minimo en un unico
2 € L*(2). Pongamos
U& - /l/bE]'BOJ (245)

donde (¢, .) es la solucién de (2.18)—(2.19) con dato inicial ¢Y. Entonces, la solucién
(Ye,qe) de (2.38)—(2.39) asociada a wv. satisface (2.40). De hecho, v. es el tnico
control de norma L?*(Q)) minima entre todos los controles v € L2(Q) que verifican
sop v C By x [0,T] y resuelven (2.38)-(2.40).

Supongamos ahora que £ satisface (2.41). De la condicién de optimalidad para (°
y de la desigualdad de observabilidad (2.20), se tiene

//B()X(OT [Vl +ellplllz0 = —/Qg%
( // exp (——) w) - ( //Q oxp (CTM) |5|2)1/2
< (exp(OH) //BOX(O,T) |¢s|2> v <//Q exp <CTM) |§’2)1/2,

lo que da, recordando (2.45), la estimacién uniforme de los controles (2.42). O
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Observacion 2.2 En particular, si £ € L?(Q) verifica (2.41), la Proposicién 2.7
permite establecer la existencia de un control v € L*(Q) tal que la solucién (v, q)
del problema lineal (2.38)—(2.39) verifique

q(z,0) =0 c.p.d.en .

édeméus, dado un abierto By C w N O, podemos elegir v de tal modo que sop v C
By x [0,T] y se tenga la estimacion

ol < exp () [ exp (S ) doat

siendo C' = C(, By), M y H como en el Teorema 2.4. En otras palabras, puede
probarse un resultado de existencia de controles insensibilizantes en el caso lineal. [

ETAPA 2.- Aplicamos ahora un argumento de punto fijo para probar un resultado de
e—insensibilizacién en el caso no lineal. Se tiene:

Proposicion 2.8 En las hipdtesis del Teorema 2.2, existe una constante positiva
C = C(Qw,O) tal que, para € > 0 fijado y cualquier ¢ € L*(Q) wverificando (2.12),
con M >0 dada por (2.13) (y L > 0 una cota de |0sf| y |0,f] en R x RY), podemos
encontrar un control v. € L*(Q), con sop v. C By x [0,T], de modo que la solucién
(Ye, q-) de (2.8)—(2.9) asociada a v, satisface

(-, 0) [l < e
Ademas,
1/2
ol < H (// exp< )|£|2dxdt) e, (2.46)
donde .
H = exp [5(Q,w, 0) (1 t5 +T+ (1+ T)LQ)] . (2.47)

DEMOSTRACION: Fijemos ¢ > 0. La dependencia con respecto a ¢, al ser un pardmetro
fijo, sera omitida en esta demostracion. Dada una funcién f como en el Teorema 2.2,
podemos escribir

f(s,p) = g(s,p)s+ G(s,p)-p VY(s,p) € R xR,

donde g: R x RY - Ry G: R x RY — R" son las funciones continuas y acotadas
definidas por

1 1
o(s,p) = / 0.f(0s,0p)do, Gls,p) = / 9,f(cs,0p)do, (s.p) € R x RV,
0 0
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I. El problema linealizado.

Para cada z € L?(0,T; Hj(€)), consideramos el sistema linealizado

Oy—Ay+ B, -Vy+a,y=£+0vl, en Q, (2.48)
y=0 sobre ¥, y(x,0)=0 en Q, '
—0q —Aq =V - (D.q) + ¢z = ylo en Q, (2.49)
q=0 sobre X, ¢(x,T)=0 en Q, '

con a, = ¢g(z,Vz), c, = 0sf(2,Vz) € L®¥(Q) y B, = G(2,Vz), D, = 0,f(2,Vz) €
LOO(Q)N . De hecho, el caracter globalmente Lipschitziano de f nos da

lazlloos llezlloos | Bzllos: [ D:lloe < Ly Wz € L*(0, T Hg (), (2.50)
donde L > 0 es una cota de |0, f| y |0, f] en RxIRY. Podemos aplicar la Proposicién 2.7,
con By C wNO un abierto cualquiera, y deducir que existe un control v, € L*(Q), con

sop v, C By x [0,T], tal que la correspondiente solucién (y., ¢,) del sistema linealizado
satisface

qu('ao)”2;§2 é E. (251)

Ademas, si M, y H, son las constantes positivas que proporciona el Teorema 2.4 para
a=a, c=c, B=DB,y D = D,, entonces v, verifica la estimacién (2.42), con
M = M,, H = H, y con una constante positiva C' que depende de Q y By (es decir, de
2, wy O). Recordando las expresiones de M, y H,, y teniendo en cuenta la acotacién
uniforme (2.50) de los potenciales, existe una constante positiva C = é(Q,w, O) tal

C
que, para cualquier z € L2(0,T; H}()), se tiene exp <§Hz) <HyCM, < M,donde

M y H vienen dadas, respectivamente, por (2.13) y (2.47). De este modo, si la fuente
de calor ¢ satisface (2.12) para esta constante M, tenemos la siguiente estimacién
(uniforme con respecto a z y a €):

v llg < H (// exp ( )|§|2) /2, Vz € L*(0,T; Hy(Q)). (2.52)

II. El argumento de punto fijo.

Consideramos ahora la aplicacién A, : L?(0,T; H}(Q)) — L*(0,T; H}(2)) definida
por A.(z) = y., siendo y, la solucién de (2.48) asociada al control v, construido en la
Proposicién 2.7 para a = a,, B = B,, ¢ =c, y D = D, (v, es el control de norma
minima en L?(Q) entre los controles que resuelven (2.48), (2.49) y (2.51)). Aplicaremos
el Teorema de Schauder del punto fijo para probar que A. posee, al menos, un punto

fijo.
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¢ Primero, por resultados clasicos de regularidad para la ecuacion del calor, la
solucion y, de (2.48) esta en el espacio Y definido por

Y = {u:ue L0,T; HX(Q) N HX(Q)), du € L*(Q)},

con
[y:lly < exp[C( T, [|az (oo, [|B:lloo)] (1€ + v21u]210)

(aaut, lusly = lysllozmom + 10sleqs || - lragrenmy denota la norma en
L*(0,T; H*(Q) N H}(Q)) v la dependencia de la constante C' respecto de T, ||a.]«
y || Bl es explicita). De la acotacién uniforme de los potenciales y de los controles
(véanse (2.50) y (2.52)), se deduce que A, envia L?(0,T; H}(€2)) en un conjunto acotado
de Y. Puesto que este espacio se inyecta de manera compacta en L2(0, T’; H}(€2)), existe
un compacto fijo K en L*(0,T; H}(Q)) tal que

A(L*(0,T; HL () C K. (2.53)

Asi, A, es una aplicacién compacta.
o Sea ahora {z;};>1 C L*(0,T; Hy(Q)) tal que

zj — 2z en L*(0,T; Hy(S)).

De aqui, teniendo en cuenta la regularidad de f y (2.50), al menos para una subsusecién
(que seguimos denotando {z;},>1) se deducen las convergencias

a.; = 9(2;,Vz;) = a., ¢z, = 0sf(2;,Vz;) = c. débilx en L*(Q),

2.54
sz = G(Zj, VZJ) — Bz, Dzj = 8pf(2’j, VZJ) — Dz débil~ en LOO(Q)N ( )

(aqui, a, = g(2,Vz), ¢, = 0sf(2,Vz), B, = G(2,Vz2) y D, = 9,f(2,Vz)). Sea ¢°
(resp. 9, j > 1) el tinico minimizante en L*(Q2) del funcional definido por (2.43), con
a=a,c=c,B=DB,yD=D, (tesp.cona=a,,c=c,, B=DB,,yD=D,).
Razonando como en [19] y [51], se prueba:

i) la propiedad de coercitividad (2.44) se verifica uniformemente para
potenciales a, ¢, B 'y D uniformemente acotados en L*;
i) la sucesion {¢)} estd acotada en L*(£2);
iii)
S0 50 2
¢, — ¢ en L (Q). (2.55)

Sea ahora (¢, 1) (vesp. (¢;,%;), 7 > 1) la solucién de (2.18)-(2.19), con a = a,, ¢ = ¢,
B =B, D =D, (resp. a = a,;, c=c¢,;, B=DB.,D = DZ].) y condicién inicial ¢V
(resp. ). Las convergencias (2.54) y (2.55) implican que

~

G; — ¢, U —U en LQ). (2.56)
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Por la definicién de A., A.(2) (resp. Ac(z;), 7 > 1) es la solucién de (2.38) asociada al

control § = 1, (resp. 0; = wAjlw) y a los potenciales a = a,,c=c,, B=B,y D = D,
(resp. a = a,, c=c;,, B= DB, y D=D,,). De (2.56), se tiene que
0 — 0 en L*(Q),
convergencia que, junto a (2.54), nos da
As(zj) = As(2) en L*(Q).
De hecho, esta convergencia nos basta para deducir que

A(z)) — A(z) en L*(0,T; Hy(9)).

En efecto, gracias a (2.53), al menos para una nueva subsucesién (que continuamos
denotando {z;};>1) se tiene

A(zj) =Y en L*(0,T; Hy(Q)).

Por unicidad del limite se prueba que Y = A.(z) y que, de hecho, toda la sucesién

{A:(2j)}j>1 converge a A.(z) en L?(0,T; Hi(2)). Esto prueba la continuidad de A..
Puesto que estamos en las hipotesis del Teorema de Schauder, A, posee, al menos,

un punto fijo y. € L*(0,T; Hy(Q)). Entonces, el control v, = v,_ es tal que y. resuelve

atys - Ay:—: + G<y€7 vy€> : vys + 9(1/57 vye)ye = 5 + Ue]-w en Q7 (2 57)
y. =0 sobre ¥, y.(z,0) =0 en ©, '
y la soluciéon ¢. de
—0iq: — A =V - (O f(Ye, VYe)ae) + 05 f(Ye: VYe)de = yelo en @, (2.59)
g¢-: =0 sobre X, q.(x,T) =0 en Q, '

satisface (2.40). En otras palabras, hemos encontrado un control v. € L*(Q), con
sop v C By x [0,7], tal que la correspondiente solucién de (2.8)-(2.9) (con yo = 0)
verifica (2.11). Finalmente, la estimacion (2.46) se sigue directamente de (2.52), con lo
que concluye la demostracién de la Proposicién 2.8. 0]

ETAPA 3.- Terminaremos la demostracion del Teorema 2.2 pasando al limite en (2.57),
(2.58) y (2.11). Puesto que los controles {v.}.~¢ que proporciona la Proposicién 2.8
estan uniformemente acotados en L?(Q) y se tiene (2.50), el efecto regularizante de la
ecuaciéon del calor implica que {(y:,g:)}e>o se mueve en un acotado de Y x W(0,T)
(Y es el espacio definido en la pagina 62), donde

W(0,T) :={u:ue L*0,T; H3(Q)), du € L*(0,T; H*(Q))}.
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Luego {(¥e, ¢-) }e>0 se mueve en un compacto de L?(0,T; H}(2)) x L*(Q). Entonces, al
menos para una subsucesion, se tiene

v. — v débil en L*(Q),
(Yer ge) — (y,9) en L*(0,T; Hy(Q)) x L*(Q), ¢-(0) — ¢q(0) débil en L*(€),

para algunos v € L%*(Q) (con sopv C By x [0,T]), y € Y, ¢ € W(0,T) (de
hecho, se prueba que ¢.(0) — ¢(0) en L*(Q) y ¢ — qen L*(0,T; H}(Q))). Gracias
a la continuidad de las funciones g y G, podemos pasar al limite en (2.57)—(2.58),
deduciendo que (y, q) resuelve (2.8)—(2.9) con término de control v y dato inicial yo = 0.
Maés aun, de (2.40) inferimos que la funcién q satisface g(z,0) = 0 en 2. Asi, la funcién
v es un control insensibilizante para el funcional ® dado por (2.2). Finalmente, la
estimacién uniforme de los controles (2.46) y las convergencias de méas arriba, nos

permiten estimar
1/2
|v]l2.0 < H (// exp ( )‘f’QdiL‘dt) ; (2.59)

con M y 'H dadas, respectivamente, por (2.13) y (2.47), lo que completa la
demostracion. 0

Observacion 2.3 Es interesante hacer notar que el argumento usado en la demostra-
ciéon precedente proporciona una estimacién del coste de la insensibilizacion del
funcional ®. En efecto, hemos probado que el control insensibilizante v puede ser
elegido de modo que verifique la estimacién (2.59), donde la dependencia de M y H
con respecto a T'y f es explicita (véanse (2.13) y (2.47)). Inspirados en [25], denotemos
por U, al conjunto no vacio

Ug = {v e L*(Q) : (y, q) verifica (2.8)-(2.10), con yo = 0}.

Asi, la cantidad

Cins = viell}lﬁd ||U||L2(WX(07T))’

que mide el coste de insensibilizar el funcional ®, puede estimarse como sigue

e <H (//exp( )\f]Qdazdt)l/Q.

Terminamos esta seccién probando el resultado establecido en el Teorema 2.3.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.3:

La prueba de este teorema es similar a la del Teorema 2.2. Por este motivo, daremos
solamente un esquema de la misma. Como en aquel teorema, bastara con encontrar un
control v € L?(Q) que resuelva el problema de controlabilidad nula (2.16), (2.17) (con
yo =0) y (2.10).

Comencemos fijando ¢ > 0 y, por simplicidad, omitamos la dependencia con
respecto a €. Dada F' como en el enunciado, sea G la funcién continua definida por

F(s)

si s#0,
F'(0) si s=0,

G(s) =

que satisface F'(s) = G(s)s, para cualquier s € R.
Sea h € L>(X) tal que d;h € L®(X). Fijado 2 € L*(Q), se considera el sistema
lineal acoplado
Oy — Ay +G(2)y = €+l en Q.
Ony + hy = 0 sobre 3, (2.60)
y(x,0) =0 en €,

—0q — Aq+ F'(z)qg = ylo en Q,
Onq + hq =0 sobre X, (2.61)
q(z, T) =0 en Q,

donde los potenciales verifican
Gl < £, [[F'(2)oc <L, V2 € L*Q), (2.62)

siendo £ > 0 la constante de Lipschitz de F'.

Primero, una propiedad de continuacion tnica para las soluciones del correspon-
diente sistema adjunto, que se deduce (por ejemplo) del Teorema 2.6, nos permite
encontrar el control v, € L?(Q) de norma L? minima tal que la solucién (y.,q.) de
(2.60)—(2.61) asociada a v, satisface

q-(+,0)[[2:2 < €.
Sean Mz y H. las constantes positivas (que dependen de 2, w, O, T, ||G(2)]|c0s

1 F'(2)|loos IPlloos ¥ [|Oth]|oo:) que proporciona el Teorema 2.6 para a = G(z),
¢ = F'(z), h como en el enunciado, k = h'y By C wN O un abierto no vacio arbitrario.

Si £ € L?(Q) satisface
// exp <%> €2 dz dt < oo,
Q t
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razonando como en la demostracion de la Proposicién 2.7, gracias a la desigualdad de
observabilidad (2.33) (ver el Teorema 2.6) deducimos

[vzll2iq < f(// exp< )|§|2dxdt) 1/2.

Sean M > 0y K > 0 las constantes (dependiendo de Q, w, O, T, L, ||h||oo;x ¥ ||0ch||coix)
definidas, respectivamente, por

constantes que estan bien definidas, gracias a (2.62). De este modo, para cualquier
¢ € L?(Q) verificando (2.15), se tiene

1/2
02|20 < K <// exp ( >|§|2d:r;dt> , Vze L*Q). (2.63)

Consideramos el operador no lineal A, : L2(Q) — L*(Q) definido por A.(z) =
y., donde y, es la solucién de (2.60) asociada al control v, obtenido mediante el
procedimiento anterior. Tenemos (recuérdese la Proposicién 1.5)

y. € L2(0.T; H'(Q)) N C(0, T L*(Q)),  dhy. € L2(0,T: H'(2)),

con
Ny llezcy + Y=l e @2@) + 1100y:l L2 @

< O TG (2)oos [1Pllooiss 1€l 205 Nlv=l2:)

(y andlogamente para ¢,). Como en la demostracién de la Proposicién 2.7, la estimacién
uniforme precedente, junto con las hipétesis de regularidad sobre F', nos dan la
compacidad y continuidad del operador A.. De hecho, A.(L?*(Q)) C K, donde K es un
compacto fijo de L?(Q). Podemos entonces aplicar el Teorema de Schauder del punto
fijo y deducir la existencia de un punto fijo, y., de KE. Para cualquier € > 0, hemos
probado que y. resuelve (2.16) con yo = 0 y término de control v = v, (el control
de norma L? minima asociado a z = y.), y la correspondiente solucién ¢. de (2.17)
satisface (2.11). Ademads, v, verifica la estimacién (2.63).

La estimacién uniforme (con respecto a ) de los controles v. y de los potenciales
G(ye) v F'(y:), junto con la continuidad de G y F’, nos permiten pasar al limite en
el sistema acoplado que verifica (y.,¢.) y en (2.11), deduciendo la existencia de un
control v verificando (2.63) y tal que la correspondiente solucién (y, ¢) de (2.16)-(2.17)
satisface (2.10). Esto completa la demostracion. O
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2.3. Controles c-insensibilizantes para el sistema de
Stokes

En esta seccion abordamos el problema de la e—insensibilizacion de un funcional
asociado al sistema de Stokes en un dominio acotado 2 de R™ (N = 2 6 3) con frontera
O de clase C?. En concreto, mostramos resultados sobre la existencia de controles
que e—insensibilizan la energia del sistema los cuales son, en nuestro conocimiento, los
primeros resultados en la literatura sobre la existencia de controles e-insensibilizantes
para el sistema de Stokes. Como veremos, el problema que analizamos en esta seccién
se reformula de manera equivalente como un problema de controlabilidad aproximada
para un par de sistemas de Stokes en cascada. De este modo, el punto clave para probar
los resultados que presentamos residird en mostrar sendas propiedades de continuacién
unica para el correspondiente sistema adjunto.

Comenzamos recordando los espacios funcionales en los que hemos de trabajar.
Denotamos por H la adherencia en L*(2)" del conjunto

V={oeDQ)N:V-o=0 en Q},

donde por V - ¢ se denota la divergencia de la funcién vectorial . H es un espacio de
Hilbert para el producto escalar inducido de L*(2)", que denotaremos por (-, *)2.0:

(u,v)2.0 = Z/QUZ(-CE)W(JU) dr, Yu=(ui,...,un),v=(v1,...,05) € H.

Sea V' la adherencia de V en H{(2)", que tiene también estructura hilbertiana con el
producto escalar inducido de H}(2)", denotado por (-, )1 2.0. Asi, siu = (uy,...,uy),
v=(v1,...,05) EV:

ou,; Ov;
UUlgg—/VU : Vo(x d:B—Z/(%]a%

3,j=1

Las normas en H y V serdn denotadas por || - |20 ¥ | - |1.2:0, respectivamente. Los
espacios H y V' pueden ser caracterizados como sigue (cf. [50], entre otros):

H={uec " :V-u=0 enQ, yu=0}

V={uecH(Q":V-u=0 en Q},

siendo
Yt H(div; Q) = {u € L*(Q)N : V-u € L*(Q)} — H V2(0Q)
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el operador (lineal y continuo) traza normal tal que
Valp =@ Nppn, Ve € H(div; Q) N CO(Q)N.

Denotando por H' (resp. V') el espacio dual de H (resp. de V'), tenemos la siguiente
cadena de inyecciones
Ve H=H <V,

donde cada espacio es denso en el siguiente y las inyecciones son continuas y compactas.

Como en las secciones precedentes, supongamos dados un instante de tiempo 7" > 0
y dos abiertos no vacios arbitrariamente pequenos w (abierto de control) y O (abierto
de observacién) contenidos en 2. Con la notacién habitual, consideramos el sistema de
Stokes con condicion inicial parcialmente conocida:

{aty_Ay+vP:§+U1wa V'?JZOGHQ,

2.64
y =0 sobre ¥, y(0) =yo + 7 9o, (2.64)

donde y(z,t) y p(x,t) representan, respectivamente, la velocidad del fluido y su presion
para (z,t) € Q, £ € L*(Q)" e yo € H son dados, 7 es un ntimero real desconocido y
pequetio, Jo € H es desconocido, con ||foll2.0 = 1,y v € L*(Q)Y es una funcién control
por determinar.

Es bien conocido que, para cada £ € L2(Q)Y, v € L2(Q)N, 7 € R e yo, 0 € H,
el sistema (2.64) posee una tnica solucién y = y(-,;7,v) € L*(0,T;V), con dyy €
L*(0,T;V'") (y asi, y € C([0,T]; H)), en el sentido siguiente:

(Owy(t),w)vr v + (y(t), w)1 00 = (£(t) + v(t) 1y, W), Yw €V, tcp.d. en (0,7),
y(0) = yo+ 7o en H.

En particular, se verifica V -y = 0 en el sentido de las distribuciones e y(-,t) € HL(Q)N
para t c.p.d. en (0,7"). Méas atin, existe una distribucién p = p(-,-; 7, v) definida sobre @
(Unica, salvo constante aditiva) tal que (y, p) verifica la EDP de (2.64) en el sentido de
las distribuciones.

Pasamos a plantear el problema que analizaremos. Consideremos el funcional dife-
renciable ¥ : L2(Q)" — R definido por

N
1 1
W) = // (e )P dedt = S :// (e, P dzdt,  (2.65)
Ox(0,T) i=1 Ox(0,T)

para y = (y1,...,yn) € L*(Q)". Estamos interesados en dar respuesta a la siguiente

Cuestion 2: Fijado € > 0, ses posible encontrar una funcion control v en

L*(Q)N, con sop v C w x [0,T), tal que

8\Ij(y(a 5T, ’U))
or

<e, Vo€ H con ||follz0 =17 (2.66)

7=0
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Aqui, y(-,;1,v) (junto a alguna p(-,-;7,v) € D'(Q)) es la solucion del
sistema (2.64) asociada a T y a v.

Por analogia con el concepto de control e-insensibilizante introducido por O. Bodart y
C. Fabre en [8] en el contexto de la ecuacién del calor, si existe un control v tal que se
tenga (2.66), diremos que dicho control v e-insensibiliza el funcional V.

El siguiente resultado da respuesta afirmativa a la cuestién que acabamos de plan-
tear cuando los abiertos de control y de observacion no son disjuntos:

Teorema 2.9 Supongamos que wNQO # (). Entonces, para cada e > 0 existe un control
v e L2(Q)N que e—insensibiliza el funcional ¥ definido en (2.65).

DEMOSTRACION: Haremos la demostracién de este teorema en dos etapas que iremos
presentando en resultados diferentes.

1. En primer lugar, caracterizamos la condicién de e-insensibilizacién (2.66) en
términos de la controlabilidad aproximada de un par de sistemas de Stokes en cascada.
Se tiene:

Proposicién 2.10 Sea VU el funcional definido en (2.65). Supongamos que (y,p) y
(q, ) (junto a cierto control v € L*(Q)" ) resuelven el sistema acoplado

Oy —Ay+Vp=§&+vl,, V-§=0 en(Q, (2.67)

g =0 sobre ¥, ¢(0) = yo, '

—0q —Aq+Vr =ylo, V-q=0 ,
tq q ™=yl q en () (2.68)
=0 sobre X, ¢(T)=0.
Entonces, fijado € > 0, el control v e—insensibiliza V si y solo si

lg(0)[l20 <e. (2.69)
O

La demostraciéon de este resultado es andloga a la de la segunda parte de la
Proposicién 2.1 y sera omitida.

2. En virtud de la proposicién anterior, la demostracion del Teorema 2.9 queda
reducida a probar la existencia de un control v € L*(Q)"™ que resuelva el problema de
controlabilidad aproximada (2.67)—(2.69). De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.11 Supongamos que wNO # (). Entonces, el conjunto R(0;&,yo) definido
por

R(0; &, v0) = {q(O) : (9,p), (g, m) solucién de (2.67)—(2.68) , v € LQ(Q)N}

es denso en H.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.11: Debido al cardcter lineal de los sistemas (2.67)
y (2.68), observamos que R(0; &, yo) es una variedad afin de H que puede escribirse en
la forma

R(0;€, 90) = U(0) + R(0;0,0),
donde U € L*(0,T;V)NC([0,T]; H) (para alguna IT € D’(Q)) es la solucién de

QU —AU+VI=Yylp, V-U=0 enQ,
U=0 sobre ¥, U(T)=0,

siendo Yy € L*(0,T;V)NC([0,T]; H) (junto a alguna P € D'(Q)) la solucién de

Yy —AYy+VP=¢ V- -Y;=0 enQ,
Yo =0 sobre X,  Yy(0) = yp.

Ademas, R(0;&,yo) es denso en H si y sélo si el subespacio vectorial R(0;0,0) de H
es denso en H. Probaremos esto ultimo. Al ser H un espacio de Hilbert, utilizando
una consecuencia del Teorema de la Proyeccién (véanse, por ejemplo, el Corolario 1.8
y la Nota 5, p. 7, en [13]), la densidad de R(0;0,0) en H equivale a una propiedad
de continuacién unica para las soluciones del problema adjunto de (2.67)—(2.68). En
concreto, sea ¢° € H y consideremos el problema (problema adjunto)

Op—Ap+Vh=0, V-9o=0 enQ,
(2.70)
@ =0 sobre &, ¢(0) = ¢,
-0 — A +VO0=plp, V-v=0 en Q, (2.71)
=0 sobre X, ¥(T)=0. '

La densidad de R(0;0,0) en H equivale a probar:

“Si (g, h), (,0) € (L*(0,T;V)NC([0,T]; H)) x D'(Q) son soluciones de
(2.70)—(2.71), con » =0 en w x (0,7, entonces p =1p =0 en Q.”

Para concluir la prueba del Teorema 2.11 y, en consecuencia, la del Teorema 2.9,
bastara entonces con demostrar la propiedad de continuacién inica para las soluciones
de (2.70)—(2.71) que acabamos de enunciar'.

En primer lugar, el efecto regularizante del sistema de Stokes nos da, para § > 0
arbitrariamente pequeno, la siguiente regularidad para (¢,h) y (1,0) (véase, por

ejemplo, [38]):

0,0 €C®(Qx (5,THN v h,0eC®(Qx(5T)).

Nuestro agradecimiento a S. Guerrero por aportar la idea de la demostracién.
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Ello nos permitira trabajar en (2.70) y (2.71) en Q x (4,7).
Aplicando el operador divergencia en la EDP de (2.70), tenemos

Ah =0 en Q x (6,T), (2.72)
pues V - o = 0. Ademas,
O (Ap) — A(Ap) =0 en Q x (6,T). (2.73)

Para convencerse de ello, basta con tomar el laplaciano en la EDP de (2.70) y usar
(2.72). Por otro lado, puesto que ¢ =0 en w x (0,7), de (2.71) deducimos que

0=Vl en (wNO) x(6,T), (2.74)

de donde
Al =0 en (wNO)x(6,T),

sin mas que tomar la divergencia. Aplicando ahora en (2.74) el operador de Laplace,
se tiene

Ap=A(V0) =V(AO) =0 en (wNO) x (4,T).

Observemos que Ay es solucién de la ecuacién clasica del calor en el cilindro Q x (6, T)
(véase (2.73)) y se anula en (wN O) x (§,T). Entonces, en virtud de la propiedad de
continuacion tnica para la ecuacién del calor, se tiene que

Ap=0 en Qx (5,7),

de donde
=0 en Qx(4,71),

pues ¢(-,t) € Hy(Q)N para t c.p.d. en (0,7). Finalmente, como ¢ € C([0,T]; H),
tenemos que (§) = 0 para cualquier § € (0,7, ¢(0) = ¢’ =0en Hy ¢ =0 en Q.
Ello concluye la prueba del Teorema 2.11 y, por consiguiente, la del Teorema 2.9. [

Seguidamente mostramos un resultado relativo a la existencia de controles
e—insensibilizantes bidimensionales para un sistema de Stokes 3—D. Mas precisamente,
consideramos el sistema (2.64), con N = 3, y nos planteamos la cuestion siguiente:

Cuestion 3: Fijado € > 0, jes posible e-insensibilizar el funcional ¥
dado por (2.65) actuando sobre el sistema (a través de un pequeno abierto
w C Q) sdlo en dos direcciones? En otras palabras, buscamos controles
v = (v1,v9,v3) con una componente nula (por ejemplo, con vy = 0) de
modo que se verifique la condicion de e—insensibilizacion (2.66).

El resultado de e—insensibilizacion que probamos es el siguiente:
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Teorema 2.12 Supongamos que N = 3 ywNO # (). Entonces, para cada € > 0 existe
un control v € L*(Q)?® de la forma v = (v1,v2,0) que e-insensibiliza el funcional ¥

definido en (2.65).
DEMOSTRACION: Razonando como en el Teorema 2.9, todo se reduce a probar:

“SiwnO £ 0, (p,h), (¥,0) € (L0, T;V)NC([0,T]; H)) x D'(Q) resuelven
(2.70)~(2.71) y, ademds,

;=0 enwx (0,T) parai=1,2, (2.75)
entonces p =0 en Q. 7

La prueba de esta propiedad de continuacién unica es andloga a la probada en
la situacién anterior, pero razonando por componentes. Recordemos que el efecto
regularizante del sistema nos da ¢, € C(Q x (6,7))N y h,0 € C°(Q x (5,7T)),
para 6 > 0 arbitrariamente pequeno, lo que nos permite trabajar en Q x (6,7).

En primer lugar, nuevamente se tienen (2.72) y (2.73) y, asi, también

O (Ap;) — A(Ap;)) =0 en Q x (§,T7), i=1,2,3.

De (2.71) y (2.75) se deduce ahora que

%Zaxi en (wWNO) x(6,T), i1=1,2.

Por otro lado, aplicando el operador divergencia en la EDP de (2.71), tenemos que
A0 =0 en Qx (6,T).

Combinando las ultimas identidades, obtenemos

00 0 :
Ap; =A (39&’1) = o (A0) =0 en (wNO) x (§,7), i=1,2.

Notemos que, para i = 1,2, Ap; es solucién de la ecuacion clasica del calor en
Q x (0,T) y se anula en (wN O) x (6,T). De este modo, aplicando la propiedad de
continuacion unica de la ecuacién del calor a Ayp;, i = 1,2, y recordando de nuevo que
o(-,t) € HY(Q)? para t c.p.d. en (0,T), deducimos que

©i=0enQx(6,T), i=1,2,
de donde se sigue que

O3

az, 0 en Qx (6,7),
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pues V- = 0. Asi, en Q x (0, T), ¢ es de la forma ¢ = (0,0, ¢3), con @3 = p3(z1, T2, ).

Puesto que Q es acotado y ¢3(-,t) € Hi(Q2) para t c.p.d. en (0,7), deducimos que

también 3 = 0 en Q x (6,7). Finalmente, como ¢ € C([0,7T]; H), razonando como

en el caso anterior, inferimos que ¢ = 0 en Q y ¢(0) = ¢’ = 0 en H, como se queria

probar. O
El dltimo resultado de esta seccién es el siguiente:

Teorema 2.13 Supongamos que N = 2 y w N O # 0. Entonces, para cada € > 0
existe un control v € L*(Q)?* de la forma v = (vy,0) que e-insensibiliza el funcional ¥
definido en (2.65).

Omitiremos la demostracion de este resultado, al ser idéntica a la del Teorema 2.12.

Observacion 2.4 En [43] se prueba la existencia de un control nulo aproximado del
sistema 3-D de Stokes

oy—Ay+Vp=vl,, V-y=0 enQ,
y =0 sobre ¥, y(0) = yo,

con controles de la forma v = (v, 0,0), para cierto tipo de abiertos cilindricos €2, es
decir, de la forma
Q=G x(0,L),

con G abierto (acotado y regular) de IR? y 0 < L < oco. También se prueba en el citado
trabajo que el resultado falla cuando G es una bola. Asi, el problema de e-insensibilizar
el funcional ¥ dado por (2.65) actuando sobre el sistema 3-D a través de un pequeiio
abierto w C €2 con controles v = (v1,0,0) no es un problema fécil y ha de ser analizado.

O

2.4. Comentarios adicionales y algunos resultados
que quedan pendientes

Terminamos el capitulo con algunos comentarios que conducen a cuestiones abiertas
y problemas pendientes.

1. Seria interesante dar condiciones suficientes sobre el dato inicial yy para garantizar
la existencia de controles insensibilizantes. Cuando f =0y O =, L. de Teresa
prueba un resultado positivo sobre existencia de controles que insensibilizan (2.2)
para una clase pequena de datos iniciales (véase el Lema 2 de [51]). La prueba
de este resultado se basa fuertemente en las propiedades del semigrupo de la
ecuacién clésica del calor. Para una ecuacién del calor con un potencial en L>(Q)
el problema sigue abierto. Incluso éste sigue abierto en el caso de la ecuacion
clasica del calor cuando O # ).
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La hipétesis geométrica w N O # () se requiere para demostrar tanto la
existencia de controles e—insensibilizantes como la de controles insensibilizantes.
En el primer caso, la hipotesis se utiliza para probar que cierto funcional es
coercitivo, usando una propiedad de continuacién tunica. En el caso de los
controles insensibilizantes, esta hipotesis se usa para probar una desigualdad
de observabilidad apropiada. Por el momento, ambos problemas estan lejos de
ser resueltos para abiertos de control y de observacién disjuntos y, hasta lo que
conocemos, s6lo existen algunos resultados parciales. En [47], los autores prueban
un resultado de existencia de controles e-insensibilizantes para la ecuacion clasica
del calor cuando wN O # ), pero el conjunto de observaciéon O que consideran no
es un abierto puesto que es una unién finita de puntos. El resultado es en todo caso
interesante puesto que, desde el punto de vista fisico, esto es precisamente lo que
podemos hacer: tomar mediciones en un nimero finito de puntos. Por otro lado, en
[48] se prueba la existencia de controles e-insensibilizantes para la ecuacion clasica
del calor en el caso (unidimensional) 2 = (=L, L), w = (0,L) y O = (—L,0). Pero
las técnicas usadas en el mencionado trabajo no pueden aplicarse para analizar
la existencia de controles e—insensibilizantes en el caso de una ecuacién del calor
con un término lineal ay (e € L*(Q)). Comentamos finalmente que, en los casos
considerados en los trabajos [47] y [48] citados anteriormente, la existencia de
controles insensibilizantes es un problema completamente abierto.

Una cuestion natural que surge a la vista de los resultados de insensibilizacion
establecidos en los Teoremas 2.2 y 2.3 es la siguiente: “;por qué no analizar en el
segundo resultado el caso de una ecuacién del calor semilineal para no linealidades
que dependen del estado y del gradiente de éste?.” Remarquemos que probar la
existencia de controles que insensibilicen la energia en el abierto de observacion O
del sistema

Oy — Ay + f(y. Vy) =+ vl, en @,
Oy + hy = 0 sobre X, (2.76)
y(z,0) = 19o(z) en Q,

con f una funcién globalmente Lipschitziana de clase C!, es un problema mucho

mas dificil. Observemos que tal resultado de insensibilizacién equivale al siguiente
problema de controlabilidad nula:

Oy — Ay + f(y,Vy) = +vl, en Q,

Oy + hy =0 sobre X,
y(x,0) =0 en Q,

—0q = Dq =V - (0pf(y, Vy)a) + 0:f (y, Vy)a = ylo en Q,
Onq + hq+ (0,f(y, Vy) -n)qg =0 sobre X,
q(z,T) =0 en
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q(z,0) =0 en .

Esto nos lleva a analizar el problema de controlabilidad nula para el sistema lineal

en cascada )
Oy —Ay+ B-Vy+ay=E+vl, en Q,

Oy + hy =0 sobre X,

[ y(2,0) =0 en Q,

([ —0,q — Aq—V - (Dq) 4+ cq=ylo en Q,
Onq+ (D-n+h)qg=0 sobre ¥,

| ¢(x,T) =0 en Q,

bajo las hypétesis a,c € L=(Q) y B,D € L>®(Q)" (hay que resaltar que éstas
son las hipdtesis naturales sobre estos potenciales cuando queremos tratar no
linealidades f(-,-) de clase C' y globalmente Lipschitzianas en R x RY). Para
ello hay que probar una desigualdad de observabilidad para las soluciones del
problema adjunto del sistema lineal acoplado anterior, a saber:

O —Ap+D-Vo+cp=0 en Q,
O + hp =0 sobre 3,
p(x,0) = ¢°(x) en O,

=0 =AY =V - (BY) +a = plo en Q,
Opth + (B -n+h)y =0 sobre X,
Y(x,T)=0 en Q.

Para obtener dicha desigualdad de observabilidad, necesitamos una desigualdad
de Carleman para las soluciones de este problema (adjunto) acoplado. La
presencia del término (B - n)iy en la condicién de contorno para ¢ y la sola
hipétesis B € L>°(Q)" hace que esta situacién sea mas dificil (incluso en el caso
de un problema de controlabilidad nula para una sola ecuacién del calor lineal
con el mismo tipo de condiciones de contorno). La desigualdad de Carleman que
necesitamos en este caso puede obtenerse gracias a la desigualdad de Carleman
(1.51) recientemente obtenida en [21] para las soluciones del sistema (1.50)
(recordemos que en la Seccién 1.5 ya hicimos un comentario en esta direccién).
Asi, combinando un resultado de existencia de controles insensibilizantes en
el caso lineal con argumentos adecuados de punto fijo, puede probarse un
resultado de existencia de controles insensibilizantes para el sistema (2.76),
para f de clase C! y globalmente Lipschitziana. Asimismo, puede probarse la
existencia de controles insensibilizantes para una ecuacion del calor semilineal con
término no lineal dependiendo del estado y de su gradiente cuando se consideran
condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier, para ambas no linealidades
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con crecimiento sublineal en el infinito. Estos resultados quedaran recogidos en
el trabajo en preparacién [30].

Queda pendiente de analizar la posible generalizacion de los resultados obtenidos
en la seccion precedente al caso de un sistema de quasi-Stokes y al caso en que se
consideran otro tipo de condiciones de contorno tales como condiciones de tipo
Fourier no lineales:

(0(y,p) -n)eg + (f(y))tg =0 sobre X,

donde
(a)yg =a— (a-n)n (componente tangencial de a),

o(y,p) = —ply + (Vy +'Vy) (tensor de esfuerzos).
A la vista de los resultados mostrados sobre existencia de controles insensibi-

lizantes para la ecuacion del calor, una pregunta natural e interesante en el marco
del sistema de Stokes seria la siguiente:

Cuestién 4: ;Es posible encontrar un control v € L2(Q)N tal que

OV(y(, 5 1,v))
or

=0, Vyo€ H con ||yo|l2.0 =17 (2.77)
7=0

De nuevo, aqui, y(-,+;7,v) (junto a alguna p(-,-;7,v) € D'(Q)) denota
la solucion de (2.64) (para yo =0) asociada a Ty a v.

Se comprueba sin dificultad que la condicién de insensibilizacién (2.77) equivale
a que
q(0) =0 en H,

donde (¢,7) € (L*(0,T;V) N C([0,T}; H)) x D'(Q) resuelve (2.68), siendo
(junto a alguna p € D'(Q)) la solucién de (2.67). De este modo, como en el
caso de la ecuacion del calor, el problema se reduce a resolver un problema de
controlabilidad nula para un par de sistemas parabdlicos en cascada, en este
caso, un par de sistemas de Stokes. Para poder dar respuesta afirmativa a la
cuestién planteada habria que probar una desigualdad de observabilidad para las
soluciones del sistema adjunto (2.70)—(2.71). El punto clave estaria en obtener una
desigualdad de tipo Carleman que nos permita acotar ciertos términos globales
de ¢ y ¢ en funcién solamente de v (localizada en un abierto w C 2 tal que
wN O # (). Pero ello es dificil sin que aparezcan las presiones. La cuestién
formulada queda de este modo pendiente.

En conexién con el comentario anterior, en nuestro conocimiento, el tnico
resultado en la literatura sobre existencia de controles insensibilizantes para
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sistemas de tipo Stokes se prueba en [20]. Los autores consideran un modelo
oceanico quasi-geostrofico lineal con condicién inicial parcialmente conocida y
demuestran la existencia de controles que insensibilizan la observacién de la
velocidad en un abierto O. Més precisamente, el modelo (2-D) considerado en [20]
esta descrito por las ecuaciones

( 1
Oy — AAy + vy + (fo+6xz)k/\y+p—Vp=§+v1w en Q,
0

V.y=0 en 0, (2.78)
y = 0 sobre X,
L ¥(0) = yo+ 7% en Q,

donde y(z,t) v p(z,t) denotan, respectivamente, la velocidad y la presién del
fluido, (z,t) = (z1,22,t) € R?* x R, £ es una fuente dada, A representa el
coeficiente de viscosidad turbulenta horizontal, v es el coeficiente de friccién en
el fondo, pg es la densidad del fluido y (fo + Sza)k Ay es el término de Coriolis,
donde k Ay = (—y2,y1) (por simplicidad, los autores toman A =1,y =1, fo = 1,
B=1ypo=1).

Como en los casos anteriores, es féacil caracterizar el problema de la
insensibilizacién (resp. e—insensibilizacién) del funcional ¥ dado por (2.65)
(siendo y la solucién de (2.78)) en términos de la controlabilidad nula (resp.
controlabilidad aproximada) de un sistema de tipo Stokes en cascada. En una
primera etapa, los autores prueban, gracias a la presencia del término de Coriolis,
una propiedad de continuacién tnica para un sistema (adjunto) en cascada vy,
en consecuencia, la existencia de controles e—insensibilizantes. Seguidamente se
demuestra una desigualdad de observabilidad que permite probar que existen
controles insensibilizantes bajo hipdtesis adecuadas sobre el término fuente &
cuando yy = 0. La prueba de esta desigualdad de observabilidad se basa en una
adecuada desigualdad global de Carleman para el sistema adjunto, la cual se
obtiene siguiendo una cadena de estimaciones basadas en los mismos pasos de la
prueba de la propiedad de continuacién tunica.

Se desconocen resultados de existencia de controles insensibilizantes cuando
sobre un sistema de estado con datos incompletos ejercemos un control frontera.
Para fijar ideas, consideremos una ecuacién del calor lineal con condicién inicial
parcialmente conocida

{ Oy — Ay +ay=¢ en Q,

2.79
y=vl, sobre ¥, y(z,0)=r71g(z) en €, (2.79)

donde a € L®(Q), & 7 e Jo(z) son como en (2.1) y v € L*X) es una
funcion control por determinar que actia sobre v C 0€2, un abierto relativo
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no vacio de la frontera. Se pueden hacer diversos comentarios en relacion con la
“insensibilizacién frontera” de un funcional asociado al sistema de estado (2.79).
He aqui algunos de ellos:

(a) Consideremos el funcional ¢ definido por

1
v tmo) =g [ e tr e
XU,

donde O C Q es un abierto no vacio e y = y(-,;7,v) es la solucién de (2.79)
asociada a 7 y a v. La busqueda de controles que insensibilicen el funcional ® nos
lleva a resolver el problema de controlabilidad exacta a cero

Oy —Ay+ay=¢§ en Q,
y=vl, sobre ¥, y(z,0) =0 en €,

—0g — Ag+ag =ylo en @,
qg=0 sobre ¥, ¢(x,7)=0, q(z,0) =0 en Q.

Ahora bien, no parece claro que existan controles que resuelvan el anterior
problema de controlabilidad exacta a cero. De hecho, E. Fernandez-Cara, L. de
Teresa y M. Gonzélez-Burgos han analizado el sistema acoplado

Oy — 0%,y =0 en (0,1) x (0,7),
Ypeo = Uy Ylgmr = 0, y(x, O) = Yo en (0’ 1)’

—0q —v0i,q =y en Q,
Q=0 = Qo=1 — 0, q(xv T) ={qo €en (07 1);

y han demostrado que, si /v =i/j, coni,j € IN,i # j, incluso no hay propiedad
de continuacién unica para el correspondiente problema adjunto. Por otro lado,
la controlabilidad aproximada y exacta del problema acoplado 1-D anterior en
el caso en que /v # i/j (i,j € IN) queda por analizar. Con ello se pone
de manifiesto el comportamiento diferente de la propiedad de controlabilidad
exacta a cero con controles frontera para una sola ecuacion del calor y para dos
ecuaciones acopladas (recuérdese que, en el caso de una sola ecuacién del calor,
la controlabilidad exacta a cero con controles frontera se deduce facilmente de la
misma propiedad de controlabilidad con controles distribuidos).

(b) Una cuestiéon natural que cabe plantearse es la insensibilizacién del
funcional ® dado por

1
B tmo) =3 [ ottt do
x (0,
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donde y = y(-,-;7,v) es como antes y I' C 9 es un nuevo abierto relativo
(no vacio) de la frontera tal que y N T # (). La existencia de controles que
insensibilicen ® se reformula en este caso de manera equivalente como el siguiente
problema de controlabilidad exacta a cero

Oy —Ay+ay=¢§ en Q,
y=wvl, sobre ¥, y(z,0)=0 en Q,

—0iq— Aq+aq=0 en Q,
q=—0py1lr sobre ¥, q(z,T) =0, q(x,0) =0 en Q.

Para probar un resultado positivo de insensibilizacion en este marco, habria que
probar una desigualdad de observabilidad de la forma

Z/mﬁeﬁywwmﬁgqy‘ 0,2 dodt, Ve € L2(Q),
Q t ¥x(0.T)

donde % junto a ¢ resuelven el problema (adjunto) acoplado

O —Ap+cp=0 en Q,
©=0 sobre &, (x,0)=¢"z) en Q,

O — A +a =0 en Q,
) = Opp 1p sobre ¥, ¢(x,T) =0 en Q.

Ahora bien, éste es un problema dificil y queda ain pendiente de ser estudiado.

En [52] se prueba un resultado positivo de existencia de controles e—insensibi-
lizantes para una ecuacién del calor semilineal (con no linealidad globalmente
Lipschitziana) considerada en un dominio no acotado. Sin embargo, existen en
la literatura resultados negativos de controlabilidad exacta a cero para una
sola ecuacién del calor en dominios no acotados (cf. [44] y [45]), a la vista de
cuales, parece claro que vayamos a tener un resultado negativo de existencia de
controles insensibilizantes para una ecuacion del calor lineal considerada en un
semiespacio (tanto en el caso unidimensional como multidimensional). Por otro
lado, razonando como en [14], es esperable que podamos probar la existencia
de controles insensibilizantes para una ecuacion del calor semilineal con no
linealidades de la forma f(y, Vy) con crecimiento sublineal en el infinito cuando,
incluso siendo el dominio €2 no acotado, la regién Q \ w N O se supone acotada.
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Capitulo 3

Existencia de controles
insensibilizantes para una ecuacion
del calor superlineal

El principal objetivo de este capitulo es analizar la existencia de controles
insensibilizantes para una ecuacién del calor semilineal cuando se consideran términos
no lineales con crecimiento superlineal en el infinito. Comenzaremos considerando
una ecuacién del calor superlineal con condiciones de contorno de tipo Dirichlet
homogéneas. Probaremos la existencia de un control, actuando sobre un abierto w C €2,
que insensibiliza la energia del sistema en otro abierto O C €2, bajo hipdtesis adecuadas
sobre el término no lineal y sobre la fuente de calor dada, £, cuando w N O # () (véase
el Teorema 3.8). Mostraremos asimismo un resultado de insensibilizacién de caracter
negativo para ciertas no linealidades con comportamiento superlineal en el infinito.
En segundo lugar, estudiaremos el caso de una ecuacién del calor superlineal a la que
se anaden condiciones de contorno no lineales de la forma 0,y + f(y) = 0. En este
marco, probaremos un resultado local de existencia de controles insensibilizantes, el
Teorema 3.18.

Los problemas de insensibilizacion que consideramos en este capitulo nos llevan
nuevamente a analizar sendos problemas no lineales de controlabilidad nula no clasicos.
Las demostraciones de los resultados principales del capitulo combinan el estudio
detallado de problemas lineales similares al correspondiente sistema linealizado y
argumentos apropiados de punto fijo. Debido a la presencia de términos no lineales
con crecimiento superlineal en el infinito, nos vemos forzados a construir controles
regulares. Una de las aportaciones mas relevantes de este capitulo y, de hecho, de esta
Memoria, reside en la introduccién de una nueva técnica de construccién de controles
regulares (a partir de controles en L*(Q)) en el caso lineal.
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3.1. Los problemas considerados. Necesidad de una
nueva técnica de construccién de controles mas
regulares

Como viene siendo habitual, sean 2 un dominio acotado de R (N > 1) con
00 € C? (al menos), wy O dos subconjuntos abiertos no vacios de € arbitrariamente
pequenos y pongamos @ = Q x (0,7) y ¥ =092 x (0,T), con T > 0 dado.

Presentamos en este capitulo nuevos resultados relativos a la existencia de controles
insensibilizantes para una ecuacion no lineal del calor que generalizan el Teorema 1 de
[51] al caso en que permitimos a las no linealidades del problema un comportamiento
superlineal en el infinito. Estos resultados han sido recogidos en varios trabajos (cf. [9],
[10] y [12]) y son, en nuestro conocimiento, los primeros resultados en la literatura
sobre existencia de controles insensibilizantes para una ecuacién del calor superlineal.
Como hemos adelantado, abordaremos, por un lado, el caso de una ecuacién del calor
superlineal con condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas y, por otro, el
caso en que se consideran condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier.

Caso 1: Condiciones de contorno de tipo Dirichlet

Comenzamos analizando el primero de los casos senalados. Consideremos una ecua-
cion del calor semilineal

Oy —Ay+ fly) =& +vl, en @, (3.1)
y=0 sobre ¥, y(x,0) =yo(z) + 79o(z) en Q, ‘

donde f es una funcién de clase C! definida sobre IR con determinado crecimiento
superlineal en el infinito (que precisaremos mas adelante), la fuente de calor £ y el dato
inicial yo son conocidos y suficientemente regulares, 7 € IR es de nuevo desconocido y
pequeno, e gy es desconocido en un espacio de Banach apropiado X que se inyecta de
manera continua y densa en L?*(€), con ||4o|lx = 1.

Nuestro primer objetivo serd analizar la existencia de controles v = v(z, t), actuando
sobre w, tales que la energia del sistema (3.1) en O sea invariante a las pequenas
perturbaciones 79, en la condicién inicial. Mas precisamente, como en el capitulo
anterior, consideramos el funcional definido por

1
Oy) =35 // ly(z, t;7,0) | da dt, (3.2)
Ox(0,T)

donde aqui y = y(-,-;7,v) es una solucién de (3.1) (asociada a 7 y a v) definida en
(0,T), cuando ésta exista. Obsérvese que, debido al crecimiento superlineal de f en
el infinito, dados &, v e o, el problema (3.1) podria no admitir solucién definida en
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todo el intervalo (0,7). Este hecho hace que cambiemos ligeramente la nocién usual de
control insensibilizante (Definicién 2.1, p. 45).

Definicién 3.1 Decimos que un control v insensibiliza el funcional ® si existe 79 > 0
tal que el sistema (3.1) admite una solucion débil y(-,-;7,v) € L*(0,T; H}(Q2))NC°(Q)
para |T| < 19 y si se verifica la condicion de insensibilizacion

0P (y(, 5 7,0))
or

=0 VQO € X con HZ)OHX = 1, (33)

7=0

N
donde X = W2=2/m"(Q) N Wy (Q), conr € (E +1, oo). O

Para problemas lineales, no es dificil comprobar que esta definicion es equivalente a la
definicién usual de control insensibilizante (Definicion 2.1, p. 45).

Observacion 3.1 Para no linealidades f € C''(IR) satisfaciendo la hipétesis

f'(s)

Ilm —————=0 ver (3.39

el sistema (3.1) admite una solucién global cuando los datos &, v, yo e o son
suficientemente regulares. Por ejemplo, por linealizaciéon y una posterior aplicacién
de un argumento de punto fijo, puede probarse que, dados & y v en L"(Q) e o, Jo
en W22/77(Q) N Wy (Q), con r > N/2 + 1, el sistema (3.1) posee solucién en
L0, T; W%(Q)) N C°(Q), espacio en el que estd garantizada la unicidad de solucién,
debido al caracter localmente Lipschitziano de f en IR. Senalemos que, durante el
analisis del caso con condiciones de contorno Dirichlet homogéneas, supondremos esta
regularidad sobre los datos. Esta es la razon por la cual hemos introducido el espacio
X en la definicion precedente.

O

Por las razones expuestas en el capitulo precedente, supondremos que w N O # ()
e Yo = 0. El problema de insensibilizacién planteado nos llevara a analizar el siguiente
problema no “estandar” de controlabilidad nula no lineal:

07~ AT+ 1) = €+l en @, o
7=0 sobre ¥, 7(z,0) =0 en Q, ‘
—0q —Aq+ f'(¥)g =Ylo en Q, (3.5)
qg=0 sobre X, ¢(z,T)=0 en Q, ’

q(z,0) =0 en Q.
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Se trata de un problema de controlabilidad nula para dos ecuaciones del calor acopladas,
donde la primera es de tipo superlineal. Ademds, el control sélo aparece en la primera
ecuacién, mientras que es ¢ la funcién que queremos conducir a cero después de un
intervalo temporal de longitud 7T'.

Como es bien sabido, en el estudio de la controlabilidad nula de sistemas parabdlicos
con no linealidades con crecimiento superlineal surgen dificultades técnicas adicionales.
Recordemos lo que ocurrre en el caso més simple de una sola ecuacién del calor
superlineal. Durante los tltimos anos, la controlabilidad nula de

O~ Dy+ f(y) = vls en Q. 56

y=0 sobre &, y(z,0) =y°(x) en Q, '

con un término superlineal f(y) (e y° suficientemente regular) ha sido intensamente

estudiada por varios autores. Como en el caso en el que f tiene crecimiento sublineal

en el infinito, la técnica para tratar este problema combina un argumento de punto fijo
con el estudio de la controlabilidad nula de problemas lineales de la forma

Oy — Ay +ay =vl, en Q, (3.7)

y=0 sobre &, y(z,0) =y(x) en Q, '

donde a € L*(Q). La presencia en (3.6) de una no linealidad con crecimiento

superlineal en el infinito hace necesaria la construcciéon de controles en L7(Q), con

r > (N + 2)/2. Ademads, hay que analizar, en el caso lineal, cémo la norma L" de los

controles depende de ||a||o. Comentemos algunos trabajos en los cuales se aborda este
problema:

1. En [5], el autor obtuvo un control v en L'™)(Q) que da la controlabilidad exacta
a cero de (3.7), con
[Vl ren@) < Clllallso) 1y 120-

2(N +2)
N -2
si N = 1. La prueba de esta estimacion esta basada en una desigualdad global

de Carleman para las soluciones del problema adjunto

—0ip — Ap+ap =0 en Q,
0 =0 sobre &, o(x,T)=¢"(z) en Q,

Aqui, 7(N) € [2, si N>3,r(N)e[2,00)si N=2,yr(N)e |2 o0

(3.8)

con ¢ € L?(), la cual fue probada por A.V. Fursikov y O.Yu. Imanuvilov en [26].
Més precisamente, V. Barbu construyé este control v en L™™)(Q) como limite
débil en L"™)(Q) de controles v, (¢ > 0) que hacen que la solucién y. de (3.7)
verifique ||y.(T)|l2.o < €. Estos controles son, bésicamente, una solucién ¢, del
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problema adjunto (3.8). Por regularidad parabdlica y, en virtud de la mencionada
desigualdad de Carleman, dichos controles v. estan uniformemente acotados en
el espacio
{u:ue L*(0,T; H*(Q) N Hy (), dwue L*(Q)},

que se inyecta de manera continua en L™™)(Q), con r(N) como antes. El autor
obtuvo también una estimacion de la constante que aparece en el lado derecho
de la desigualdad de Carleman con respecto a ||al|«. Para resolver el problema
no lineal de controlabilidad nula, el autor esta obligado a imponer la condiciéon
N < 6. Ello viene de hacer una formulacién de punto fijo en L>*(Q) la cual es
factible para tales dimensiones. Para otros resultados de controlabilidad probados
de modo similar, véase [3].

2. Una segunda técnica fue desarrollada por E. Ferndndez-Cara y E. Zuazua en [24].
En este trabajo se probé la siguiente desigualdad de observabilidad “refinada”

00 < (7 lallo) (] o el dt)2 (39)

para las soluciones de (3.8), desigualdad que implica la existencia de un control
v € L®(Q) que da la controlabilidad nula de (3.7), con

lWlle < C(T llalloo) 13" |22

En este caso, la desigualdad de observabilidad (3.9) se obtuvo combinando una
desigualdad global de Carleman para el problema adjunto y el efecto regulari-
zante de la ecuacién del calor. Siendo més precisos, en [24] se probé la siguiente
estimacién para las soluciones de (3.8):

1/7‘0 1/7'1
(// lp|™ dx dt) < C(T, ||al|s) (// lo|™ dx dt) ,
wo % (60,7'—d0) wi X (61,T—61)

donde wy CCw; CCN,0< 6 <9 <T/2y1 <1 <ry< oo.Losautores dieron
la dependencia explicita de la constante C(T), ||a||~) que aparece en (3.9) con
respecto a Ty ||al|«, hecho esencial para probar su resultado de controlabilidad
nula en el caso no lineal. Esta técnica ha sido posteriormente utilizada en [17]
para obtener un resultado de controlabilidad nula en el caso de una ecuacién del
calor con un término superlineal de la forma f(y, Vy).

El estudio de la controlabilidad nula del sistema acoplado superlineal (3.4)—(3.5)
es mas complejo. Como en [3], [5] y [24], también en este caso es necesario construir
controles en L"(Q), con r > (N + 2)/2, que resuelvan el correspondiente problema
lineal de controlabilidad nula:

{ Oy — Ay +ay = ¢ +vl, en Q,

3.10
y =0 sobre ¥, y(z,0) =0 en Q, (3.10)
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(3.11)

=0 —Aq+cqg=ylo en Q,
qg=0 sobre ¥, ¢(x,7)=0, q(z,0) =0 en ,

con a,c € L>®(Q). Asimismo, necesitamos nuevamente estimaciones de la norma L"(Q)
de dichos controles con respecto a los datos del problema. La técnica introducida
por V. Barbu podria aplicarse en este marco si consideramos dimensiones N < 6.
Pero esta restricciéon no parece muy natural y, de hecho, proviene tnicamente de la
técnica particular utilizada por el autor. Por otro lado, la estrategia propuesta por
E. Fernandez-Cara y E. Zuazua no puede aplicarse en nuestra situacion, puesto que en
el efecto regularizante del problema lineal adjunto asociado intervienen dos funciones,
mientras que en la correspondiente desigualdad de observabilidad “refinada”deberia
intervenir sélo una de ellas (recuérdese que hay un tnico control v que aparece en
(3.10)). Se hace entonces necesario el idear una nueva estrategia para construir controles
mas regulares.

En [9], los autores introdujimos una técnica de construccién de controles regulares
para resolver problemas de controlabilidad nula para sistemas parabdlicos lineales
acoplados, lo que hizo posible extender el Teorema 1 de [51] a no linealidades més
generales (véase el Teorema 1.1 de [9]). La prueba de este resultado de insensibili-
zacion, asi como la mencionada técnica, fueron esbozadas en dicho trabajo y seran
desarrolladas en las Secciones 3.3 y 3.4 del presente capitulo (véase también [10]).

Adelantamos aqui un breve apunte sobre la citada técnica. La idea es la siguiente.
Se consideran dos abiertos By y B tales que By CC B C wN O # (). En primer lugar,
se construye un control © € L?(Q), con soporte en By x [0, T], que resuelva el problema
de controlabilidad nula (3.10)—(3.11), gracias a la desigualdad de observabilidad para el
correspondiente sistema adjunto que fue probada en el capitulo precedente. Se obtiene
también una estimacién de la norma L?*(Q) de ¢ en funcién de T, ||alloo, |Ic]loo ¥ €.
Denotemos por (7, ) la solucién de (3.10)—(3.11) asociada a dicho control ©. En una
segunda etapa, se considera una funcién 6 € D(B) tal que § = 1 en un entorno de By
y ponemos

g=(1-0)¢g e y=(1-0)§+2V0-Vj+ (Ad)q.

Utilizando el efecto regularizante de la ecuacién del calor, bajo hipdtesis adecuadas
sobre el término fuente £ y sobre los potenciales a y ¢, probaremos que (y, q) resuelve
(3.10)—(3.11) para el control v € L"((Q)) dado por

v =—05+2V0 - Vi + (A)j + (0, — A+ a) [2V0 - Vi + (AG)] |

que tiene soporte en Bx [0, T]. Ademas, estimaremos la norma L"(Q) de v con respecto a
|0]l2:0- Obsérvese que, por la eleccién de la funcién 6, la regularidad del nuevo control v
depende de la regularidad de la fuente £ y del potencial a y de la regularidad de (g, §)
en la “corona” sop (V#).

Es interesante remarcar que, en el contexto de la ecuacion del calor, la
técnica introducida proporciona una estrategia de construccion de controles regulares
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alternativa a las ya existentes y permite, por un lado, dar una nueva demostracién
de resultados conocidos de controlabilidad nula para ecuaciones del calor no lineales.
Por otro lado, permite probar nuevos resultados de controlabilidad nula para sistemas
parabdlicos que no sabemos abordar con las técnicas existentes. De hecho, esta técnica
ha sido utilizada en [16] para probar un resultado local de controlabilidad nula para la
ecuacion clasica del calor con condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier y, en
la actualidad, esta siendo utilizada por M. Gonzalez-Burgos y L. de Teresa para probar
la controlabilidad exacta a cero de una ecuacién del calor semilineal con un término
superlineal de la forma f(y, Vy) en dominios no acotados (cf. [28]). Remitimos al lector
a la ultima seccién de este capitulo para algunos comentarios adicionales.

Caso 2: Condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier

Pasamos a continuacién a describir el segundo problema que abordamos en
este capitulo. Como veremos, una construccién similar a la introducida en [9] nos
permitird probar un resultado local de existencia de controles insensibilizantes, con
regularidad Holderiana, para una ecuacién del calor semilineal cuando se consideran
condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier (véanse la Seccién 3.5 de este
capitulo y [12]).

En concreto, consideraremos una ecuacion del calor semilineal de la forma:

Oy — Ay + F(y) =& +vl, en Q,
Oy + f(y) =0 sobre X, (3.12)
y(@,0) = yo(x) + 7 go(x) en L,

donde F, f € C*(R) son dos funciones dadas (sin restriccién alguna sobre su creci-
miento en el infinito), £ e yo son conocidos y suficientemente regulares, 7 € R
es desconocido y pequeno, e gy es desconocido en un nuevo espacio de Banach X
que se inyecta de manera continua y densa en L?*(2), con ||f]|x = 1. Una posible
interpretacion fisica de la condicién de contorno no lineal 0,y + f(y) = 0, podria ser
la siguiente. Recordemos que —0d,y puede interpretarse como el flujo normal de calor,
dirigido hacia el interior (salvo un coeficiente positivo). Asi, la igualdad

- ny:f<y)

significa que este flujo es una funcién (no lineal) de la temperatura. Una hipdtesis fisica
natural serfa suponer que f fuera no decreciente, con f(0) = 0, pero no impondremos
ninguna restriccién sobre el crecimiento de f.

Estamos interesados en analizar la existencia de funciones control v = v(z,t)
actuando sobre w que hagan que la energia del sistema (3.12) en el abierto O sea
localmente insensible a pequenas variaciones de la condicién inicial. En este marco,
podemos dar la siguiente:
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Definicién 3.2 Sea ® el funcional definido en (3.2), siendo y = y(-,-;T,v) una
solucion de (3.12) (asociada a T y a v) definida en (0,T), cuando ésta ezista. Decimos
que una funcién control v insensibiliza ® si existe 79 > 0 tal que (3.12) admite una
solucion débil y(-,-;7,v) € L*(0,T; H'(Q)) N C%(Q) para |7| < 79 y si se verifica

0P(y(-, 57, v))

e =0 Vijo e X con |[go]lx =1, (3.13)

7=0

donde X = C*P(Q) N H3(Q) con § € (0,1). O

Por solucién débil de (3.12) (asociada a 7 y a v) entenderemos una funcién (si existe)
y=y(-,71,0) € L*0,T; H(Q)) N C%Q), con dyy € L*(0,T; H1(Q2)), tal que
(

(Owy(t), w) g1y, mi() +/QVy(t) -Vudz + /QF(y(t))u dx + ., fly(t)udo

= /(f(t) +o(t)1,)udr en L*(0,T), Yue H'(Q),

y(0) = yo + 7 o.

\

Como es habitual en los problemas de insensibilizacién, la condicién (3.13) nos
llevara nuevamente a resolver un problema no “estandar” de controlabilidad nula no
lineal, a saber:

(07— A7+ F(@) =& +vl, enQ,
0,7+ f(y) =0 sobre X,

Y(z,0) =0 en Q,

[ ~0i4— Aq+ F'(Gla=7Flo en Q,
Onq + f'(¥)g =0 sobre X,

q(z,T) =0, g(x,0) =0 en Q,

\
(de nuevo suponemos que yo = 0). La existencia de una funcién control v que resuelva
el problema de controlabilidad nula precedente se probarda mediante linealizacién y
una posterior aplicacion de un argumento adecuado de punto fijo. Analizando un
problema de controlabilidad nula lineal similar (ver (3.74)—(3.75) y (3.73) en la
pégina 117), nos damos cuenta de que los potenciales a,b € L*°(X) han de tener
derivada temporal también en L>°(X). Esta hip6tesis viene de aplicar el Lema 1.2 de
[26] para obtener una adecuada desigualdad de observabilidad para las soluciones del
correspondiente problema adjunto. Para resolver el problema de controlabilidad nula no
lineal, tendriamos que buscar un punto fijo en un espacio Z que contenga a las funciones
z € L®(Q) tales que la traza de 0;z esté en L>(X). Como en [16] pusieron de manifiesto
los autores (véase la Observacién 15 de aquel trabajo), no estamos muy lejos de
imponer que 9,z € L®(0, T; WLN+7(Q)), con v > 0. Pero estos espacios son demasiado
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pequenos para conseguir la compacidad de la aplicacién de punto fijo junto con buenas
estimaciones. Buscaremos entonces un punto fijo y, en consecuencia, también controles,
en determinados espacios de Holder que introduciremos en la préxima seccion.

El punto méas importante en la resolucion del problema que estamos describiendo
reside en la construccion, en el caso lineal, de controles con regularidad Holderiana
a partir de controles en L?(Q). Como ya hemos indicado, utilizaremos para ello una
construcciéon similar a la esbozada para el caso anterior. Para asegurar la existencia
de solucién del sistema (3.12) en los mencionados espacios de Holder, se requerira que
los datos sean suficientemente regulares y “pequenos” y que el dato inicial verifique,
ademds, cierta condicién de compatibilidad (véase el Lema 3.19). Esta es la razén por
la cual hemos introducido el espacio X = C?*4(Q) N H3(Q), con B € (0,1), en la
Definicién 3.2. Para los detalles de lo adelantado en el presente apartado, remitimos al
lector a la Seccién 3.5 de la presente Memoria.

3.2. Algunos resultados de caracter técnico

En esta seccion enunciamos algunos resultados de caracter técnico que seran de gran
utilidad en el resto de la Memoria. A pesar de que se trata de resultados conocidos
sobre regularidad local de las soluciones de una ecuacién del calor lineal, hemos optado
por incluir su demostracion en un Apéndice para asi obtener, en los casos en los que sea
necesario, la dependencia explicita de las constantes con respecto a T'y a los potenciales
de la ecuacion.

Comenzamos presentando la notacién que usaremos en lo que sigue. Para r € [1, 00)
y § € [0,T) arbitrarios y para cualquier abierto ¥V C IRY, se considera el espacio de
Banach X" (9,7;V) definido por

X"(6,T;V) ={u:ue L'(6,T; W (V)), du € L"(5,T; L"(V)) },
dotado de su norma natural
[ullxr@sy) = llullor@rwzr o) + 10l e oo ovy)-
Denotaremos por X" el espacio de Banach
X' ={u:ueL"(0,T;W*(Q)NW,"(Q)), dwu e L"(Q)}

y por || - ||xr, la norma en él. B
Por otro lado, para 3 € (0,1) y u € C°(Q), definimos la cantidad

u(x,t) —u(x',t u(z,t) —u(z, t’
] g = oup LD =0 uat) e )]
va, |z — 2| a it —t|3
THx t#t
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<oo}, que es un

Consideramos el espacio normado C%3 { € CQ) : [ul,
espacio de Banach con su norma natural |u| 55
27

8
72

||u||Oo [u]ﬁ 5. Consideraremos
’2

también los espacios de Banach definidos por

8 - . |U(l’,t) —U(I,t/)l
= C’B Q) Vi, sup - <00,
8xz (@) o It — t']%ﬁ

28 1+§(@) _ {u c CO(Q) gx OB 148 (@> Vi, O € Cﬁ’g(é)}
’ 0
C*0 Q) = {u €C'Q): 5 € C*PIEQ) Vi du e ng;ﬂ@} :
con normas denotadas por | - |, LpnBgy = 1,2, 3. El espacio de Banach formado

n+8 ,
por las restricciones a ¥ de las funcmnes de C"*%757(Q) serd representado por
n+03, n+ﬁ . B .
C > (X)), su norma por | - i, niss Y escribiremos |- |y, 55 para designar la norma

en C?*4(Q). Finalmente, como en los capitulos anteriores, la norma en los espacios
120, T H' () NC((0, T; LA(9), L2(0, T3 HA(Q)NC([0, T]; 12(92)) y L2(0, T; HX(Q)N
Hy() N C([0,T); Hy(2)) serd denotada por || - [[r2mynce2), |- le2@dncwe) ¥
|+ [ 220,752 ) e (1) TESPectivamente.

El primer resultado que presentamos es el siguiente:

Proposicién 3.1 Sean a € L>=(Q) y B € L>*(Q)N. Consideramos una solucién débil
y € L*(0,T; HY(Q)) N C([0, TT]; L*(2)) de

oy—Ay+ay+ B-Vy=F en Q. (3.14)
Sean V y V' dos abiertos arbitrarios tales que V' CCV C Q y sear € [2,00).
a) Supongamos que F € L"(5,T; L"(V)), con 6 € [0,T) arbitrario. Entonces,
ye X6, T,V Y e (5,T),
y existen constantes C' = C(Q, N,r,V, V'), a = «a(r), K =IK(N) > 0 tales que
Iyl xr@ vy < O+ TOME (| Fllergrser oy + Wll2anees),  (3.15)

donde My = My(8' — §,a, B) > 0 viene dada por

M()(&l_&a,B): ( P

) A4l +IBla).  (316)

90



b) Si, ademds, y(z,0) =0 en Q y F € L"(0,T;L"(V)), entonces
y € X7(0,T;V),
y existe una nueva constante C' = C(Q, N,r,V, V') > 0 tal que
lyllxroran < CO+T) (14 llalloe + 1Blleo) (1FllLrwrooy + lull2gmnces) »

con a=a(r) y K=IK(N) como en el apartado anterior.

¢) En las hipdtesis del apartado anterior, si ademds F € L™(0,T; W' (V)), B =0
y Va € L"(Q)N, con

N N
max<r,—+1p» si r# —+1,
v = 2 2 (3.17)
N—l—1+ ' —N+1
5 5 ST =3 :

siendo € > 0 arbitrariamente pequeno. Entonces,
y e L'(0,T; W (V'), dw e L0, T;WH (V"))
y, para una nueva positiva C = C(Q, N,r,V, V'), se tiene la estimacion

Yl o qws.r oy + 10| Lr e vy
< CMy (1+ |Vallyo) (IIF

ravieowy + lll2amnces)

con o = a(r) y K =K(N) como antes y My = ]TJ/O(T, llal|oo) dada por
~ 1
V(T fall) = (14 ) 0+ T4l @y

O

Observacion 3.2 Siguiendo la demostracién del resultado precedente (véase el Apén-
dice A), se observa facilmente que se obtiene el mismo resultado si reemplazamos la
hipétesis y € L2(0,T; H(Q)) N C ([0, T); L*()) por

y € L*(0,T; H}

loc

()N L=(0,T; Ly (Q)).

loc

O

Se tiene un resultado similar en el caso en el que se consideran condiciones de
contorno de tipo Dirichlet homogéneas:
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Proposicién 3.2 Sean a € L>(Q) y B € L>*(Q)". Consideramos una solucién débil
y € L*0,T; H} () N C([0,T); L*(Q)) de (3.14).

a) Supongamos que F € L"(6,T;L"(2)), con 6 € [0,T) yr € [2,00) arbitrarios.
Entonces,
ye X'(§,T;Q) V& e (5,T),

y existe C'= C (2, N,r) > 0 tal que
[yl @) < C(L+T) My <||F||Lr(5,T;Lr<Q)) + ||y||L2(H5)mC(L2)> :
con o = ar), K(N) y My(6" — d,a, B) como en la Proposicion 3.1.

b) Supongamos, ademds, que y(x,0) =0 en Q y sea ahora F € L"(0,T; L"(Q\ B)),
donde B CC §2 es un abierto y r es como antes. Entonces, para cualquier abierto
B' tal que B CC B' CC Q se tiene

y € X"(0,T;Q\B).
Mas ain, existe una constante positiva C = C(Q, N,r,B,B') tal que
H?/HXT(U,T;Q\W)
< COL+ T+ alloo + 1Blee)® (1P riorongy + 19l 2ampoces )
con o = ar) y K =K(N) como en la Proposicion 3.1. O

La demostraciéon de este resultado es similar a la de la Proposicién 3.1 y sera omitida.
Noétese que aqui necesitamos que y satisfaga, ademas, una condiciéon de contorno de
tipo Dirichlet homogénea.

Para demostrar los resultados precedentes, serd de gran utilidad el siguiente lema:

Lema 3.3 Sean Q C RY, con N > 1, un abierto acotado de clase C* yr € [1,00). Se
tienen las siguientes inyecciones continuas:

N 1 1 2
i. Sir< 5 + 1, entonces X" — LP(Q), donde p =T N1z

N
it. Sir= 5 + 1, entonces X" — L9(Q) para cualquier ¢ < 0o.

N — N+2
i1, Si 5 +1<r<N+2, entonces X" — C’B’g(Q), con 3 =2— —+
r

iv. Si r=N+2, entonces X" — C’l’%(@) para cualquier | € (0,1).
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1+a ,— N 2
v. Si r> N +2, entonces X" — Cl1+o3 (Q), donde o =1 — + )
r

Ademds, la constante en cada una de las inyecciones precedentes se puede escribir de

la forma C(Q,N,r)(1+1/T), con C(Q2, N,r) > 0. O

Observacion 3.3 Este resultado, que utilizaremos en reiteradas ocasiones a partir de
ahora, se obtiene reescribiendo el Lema 3.3, p. 80, de [39] con nuestra notacién. Es
interesante comentar que este resultado es valido para un dominio €2, acotado o no,
que satisfaga una propiedad del cono uniforme (ver en [39] los detalles). O

Terminamos esta seccién enunciando un resultado sobre regularidad interior
Holderiana para una ecuaciéon del calor lineal, cuya prueba damos también en el
Apéndice A:

Proposicién 3.4 Supongamos que 0Q € C**8 para algin § € (0,1). Consideremos
una solucion u € L*(0,T; H'(Q)) N C([0,T]; L*(Q)) de

ou—Au+du=h enQ,
u(z,0) =0 en (2,

con d € CHP52(@Q) y h € LAQ) N CYA5S2 (Y x [0,T)), donde V C Q es un
abierto no wvacio arbitrario. Entonces, para cualquier abierto V' CC V, se tiene
ue C3BEE (VI % [0,7T]) y

Msw,#;Wx[O,ﬂ <C (|h|1+5,%;vx[o,ﬂ + HU”LQ(Hl)ﬂC(m)) ) (3-19)

donde C es una constante positiva que depende de Q, V, V', T y |d\1+ﬁ 5. U
b 2 b

Usaremos esta proposicion en la Seccién 3.5 para probar un resultado local de existencia
de controles insensibilizantes para (3.12).

Una vez enunciados los resultados de caracter técnico que vamos a necesitar,
pasamos a abordar los problemas de insensibilizacion planteados en la seccién
precedente.

3.3. Un problema lineal de controlabilidad nula:
técnica de construccion de controles mas
regulares

Supongamos que w, O C ) son dos abiertos arbitrariamente pequenos tales que
wNO # (. Esta seccién estd dedicada a probar la controlabilidad nula de un
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sistema lineal acoplado similar a (3.4)—(3.5) con controles suficientemente regulares.
Desarrollamos para ello la técnica de construccién de controles regulares introducida
en [9]. Consideramos sistemas lineales de la forma

Oy — Ay+ay =&+ vl, en Q, (3.20)
y=0 sobre ¥, y(z,0)=0 en Q, '
—0iqg — Ag+cqg=ylo en @, (3.21)
q=0 sobre X, ¢(z,T)=0 en Q, '

donde a,c € L™(Q) y £ € L*(Q) (al menos). Nuestro objetivo es entonces construir un
control v en L"(Q), con r > N/2+1, tal que la solucién (y, ¢) de (3.20)—(3.21) verifique

q(z,0) =0 en . (3.22)

De hecho, obtendremos un control v € L"(Q) que actiie en un abierto By contenido
en wNQO. Para ello, habra que imponer hipotesis adicionales sobre el término fuente, &,
y sobre los potenciales a y ¢. La regularidad del control v y la de (y, ¢) nos permitiran
abordar el caso no lineal.

Como adelantamos en la primera seccién, procederemos en dos etapas. En primer
lugar, construiremos controles en L2(Q) con soporte en By x [0,T], gracias a la
desigualdad de observabilidad (2.20) (Teorema 2.4, p. 51, del capitulo anterior) para
las soluciones del correspondiente sistema adjunto

O —Ap+cp=0 en Q,
=0 sobre &, ¢(x,0)=¢"(x) en Q,

=0 — AY +ay = plo en Q,
1 =0 sobre ¥, ¥(z,T)=0 en ,

donde ¢° € L%*(Q). En una segunda etapa, utilizando algunos de los resultados
sobre regularidad interior de la seccién precedente, construiremos controles en L7 (@),
r > N/2+1 con soporte en B x [0, 7], siendo B un abierto tal que By CC B C wNO.
Este punto serd esencial en la demostraciéon del resultado de insensibilizacion que damos
en la préoxima secciéon, el Teorema 3.8, puesto que consideraremos no linealidades con
determinado crecimiento superlineal en el infinito.

Controles en L?(Q)

Fijemos un abierto no vacio regular By CC w N O. Recordando la Proposicion 2.7
y la Observacién 2.2 del capitulo precedente, se tiene inmediatamente el siguiente
resultado (por simplicidad, en lo sucesivo omitiremos la dependencia de las constantes
con respecto a By):
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Proposicién 3.5 Sean a,c € L>(Q) y sean C = C(Q,w,0), M = M(T, ||a|co, ||¢||x)
y H = H(T, ||lal|oo, ||c||s) las constantes positivas que proporciona el Teorema 2.4 para
B = D = 0. Entonces, para cualquier £ € L*(Q) verificando

// exp ( )|§|2dx dt < oo, (3.23)

existe una funcién control © € L*(Q) tal que sop® C By x [0,T] y la correspondiente
solucion (y,q) de (3.20)—(3.21) satisface q(x,0) =0 en Q. Ademds, v puede elegirse de

modo que
U hazen (Sn) (oo (@) rwa)”. oo

O

Destaquemos que un argumento fundamental en la demostracion del resultado anterior
es la estimacién uniforme (2.42) de los controles v. que hacen que la solucién (y., g:)
del sistema acoplado (3.4)—(3.5) verifique ||¢.(+,0)|l2.o < €, estimacién que se deduce
de la desigualdad de observabilidad (2.20).

Controles en L"(Q)

Veamos a continuacién que, partiendo de un control © € L?*(Q) con soporte en
By x [0, T], podemos construir un control en L"(Q) con soporte ligeramente mas grande.
Ademds, estimaremos la norma del nuevo control con respecto a ||0]2.o-

Procederemos como sigue. Sean B, By y Bs tres nuevos abiertos regulares tales que

By, cc By CCBQCCBCCUQO,

siendo By el abierto considerado anteriormente. Para a,c € L>®(Q) y & € L*(Q)
satisfaciendo (3.23), sea v un control (asociado a By) proporcionado por la proposicién
precedente y sea (7, ) la correspondiente solucién de (3.20)—(3.22).

Construiremos un control regular con soporte en B x [0, T]. Para ello, consideremos
una funcién 6 € D(B) tal que § = 1 en B, (la utilidad de B se vera més adelante).
Pongamos

¢=(1-0)q (3.25)

y=(1—-0)§+2V0-Vi+ (Ah)j. (3.26)

Bajo hipdtesis apropiadas de regularidad sobre los datos &, a y ¢, veremos que (y, q)
resuelve el problema de controlabilidad nula (3.20)—(3.22) con término de control v
dado por

v = —6¢ +2V6 - Vi + (A0)j + (0, — A+ a) [2V6 - Vi + (A0)G] . (3.27)
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Para r € (2, 00), definimos

N
L7(0,T; Wy (Q)) siore <2, 5+ 1],

7, = (3.28)

CO@Q)NL(0,T; Wy () si > g + 1.

En lo que sigue, a menos que se especifique lo contrario, C' designara una constante
genérica positiva que depende de 2, w, O y T' (por simplicidad se omitiré la dependencia
con respecto a N y r), cuyo valor puede cambiar de una linea a la siguiente. Tenemos
el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.6 Sea & € L™(Q) verificando (3.23), con r € (2,00), y sea © € L*(Q)
un control dado por la Proposicion 3.5 (asociado a By). Se tiene lo siguiente:

a) Para a,c € L>®(Q), las funciones y, q definidas por (3.26) y (3.25), respectiva-
mente, estan en el espacio Z, y

1yllz. + llallz, < C1(2,w, O, T, [lalloo llclloo) (€l + l[0ll20) » (3.29)

donde
C1(,w, 0, T, [la]|, [lclloo) = exp [C(1 + [|afleo + [[c]loo)] - (3.30)

b) Supongamos, ademds, que Ve € L7(Q)N, con v dado por (3.17). Entonces, el
control v definido en (3.27) satisface v € L™(Q), sopv C B x [0,T] y

[0l < Ca(Q,w, O, T, [lallc, Iclloos [[Vellvi@) (IEllme + 0ll2@), (331
donde Cy = Cy(Q,w, O, T, ||al|so; |lc|loo; IVC|l1:q) viene dada por

Cy = exp [C(1 + [|alloo + [lclloc)] (1 + Vel o) - (3.32)

DEMOSTRACION: Sean r € (2,00) v £ € L"(Q) verificando (3.23). Observando las
expresiones (3.25)—(3.27), nos damos cuenta de que, para probar este resultado, basta
con analizar la regularidad interior parabdlica de g y ¢. Usaremos algunos resultados
de la seccion precedente.

a) En primer lugar, veamos que, para a,c € L*°(Q), las funciones y y ¢ estdn en
L0, T; WE(Q)). Para ello, escribamos y = y; + y2 + y3, con

y1 = (1—-0)7, Y =2VH-Vq e y3=(A0)q.

Puesto que (¢, ¢) es la solucién de (3.20)—(3.21) asociada a un control ¢ en L?*(Q) (dado
por la Proposicion 3.5), las estimaciones clésicas de energia nos dan:

9,4 € L*(0, T3 H*(Q) N Hy () N C([0, T]; Hy (%)),
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191 z2(r2nmy) + 10llcam) < exp[C(1 4+ [lalleo)] (€]l + [10]12) (3.33)

Gl z2(zr20mg) + Ndll o) < exp[C+[lallee + lello)] (€2 + 0ll2@) - (3:34)

Aplicamos el apartado b) de la Proposicién 3.2 a ¢ y a los abiertos B = By y B = Bj.
Teniendo, ademads, en cuenta (3.33), se obtiene

g€ X0, 750\ B1),  9llxroranz,) < exp[CA+ llall)] (€llnq + 19]l2q) - (3.35)
Entonces, puesto que sop (1 — ) C Q \ B, se tiene que

n=>0=-0geX" vy |nlx <exp[C+ [lallso)] (€]l + 0l2q) - (3.36)

Por otra parte, como en particular ylp € L"((Q2\ B;) x (0,T)), podemos ahora
aplicar la Proposicion 3.2 a ¢ y a los abiertos By y By y deducir que

g€ X"(0,T;9\ By)

1G] xr0,7:008,) < CL(,w, O, T, [|allse, llclloe) (I€llme + 10ll2e)
con C1(Q,w, 0, T, ||al|sc, ||¢|lw) > 0 como en (3.30) (aqui hemos usado (3.34) y (3.35)).

Razonando como antes, obtenemos que
Y2 = 2V0 - ch S LT(O7T7 WLT(Q))a Y3 = (AQ)qu qc Xra (337)
y podemos estimar

2l rowrry) + lysllxr + llallxr < C([€llno + N|9]2q) - (3.38)

N
En particular, para r € (2,5 + 1} se tiene que y,q € Z, = L"(0,T; Wolr(ﬂ)) (de

hecho, ¢ € X") y se satisface la estimacién (3.29).

Supongamos ahora que 7 > N/2 + 1. En este caso, en virtud del Lema 3.3 de la
seccién anterior, el espacio X" se inyecta de manera continua (y compacta) en C°(Q).
De este modo, tenemos que

Y1,Ys3,q € Zr = C°(Q) N L"(0, T; W, (),

con

191llz. + Nlysllz, + llallz, < CL(l€llme + 10ll2e)

sin més que tener en cuenta (3.36), (3.37) y (3.38). Veamos que, ademds, 3, € C°(Q),
lo que concluird la prueba de la primera parte del resultado. En efecto, como teniamos
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que g € X"(0,7;Q \ By) y r > N/2+1, de nuevo el Lema 3.3 nos da que §1¢ esté en
L>®((O\B1)x(0,T)) (sin pérdida de generalidad, podemos suponer que O es un abierto
regular). Podemos entonces aplicar a ¢ la Proposicién 3.1 y deducir que

G€XP(0,T;B\B2) v Nillxeormzs < Créllng + 19]l2q)  Vp < oo.
Por tanto, para p > N + 2 fijo, tenemos que

- — N2
G e Vet (BN By x [0,T]), coma=1- "2
p

o

usando nuevamente el Lema 3.3. De este modo, 3, = 2V0 - V§ € C*% (Q), espacio que
se inyecta de manera continua en C°(Q), luego

p€CQ) v nllog < Crl€llne + 19l2e)

de donde inferimos que y € Z, = C°(Q) N L(0,T; W, (Q)) junto con la estimacién
(3.29).

b) Supongamos, ademds, que Ve € L7(Q)", con v dado por (3.17). Primero,
observamos que el soporte del control v definido por (3.27) esté contenido en B x [0, T.
En segundo lugar, puesto que § € C([0,T]; H}(Q)) e §1p € X7(0,T; O\ B;), podemos
aplicar a ¢ (y a los abiertos O\ By y B\ By) el tercer apartado de la Proposicién 3.1
y deducir que

N

Ge L0, T;W* (B\B), ade L (0,T;W" (B\By)

1G1| e w27y + 10 e 217y < Ca (€l + [0]l2:) 5

donde la constante Cy = Co(Q, w, O, T, ||a|| o, ||¢]|oo, [|Ve|[4:0) > 0 es de la forma (3.32).

Por tanto, volviendo a la expresion (3.27) de v y, gracias a la eleccién de 0 y a
las consideraciones previas sobre (g, q), concluimos que v estd en L"(Q) y satisface la
estimacién (3.31). Con esto termina la prueba de la Proposicién 3.6. UJ

En virtud de la regularidad que acabamos de probar para las funciones y, ¢ y v
definidas por (3.26), (3.25) y (3.27), respectivamente, es un ejercicio sencillo comprobar
que (y,q) junto a v resuelven el problema de controlabilidad nula (3.20)—(3.22). En
particular, estamos usando que 3,4 € C([0,T]; H}(Q2)), sop (V8),sop (Af) CcC Q e
9(x,0) = ¢(z,0) = ¢(x,T) = 0 en Q.

Sin mas que recordar la estimacién (3.24) de ||9]/2,0, hemos probado entonces el
siguiente resultado de controlabilidad nula en el caso lineal:

Corolario 3.7 Sea £ € L"(Q) verificando (3.23), con r € (2,00). Supongamos que
a € L>®Q) yce L*Q)N L0, T;Wh(Q)), con v dado por (3.17). Entonces, las
funcionesy, q definidas por (3.26) y (3.25) estdn en el espacio Z, introducido en (3.28)
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y resuelven, junto al controlv € L"(Q) dado por (3.27), el problema de controlabilidad
nula (3.20)—(3.22). Ademds, eziste una constante positiva C, que depende de ), w, O

y T, tal que se satisfacen las siguientes estimaciones
CM
exp ( —— |¢ :
2t 2.0

C CM
|vllro < Ca (H’f”mQ +exp <§H) P ( 2t )£ ) ,
2;Q

con C1,Cy > 0, respectivamente, de la forma (3.30) y (3.32),

C
Iz, + llalz, < Ci (n&uw v (G1)

M =1+T (1+ ||all2® + [[el2® + [la = ¢l|2?)

1
H =142 +T 1+ |lallso + llefloc) + |all2Z* + lel3 + fla — ell2*

O

Observacion 3.4 Es interesante resaltar que la regularidad de (y,¢) se ha obtenido
independientemente de la regularidad de w». Lo mismo puede decirse sobre las
estimaciones de las normas ||y||z. v ||¢||z., que se obtienen con independencia de la
acotacién de ||v|,.q. Este hecho jugard un papel esencial en el estudio de la existencia
de controles insensibilizantes para la ecuacién no lineal del calor. 0

3.4. Controles insensibilizantes para una ecuacion
del calor superlineal con condiciones de con-
torno de tipo Dirichlet homogéneas

Estamos ya en condiciones de presentar los resultados que aportamos sobre
existencia (y no existencia) de controles insensibilizantes para una ecuacién del calor
superlineal cuando se consideran condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas.

3.4.1. El resultado principal y su demostracién

El primer resultado relevante de este capitulo sobre la existencia de controles
insensibilizantes para una ecuacién del calor superlineal es el siguiente:

Teorema 3.8 Supongamos que w N O # O e yg = 0. Sea f € C*R) verificando
fre L2 (R), f(0)=0y
f'(s)

loc
lim —2 2 _ . 3.39
|s|—c0 log (1 + |s]) (339
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N
Sea r € (3 +1, oo). Entonces, para cualquier £ € L"(Q) tal que

// exp (%3) €|? dx dt < oo, (3.40)
Q

existe una funcion control v € L"(Q) que insensibiliza el funcional ® dado por (3.2)
en el sentido de la Definicion 3.1. U

La condicién (3.40) significa que el término fuente £ tiene que decaer rapidamente
a cero cerca del instante inicial ¢ = 0. Recordemos que una hipotesis similar, aunque
algo mas débil, se impone en el caso en que se consideran no linealidades globalmente
Lipschitzianas. Obsérvese, ademds, que la hipdtesis f(0) = 0 estd en concordancia
con la condicién sobre £. En otro caso, en el sistema linealizado estaria actuando
un término fuente constante que no estd en L?*(Q;exp(M/2t)) (ver [51] para ambas
consideraciones).

Observacion 3.5 La hipotesis (3.39) la verifican ciertas no linealidades con
crecimiento superlineal en el infinito tales como funciones f de la forma

£ (s)] = [p1(s)[log®(1 + [pa(s)]) Vs :[s] = s >0,

con a € [0,1), donde p; y pe son funciones polindmicas reales de primer grado.

Para no linealidades f € C*(IR) satisfaciendo la hipdtesis (3.39), el sistema (3.1)
admite una solucion global cuando los datos &, v, yy e 7o son suficientemente regulares
(recuérdese la Observacion 3.1). O

Como adelantamos en la primera seccién, el problema que estamos abordando nos
lleva a analizar un problema no lineal de controlabilidad nula de tipo especial. Mas
precisamente, tenemos la siguiente

Proposicién 3.9 Sea ® el funcional definido por (3.2), donde y(-,-;7,v) es una
solucion de (3.1) (asociada a T y a v) definida en (0,T), cuando ésta exista. Se tiene:

1. Si existe un control v que insensibiliza ® en el sentido de la Definicion 3.1,
entonces este control v resuelve el problema de controlabilidad nula

Oy —Ay+ f(H) =+ vl en @, (3.41)
y=0 sobre 3, 7(z,0) =yo(x) en , '
—0q — Aq+ f'(W)g = ylo en @, (3.42)
g =0 sobre X, ¢q(z,T)=0 en '
q(z,0) =0 en . (3.43)
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2. Si un control v resuelve (3.41)~(3.43) y existe 7o > 0 tal que el sistema (3.1)
admite una solucion débil y(-,-;7,v) € L*(0,T; H3(2)) N C%Q) para |7| < 7o,
entonces v insensibiliza el funcional ® (en el sentido de la Definicion 3.1).

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.9: Razonaremos como en [42] y [8]. Primero,
supongamos la existencia de un control v que insensibilice el funcional ® dado por (3.2).
Entonces, el sistema (3.1) admite una solucién débil y(-,-;7,v) € L*(0,T; H}(Q2)) N
C°(Q) para cualquier || < 79, para algin 79 > 0. La derivada de ®(y(,-;7,v)) con

respecto a 7 en 7 = 0 viene dada por
// (x,t)1o y,(x,t) dx dt,

ay(a 5T, U)
or

P (y(

5T

or

donde 7 = y(-,-;0,v) € C°(Q) es la solucién de (3.41) e y, =

solucién del sistema lineal

Oy — Ay, + f/(y)yf =0 en @,
y. =0 sobre &, y,(z,0) = go(x) en Q.

Sea ¢ la solucién de (3.42). Recordando la EDP que satisface ¢ e integrando por partes,

se obtiene
// z, ) 1oy, (x,t) dedt = / q(z,0)g0(x) dz,

cualquiera que sea o € L*(€2). Finalmente, de la condicién de insensibilizacién (3.3)

se deduce que
q(0)=0 en X',

de donde inferimos que ¢(z,0) = 0 en Q (X = W27 (Q) N W,"(Q) es denso en
L*(Q)). El resto de la prueba se sigue inmediatamente de la Definicién 3.1 y de las
consideraciones previas. 0

Es importante senalar que un control v que resuelva el problema de controlabilidad
nula (3.41)-(3.43), si existe, no insensibiliza necesariamente el funcional ® (piénsese,
por ejemplo, en un dato inicial gy para el cual el sistema (3.1) no admita solucién
global en el intervalo [0, T]). En otras palabras, en el caso bajo estudio, el problema de
la bisqueda de controles insensibilizantes no puede reformularse de manera equivalente
como un problema de controlabilidad nula, como es usual en los problemas de
insensibilizacién cuando se consideran no linealidades con crecimiento sublineal en el
infinito. Asi, para probar el Teorema 3.8, probaremos primero la existencia de un
control v que resuelva el correspondiente problema de controlabilidad nula para el
sistema acoplado (3.41)—(3.42) y, en un segundo paso, justificaremos que dicho control
también insensibiliza el funcional ® definido por (3.2).
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Pasamos seguidamente a probar el resultado principal.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.8: La demostraciéon quedard dividida en dos etapas.
En la primera de ellas, aplicaremos un argumento adecuado de punto fijo para probar
el resultado cuando la funcién f es de clase C?. Analizaremos el caso general en la
segunda etapa. En ambos casos, probaremos la existencia de un control v que resuelva
el problema de controlabilidad nula (3.41)—(3.43) (con yy=0) y, como acabamos de
comentar, veremos a continuaciéon que dicho control v insensibiliza .

ETAPA 1.- EL CASO EN QUE f ES UNA FUNCION DE CLASE C?: EL ARGUMENTO DE
PUNTO FLJO.

Sea f € C*(R) una funcién verificando f(0) = 0 y (3.39). Sea £ € L"(Q), con
r > N/2 + 1, satisfaciendo la hipétesis (3.40).

Definamos
os) = @ si s # 0,
f(0) sis=0.

Entonces g, f/ € CY(R) vy f(s) = g(s)s para cualquier s € R. La hipétesis (3.39)
para f’ implica una similar para g, es decir,

fm —9)
|s]—o0 IOg(l + |S|)

Asi, para cada € > 0, existe una constante positiva C. (que s6lo depende de ¢ y de la
funcién f) tal que

lg(s)| + | f'(s)| < C. +elog(1+|s|]) VseRR. (3.44)

I. El problema linealizado.

Recordemos que, para r > N/2 + 1, habfamos definido
Z, = C°(Q) N L"(0,T; W, (Q)).

Para cada z € B(0; R) C Z,, donde R > 0 se determinard mdas adelante, consideramos
el problema lineal de controlabilidad nula

Oy — Ay +g(z)y =&+ vl, en Q, (3.45)
y=0 sobre X, y(xz,0)=0 en , '
—0ig — A ! =yl
kg — Ag+ f'(2)g = ylo en Q, (3.46)
qg=0 sobre 3, q(x,T)=0 en
q(z,0) =0 en Q. (3.47)

102



Observemos que el sistema acoplado (3.45)—(3.46) es de la forma (3.20)—(3.21), con
potenciales

a=a,=g(z) € L=(Q),
c=c,=f'(z) € L=*(Q)NL"(0,T; W' (Q)) (y = en este caso).

En virtud del Corolario 3.7 de la seccién anterior, para cualquier z € B(0; R) C Z,
existe un control v, € L"(Q)) tal que la correspondiente solucién (y., ¢,) de (3.45)—(3.46)
estd en Z, x Z, y verifica ¢,(z,0) = 0 en Q. Ademas, se tienen las estimaciones

C CM,
lv:lz. + la-llz. < C1(2w,0,T,2) (Hfﬂw +exp (EH) exp( 2t )5 )
2;Q
(3.48)
y
C CM,
[v:llre < Co(,w,O,T, 2) (Hf”r;@ +exp <§HZ) eXp < 2% >§ ) - (349)
2;Q
donde

C1(Qw,0,T, 2) = exp[C(L+ [lg(2)]lo0 + [1F'(2)]l0)]
Co(Q2,w,0,T, 2) = exp[C(1+ [|g(2) | + [£'(2)l|oe)] (1 + 1" (2)V2]lr) -
M. =1+ |lg)I3 + 17/ (2)I3 + llg(2) — £(2)II527,

H. =1+ [lg(2) oo + [1F(2)lloo + 9 + 1 £ + llg(2) = £(2) 1

yC=0C(Quw 0,T)>0.
Gracias a la hipdtesis (3.40) sobre &, se tiene que

CM,
// exp( )|€|2dxdt = //Qexp< r tlg) exp (tlg)|§|2dxdt
< exp (CMI?) //Q exp (%)dedt,

para una nueva constante positiva C' = C(Q,w,O,T) (aqui hemos usado el hecho
cCM, 1
o3

de que la funcién h,(o) = exp ( ), o € (0,00), alcanza el valor maximo

absoluto en of = 1/3/(CM,)). De este modo, de (3.48)—(3.50) y de la convexidad de
la funcién s € (0, 00) — %2, se deduce
1
exp <ﬁ)§

19:l1z. < C1(Q2,w,0,T, 2) <|I£I|mcz +

) , (3.51)
2Q

103



junto con una estimacién analoga para ¢, y

||UZ||7“;Q < CQ(va707T’Z)<||§||T;Q+

1

exp (35 )¢ Q)
1

exXp (%)f 2;Q> )

donde C (Q,w, O, T, R) es una constante positiva independiente de z.

(3.52)

IA

6@MQﬂEQMW+

I1. El argumento de punto fijo.

Definamos
A:zeB(0;R) C Z, — A(z) C L'(Q),

donde
A(z) ={v e L"(Q) : (v, q) satisface (3.45)—(3.47), v verificando (3.52)},
y consideremos la aplicacién multivaluada A definida sobre Z, como sigue:
A:2€B(0;R) C Z,— A(z2) C Z,,
con
Az) ={y € Z, : (y,q) resuelve (3.45)—(3.46) con v € A(z), y satisfaciendo (3.51)}.

Probaremos que A esta en las hipotesis del Teorema de Kakutani del Punto Fijo.

o En primer lugar, es facil ver que, para z € Z, fijo, A(z) es un subconjunto
convexo cerrado y no vacio de Z,., debido al caracter lineal de los sistemas (3.45) y
(3.46). De hecho, en virtud del Teorema 9.1 de [39] y de (3.52), {A(2) : z € B(0; R)}
esta uniformemente acotado en el espacio X" introducido en la Seccién 3.2 (ver p. 89).
Recordemos que, para r mayor que N/2+ 1, este espacio se inyecta de manera continua
en el espacio de Hélder C%3 (Q), con 3 = 2—(N+2)/r (ver el Lema 3.3). Por otro lado,
también se tiene que X" se inyecta de forma compacta en L"(0, T; W, (€)). Deducimos
entonces que existe un compacto fijo K C Z,, que solo depende de R, tal que

A(z) C K Vze€ B(0;R). (3.53)

¢ Probemos ahora que A es hemicontinua superiormente, es decir, para cualquier
forma lineal y continua p € Z/, la funcién real

2 € B(0;R) C Z, — sup (i,7)
y€EA(2)
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es semicontinua superiormente. Equivalentemente, veamos que

By, = {z € B(O;R) : sup {(p,y) > )\}

yEA(2)

es un subconjunto cerrado de Z, para cualesquiera A € Ry p € Z] (ver [24] y [17]
para una demostracién similar). Para ello, fijemos A € Ry u € Z/, y consideremos una
sucesion {z,},5, C By, tal que

Zp — 2 en Z,.

Tenemos que probar que z € B, ,. Puesto que todos los A(z,) son compactos, para
cada n > 1 existe y, € A(z,) tal que

(s yn) = sup (u,y) >\ (3.54)
yEA(zn)

Recordando la definicién de A(z,) vy A(z,), existen v, € A(z,) v ¢, € Z, tales que
(Yn, qn) resuelve (3.45)—(3.47) con control v, y potenciales g(z,) y f'(z,). Ahora bien,

de (3.51) y (3.52), tenemos las estimaciones
1
P (2_t3>€ 2;Q> ’

1
exp (273)5 2-Q) .

Asi, {v,} (resp. {(Yn,@n)}) estd uniformemente acotada en L"(Q) (resp. en Z, X Z,.).
De hecho, (3.53) nos da, en particular, que {y,} estd contenida en un compacto fijo
de Z, y un razonamiento andlogo al utilizado para obtener (3.53) nos lleva a que la
sucesion {g,} también estd contenida en un compacto fijo de Z,. Por tanto, existen
subsucesiones, que seguiremos denotando por {v,} e {(yn,¢.)}, y existen v € L"(Q) e
Y,q € Z, tales que

HynHZr S Cl<Qawa OaT7 Zn) (HervQ +

junto con una estimacién analoga para g,, y

||Un||T;Q < 02(97("}7(977—17 Zn) <||§||7”7Q +

v, =T  débilmente en L"(Q)

(Yn,qn) — (7,q) fuertemente en Z, x Z,.

Puesto que g y f” son funciones continuas, se tienen también las convergencias
9(z) — g(2)  en C°(Q),
f'(zn) = f'(2)  en C°(Q)
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f"(2))Vzn — f"(2)Vz  en L"(Q)V.

Podemos entonces pasar al limite en las ecuaciones que satisfacen y,, y ¢,, deduciendo
que ¥ y g resuelven el problema de controlabilidad nula (3.45)—(3.47) con funcién
control ¥ (y potenciales ¢g(z) y f'(z)). Ademds, tomando limites en las estimaciones
que verifican v,, e y,, tenemos que v (resp. y) satisface (3.52) (resp. (3.51)), es decir,
v € A(z) e y € A(2). Entonces, sin méas que tomar limites en (3.54), se tiene

sup (u,y) > (p,7) > A,
yEA(2)

de donde se deduce que z € B) , y, por tanto, A es hemicontinua superiormente.
¢ Finalmente, veamos que existe R > 0 tal que

A (B(0; R)) C B(0; R). (3.55)

Sea R > 0 arbitrario, por el momento, y que sera determinado a continuacion. Para
cualquier z € B(0; R) C Z,, de (3.51) y (3.44) se sigue que cada y € A(z) satisface

= (x4,
1
P (ﬁ>€ 2;Q> 7

con C' = C(,w,0,T) > 0. De este modo, eligiendo ¢ = 1/2C, obtenemos

e (5 )¢ Q'Q) ,

de donde se deduce la existencia de R > 0 suficientemente grande tal que se verifica
(3.55).

Puesto que A esta en las hipotesis del Teorema de Kakutani del Punto Fijo, inferimos
la existencia de, al menos, un punto fijo y € Z, de A (i.e. y € A(y)). De este modo,
hemos encontrado un control v € A(y) que resuelve el problema de controlabilidad nula
(3.41)—(3.43) (con yo = 0). Ahora bien, dado que  y v estdn en L"(Q), conr > N/2+1,
por linealizacién y una posterior aplicaciéon de un argumento de punto fijo (por ejemplo)
se prueba que, para cualquier gy en W2 2/""(Q) N W,"(Q), el sistema (3.1) posee
solucién en L7 (0, T; W>"(Q) N W, (2)) N C°(Q), espacio en el que estd garantizada la
unicidad de solucién, debido al caracter localmente Lipschitziano de f en IR. Asi, en
virtud de la Proposicién 3.9, el control v insensibiliza el funcional ® dado por (3.2).
Con esto termina la demostracién del Teorema, 3.8 cuando f es una funcién de clase C?.

lyllz. < exp[C(1+ C: +elog(l +[|2][))] (HéHr;Q +

< exp[C(1+C.)](1+ R)°* (||§HTQ +

lyllz. < C(L+R)"? (IISHT;Q +
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ETAPA 2.- EL CASO GENERAL.

Supongamos ahora que f es una funcién de clase C! verificando f” € L (R),
f(0) =01y (3.39) y sea & como antes.

Consideramos una funcién p € D(RR) tal que

p>0enR, soppC[-1,1] ¥y /p(s)ds:l.
R

Para cada n > 1, pongamos

pn(s) =np(ns) para cualquier s € R,

Fo=pn* [, fn():Fn()_Fn(O)

y
on(s) = fnT(S) sis#0,
f1(0) sis=0.

Gracias a las propiedades de p, y de la convolucién (véase, por ejemplo, [13]),
asi como a las hipotesis sobre f, no es dificil probar que las funciones f, y g, verifican
las siguientes propiedades:

i. f''y gn son continuas y f,(0) = 0 para cualquier n > 1.
ii. fn, — fen CY(K) para cualquier compacto K C RR.
1. ¢, — ¢ uniformemente en compactos de R.

iv. Para cualquier M > 0, existe una constante positiva C'(M) tal que

sup (|ga(s)| + [ (s)] + £ (s)]) < C(M)

|s|<M
para n > 1 arbitrario.

v. También se tiene:

8]+ |gn(s)]
|slwlinoo log(1 + [s])

=0 uniformemente en n,

es decir, para cualquier £ > 0, existe M. > 0 tal que

lgn(s)| 4+ |f1(s)] < elog(l+ |s]) para cualesquiera |s| > M.y n > 1.
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En particular, las dos tltimas propiedades implican que, para cualquier £ > 0, existe
C. > 0, dependiendo sélo de € y no de la funcién f,, tal que

190 ()] + /1 (s)] < C.+elog(l+|s|) para cualesquiera s € Ry n > 1. (3.56)

Razonando como en la etapa anterior, para cada n > 1 existe un control v, € L"(Q),
con sop v, C w x [0, T}, tal que el sistema acoplado

atyn - Ayn + fn<yn) = 5 + Un]-w en Q7 (3 57)
Yo =0 sobre ¥,  y,(z,0) =0 en , '
_ath - AQn + frlz(yn>Qn = yn]-O en Qa (3 58)
gn =0 sobre X, q,(x,T) =0 en Q, '
posee una solucion (yy,, ¢,) € Z, x Z, verificando
¢n(2,0) =0 en Q. (3.59)

Ademas, para cada n > 1, se tienen las estimaciones

HynHZr S Cl(Q,W, OaTa yn) (Hg”ﬁQ +

1
0 (3¢

1
exp (ﬁ)g
donde

Ci(Q2,w,0,T, yn) = exp [C(1 + [|gn(yn)lloc + /7 (yn)ll0)]

C2(Q,w, 0, T, yn) = exp [C(1 + [|gn(yn)lloo + [1/5(Yn) lloc)] (1 + [1£7 (40) Vinllri@)
yC=C(Quw,O0,T)>0.

Recordemos que vy, es, para cada n > 1, un punto fijo de una aplicacién

multivaluada A, deﬁnidi sobre el convexo cerrado y no vacio F(O; R,) C Z,, con
R, > 0 tal que A, envia B(0; R,,) en si mismo. Gracias a la propiedad (3.56), de (3.60)

deducimos que
1
exp (—)f .
2t3 2;Q>

) , (3.60)
2;Q

junto con una estimacién similar para q,, vy

lonllo < Co( 0,0, T, y2) (Hgnw + > , (3.61)
2;Q

[yallz, < exp[C(1+ C)] (1 + Ra)“* (llfllr;Q +
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Asi, tomando ¢ = 1/2C, como en la etapa anterior, para cualquier n > 1 podemos
elegir R, = R, con R > 0 suficientemente grande, e independiente de n, de modo que

A, (B(0; R)) € B(0; R).

Ademas, la sucesion {y,} esta uniformemente acotada en Z, y, usando la propiedad iv.,

de (3.61) se sigue que {v, } esta uniformemente acotada en L"(Q). Razonando como en

el caso anterior, {y,} estd, de hecho, uniformemente acotada en el espacio X" y, al ser

r > N/2+ 1, existe un compacto K en Z, tal que {y,} C K. Un razonamiento similar

para ¢, permite deducir que también {g¢,} estd contenida en un compacto fijo de Z,.
De este modo, al menos para una subsucesién, se tiene

(Yn, @) — (y,q) fuertemente en Z, x Z,

v, — v  débilmente en L'(Q),

conv € L"(Q) ey,q € Z,. Teniendo ahora en cuenta las propiedades . y iii., se tienen
también las convergencias

gnn) = 9@w) vy filyn) = fy)  en C°Q).

Finalmente, basta con pasar al limite en (3.57)—(3.59) para inferir que y y la corres-
pondiente g resuelven (3.45)—(3.47). Es decir, hemos encontrado un control v en L"(Q)
que resuelve el problema de controlabilidad nula (3.41)—(3.43) y, en consecuencia,
también insensibiliza ®, razonando como en la etapa anterior. Esto termina la prueba
del Teorema 3.8. O

Adaptando la demostracion precedente, se prueban otros resultados de insensibi-
lizacién para el sistema (3.1).

1. El Teorema 3.8 sigue siendo valido bajo una hipdtesis ligeramente mas débil
sobre f. Més precisamente, existe [1(2,w,O,T) > 0 tal que, si se sustituye la
hipétesis (3.39) por

/()]

lim sup ) <,

|s|—o0 10g<1 =+ ’S‘

para cualquier término fuente & en las hipdtesis del Teorema 3.8, podemos
encontrar una funcién control v que insensibiliza el funcional ® dado por (3.2)
en el sentido de la Definicion 3.1.

2. Sino imponemos ninguna restricciéon sobre el crecimiento de f, no es dificil probar
el siguiente resultado local de insensibilizacién:
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Proposicién 3.10 Supongamos que wNO # 0 e yo = 0. Sea f € C*(R) tal que
N
fre L (R)y f(0)=0. Sear € 5 + 1,00 ). Entonces, existen dos constantes

loc

positivas M = M(Q,w, O, T, f) yn =n(Q,w,O,T, f) tales que, para cualquier

€ € L"(Q) verificando
M
exp (g)f

existe un control v € L"(Q) que insensibiliza el funcional ® definido en (3.2) en
el sentido de la Definicion 3.1. U

<n,
2;Q

€]l +

3.4.2. Un resultado de insensibilizacién de caracter negativo

El segundo resultado de relevancia de este capitulo es de caracter negativo. Es el
siguiente:

Teorema 3.11 Ezisten funciones f € C'(R) verificando f" € L. (R), f(0) =0y

loc
|f(s)] ~ |s|log™(1+ |s]) cuando |s| — oo, (3.62)

con « > 2, y existen términos fuente & € L®(Q) satisfaciendo (3.40), para los que no
es posible encontrar funciones control que insensibilicen el funcional ® dado por (3.2)
en el sentido de la Definicion 3.1.

DEMOSTRACION: Probaremos que, para ciertas funciones f como en el enunciado y
ciertos términos fuente £ € L>((Q)) que se anulan para t € (0,ty), con ty € (0,7), la
solucién y de (3.41) asociada a cualquier control v explota antes del instante ¢t = Ty,
por consiguiente, el funcional ® definido por (3.2) no puede ser insensibilizado.

Procedemos como en [26], Secciéon 1.5 (véase también la demostracion del
Teorema 1.1 de [24], donde se prueba un resultado de controlabilidad nula de caracter
negativo para una ecuacion del calor semilineal y [31] para un argumento similar en el
contexto de la controlabilidad aproximada). Consideramos la funcién

sl
f(s) = /0 log*(1+0)do VseR,

con o > 2. Es fécil comprobar que f es una funcién convexa y verifica f(s)s < 0 para
cualquier s < 0 y la condicién (3.62).
Sea p € D(Q2) tal que

p>0en, p=0enw y /p(x)da:zl.
Q
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Fijado ¢y € (0,T), pongamos

0 siox e, tel0t),

fant) = { —(M+k) si zeQ, te(ty,T], (3.63)

donde M es una constante positiva que elegiremos més adelante y k viene dada por

kzl/pf* (ZM) dz.
2 Ja P

Aqui, f* es la convexa conjugada de la funcién convexa f y hemos de notar que la
funcién p puede elegirse de modo que pf*(2|Ap|/p) € L1(Q) (véase [24]).

Sea y una solucién de (3.41) asociada al término fuente £ definido en (3.63) y a un
control v arbitrario, y definida en el intervalo maximal [0, 7). Multiplicando la EDP
que verifica y por p e integrando en €2, obtenemos

d
= de = [ (Ay)pde — d d
i /Q( y)pdx /pr(y) :v+/Qp£ z,

de donde, integrando por partes y recordando la definicion de f, se tiene

%(_/prdx> > — /Q(Ap)yda: +/pr(|y\)d:c—/9p§dx.

Por la desigualdad de Young, tenemos

/ﬂ (Ap)y dx

Por otro lado, teniendo en cuenta la desigualdad de Jensen y que f es creciente en

[0, 00), se obtiene
d = — dz | .
/Q Py x) f ( /Q Py x)

[ ostuhas =5 ([ slvlae) = 5 (
(1) = — /Q o2yl t) dz, Vit € [to, T"),

Asi, poniendo
de las consideraciones anteriores deducimos que

1 1 1
<5 [oreidindts [ prds = k=3 [ orudo

202 Mo+ SfG(0), b€l T)
2(tg) = 20 = —/Qp(x)y(x,to) dx.
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La funcién z es creciente. Ademas, definiendo

5 2
G(20; 9) NCESY do, Vs> z,
tenemos J i ’(t)
Z
luego

G(z0;2(t)) >t —ty Vt € [to, T).
Asi, podemos probar que

& 2
T <tog+ sup G(zo;z2(t §t+/ ——do.
0 tefto,T*) ( ’ ( >) ‘ 20 f(a) +2M

Ahora bien, esta tltima integral es convergente para cada M > 0, gracias a (3.62), y
tiende a cero cuando M tiende a infinito. Asi, para M > 0 suficientemente grande, z
explota, antes de T luego y explota en L'(Q). Con esto termina la prueba. 0

Observacion 3.6 El Teorema 3.8 implica, en particular, la existencia de controles
insensibilizantes para funciones f € C'(R) tales que f” € L2 (R) y f(0) = 0

loc
verificando (3.62), con « € [0,1). Comparando este resultado con el establecido en

el teorema precedente, hay un rango de no linealidades con crecimiento superlineal, a
saber, no linealidades f satisfaciendo (3.62), con 1 < o < 2, para las que la existencia
o no de controles que insensibilizan el funcional ® es un problema abierto. U

3.4.3. Controles insensibilizantes que simultaneamente dan la
controlabilidad exacta a cero

Como extension del Teorema 3.8, se puede probar un resultado de existencia de
los denominados controles simultaneamente insensibilizantes y exactos a cero, es decir,
controles para los cuales el sistema en cascada (3.41)-(3.42) (con yo = 0) admite una
solucién (y, q) que verifica, simultdneamente, g(z,0) =0 en Q e

y(z, T) =0 en Q.

Una hipétesis natural en este caso es pedir al término fuente, £, que decaiga rapidamente
a cero, no solo cerca de t = 0, sino también cerca del instante final ¢ = T'. Se tiene:

Teorema 3.12 Supongamos que w N O # O e yo = 0. Sea f una funcién en las

N
hipotesis del Teorema 3.8 y sea r € 5 + 1,00 ). Entonces, para cualquier £ € L™(Q)

//Q exp (ﬁ) |€)? da dt < oo, (3.64)
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existe una funcion control v € L"(Q) que insensibiliza el funcional dado por (3.2) (en
el sentido de la Definicion 3.1) y tal que la solucion y(-,;7,v)|r=o de (3.1) (asociada
aT=0 vy av) satisface

y(x,T;7,0) ;=0 =0 en S

DEMOSTRACION: La prueba es similar a la del Teorema 3.8. Por este motivo, pasaremos
por encima de algunos detalles. Haremos la demostracion en el caso de una funcion f de
clase C? verificando f(0) = 0y (3.39). El caso general se estudia facilmente siguiendo
la demostracion del citado teorema.

Sea & € L"(Q) satisfaciendo (3.64), con r > N/2+1. Veamos que existe un control v
suficientemente regular tal que el sistema en cascada (3.41)—(3.42) (con yo = 0) admite
una solucion (y, ¢) que verifica, simultaneamente, ¢(x,0) =0y y(x,T) = 0 en Q2. Como
es habitual, en un primer paso se muestra un resultado de insensibilizacién similar para
el caso lineal. Después se aplica un argumento de punto fijo para resolver el problema
no lineal.

Comenzamos analizando el caso lineal. Consideramos el sistema lineal acoplado
(3.20)—(3.21), con a y b en L*(Q), y el correspondiente sistema adjunto

Op —Ap+bp =0 en Q, (3.65)
©=0 sobre &, (x,0)=¢"z) en Q, '

y
—0) — AY +ap = plp en Q, (3.66)
=0 sobre X, (z,T)=1"x) en Q, '

con ¢ y ¢° en L?(Q). Primero construimos controles en L*(Q). Sea By C w N O
un abierto arbitrario no vacio. Es este caso, se tiene la siguiente desigualdad de
observabilidad para las soluciones del sistema adjunto anterior:

Lema 3.13 FExisten dos constantes positivas C' y M tales que

// exp( ))|¢|2da:dt < C//Box - Y| da dt (3.67)

para cualquier ©°,y° € L*(Q), donde ¢ y 1 resuelven (3.65)—(3.66). Mds precisamente,
C solo depende de 2, w y O y la constante M viene dada por

M=1+T+T?(1+ [la|2Z®+||b]I2* + |la — b]|1?) .
O

La demostracién de este resultado es similar a la de la desigualdad de observabilidad
(2.20) establecida en la Proposicién 2.4 del capitulo precedente y serda omitida.
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Obsérvese que, en (3.66), permitimos que t(7T) sea no nulo y asi, en este caso,
obtenemos una desigualdad de observabilidad diferente. )
Para cada € > 0, consideramos el funcional continuo y convexo J. definido sobre

L*(Q2) x L*(2) por
~ 1
L) =3 [ Pddt+ellaa+ elflaa+ [[ codode
BoX(O,T) Q

donde ¢ y 1 resuelven (3.65)—(3.66). Se tiene la siguiente propiedad de continuacién
tnica para las soluciones de (3.65)—(3.66):

Si 0 0 € L*(Q), (¢,) es la correspondiente solucidn de (3.65)—(3.66) y
=0 en wx(0,T), entonces p =1 =0 en Q.

Puesto que By C w N O, el Lema 3.13 nos da que ¥» = 0 en () y, por tanto, ¢ = 0
en O x (0,7). Una propiedad clésica de continuacién unica para la ecuacién del calor
(cf. [49]) implica que ¢ =0 en Q.

Como consecuencia de la propiedad previa de continuacién tinica para las soluciones
de (3.65)(3.66), el funcional J. es, de hecho, estrictamente convexo y satisface

j6<¢07 ¢O)

> €.
160l [0 fl20—+00 [0 [|2;0 + (|10 |20

Consecuentemente, J. alcanza su minimo en un tnico (2, ¢?) € L*(Q) x L*(Q). Sea
(¢, ) la solucién de (3.65)— (3.66) asociada a (p?,v?). Entonces, la solucién (y., g.)
de (3.20)—(3.21) asociada al control

Ve = welBO

satisface
1g:(- 022 <€y |ye(-;T)llzsa < e (3.68)

En virtud de (3.67), los controles {v.}.~o estdn acotados uniformemente en L?(Q)
(obsérvese que si £ verifica (3.64), entonces también satisface

//Q P (t(gj\i)) I€[2 da dt < oo, (3.69)

con C'y M como en el Lema 3.13). De este modo, razonando como se hizo para obtener
la Proposicién 3.5 y usando (3.68), se deduce la existencia de un control ¢ € L*(Q),
con sop® C By x [0,T], tal que la solucién asociada (¢,q) de (3.20)(3.21) satisface
9(x,T) =0y ¢(x,0) = 0 en Q. Ademds, puede estimarse

CM
e e e [ (3.70)
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con C'y M como antes.

La construccién de un control regular a partir de © € L*(Q) es igual que la
que hicimos en el caso de los controles insensibilizantes propiamente dichos. Mas
precisamente, definamos y y ¢ por (3.26) y (3.25), respectivamente. Como en la
Proposicién 3.6, para a € L>®(Q) y b € L*(Q) N L"(0,T;W'"(Q)) se tiene que
y y q estén en Z, = C°Q) N L"(0,T;W," (), resuelven (3.20)-(3.22) para el
control v € L"(Q) dado por (3.27), y se tiene y(x,T) = 0 en Q (aqui usamos que
§9(T) =q(T) =0en L*(Q) y g € C([0,T]; H}(2))). Ademds, de (3.29), (3.31), (3.69) y
(3.70), se obtienen las siguientes estimaciones, similares a las del Corolario 3.7:

o (i),

o (s ).0)

con C y Cy como en la Proposicién 3.6, M dada por el Lema 3.13 y siendo C' una
nueva constante positiva que depende de 2, w, O y T.

Finalmente, aplicando un argumento de punto fijo completamente analogo al
utilizado en la demostracién del Teorema 3.8, puede deducirse la existencia de un
control v € L"(Q) resolviendo el caso no lineal cuando f es una funcién de clase C?.
Como se dijo anteriormente, es suficiente seguir la demostracion del citado teorema
para tratar el caso general. Esto finaliza la prueba del Teorema 3.12. ([l

1yllz, +llqllz, < Cy (IISIIT;Q +

[v]lrq < Cs <||§||T;Q +

3.5. Un resultado local de existencia de controles
insensibilizantes para una ecuacién del calor
semilineal con condiciones de contorno no
lineales de tipo Fourier

Dedicamos esta seccién a analizar el caso de una ecuacion del calor superlineal
cuando se consideran condiciones de contorno no lineales de la forma 0,y + f(y). En
este marco, presentamos un resultado local de existencia de controles insensibilizantes
en el sentido de la Definicion 3.2, el Teorema 3.18, cuando los abiertos de control y de
observacion, w y O, no son disjuntos.

Como ya hemos puesto de manifiesto, la condicién de insensibilizacién (3.13) nos
lleva nuevamente a estudiar un problema no lineal de controlabilidad nula para un
sistema de dos ecuaciones del calor en cascada. Mas precisamente, se prueba en este
caso el siguiente resultado:
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Proposicién 3.14 Sea ® el funcional definido por (3.2), donde y(-,-;7,v) es una
solucion de (3.12) definida en (0,T) (asociada a T y a v), si existe. Se tiene:

1. Si un control v insensibiliza ® en el sentido de la Definicion 3.2, entonces v
resuelve el problema de controlabilidad nula

(07— A+ F(y) =& +vl, en Q,
0,7+ f(y) =0 sobre X, (3.71)
| Y(,0) = yo(z) en Q,

—0q — Aq+ F'(y)g =ylo en Q,
g+ f'(G)g =0 sobre X, (3.72)
q(z, T) =0 en ,

q(z,0) =0 en Q. (3.73)

2. Si un control v resuelve (3.71)~(3.73) y existe 7o > 0 tal que (3.12) posee una
solucion débil y(-,-;7,v) € L*(0,T; H'(Q)) N C°(Q) para |7| < 79, entonces este
control v insensibiliza el funcional ® en el sentido de la Definicion 3.2. 0]

La demostracion de este resultado serd omitida, al ser idéntica a la de su equivalente
en el caso de condiciones Dirichlet homogéneas, la Proposicion 3.9. De nuevo en este
caso, observamos que el problema de insensibilizacién planteado no es equivalente a
un problema de controlabilidad nula. En virtud del resultado previo, para buscar un
control insensibilizante en el sentido de la Definicion 3.2, primero hemos de encontrar
un control regular que resuelva el problema de controlabilidad nula (3.71)—(3.73) y, en
un segundo paso, habrda que verificar que dicho control puede elegirse de modo que,
ademas, insensibilice el funcional ®. De hecho, se construira un control con regularidad
Holderiana con soporte en w N O # ().

Recordemos que hemos de imponer la hipdtesis esencial yo = 0. Como es habitual en
el estudio de la controlabilidad de sistemas no lineales, la existencia de controles v que
resuelvan el problema no lineal (3.71)—(3.73) (con yo = 0) se probara mediante linea-
lizacién y un argumento apropidado de punto fijo. Dedicamos la proxima subseccién a
resolver una version linealizada del correspondiente problema de controlabilidad nula.
En la Subseccién 3.5.2 daremos el resultado principal en este marco y su demostracion.

3.5.1. El problema lineal de controlabilidad nula: construccién
de controles con regularidad Holderiana

Como acabamos de comentar, en esta subsecciéon resolvemos un problema de
controlabilidad nula lineal similar a (3.71)—(3.73) (con yo = 0). Consideramos el sistema
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lineal en cascada
Oy — Ay +cy=&+vl, en Q,

Oy + ay =0 sobre X, (3.74)
y(z,0) =0 en (,

—0g — Ag+dg =ylo en @,
Onq +bg =0 sobre X, (3.75)
q(z,T) =0 en ,

donde a,b € L*(X), ¢,d € L™(Q) y € € L*(Q) (al menos). Para cada v € L*(Q), el
sistema (3.74)—(3.75) admite una unica solucién (y, q) verificando

y,q € L*(0, T H'(Q)) N C([0,T]; L*(Q)),  dwy, Qg € L*(0,T; H'()"),
1Yl z2mynce) + 10l 2 @yy < C (T [lallosss [lefloo) (€llzie + [0ll2q)  (3.76)

Nl L2vyne ey + 110wl L2y
< C (T, |lalloos, 16llooiss llelloos [1dloo) (€ ll2iq + llvll2:q) -

Bajo hipotesis adicionales sobre los potenciales a, b, ¢, d y sobre el término fuente &,
construiremos un control v con regularidad Holderiana, actuando sobre un subconjunto
abierto no vacio de w N O, tal que la correspondiente solucién (y,q) de (3.74)—(3.75)
verifique ¢(z,0) = 0 en Q.

Haremos una construccién similar a la desarrollada en la Seccion 3.3. Procederemos
como sigue. Fijamos un abierto no vacio By tal que By CC w N O. En un primer
paso, construiremos un control en L2(Q)) con soporte contenido en By x [0, 7T]. En este
paso juega un papel fundamental una adecuada desigualdad de observabilidad para
las soluciones del sistema adjunto de (3.74)—(3.75). En segundo lugar, mediante la
construccién mencionada, y gracias al efecto regularizante de la ecuacion del calor,
seremos capaces de construir un control Holderiano con soporte ligeramente mas
grande. Nuevamente, la regularidad de v e (y,¢) nos permitirin abordar el problema
no lineal.

En lo que sigue, sélo explicitaremos la dependencia de las constantes con respecto
a los argumentos que sean relevantes en nuestro analisis. Asi, por ejemplo, omitiremos
la dependencia con respecto a la dimensiéon N, al abierto By y a los abiertos que
consideraremos més adelante.

(3.77)

Controles en L?(Q)
Consideramos el sistema adjunto del sistema acoplado (3.74)—(3.75), a saber,

Oy —Ap+dp=0 enQ,
Onp +bp =0 sobre X,
p(r,0) = ¢’(x) enQ,
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=0 — A+ cp = plo en @,
O +apy =0 sobre X,
Y(x, T)=0 en (),

donde ¢° € L*(Q). Gracias a una propiedad de continuacién tnica para las soluciones
de este sistema, la cual se deduce de la desigualdad de observabilidad (para estas
mismas soluciones) establecida en el Teorema 2.6, bajo hipétesis apropiadas sobre el
término fuente, &, se obtienen controles en L?(Q):

Proposicién 3.15 Supongamos que wN O # 0, a,b, 0ia, 0;b € L*(X) y ¢,d € L*(Q).
Sean M y H las constantes positivas (que dependen de Q, w, O, T, ||a|lco:s, ||b]lco:s
10¢alloo:ss [|06D]loo:ss |Iclloo ¥ ||d]|oc) que proporciona el Teorema 2.6. Entonces, para
cualquier £ € L*(Q) verificando

// exp( >|§|2dxdt <o, (3.78)

existe una funcién control v € L*(Q), con sop® C By x [0, T, tal que la solucion (g, )
de (3.74)—~(3.75) asociada a v satisface ¢(x,0) = 0 en Q. Ademds, v puede elegirse de

modo que
1/2
l6lae < VE (// exp< >|§|2dxdt> | (3.79)

O

La demostracion de este resultado es andloga a la de la Proposicién 3.5 y esta
esencialmente hecha en el capitulo anterior. Por este motivo, la omitiremos.

Observacion 3.7 En toda esta subseccién, la dependencia de las constantes con
respecto a los potenciales a y b que aparecen en la condiciéon de contorno no es explicita
(ver también las Observaciones 1.2 y 2.1, pp. 30 y 57, de esta Memoria). Recordemos
que esto viene de aplicar el Lema 1.3 de esta Memoria para obtener la desigualdad de
observabilidad mencionada anteriormente. Esta es la razén por la cual, en el marco de
una ecuacién semilineal del calor con condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier,
obtenemos un resultado local de insensibilizacién. Sin embargo, podria obtenerse la
dependencia explicita de las constantes con respecto a 1"y a los potenciales ¢ y d que
aparecen en las EDPs. Ello permitiria conocer el modo preciso en que la constante M
del Teorema 3.18 depende de Ty F' 0

Controles con regularidad Holderiana

Como hemos anticipado, una construccion similar a la desarrollada en la Seccién 3.3
nos permitird obtener un control con regularidad Hélderiana que resuelva el problema
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de controlabilidad nula (3.74)—(3.75) y (3.73). Utilizaremos el efecto regularizante de
la ecuacién de calor y, mas precisamente, las Proposiciones 3.1 y 3.4 de este capitulo.
El resultado principal de esta subseccion es el siguiente:

Proposicién 3. 16 Supongamos que OS2 € C’3+5, para algin f € (0,1), a,b,0a,0b €
L>(%), ¢ € ol 2(Q) yd € O = 2 (Q). Sea M la constante positiva (dependiendo
de ©, w, O, T, Jalws, Wlows 1iallocs, 19blcs, lelle 3 o) que proporciona
el Teorema 2.6. Entonces, para cualquier & € Cﬂ’g(@) satisfaciendo (3.78), podemos
encontrar un control v € C’B’g(@) tal que la solucion (y,q) de (3.74)—(3.75) satisface
q(z,0) =0 en Q. Ademds, la norma 5% dew puede estimarse de la forma siguiente

M
eXp<2t>§

donde C' es una nueva constante positiva que depende de Q, w, O, T, ||alloo;x, [|b]/oo:,
[0kal|oo;s, [|0tb]|oc;s:, |C|5,§;Q Yy |d|1+g,#;§-

[Wlp 05 <C | lEls0g + , (3.80)

2;Q

DEMOSTRACION: Supongamos que 02 € C*F para algin 3 € (0,1). Sean a, b, ¢ y
d como en el enunciado y sea M > 0 la constante que se obtiene en el Teorema 2.6.
Dado ¢ € C” 3 (Q) verificando (3.78), la proposicién anterior nos proporciona un control
0 € L*(Q) tal que la correspondiente solucién (7, ¢) de (3.74)-(3.75) verifica ¢(x,0) = 0
en Q. Ademds, © satisface la estimacién (3.79) y sop® C By x [0,T], donde By es el
abierto considerado anteriormente. Tenemos ¢,¢ € L*(0,T; H'(2)) N C([0,T]; L*(Q2)),
044, 0,q € L*(0,T; H(Q)') y para 4, § se tienen estimaciones andlogas a (3.76) y (3.77).
Sean B, By y B, tres abiertos regulares tales que

ByccBiccB,ccBccwnO.
Pongamos nuevamente
=(1-0)q (3.81)
y=(1—-0)y+2V0-Vi+ (Ab)q, (3.82)

con 0 € D(B) verificando § = 1 en B,. Analizaremos la regularidad interior de 3 y ¢,
infiriendo que (y, ¢) resuelve el problema de controlabilidad nula (3.74)-(3.75) y (3.73)

con término de control v € C’ﬂg(@) dado por
v=—0+2V0-Vy+ (A0)y+ (0, — A+¢) 2V - Vi + (AF)], (3.83)

que, de hecho, tiene soporte en B x [0, T]. B
En primer lugar, como ¢ € L>(Q) y £ + 91p, € L*(Q) N L*>(0,T; L>°(QL\ By)),
podemos aplicar la Proposicién 3.1, con r = (N 4 2)/(1 — (3), siendo 5 € (0,1) el del
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enunciado, y deducir que § estd en X"(0,T; (wN O) \ By) (ndtese que, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que w N O es un abierto regular que esta estrictamente
contenido en §2). Puesto que 7 > N + 2, este espacio se inyecta de manera continua en

C’Hﬁ’%(m x [0,T1]), por el Lema 3.3. Asf,
§ e CHAE (N O)\ By x [0,T)), (3.84)
y de las estimaciones (3.15) y (3.76) se obtiene
915,128 Gron B xpr) < C (2,0, 0, T lallcos, [lelloo) (€lloe + 10]l2@) - (3.85)

Por la eleccién de 6, el sumando vy = 2V - Vi + (Af)y de (3.83) estd entonces en
o5 (Q) y podemos estimar

[1lg 85 < C(Qw, O, T, [lafces, llellse) (I€lloo + lI0]l2:0) -

Teniendo en cuenta la regularidad interior de g (ver (3.84)), un argumento como el

anterior implica que ¢ € C’”ﬂ’%(B \ B2 x [0,7]) y las estimaciones (3.15), (3.77) y
(3.85) nos dan

@l 258 5550y < C €]l + [19]120). (3.86)

con C' = C(Q,w,O0,T, ||al]loos, [|bllco:s; ||¢]loos [|d]|c)- Por la regularidad Ch3 de €y e,

es entonces claro que vy = —6€ + ¢[2V0 - V§ + (AB)q] estd en Oﬁ’g(@) y se tiene la
estimacion
|U2‘5,§;§ < C(Q,w,0) <’5‘5,§@ + ’C|@,§;Q|‘J|1+g,#;3\32x[O,T]> )

que combinada con (3.86), nos da

021505 < C(,0,0,T, allcis: [blloos: el 2.5 [dle) (Il 25+ 10l -

Analizamos ahora el término vs = (0, — A)[2VEO - V§ + (Af)q|, usando la
Proposicién 3.4. Teniendo en cuenta (3.84) y la regularidad del potencial d, podemos
aplicar a u = ¢ el mencionado resultado sobre regularidad interior Holderiana, con
h=9lp,V = (wNO)\B;yV = B\B,, deduciendo que § € C3+ﬁ’#(B \ By x[0,T7).
Ademds, de las estimaciones (3.19), (3.85) y (3.77) se tiene que

|Q|3+57#;B\BQX[O,T} < C(H&“OO + H@HQ;Q) )

con C' = C(Qw, O, T, |alloos: [|bllcc;s, l|cllocs [ 4 5148 5)- Por la eleccion de 6, infe-
I 2 )

rimos que 2V6 - Vq + (A6)q € C’2+671+§(@) y, €en consecuencia, vs estd en Cﬂg(@) y
se tiene la estimacion

035,85 < C(Qw, O, T, [|allocis; [[bllccss: ll€lloos [dh 4 g, 120.5) (IEllo + 10]l2:0) -

120



En virtud de las consideraciones previas para cada término v;, 1 <1 < 3, y usando
la estimacién (3.79) de la norma L? de o, concluimos que v dado por (3.83) estd en

o3 (Q) vy satisface la estimacién (3.80).

Finalmente, es un ejercicio sencillo justificar que (y, ¢) definidos por (3.82) y (3.81)
junto con esta funcién control v resuelven (3.74)—(3.75) y (3.73). El tinico punto delicado
podria ser comprobar que y(z,0) = 0 en ). Pero esto sigue inmediatamente de la
regularidad interior de ¢ (que, en particular, da ¢ € C([0,T]; HY(B \ B,))), de la
eleccion de 0 y del hecho de que ¢(z,0) = 0 en Q. Esto finaliza la demostracién de la
Proposicién 3.16. ([l

Resaltemos que, de nuevo, la técnica empleada permite obtener la regularidad
(resp. las estimaciones) para y y ¢ independientemente de la regularidad (resp. la
estimacién) para el control v.

3.5.2. El resultado principal y su demostracién

Comenzamos esta subseccion recordando el siguiente resultado para sistemas
lineales de la forma

Ou—Au+cu=h en Q,
Opu + au =0 sobre X, (3.87)
u(z,0) = ug(x) en €,

cuya prueba viene dada en [39] (ver el Teorema 5.3, p. 320):

Lema 3.17 Supongamos que 0Q € C**P para algin B € (0,1), a € C’Hﬁ’#(i) Y

ce Cﬂ’g(é). Entonces, para cualesquiera h € C’ﬂ’g(@) y ug € C**A(Q) wverificando la
condicion de compatibilidad

Onup(x) + a(x,0)up(z) = 0 sobre 012,

: : L > 8= . o
el sistema (3.87) admite una tinica solucion u € C**P1%2(Q) verificando la estimacion

‘u’2+6,1+§;§ < O(Qa T7 ’a‘1+ﬂ,#;§7 ’C’ﬁg;@) (|h|ﬁ’§,§ + ‘u0’2+ﬁ;ﬁ) . (388>
U

Estamos ya en condiciones de presentar y probar el resultado local de existencia de
controles insensibilizantes (para el sistema (3.12)) que ya hemos anunciado.

Teorema 3.18 Supongamos que O € C**P para algin 8 € (0,1), wN O # O e
yo = 0. Sean F,f € C3(R) wverificando F(0) = f(0) = 0. Entonces, existen dos

constantes positivas M y n (que dependen de Q, w, O, T, F y f) tales que, para
; 5.5(0 ;
cualquier £ € CP2(Q) que verifique
M
exXp <2—t>€
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podemos encontrar un control v € C’ﬁg(@) que insensibilice el funcional ® definido
por (3.2) en el sentido de la Definicion 3.2.

DEMOSTRACION: Por las consideraciones expuestas al principio de esta seccién, la
prueba se divide, de manera natural, en dos etapas.

ETAPA 1.- EXISTENCIA DE UN CONTROL CON REGULARIDAD HOLDERIANA QUE
RESUELVA EL PROBLEMA NO LINEAL DE CONTROLABILIDAD NULA (3.71)—(3.73): EL
ARGUMENTO DE PUNTO FIJO.

Sean G y g las funciones de clase C? definidas por

F(s) (s)
Gls) = . si s # 0, o) =4 5 si s # 0,
F'(0) sis=0, f(0) sis=0.

Pongamos

Z = CH Q)N CPE Q).

Fijado z € B(0;1) C Z, consideramos los sistemas lineales

Oy — Ay + G(2)y =€+ vl, en Q,
Oy + g(2)y =0 sobre X, (3.90)
y(z,0) =0 en Q,

—0ig — Aq+ F'(2)g =ylo en @,
Onq+ f'(2)g =0 sobre X, (3.91)
q(z, T) =0 en €,

con potenciales G(z), F'(z) € Z v g(2), f'(z) € CHZ) N C’Hﬁ’#(E). Por abuso de la
notacién, a partir de ahora designaremos por g(z) (resp. f’(z)) tanto la funcién g(z)
en Z como su restriccion a X (resp. tanto f’(z) € Z como su restriccion a 32). Pongamos

MV(Q7W7 O>T7 F, f) = sup Mza (392)

2€B(0;1)
donde M, es, para z € B(0;1) fijo, la constante positiva (que depende de Q, w, O,

T, gz, If' )z, IG(2)|lz v [|F'(2)||z) proporcionada por el Teorema 2.6. Sea &
en Cﬂ’g(@) verificando (3.89), con n > 0 a elegir més adelante, por tanto, también

verificando N
M, 9 —
exp | —= €7 dx dt < 00, Vz € B(0;1).
Q
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Por la Proposicién 3.16, existe v, € C? 3 (Q) tal que la correspondiente solucién (y., ¢.)

de (3.90)-(3.91) estd en C2FP1+5(Q) x C2+A1+5(Q) (por el Lema 3.17) y satisface
¢.(z,0) =0 en Q. Mds ain, se tiene
M.
exp ( o7 )§
2;Q

con C(Q?wv O,T, Z) = C(Q,W,O,T, Hg<z)HZv |‘f’(2)’2, HG<Z)HZ? HF/(Z)HZ>7 e Y. satis-
face una estimacién andloga a (3.88), a saber:
M.
exp <§)§

con C1(Q,w,0,T,z) = C1(Qw, O, T, [|g(2)[ 2, | f'(2)|z, [|G(= )H ‘ "(2)[|z) (v se tiene
una estimacion similar para ¢.). Entonces, para cualquier z € B(0;1) C Z, tenemos

exp < )f
2Q

ex 3.94

p < 5 )5 ‘ , (3.94)
2;Q

junto con una estimacién similar para ¢,, con

6(Q,w,O,T, F,f)= sup C(Quw,0,T,z2),
2€B(0;1)
Co(Q,w, O, T, F, f) = sup C1(Quw,O,T,2).

2€B(0;1)

<C(Quw,0,T,z)

|yz|2+ﬁ’1+§;@ < Cl<va707T7 Z) |€|ﬁ7§,@+

2;Q

ocly a0 < O, 0T F, ) | 1€]500 + L (393

[\3|§

|

|y2|2+[371+§;@ < 02(Q7w7 O7T7 F7 f) |§|ﬁ,§$@+

Para cada z € B(0;1) C Z, consideramos las familias
A(z) = {v € C’ﬁ’g(@) : (y, q) satisface (3.90), (3.91) y (3.73), v verificando (3.93)} :
A(z) ={y : (y,q) resuelve (3.90)—(3.91) con v € A(z)}.
Podemos definir entonces la aplicacion multivaluada
AN:zeB(0;1)C Zw— A(z) C Z
Fijado z € B(0;1), cada y € A(z) estd en C*3175(Q) y satisface (3.94), asf también

exp (g)ﬁ

||y”Z S CQ(QawaOaT7 F7 f) |§|57§7@ (395)

2;Q
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Veamos que existe n(2,w, O, T, F, f) > 0 tal que, si £ € Cﬂg(@) satisface (3.89),
con M dada por (3.92), entonces podemos aplicar a A el Teorema de Kakutani del
punto fijo.

Primero, fijado z € B(0;1) C Z, es facil comprobar que A(z) es un subconjunto
convexo cerrado y no vacio de Z (de nuevo, usamos aqui el caracter lineal de los sistemas
(3.90) v (3.91)). Por la estimacion (3.94), A(z) es un conjunto acotado de C*31+3(Q),
espacio que se inyecta de manera compacta en Z, luego cada A(z) es un compacto de Z.
Miés atin, existe un compacto fijo K C Z tal que A(z) C K para cualquier z € B(0;1).

En segundo lugar, razonando como en la demostracién del Teorema 3.8, se prueba
sin dificultad que la aplicacién multivaluada A es hemicontinua superiormente, es decir,
para cada pu € Z', la funcion

z€ B(0;1) C Z+— sup (u,y) €R

YyEA(2)

es semicontinua superiormente. Para los detalles, véase [12].

Sea ahora n = n(Q,w, O, T, F, f) > 0 tal que n < Co(Q,w, O, T, F, f)~'. Entonces,
dado un término fuente & € 05’2(62) verificando (3.89), con M dada por (3.92),
inferimos de (3.95) que cualquier y € A (B(0;1)) verifica |ly|z < 1, es decir, A envia
el convexo cerrado no vacio B(0;1) en si mismo.

Podemos entonces aplicar el Teorema de Kakutani del punto fijo y concluir que
existe § € Z tal que ¥ € A(y). En consecuencia, existe un control v € C’ﬁ’g(@) que
resuelve el problema de controlabilidad nula no lineal (3.71)—(3.73) (para yo = 0). Mas
aun, recordando (3.93) y (3.89), podemos estimar

v]505 < C(Qw,O0,T,F, f)n. (3.96)

3,2,

ETAPA 2.- EXISTENCIA DE UN CONTROL QUE INSENSIBILIZA EL FUNCIONAL .
Veamos que existe n(Q,w, O, T, F, f) > 0 tal que, para cualquier £ € C’B’g(@)

verificando (3.89), M como antes, el control v de la etapa anterior puede elegirse de

modo que, para 7 suficientemente pequeno, la existencia de una solucién de (3.12) (con

Yo = 0) en 02+5’1+§(@) esté garantizada. Con ello concluird la prueba del teorema,
puesto que, en virtud de la Proposicion 3.14, un control v tal insensibiliza el funcional ®
dado por (3.2) en el sentido de la Definicién 3.2.

Usamos el siguiente resultado, el cual puede probarse mediante linealizacion y un
argumento adecuado de punto fijo:

Lema 3.19 Supongamos que 9 € C**P para algin 8 € (0,1). Sean F € C*(R) y
f € C3(R) dadas. Entonces, existe 6 > 0 (dependiendo de 2, T, F y f) con la siguiente

propiedad: para cualquier h € Cﬁ’g(@) y ug € C*5(Q) verificando
[h = F(0)|5 55+ f(0)] + [uolyy g < 6
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y la condicion de compatibilidad

Onip + f(ug) =0 sobre OS2, (3.97)
el sistema no lineal

Owu— Au+ F(u)=h en Q,

Opu+ f(u) =0 sobre X,

u(z,0) = up(x) en €,

. L. ., B
admite una tinica solucién u € C**P13(Q).

Consideremos el espacio X = C?(Q)NHZ(Q2), con 4 € (0,1) como en el enunciado.

Sea & > 0 proporcionada por el lema precedente y sea M(Q,w, O, T, F, f) dada por
(3.92). Recordando (3.96), podemos elegir n = n(Q,w, O, T, F, f) > 0 suficientemente
pequeno de modo que, para cualesquiera & € C’ﬁ’g(@) verificando (3.89), 7o € X con
|l9o]lx =1y 7 € R suficientemente pequeio, se tiene

_ n <
|€ + v1w|57§;Q + |TyO|2+B;Q <9

Puesto que el dato inicial 79, satisface (3.97) (por la eleccién de X), inferimos del

Lema 3.19 que el sistema (3.12) posee una solucién y(-, -;7,v) € C2+5’1+§(@), con lo
que termina la prueba del Teorema 3.18. 0

3.6. Comentarios adicionales y algunos resultados
que quedan pendientes

Sobre la construccion de controles regulares para algunos pro-
blemas de controlabilidad nula parabdlicos

1. La técnica de construccién de controles regulares (a partir de controles en L?(Q))
introducida en [9] y desarrollada en el presente capitulo (véase también [10])
puede aplicarse al estudio de la controlabilidad nula de la ecuacion semilineal

{ Oy — Ay + f(y, Vy) =vl, en Q,

3.98
y=0 sobre ¥, y(z,0)=yx) en Q, (3.98)

con f de clase C* con determinado crecimiento superlineal en el infinito. De hecho,
pueden obtenerse controles en C*2 (Q), con a € (0, 1), para datos suficientemente
regulares. Describamos someramente la estrategia en el caso lineal. Consideramos
el problema de controlabilidad nula

{ Oy —Ay+ B-Vy+ay=wvl, en Q,

3.99
y =0 sobre &, y(z,0)=1x) en Q, (3.99)
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y(z, T) =0 en Q,

donde y° € L*(Q), a € L=(Q) y B € L=(Q)". Pongamos ¢ = y — n(t)Y, donde
n € C*([0,T)) satisface

0<n<1en|0,7], n=1en|0,7/3] v n=0en [27/3,T], (3.100)

e Y resuelve (3.99) con v = 0. Con este cambio de variables; el anterior problema
es equivalente al nuevo problema de controlabilidad nula:

0q—Aq+ B-Vq+aqg=—-n'(t)Y +vl, en Q,
q=0 sobre ¥, ¢(x,0)=0 en €, (3.101)
q(z,T) =0 en Q.

Supongamos que existe un control ¢ € L?*(Q) que resuelve el problema (3.101),
con sop 0 C By x [0, 7] (aqui, By CC w es un subconjunto abierto no vacio de )
y sea ¢ el estado asociado a dicho control ©. Entonces,

q=(1-0(z))q

junto a

v="0(x)n(t)Y +2V0-Vq+ (A0)G — (B - V)4,

donde 6 € D(w) verifica §# = 1 en By, resuelven el problema de controlabilidad
nula (3.101). Siguiendo la Seccién 3.3 de esta Memoria, se puede probar que
v € L®(Q) vy satisface la estimacién

[0]lec < C(T, 2, w, [[alloo; [ Blloo) 10|22,

y se puede obtener la dependencia explicita de la constante C' con respecto a
lalloo ¥ || Blloo- Ademés, si B € C*2(Q), para cierto a € (0, 1), se prueba que el
control v también estd en C*%(Q) y la norma C*2 de v se acota en funcién de
|0|l2.0 de manera similar a la estimacién previa para ||v|]sc.

Esta estrategia de construccién de controles regulares ha sido utilizada en [16]
para probar un resultado local de controlabilidad nula para la ecuacién clasica
del calor con condiciones de contorno no lineales de tipo Fourier. La prueba del
resultado combina un argumento de punto fijo con el estudio de la controlabilidad
nula de problemas lineales de la forma

{ Oy — Ay =v1, en Q, (3.102)

Ony +ay =0 sobre X,  y(z,0) =y°(x) en Q,
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donde a, ia € L>(2) e y° € L*(Q) (al menos) y w C 2 es nuevamente el abierto
de control. La idea en el caso lineal es la siguiente. Pongamos w = y — n(t)q,
donde n € C*°([0,77]) es una funcién verificando (3.100) y ¢ resuelve (3.102) con
v = 0. En una primera etapa, los autores encuentran un control o € L*(Q) que
se anula fuera de By x [0,7] (By C w es un abierto no vacio), satisface

19]lzi0 < C(Qw, T, [la]locis, |Bealloce ) 14° |20
y resuelve el problema de controlabilidad nula

Oyw — Aw = —n/(t)q + vl, en Q,
Opw + aw =0 sobre ¥, w(x,0) =0 en ,
w(z,T) =0 en Q.

Ello equivale a probar que tal control © da la controlabilidad nula de (3.102). La
herramienta esencial en esta etapa es una desigualdad de observabilidad para las
soluciones del problema adjunto de (3.102) la cual se deduce de la desigualdad
de Carleman para estas mismas soluciones que recordamos en el Lema 1.3 de la
presente Memoria. Usando la estrategia introducida en [9], en [16] se prueba la

controlabilidad nula del sistema (3.102) con controles v € C*°(()) que, adem4s,
verifican

Wleg < C(Qw, To1 lallss, 10iallss) Y |20,

para cualquier entero [ > 0. Un argumento adecuado de punto fijo permite
a los autores probar un resultado local de controlabilidad nula con controles
Holderianos para la ecuacién clasica del calor con condiciones de contorno de
la forma 0,y + f(y) = 0 cuando f es de clase C® y se anula en 0 e y° es
suficientemente regular (y pequeno).

Esta técnica permite ademds obtener un control v € L"(Q), r € [2,00),
que resuelve el problema lineal de controlabilidad nula (3.20)—(3.22) (bajo la
hipétesis adicional Ve € LY(Q)Y, v dado por (3.17)), sin necesidad de utilizar la
desigualdad de Carleman (1.9) establecida en el Teorema 1.4. En efecto, dado un
abierto regular no vacio By C w N O , del Lema 1.2 deducimos la existencia de
dos constantes positivas C'y @ (dependiendo sélo de €2 y By) tales que la solucién
(p,1) del correspondiente sistema adjunto asociada a cualquier ° € L*(Q)
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satisface

L = Gost 41868 + | [ our — o) (ot + 18uP)
+s[£e”wf%T—fer¢F+8[764wf(T_irHVMQ
v [ ety s [ et

<o [ e (ol + o),

para cualquier s > 5 = 7(Q, By) (T—i—T2 (1+ llal|2? + HCH%?’)) Esta desi-
gualdad de Carleman permite obtener controles o,9, € L*(Q) (de hecho,

razonando como en [24], se obtienen controles en L*°(Q)), que resuelven el
problema de controlabilidad nula

8tg]—Ag)+ag):§+@1lBo GDQ7
g =0 sobre ¥, g(z,0)=0 en ,

_ath - A(j + C(j = gl@ + {}2130 en Qv
G=0 sobre ¥, ¢(z,T)=0, §(x,0) =0 en Q.

Considerando ahora una funciéon # € D(B) (B es un nuevo abierto regular tal
que By CC B C wN Q) verificando 6 = 1 en un entorno de By, al igual que en la
Seccién 3.3 se prueba que, si Ve € L7(Q)Y, con v dado por (3.17) (r € [2,00)),
entonces las funciones y = (1—60) y+2V0-Vi+(A0)G y g = (1—0) G resuelven el
problema de controlabilidad nula (3.20)—(3.22) con término de control v € L"(Q)
dado por v = —0¢ +2V60 - Vy + (A0)y + (0, — A+ a) 2V - VG + (AB)§], como
habiamos indicado.

En la actualidad, esta estrategia esta siendo utilizada por M. Gonzalez-Burgos
y L. de Teresa (cf. [28]) para estudiar la controlabilidad exacta a cero de una
ecuacién del calor superlineal de la forma (3.98) en dominios no acotados  C RY
con frontera 9Q (uniforme) de clase C? cuando la regién donde no se ejerce
control, 2\ @, es acotada. En concreto, si suponemos que

f(s,p) = G(s,p) -p+g(s,p)s, V(s,p) € Rx R,
los autores demuestran la controlabilidad exacta a cero del problema considerado,
bajo las hipdtesis

|G(s,p)| _0 ) l9(s,p)|

im = lim =0.
(sp)l—o0 log/2(1+ |s| + |p]) T eplmoo 1og?2 (1 + 5] + o))
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El resultado es similar al obtenido en [17] para dominios acotados. Para Q \ @
acotado y f globalmente Lipschitziana, el resultado fue demostrado en [14].

Algunos problemas abiertos y problemas pendientes

1.

A la vista de los resultados conocidos de controlabilidad nula para una ecuacion
del calor semilineal con condiciones de contorno de tipo Dirichlet homogéneas
(véase el Teorema 1.2 de [24]), resulta natural proponerse extender el Teorema 3.8
del presente capitulo a no linealidades f con crecimiento de orden

|f(s)| ~ |s|log®(1 4 |s|) cuando |s| — 00, conl<a < 3/2.

Notese que, en este caso, en ausencia de control, hay explosién bajo condiciones de
signo adecuadas. En [24], la idea de los autores consiste en controlar el sistema a
cero en un tiempo pequeno para impedir que la solucion explote y, al ser el control
el tnico término del segundo miembro de la ecuacién, tomar v = 0 durante el
resto del intervalo temporal. Obsérvese que este argumento no se puede aplicar
cuando en el segundo miembro de la ecuacién (3.6) hay un término fuente &.
Esta estrategia también falla en nuestro problema puesto que, en los problemas
de insensibilizacion, tanto la condicion inicial como la final estan fijas y, ademas,
hay un término fuente, £, en la ecuacion. Por tanto, el problema sigue abierto
para tales no linealidades.

En el capitulo anterior se probé un resultado de existencia de controles
insensibilizantes para una ecuacién semilineal del calor con término no lineal
f(y,Vy), siendo f : R x RY +— TR una funcién de clase C' globalmente
Lipschitziana (ver el Teorema 2.2). Serfa interesante generalizar este resultado
a funciones f con crecimiento superlineal en el infinito. Para ello, deberian
construirse controles en L"(Q), con r > N+2, para el problema de controlabilidad
nula

Oy —Ay+B-Vy+ay=E{+vl, en (), (3.103)
y=0 sobre X, y(x,0)=0 en Q, '
—0iq—Aq—V - (D =yl ;

iq — Aq (Dg) +cqg = ylo en Q (3.104)
qg=0 sobre 3, ¢(x,T)=0 en (,

q(z,0) =0 en Q,

donde a,c € L®(Q) y B,D € L*(Q)". Desafortunadamente, la técnica
de construccién de controles regulares introducida en esta Memoria no puede
aplicarse en este caso debido a la falta de regularidad introducida por el término
—V - (Dgq). Siendo més precisos, supongamos que ya hemos obtenido un control
? en L%(Q), con sop® C By x [0,T], que nos da la controlabilidad nula del
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sistema (3.103)—(3.104) (By C w N O es un abierto no vacio). Partiendo de 0 y
de la correspondiente solucion (g, ¢) de (3.103)—(3.104), la expresién de un nuevo
control obtenido mediante esta estrategia seria:

v o= —06+2V0-Vi+ (AG))— VO - (B)
+ (O —A+B-V+a)|2V0-Vi+ (A0)§+ V0 (DJ)].

Aqui, § € D(w) verifica § = 1 en By. Observemos que, si D € L®(Q)", algunos
términos de esta expresion no son suficientemente regulares para que el estado y
esté en un espacio adecuado para aplicar un argumento adecuado de punto fijo.
Asi, este problema también permanece abierto para tales no linealidades.

Como ya hemos puesto de manifiesto, quedan pendientes un resultado de
existencia de controles insensibilizantes para una ecuacion del calor semilineal
con término no lineal de la forma f(y, Vy) y condiciones de contorno no lineales
de tipo Fourier, para ambas no linealidades con crecimiento sublineal en el
infinito y un resultado global de existencia de controles insensibilizantes para una
ecuacién del calor semilineal con término no lineal f(y) y condiciones de contorno
no lineales de tipo Fourier, para no linealidades con determinado crecimiento
superlineal en el infinito. Estos resultados quedaran recogidos en el trabajo en
elaboracién [30].

Seria asimismo interesante extender, entre otros, el resultado de insensibilizacion
establecido en el Teorema 3.8 de la presente Memoria al caso de dominios no
acotados. Pensamos que, si se supone que la regién Q \ w N O es acotada, este
problema podra ser abordado adaptando la técnica desarrollada en este capitulo a
la presente situacién y ello sera objeto de nuestro estudio en un futuro inmediato.
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Capitulo 4

Nuevos resultados de
controlabilidad para algunos
sistemas parabdlicos acoplados no
lineales con un tnico control

En este ultimo capitulo de la Memoria presentamos nuevos resultados de
controlabilidad para algunos sistemas parabdlicos acoplados no lineales considerados
en un dominio acotado Q de RY, para N > 1 arbitrario, cuando ejercemos un tnico
control distribuido que actiia sobre un abierto arbitrariamente pequeno w C §2.

Nos centraremos principalmente en analizar las propiedades de controlabilidad de
un sistema acoplado de dos EDPs parabdlicas no lineales conocido como sistema de
campo de fases. En concreto, el modelo que estudiamos es una generalizacion del
modelo de campo de fases de Caginalp en su formulacién de entalpia (cf. [15]). Las
no linealidades consideradas son de la forma f(u, Vu), en la ecuacién de la entalpia u,
y de la forma h(¢), en la ecuaciéon del pardmetro de fase ¢. Demostraremos un
resultado de controlabilidad exacta a cero para el modelo considerado cuando las no
linealidades presentan determinado crecimiento superlineal en el infinito. La prueba de
este resultado utiliza la desigualdad global de Carleman establecida en el Teorema 1.7
de esta Memoria y la técnica de construccion de controles regulares desarrollada
en el capitulo anterior. Mostraremos asimismo sendos resultados de controlabilidad
exacta a trayectorias y controlabilidad aproximada para el modelo. Los resultados de
controlabilidad que presentamos generalizan, en particular, los obtenidos en [6] y [2].
Comentar finalmente que estas propiedades de controlabilidad pueden extenderse a
otros sistemas no lineales acoplados mas generales.
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4.1. Un modelo de campo de fases para una
frontera libre. Objetivos

Los modelos de campo de fases proporcionan una descripcién matematica para
problemas de frontera libre asociados a una amplia clase de procesos fisicos que
transcurren con una transiciéon de fases, entre los que se incluyen los procesos
de solidificacion y fusion. El modelo que consideramos en esta Memoria es una
generalizacién del modelo de campo de fases de Caginalp en su formulacién de entalpia
(ver [15]). Estamos interesados en analizar las propiedades de controlabilidad para
dicho modelo cuando controlamos solamente a través de la ecuacién de la entalpia.

Una breve descripcién fisica del modelo es la siguiente. Suponemos que un material
que puede presentarse en dos fases diferentes, por ejemplo, solido y liquido, ocupa una
regién acotada  del espacio R, N > 1, siendo 99 de clase C%. Como viene siendo
habitual, pongamos @ = Q2 x (0,7) y ¥ = 9Q x (0,T), con T' > 0 un instante de
tiempo arbitrario fijado. Sea 7y, la temperatura de fusion en el equilibrio, la cual se
supone constante. Fisicamente, 7y, es la temperatura a la cual sélido y liquido pueden
coexistir separados por una interfase I'(t). Se define entonces la funciéon 7 = 7 (z,1t)
como la temperatura en (x,t) €  x [0,T]. Por conveniencia, es costumbre considerar
la temperatura reducida, 0, definida por

O(x,t) =T (x,t) — Ty, (x,t) € Qx1[0,T].

En el problema clasico de Stefan, se supone que la temperatura de la interfase
entre solido y liquido es 7y, i.e., # = 0. Por tanto, se define la interfase (o region de
transicion), I, como

['(t)={xeQ:0(x,t) =0}. (4.1)

Ademas, si 6(z,t) > 0, el punto z € 2 esta (en el instante t) en la regién liquida, €,
mientras que 6(z,t) < 0 implica que z estd (en el instante t) en la fase sélida, .
La temperatura (reducida) 6(x,t) debe satisfacer la ecuacién de difusién del calor

8t6’ = KAl en Ql U QQ, (42)

donde la constante positiva K es la difusividad térmica, que es la conductividad térmica
dividida por la capacidad de calor por unidad de volumen (nosotros ponemos la
capacidad de calor por volumen igual a la unidad) que, se supone que es la misma
constante en el sélido y en el liquido. Para cualquier interfase I'; se define la normal
unitaria n (en la direccién del sélido al liquido) en cada punto de T', asi como una
velocidad local v(x,t). A lo largo de la interfase I, el calor latente de fusion (por
unidad de masa), [, debe estar compensado por el flujo de calor, es decir,

W-n=K(Vls—V0,)-n, parazecl, (4.3)
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donde V6 es el limite del gradiente de 8 en un valor z € I' cuando se aproxima desde
2 (liquido), mientras que Vg es el limite desde €y (sélido). Por tanto, el segundo
miembro representa el salto en la componente normal de la temperatura multiplicado
por la conductividad térmica.

Para completar el planteamiento matemaético del problema, deben especificarse las
condiciones inicial y de contorno para 6, por ejemplo,

6 =0 sobre ¥, 6(z,0) =6y(x) en . (4.4)

Por tanto, el problema matemético consiste en encontrar 6(x,t) en un espacio apropiado
y I'(t) verificando (4.1)—(4.4). La interfase I'(¢) se denomina usualmente frontera libre.
Un método para estudiar el problema clasico de Stefan es el denominado “Método H
o de la Entalpia”. La idea basica consiste en introducir la funcién entalpia, u, definida
por

1 liquido,

l
u=0+5¢  donde d)_{ —1 sélido.

Se demuestra (ver [7]) que la ecuacién de la difusién del calor y la ecuacién del calor
latente son una formulacién débil equivalente a la tinica ecuacién

Este problema sugiere extender la ecuacién (4.5) para una funcién continua ¢,
llamada funcidn de campo de fases (o pardmetro de fase) y definida como una solucién
de la ecuacion de Ginzburg-Landau:

r0p — €00+ 3 (60— ¢) =2, (4.6

donde las constantes positivas 7 y £ son escalas de tiempo y espacio, respectivamente. El
valor ¢(z,t) aproxima la fase (sélida o liquida) del material en (z,t) € Q = Q x (0,7T):
en el instante ¢ el material se considera que estd en estado liquido (resp. sélido) si ¢
estd proxima a +1 (resp. préxima a —1). Debemos especificar también las condiciones
inicial y de contorno para ¢, por ejemplo,

¢ =0 sobre 3, ¢(z,0) = ¢o(x) en . (4.7)

[
Poniendo u = 0 + §¢’ donde ¢ es el pardmetro de fase, el sistema (4.4)—(4.7) se

transforma en el sistema parabdlico no lineal acoplado

( Kl
(9tu — KAu = —7A¢ en Q,

2 1 L2
06— =A¢+ —(¢° — 9) + ~6 = Zu en Q,
T 2T T T
u=0, ¢ =0 sobre X,
u(2,0) = uo(x) = fole) + So0(x),  6(2,0) = bo(x) en €
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Existe una amplia bibliografia donde se analizan la existencia y unicidad de soluciéon
local de este modelo, asi como la existencia de solucién global, la regularidad y el
comportamiento asintético de las soluciones (cf. [15], [35], [36],...).

Recientemente, la controlabilidad de modelos de campo de fases ha sido asimismo
objeto de estudio de varios autores. En primer lugar, en [6] se considera un sistema de
campo de fases de la forma (4.4)—(4.7). Si 1 < N < 3, el autor prueba la controlabilidad
nula local del modelo mediante dos controles (un control distribuido en cada una de las
EDPs del sistema) que actiian sobre el mismo abierto w C 2. Probar este resultado es,
esencialmente, idéntico a demostrar la controlabilidad nula local de una sola ecuacién
del calor con un control distribuido. Por otro lado, en [2] los autores consideran un
sistema no lineal de campo de fases de la forma

ou — Au = —-A¢p +vl, en Q,

¢ —Adp+h(¢) =u en Q,

u=0, ¢ =0 sobre X,

u(z,0) = ug(x), ¢(x,0) = ¢o(x) en Q,

siendo h : R — IR una funcién de clase C*, (ug, ¢y) dado en un espacio apropiado
y v € L*(Q) (al menos) un control por determinar que actia sobre un subconjunto
abierto no vacio w C 2 arbitrariamente pequeno. Para 1 < N < 6, los autores prueban
un resultado de controlabilidad exacta a trayectorias para el anterior sistema cuando
h verifica h(0) = 0 y la hipétesis

)
lsl—o0 | s| log®%(1 + |s])

= 0. (4.8)

Es natural e interesante proponerse analizar modelos de campo de fases mas
generales que permitan, en lo posible, revelar la complejidad del fenémeno fisico. En
este sentido, consideraremos en esta Memoria un modelo de campo de fases que, ademas
de no linealidades de la forma h(¢), en la ecuacién del parametro de fase ¢, contemple
no linealidades que dependen de la entalpia u y del gradiente de ésta, en la ecuacién
para u. Consideraremos de este modo un sistema no lineal de campo de fases de la
forma

Ou — Au + f(u,Vu) = —A¢p +vl, en Q,
b — Ap+h(d) = u en Q,
u=0, ¢ =0 sobreX,

u(x,0) = uog(z),  ¢(x,0) = go(x) en €,

donde f : R x RY — IR es localmente Lipschitziana, h : IR — IR es una funcién de
clase C*, el dato inicial (ug, ¢g) estéd dado en un espacio apropiado y v es como antes. No
es nuestro objetivo dar condiciones suficientes sobre v, ug, ¢y y sobre las no linealidades
para tener garantizada la existencia y unicidad de solucion débil del sistema anterior,

(4.9)
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sino que nos centraremos en analizar las propiedades de controlabilidad (exacta a
cero, exacta a trayectorias y aproximada) de dicho sistema para no linealidades con
determinado crecimiento superlineal en el infinito. Siendo mas precisos, supongamos
que f(s,p) = g(s,p)s + G(s,p) - p, para cualquier (s,p) € R x RY. En primer lugar,
demostraremos un resultado de controlabilidad exacta a cero del modelo considerado
cuando se verifican, entre otras, las hip6tesis (4.8),

l9(s,p)| , |G(s,p)|

_0 lim — 2 SPL_g
sloo Tog®2(1 + |s|) T e log (1 1 |8))

estos dos tltimos limites, uniformes en p (ver el Teorema 4.8). Seguidamente,
bajo hipétesis ligeramente diferentes (sobre las no linealidades) que precisaremos
mas adelante, mostraremos un resultado de controlabilidad exacta a trayectorias,
el Teorema 4.9, el cual generaliza los obtenidos en [6] y [2]. Como consecuencia,
obtendremos un resultado de controlabilidad aproximada para el sistema (4.9) (ver
el Teorema 4.10).

El Teorema 4.8 y los resultados principales de [6] y [2] se prueban, como es
habitual, mediante linealizaciéon y argumentos adecuados de punto fijo. La presencia
de no linealidades con crecimiento superlineal en el infinito hace nuevamente necesaria
la construccién, en el caso lineal, de “buenos” controles (y estimar la norma de
dichos controles) que permitan obtener un punto fijo en espacios apropiados. La
diferencia esencial entre nuestra aportacién y la de los mencionados trabajos reside,
de hecho, en las distintas técnicas empleadas para construir tales controles. En [2],
por ejemplo, introduciendo un funcional adecuado con pesos apropiados, los autores
prueban una desigualdad de observabilidad “refinada” la cual permite construir un
control v € L (@) que da la controlabilidad exacta a trayectorias del sistema lineal,
con gy € (2,00)si N =1,2y N/24+1 < gy <2(N+2)/(N—-2)si3 <N <6. En
la presente Memoria construimos buenos controles adaptando la técnica desarrollada
en el capitulo precedente. Es importante resaltar que el modo en que procedemos
aqui permite que los resultados que presentamos sean validos para dimensiones N > 1
arbitrarias.

4.2. Un modelo lineal de campo de fases

El objetivo principal de esta seccion es analizar la controlabilidad exacta a cero del
sistema lineal de campo de fases
ou—Au+ B-Vu+au=—-A¢+vl, en Q,
O — Ap+cp =u en Q,
u=0, ¢ =0 sobreX,
u(z,0) = uop(x), ¢(x,0) = ¢o(x) en L,
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donde a,c € L®(Q), B, D € L=(Q)", ug, po € L*(Q), v € L*(Q) (al menos) y w C Q es
un abierto no vacio arbitrariamente pequeno. Como veremos, se requerira una hipétesis
adicional de regularidad sobre el potencial c.

4.2.1. Existencia y unicidad de solucién. Regularidad

Comenzamos con un resultado de existencia de solucién, unicidad y dependencia
continua para un sistema lineal de campo de fases de la forma

i — A+ B-Vi+ai=—-A¢+F enQ,
&5—A$+D-V5+c§5:a+FQ en (), (4.10)
u=0, (Zz() sobre X, '
Uz, 0) = up(x),  &(z,0) = go(x) en Q,

donde a,c € L*(Q), B,D € L=(Q)N, Fi,F, € L*(0,T; H(Q)) y uo, ¢ € L*(),

al menos. Se tiene:

Proposicién 4.1 a) Supongamos que Fi, Fy, € L*(0,T; H1(Q)) y uo, 00 € L*(Q).
Entonces, eziste una unica solucion débil (u, ) de (4.10) verificando

U,p e W(0,T) = {u:ue L*0,T; HY(Q)), du € L*0,T; HY(Q))},

[@llw o, + [[éllwo,m
< exp(CHy) (Il 21 + 1 F2llzeca—10) + luollze + ¢oll2e)
donde C = C(2) >0 y Hy = Hy(a,c, B, D) > 0 viene dada por

Hy=1+T (1+ [lallss + llelloo + [1B]I% + 1 DII3)

(aqui, |[ullwom) = llull 2y + 10l L2n-1(), we W(0,T)).

b) Si ahora Fy,Fy € L*(Q) y ug, o € H}(Q), entonces la solucién débil (u, ?)
de (4.10) satisface u,p € Y = {u :u € L*(0,T; H*(Q) N H} (), du € L*(Q)} vy, para
una nueva constante positiva C = C(S), se tiene

[ally +lielly
< exp(CHy) (1+ [l + lel) (IFillaq + I Fsllag + [ Vaolla + [ V60lz0)
(4.11)
con Hy >0 como antes (aqui, ||ully = ||[ullL2(m2@)nmp @) + 10ull2q, u € Y). O

La prueba de este resultado utiliza el Método de Galerkin y las estimaciones de energia
de las correspondientes soluciones aproximadas y, al ser una demostracion estandar, la
omitiremos.
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Recordemos que, para r € [l,00) y § € [0,T) arbitrarios y cualquier abierto
VY C RV, habiamos definido

X"(6,T;V) ={u:ue L"(6,T;W"(V)), due L'(8,T;L"(V))},
que es un espacio de Banach con su norma natural

||U||Xr(5,T;V) = HUHLT((S,T;WQW(V)) + HatU“L?"(&,T;LT(V))-

También habfamos denotado X" = {u : u € L"(0,T; W>"(Q)NW,"(Q)), du € L"(Q)}
y la norma en él, por || - || x-. A lo largo de todo el capitulo, como ha venido siendo la
norma en toda la Memoria, C' designard una constante genérica positiva que depende
solamente de los datos geométricos (£2, w y/u otros abiertos que consideraremos) vy,
eventualmente, de N y/o r, pero independiente de Ty cuyo valor puede cambiar de
una linea a la siguiente.

Se tiene el siguiente resultado de regularidad para las soluciones de (4.10):

Proposicién 4.2 Supongamos que a,c € L*(Q), B,D € L*(Q)Y, F,F, € L"(Q) y
Ug, o € W2 (Q) N HY(Q), con r € (2,00) arbitrario. Entonces, la solucion débil
(w, gg) de (4.10) estd en X" x X" y ezisten constantes positivas C = C(Q,N,r) y
K = K(N) tales que

~ Y £
[l + [1¢llxr < exp(CH)Hy (|Fillrg + [ Fallrg + [[uolla—2/rra + [ d0ll2-2/nri0)

con Hy = Hy(T,a,c, B, D) > 0 como en la Proposicion 4.1 y Hy = Hy(a,c,B,D) >0
dada por
Hy =1+ |[allec + llcllco + | Blloo + (1Dl

ESQUEMA DE LA DEMOSTRACION: La prueba de este resultado utiliza un argumento de
tipo “bootstrap” andlogo al realizado para demostrar la Proposicion 3.1 del capitulo
anterior. Por ello, daremos solamente un esquema de la demostracién. La diferencia
esencial con aquella demostracién reside en que el resultado basico que utilizamos
aqui es el Teorema 2.3 de [27] (en lugar del Teorema 2.1 del mismo trabajo).

Supondremos que N > 2, siendo la demostracion mas directa cuando N =1 6 2. Por
simplicidad, la dependencia de la constante genérica C' con respecto a los argumentos
N y/6 r no se explicitaré.

o En primer lugar, la solucién débil (%, ¢) de (4.10) esté en Y x Y (donde Y es
el espacio introducido en el resultado anterior) y satisface la estimacién (4.11). Ahora
bien, 5 resuelve el problema

06— Mp =Gy en Q.
¢ =0 sobre 3, &(x,0) = ¢o(x) en €,
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con Gy = —05 - D - vﬁé + u + F,. Razonamos como en la demostracion de la
Proposicién 3.1 de la Memoria. Por las inyecciones usuales de Sobolev, tenemos que

1 1 1

D-V¢ e L*(0,T; L* (Q)) N L>(0, T; L*()), 5 = 5~ 7 (tecuérdese que N > 2),
de donde Ny
Go € L"(0,T;LP(2)), po= min {7", Ny 4} ,
|Gzl ey < C (1 + e/l + | Dlloo) (H&’Hy +lglly + ||F2||T;Q> , (4.12)

usando desigualdades clasicas de interpolacion. Entonces, en virtud del Teorema 2.3
de [27], deducimos

¢ e L7(0,T;W2r(Q)), 9 € L™(0,T; LP(Q)),
161l - (w2ro ) + 1060l Lrzro ) < C (IIGallr(zeo@)) + llPolla—2/mm0) 5

donde C' es una constante positiva independiente de 1. Combinando esta estimacién
con (4.12), obtenemos

DIl L (w2op0 (2)) + 1|0e@| L (Lr0 (02))

- - (4.13)
< C (1t lello + 1Dl) ([l + 13l + [ E2llng + N6ola-nr)
o Por otro lado, u resuelve
ot — Au =Gy en Q,
u=0 sobre ¥, u(x,0)=ug(xr) en €,
con segundo miembro Gy = —au— B-Vu — A$ + F. Razonando como antes y usando

(4.13), se tiene que G1 € L"(0,T; L (Q2)) y

1G 1l e (zro () < C'Ha (HﬂHY +lelly +[1Ellne + 1 F2llre + ||¢0H2—2/m;9> :
con Hy =1+ ||alleo + [|¢]loc + || Blloo + || D]|oo- Aplicamos ahora a u el Teorema 2.3 de

Giga y Sohr (cf. [27]) usado anteriormente. Obtenemos

ue L0, T; WP (Q)), o e L(0,T; LF(Q)),

@l 2 (w2eo @)y + 1008 rzro @)y < C (IG1llr(rroe)) + toll2=2/rm0)
para una nueva constante positiva C' independiente de T', de donde
[]| r w20 ()) + 10¢t]| L (2r0 ()
< CH, (WHY +12lly + [[Fillne + [ Fallng + lluollz-2/rme + H¢0||2—2/r,r;9) :
usando la estimacién de ||G1]|zr(zro () Obtenida anteriormente.
o Como ya hemos comentado, se aplica a continuaciéon un procedimiento de tipo

“bootstrap” (analogo al realizado en la demostracién de la Proposicién 3.1) y, en un
niumero finito de pasos, se obtiene el resultado. 0
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4.2.2. Controlabilidad exacta a cero

Pasamos seguidamente a abordar el principal objetivo de esta seccién, el estudio
del problema lineal de controlabilidad nula

ou—Au+ B-Vu+au=—-A¢+vl, en Q,

Op—Ap+D-Vo+cp=u en Q,

u=0, ¢ =0 sobre X,

u(z,0) =up(x), ¢(x,0) = do(z) en Q,
u(z, T) =0, ¢(x,T)=0 enQ, (4.15)

con a,c € L>®(Q), B,D € L*(Q)N, ug, ¢y € L*(Q) (al menos) y w C Q un abierto
(el abierto de control) no vacio arbitrariamente pequeno.

Consideramos un abierto arbitrario no vacio By contenido en w. En primer lugar,
probaremos una desigualdad de observabilidad adecuada para las soluciones del sistema
adjunto de (4.14) (véase el Teorema 4.3), gracias a la cual obtendremos un control ©
en L?(Q), con soporte contenido en By x [0,T], que resolvera el anterior problema
de controlabilidad nula. En una segunda etapa, adaptando a la presente situacién
la técnica de construccién de controles regulares desarrollada en el capitulo anterior,
obtendremos un control v en L"(Q) (con soporte ligeramente mas grande) junto con la
estimacién de la norma L"(Q) de v. Para poder llevar a cabo la construccién de dicho
control regular, pediremos que D = 0 y una hipotesis adicional sobre el potencial ¢,
que explicitaremos en su momento.

(4.14)

I. La desigualdad de observabilidad

Dedicamos este apartado a probar la desigualdad de observabilidad que nos
permitird obtener controles en L?(Q) (y estimar su norma en este espacio) que resuelvan
el problema de controlabilidad nula planteado. Consideramos el siguiente sistema lineal
acoplado (adjunto del sistema (4.14)):

—0p — Dp =V - (D) + cp = —At en Q,

-0 — Ay —V - (BY)+ap = ¢ en Q,

p=0, =0 sobre X,

oz, T)=¢"z), »(@,T)=14"@) en Q,
con a,c € L*(Q), B,D € L=®(Q)N y ¢, ¢° € L*(). Por las correspondientes

desigualdades de energia y el método de Galerkin, este sistema admite una tnica
solucién (¢, 1), con la siguiente regularidad:

o, € L*(0,T; Hy () N C([0,T]; L*(Q)),  dwp,0p € L*(0,T; H(Q)).

(4.16)

Sea By C w el abierto considerado anteriormente. Se tiene:
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Teorema 4.3 Existen dos constantes positivas C = C(Q,By) y H = H(T,a,c, B, D)
tales que, para cualesquiera @°, " € L*(Y), la correspondiente solucidn (¢, ) de (4.16)
satisface

le(0)ll2:0 + (0) 20 < exp(CH) //B o [¥I* da dt. (4.17)

Mas precisamente, H viene dada por
1
H=M"+=+T (1 +la]lo + llellee + 1Bl + DI »
con M" >0 como en el Teorema 1.7, i.e.:
M" = 1+ [latc| L2+l al X2+ al 2P+ ell2° 4+ B+ Dl oo+ | Blloo + 1 BlIZ A Dl oo+ | DIl

DEMOSTRACION: Sean o y « las funciones asociadas a By proporcionadas por el
Teorema 1.7 y tomemos s > 5 arbitrario, con 5 como en el mencionado teorema. El
resultado se obtiene combinando la correspondiente estimacion de energia para las
soluciones de (4.16) con la estimacién

J] et el s [ et oy

< 084 // 672sat77<T_t)77‘w‘27
Box(0,T)

que se deduce inmediatamente de la desigualdad de Carleman (1.38).

(4.18)

1. Para t c.p.d. en (0,7"), multiplicamos la EDP que satisface ¢ por ¢(t) y la EDP
que satisface ¥ por ¥ (t) e integramos en €2, obteniendo

d 1 1
—= lle@ B0+ 10 OEe] + 5IVe@)Ea + SIVE@IEq
< (14 2llelloo + 21 DI l@)ll5.0 + (1 + 2llallo + 2 BIIZ) (1) 13,0.

En particular,

_d
dt

con H, = H,(a,c, B, D) > 0 dada por

e lza + Il @lze] < He (le®lza + W ®)50) ¢ c.pd.en (0,T),

H, =1+2(|lallo + llellos + Bl + [ DIIZ) -
De aqui, deducimos facilmente que
(0[50 + [14(0)|5.0 < exp (H.T) (le(®)ll50 + [()l5e) » € (0,T),
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de donde, sin més que integrar respecto de t en (T/2,3T/4), se sigue inmediatamente
la estimacién

2 2 4 2 2
IeOla+ 1600 < Fow D) [ (el e pl), @)

para cualesquiera ¢, % € L*(2), donde (i, ) resuelve (4.16).

2. Para concluir la demostracién, estimaremos el segundo miembro de (4.19) en

funcién de / / |90|?. Por un lado, debido a que s > CT?, tenemos
Box(0,T)

stHT =)y >Ct3(T —t)3%, Vte(0,7).
Sin mas que observar que
e T — )% > 2T Cexp (—2°Mos/(3T7%)), V(z,t) € @ x (T/2,3T/4),

con My = max oy, deducimos
Q

// 6—25at—3(T _ t)_3|<p|2 +s // e—QSat—4<T _ t)_4|¢|2
Qx(T/2,3T/4) Qx(T/2,3T/4)
Cs
> COT Sexp (_ﬁ> // (lel* +191%) -
Qx(T/2,3T/4)

Teniendo ahora en cuenta (4.18) y el Lema 2.5 de la Memoria (ver p. 52) aplicado a
g v «, deducimos

Cs s _
// ("P‘z + |1M2) < CT®exp (ﬁ) st // e BT — 1) T|ap)?
Qx(T/2,3T/4) Box(0,T)

C's
< Cexp (ﬁ) //E o |2,

para cualquier s > § = 6(Q, By)(T + T?M"), con M"” > 0 como en el enunciado y
5(Q, By) = méax{a(Q, By),7/(23mg)}, siendo my = min . Asi, poniendo s = § en la
0

estimacién precedente y usando (4.19), se obtiene inmediatamente el resultado. O

I1. Controlabilidad exacta a cero con controles en L*(Q)

Sea By CC w el abierto considerado al principio de esta subseccién. Como ya hemos
comentado, la desigualdad de observabilidad que acabamos de probar nos va a permitir
obtener controles en L?(Q) que nos dan la controlabilidad nula del sistema (4.14). Mas
precisamente, se tiene:

141



Teorema 4.4 Dados a,c € L>(Q), B,D € L¥(Q)" y ug,do € L*(Q), existe una
funcién control © € L*(Q), con sop v C By x [0,T], tal que la correspondiente solucion

~

(U, ¢) de (4.14) satisface u(x,T) =0, ¢(x,T) =0 en Q. Ademds, v puede elegirse de
modo que

. C
il < exp (§7) Qluallza + ool (4.20)

donde C = C(Q,w) yH =H(T,a,c, B, D) son las constantes positivas que proporciona
el Teorema 4.3.

DEMOSTRACION: Para ¢ > 0 fijado, planteamos el siguiente problema

(1 1
oy i {5 [ ezt & (D0 + 10D)1Ee) |
Sujeto a v € L*(Q)

?

donde (u,, ¢,) denota la solucién de (4.14) asociada a v, cambiando 1,, por 1z,. Este
problema posee una tnica solucién 0. € L?(Q), caracterizada por

(@s7v)L2<Q)+é (@(T), yo(T)) p2() + (De(T), @o(T)) 20| =0 Vo € L*(Q), (4.21)

~

donde (4., ¢.) es la solucién de (4.14) asociada a 7. (reemplazando nuevamente 1, por
15,) € (Yo, @) es, para cada v € L*(Q), la solucién de

Oyy — Ay, + B - Vy, + ay, = —Ag, +vlp, en Q,
Oiqy — Agy + D - Vg, + cq, =y, en Q,

Yo =0, ¢q, =0 sobre X,

Yu(2,0) =0, ¢,(z,0) =0 en Q.

Consideremos el operador lineal y continuo A : L*(Q) — L*(Q2)? definido por

Av = {q,(T), %(T)} Vv € L*(Q).

Gracias a la Proposicion 4.1, se tiene que A € L(L*(Q), L*(2)?). No es dificil comprobar
que el operador adjunto de A, A* € L(L*(2)?, L*(Q)), viene dado por

A e — )
{SOOMw} — A*{9007¢0}:¢1Bm

siendo (i, 1) la solucién de (4.16) con dato inicial (¢°, %) € L*(Q2)2. Con esta notacién,
(4.21) se reescribe en la forma

(60, 0) 120 + % ({6-(r), (1)} ,AU)LQ(Q)Q —0 Voe L2(Q)

142



0, equivalentemente,
1. 1
(0, v) r2(g) + <A* ({—(bE(T), —zle(T)}> ,v) =0 Yve L*Q),
c L2(2)?

luego

Recordando ahora la definicién de A*, el control o, y el estado asociado (ii., ¢.) vienen
caracterizados por ser la solucion del problema

( Oyiie — Alie + B - Viie 4 ali, = —A¢. + 0.1, en Q (0. = P.1g,),
Oid: — A + D - V. + cp. =i en Q,
i, =0, (,735 =0 sobre 3,
ie(2,0) = uo(x),  e(x,0) = ¢o(z) en Q,

) —0ip. — Ap. — V- (D@.) + cp. = — A en Q,

—0h. = Nip. =V - (Bih.) + ath. = . en @,

0. =0, zﬂg =0 sobre 3,

1= - 1
@5(1‘77—‘) = _EQSE(:B,T)’ ¢5($7T) = _gﬁfg(l',T) en ).

\

Ahora bien, es facil comprobar que se tiene la relacién

[ amyiyan+ [ 6Dmyde = [ a0)i0)dn = [ 600200
- / /B o 0.1, dx dt,

. Ly, 2
JL pdwdes 2 () B + 164T)1E)
Box(0,T) €
:—/zﬁE(O)uod:c—/@(O)qSOd:c.
Q Q

Aplicando la desigualdad de Young y la desigualdad de observabilidad (4.17) probada
anteriormente, obtenemos

R L/ 2
JL pl dwde s 2 (1) B + 16T 1)
Box(0,T) €
1 ~ . 1
59 (1) + 12-(0) ) + 555 (o3 + lléoll3e)

N 1
Fexp(CH) [[ Pt (ol + [le).
Box(0,T) 20

de donde
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donde C' = C(Q,w) y H = H(T' a,c, B, D) son las constantes positivas que proporciona
el Teorema 4.3. Tomando ahora 6 = exp (—CH/2) y recordando que 7. = .1p,,
llegamos a

1, 1 . A 1
SlecllEgy + = (DB + 18-(D)30) < 5 exp(CH) (luollia + Idol3)

Asi, por un lado, tenemos

21122 0y < exp(CH) (luoli3a + 6o l3) (4:22)
y, por otro,
1/, . - 1
= (I2(D) B+ 19:(T) [30) < 5 exp(CH) (uoll3a + 9ole) (4:23)

Como {0.}.~o estd acotada en L?(Q), {l:}es0 y {$6}€>0 estan uniformemente acotadas
en el espacio W(0,T) = {y : y € L*(0,T; H}(Q)), Oy € L*(0,T; H'(Q))}, gracias
a la Proposicién 4.1. Recordando la inyeccién compacta (resp. continua) de W (0,T")
en L2(Q) (resp. en C([0,T]; L2(2))), existen subsucesiones {0z, tns1 v {(fic,, bz, ) In>1
tales que

0., — 0 débilmente en L*(Q), (ile,, 02,) — (1, 0) en L*(Q)?
y . .
te, (T) = W(T) v ¢, (T)— ¢(T) débilmente en L*(12), (4.24)

para ciertos & € L2(Q), con sop © C By x [0,T], y (@, ¢) € W(0,T)2. De (4.23) y (4.24),
deducimos que R
W(T)=0 vy &(T)=0 en L*(Q).

Podemos entonces pasar al limite en los problemas que verifican ., y ann, infiriendo
que (@,¢) (junto a ©) resuelve el problema de controlabilidad nula (4.14)(4.15),
con § € L*(Q) verificando sop & C By x (0,T) y (4.20), estimacién que se sigue
inmediatamente de (4.22). Esto concluye la demostracién del resultado. O

Observacion 4.1 Combinando el resultado que acabamos de demostrar con un
argumento de punto fijo, se prueba la controlabilidad exacta a cero, con controles
en L?(Q), para sistemas de campo de fases no lineales de la forma

Ou — Au+ f(u,Vu) = —A¢ +vl, en Q,
O — Ap+h(p, Vo) =u en Q,

u=0, ¢ =0 sobre X,

u(z,0) =uo(z), ¢(z,0) = ¢o(x) en Q,

cuando se consideran no linealidades f(u, Vu) y h(¢, V), con f,h: R x RY — R
globalmente Lipschitzianas y datos iniciales ug y ¢ en L*(Q). O

(4.25)
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ITI. Controlabilidad exacta a cero con controles en L"(Q))

Supondremos a lo largo de este apartado que D = 0. Sea © € L*(Q) un control dado
por el Teorema 4.4 (asociado al abierto By considerado mas arriba). Bajo hipotesis
adecuadas sobre los datos, mediante una construccién similar a la llevada a cabo
en el capitulo anterior, a partir de © obtendremos un control en L"(Q), con soporte
ligeramente més grande. Ademaés, estimaremos la norma L"(Q) del nuevo control. Ello
serd esencial para abordar el problema no lineal.

Comenzamos efectuando un cambio de variables. Sea n € C*([0,T) verificando

C
n=1en [0,T7/3], n=0 en [2T/3,T] y 0<n<I1, \n'(t)|§7 en [0,7].

Pongamos _
u=U+nu, ¢=o+ng, (4.26)

donde (u, ¢) es la solucién débil de

Ot — AU+ B-Vu+au=—A¢ en Q,
?t?b—A&j ch=1 en Q, (4.27)
u=0, ¢ =0 sobreX,

u(r,0) = uo(x), ¢(x,0) = go(x) en Q.
Gracias al cambio de variables introducido, podemos afirmar lo siguiente:

Hallar un control v que nos dé la controlabilidad nula de (4.14) (D = 0)
equivale a encontrar un control v tal que la correspondiente solucién (U, ®)
del sistema
oU—-AU+ B-VU +aU = —-Ad —npu+vl, en Q,
0P —AP+cd=U—-n'¢ en Q,

(4.28)
U=0, ®=0 sobreX,
U(z,0) =0, ®(z,0)=0 en Q,
verifique
Uz, T) =0, ®(z,7)=0 en €. (4.29)

Nuestro objetivo serd entonces construir un control en L™(Q) (r € (2, 00) arbitrario)
que resuelva el problema de controlabilidad nula (4.28)—(4.29). Ademés, estimaremos
la norma L"(Q) de dicho control. De esta forma, sin mas que tomar (u, ¢) dadas por
(4.26), tendremos resuelto el problema de controlabilidad nula (4.14)—(4.15) con un
control v € L"(Q)). Para ello, consideramos tres abiertos regulares By, By y B tales que

By cCc B, CCByCCBCCuw.
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Introducimos una funcién ¢ € D(B) tal que § = 1 en By y ponemos

A

o =(1-0), (4.30)
U=1-0)U+60y¢+2V0-Vd + (A9 (4.31)
y
v o= T —2V0- VI — (A9)D +2V0-VU + (AU — VO - (BU)
+ (Bi—A+B-V+a) [enfa +2V0- VO + (A0)D| (4:32)
donde ( 7,®) es la solucién de (4.28) asociada al control © (la cual verifica U(z, T) = 0
y ®(x,T) = 0 en €, por el cambio de variables introducido).

Observacion 4.2 En virtud de la Proposicion 4.1, para a, ¢y B en L™ v ug, ¢g €
L3(92), tenemos

a,¢ € WO,T), [allwor + [éllwor < exp(CM) ([[uollza + lollan) .
donde M; = Mi(T,a,c, B) > 0 viene dada por
My =147 (1+ llallo + llelloo + I BI) . (4.33)
El mencionado resultado nos da, por otro lado,
UdeY ={u:ue L*0,T; H(Q) N H(Q)), du € L*(Q)}
y la acotacién
100y + 181y < exp (€20 (1+ lall + %) (| = o'+ s, llao + | — 1Blz0)

con M; > 0 dada por (4.33). Teniendo en cuenta la acotacion del control v (ver (4.20)),
es facil comprobar que

[0ll2:0 < exp (CHo) (luollze + [1doll20) »
para una nueva constante C' = C(Q,w) > 0y Ho = Ho(7T, a,c, B) > 0 dada por
1
Ho =1+ 7 + [lall 2l + 112 + [1BI% + T (1 + llalloo + llelloo + 1BI%) - (4.34)
De las propiedades de 1 y de las estimaciones precedentes deducimos

1U1ly + 1@l < exp (CHo) (luollza + I doll2) (4.35)

siendo C' > 0 una nueva constante y Hy > 0 como antes. 0
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Para s; € [2,00) arbitrario, pongamos

N
L5(0,T; Wy (Q)) si s € [2, 5} + 1] :
Z,, = . (4.36)
L5(0, T; W™ () N C%UQ)  si sy > 5 L

y recordemos que habiamos denotado por X*' el espacio de Banach definido por
X = {u:ue L0, T;W>(Q) N W, (Q)), du € L*(Q)}. Tenemos el siguiente

resultado:

Proposicién 4.5 Sean a,c € L>=(Q), B € L=(Q)" y pongamos D = 0. Sea v € L*(Q)
un control dado por el Teorema 4.4 (asociado a By). Se tiene:

a) Siug, g € W2 2/5151(Q) N HY(RY), con s, € [2,00) arbitrario, la funcién (u, )
definida en (4.26), con U y ® dadas por (4.31) y (4.30), respectivamente, estd en
Zs, x X* (Zs, el espacio definido en (4.36)) y se tiene

H'LL Zs, + ||¢| X1 S exp (CHO) (HUOHQ—Q/sl,sl;Q + H¢0”2—2/51,s1;9) )

donde Hy = Ho (T, a, ¢, B) > 0 viene dada por (4.34).

b) Sea r € [2,00) arbitrario. Supongamos que ug, ¢y € L*(Q) y que, ademds,
Vee L(Q)N, con vy dado por

. N , N
max<r,—+1p» si r#—+1,
v 2 2 (4.37)
N1y =N
5 € siT=3 ,
siendo € > 0 arbitrariamente pequenio. Entonces, el control v definido en (4.32)

satisface v € L"(Q), sopv Cw x [0,T] y

[vllro < exp (CHo) (1 + [[Vellyiq) (uollze + ldoll20) (4.38)
con Ho > 0 como en el apartado anterior. [l

A la vista de este resultado y al igual que se vio en el capitulo anterior, se tiene
que la regularidad del control v construido mediante (4.32) sélo depende del efecto
regularizante (regularidad interior en espacio y tiempo) de las EDPs que aparecen en
el sistema (4.14) (es decir, de la regularidad de la funcién Ve). Por contra, la regularidad
de la solucién (u,¢) de (4.14) asociada a este control (y dada por (4.26), con (U, ®)
definidas por (4.31), (4.30)) es independiente del término Ve, dependiendo tinicamente
de la regularidad del dato inicial (ug, ¢o) del sistema (4.14).

En la demostracién de la Proposicién 4.5, utilizaremos el siguiente resultado:
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Lema 4.6 Supongamos que a,c € L>(Q), B € L=(Q)N y ug, po € L?(Q). Se tiene:
a) La solucion débil (u,¢) de (4.27) satisface

U, ¢ € XP(5,T;Q) Vp€[2,00), Vo€ (0,T).
Ademds, existe una constante positiva C' independiente de T tal que

B _ 1 2R
llcrsray + [Plsmarey < exp (@) (145 ) ME (lullaa + lenlas), (439

donde K = K(N) > 0, M; > 0 viene dada por (4.33) y
My = Ma(a, ¢, B) = (14 [lafloc + [| Blloc) (1 + [lefloo) -

b) Sean O un abierto regular tal que By CC O CC Q y v € LZ(AQ)A un control
dado por el Teorema 4.4 (asociado a By). Entonces, la solucion débil (U, ®) de (4.28)
asociada a U satisface

U,deXP0,T:Q\0) V¥pe 2 o00),

Ul xp0.1:000) + 1@l x00,7:000) < exp(CHo) ([[uoll20 + [Idoll20) (4.40)
con Hy > 0 dada por (4.34) y C' una nueva constante positiva independiente de T. [

La prueba de este lema se basa en el efecto regularizante de la ecuacion del calor vy,
al utilizar un procedimiento de tipo “bootstrap” andlogo a los llevados a cabo en la
demostracion de las Proposiciones 3.1 y 4.2, sera omitida.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 4.5:

a) Supongamos que a,c € L*(Q), B € L*(Q)" y D = 0. Comenzamos analizando
la regularidad de las funciones U y ® dadas por (4.31) y (4.30), respectivamente.
Como consecuencia inmediata, obtendremos la regularidad de las funciones uw = U +nu
y ¢ = ® + n¢ junto con las correspondientes estimaciones. El andlisis que sigue es
similar al que se hizo en el capitulo anterior.

¢ En primer lugar, supongamos que las condiciones iniciales uy y ¢y estan sélo
en L*(Q2). Escribamos U = U; + Us, con

Uy=1-0)U+0o+ (A0)D vy Uy,=2V0-V.

Por el Lema 4.6 (tomando, por ejemplo, 6 = T/6 y O = B;) y por la eleccién de
0 y n, para cualquier p € [2,00) tenemos que Uy y ® = (1 — 0) ® estén en XP y
U, € LP(0,T; W, ?(Q)), junto con la estimacién

Usllxs + N0all ooy + 1l
N 1 — A
< (10l + Pl + @llxorom
< exp (CHo) (o2 + doll2).
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Ho > 0 dada por (4.34). Deducimos, asi, que U € LP(0,T; Wy "(Q)) y una acotacién
para la norma de U en este espacio andloga a la anterior. Ademas, como Uy, ® € XP
para cualquier p € [2,00), se tiene que Uy, ® € CY(Q) y

1Uilloo + [ @l[ec < exp (CHo) ([luollze + [I¢oll2:)

(tomando p > N/2 + 1, ver Lema 3.3). Veamos ahora que también Uy estd en Q).
Como ¢ € X?(0,T;\ By) para cualquier p € [2,00), tomando p > N + 2, de nuevo
por el Lema 3.3 tenemos que

N+2

@601+“’HTQ(Q\BQ x[0,T7]), cona=1- :
p

Asi,
Uy =2V0 -V e C°Q), Uzl < exp(CHo) ([uollzse + ldoll2e) -

En resumen, para p € [2,00) arbitrario hemos obtenido

{ (U, ®) € (LP(0, T; Wy P () N C°(@)) x X7, (4.41)

1o anco@ + 1€l < exp (CHo) (luollze + 1do]l20)

con Hy > 0 como mas arriba.

o Supongamos ahora que ug, ¢g € W2=2/5151(Q) N H (), con s1 € [2,00) dado. En
este caso, sin més que aplicar la Proposicion 4.2, las funciones u y ¢ estan en X' y

xs1 + HEI

I xo1r < exp(CM)ME ([[uolla-2/s50 + | Golla-2/51,51:0)
con M; > 0 dada por (4.33) y My > 0 definida en el Lema 4.6. Ello junto con (4.41)
nos da la primera parte del resultado (de nuevo utilizamos el Lema 3.3 del capitulo

anterior y, en particular, la inyeccién continua X' < C°(Q) si s; > N/2 + 1).

b) Sea r € [2,00) arbitrario. Supongamos que ug,¢9 € L*(Q), a € L>(Q),
B e L*Q)N, D =0yce L®Q)n L0, T;WH(Q)), con v dado por (4.37).
Bajo estas hipétesis, veremos que la funcién v definida por (4.32) estd en L"(Q) y
estimaremos su norma en este espacio.

Analizamos en detalle el término més delicado, a saber, el término (3,—A)[2V0-VP].
Obsérvese que el segundo miembro de la EDP que satisface d, U - n'¢, estd en
X7(0,7;Q \ By) (nuevamente por el Lema 4.6). Podemos entonces aplicar a & el
apartado ¢) de la Proposicién 3.1 y deducir que ® € L7(0,T; W3 (B \ By)), 8, €
L0, T;Wh(B\ By)) y

||(I)||LT(W37T(B\EQ)) + ||atq)||m(w1m(3\§2))

1 . A _ N
<0 (14 1) 0+ T+ el 1+ 1Vl (16 = 18y +1]y).
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con K=K(N)>0eY = {u:ue L*0,T; H*(Q) N H.(Q)), du € L*(Q)}. Usando
ahora las estimaciones (4.39) (para 0 = T/6, por ejemplo), (4.40) (para O = B;) y
(4.35) junto a las propiedades de 7, se obtiene inmediatamente

1Pl rwsr 8\Bay) + 1R Lr i s\By)) < exP(CHo) (14 [[Vellyq) ([[uollza + lldollza) ,
con Hy > 0 como anteriormente. Asi, el término (9, — A)[2V0 - V@] estd en L"(Q) y
1 — A)[2V8 - V|| < exp(CHo) (1 + [|Vell1iq) (luollze + [[doll2:0) -

Gracias al Lema 4.6 y a la eleccion de 6 y de n, es facil ver que los restantes sumandos
que aparecen en (4.32) y, en consecuencia, también v, estdn en L"(Q)) y se tiene la
estimacién (4.38). Ello concluye la prueba del resultado. U

Es interesante notar que las funciones U y ® introducidas en (4.30)—(4.31) verifican

U=0, ®=0 sobre?,
U(z,0) =0, &(x,0) =0, U(x,T) =0, &(z,7) =0 en Q.

En particular, usamos que sop (V0),sop (Af) CC €, que d e C([0,T]; HX(Q)),
UeC(0,T); L*()) y

[7:0, d=0 sobre 3,

U(z,0) =0, &(x,0) =0, U(z,T) =0, &(2,T) =0 en Q.

Es ya un ejercicio sencillo comprobar que (U, ®) resuelve (4.28) con término de control
la funcién v introducida en (4.32). Asi, las funciones u = U+nuy ¢ = ®+n¢ (junto a v)
resuelven el problema de controlabilidad nula (4.14)—(4.15), recordando el cambio de
variables (4.26). Queda, en particular, probado el siguiente resultado de controlabilidad
nula para el sistema lineal de campo de fases (4.14):

Corolario 4.7 Sean 1,51 € [2,00) y T > 0 arbitrarios. Sea v dado por (4.37).
Supongamos que ug, g € W22*151(Q) N H}(Q), a € L=(Q), B € L*(Q)N, D=0y
c € L*(Q)NLY(0,T; WH(Q)). Entonces, existe un control v € L™(Q), con soporte en
w x [0,T], tal que la correspondiente solucion (u,d) de (4.14) estd en Zs, x X (Z,,
el espacio introducido en (4.36)) y satisface u(x,T) =0 y ¢p(x,T) =0 en Q. Ademds,
se tienen las estimaciones

ul|z,, + 9llxsr < exp [C(Q,w)Ho] (1uolla=2/s1,51:0 + lldoll2—2/s1,51:0)
Y
[vllrse < exp [C(Q,w)Ho] (1 + [[Vellyiq) (uollzie + Idoll2i0)
siendo Ho = Ho(T, a, ¢, B) la constante positiva definida en (4.34). O
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Este resultado sera crucial para abordar el caso no lineal que analizamos en la
Seccién 4.3.

Observacion 4.3 Notese que nuevamente hemos obtenido la regularidad de u y ¢
(resp. las estimaciones de las normas de estas funciones en los correspondientes
espacios) independientemente de la regularidad del control v (resp. de la acotacién
de su norma en L"(Q)). Por otro lado, observemos que, tomando ¢ = min{r, s;}, la
Proposicién 4.2 nos da

w€ X lullxe < exp [C(Qw)Ho] (14 [ Vellyo) (luolla—2/sisi0 + d0ll2—2/s1500) -

Ho > 0 como antes. O

4.3. Controlabilidad exacta a cero y a trayectorias
de un sistema de campo de fases superlineal

En la presente seccion, estamos interesados en analizar la controlabilidad exacta a
cero y a trayectorias del sistema no lineal de campo de fases
Ou — Au+ f(u,Vu) = —A¢ +vl, en Q,
Ohd — Ap+h(p) =u en Q,
u=0, ¢ =0 sobre X,
u(r,0) =uo(x), ¢(,0) = ¢o(x) en Q,

(4.42)

donde f: IR x RY — IR es una funcién localmente Lipschitziana y h : R — IR es una
funcién de clase C! (ambas con determinado crecimiento superlineal en el infinito), el
dato inicial (ug, @) estd dado en (W2=2/s11(Q) N H&(Q))z, con 57 € (N/2+1,00) v
v € L*(Q) (al menos) es una funcién control por determinar que actiia sobre el abierto
de control w C €.

Al ser f localmente Lipschitziana, podemos escribir

f(s,p) = f(0,0) +g(s,p)s + G(s,p) - p V(s,p) € R x R",

donde g : Rx RY - Ry G : R x RY — RY son las funciones L,
respectivamente, por

definidas,

g(s,p):/o Osf(os,op)do, G(s,p):/o Opf(os,op)do, (s,p) € RxIRN. (4.43)

Recordemos que denotamos por Osf (resp. 0,f) la derivada de f con respecto a s
(resp. el gradiente de f con respecto a p).

El primer resultado relevante de esta seccion establece la controlabilidad nula del
sistema (4.42):
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Teorema 4.8 Sean f : R x RY — R localmente Lipschitziana y h € C'(R), con
h" € L2 (R), verificando

£(0,0)=0,  h(0) =0, (4.44)

VR>0 3IMr>0: |g(s,p)|+|G(s,p)| < Mp Vs€[-R,R], VpeRY, (4.45)
lim :!))92(s7p)| —0 4 lm IlGZ(s,p)l _

jsl—o0 log® (1 + |s]) jsl—oc0 log!/2(1 + |s]) (4.46)

uniformemente en p € RN

h
fm ’3 2(5)’ = 0. (4.47)
lsl—o0 |s] log®?(1 + |s])
Entonces, para cualesquiera T > 0 y (ug, o) en (W?272/5:51(Q) N H(Q )2 con s €
(N/2 + 1,00), eziste un control v € L*(Q) y un estado (u, g25) E [f"’(@)2 asociado a
(uo, o) y a v tal que u(z,T) =0 y ¢p(x,T) =0 en .

DEMOSTRACION: La demostracién del resultado se hard en dos etapas. En la primera,
aplicando nuevamente un argumento adecuado de punto fijo, probaremos el resultado
cuando las funciones g y G definidas en (4.43) son continuas y h € C*(R). En la
segunda etapa estudiaremos el caso general.

ETAPA 1.- EL CASO EN EL QUE g, G Y h” SON CONTINUAS.
Supongamos que las funciones g, G y h” son continuas y que se verifican las hipdtesis

(4.44)-(4.47). Sea H : R — R la funcién de clase C* definida por

M si s # 0,
s
R'(0) sis=0.

H(s) =

Entonces, para cada € > 0, existe una constante C. > 0, que sélo depende de ¢, tal que

l9(s,p)[*2 +|G(s,p)|? + |H(s)|? < C. + elog(1 +|s]) V(s,p) € Rx RN. (4.48)

I. Introduccion de una aplicacion multivaluada.
Introduzcamos la funcion truncante Tg definida por
s si|s| <R,
Tr(s) = .
R sgn(s) sils| > R,
donde la constante R > 0 se determinard mas adelante y pongamos
2 si N =1,

N
S H1lsi N23,
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para ¢’ > 0 fijo arbitrariamente pequeno.
Para cada (z,¢) en L2(0,T; HL(Q)) x L0, T; W,(Q)), consideramos el sistema
lineal acoplado!

ou—Au+ B, -Vu+a,u=—-A¢+vl, en Q,

Orp — Ap+ccp=u en Q,
u=0, ¢=0 sobreX,

u(0) = uo,  $(0) = ¢o en &,

con potenciales definidos por a, = g(Tr(2), Vz), B, = G(Tg(z),Vz)y c¢c = H(Tgr(()),
que verifican

(4.50)

a. € L°(Q), B.e€L=®Q)N y ¢ €L™(Q)N L0, T; Wy (Q)). (4.51)

M4s atin, para cualquier (z,¢) € L*(0,T; HL(Q)) x L(0,T; W,(Q)) tenemos

lazllo < ar, [|B:llo <Br ¥ el < Kr, (4.52)
con
arp= sup |g(s,p)l, Br= sup |G(s,p)| v kr=mix|H(s)]. (4.53)
|s|<R,peRN |s|<R,peRN [s|I<R

En particular, hemos usado la hipdtesis (4.45) y la continuidad de H para ver que
los potenciales estan uniformemente acotados en L> y hemos aplicado el Teorema de
Stampacchia (ver Teorema A.4.2., p. 256 de [37]) junto al hecho de que la funcién Tg
es globalmente Lipschitziana para verificar que ¢, € L9(0, T; Wy (Q)).

Razonando como en [24] (véase también [17]), vamos a asociar a cada (z,() €
L2(0,T; HY(Q)) x LU0, T; Wy %(Q)) una familia de controles que conducen el sistema
(4.50) a cero en el instante 7. La idea consiste en aplicar a este sistema el Corolario 4.7
de la seccién anterior en un intervalo temporal adecuado, eventualmente mas pequeno
que (0,7). Pongamos

Tr = min {T, a}—%1/37 /1&”3} .

Recordando (4.51), para cada (z,¢) € L*(0,T; HL(Q)) x L1(0,T; W;%()) podemos
aplicar el Corolario 4.7 para Tg, con s > N/2+ 1y r = 2 (obsérvese que, en este
caso, el correspondiente v dado por (4.37) es igual a ¢) y deducir la existencia de un
control v, € L*(2 x (0,Tx)) tal que la correspondiente solucién (u, ¢, ¢, ) de (4.50)
en el cilindro €2 x (0,7%), en particular, verifica

U € L0, Ty W™ () N CO(Q % [0,TR)), ¢ € X*1(0, Ti; Q)

!Por simplicidad, omitimos la dependencia respecto de R.
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U (2, Tr) =0, ¢oc(x,Tp) =0 en Q.

Ademas, se tienen las estimaciones

1l os 0,1 @pneo@xiozaly T 192¢llx1 0100 (4.54)
< Ci(Qw, Tr, 2,C) ([luoll2—2/s1,5150 + | Poll2=2/s1,51:0)
y
vz ¢l L2@x 0y < Co(Q,w, Tk, 2, ¢) (Juoll2e + [|oll2i0) , (4.55)
donde

Ol(Qv W, TPm Z, C) = eXp[C’(Q, W)HO<TR7 Az, Cg, Bz)]a
Co(Q,w, Tr, 2,¢) = C1(Q,w, Th, 2, ) (1 + [[H(Tr(C)) V(Tr(O)) le:),
con ¢ dado por (4.49) y Ho(Tr, a.,c¢, B.) = Ho_ . > 0 definida por (ver (4.34))

1
Hoo=1+7-+ lazl32% + llecllZ? + 1 B: % + Tr (1 + llazllse + llelloo + 1 B212) -

Extendemos ahora por cero a todo el cilindro ) las funciones v, ¢, u, ¢ y ¢ ¢. Denotando
tales extensiones por v, , ﬂz§ y ¢. ¢, respectivamente, tenemos que (U ¢, ¢, ) estd en

Zsy X X2 (Zs, = L*(0, T W;) “1(Q))NC(Q)), resuelve el sistema linealizado (4.50) en
@ con término de control v =1, € L*(Q) y satisface

U.o(T)=0 y ¢.c(T)=0 en

Miés atin, teniendo en cuenta las definiciones de Hy_ . y T junto a (4.52) y la regularidad
de h, de las estimaciones (4.54) y (4.55) deducimos estas otras

1. cll 2., + 0=cllxsr < Cs(Q,w, T, R) (lluolla—2/sy,si:0 + [Polla—2/s1s:0) »  (4.56)

[0=cllzi < Ca(€, w0, T R, Q) ([luoll20 + [ boll2:0) , (4.57)

con

C5(Q,w, T, R) = exp [C(Q,w, T) (1 a2y R ﬁéﬂ ,

Ci(0.0, T, €)= Co(@n T, ) 14 1€ iz | H(9)]).
para una nueva constante positiva C' que depende ahora de €2, w y también de T
Fijado un control v € L?*(Q)), denotaremos por (u,, ¢,) la solucién de (4.50) asociada
a vy a los potenciales a,, B, y ¢, (hemos omitido la dependencia respecto de (z,()
para simplicar la notacién). Para cada (z,¢) € L*(0,T; HE(Q)) x L1(0,T; Wy '()),
definimos Ag(z,¢) como la siguiente familia de controles Ag(z,() = {v € L*(Q) :
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(uy, ¢y) estéd en Zg, x X*1 satisface u,(z,T) = ¢,(x,T) = 0 en Q y v verifica (4.57)}.
De este modo, podemos introducir la aplicacién multivaluada

Ar: (2,¢) € LA(Hy(Q)) x LY(Wy"(Q)) = Ar(z,¢) € LA(Hy(Q)) x LI(Wy"(Q)),

donde Ag(z, () es la familia de las funciones (u,, ¢,) € Zs, x X*! tales que v € Ag(z,()
y (uy, ) satisface (4.56).

I1. Aplicacion del Teorema de Kakutani. Conclusion.

Veamos que, para cada R > 0, la aplicacion Ag esta en las hipotesis del Teorema de
Kakutani del punto fijo, quedando de este modo asegurada la existencia de (al menos)
un punto fijo de Ag.

o En primer lugar, es facil comprobar que Ag(z,() es un subconjunto convexo
cerrado y no vacio de L2(0,T;H}(Q)) x L0, T;Wy%(2)), para cada (z,¢) de
L2(0,T; HY(Q)) x LI(0,T; Wy ().

o Para cualquier (z,¢) € L*(0,T; HY(Q)) x L4(0, T; W, 9(Q)), cada (u, ¢) € Ar(z, )
satisface la estimacién uniforme (4.56), luego Ay envia todo el espacio L?(0, T'; Hg (2)) x
L49(0, T; W, 9(€)) en un acotado de L2(0,T; HE () x LI(0, T; Wy 9(Q)).

o Sea C un subconjunto acotado de L*(0,T;H}()) x L0, T;W,(Q)). La
estimacién (4.57) implica que A(C) = J{A(%,() : (2,() € C} estd uniformemente
acotado en L*(Q). Aplicando la Proposicién 4.1 junto a (4.56)—(4.57) deducimos que
AR(C) es un acotado de Y x Xt (Y = {u:w € L*(0,T; H*(Q)NH} (), du € L*(Q)})
y, por consiguiente, cada Ag(z, ¢) es un compacto de L2(0, T; HY(Q))x L?(0, T; W,(Q))
y Ag(C) es un relativamente compacto de L*(0,T; HY(Q)) x L9(0, T; Wy %(2)) (usamos
aqui las inyecciones compactas Y = L*(0,T; HY(Q)) y X = L2(0,T; W, 9(Q))).

¢ Probemos finalmente que Ap es hemicontinua superiormente, es decir, para
cualquier forma lineal y continua u definida sobre L2(0,T; HL(Q)) x L4(0, T; Wy *(2)),
la funcién de valores reales

(2,¢) € L*(0,T; Hy () x LU0, T; Wy () —  sup  (u, (u, 9))
(u,0)EAR(2,0)

es semicontinua superiormente. Sean pu € (L*(0,T; HE(R)) x L0, T; Wy%(Q))) vy
{(zn: Ga)buz1 € L2(0, T3 Hg (2)) x L7(0,T5 Wy () tal que

(20, o) — (2,0)  en L0, T; HE(Q)) x LU0, T; Wy (Q)). (4.58)

Hemos de ver que

h’msmp( sup <u7(u,¢)>>§ sup (1, (u, 9)).
(,6)

n—0o0 EAR(2n,Cn) (u,0)EAR(Z,C)

Trabajaremos con una subsucesién que proporcione este limite superior y, para no
complicar la notacién, seguiremos denotando a esta subsucesién de la misma forma.
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Para cada n > 1, existe (un, ¢n) € Ar(2zn, () tal que

sup (1, (u, @) = (p, (tn, Pn)),

(U,d))GAR (Zn 7<’ﬂ)

pues cada Ag(z,, (,) es compacto. Bastara con probar que existe una nueva subsucesién

(que seguiremos denotando del mismo modo) y que existe (u, ¢) € Agr(Z, () tales que
{(tn; &) }nz1 converge débilmente a (@, @) en L*(0,T; H} () x L4(0,T; W, 4(Q)). Por
la definicion de Ag(zn, () v Ar(zn, C), para cada n > 1 tenemos que (uy, ¢,,) estd en
Zs, x X' y existe un control v, € L*(Q) tal que (un,¢,) (junto a v,) resuelve el
problema de controlabilidad nula (4.50), (4.15) para los potenciales

Az, = g(TR(Zn)7 Vzn)a an = G(TR(ZN)> Vzn) Yy € = H(TR<Zn>)

Ademas, se tienen las estimaciones

[tn]l 2., + [|6nllxs1 < C3(Q,w, T, R) (|luolla—2/s1.s1:0 + [|oll2—2/s1,5150) 5
[vnll2e < Ca(Q,w, T, R, G) ([[uoll2 + [léoll20) ,

con C3(Qw,T,R) y C4(Q,w, T, R,(,) como en (4.56) y (4.57), respectivamente. Del
punto anterior y de la propia definicién de Ar obtenemos que Ag({(zn, (a)}n>1) C U
v Ar({(21,C0)}n>1) C K, con U acotado en L*(Q) y K acotado en Z, x X*®
y compacto en L2(0,T; HA(Q)) x L0, T; Wy ?(Q)). Asi, existen subsucesiones, que
seguimos denotando por {v, }n>1 v {(Un, &n) }n>1, tales que

(4.59)

v, — v débilmente en L?(Q),
(Un, Pn) — (T, d) fuertemente en L2(0,T; HA(Q)) x LI(0,T; Wy ()),
(U, ¢p) — (T, ¢) débilmente en Z,, x X1,

para algunos v € L*(Q) y (4, d) € Z,, x X°'.
Por otro lado, al menos para una subsucesién (que seguimos denotando
{(2n, Gu) }n>1) se deducen las convergencias

¢, = H(TR(Ca)) = cg = H(Tg(Q)) en L®(Q) débil,
Az, = g(TR<Zn)7 VZn) —az = g(TR(g)a Vz) en LOO(Q) débﬂ**?
B., = G(Tgr(2,),V2,) = Bz = G(Tr(2),Vz) en L=®(Q)N débil~
(en particular hemos usado (4.58), la continuidad de g, G y H y la acotacién uniforme
(4.52) de los potenciales). Podemos entonces pasar al limite en la formulacién débil del

problema que verifica (u,,®,) y deducir que (u, ¢) (junto a ¥) resuelve (4.50), (4.15)
para los potenciales az, By y cz. Ademds, tomando limites en (4.59), (u, ) (resp. V)

satisface (4.56) (resp. (4.57)) y, en consecuencia, 7 € Ag(%,() v (U, @) € Ar(%,(). De
aqui se sigue la hemicontinuidad superior de Ag.
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En consecuencia, podemos aplicar a A el Teorema de Kakutani, infiriendo
la existencia de (al menos) un punto fijo (ug,¢r) de Ag en L?(0,T; Hj(2)) x
L(0,T; Wy(Q)). Para concluir la demostracién en este caso, basta con encontrar
R > 0 tal que Tgr(ug) = ug y Tr(¢r) = ¢r. Veamos para ello que existe R > 0
(suficientemente grande) tal que

[urlloo <R, |¢rlle < R (4.60)

De hecho, probaremos que cada punto fijo de Ag verifica (4.60). Sea (u,¢) un punto
fijo de Ag. Entonces, en virtud de (4.56) y recordando (4.53) y (4.48), tenemos

ulloo + |0lloc < explC (14 Ce +elog(L+ R))] ([luolla—2/s1,s:0 + |Poll2—2/s1.51:2)
= exp[C(1+ Co)] (14 R)“ (Jluoll2—2/s1,.510 + [|P0ll2—2/s1,51:0) »

con C = C(Q,w,T) > 0 (obsérvese que, para s; > N/2 4+ 1, X* — L>(Q) con
inyeccién continua). Tomando ¢ = 1/(2C'), por ejemplo, obtenemos

[ulloo + [[B]loc < C(Q,w, TYL+ R)M? (Juolla=z/s1,s0 + | Polla—2/s1.50:9) »

luego para R > 0 suficientemente grande se tiene ||ul|s + ||¢]l0 < R. El Teorema 4.8
queda asi probado cuando las funciones g y G son continuas y h € C*(IR).

ETAPA 2.- EL CASO GENERAL.

Supongamos que f y h estan en las hipdtesis del Teorema 4.8. Introducimos dos
funciones p € D(R x RY) y p € D(R) tales que p > 0 en R x RY, p > 0 en R,
sopp C B((0,0);1), sopp C [=1,1] y

//RXBN pls.p)dsdp = /Rﬁ(S) ds = 1.

Para cada n > 1, consideramos las funciones
pn(s,p) = 0" p(ns,np) V(s,p) € R x RY,

pn(s) =np(ns) Vs e R,
Jn = Pn * G, Gn=p,xG y H,=p,*H.

Finalmente, para cada n > 1, pongamos

fn(S,p) = gn<sap)3 + Gn(S,p) -p V(S,p) cR x IRN

hn(s) = H,(s)s Vs e R.

Las funciones que acabamos de introducir satisfacen las siguientes propiedades:
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i. gn € CO(RXRY), G, € CO(RxRM)N, h,, € C*(IR) (de hecho, son de clase C>),
fn(0,0) =0y h,(0) =0, para cualquier n > 1.

ii. f, — f uniformemente en compactos de R x R".
11. H, — H uniformemente en compactos de R.
iv. Para cualquier M > 0, existe una constante C'(M) > 0 tal que Vn > 1 se tiene

sup  (|gn(s,p)| +1Gn(s,p)[) < C(M),  sup (|Hn(s)[ + [H}(s)]) < C(M).

[s|<M, peRN |s|<M

v. Las funciones g,,, G,, y h,, verifican (4.46) y (4.47) uniformemente en n, es decir,
para cualquier € > 0 existe M, > 0 tal que

|90 (5,0)| + [Hn(s)] < elog”?(1+|s]),  |Gu(s,p)| < elog"?(1+s)),
siempre que |s| > M., para cualesquiera p € RN y n > 1.

Las propiedades 1i., 4., w. y v. se deducen facilmente de las propiedades de la
convolucién y de las sucesiones regularizantes {pp}n>1 v {pn}n>1, asi como de las
hipétesis sobre f y h. Veamos seguidamente que se tiene la segunda propiedad.
Pongamos

f;:pn*f Vn > 1.

Entonces, JA";L — f uniformemente en compactos de IR x IR". Por otro lado, para cada
n > 1, podemos escribir

fals.p) = //RxRN p(o,m)g (s— %,p— %w) (s— %) do dr
+// p(a,w)G(s—%,p—%ﬂ)~<p—%7r)dad7r
RxRN

- gn(87p)s + Gn(svp) D — fn(87p>7

con

o= [ som [g ( T 1w) e ( T 17r) -w} do dr.
n RxRN n n n n

luego fn(s,p) = fn(s,p) + fn(s,p), VYn > 1. Ahora bien, fijado un compacto K de

R x RY, como g, G € LS, existe una constante positiva Ck tal que

SCKu 'G(S—E,p—lﬂ')‘ch7
n

n
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Asi, para cada n > 1 se tiene
|fn(87p)| SCK/”) V(S,p) €K7

de donde se deduce la convergencia uniforme f,, — f en K (y la propiedad ii.).
Para cada n > 1, consideramos ahora el sistema

Optty, — Ay, + fr(un, Vu,) = =A¢, +v,1, en Q,
D1 — Ay + Hyp(bn)on = up en Q,

u, =0, ¢, =0 sobre X,

un(0) = ug,  ¢n(0) = ¢o en €,

donde ug, g € W2 2/5151(Q) N HY(Q), con s; > N/2 + 1. Como consecuencia de
las propiedades anteriores, razonando como en la etapa anterior, para cada n > 1
existe v, € L*(Q) tal que el sistema (4.61) admite una solucién (u,, ¢,) € Zs, x X*!
verificando

(4.61)

un(x,T) =0, ¢p(z,T)=0 en Q. (4.62)

Recordemos que (uy,, ¢,,) es un punto fijo de una determinada aplicacién multivaluada
Ap, definida sobre L2(0,T; HL(Q)) x L4(0,T; Wy %(Q)), con R, > 0 elegido de modo
que |[tn oo + [|#nlloo < Ryp. Ademas,

Hun Zsy + H¢n’ X1 S Cl,TL(va’T? Rn) (HUOHQ*Q/SI,SUQ + H¢0H2*2/81781§Q) ! (4 63>
HUTLHZ;Q S CQ,n(Qawa T7 Rna (bn) (HuOH2;Q + ”(bOHQ,Q) ;
donde
Cin(,w, T, Ry) = exp [C(Q,0,T) (14 + 3+ B2)]
Con(Qw, T, Ry, pr) = C10(Qw, T, Ry,) (1 +IVoullao |I|Tl<é}%( |H,'L(s)|) ,
con ¢ definido en (4.49) y a,, B, v ¢, dados por
Gn= sup  |gu(s,p)l, Bn= sup |Gu(s,p)| v ¢ = méx |H,(s).

|s|<Rn, peRN |s|<Rn, peRN |s|<Rn

Ahora bien, de las propiedades iv. y v. se tiene inmediatamente que para cada ¢ > 0
existe una constante C. > 0 (que depende sélo de ¢ y no de las funciones f,, y h,) tal
que

(9 (5, D) + |Gl p)[* + [ Ha(5)|** < C. + elog(1 + |s]),

cualesquiera que sean (s,p) € R x RY y n > 1. Asi,

[unllz., + [[@nllxer < exp[C(L+ COI 1+ Rn) ([toll-2/s1 00 + [Goll2-2/s1 s:0) -
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Tomando ¢ = 1/(2C) (como en la etapa anterior), podemos elegir R > 0
suficientemente grande e independiente de n de modo que, poniendo R, = R para
cualquier n > 1, se tiene

Zsy + ||¢n| xs1 <R Vn>1

Por otro lado, usando la propiedad iv., de (4.63) se sigue que {v,},>1 estd uniforme-
mente acotada en L?(Q). Razonando como previamente, existen subsucesiones (que
seguimos denotando por {v,}n>1 ¥ {(tUn, ¢n)}n>1) tales que v, — v débilmente en
L*(Q) v (tn, dn) — (u,¢) fuertemente en L2(0,T; HA(Q)) x LI(0,T; W, (), para
ciertos v € L*(Q) y (u,9) € Z,, x X*'. En particular, existe una subsucesién (que
seguimos denotando del mismo modo) tal que

”un

up(x,t) = u(x,t), Vu,(z,t) — Vu(z,t), on(z,t) — é(x,t) cp.d. en Q
y existen ¥y, ¢, € L*(Q) v ¢3 € LY(Q) tales que
un(2, )] < (2, 1), [Vun(z, )] < iha(a,1),  |dn(z, )] < ¢s(2,t) c.p.d. en Q.
Asi, usando las propiedades 7. y iv., deducimos que

folun(x,t), Vuy(z,t)) — f(u(z,t), Vu(z,t)) c.p.d.en Q

| fa (U, V)| < |gn(tn, V)| [un] + |Gr(un, Vug)|[ V|
<CR)(¥1+12) =¥ cpd enQ,
con ¥ € L*(Q), de donde se sigue que
fulttn, Vun) — f(u,Vu)  en L*(Q),

por el Teorema de Lebesgue de la Convergencia Dominada. Andlogamente (usando
ahora las propiedades iii. y 4v.), para una subsucesion se tiene que

ho(én) — h(¢) en L*(Q) (de hecho, en L(Q)).

Podemos entonces pasar al limite en (4.61) y (4.62) y deducir que (u, ¢) (junto a v)
resuelve el problema no lineal de controlabilidad exacta a cero (4.42), (4.15). Esto
termina la demostracion del Teorema 4.8. UJ

Observacion 4.4 FEn particular, el teorema precedente implica que, bajo las hipotesis
(4.44)-(4.47), para cada (ug, ¢o) € (W22/5151(Q) N Hg(Q))Q, con 51 € (N/2+ 1,00),
existe un control v tal que el correspondiente sistema (4.42) posee una solucién (u, ¢)
globalmente definida en [0, T']. Obsérvese que esta afirmacién no es cierta para cualquier
término de control y cualquier dato inicial, pues estamos en el rango de no linealidades
para las que puede haber explosion en un instante de tiempo T* < T.. O
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Observacion 4.5 Analizando la demostracién del Teorema 4.8, observamos que la
controlabilidad exacta a cero del sistema (4.42) continta siendo vélida si reemplazamos
las hipétesis (4.46) y (4.47) por estas otras ligeramente més débiles:

G
¢ lmsup |G (s,p)|

lim sup l9(s, )] Gl
|s|—00 10g1/2(1+ ls]) —

|s|—o0 10g3/2(1 +1s])

uniformemente en p € RY

h
lim sup L/Z(S)l <l
jsl—o0 | 5] log™*(1 + |s])

donde [y, I y I3 son constantes positivas suficientemente pequenas que dependen sélo
de Q, wyT. ([l

Observacion 4.6 Adaptando la demostracién del Teorema 4.8, deducimos un
resultado de controlabilidad exacta a cero local para el sistema (4.42), sin restriccién

alguna sobre el crecimiento de las funciones f y h. En concreto, dadas una funcién
f: R x RY — R localmente Lipschitziana y h € C*(R), con " € L (RR),
verificando f(0,0) = 0 y h(0) = 0, existe p = p(Qw,T, f,h) > 0 con la siguiente
propiedad: para cualesquiera datos iniciales ug, ¢y € W?2~#151(Q) N HL(Q), con
s1 > N/2 + 1, verificando |[uglla—2/s1,51:0 + ||@0ll2—2/s1,51:0 < p, podemos encontrar un
control v € L?(Q) tal que el correspondiente sistema (4.42) admite una tinica solucién
(u,¢) € (L(0,T; Wy (Q) N C%(Q)) x X** verificando u(z,T) = 0y ¢(z,T) = 0
en . Este resultado generaliza el resultado principal de [6], el cual establece la
controlabilidad exacta a cero local de un sistema de campo de fases con f = 0

considerado en un dominio acotado Q@ C RY, con 1 < N < 3, mediante dos controles.
O

Observacion 4.7 En el Teorema 4.8, podemos considerar términos no lineales
mas generales de la forma f(z,t;u(z,t), Vu(z,t)) v h(z,t;¢(z,t)) con (z,t) € Q.
Inspeccionando la demostracién de dicho teorema nos damos cuenta de que, para
demostrar el resultado en este caso, basta que las funciones f y h verifiquen las
propiedades siguientes:

1. f(x,t;0,0) =0y h(z,t;0) = 0 para (z,t) c.p.d. en Q.

O0?h
2. h(z,t;-) e CY(R)y @(x,t; ) € L (R) para (x,t) c.p.d. en Q.
3. f(is,p) =9g(;s,p)s+G(ss,p)-p VY(s,p) € RxRY, con
o et tisp)l - |G, tis,p)|
Isl—o0 log®%(1 + |s|) lsl—o0 log'/2(1 + |s|)

uniformemente en p € RN y en (z,¢) c.p.d. en Q.
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bz, t; )
im 37
s |s| log™>(1 + Js])

=0 uniformemente en (z,t) c.p.d. en Q.

5. Para cada R > 0, existe Mg > 0 tal que

Oh 9%h
lg(z,t;8,p)| + |G, t;8,p)| + | = (z,8;8)| + aZ(xts) < Mp,

ds

para cualquier (s,p) € [-R, R] x RN y (z,t) c.p.d. en Q.

6. h(;s)=H(;s)s Vs € Ry para cada R > 0, existe wg € L1(Q), con g dado por
(4.49), tal que

(x,t;8)] <wg(z,t), 1 <i< N, Vse&[-R,R], (z,t)c.p.d.en Q.

on
8272'

Omitiremos la prueba del resultado en este caso. Notemos solamente que la
quinta propiedad se utiliza para probar que, para cada (z,¢) en L%*(0,T; H}(Q)) x
L9(0,T; Wol’q(Q)), los nuevos potenciales a, B, y c¢¢ definidos por

a, = g('; TR(Z)’ VZ), BZ = G(7TR(Z>7VZ) y €= H('; TR(C))a

0%h

9a? —(x,t;5)
cualquier (s,p) € [-R, R] x RY y (z,t) c.p.d. en Q implica una acotacién similar para
la funcién OH /0s. Este hecho, junto con la dltima propiedad permiten probar, ademés,
que Vee € LY(Q)VN, con g dado por (4.49). O

Seguidamente pasamos a presentar el siguiente resultado de controlabilidad exacta
a trayectorias para el sistema (4.42), el cual generaliza los resultados principales de

2] v [6]:

estan uniformemente acotados en L. Ademas, la hipdtesis < Mpg para

Teorema 4.9 Sean T > 0 arbitrario y h : R — IR una funcion de clase C* verificando
h' € L2(R) y la hipdtesis (4.47), y sea f : R x RY — R una funcién localmente
Lipschitziana tal que

Ii L
fm —
Isl—o0 log®2(1 + |s])

1
/ Osf (s + As,po + Ap) d)\‘ =0,
(4.64)

fm — al (50 + As, po + A d/\‘—o 1<i<N,
Isl—o00 log*/2(1 + |s]) b (50 Po )
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uniformemente en (sg, po, p) € K xRN xRV, siendo K C R un compacto. Supongamos,
ademds, que para cada R >0 y k* > 0, existe Mg+ > 0 tal que

1
/ D5 f(s0 + As, po + Ap) d)\‘ < Mg+,
0

1 (4.65)
/ apif(50+)\8,po+)\p)d)\’ < Mgy, 1<i<N,
0

para cualesquiera sq € [—k*.k*], s € [-R,R] y po,p € RY. Sea (u*,¢*) una
solucion débil de (4.42) en L®(Q)? asociada a (u},@5) € (W2 2/s151(Q) N H(Q))?,
con sy > N/2+ 1, y av* € L*Q). Entonces, para cualquier dato inicial (ug, o) en
(W2=2/sus1(Q) N HY(2))?, existe un control v € L*(Q) y un estado (u,¢) € L=(Q)?

asociado a (ug, ¢o) y a v tal que
uz, T) =u(z,T) y ¢(T)=0¢"(z,T) en
O

Observacion 4.8 Dado que, cuando f(0,0) = h(0) = 0, la controlabilidad exacta a
cero puede interpretarse como la controlabilidad exacta a la trayectoria (u*, ¢*) = (0, 0)
(asociada a v* =0y a (ug, ¢f) = (0,0)), parece natural que para probar el Teorema 4.9
impongamos hipotesis ligeramente mas fuertes que las exigidas en el Teorema 4.8, tales
como (4.64)—(4.65). Por otro lado, la hipétesis (4.47) sobre el crecimiento de h, que no
es otra que
1 1
lim —/ h'(As) dX\ = 0,
lsl—o0 1og¥2(1 + |s|) Jo

es equivalente a

1
fm — / 1 (so + As d)\’_(),
Isl—o0 log®?(1 + |s]) [Jo (s )

uniformemente en sy € K para cada compacto K C IR,

como ya se observé en [17]. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.9: En primer lugar, pongamos w = u — u* y
q = ¢ — ¢*, con (u*,¢*) como en el enunciado. Entonces, (u, ¢) resuelve (4.42) con
término de control v si y sélo si (w, q) satisface

Ow — Aw + f(z,t;w, Vw) = —=Aq + vl, en Q,
g — Aq + h(z,t;q) = w en Q,

w=0, ¢g=0 sobre X,

w(0) = ug —us, q(0) = po — ¢f en

(4.66)
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donde v =v —v*y f, h vienen dadas por

fatys,p) = fu(z,1) + 5, Vur(z, 1) + p) = f(u(2,1), Vu'(z, 1)),

W, t;5) = h(9™(x, 1) + s) — h(d"(2, 1)),

para (z,t) € Q, s € Ry p € RM. Gracias al cambio de variables introducido, la
demostracién del lema se reduce a probar que existe un control v € L?(Q) tal que el
sistema (4.66) posee una solucién (w,q) € L®(Q)? verificando

w(z,T)=0 y q(z,T)=0 en

Para garantizar la existencia de tal control, es suficiente ver que las funciones fy h
verifican las propiedades de la Observacion 4.7. Notemos que f y h pueden escribirse
en la forma

flatis,p) =G, tis,p)s+ Gla,tis,p)-p vy h(x,tys) = H(z, t; 5)s,

para (z,t) € Q, s € Ry p € RY, donde

1
atisp) = [ 05 (.0) + s,V (2.0) + p)
0

1
Gi(z,t;s,p) = / Op, f(u*(x,t) + As, Vu*(x,t) + Ap)d\, 1 <i<N,
0

H(z,t;s) = /01 R (¢ (x,t) + As) dA.

Teniendo en cuenta la regularidad de h y (u*, ¢*), las expresiones precedentes y las
hipdtesis (4.47), (4.64) y (4.65) (véase también la Observacién 4.8), es un ejercicio
sencillo comprobar que f y h verifican las condiciones de la Observacién 4.7. Esto
termina la demostracién del lema. ([l

Observacion 4.9 Adaptando la demostracion anterior, se deduce sin dificultad un
resultado de controlabilidad exacta local a trayectorias para el sistema (4.42). O

4.4. Controlabilidad aproximada de un sistema de
campo de fases superlineal

En esta secciéon mostramos el siguiente resultado de controlabilidad aproximada
para un sistema superlineal de campo de fases de la forma (4.42):
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Teorema 4.10 Supongamos que f y h estin en las hipdtesis del Teorema 4.9.
Entonces, para cualesquiera T > 0, ug, ¢g € W2 2/5051(Q)N HL(Q)), con 51 > N/2+1,
ug, pg € L*(Q) y cualquier € > 0, existe un control v € L*(Q) y un estado (u, ) en
L>(Q)? asociado a v y a (ug, ¢o) tal que

[u(,T) = udllzo <&y [|o(T) = Gallza <€ (4.67)

DEMOSTRACION: Sean f y h dos funciones en las hipétesis del Teorema 4.9 y sean
T >0,e> 07y u, ¢ € WH2/505(Q) N HE(Q), con s; > N/2 + 1. Obsérvese que es
suficiente probar el resultado para datos finales ug, ¢g € W2=2/5151(Q) N HL(Q2), por ser
este espacio denso en L%(€). La demostracién se hard en varios pasos.

1. En primer lugar, existe dg > 0 (dependiendo sélo de €2, ug, ¢4, f y h) tal que el
sistema

Ow — Aw + f(w, Vw) = —Aq en Q x (0, dp),

01q — Aq+ h(q) =w en Q x (0,d),

w=0, ¢q=0 sobre 9 x (0,0d),

w(z,0) = ug(x), q(x,0) = ¢g(z) en €,
posee una solucién (w, q) € L=(Q x (0, dg))? verificando

w(-,t), q(-,t) € W*ses1(Q) N H} (Q) WVt € [0, ).
Dado € > 0, podemos elegir d; € (0, Jy| suficientemente pequetio tal que
lw(- 1) = uallze <€, [lq(-,t) — Gallze <& VL €10,61]. (4.68)

2. Dado ¢; verificando (4.68), fijamos m € IN tal que 6 := T'/m < ;. En virtud del
Teorema 4.9, existe v; € L*(Q2 x (0,4)) tal que el sistema

Ou — Au+ f(u,Vu) = —A¢p +v11, en Q x (0,9),
Orp — Adp+ h(p) = u en Q x (0,0),

u=0, ¢=0 sobredQ x (0,6),

u(@,0) = uofx), &z, 0) = Golx) en

admite una solucién (uy, ¢1) € L=(Q x (0,4))? tal que
uy(z,0) = w(z,9), ¢1(x,d) =q(z,0) en Q.
3. De nuevo por el Teorema 4.9, existe v € L*(Q2 x (0,4)) tal que el sistema

Ou— Au+ f(u,Vu) = —A¢ +vl, en Q x (0,9),
Orp — Ad + h(p) = u en Q x (0,0),

u=0, ¢=0 sobredQ x (0,0),

u(z,0) = w(zx,d), ¢(x,0)=q(x,d) en
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tiene una solucién (u, ¢) € L=( x (0,4))? verificando

u(z,0) =w(x,9), ox,d)=q(x,d) en Q.

4. Conclusion. Construimos finalmente el control buscado v de la siguiente manera.
Pongamos I}, = [(k — 1)d, kd], para 1 < k < m. Para (z,t) c.p.d. en @, definimos

(1) = v1(z, 1) si(z,t) € Q x I,
VT Bt — (k—1)8) si(mt)eQxI, 2<k<m.

Por construccién, v € L*(Q) y el correspondiente sistema (4.42) admite una solucién
(u,6) € L=(Q)? tal que
u(e,T) = w(z,8), 6(,T) = q(z,6) en Q.

Finalmente, recordando (4.68) y que 6 < 41, se tiene (4.67). Ello concluye la prueba. O

4.5. Controlabilidad exacta a cero de otros sistemas
parabdlicos acoplados no lineales

Una mirada detallada a la demostracién del Teorema 4.8 revela que podemos probar
el resultado para sistemas parabdlicos acoplados no lineales mas generales de la forma

Ou — Au+ f(u,Vu, ¢, Vo) = —A¢ + vl, en Q,

0 — Adp+ h(¢) =u en Q,

u=0, ¢ =0 sobre2,

U(QS’,O) = Uo(flf), ¢($,O) = ¢0($) en Q7
donde f : R x RY x R x R¥Y — IR es una funcién localmente Lipschitziana,
h : R — TR es una funcién de clase C', el dato inicial (ug,¢y) estd dado en
(W2=2/s0s(Q) N H&(Q)){ con s > N/2+ 1,y v € L*(Q) es nuevamente una funcién
control por determinar que actia sobre un abierto no vacio w C €2 arbitrariamente
pequeno. Supondremos que las funciones f y h tienen determinado crecimiento
superlineal en el infinito y que verifican f(0,0,0,0) =0y A(0) = 0.

Al ser f localmente Lipschitziana, podemos escribir

(4.69)

f(s7p7 g, 7T) = gl(S,p, g, W)S + Gl(svpa g, 7T) P + 92(57297 g, 77)0 + GZ(Sapa g, 7T) C T,

para cualquier (s,p,o,7) € R x RY x R x RY, donde ¢; : R x R — Ry
Gi: R xRN - R, i=1,2, son las funciones L definidas por

loc
1 1
gl<57p7 g, 7T) = / asf()‘57/\pa )‘07 )\7'(') d)\a G1(87p7 g, 7T) = / (9pf(>\s,)\p, >\07 )‘ﬂ-) d/\7
0 0
1 1
g2(s,p,0,m) = / 0o f(AS, Ap, Ao, Am) dN,  Ga(s,p,0,m) = / Or f(AS, Ap, Ao, ATr) d,
0 0
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para cualquier (s,p,0,7) € R x RY x R x RY (aquf hemos denotado por 0, f la
derivada de f con respecto a o y por O, f el gradiente de f con respecto a 7).

En la situacion anterior, se tiene el siguiente resultado de controlabilidad exacta a
cero:

Teorema 4.11 Sean f : R x RY x R x RY — R localmente Lipschitziana v
h € C*(R), con h" € L2.(R), verificando

loc
i) £(0,0,0,0) =0, h(0) =0;
i1) para cada R > 0, existe Mg > 0 tal que
|91(5,p, 0, )| 4 |G1(s, p, 0, )| + [92(s, p, 0, )| + |Ga(s, p, 0, )| < M,
para cualesquiera s,o € [—R, R], p,m € RY;

iii)

‘gl(sapa g, 7T)| _ . |G1(S7p7 g, 7T)|
m 372 =0, im 73 =0,
shHlo /o0 Tog?2(1 + || + [o]) s+l l—oc Tog V2(1 + [s| + [o])
G
im |.32(Sap7 g, 7T)| =0 y im | 2(57177 g, 7T)| —
lsl+lo|—o0 log?(1 + |s| + |o]) jsl+lo|—o0 log (1 + [s| + o)

uniformemente en (p,7) € RN x RY;
i)
h
)
o]0 || log®%(1 + |o])

Entonces, para cualquier T > 0, el sistema (4.69) es exactamente controlable a cero en
el instante T'. O

Observacion 4.10 La prueba del resultado precedente sigue los pasos de la del
Teorema 4.8 y, por ello, la omitiremos. Nos limitaremos a senialar los pasos esenciales
en el andlisis de la controlabilidad exacta a cero de un sistema lineal similar a (4.69),
con el fin de ayudarnos a comprender las hipotesis impuestas a las no linealidades
en el Teorema 4.11. Sea B, un abierto no vacio arbitrariamente pequeno tal que
By cC w C Q. Dados a,c,e € L®(Q), B,F € L®(Q)" vy uop, ¢y € L*(Q) (al menos),
consideramos el sistema lineal acoplado

Ou—Au+B-Vu+au+F-Vo+ep=—A¢p+ vl enQ,
O — Ap+cp =u en Q,

u=0, ¢ =0 sobreX,

u(z,0) =uo(z), ¢(z,0) = ¢o(x) en Q,

(4.70)
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y el correspondiente sistema adjunto

—Op—Ap+cp—V - (F)+ep =—AvY en Q,
—0p =AY =V - (BY)+ap = en Q,

p =0, =0 sobre X,

p(z,T) = ¢"(z), (@ T)=v"z) en Q.

Como hicimos notar en la Seccién 1.5 de la Memoria (véase la pagina 38), existen dos
constantes positivas C'y ¢ (dependiendo sélo de 2 y By) tales que la solucién (p, )
de (4.71) asociada a cualesquiera ¢°,° € L?(2) satisface la desigualdad de Carleman

1.38) (con a de la forma (1.11)), para cualquier s > 5 = (2, By)(T + T?M), siendo
(1.38) (

(4.71)

T 1/2 1/2 2/3 2/3 1/4 1/2
M =1+ |la+ el &£+ llall &£ + allZ + el + llell£* + llells6 + 11Blloo
1/4 1/3 2/3
F[IBIZ + FNL+ 1FNE + 1F I+ 1F oo

Combinando dicha estimacién de Carleman con las correspondientes estimaciones

de energia, se prueba la siguiente desigualdad de observabilidad para las soluciones
de (4.71):

10(0) 20 + [4(0)|0 < exp(CFH) // )
0><0,T

donde C'=C(2,By) >0y H = ﬁ(T, a,c,e, B, F') > 0 viene dada por

— 1
H =M+ =+ T (1 llal + llelleo + llellee + [BIZ + 1F15) -

con M > 0 como mds arriba. La desigualdad de observabilidad anterior nos permite
obtener una funcién control ¥ € L?(Q), con sop © C Byx[0,T], que da la controlabilidad
exacta a cero del sistema (4.70) y podemos estimar

R C ~
il < exp ( §7) (lallza -+ 6ol

con C =C(Quw) >0y H > 0 como anteriormente. Para convencerse de ello, basta
seguir la demostracion del Teorema 4.4. Finalmente, la construccion de controles en
L™(Q) sigue los mismos pasos de la llevada a cabo en la Subseccién 4.2.2, obteniendo un
resultado analogo al Corolario 4.7, pero reemplazando en las estimaciones la constante

Ho por Ho = Ho(T,a,c, e, B, F) dada por
) 1 2/3 2/3 1/2
Ho =1+ =+ [|all2” + lell2e” + llell* + B2 + | Flloo
+ T (1+ lalloe + leloe + lello + [ BIZ + 1F1Z)
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El estudio detallado del caso lineal combinado con un argumento de punto fijo
analogo al llevado a cabo en la prueba del mencionado teorema, nos dan el resultado
cuando las funciones g¢;, G;, i = 1,2, y h” son continuas. Solamente indicamos que, en
este caso, elegimos el intervalo temporal (0,Tg), con Tr dado por

, —1/3  _—1/2 -1 —1/3
TR:mm{T,Oﬁ,R Qo R PRI KR }
donde

QR = sup |gi(57p7 0-771.)’7 ﬂi,R = sup ’Gi(8>p7 0'777-)‘7 1= 1727
|s|+|o| <R, p,mTeRN |s|+|o|<R, p,mreRN

kg = max |H(o)|.
» = mix |H(o)|
Adaptando la etapa 2 del Teorema 4.8 a la presente situacion, se prueba el resultado
en el caso general.

O

4.6. Comentarios adicionales y algunos resultados
que quedan pendientes

Finalizamos el capitulo con unos breves comentarios, algunos de los cuales dan lugar
a cuestiones sobre las que pretendemos seguir nuestra investigacion.

1. La técnica de construcciéon de controles regulares desarrollada en el Capitulo
anterior permite obtener un control v € L"(Q), r € [2,00), que resuelve el
problema lineal de controlabilidad nula (4.14)-(4.15) cuando D = 0, bajo la
hipétesis adicional Ve € LY(Q)N (v dado por (4.37)), sin necesidad de utilizar
la desigualdad de Carleman (1.38) establecida en el Teorema 1.7. Bastaria con
controlar el sistema a cero con dos controles en L?(Q), uno en la ecuacién de
la entalpia u y otro en la ecuacién del pardmetro de fase ¢ (actuando ambos
sobre un mismo abierto By CC w) y eliminar seguidamente el segundo control
mediante la mencionada técnica?.

Utilizando un argumento similar, es posible controlar a cero, con un solo control

2Recuérdese un comentario similar en el marco de la existencia de controles insensibilizantes (ver
p. 127).
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distribuido v, un sistema de 3 ecuaciones lineales del calor acopladas de la forma

dyr — Ay + B - Vyr +ayr =& + vl en @,

Oyp — Ayo = y1 + & en Q,

Oys — Ays = ya + & en @, (4.72)
y; =0 sobre X, 1< <3,

Yi(z,0) =0 en Q, 1<1i<3,

con potenciales a y B en L™ y términos fuente & (1 < i < 3) bajo hipétesis
adecuadas®. En primer lugar, se obtendrian tres controles ¢; (1 < ¢ < 3) actuando
sobre un abierto wy CC w que resuelvan el problema de controlabilidad nula

O — Ay + B - Vi1 + ajy = & + 011y, en Q,
Oifla — Aya = 91 + & + 021, en Q,

O0ifis — Az = G2 + &3 + 031, en Q,

;i = 0 sobre X, 1<7 <3,

Ui(2,0) =0 en Q, 1<i<3.

Se considera seguidamente una funcién 0 € D(©) (@ es un nuevo abierto regular
tal que wy CC W C w) verificando § = 1 en un entorno de wy. Entonces, si
los términos fuente & (1 < i < 3) son suficientemente regulares, las funciones
y1 = (1= 0)g1 — 05 +2V0 - Vi + (A0) g2 + (0 — A)[-083 +2V0 - Vi3 + (A0) 3],
yo = (1 = 0)gs — 0&3 + 2V0O - Vys + (AB)y3 e y3 = (1 — 0)7y3 también lo son y
resuelven el problema de controlabilidad nula para el sistema (4.72) con término
de control v dado por

(0, — A+ B -V +a)[~0& + 2V0 - Vijs + (A0) ]
+ (0 —A+B-V+a)|[(0 —A)(—0& +2VE - Vys + (A0)ys3)] .

Un razonamiento similar permite controlar a cero, con un solo control distribuido,

30bsérvese que si el problema de controlabilidad nula tiene condiciones iniciales no homogéneas,
éste puede ser facilmente llevado a la forma (4.72), con términos fuente &;, al menos, en X? con p
arbitrario en (1, c0).
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un sistema de m ecuaciones lineales del calor acopladas de la forma

(01 — Ayr + B -Vy +ay; =& +vl, en @,
Oyo — Ays =11 + & en Q,
Oys — Ays = yo + &3 en Q,

atym_Aym:ymfl‘Ffm en Q,
y; =0 sobre X, 1<i<m,
( 4i(2,0) =0 en Q, 1<i<m,

con a € L*(Q), B € L®(Q)" y bajo hipdtesis adecuadas sobre los términos
fuente & (1 < ¢ < m). Esta estrategia también contempla la posibilidad de
considerar términos lineales de orden cero (no de primer orden) en las m — 1
ultimas ecuaciones, aunque ello conlleva pedir hipdtesis adicionales de regularidad
sobre los potenciales.

Extendiendo el Teorema 4.11 a términos no lineales mas generales de la forma
flz,t;u(z, t), Vu(z, t), ¢(z,t), Vo(z,t)) v h(x,t;¢(z,t)) (con (x,t) € Q) bajo
hipotesis adecuadas, pueden obtenerse sendos resultados de controlabilidad
exacta a trayectorias y controlabilidad aproximada para el sistema (4.69),
analogos a los establecidos en los Teoremas 4.9 y 4.10. Los detalles quedaran
recogidos en el trabajo en preparacién [29)].

Seria de interés generalizar los Teoremas 4.8, 4.9 y 4.10 al caso de modelos
similares en los que se consideran, en la ecuacién del parametro de fase ¢, no
linealidades de la forma h(¢, V¢) con determinado crecimiento superlineal en el
infinito. Para ello, deberian construirse “buenos” controles para el problema de
controlabilidad nula

U —-AU+ B-VU +aU = —-Ad —npu+vl, en Q,

0P —AD+D -VO+cd=U—-1n¢ enQ,

U=0, & =0 sobre?,

U(z,0) =0, &(x,0)=0 en

(4.73)

Uz, T)=0, ®(z,7)=0 enQ,
donde (7, ¢) es ahora la solucién débil de
Ot — AU+ B-Vu+au=—A¢ en Q,
00 —Ap+D-VP+cp=7 en Q,

u=0, ¢=0 sobre?,
u(r,0) = up(x), ¢(x,0) = do(z) en Q.
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donde a,c € L>®(Q) y B, D € L*°(Q)". Sin embargo, en la linea de un comenta-
rio hecho en el capitulo anterior, la técnica de contruccién de controles regulares
desarrollada en el capitulo anterior no puede aplicarse a sistemas acoplados de este
tipo. En efecto, supongamos que ya hemos obtenido un control ¢ en L*(Q), con
sop® C By x [0,T], que nos da la controlabilidad nula del sistema (4.73) (By C w
es un abierto no vacio). Partiendo de 9 y de la correspondiente solucién (U, ®)
de (4.73), la expresién de un nuevo control obtenido mediante la mencionada
estrategia seria:

v = 0T —2V0- VO — (AF)D +2V0 - VU + (AG)U — Vb - (BU)
+ (0, —A+B-V+a) [677’5+2V6~V<i>+(A6)<i>—V8~(Dﬁ) ,

donde § € D(w) verifica § = 1 en By. Observamos que, si D € L*°(Q)", algunos
términos de esta expresién no son suficientemente regulares para que el estado
(U, @) esté en un espacio adecuado para aplicar un argumento adecuado de punto
fijo, luego el problema permanece abierto para tales no linealidades.

Queda asimismo pendiente la investigacion de las propiedades de controlabilidad
para sistemas no lineales de campo de fases y otros problemas parabdlicos no
lineales acoplados més generales cuando sobre el sistema ejercemos un control
frontera. Por otro lado, seria también de interés intentar extender las propiedades
de controlabilidad que se muestran en este 1ltimo capitulo de la Memoria al caso
de dominios no acotados.
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Apéndice A

Demostracion de algunos resultados
técnicos

Concluimos la Memoria con un apéndice en el que demostramos algunos resultados
de caracter técnico enunciados en la Seccién 3.2.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.1: Sean a € L®(Q), B € L*(Q)" y
r € [2,00). La prueba de los dos primeros apartados es analoga. Nos centraremos en la
demostracién del primero y en el caso N > 2 y r € (2,00), siendo la discusién similar,
pero mas directa, en los otros casos.

Consideramos una solucién débil y € L*(0,T; H(Q)) N C([0,T]; L*(Q2)) de (3.14) y
sean V y V' como en el enunciado. A lo largo de la prueba, C' designard una constante
genérica positiva independiente de T', cuyo valor puede cambiar de una linea a la
siguiente. Por simplicidad, la dependencia de la constante C' con respecto a €2, N, r, V
y V', al no ser esencial en nuestro anélisis, no se explicitara.

a) Supongamos que F' € L"(§,T;L"(V)), con 6 € [0,T) arbitrario, y fijemos
0" € (6,T). Procederemos en varias etapas y, en cada una de ellas, realizaremos una
localizacion en espacio y tiempo.

Consideramos una familia de abiertos {V; }o<i<r+1 tales que

V =V, CCVrCC---CC V) CCV,y,CCV,

donde el entero I se determinard mds adelante (veremos que I depende de N y 7).
Dividimos el intervalo [d, '] en I + 2 partes iguales y ponemos
(1 +1)(0" =)

5 =0 ,
T2

i=0,1,... 1+1.
o En primer lugar, consideramos una funcién ny € C*°([0,7]) verificando

77050 cn [075]7 77051 en [507T] y OSWSL ‘n()(t)' S

T
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y sea & € D(V) tal que g =1 en V. Poniendo wy = ooy, es facil comprobar que wy
resuelve el problema

(A1)

ow —Aw =G en Q,
w=0 sobre ¥, w(xz,0)=0 en €,

con G = GGy dada por
Go = noéo " + 1m0y — 1o [§oay + & B - Vy + 2VEy - Vy + (A&)y] -
De la regularidad de y y F (y por la eleccién de 1y y &), deducimos que Gy € L*(Q) y
1Gollze < CMo (|Fl| 26200y + 1Yl 2mynee)) » (A.2)
con My = My(6' — 6,a, B) > 0 dada por (3.16). Entonces,
wy €Y = {u:ue L*0,T; H*(Q) N H(Q)), dwu € L*(Q)}(c C([0,T]; L*()),

con
|lwolly < CGoll2.o (aqui C = 1).

Asi, recordando que wo |y, x (56,7 = Y|vox (0,1 ¥ (A.2), deducimos que

y € L*(00, T; H*(Vy)) N L™ (00, T; H' (W),

(A.3)
191l 2260 32 oo 30,31 v0)) < CMo (| Fll p26msz2 0y + Nl 2 ganynea))

con My > 0 como antes.
o Sean ahora & € D(Vy) y mp € C(]0,T]) tales que & =1 en Vy,

m=0 en[0,8], m=1en[6,T] v 0<m <1, |nit)] <C/(6; —dp) en [0,T].
Entonces, w; = m&y resuelve (A.1), con G = G definida por

Gi1=m&EF +ni&y —mGay + & B - Vy +2VE - Vy + (A&)yl.

Por un lado, la regularidad de F'y la eleccién de n; y & nos dan & F € L"(Q). Por
otro, de (A.3) y de las inyecciones usuales de Sobolev, se sigue que

. 1
Gy —m&F € L2(0,T; L* () N L>(0,T; L*(R)), con 7=

1
N

N —

(recordemos que N > 2). Usando desigualdades clésicas de interpolacién, obtenemos

2Nr
—m&F € L0, T; LP() - =
Gl 77151 € (07 y ( ))7 b Nr — 47
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2/r 1-2/r
HG1 - 771§1FHL7“(LP(Q)) < HGI - 77151FHL/2(L2*(Q))HG1 - 771§1FHL00(/L2(Q))
< Mollyll 22 (86,712 (Vo)) Lo (86,71 (V) -
De este modo,

) 2Nr
G1 € L7(0, T3 L7(2)), po=min {T’ Nr — 4} ’

junto con

Gl ro) < C (| Fller om0y + Mollyll 2o i vopnr=gormony) »  (Ad)

con My > 0 como mds arriba. Aplicando ahora el Teorema 2.1 de [27], se tiene que
wy € L7(0,T; WP (Q)), dywy € L7(0,T; LP(Q)) v

w1 Lrw2ro () + 1001 ]| Lr(zro )y < CllG1|Lrzro ), (A.5)

donde la constante positiva C' es independiente de 7. Como wy = y en V; x (61,7,
tenemos

y € L"(01, Ty W* (W), Oy € L7(01, T5 L (W),
y de (A.3)-(A.5) deducimos la estimacién

Yl (50 w20 (vyy) + 110yl Lr 51,1200 1))
< C(IFllremzroy + Mg (1Fll 2@z + 19l 2amnowe)) (A.6)
< C(A+T*)M; (|IF||zrsrserooy + Nyl z2amynew)

1 1

con a = a(r) = 5V My > 0 como antes. Aqui hemos usado que
r

IF Nl 2200 < C(T = 8) | Fl e s i ovy)-

Sir < 24 4/N, es decir, si pp = r, la primera parte de la proposicién estaria
probada. Supongamos ahora que r > 2 +4/N es decir, 2 < py = 2Nr/(Nr —4) <.
Aplicamos ahora el siguiente lema, cuya demostracién damos al término de esta prueba.

Lema A.1 Sean a € L™(Q), B € L=(Q)" ey € L*(0,T; H'(Q)) n C([0,T]; L*(2))
una solucion débil de (3.14). Supongamos que F' € L"(8,T;L"(V)), con V C Q un
abierto, 6 € [0,T) y r € (2,00) arbitrarios. Sean wy y wy dos abiertos tales que
wi CCwy CV yeg, e €(0,T), con gy < 1. Supongamos que y € L™ (g9, T; W2 (wy)),
con ro € [2,r). Entonces,

y € L (e, T; WQ’”(wl)) y Ow € L"(e1,T; L™ (wy)),
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donde

{ L L) ' <N
min{r, [ —— — ST ,
r = ro N 0 (A.7)

r st rg > N.

Ademds, se tiene la siguiente estimacion

Y[l e riw2rs ) + 10yl r(er 71 )

1
<0 (14 =2 ) @t el + 1B (1Pl + i)
donde C' es una constante positiva que depende de 2, N, r, wy y w1. 0
¢ Aplicamos este lema para ¢ = 1,...,I, reemplazando ¢y, €1, wy, w1, 7o ¥ 71,

respectivamente, por 0;, 0,11, Vi, Vit1, pi—1 v Pi, donde

1 1 i
—=——— parat=1,....1—1 'y pr=m,
pi po N
2N
con py = ! . De este modo, tenemos
Nr—4

Y € L™ (641, T; WP (Viz)), Oy € L (6141, T; LP (Virn)), 1<i <1,

y las correspondientes estimaciones. Para determinar I, observemos que podemos
N(r—2)—4

aplicar el Lema A.1 mientras p,_1 < N y p; < r, es decir, mientras i < o

I = {W;—f)_ll]ﬂ,

Asi, en I etapas, con

donde [o] designa la parte entera del nimero real o, obtenemos y € X" (', 7T;)V')
(recordemos que Vi1 = V' y §;41 = 0') y la estimacion

lyllxr@ 2 < CMg (| Fllr @iz + 19l aawver o) -

con My > 0 definida en (3.16). Combinando esta estimacién con (A.6), se obtiene
inmediatamente (3.15), con K = K(N) = N/2 + 3, que es una cota uniforme de I + 2.
La primera parte de la proposicion queda asi probada.

b) La demostracién de este apartado serd omitida, al ser idéntica, e incluso més
sencilla, que la que acabamos de hacer. Solamente indicar que, en este caso, basta con
hacer un proceso de localizacién en espacio. De ahi que en la estimacion no aparezca el
término 1/(8" — 6), el cual procedia del proceso de localizacion en tiempo (recordemos

que [ni(t)| < C/( —6) vt €[0,T], Vi € {0,...,1}).
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c) En las hipétesis del apartado anterior, supongamos ademds que F estd en
L0, T; Wi (V)), B=0y Va € L'(Q)", con vy dado por (3.17) y B = 0. Conside-

ramos un nuevo abierto V tal que
V' ccvcay.
Aplicando el apartado anterior, se tiene inmediatamente

y € X"(0,T: V),

N e (A.8)
1Yl xrorpy < CA+T) (14 [lalloo)™ (1F ] zrzrovy + yllz2mnoes))

con a = a(r) y K = K(N) como antes. Para concluir la demostracion, bastara con ver
que, ademas, se tiene
Oy e X"(0,T;V), 1<i<N, (A.9)

y la siguiente estimacion
10yl xr 0 < CMo (14 [10iallviq) (1l Lrewrr oy + 1Yl 2cynew)) »

donde 0;y denota la derivada de y con respecto a z; (1 <i < N)y MO viene dada por
(3.18). Para ello, fijemos i € {1,..., N} y pongamos

con ¢ € D(V) tal que ¢ = 1 en V'. Por la eleccién de ¢ y las hipétesis sobre y, se
comprueba facilmente que w; resuelve (A.1) con G = G; dada por

Gi = COF — Cady — Cydsa — 2V ¢ - V (diy) — (AC)diy (A.10)

(aqui usamos, en particular, y € C([0,T]; H'(V))). Veamos que G; € L"(Q). Para
ello, estudiaremos con detalle el término (y0;a. Bajo las hipdtesis sobre y, a y F, es
inmediato ver que los restantes términos también estan en L"(Q).

Regularidad de (y0;a

En primer lugar, observamos que (y € X", gracias a la eleccién de ¢ y a (A.8). En
virtud del Lema 3.3 de la Memoria y teniendo en cuenta que Va € L?(Q)", con v dado
por (3.17), podemos afirmar lo siguiente:

o Sir < N/2+ 1, entonces (yd;a € L"(Q), puesto que, en este caso,
1 1 2
€ LP(Q), — = - "y 0ac LN*Q).
v e Q) con 3 = = 2 v da @
o Sir = N/2+ 1, entonces (y € L%Q) para cualquier ¢ < oo y
dia € LN?T142(Q) para ¢ > 0 arbitrariamente pequefio. De nuevo

inferimos que el término bajo estudio estd en L"(Q).
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¢ Recordando que los espacios de Holder C’l’%(@) se inyectan de forma
continua en C°(Q), para r > N/2+ 1 deducimos la regularidad L" del
término (yo;a.

¢  Finalmente, en cualquiera de los casos anteriores se tiene

1
Icdallg <€ (14 1) Isllx- 10l
con C' > 0 independiente de T'.

Volviendo a (A.10), de las consideraciones anteriores deducimos que G, € L"Q)y

~ 1
1Gillna <€ (14 1) (1o + (14 ol + 100l Iolrsy) - (A1)
Aplicamos nuevamente el Teorema 2.1 de [27], infiriendo que
w; € X', wil|x- < C[|Gillrq,

con C' > 0 independiente de T', que junto a (A.11) y a (A.8), nos da
lwillxr < CMo (14 110sall:0) (I1F I owir oy + I9ll2amnces)

con C = C(Q,N,r,V,V)y Mo como antes. Finalmente, teniendo en cuenta que
w; = 0y en V', se obtiene (A.9) y la correspondiente estimacién, con lo que concluye
la demostracion del resultado. 0

Seguidamente pasamos a probar el Lema A.1.

DEMOSTRACION DEL LEMA A.1: Razonamos nuevamente por localizacién. Conside-
ramos dos funciones 77 € C*([0,7]) y £ € D(wp) tales que 7 = 0 en [0,g0], 7 = 1
en e, T),0 <G <1y |77 (t)] < C/(ex—eo) en [0,T] y € = 1 en wy. Pongamos @ = 7j€y.
Entonces, w resuelve (A.1), con

G = ﬁgF+ﬁ’fy—ﬁ[§ay+§B - Vy + 2VE - Vy + (Ag)y] :

La regularidad de F' e y junto a las inyecciones usuales de Sobolev nos dan, en
particular, G € L"(0,T; L™ (Q2)) y

HGHLT(LTl ) < CMy(e, — €0, 0, B) [HFHLT(&T;LT(V)) + Hy”LT(EO,T;WWO(wo))} )

con r; y My(-,a, B) definidos por (A.7) y (3.16), respectivamente (aqui C' depende de
los abiertos wy y wy).
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De nuevo en virtud del resultado de Giga y Sohr citado en la pagina 175, deducimos

we L (0,T; WZv’"l(Q)), ouw € L"(0,T; L™ (Q)),
H{E”LT(WQ’”(Q)) + ||8@||Lr(m(g)) < C||GHLT(L’“1(Q))7

con C' > 0 independiente de T'. Finalmente, basta con tener en cuenta que w e y
coinciden en wy x (e1,7") y la estimacién de ||G|| 1z (q)) para obtener el resultado. [

Terminamos este Apéndice con la demostracion del resultado de regularidad interior
Holderiana establecido en la Proposicion 3.4, que combina un sencillo argumento de
localizacién y la aplicacién del Teorema 5.2 de [39].

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 3.4: Supongamos que estamos en las hipétesis
del enunciado, con § € (0,1) y V fijados. Dado un abierto V' CC V, consideramos
un abierto regular V; tal que V' CC V; CC V. De acuerdo con la regularidad
de h y del potencial d, podemos aplicar el ultimo apartado de la Proposicion 3.1,
con r = (N +2)/(1 —p) (asi, v = r, puesto que r > N + 2), y deducir que

ox

u
u, — € X"(0,7;Vy),i=1,..., N, junto con la estimacién
i

[ull xror0m) + VUl xr o0~ < C IRl wir o) + lull 2ynce ]

con C' > 0 dependiendo de Q, V, V', T, ||d|| v ||Vd|l;q. Como r > N + 2, por el
Lema 3.3 de la Memoria tenemos

u, % e CYEET (VY x [0,T]), i=1,...,N, (A.12)

con

’u‘1+ﬂ:¥;91><[0,ﬂ T ‘vu‘Hﬁ,%;VlX[O»T} (A.13)
< C(QV VT, |l [VallLr) (-l orowrr oy + Null z2camncez) ) -

Veamos que, de hecho, u estd en C3+5:%5 (V'x[0,T]) y satisface la estimacion (3.19).
Para ello, sea ¢ € D(V;) una funcién tal que ¢ = 1 en V' y pongamos w = (u. Entonces,
w resuelve

(A.14)

dw — Aw = h en @,
w =0 sobre ¥, w(z,0)=0 en ,

con h = Ch— [du + 2V - Vu + (AQ)u]. La regularidad de h y d junto con (A.12) nos
dan 7 € CT*557(Q) y, usando (A.13), se tiene

WH@%;@ <C (|h|1+ﬂ,#;vx[o,7’] + ||U||L2(H1)mC(L2)) ; (A.15)
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con C = C(Q,V, VT, |Zi|1+/8’ﬂ;@). Debido a que 09 € C3# y al hecho de que se
satisface trivialemente la condicién de compatibilidad de orden 1 para el sistema (A.14),

podemos aplicar el Teorema 5.2 de [39] y obtener w € C3+5’#(Q), con
|w|3+ﬁ7#@ < C(QvT)|h|1+5,#;@' (A.16)

Finalmente, recordando que u = w en V', inferimos la regularidad interior deseada de u
y se tiene la estimacion (3.19), usando (A.16) y (A.15). O
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