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Capitulo 1

Planteamiento y resultados

1.1 Introduccion: objetivo de este trabajo

Muchos problemas de la ciencia y la tecnologia se modelizan mateméaticamente
como problemas de optimizacién en los se buscan las soluciones 6ptimas con un
determinado criterio. Dentro de la Teorfa de la Optimizacién, el Célculo de Va-
riaciones trata el problema de encontrar minimizadores de funcionales en forma
de integral definidos sobre espacios de dimensién infinita. Frecuentemente los pro-
blemas del Célculo de Variaciones aparecen sometidos a restricciones, como por
ejemplo restricciones de tipo integral en las que se debe garantizar que una deter-
minada integral que depende de las variables del problema, tenga valor fijo o esté
acotada por valores dados de antemano. Otro tipo de restricciones que aparecen
en muchos modelos fisicos “ligan” las variables sobre las que optimizamos mediante
alguna ley. Habitualmente estas leyes suelen ser ecuaciones diferenciales, ordinarias
o en derivadas parciales, que usualmente tienen cardcter no local. Con esto quere-
mos decir que no podemos deducir de la ecuacién diferencial una ley local entre las
variables, es decir una ley que relacione valores de una de las variables en un punto
con valores del resto de las variables en ese punto. En este contexto se enmarcan
los problemas de control éptimo gobernados por ecuaciones diferenciales. En estos
problemas conocemos la ley por la que se rige un cierto sistema fisico que viene
dada en forma de ecuacién diferencial, y disponemos de algin medio para actuar
sobre el sistema, es decir, para variar el comportamiento natural del sistema. Las
posibilidades que tenemos de actuar sobre el sistema es lo que se suele llamar con-
junto de controles admisibles, y es el conjunto sobre el que pretendemos optimizar
un determinado criterio o funcional de coste, que depende del control y del estado
(o los estados) asociado a cada control; es decir, el coste depende de la solucién

(o las soluciones) de la ley diferencial que modeliza el estado del medio, cuando

. .



2 Capitulo 1. Planteamiento y resultados

influimos en el sistema con ese control. Estrictamente hablando, los problemas de
control 6ptimo son problemas de optimizacién no locales, ya que podemos verlos
como problemas de optimizacién en los que optimizamos sobre pares, que represen-
tan el control y el estado, que deben verificar la restriccién que es la ley diferencial.
Por tanto son admisibles para el problema de optimizacién si verifican la ecuacién
diferencial, y posiblemente alguna otra restriccién adicional.

En este trabajo nos preocuparemos de una familia de problemas de optimizacién
no locales, que en realidad son problemas de control éptimo en los que el control
actia, o puede actuar, en la estructura principal de la ecuacién diferencial, es decir
en los coeficientes del término de mayor orden. Por esta razén se suele identificar
a estos problemas como problemas de disefio 6ptimo, optimizacién estructural, de
optimizacién de forma, etc. Se suele reservar el término problema de control 6ptimo
para aquellos problemas en los que el control actiia en los términos de menor orden
o en las condiciones de frontera (ver [39]).

El problema de optimizacién, que denotaremos como (P), en el que nos centra-

remos a lo largo de este trabajo es

Minimizar I(u,y) = / F(z,u(x),y(z), Vy(z)) dz,
Q
sujeto a

u € L*¥(;R™), wu(z) € K, p.ct. z €9,

—div [G(z,u(z),y(z), Vy(z))] =0, en Q,

condiciones de frontera para y,

/QV(x,u(x),y(x), Vy(z))dz < 6.

Q es un abierto regular contenido en RY, K un subconjunto cerrado (usualmente

compacto) de R", y
F(z,u,y,A): Q x K x R™ x RM*™ 5 R*,
G(z,u,y,A) : @ x K x R™ x RV*™  RV*L,
V(z,u,y,4) : @ x K x R™ x RV*™ 5 R¢

son funciones de Carathéodory, es decir, medibles respecto a x y continuas respecto
a (u,y,A). R* = RU{+o0}. N,n,m,l, d son enteros positivos. A lo largo de la
memoria se iran imponiendo condiciones adicionales sobre los elementos que inter-
vienen en el problema, como por ejemplo condiciones que garanticen la existencia

de solucién de la ecuacién de estado para cada control.
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Desde el punto de vista de la optimizacién este problema es no local, ya que
minimizamos el funcional I en las variables u e y, que estan ligadas por la restriccién
no local

—div [G(z, u(zx),y(z)Vy(z))] = 0.

Insistimos de nuevo en que restriccién de tipo no local significa que para cada
z € § el valor y(z) depende de todos los valores u(z), con z € Q. Estrictamente
hablando se trata de un problema de control 6ptimo gobernado por una ecuacién
diferencial ordinaria o en derivadas parciales segin el valor de N. Cuando N >
1, tipicamente tendremos una ecuacién en derivadas parciales eliptica de segundo
orden. Siguiendo la terminologia cldsica en la teoria de control, a u lo llamaremos
control, a las soluciones de la ecuacién de estado (1.1), las llamaremos estados
asociados al control u, a los pares (u,y) que verifican el conjunto de restricciones
anteriores los llamaremos pares admisibles para el problema de optimizacién, al
funcional I lo llamaremos funcional de coste o criterio, y a la funcién F' funcién
objetivo.

Nuestro objetivo es el de analizar la existencia-no existencia de soluciones 6pti-
mas para el problema anterior, y, en el caso de no existencia de solucién, la relajaciéon
del problema. También estamos interesados en analizar o implementar las conclu-
siones obtenidas en este sentido en algunas situaciones concretas correspondientes a
modelos fisicos. La dificultad principal que encontramos, como hemos comentado,
radica en el cardcter no local de la restriccién diferencial que liga las variables sobre
las que optimizamos, es decir la ley de estado. Otro punto interesante es la gran
generalidad en la que estd formulado el problema anterior, que puede ser resumida

en los puntos siguientes:
e La ecuacion de estado puede ser no lineal en general.

e Permitimos la dependencia respecto de las derivadas del estado en la funcién
objetivo F'.

Los resultados para situaciones en los que se da alguna de estas caracteristicas
son practicamente inexistentes en la literatura (ver [41, 73]). Para llevar a cabo
el andlisis del problema de control 6ptimo anterior, vamos a reformularlo en un
problema puramente variacional. Esto lo conseguiremos mediante la introduccién de
funciones potenciales que seran incorporadas al conjunto de variables del problema,
y que evitaran que tengamos que tratar el cardcter no local de la ecuacién de estado
directamente. De esta manera conseguiremos un problema variacional de naturaleza
local equivalente al problema de control. Veremos que asi seremos capaces de probar

resultados de existencia y analizar situaciones de no existencia.
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Veamos cudl es la idea que hay detrds de la reformulacién del problema de con-
trol como problema variacional. Por el momento olvidamos la restriccién integral,
ya que en cierto modo ésta es una restriccién adicional al problema que no esté
directamente relacionada con la ecuacién de estado. Dado un par admisible (u,y)
para el problema de control, consideremos el campo

Z(z) = Gz, u(z), y(z), Vy(z))-

Evidentemente
div(Z) =0 en Q.

Ahora podemos definir una nueva densidad de coste F' de la siguiente manera

F(z,y,A,B)= min F(z,u,y, A),

uEK(z7yﬂAﬂB)

donde
K(z,y,A,B)={u€e K : G(z,u,y,A) = B}.

Cuando el conjunto K(z,y, A, B) es vacio damos a F el valor +oc0. El minimo
anterior se alcanza pues se trata del minimo de una funcién continua sobre un
compacto.

Segun esta definicién es razonable pensar que el problema variacional equivalente

al problema de control es el problema
Minimizar I(y, Z) = / F(z,y(x), Vy(z), Z(z)) dz,
Q

donde
div(Z) =0

y verifica las condiciones de frontera correspondientes.

A este problema lo denotamos como (P). La clave de nuestro argumento est4 en el
hecho de que ambos problemas son equivalentes en el sentido de que los infimos de
los funcionales I e I coinciden y ademés existe un modo para pasar de soluciones
optimas del problema de control a soluciones éptimas del problema variacional y
viceversa.

Mediante la idea anterior, hemos reformulado el problema de control como un
problema del Célculo de Variaciones, en el que minimizamos en las variables in-
dependientes y y Z, esta ultima sometida a la restriccién divergencia nula. Las

principales ventajas de esta formulacién son las siguientes:

e las variables y y Z son independientes;



1.1. Introduccion: objetivo de este trabajo 5

e 1o hay ninguna ley de tipo no local que involucre a y y a Z;

e este problema es un problema que se enmarca en el Calculo de Variaciones,
con lo que podremos recurrir a toda la experiencia acumulada para este tipo

de problemas.

Una vez que tenemos claro cudl es el camino para plantear el problema varia-
cional subyacente al problema de control, y la forma de este problema variacional,

debemos responder a las siguientes cuestiones:

1. Validez de la reformulacion del problema: debemos asegurar rigurosa-
mente que el problema de control y su formulacién variacional son equivalen-

tes.

2. Resultados de existencia: busqueda de conjuntos de hipétesis que garan-

ticen la existencia de soluciones 6ptimas de la reformulacién variacional.

3. Analisis de las situaciones de no existencia: estudio de relajaciones del

problema de control basadas en relajaciones de la reformulacién variacional.

El problema variacional anterior no se encuentra en el marco mas clésico del
Célculo de Variaciones de problemas que provienen de la elasticidad no lineal, en
el que se trata de minimizar un determinado funcional en forma de integral, cuyo
integrando depende de funciones en un espacio de Sobolev y de sus gradientes.
Aqui tenemos un problema en el que el funcional ademés de depender de gradientes
depende de funciones con divergencia nula. Los problemas variacionales sometidos
a restricciones de tipo diferencial han sido tratados cldsicamente a través de la
teoria de compacidad por compensacién ([19, 53, 54, 68, 69]). Alternativamente a
estos trabajos, nosotros pensamos que en nuestro caso concreto se pueden obtener
conclusiones mucho més explicitas, a las del caso de un operador diferencial general,
mediante la introduccién de potenciales tal y como se han tratado cldsicamente los
problemas sometidos a la restriccién rotacional nulo ([20, 59]) (recordamos que una
funcién tiene rotacional nulo si y sélo si es un gradiente). Sabemos que, si el dominio

) es simplemente conexo, cuando:
o N=1,div(Z) = Z' = 0siy sélosi Z es constante en 2, es decir, existe c € R
tal que Z = ¢;
e N = 2,div(Z) = 0 si y sélo si Z es un gradiente rotado 7, es decir, existe

z: 2 — R tal que
Z:TVz:( 0z 8z>,

Oy’ Oy

donde T es la matriz de la rotacién de dngulo 7;
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o N =3, div(Z) =0siy sélo si Z es un rotacional, es decir, existe z : 2 — R?
tal que

7=V x 7= <8z3 82’2 821 823 822 621) ‘

oxry Ox3’ Ox3 0z, 01, OIo

Ya que pretendemos estudiar el problema variacional anterior a partir de su
reformulacién con potenciales, el hecho de que los potenciales tengan naturaleza
diferente segiin el valor de N motiva un tratamiento independiente del problema de
control en funcién de la dimensién. En eso consiste el trabajo que aqui presentamos;
en analizar el problema de control anterior, a través de la reformulacién variacional
que hemos indicado en funcién de la dimensién N.

A lo largo de esta memoria necesitaremos recurrir muchas veces a resultados
clasicos o muy conocidos del Célculo de Variaciones. Con el objetivo de evitar
perdernos en detalles y tecnicismos que estdn fuera del objetivo del trabajo que
presentamos aqui, siempre que tengamos que utilizar alguno de esos resultados nos
referiremos al Apéndice de la memoria. Este Apéndice ademds de recoger estos
resultados clésicos trata de dar una visién breve y global del Célculo de Variacio-
nes, presentando alguna de las probleméticas mas importantes de este drea de la
Matematica Aplicada.

1.2 Dos casos paradigmaticos: conductividad y

elasticidad

En esta seccién vamos a comentar brevemente dos situaciones tipicas que se
enmarcan en la generalidad del problema (P) y que han sido objeto de mucha
atencién en la literatura tanto en el 4&mbito matemético como en el dmbito de la
ingenieria. El primero de ellos se refiere a problemas de disefio 6ptimo en los que
la ecuacién de estado es la ecuacién de la conductividad, y el segundo a problemas
en los que ésta es el sistema de la elasticidad lineal.

Veamos el primero de estos ejemplos. Tenemos a nuestra disposicién dos ma-
teriales conductores con muy distinta capacidad de conducir corriente: sus con-
ductividades asociadas son a y 3, 0 < a < . Frecuentemente el primero de los
conductores es un conductor muy malo, casi un material aislante, y el segundo es
un material muy buen conductor y caro. Dado un dominio de disefio @ C RY, el
problema consiste en determinar cémo distribuir los dos materiales para rellenar
todo el dominio €2 de manera que optimicemos un coste dado, que tipicamente de-

pende de la distribucién de los dos materiales a través del potencial eléctrico que
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es la solucién de la ecuacidn:
~ div(u(z)Vy(z)) = Pa), en Q, y € Hi()
donde
u(z) = x(@)a + (1 — x(z))s, / u(z)dz < 6.
[¢)

x representa la funcién caracteristica del conjunto ocupado por el primer material
y la condicién integral sobre la conductividad u impone una restriccién sobre la
cantidad de material total que empleamos. La funcién P € L*(Q) y § € R son
datos del problema. En vez de la restriccién integral que estamos considerando
podriamos incorporar una restriccién que garantice cudl es exactamente la cantidad

de cada material que empleamos,

/Qx(ac) dz = 3|9,

El funcional objetivo podria venir dado por una integral del tipo

Hm:Amemmmvwmm,
donde
F:OxRxRxRY =R

es una funcién de Carathéodory acotada inferiormente por alguna constante. En el

contexto del problema de control (P) tenemos quen=m=1=d=1,
G(z,u,y,A) =uA + Vp(z), V(z,u,y,A4)=u1y,
donde p es una funcién auxiliar fija que es la solucién del problema
Ap="P en Q, p € Hy(9).

Veamos ahora el siguiente ejemplo. Se trata de un ejemplo de optimizacién es-
tructural que consiste en determinar cémo mezclar dos materiales elasticos, lineales
y homogéneos, con tensores eldsticos F; y E3, de manera que minimicemos un fun-
cional de coste que depende del tensor de elasticidad y de la deformacién asociada,

la cual se determina mediante la solucién del sistema
—div(u(z)e(y(z))) = P(z), en 2,

u(z)e(y(z)) -n=g(x) en Ty, u(z) = up(x) en I,
donde .
ey) = 5(Vy + (Vy)")
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es el gradiente simetrizado y
w(z) = x(z) By + (1 — x(2)) B2

el tensor de elasticidad. P, g y ug son datos del problema y representan respectiva-
mente la densidad de fuerzas exteriores que acttian sobre el cuerpo, una densidad
superficial de carga sobre una parte de la frontera y una condicién de tipo Dirichlet
sobre el resto de la frontera. 7 es el vector normal exterior a la superficie. Con las
notaciones empleadas para enunciar el problema (P) tenemos que en este caso es
n=N2m=Il=Ny

G(z,u,y, A) = g(A + AT + Vp(z),

donde como antes p es el gradiente de la solucién de la ecuacién de Poisson con
dato P. En este ejemplo también podemos introducir restricciones de tipo integral,
en particular es interesante considerar la misma restriccién que en el caso de la
conductividad, es decir la integral del tensor de elasticidad.

Como hemos comentado anteriormente, estos problemas han recibido mucha
atencion durante los tltimos afios debido fundamentalmente a la importancia que
tienen estos modelos en diversas aplicaciones préacticas. Frecuentemente, este tipo
de problemas carece de solucién como se pone de manifiesto en [52]. La teoria de
la homogeneizacién (aunque la literatura en este sentido es enorme, citamos por
ejemplo [55, 56, 57, 67, 70]) ha sido la principal herramienta para abordar este tipo
de problemas, tanto para determinar la existencia en algunas situaciones como para
comprender y analizar la falta de ésta en otras. Estos métodos estén basados en
el concepto de H-convergencia o G-convergencia (ver las referencias anteriores) y
en la caracterizacion de la “G-clausura” de ciertos conjuntos. Cuando la funcién
objetivo F' no depende de las derivadas del estado, o bien esta dependencia es
adecuada al concepto de G-convergencia, mediante la teoria de la homogeneizacién
se han conseguido logros analiticos y numéricos impresionantes. Referencias que
ponen de manifiesto la importancia de estos logros son [17], en lo que respecta a los
principales logros analiticos, y [11] en lo que respecta a los logros numéricos y a las
aplicaciones practicas.

Los métodos clisicos para estudiar problemas de diseno 6ptimo estdn basados en
propiedades de compacidad suficientemente fuertes como para concluir la existencia
de soluciones éptimas. Asi, los métodos basados en la homogeneizacién se funda-
mentan, como hemos senalado, en la nocién de G-convergencia o H-convergencia.
Esta nocién estd adaptada al caso lineal, en que la ecuacién de estado es una ecua-

cién eliptica lineal (que es el caso de los dos ejemplos anteriores) y el control actia
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justamente en los coeficientes de esta ecuacién. Si nos encontramos en esta situa-
cién, podriamos tratar el caso en que la funcién objetivo F' depende de las derivadas
del estado, pero la interaccién entre éstas y el control no puede ser cualquiera, tiene
que ser adecuada al concepto de G-convergencia. En el problema (P) permitimos
cualquier tipo de interaccién no lineal entre estos términos. Otros métodos estan
basados en propiedades de compacidad del conjunto de controles admisibles U4 en
C(Q) (ver [15]) y buenas propiedades de dependencia continua de la ecuacién de es-
tado, las cuales pueden ser obtenidas asumiendo mas restricciones sobre el conjunto
de controles admisibles.

En este trabajo estamos interesados en analizar los ejemplos anteriores cuando
permitimos la dependencia explicita y conjunta en la funcién objetivo F' respecto
de los disefios u y de las derivadas de los estados Vy. Ya que este tipo de problemas
normalmente carece de solucién, este analisis ha de llevarse a cabo estudiando rela-
jaciones apropiadas de estos problemas. En este sentido, el andlisis se podria llevar
a cabo a través de las relajaciones del funcional I que aparece en la reformulacién
variacional del problema, esto es, en relajaciones a través de convexificaciones del
integrando F, o en términos de medidas parametrizadas o de Young.

Un caso particularmente interesante y que trataremos en capitulos posteriores
es el caso en el que el funcional de coste es la integral del gradiente del estado al
cuadrado |

F(z,u,y, A) = |A]*.

1.3 Descripcion de resultados obtenidos en fun-

cion de la dimensién

En esta seccién vamos a senalar cudles son las aportaciones originales que damos
en este trabajo al objetivo formulado al principio del capitulo en relacién a analizar
la existencia-no existencia de soluciones 6ptimas para el problema de optimizacién
no local (P). Tras la discusién de la Seccién 1.1 debemos responder a las cuestiones
formuladas al final de esta seccién. Para ello presentaremos por separado cada uno
de los casos N = 1, 2, 3 indicando cudles han sido los elementos fundamentales en el
andlisis de cada uno de ellos. No obstante, la respuesta a la primera de esas cuestio-
nes, la que se refiere a la equivalencia entre el problema de control y su reformulacién
variacional, si puede llevarse a cabo mediante un tratamiento general, aunque aten-
diendo a las peculiaridades de cada caso. La siguiente proposicién, que engloba
las Proposiciones 2.1 y 3.2, establece la equivalencia referida. En este resultado no

consideramos la restriccién integral, esta serd introducida posteriormente.
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Proposicién 1.1 Los problemas (P) y (P) son equivalentes en el sentido de que:
(i) Los infimos coinciden,

inf I'(u,y) = inf I(y, Z);

(ii) st (u,y) es un minimizador para I entonces (y,Z) es un minimizador

para I, donde
Z(z) = G(z,u(x), y(z), Vy(z)).

Reciprocamente, si (y,Z) es un minimizador para I existe un control admisible u

tal que
Z(z) = G(z,u(z), y(z), Vy(z)),

y (u,y) es un minimizador para I.

A partir de ahora la numeracién de los resultados corresponde a la que aparece

en los capitulos posteriores correspondientes.

1.3.1 El caso unidimensional

En este caso el problema variacional equivalente al problema de control se escribe

como
Minimizar I(y, c) = / F(z,y(x),y (z),c)dz
0

mas condiciones frontera para y. Ahora € es un intervalo abierto de R. Podemos
suponer © = (0,1).

Nuestro objetivo en este caso concreto es el de establecer resultados de exis-
tencia y analizar algunas situaciones en las que no se da existencia de soluciones
Optimas. No obstante, en la situacién unidimensional los fenémenos de no existen-
cia de solucién son mas escasos que en dimensiones mayores, debido a que en este
caso podemos llegar a la existencia por métodos especificos que no son extensibles
a dimensiones mayores.

La primera dificultad que encontramos en el analisis de este problema es el hecho
de que la funcién F no es de Carathéodory, pues por definicién toma el valor +oo
stibitamente, lo cual es un requisito esencial en el Célculo de Variaciones (eviden-
temente esta dificultad se repite en los tres casos que vamos a considerar). Para el
analisis de la cuestién de la existencia de soluciones 6ptimas para el problema de
control trataremos de aplicar el método directo (ver Apéndice) al problema variacio-
nal anterior. Como sabemos este método estd basado en la semicontinuidad inferior

débil del funcional, y al tratarse de un funcional de forma integral es conocido que
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esta propiedad es equivalente a ciertas propiedades de convexidad del integrando.
En el caso escalar se sabe (ver Apéndice) que la propiedad que se debe verificar en
orden a garantizar la semicontinuidad inferior débil de I es la convexidad habitual
de la funcién integrando F con respecto a la variable y/.

Para enunciar el resultado principal que hemos obtenido en este caso, en el que

ya incorporamos la restriccién integral, necesitamos introducir la siguiente notacién
K(z,c,y,\)={uve K : ¢c=G(z,u,y,\)},

F(z,c,y,\) = K(g,lciﬁ,x) F(z,u,y,)), V(z,c,y,)\) = K(I;’lj’ryl’A)V(w,u,y, A),

A:{F<+oo}:{f/<+oo}:{(a:,c,y,)\) . K(z,c,y,\) # 0},
A(z) ={(cy,A) : (z,¢,y,A) €A},
Az,c,y) ={A : (z,c,y,A) € A}.

Teorema 2.5 Supongamos que:
(i) A(z) es cerrado p.c.t. x € (0,1);
(i) F:A >R yV:A—R son funciones de Carathéodory;
(iii) A(z,c,y) es convezo y
F(w, ¢,y,): Az, c,y) = R,

Viz,c,y,-) : Az, c,y) = R,

son convezas p.c.t. x € (0,1) y para todo (c,y);
(iv) el conjunto
argming . ..,y F(2, 4,9, \) Nargming, .., ) V (2, 4,9, A)
es no vacio para todo (z,c,y, A);
(v) el funcional I es coercitivo en el sentido

lim I(y,c) =400, p>1;

|C|+Hy”W17P(Q;Rm)—>+00

(vi) existen pares (u,y) admisibles para el problema de control.

Entonces el problema (P) posee soluciones dptimas.
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Como hemos comentado este resultado estd basado en la convexidad de los inte-
grandos que en este caso garantizan la semicontinuidad inferior débil del funcional y
de la restriccién integral. La hipétesis (iv) impone un cierto acoplamiento entre las
funciones F', Gy V y el conjunto K, necesario para poder asegurar que se mantiene
la equivalencia del problema de control y de su reformulacién si incorporamos la
restriccion integral.

En este caso también hemos analizado diversas situaciones concretas en donde
se pueden obtener conclusiones mas explicitas que las del resultado general. Una de
las situaciones que hemos analizado es la que se tiene cuando la ecuacién de estado

es el tipico ¢-laplaciano (¢ > 2) en una dimensién
—[w(@)ly @)y ()] = p(z), yeWH(0,1),

y(0) =y, y(1)=1u1.

A partir del resultado general de existencia anterior somos capaces de probar un
resultado de existencia de soluciones 6ptimas para este problema. En este caso

tenemos que

(K, siA=0yc= P(z),

K(z,c,y,\) = { ICA_I%%}’ siA;éOylc—/\_[{-)_—(;/%EK,

L 0, caso contrario,

A = {(z,P(x),y,0) : z€(0,1), yER}U{(m,c,y,)\) AN#£0, Cl)\_lq—]fgi)eK},

Az) = {(P(x),5,0) : y € R} U {<c,y,x> A£0, ﬁﬂ(—A—) . K},

P@) : uGK},

2—q
q—1 C —

c— P(x)

U

Az, c,y) = {

( c—P(x) ¢c—P(z)
F(x7|)\|q——2)‘7yaA) 3 )‘7&07 |—)\|q'_—2X € K7

F(z,c,y,A\) = { ming F(z,u,y,\), A=0, c= P(x),

[ +o0o, caso contrario.
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(V (2,558, 00), A0, FER €K,

V(I7 Y, )‘) = 9 ming V(x,u, Yy, A), A= 0, C= P(l’),

[ o0, caso contrario.
Corolario 2.8 En las condiciones anteriores, si

(1) K es un intervalo cerrado contenido en (0, +00);

(ii) las funciones

k k
F —,Y, A —, Y, A

son convexras en A\ siempre que ﬁ e K;

(iii) argming F(z,u,y,0) Nargming V(z,u,y,0) # 0;
(iv) existen pares (u,y) admisibles para el problema;

(v) coercitividad:
" .
P_ _r :

entonces el problema de control éptimo asociado a la ecuacion anterior admite so-

lucion dptima.

En el caso particular en que ¢ = 2 tenemos un resultado de existencia de con-
troles 6ptimos para el problema de disefio éptimo en el que la ecuacién de estado
es la ecuacion de la conductividad en dimensién uno.

El Capitulo 2 estd dedicado al andlisis de la situacién unidimensional. Aunque
en este caso no estudiamos la no existencia de solucién a través del andlisis de
relajaciones, algunos comentarios a este respecto han sido incluidos en este capitulo.
Los resultados correspondientes a este capitulo apareceran publicados en [8].

1.3.2 El caso bidimensional

El andlisis de este caso corresponde al Capitulo 3 de esta memoria. Como
hemos comentado con anterioridad en la situacién bidimensional un campo Z tiene

divergencia nula si y sélo si existe z tal que

Z(z) =TVz(x).
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Asi pues, en este caso estamos interesados en el siguiente problema variacional
Minimizar / F(z,y(z), Vy(z), TVz(z)) dz,
Q
con y verificando las condiciones de frontera correspondientes, y donde

F(z,y, AW, APy = min F(z,u,y, AY).
K(wyyvA(l) ,A(Z))

Podemos hacer un ligero cambio de notacién y llamar F a la funcién

F(.’I}, Y(1)7 Y(2)7 A(l)’ A(2)) = min F($> u,vy, A(l)))
{ueK : G(zuy,AD)=TA®}

y entonces podemos escribir el problema variacional anterior como
Minimizar F(Y) = / Pz, Y (z), VY (z)) dz,
Q

donde Y : R? — R? es una funcién en algiin espacio de Sobolev apropiado y tal
que su primera componente Y verifica la correspondiente condicién de frontera.
Nétese que YV =y e Y& = 2,

Este problema se encuentra en el marco cldsico de problemas variacionales que
provienen de la elasticidad no lineal, salvo por el hecho, de nuevo, de que F no es
una funcién de Carathéodory. En este caso la propiedad que, junto con la condicién
técnica de crecimiento polinomial, garantiza la semicontinuidad inferior débil de
funcionales en forma de integral es la cuasiconvexidad del integrando (ver Apéndice).

Una funcién ¢ : RV*¥ 3 R es cuasiconvexa si

1
AP < o / o(F + Vu(a)) da,

para todo dominio D, toda matriz F' y toda funcién test w. Por tanto, en esta
situacion la existencia de minimizadores para el problema de control éptimo estara
basada en la cuasiconvexidad de la funcién F. Este es un concepto dificil, que de
hecho, la comunidad matemética atin no ha sido capaz de comprender completa-
mente. Este hecho, en cierto sentido, limita cualquier resultado basado en esta
propiedad, aunque sabemos que, ya que la cuasiconvexidad de los integrandos es
equivalente a la semicontinuidad inferior débil de los funcionales, hemos de apoyar-
nos en este concepto siempre que utilicemos el método directo para establecer la
existencia en problemas variacionales vectoriales. Para enunciar el principal resulta-
do de existencia en la situacién bidimensional necesitamos introducir las siguientes

notaciones:

A= {(x,Y,A) € x (R™ x RY) x (RZ™ x R?) : |F(z,Y, A)| < +oo},
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Al@) ={(Y,4) : (z,Y,4) € A},
Alz,Y)={A : (z,Y,A) € A},
K(z,Y,A)={ue K : Glz,u, YV, AV) =TAPD},

F(z,Y,A)= min F(z,u,Y® AD),
K(z,Y,A)
V(z,Y,A)= min V(z,u, Y AW).
K(z,Y,A)
Teorema 3.8 Supongamos que:
(i) El conjunto A(x) es cerrado, p.c.t. x € §Q;

(ii) F yV son funciones de Carathéodory en A;

(iii) existen dos constantes cy,c; € R, dos funciones hy,hy € L®(Q X
(R™x R')) yp > 1 tales que

a < F(z,Y,A) < hi(z,Y)(1+ |A]P),
¢y <V(z,Y,A) < hy(z,Y)(1+ [AP),
para todo (z,Y, A) € A;
(iv) A(z,Y) es cuasiconvezo, y las funciones
F(z,Y,"): Alz,Y) - R,
V(z,Y,): Alz,Y) =R
son cuasiconvezas p.c.t. € Q y para todo Y ;

(v) argming,y 4 F(z,u, Y®, AD)Nargming, y 4 V(z,u, YO, AD) es no
vacio para todo (z,Y);

(vi) existen pares (u,y) admisibles para el problema de control;
(vii) el funcional I es coercitivo.

Entonces (P) posee al menos una solucidn dptima, y consecuentemente, existen

controles dptimos para (P).
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Este es un resultado abstracto basado en la cuasiconvexidad. También hemos ex-
plorado situaciones mas especificas en donde podemos garantizar la cuasiconvexidad
de F', y por tanto obtener conclusiones més explicitas. Esto lo hemos conseguido a
través de la policonvexidad (ver Apéndice), que como sabemos es una propiedad que
implica la cuasiconvexidad. A modo de ejemplo enunciamos el siguiente resultado
(en el Capitulo 3 han sido analizados més ejemplos mediante la policonvexidad y

se han incluidos algunos comentarios a este respecto).

Teorema 3.5 Supongamos que
G(x) u) y7 A) = g(x7 y7 A) + h(m7 y) u)

donde
g: QxR xR?—-R?
h:QxRxR"—R?

son funciones de Carathéodory, afines en A y u respectivamente, y elegidas tal que

la ecuacion de estado estd bien planteada. Supongamos ademds que K es convezo.
Si
FOxRxR™¥xR—-R

es una funcion de Carathéodory, conveza (en el sentido usual) en las variables (A,t)

p.ct. x € Q ypara todoy €ER, y
f@,y,B,t) > c(|BI" = 1), ¢>0,

entonces el problema de diseno optimo correspondiente con funcidn objetivo dada

por
F(z,u,y, A) = f(z,y,(A, =T (9(z,y, A) + h(z,y,u))), A" (9(z,y, A) + h(z,y,u)))
posee soluciones dptimas.

Un ejemplo tipico en el que se dan las condiciones de la proposicién anterior se

tiene cuando

G(u,A) = —A + u,

es decir, la ecuacién de estado es
div(=Vy(z) + u(z)) = 0,
junto con condiciones de frontera para y, y F' tiene la forma

F(u,A) = f(u, A, uA),



1.3. Descripcién de resultados obtenidos en funcién de la dimensién 17

con f una funcién convexa.

El caso bidimensional es el caso en que la teoria de la homogeneizacién ha sido
més fructifera gracias a la caracterizacién de la G-clausura de ciertos conjuntos (ver
por ejemplo [43, 44, 45, 55, 57, 70]), que como sabemos es el ingrediente clave en
la comprensién de la existencia-no existencia en problemas de disefio 6ptimo. Por
tanto, en este caso es obligado estudiar la relacién entre el método variacional que
proponemos y los métodos basados en la homogeneizacién. Uno de los primeros
trabajos donde se explor6 la relacién entre la homogeneizacién, los problemas de
disefio éptimo y la relajacién de problemas variacionales es [35]. En la Seccién 3.4
hemos analizado esta cuestién brevemente.

Otro punto interesante en este caso, en el que los fenémenos de no existencia
de solucién son més frecuentes que en el caso unidimensional, es el de la relajacién.
Los conceptos de G-convergencia y G-clausura son las vias a través de las cuales se
ha abordado esta cuestién cldsicamente. Nosotros pensamos que se pueden abordar
situaciones mucho més generales a través de los métodos de relajacién para proble-
mas variacionales, es decir, a través de las cuasiconvexificaciones y de las medidas
de Young. El hecho de que la funcién F tome el valor +oco de manera no continua
puede afectar a la relajacién en los términos anteriores. En particular, la relajacién
en términos de medidas de Young gradientes podria servir para recuperar el com-
portamiento de sucesiones minimizantes. Esta cuestién la hemos estudiado en la
Secci6én 3.5 para una situacién simplificada: el problema de disefio 6ptimo para la
ecuacién de la conductividad (con término independiente P = 0 y valores frontera
no nulos) con coste la norma L? al cuadrado del gradiente del estado. En este caso

la reformulacién variacional del problema es

Minimizar / F(VY(z))dz,
Q
donde
JAD2) si A €A,
F(4) =
+00, en otro caso,
con

A={AeR*xR? : aA) =TA® 6 AV =TAP} .

El resultado de relajacién que obtenemos es el siguiente. Establece que la relaja-
cién en términos de medidas parametrizadas gradientes es valida para entender o
aproximar las sucesiones minimizantes del problema de control original, a pesar de

que el integrando F' no es continuo.
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Teorema 3.10 Los infimos

m = inf {/ F(VY(x)) dr : YO — Yo € H&(Q; RQ)} ,
Q
ﬁ:inf{// F(A)dv,(A)dz : v, € A,
Q JR2x2

VY(z) = / Adv,(A), YO —yo € H(Q; R2)} ,
R2x2

cotnciden, donde A es el conjunto de las medidas parametrizadas homogéneas ge-
neradas por sucesiones de gradientes admisibles para el problema de optimizacidn.
Es mds, para cada medida parametrizada gradiente v con soporte contenido en

A, existe una sucesion de gradientes {VY;} que la genera tal que Yj(l) =% Y
VY;(z) € A

p.c.t. x € Q) y para todo j, y

lim Qﬁ(vm(x))dx: /Q /R 2X2F(A)duw(A)dx.

j—oo
La dificultad de este resultado, segin hemos insistido, radica en el hecho de
que la funcién F no es una funcién de Carathéodory, y esto que implica que, en

principio, s6lo podemos asegurar que
m > m.

Pensamos que este resultado es importante porque, al establecer el hecho de que am-
bos infimos coinciden, permite un andlisis de la relajacién del problema en términos
de medidas parametrizadas gradientes. Estas medidas son, como sabemos, una
buena herramienta matemadtica para el andlisis de los fenémenos microestructurales
o de no existencia. En particular este resultado permite un andlisis de la aproxi-
macién de las medidas de Young minimizadoras para el problema relajado anterior
mediante laminados (ver [3]).

El andlisis del problema (P) correspondiente al caso bidimensional aparece re-

cogido en [9].

1.3.3 El caso tridimensional

En este caso ya hemos comentado que las funciones con divergencia nula son
rotacionales y viceversa. Asi pues el problema variacional equivalente al problema

de control

Minimizar /Q Fla,y(z), Vy(z), Z()) da,
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con
div(Z) =0 en ,

y las correspondientes condiciones de frontera para y, se puede reescribir como
Minimizar I(y, z) = / F(z,y(x), Vy(z),V x z(z)) dr,
Q

donde (y, z) pertenece a un cierto espacio de Sobolev, e y verifica las correspondien-
tes condiciones de frontera.

En el caso bidimensional, como hemos senalado, las funciones con divergencia
nula son esencialmente gradientes y por tanto en el problema de optimizacién que
aparece solo intervienen gradientes, con lo cual nos encontramos en el marco habi-
tual del Célculo de Variaciones. Sin embargo, en la situacién tridimensional no es
este el caso, ya que el funcional depende conjuntamente de gradientes y rotacionales,
y no sabemos qué condiciones garantizan que podamos aplicar el método directo.
Necesitamos, por tanto, analizar cuestiones como: la semicontinuidad inferior débil,
la existencia, la relajacién, medidas parametrizadas generadas por sucesiones ad-
misibles, etc., para este tipo de funcionales. Una vez que estas cuestiones queden
claras, sera fécil, usando las ideas del caso bidimensional, establecer un resultado
de existencia para la situacién N = 3.

Como paso previo al andlisis de problemas variacionales en los que intervienen
gradientes y rotacionales pensamos que es natural plantearse el caso de problemas

en los que solo intervienen rotacionales, es decir, el problema

inf/ﬂcp(v x z(x)) dz,

o lo que es lo mismo, el problema

inf/Qcp(Z(x))dx,
donde
div(Z) = 0.

Ademas este problema tiene interés en si mismo, ya que existen modelos o situacio-
nes que se ajustan a este marco. En el Capitulo 4 realizamos un anélisis exhaustivo
de cuestiones basicas del Calculo de Variaciones para este tipo de principios varia-

cionales. En particular somos capaces de aclarar los siguientes puntos:
e reformulacién en términos de potenciales vectoriales;

e semicontinuidad inferior débil y nociones de convexidad involucradas;
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e caracterizacion de las medidas de Young generadas por sucesiones verificando
la restriccién divergencia nula, y relevancia de esta caracterizacién para la

relajacion de funcionales no débilmente semicontinuos inferiormente.

Con lo que respecta al primero de esos puntos, si consideramos la aplicacién
lineal 7' : R{®31xl _ R3x! 1 =1 2 3, definida componente a componente en cada

una de sus /[ componentes como
T(F) = (F33 — Fp3, Fi3 — F5, Foy — Fha),

tenemos
T(Vz)=V xz=172.

Observando esta relacién uno estd tentado a reemplazar el problema variacional

anterior
inf/go(Z(a;)) dz, div(Z)=0,
Q
por
inf / 5(V2(z)) dx,
Q
donde

¢=¢@oT : RBP4 R,

y reducir todo el andlisis a una referencia a los problemas variacionales bajo la
restriccién rotacional nulo a través de la cuasiconvexidad de ¢. Ahora bien, es
claro que para poder obtener la s.c.i.d. de la cuasiconvexidad de ¢ necesitariamos
asegurar que

VX’U,]'-—AVXU,

que es lo unico que podemos obtener de las condiciones habituales de coercitividad
para ¢, implica
Vu; = Vu,

lo cual es evidentemente falso en general. No obstante, gracias al siguiente lema si
es posible reducir todo el anilisis de este tipo de problemas a la nocién de cuasi-

convexidad.
Lema 4.1 Sean Z;, Z € L*(; R**!) campos vectoriales tales que
div(Z;) =div(Z) =0 en Q,

Z; — Z débil en L*(Q; R*).
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Exzisten funciones zj,z € H'(Q; R**!) tales que para alguna subsucesion, que sequi-

mos denotando igual, se tiene
ZjIVXZj, ZZVXZ,
zj — z débil en H(Q;R¥).

Ahora tiene perfecto sentido la siguiente definicién: decimos que ¢ : RBx3xt
R es D-convexa si ¢ = @ o T es cuasiconvexa. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2 Sea ¢ : R**! = R una funcién continua tal que
o(F) < C(IFP+1), € >o.

El funcional I es s.c.i.d. en L? con respecto a sucesiones que verifican la restriccion

diferencial divergencia nula st y solo si ¢ es D-conveza.

De esta manera hemos respondido al segundo de los puntos anteriores, pero
no completamente, puesto que no hemos hablado de la relajacién del funcional en
términos de D-convexificaciones. Dada una funcién ¢, llamamos D-convexificacién

de ¢ a la funcién
Dy =sup{¢ : ¥ <y, ¥ D-convexa}.

La importancia de esta envoltura radica en el siguiente resultado de relajacién.
Teorema 4.5 Sea ¢ : R®*! — R una funcién continua verificando
(|FP-1) < p(F)<C(F*+1), 0<ec<C,

y sea Dy su D-convezificacion. Los dos infimos

inf/Q o(V x u(z)) dz

inf/QDcp(V x u(z)) dz,

bajo condiciones adicionales sobre u que sean invariantes con respecto a la conver-

gencia débil, son iguales.

Otro punto importante es el de la caracterizacién de las medidas parametrizadas
generadas por sucesiones que verifican la restriccién divergencia nula. Esta caracte-
rizacién aparece en [23] en un marco mds general que admite muchas més tipos de

restricciones diferenciales sobre las sucesiones. Nosotros hemos reinterpretado este
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resultado, Teorema 4.7, en términos de potenciales vectoriales para poder aplicarlos
a diversas situaciones de no existencia que comentaremos después.

Otro punto muy interesante desde el punto de vista matemdtico que ha sido
analizado es el de la relacién de la convexidad asociada al cono caracteristico del

operador divergencia y la D-convexidad. Sabemos que si el funcional

/Q o(Z(z))dz, div(Z(z)) =0,

es débilmente semicontinuo inferiormente entonces ¢ es convexa a lo largo de las
direcciones pertenecientes al cono caracteristico del operador divergencia. En este
caso veremos que el cono caracteristico del operador divergencia es todo el espacio
cuando [ = 1,2 y el conjunto de las matrices singulares 3 x 3 si [ = 3. Esto motiva

el siguiente resultado.

Proposicion 4.9 Se tiene lo siguiente:

o Sil=161=2, una funcidon continua ¢ es D-conveza si y sdélo si es conveza

en el sentido usual.

o Sil =3, la D-converidad implica la convezridad singular, es decir, la convexi-
dad a lo largo de direcciones singulares, o dicho de otra manera la convezidad

en segmentos cuyos extremos difieren en una matriz singular.

Algunas de las conclusiones que obtenemos son aplicadas a la obtencién de una
relajacién en términos de medidas parametrizadas o de Young en un modelo de
micromagnetismo para el que ha sido analizada esta relajacién en dimensién dos
([61]) mediante la idea de que todo campo con divergencia nula es esencialmente

un gradiente. Consideremos el funcional

I(m) = / o(z,u(z), m(z)) d + / (e, u(z), Vu(z)) dr,

donde 2 es un abierto simplemente conexo de R?, y donde m € L2(;R3) y u €
H3 () estdn acopladas por la ley diferencial, no local

div(=Vu +m) =0, en H}(Q).
Nuestro objetivo ahora es calcular explicitamente el funcional generalizado
I(v) = inf {ligglf I(m;) : {m;} genera I/} )
pues bajo esta definicién es inmediato el resultado de relajacién

inf I = min [,
A A
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donde A denota el conjunto de funciones admisibles para I (en este caso L*(£2; R?)),
y A denota el conjunto de medidas parametrizadas generadas por sucesiones en A.
Las conclusiones principales que obtenemos en este sentido estan plasmadas en el

teorema

Teorema 4.12 Bajo las condiciones anteriores si ¢ es conveza con respecto a la

variable gradiente, entonces

I(v) = / / o(z,u(x), A) dvy(N) dz + / ¥(z, u(z), Vu(z)) dz,
Q JR3 Q
donde v y u estan relacionadas a través de la ecuacion diferencial

div(—Vu+m) =0, en H (),

m(z) = /R A (V).

El andlisis de problemas variacionales bajo la restriccién divergencia nula en
dimensién tres aparece en [10].

Una vez concluido el analisis de problemas variacionales bajo la restriccién diver-
gencia nula es muy facil comprender las cuestiones basicas del Calculo de Variaciones
que senalamos anteriormente para problemas variacionales en los que intervienen
conjuntamente gradientes y funciones con divergencia nula (o rotacionales). En
los Teoremas 5.1 y 5.2 estan dadas las respuestas a las cuestiones anteriores para
este tipo de problemas. A partir de estos resultados y mediante un tratamiento
completamente paralelo a los de los casos N =1y N = 2 podemos establecer un
resultado de existencia de controles éptimos para el problema (P) en la situacién
tridimensional (Teorema 5.3).

En el caso bidimensional la idea que aqui presentamos de que todo campo con
divergencia nula es esencialmente un gradiente ha sido explorada para obtener re-
lajaciones en algunas situaciones concretas: micromagnetismo y magnetostriccion
[61], disefio 6ptimo [64], optimizacién estructural [63] y tomografia [36]. Pensamos
que es interesante analizar estas situaciones fisicas en las situacién tridimensional
con la ayuda de las conclusiones obtenidas en el analisis de problemas variacionales
en los que intervienen gradientes y rotacionales tal y como hemos hecho para el
funcional de micromagnetismo que comentamos anteriormente. En el Capitulo 5
estudiamos estas cuestiones. Consideramos que el caso del micromagnetismo, co-
mentado antes, puede servir de ejemplo para el tipo de andlisis llevado a cabo, asi
que nos referimos al Capitulo 5 de esta memoria para méas detalles. En esencia, to-
dos estos resultados son més o menos automéaticos después del andlisis del Capitulo
4 y las correspondientes situaciones en dimensién 2. Todo el material contenido en

este capitulo aparece recogido en [7].
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1.4 Conclusiones

El objetivo de la tesis doctoral que presentamos, como hemos sefialado con an-
terioridad, ha sido el de analizar el problema de la existencia-no existencia de solu-
ciones 6ptimas para una familia de problemas de optimizacién no locales, la familia
de problemas de control 6ptimo introducida en la Seccién 1.1. Esta cuestién ha sido
tratada en un marco puramente variacional a través del método directo del Célculo
de Variaciones. Basdndonos en este procedimiento clésico y en los resultados cono-
cidos para problemas variacionales hemos sido capaces de determinar conjuntos de
hipétesis que garantizan la existencia de controles éptimos para nuestro problema.
Estos conjuntos de hipétesis garantizan la semicontinuidad inferior débil del funcio-
nal que aparece en la formulacién variacional equivalente del problema, luego cabe
esperar que en ausencia de alguna de estas hipdtesis esta propiedad no se verifique,
y por tanto no podamos garantizar la existencia de soluciones 6ptimas para el pro-
blema variacional, y consecuentemente para el problema de control éptimo. Es por
este conjunto de razones por lo que pensamos que en el andlisis del problema va-
riacional subyacente al problema de control éptimo es donde podemos comprender
la cuestion que nos preocupa de la existencia-no existencia de soluciones éptimas.
Ademas, necesariamente este andlisis ha de pasar por el método directo y por la
comprension de las propiedades de convexidad del integrando del funcional que son
equivalentes, o garantizan, la semicontinuidad inferior débil de éste. En esta tesis
hemos realizado un andlisis sistemético de estas cuestiones consiguiendo establecer
respuestas precisas en el marco abstracto y analizando situaciones concretas.

Como sabemos los problemas de disefio éptimo, optimizacién estructural, o de
control en los coeficientes frecuentemente carecen de solucién. En estos casos el
andlisis de estos problemas contintia con el estudio de relajaciones de los mismos.
Hemos comentado que clasicamente el estudio de tales relajaciones ha sido tra-
tado a través de la homogeneizacién, ampliando convenientemente el conjunto de
controles admisibles (aqui es esencial el concepto de G-clausura). Gracias al mar-
co variacional que hemos introducido para este tipo de problemas de control, el
andlisis de la relajacién podria llevarse a cabo estudiando la relajacién de los pro-
blemas variacionales equivalentes, es decir, estudiando las relajaciones en términos
de cuasiconvexificaciones y en términos de medidas parametrizadas generadas por
sucesiones admisibles para el problema. Esto abre un amplio campo de posibilida-
des, tanto desde el punto de vista teérico como desde el punto de vista numérico.
Desde el punto numeérico un analisis que podria ser satisfactorio continuaria estu-
diando la aproximacion de las envolturas convexas del integrando y de las medidas

parametrizadas minimizadoras (ver [3]). Debido a que cada problema tiene una na-
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turaleza especifica por el conjunto de restricciones que debe verificar, este analisis
no puede llevarse a cabo en general, y hemos de estudiar cada situacién particular
independientemente. En esta tesis hemos analizado alguna de estas situaciones con-
cretas correspondientes a modelos fisicos, consiguiendo establecer tales relajaciones.
Creemos que estas ideas pueden ser de utilidad en muchos otros contextos distintos
de los que aqui han sido analizados.



Capitulo 2

El problema de control en

dimension N =1

2.1 Introduccion

Sean K un subconjunto compacto de R”, y
F:(0,1) x KxR™”xR™ —= R,
G:(0,1)x K xR™xR™ - R/,
V:(0,1) x K x R™ x R™ — R,

tres funciones de Carathéodory, con n, m, !, d enteros positivos y R* = R U {+o00}.
Con el término “funcién de Carathéodory” queremos decir que es medible respecto
de z € (0,1) y continua respecto de todas las demds variables conjuntamente. Ya
que F serd un integrando asociado con algiin coste supondremos que estd acotada
inferiormente.

A lo largo de este capitulo nos centraremos, como comentamos en el capitulo
anterior, en el siguiente problema de optimizacién, al que identificamos como (P):

Encontrar un control u, perteneciente al conjunto de controles admisibles,
Ui = {u € L° (0,15 R") : ue) €K, pct. z € (0,1)},
que minimice el funcional
1
Iu) = [ Floul@),y(o), v @) ds
0

sujeto a

/0 V(e u(z), y(z),y (z)) dz < 6,

27
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donde ¥ es un estado asociado al control u, a través de la ecuacién de estado,

—[G(z,u(z),y(z),y'(x))] =0 en (0,1),
(2.1)

y(0) = o, y(1) =w.

Los datos de frontera o, y; y el vector § € R? son datos del problema. La desigual-
dad en la condicién integral la entendemos componente a componente. Otro tipo
de condiciones de frontera se podrian admitir.

Se trata de un problema de control éptimo donde el control actiia, o puede ac-
tuar, en la estructura principal de la ecuacién de estado, por esta razén a estos
problemas se les suele llamar en la literatura problemas de disefio éptimo, opti-
mizacién estructural, control en los coeficientes, etc. Frecuentemente este tipo de
problemas carece de solucién: en el trabajo pionero [52] pueden encontrarse va-
rios contraejemplos. No obstante, debido a lo peculiar de la dimensién N =1 los
fenémenos de no existencia son m4s raros ya que en muchos casos podemos pro-
bar la existencia de soluciones éptimas por métodos especiales que no pueden ser
aplicados en dimensiones superiores. Nuestro objetivo en este capitulo es entender
la relacién e interaccién entre las funciones F, G y V, y el conjunto K, desde el
punto de vista de la existencia y no existencia de solucién éptima, como situacién
preliminar a los casos N = 2,3. En la situacién particular de problemas de di-
seno 6ptimo y optimizacién estructural, este problema ha sido abordado a través
de la teoria de la homogeneizacién y el calculo de la G-clausura de ciertos conjuntos
43, 45, 55, 56, 67, 70]. Esta teoria es ttil para determinar la existencia en situacio-
nes concretas, a saber, cuando la ecuacién de estado es lineal y la interaccién entre
el control y las derivadas del estado en la funcién objetivo F tiene una forma ade-
cuada con respecto al concepto de G-convergencia. En este sentido las principales

novedades del problema de control (P) son:
1. la dependencia respecto de las derivadas del estado en la funcién objetivo F;
2. el caracter no lineal, en general, de la funcién G.

La herramienta fundamental para tratar el problema es usar una reformulacién
variacional de (P) que evite tener que tratar directamente el cardcter no local de
la ecuacién de estado.

El problema de optimizacién anterior tiene cardcter no local segiin acabamos
de afirmar, a consecuencia de que la ecuacién de estado, (2.1), es una ley no local.
Precisamente, es este caricter no local lo que hace de este problema una tarea

dificil. La idea esencial que nos permite establecer el resultado de existencia de
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controles 6ptimos es la de evitar la ecuacién de estado mediante la introduccién de
un “potencial”, y reformular el problema de control éptimo, de manera equivalente,
como un problema variacional de naturaleza local. Este paso nos permitira usar
toda la experiencia acumulada para este tipo de problemas.

Veamos un ejemplo sencillo para ilustrar el método. Consideremos el siguiente
problema de optimizacién:

Encontrar

u € Upg = {u € L®(0,1) : u(z) € [a,8], pct. z € (0,1)},

1
/ W/ (2) da,
0

donde y € H}(0,1) es el estado asociado al control u a través de la ecuacién

—[u(=)y (z)]' = p(z). (2.2)

p € L?*(0,1) es un dato del problema. Para reformular el problema, las distintas

donde a > 0, tal que minimice

etapas que debemos cubrir son:
1. Funcion auziliar. En primer lugar sea P la solucién de la ecuacién de Poisson
P’ =p, PeH)01).

En realidad bastaria con tomar una primitiva de p, no obstante elegimos la
derivada de la solucién de la ecuacién de Poisson por analogia con la situacién

en dimensiones mayores.
2. Ecuacion de estado. La ecuacién de estado (2.2) ahora se escribe como
~u(z)y (z) + P'(z)] =0,
y por tanto u(z)y'(xz) + P'(x) debe ser constante en (0, 1):
uw(z)y'(z) + P'(z) = c.
3. Nuevo integrando. Definimos una nueva densidad de coste,
v:(0,1)x RxR—>R",

como
A2, si(z,e,N) EA
o(z,c,A) =
400, caso contrario,
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donde
A ={(z,ur+ P'(z),\) : z€(0,1), u€ [a, 8], A € R},

ie., A es el conjunto de las ternas (z,c, ) tales que existe u € [a, (] con
uA+ P'(z) = ¢ (abusando del lenguaje, las ternas que verifican la ecuacién de
estado).

Ahora es facil entender que nuestro problema de control 6ptimo se expresa de forma

equivalente mediante el principio variacional

inf{[(y,c): /0 Cowey/(2) dr - (y.¢) € H0,1) XR}.

En definitiva, el procedimiento que proponemos consiste en evitar la ley no local
(2.1), mediante la introduccién de una nueva variable independiente, sustituyendo
la dependencia respecto del control en el funcional de coste por la dependencia
respecto de esta nueva variable, y estudiar a continuacién el problema variacional

resultante. Tres son las principales ventajas de esta formulacion:
1. Los pares (y, ¢) son independientes: no existe relacién alguna entre y y c.
2. No hay ninguna ley de tipo no local involucrada.

3. Este problema es un problema de Célculo de Variaciones, de modo que po-

dremos usar todo lo que sabemos acerca de este tipo de problemas.

La principal dificultad que encontraremos en el andlisis es que este problema varia-
cional no se encuentra en el marco clasico del Célculo de Variaciones, debido a que
la nueva densidad de energia que aparece en la reformulacion, ¢, no es una funcién
de Carathéodory, pues puede tomar el valor +oc bruscamente.

Acabamos la introduccién de este capitulo sefialando la organizacién del mismo.
En la Seccién 2.2 tratamos de forma general y rigurosa la formulacién variacional
alternativa de la que hemos hablado. La Proposicién 2.1 establece la equivalencia
de ambas formulaciones. En las Secciones 2.3 y 2.4 damos los resultados de existen-
cia de controles 6ptimos, Teorema 2.2 y Corolario 2.6, para los casos sin restriccién
integral y la situacidon general respectivamente. En la Seccién 2.5 analizamos algu-
nos ejemplos concretos e incluimos algunos comentarios sobre la no existencia de

soluciones 6ptimas. El material de este capitulo aparecerd publicado en [8].
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2.2 Formulacion alternativa

Consideramos el problema de control 6ptimo descrito en la Introduccién:

Encontrar un control u, perteneciente al conjunto de controles admisibles,
Upg = {u e L=((0,1;R") : u(z) € K, p.ct. z € (0,1)},

que minimice el funcional

1
Iay) = [ Fou@),u(0),¥(@) d
0
donde y es un estado asociado al control u, a través de la ecuacién de estado,

—[G(z, u(z),y(2),y' (x))] =0 en (0,1),

y(0) =y, y(1)=w.

Aqui explicitamente ignoramos la restriccién integral, ya que de alguna mane-
ra ésta es una restriccién adicional que no estd directamente relacionada con la
ecuacion de estado. En la Seccién 2.4 trataremos el problema de control con esta
restriccién y estableceremos un resultado de existencia de minimizadores.

Antes de proseguir debemos apuntar alguna aclaracién sobre la ecuacién de
estado. Nos situaremos en el contexto en el que la existencia de solucién débil para
esta ecuacién estd garantizada. Existe una vasta literatura sobre el tema. Citamos
a modo de ejemplo y sin pretender cubrir todas las referencias posibles las siguientes
[20, 24, 40, 65]. Una situacién tipica (el caso del p-laplaciano, por ejemplo, se ajusta
a esta situacién) en que tenemos garantizada la existencia de solucién de la ecuacién

de estado se da cuando G es el gradiente de una cierta funcién convexa, i.e.,

ow
G T,u, 7A = g7 U, 7)‘ ’
(5,,9,2) = S (@, 0,5, )
donde W es una funcién convexa en X verificando ciertas condiciones técnicas (ver
[20]). Supondremos por tanto que existe 1 < p < oo tal que para cada control

u € Uyg existe al menos una solucién y, € W ((0,1); R™) de
—[G(z,u(z),y(x),y'(z)] =0 en (0,1),
(2.3)
y(0) =%, y(1)=u.

Es obvio que para que esta ecuacién tenga sentido el niimero de ecuaciones ha de

ser menor o igual al nimero de variables, luego se debe tener | < m. La posible no
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unicidad de solucién de esta ecuacién no crea ninguna ambigiiedad en el problema,
simplemente diremos que el par (u,y) es un par admisible para el problema (P) si
(u,y) verifica (2.3). Asimismo, diremos que el par (u,%) es 6ptimo para (P) si es
admisible y

I(w,y) < I(u,y),

para cada par admisible (u,y); y diremos que u es un control éptimo para (P) si

existe y tal que (u,y) es éptimo. Tipicamente, no obstante, tendremos [ = m = 1

y u determina univocamente y. Asi ocurrird en los ejemplos que consideraremos.
Veamos ya la formulacién alternativa del problema de control. Sea (u,y) un par

admisible para (P). Esto implica que existe un vector constante ¢ € R! tal que

G(z,u(x),y(z),y'(z)) =¢c, p.ctze(0,1).

Usando esta relacién definimos una nueva densidad de coste, F, de la manera si-
guiente. Dado (z,¢,y,)) € (0,1) x R x R™ x R™, ponemos

F(z,c,y,\) = min {F(z,u,y,)) : u e K tal que G(z,u,y, \) =c}.

Ese minimo tiene sentido puesto que al ser F'y G continuas respecto a (u,y,A\) y K

compacto, se trata del minimo de la funcién continua F(z, -, y, A) sobre el compacto
K(JJ,C,y,)\) = {U e K : G(ZL‘,’U,,y, >\) = C}.

En el caso en que este conjunto sea vacio damos a F' el valor +oo.
Tras la definicién de esta nueva funcién debe quedar claro, teniendo en cuenta el
planteamiento del ejemplo que vimos en la Introduccién, que la nueva formulacién

del problema de control éptimo (P) es el principio variacional, el cudl denotamos
(P),

1
in H0,9 = [ Fa,c@),y@)de
{yewr2((0,1;R™), y(0)=yo, y(1)=y1, ccR' } 0

La siguiente proposicién establece de manera mas precisa que los problemas (P)

y (P) son en verdad equivalentes.

Proposicién 2.1 Los problemas (P) y (P) son equivalentes en el sentido de que:
(i) los valores de los dos infimos coinciden, i.e.,

inf I(u,y) = inf f(y, c);
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(ii) si (u,y) es un par dptimo para (P) entonces (y,c) es dptimo para (P),

donde ¢ es el vector constante

¢ = G(z,u(z),y(z),y ().

Reciprocamente, si (y,c) es dptimo para (P) entonces existe u € Uyq tal que

¢ = G(z,u(2),y(z),y'(z))
y (u,y) es un par dptimo para (P).

Demostracion.

Sea (u,y) un par admisible para (P). Existe ¢ € R! tal que

G(z,u(z),y(z),y'(z)) =¢c, pct. z€(0,1),

de donde por la propia definicién de F se tiene

F(z,c,y(2),y'(z)) < F(z,u(2),y(z),y'(z))-
Como esto se verifica para cada par (u,y) admisible para (P), tenemos que
inf I <infl.

Sea ahora (y, c) tal que I(y,c) < oo. Teniendo en cuenta que F' estd acotada

inferiormente tenemos
|F(z,c,y(z),y/(z))| < +00, p.ct. z € (0,1). (2.4)
Consideremos la multifuncién

U(x) = argming, ¢y ()42 F (2, 4, ¥(2), ¥ (7)),

que nos proporciona para cada z, el conjunto de valores u € K para los cuales se
alcanza el minimo de la funcién F(z,-,y(z),y'(z)) en el conjunto

K(z,c,y(z),y ())-

Esos conjuntos son no vacios por (2.4). Ahora bien, como G es una funcién de
Carathéodory, U toma valores cerrados, por tanto existe una seleccién medible, u,
de la multifuncién U (ver [38, Th. 2.23]). Asi pues, sea u : (0,1) — R™ una funcién
medible tal que p.c.t. z € (0,1) se tiene

¢ = G(z,u(z),y(z), ' (),
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F(z,u(z),y(z),y'(z)) = Km0 F (z,u,y(z),y'(2));

ademds es claro que u € U,y (u es medible y acotada puesto que toma valores en

K). Esta tltima igualdad implica

I(u,y) = I(y,c),

de donde
inf I(u,y) < inf I(y, c).

El punto (ii) es trivial a partir de todo lo anterior.

NoTA 2.1 Esta formulacién también permite considerar otros conjuntos de controles
admisibles, siempre que sean asumidas ciertas condiciones técnicas adicionales. Por

ejemplo, si queremos considerar el conjunto Uyq,
Ug ={u € L= ((0,1;R") : u(z) € K, pct. z € (0,1)},
siendo K cerrado no acotado, entonces no tenemos garantizado que el conjunto
K(z,c,y,\)

sea compacto para cada (x,c,y,\), y en consecuencia no podemos asegurar que el
infimo

inf F(z,u,y, A
K(z7c’y’A) ( y )

se alcance. Esta dificultad se solventaria, por ejemplo, asumiendo que para cada
(x,y, ) se tiene
lim F(z,u,y,\) = oc.

|| =00
El resto del planteamiento seria el mismo.

Otra situacién interesante ocurre cuando U,q = L((0,1); R™) (1 < g < o00).
Obsérvese que p y ¢ no tienen por qué ser iguales. En este caso necesitamos con-
diciones de coercitividad sobre G, tales como que exista una funcién localmente
acotada,

E:(0,1) x R"xR™ =R

verificando
0 < k(z,5,)) < C(AP +1),

con C > 0 una constante, tal que

- (g1 <
= D < 16wy )
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para todo (z,u,y,A). Asumiendo esto serfamos capaces de probar que el minimo
anterior se alcanza y ademads que la seleccién medible que tomamos en la demos-
tracién de la Proposicién 2.1 estd en L9((0,1); R"). El resto de la formulacién serfa
idéntica.

2.3 Existencia sin condicion integral

En virtud de la proposicién anterior la existencia de controles éptimos para (P)
es equivalente a la existencia de minimizadores para (P). Asi pues, en esta seccién

nos planteamos la existencia de minimizadores para el problema variacional

inf/o F(z,c,y(z),y (z)) dz.

(1,0)

Nuestra intencién ahora es probar la existencia de minimizadores para (P) por
medio del método directo del Célculo de Variaciones. El principal ingrediente de
este procedimiento es la semicontinuidad inferior débil (s.c.i.d.) ( ver [20, 59]) del
funcional I, por tanto ésto es lo que estableceremos en primer lugar. Este hecho
no es directo, es decir, este problema no es exactamente un problema “clasico” del
Célculo de Variaciones debido a que la densidad de energia, F, 1o es una funcién de
Carathéodory, pues por su propia definicién puede tomar el valor +oo sibitamente.
Asi pues, no podremos aplicar los resultados cldsicos del Célculo de Variaciones
para determinar la s.c.i.d de T , Y esto requiere en este caso un poco de trabajo

adicional. Para los resultados posteriores necesitamos la siguiente notacién:
A={F<+oo} ={(z,c,5,)) : K(z,6,y,) #0},

A(z) ={(c,y,A) : (z,c,9,A) € A},
Alz,c,y) ={X : (z,c,y,\) € A}.

Teorema 2.2 FEn las condiciones anteriores supongamos que:
(i) A(z) es cerrado p.c.t. x € (0,1);
(i) F: A — R es una funcidn de Carathéodory;
(ii) A(z,c,y) es convero y
F(z,c,y,-): A(z,c,y) = R,

es conveza p.c.t. x € (0,1) y para todo (c,y).
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Entonces el funcional I es débilmente semicontinuo inferiormente con respecto a la

convergencia débil en WP x RL.

Demostracion.
Supongamos que ¢; — ¢ en R' y y; — y débil en WHP((0,1); R™). Tenemos que
probar que

1 1
| P,y do < timint [ Fa,o,u(0),55(a) de.
0 J=oe Jo

Debe quedar claro que basta probar el teorema para el caso en que la sucesién

{(¢, )} verifica
1
| B0 do < 4o
0
para todo j > 1. Esto implica que
(ZE, Cj, y](x)a y_;(m)) € A)

o dicho de otra manera
(C]" yj(x)a y;(a:)) € A(I)’

p.ct. x € (0,1) y para todo j > 1.

Sea {(cj,¥;)} una sucesién en las condiciones anteriores. Sea p = {ftz}zc(0,1)
la medida parametrizada generada por la sucesién {(c;,y;,¥;)} (mds exactamente
por una subsucesién suya, que seguimos denotando igual). Teniendo en cuenta que

A(x) es cerrado tenemos que

sop(pz) C A(2),

p.c.t. z € (0,1). Por otro lado, en virtud de la Proposicién A.10, ya que ¢; — c e
y; — y fuerte en L? (Teor. de Rellich), podemos decir

Hz = (5c &® 5y(x) 0%y Ve,

p.c.t. x € (0,1), donde v = {V; },¢(0,1) €s la medida parametrizada asociada a {y;}.
Por tanto, podemos concluir que

sop(vz) C A(z, ¢, y(x)),

p.c.t. € (0,1). Examinemos el limite

1
liminf | F(z,c;,y;(x),y)(x)) dz.

=00 0



2.3. Existencia sin condicién integral 37

Ya que F es una funcién de Carathéodory restringida sobre A, podemos aplicar la
Proposicién A.9 y tenemos que el limite anterior es mayor o igual a

/0 - F(z,c,y(x),\) dvg(X) dz;

teniendo en cuenta la hipédtesis (iii) y aplicando la Desigualdad de Jensen (Teorema
A.13) tenemos que esta integral es mayor o igual a

1
/ F (x,c, y(z), )\dl/z()\)> dx.
0 R™
Ahora bien,

V(z) = / X)) € co(A(z, ¢, (z))) = Az, y(z),

con lo que hemos concluido la prueba.
[
Ahora ya estamos en condiciones de enunciar un resultado de existencia de

minimizadores para el problema (P).

Teorema 2.3 En las condiciones del teorema anterior, si ademds I es coercivo, es
decir,
I(y;,¢;) = +o0,

im
1yl y1,p +lejl—00

entonces existe al menos un minimizador de (P). Como consecuencia inmediata el

problema (P) posee al menos un control dptimo.

La demostracién es una aplicacién simple del método directo (Teorema A.1).

NoOTA 2.2 Si existen una funcién positiva, h € L2 ((0,1) x K x R™), y una cons-

loc

tante, k£ > 0, tales que

k(l - I)\'p) < F(JI, .Y, )‘)7 (25)

|G(z,u,y,A)| < h(z,u,y)(1 + |A]P), (2.6)

para todos x,u,y, A, entonces I es coercitivo.
En efecto, supongamos que I verifica las condiciones anteriores y que existe una
sucesién {(y;, ¢;)} tal que
ly;llwe + lej| — oo,
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lim I(y;, ¢;) < +o0.
Entonces, por (2.5), {y,} estd acotada en W,”. Por otro lado existe una sucesién

de controles {u;} tal que

¢; = G(x,u;(2),y;(x),y5(z)), p.ct. z € (0,1).

Por (2.6), para todo subconjunto medible E C (0, 1), se tiene

1 !/
ol = 737 /E Gz, u3(2), uj (), ¥(2)] d <

¢ [ W+ P

de donde concluimos que {c;} estd acotada. Luego hemos llegado a una contradic-

cién, y por tanto las condiciones anteriores implican la coercitividad de I.

2.4 [Existencia en el caso general

En esta seccién incorporamos al problema de control (P) la restriccién integral

/0 V(z,c,y(zx),y (z)) dr <.

Frecuentemente en las aplicaciones aparecen problemas de control en donde deben
garantizarse este tipo de restricciones integrales sobre el control y/o el estado. Sobre
esto se insistié suficientemente en el capitulo anterior. Un caso particularmente
relevante en las aplicaciones supone que la integral del control esté acotada por una
clerta constante.

Siguiendo con las notaciones de las secciones anteriores estamos interesados en

el problema:

Minimizar I(u,y) = /0 F(z,u(z),y(z),y (z)) dz,

sobre

| Ua={u€ L= (0,1 R : u(z) € K, pet. z € (0,1}, (2.7)

sujeto a /0 V(w,u(w),y(z),y'(m)) dr <6,
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donde y es un estado determinado por el control u a través de la ecuacién de estado

—[G(z,u(x), y(x),y' (z)] = 0

y(0) =vo y(1) = w1,

V:(0,1) x R® x R™ x R™ — R una funcién de Carathéodory acotada inferior-
mente, y § € R? un vector constante.

Los problemas variacionales bajo condiciones integrales clasicamente han sido
abordados mediante la introduccién de un multiplicador de Lagrange estudiando
las condiciones de optimalidad ([16]). Proponemos explorar la idea de las secciones
precedentes en esta situacion mdas complicada y estudiar posibles resultados de
existencia en estas circunstancias.

Vamos a tratar la restriccion integral de la misma manera que tratamos el pro-
blema sin restriccién, es decir, vamos a definir una nueva densidad, V, en la que
sustituiremos la dependencia de V respecto del control, u, por la dependencia res-
pecto de la nueva variable independiente, c. Asi pues, sea V la funcién dada por

V(x’ &Y A) = ueKIgci?y A) vz uy ),

para cada (z,c¢,y, A). Recordamos que
K(z,c,y,\) ={ue K : G(z,u,y,\) =c}.

Siguiendo las pautas de la Proposicién 2.1 parece razonable pretender que el pro-
blema (2.7) se replantea como

inf I(y,c) = /0 F(z,c,y(z),y(x)) dx (2.8)

bajo la restriccién

J(y,c) = /o V(z,c,y(z),y(z))dz < 6.

Lamentablemente no podemos asegurar, en general, que este problema sea equi-
valente a (2.7). Para ver ésto situémonos en la demostracién de la Proposicién
2.1, y supongamos que (y, ¢) es un par éptimo para (2.8). Un control éptimo seria

entonces una selecciéon medible, u, de la multifuncién

U(z) = ATEMIN e, o v () () F (% 8, Y(T), y'(z)).

Ahora bien no podemos asegurar que para esa seleccién medible ocurra

V(z, ¢, y(x),y'(2)) = V(z,u(z), y(z), ¥ (z)),
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p.c.t. z € (0,1), de hecho sélo se tiene en general la desigualdad

V(z,c,y(z), ' (2)) < V(z, u(z),y(2),y (z)),

de donde no podriamos afirmar que el par (u,y) verifica la restriccién

A‘d%ﬂ@w@Mﬂ@MmS&

sabiendo que (y, ¢) verifica la restriccién integral para la reformulacién variacional.
Para poder tratar este tipo de restricciones integrales es necesario que se dé un
cierto acoplamiento entre las funciones que intervienen, F', G y V, expresado en la

siguiente proposicion.
Proposicion 2.4 Supongamos que la interseccion
a’rgminK(m,c,y,)\) F(:L‘, u,y, )‘) n a'rgminK(z,c,y,)\) V($, u,y, )‘)

es no vacia, para todo (z,c,y, \) € A (recordamos que A = {F < +o0}). Entonces
los problemas (P) y (P), incluyendo las restricciones integrales (i.e. los problemas

(2.7) y (2.8)), son equivalentes en el sentido de la Proposicién 2.1.

La prueba de este resultado es directa siguiendo la demostracién de la Propo-
siciébn 2.1. Las hipdtesis de la proposicién anterior se da, por ejemplo, si V es
constante a lo largo de las curvas de nivel de G, es decir, si V(z,u,y, A) permanece
constante siempre que G(z,u,y, A) = ¢, y esto para cada (z,c,y, A). Una situacién
en la que esto ocurre trivialmente se da cuando V es independiente de wu.

Teorema 2.5 En las condiciones de la proposicion anterior supongamos que los
funcionales

fwazﬁﬁu@mwyme

jWQIAV@&M%MMM%

verifican las hipdtesis del Teorema 2.2 (i.e., son s.c.i.d.). Supongamos ademds que
I verifica las hipotesis del Teorema 2.3 (i.e., es coercitivo), y que el conjunto de

pares (y,c) que verifican la restriccion integral
J(y,c) <8

es no vacio. FEntonces el problema (f’) con restriccion integral (i.e., el problema

(2.8)) tiene al menos un minimizador.
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Demostracion.

La prueba de este resultado es una simple aplicacién del método directo. Gracias a
la coercitividad de I toda sucesién minimizante estd acotada, y por tanto posee una
subsucesién (que seguimos denotando igual) débilmente convergente. Asi pues, sea
{(yj,¢;)} una sucesién minimizante que converge débil a (y,¢). Como I es s.c.i.d.,
(v, ¢) serd un minimizador para el problema (2.8) si verifica la restriccién integral.

En efecto (y, c¢) verifica la restriccién integral, pues

‘A‘U%Qy@%d@Ddx

es menor o igual, debido a la s.c.i.d. de J, a

1
liminf [ V(z,65,1(),)(a)) da,
0

j—o0

y este limite es evidentemente menor o igual que 4.
]

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de los dos resultados ante-

riores.

Corolario 2.6 En las condiciones de la Proposicion 2.4 y el Teorema 2.5, el pro-
blema de control dptimo (P) con restricciones integrales (i.e., (2.7)) posee al menos

un control optimo.

2.5 Ejemplos y comentarios

En esta seccién analizamos algunas situaciones y ejemplos tipicos en los que se
puede, o no se puede, aplicar el resultado de existencia anterior para establecer la
existencia de controles 6ptimos. Muchos de los ejemplos siguientes vienen motivados
por las aplicaciones (disefio éptimo, optimizacién estructural, etc.). En el resto de

la seccién supondremos n,m, [, d = 1.
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EJEMPLO 2.1 Consideremos el siguiente problema:

2

Minimizar I(u,y) = /0 F(z,u(z),y(zx),y'(z)) dz,

sobre

< Upg = {u € L= ((0,1); R™) : u(z) € K, p.ct. z € (0,1)}, (29)

sujeto a /0 V(z,u(z),y(z),y (z)) dz <4,

\

donde y es el estado determinado univocamente por el control u a través de la

ecuacién de estado lineal

—[u(@)y (@)} = p(z), ye H(O,1),

y(0) =y, y(1) =1y

K un compacto contenido en (0,00) y p € L?*(0,1) son datos del problema. Sea
P(z) una primitiva de p(z):

La ecuacién de estado se reescribe como
[u(z)y'(z) + P(z)]' =0, en(0,1).

Para el estudio de la existencia de solucién de (2.9) debemos empezar comprobando
las hipétesis del Teorema 2.2. Es elemental ver que

(K, siA=0yc=P(x),

K(wepN) =4 {<52), siatoy=fek,

L0, caso contrario,

A= {(z,P(z),y,0) : z€(0,1), yER}U{(m,c,y,/\) D A#£0, C——f(x)-GK},

Alz) = {(P(z),y,0) : yER}U{(c,y,)\) S AA0, f—_-fL”’)eK},
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Az, c,y) = {E:—UE(E—) : uEK},

(

F(z,58,y,0), A#0, F ek,

F(z,¢,9,A) = { ming F(z,u,y,)\), A=0, c= P(z),

[ +00, caso contrario.

c=Px) +BA

c=P&x)+ oA

Figura 2.1: representacién grafica de A(x).

Por tanto es directo comprobar:
(i) A(z) es cerrado;
(i1) A(z,c,y) es convexo si y sélo si K es convexo;

(iii) F (z,c,9,-): Az, c,y) = R es convexa si y sélo si la funcién

k
QO(.’L', kay7 )‘) = F (117, X:y: A)
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es convexa en A siempre que § e K.

Si ahora consideramos la restriccién integral

A\anmquxw@nms&

tenemos que incorporar la hipotesis adicional de la Proposicién 2.4. Ahora bien,
K(z,¢,y, ), cuando es no vacio, es o bien un conjunto con un solo elemento, en
cuyo caso la hipdtesis es inmediata, o bien todo K, en cuyo caso la hipétesis se

escribe como
argming F(z,u,y,0) Nargming V(z,u,y,0) # 0.
Podemos resumir todas las consideraciones anteriores en el siguiente resultado.

Corolario 2.7 En las condiciones anteriores, si ademds:
(i) F yV son funciones de Carathéodory en A;
(ii) K es un cerrado, acotado y convezo;

(ii1) las funciones

k k
F <x7:\‘7y7)\) Y 14 (x7Xay7)‘)

S0N converas en A\ siempre que § € K;
(iv) argming F(z,u,y,0) Nargming V (z,u,y,0) # 0;

(v) coercitividad:

dMV—DSF(%gwd),c>Q1<pSZ

entonces el problema de control éptimo (2.9) admite solucién dptima.

Casos particulares de este resultado pueden obtenerse a partir de la teoria de
la homogeneizacién. Ya que el conjunto K = [«, 5] (¢ > 0) es G-cerrado [70],
bastaria con garantizar que el funcional I es semicontinuo con respecto a la G-
convergencia [14]. No obstante, ésto puede no ocurrir incluso en el caso de que
F' sea convexa conjuntamente en u y A (ver [14]). Por tanto, es evidente que el
Corolario 2.7 abarca muchas més situaciones de las que podemos abordar a través

de estos métodos clasicos.
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Es facil imaginarse multitud de ejemplos en donde se puede aplicar este resul-
tado. Muchos de los ejemplos que se pueden encontrar estin motivados por las
aplicaciones, ya que esta ecuacién de estado es la ecuacién que aparece tipicamente
en problemas de disefio 6ptimo [42].

n

EJEMPLO 2.2 Vemos ahora un ejemplo donde aplicamos el resultado anterior, a
pesar de no verificarse una de las hipétesis. Sean yo,y1 € R, yo #y1, 0 <a <8,y
0 > «a. El siguiente problema de control tiene solucién.

4

Minimizar I(u,y) = /0 [ly/ (@) + u(z)?] dz,

sobre
4 (2.10)

Upa = {u € L**(0,1) : u(z) € [o, ], p-ct. z € (0,1)},

1
sujeto a / u(z)dx <6,
\ 0

donde el estado y viene determinado por

{ ~[u(z)y' ()]

=0, ye HY0,1),
y(0) =yo, y(1)

= Y1,

La restriccién integral que hemos impuesto es la tipica condicién volumétrica
que aparece en problemas de optimizacion estructural.

Es trivial comprobar que la formulacién alternativa del problema se escribe como

(,¢)

1
inf / Fle,y/(z)) de,
0
sujeto a
1
| Vev@yas<s,
0

donde los integrandos F y V estdn dados por

(o2, si (A, ¢) =(0,0),

Fle,)\) =4 ]§|2+|/\|2, si £ €, B], A#£0,

| oo, caso contrario,
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a, si (A, ¢) =(0,0),

VieLbA) =1 ¢, si € € o, 8], (A ¢) # (0,0),

| too, caso contrario.

En este caso es facil comprobar que se verifican todas las hipétesis del Corolario
2.7 salvo (i), es decir, que F y V son funciones de Carathéodory. De hecho, no
son continuas en el origen. No obstante, esta dificultad es mas bien una dificultad
de caricter técnico y puede ser superada sin dificultad probando que para toda
sucesién minimizante, {(y;, c;)}, existe € > 0 tal que

ly;(@)], les| > e,

p.ct. x € (0,1), y para todo 5 > 1. En efecto, supongamos que para cada n > 1
existe j, € Ny E; C (0,1) con |E;, | # 0 tal que

1
ly;, (z)] < > para todo z € F;,,

O~

1
|cjn| < ;7

como y; y ¢;, estan ligadas por la ecuacién de estado, la condicién anterior implica

que
y;-n(x) — 0, p.ct. z € (0,1). (2.11)

Ya que la sucesién {(y;,c;)} es minimizante, estd acotada, y por tanto existe una

subsucesién (que seguimos denotando igual) y un par (y,¢) tal que

y; — vy, débil en WP,

cj — C.

Por tanto, segin (2.11), y debe ser constante, ademds, y verifica la ecuacién de
estado para algin control, lo cual estd en contradiccién con el hecho de que yo # ;1.

Segun lo anterior la medida parametrizada generada por {(c;,¥})},

n= {Hz}ze(o,l),
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tiene soporte en R?\B((0,0);¢). Ahora bien, la funciones F' y V restringidas a
A\B((0,0); ) se pueden extender como funciones continuas a todo A. Esto signi-
fica, de acuerdo con la prueba del Teorema 2.2, que recuperamos la s.c.i.d., y en
consecuencia la existencia de controles éptimos.

]

EJEMPLO 2.3 En el Ejemplo 2.1 hemos visto una familia amplia de problemas
de control éptimo donde podemos garantizar la existencia de solucién. También
pueden ser interesantes los ejemplos donde en ausencia de alguna de las hipdtesis
del Corolario 2.7 no existen controles 6ptimos. El siguiente ejemplo muestra que la
hipétesis de acotacion de K es esencial.

r

1
Minimizar [{u) = / v/ (z)|? d
0

sobre (2 12)

Upag = {u € L*(0,1) : u(z) € [1,00) p.ct. z € (0,1)},

\

donde y es el estado asociado al control u, a través de la ecuacién de estado,

—(u(z)y'(z) — (1 - 22)) =0,

y € Hj(0,1).

Para probar que el problema anterior carece de solucién veremos que el valor
del infimo de I sobre U,y es cero, y teniendo en cuenta que la nica funcién que
hace cero el funcional de coste es la funcién y = 0, la cual no verifica la ecuaciéon de
estado para ningin control, llegamos a la conclusién de que (2.12) no tiene solucién.

Sean las sucesiones y;(z) = %(:c — %) y uj(z) = j, j > 1. Es trivial comprobar
que (u;,y;) verifica la ecuacién de estado para cada j > 1y que uj(z) € [1 + 00)
para todo z € (0,1), con lo cual (u;,y;) es admisible para el problema (2.12), para
todo 7 > 1. Ademas se tiene que

1 1 1
I(Uj)z/ Iy}(x)Ide:j—Q/ 11— 2z)*dz — 0,
0 0

cuando j — oco. Por lo que, teniendo en cuenta que el funcional coste es positivo,
necesariamente el valor del infimo es cero.
Es facil ver que se verifican todas las hipétesis del Corolario 2.7 salvo que las

secciones de A,
A(z,c) = (0,1 — 2z + ],
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son cerradas. Este hecho ocasiona la no existencia de solucién. Ello viene motivado
porque el conjunto donde toman valores los controles no es acotado.

EJEMPLO 2.4 Veamos un ejemplo de un problema de control con ecuacién de estado
no lineal. La ecuacién viene dada por el tipico operador ¢-laplaciano (¢ > 2) en

una dimensién

~[u(@)ly (2)[*%y' (2)] = p(z), y e W"(0,1)
(2.13)
y(0) =v0 y(1) =w.
Seguimos en las condiciones del caso lineal. Esta ecuacién tiene solucién inica para

cada control u. Mucho de los puntos que tenemos que analizar son una generaliza-
cién directa del Ejemplo 2.1. A saber,

( K, siA=0yc= P(z),

K@,ey)) =S {508}, sir#0y i e K,

A caso contrario,

A = {(z, P(z),y,0) : z € (0,1), yER}U{(x,c,y,)\) a0, (=P EK},

Az) = {(P(z),1,0) - yeR}u{@,y,A) CA£0, &[—P(i)eK}
A(%C,y):{ c——f(x) = c—f(at) | ueK})

(F(2 558 00), A £0, 57 € K,

F(z,c,y,\) = 4 ming F(z,u,y,\), A=0, c= P(z),

[ +o0, caso contrario.

Al igual que en el caso lineal es facil comprobar que
(i) A(z) es cerrado;

(ii) A(z,c,y) es convexo siy sélo si K es convexo;
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(iii) F : A(z,c,y) — R es convexa si y sélo si

k
(o )

: k
es convexa en A siempre que =z € K.

El andlisis bajo la condicién integral es analogo al caso anterior. Podemos enunciar

el siguiente corolario.

Corolario 2.8 Asumimos que la ecuacion de estado estd dada por (2.13). Si
(i) F yV son funciones de Carathéodory en A;
(ii) K es un intervalo cerrado contenido en (0,+00);

(iii) las funciones

k k
F - -
(x, Y /\> y v <x Y A)

son convexas en A\ siempre que XI% € K;

(iv) argming F(z,u,y,0) Nargming V(z,u,y,0) # 0;

(v) coercitividad:
k
p_ A
(AP -1) < F (x )\l)\lq_z,y,)\) , ¢>0,1<p<y,

entonces el problema de control éptimo asociado a la ecuacion (2.13) admite solu-
cion optima.

EjempLO 2.5 El dltimo ejemplo de este capitulo lo dedicamos a la cuestién de
existencia-no existencia en ausencia de convexidad. Para ello vamos a analizar el
siguente ejemplo tipico de disefio éptimo.

r

1
Minimizar I(u) = / |/ (z)|? da
0

sobre
$ (2.14)

Upa = {u=ax+ B(1 —x) : x funcién caracteristica en (0,1)},

1
sujeto a / x(z)dz =L,
0

\
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donde el estado y se determina univocamente a partir del control a través de la

—[u(z)y'(z)] =p(z), ye H(O,1),

y(0) =0, u(l)y'(1) =

Le0,1],pe L*0,1), 0 < a < By v € R son datos del problema. En este caso
no podemos aplicar el Corolario 2.7 debido a la falta de convexidad del conjunto K
donde toman valores los disenos lo que provoca la no convexidad de las secciones de
A, Az, c,y). Esta falta de convexidad causa incertidumbre sobre la existencia o no
existencia de soluciones 6ptimas para (2.14). Como hemos senalado en la Introduc-
cién el caso unidimensional es bastante peculiar en este sentido. Esto lo pondremos
de manifiesto a continuacién probando que este caso concreto admite solucién. No
obstante, pensamos que en dimensiones mayores esta falta de “convexidad” es a
menudo motivo directo de la no existencia de soluciones 6ptimas (en el siguiente
capitulo nos centraremos en més profundidad en este tema).

Para cada control u es ficil comprobar que la solucién de la ecuacién de estado

vo) = [+ o [ty as

y consecuentemente podemos hacer explicita la dependencia de I con respecto a la

se escribe como

funcién caracteristica Yy,

I(x) = / (éx(aﬁ) + 512-(1 - x(m))) (7 + /;p(S) d8)2 dw\-

Ahora es facil ver que si tomamos x la funcién caracteristica de una regién A de
medida L donde
2 2

1 1
ds) < mi d
max (7+ /z p(s) S) < i (v+ /z p(s) 8) :

entonces el diseno u(z) = ax(z)+F(1— x(z)) es un disefio 6ptimo para el problema

(2.14). Mirando el grafo de la funcién

(7+ /z 119(8) dS)

es facil convencerse de que existen tales conjuntos A (ver Figura 2.5).

2

En este ejemplo hemos sido capaces de probar la existencia de solucién en ausen-
cia de convexidad por una técnica disenada exclusivamente para él. En la mayoria
de los casos en los que no tenemos la convexidad no sabemos determinar si existe o

no solucién del problema. Sin ir mas lejos, si consideramos el problema anterior con
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Figura 2.2: representacion grafica de A.

condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas, razonando como en el caso an-
terior (escribiendo explicitamente la solucién de la ecuacién de estado y expresando

I en funcién de x) Hegamos al funcional

- (21259
. [P(x) - (2+12) /01 (X((j) . _g(s)) P(s) ds}2 dz,

y no sabemos determinar si se alcanza o no el infimo de I sobre la clase de las

funciones caracteristicas con integral fija. En general, en ausencia de convexidad
el analisis puede proseguir como es tipico en problemas variacionales no convexos
examinando la relajacién a diferentes niveles ([20, 59]). Aqui no analizamos esta
cuestién en la situacién unidimensional pero si en los casos multidimensionales,

como veremos en los capitulos siguientes.

Y R 3

SEVILLA




Capitulo 3

El problema de control en

dimension N =2

3.1 Introduccion

Sea € un abierto de R?, K un subconjunto de R®, F, G y V tres funciones de

Carathéodory, ‘
F:QxR"xR™x R¥>™ 5 R*,

G:QxR"x R™ x R¥»*™ — R¥,
V:QxR"xR™x R¥>*™ 5 RY,

con F' acotada inferiormente, y n,m, !, d enteros positivos. En este capitulo vamos
a estudiar el siguiente problema de control éptimo, que identificamos como (P):
Encontrar un control u perteneciente al conjunto de controles admisibles,

Upg = {u € L®(4R") : u(z) € K, pct. z € Q},

que minimice el funcional

I,y = [ Plou(a), i), Vu@) da,
sujeto a
/ V(z,u(x),y(z), Vy(z))dz <4,
Q
donde y es un estado asociado al control u, a través de la ecuacién de estado,

—div(G(z,u(z),y(z), Vy(z))) =0, en Q,
(3.1)
Y = Yo, en Of).

53
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Yo y 0 son datos del problema. Otro tipo de condiciones de contorno podrian ser
permitidas. Debemos precisar qué se entiende por divergencia de una funcién que
toma valores en un conjunto de matrices. Dada f: Q C RN — RV*M  f — (f)M,
llamamos divergencia de f a la funcién div(f) = (div(f1), - ,div(fm)).

En el capitulo anterior hemos analizado la versién en dimensién uno de este
problema obteniendo un resultado de existencia de controles 6ptimos que hemos
aplicado a varias situaciones concretas. Este caso ha sido el paso previo al estudio
de los casos mas complicados N = 2,3. Nuestro propésito en este capitulo es el
de analizar cémo podemos implementar las ideas de la situacién precedente en el
caso N = 2, con el fin de obtener un resultado de existencia de controles 6ptimos
para el problema (P) por un lado, y analizar distintas situaciones de no existencia,
por otro. Las dificultades con las que nos enfrentamos en esta situacién son, a
priori, las mismas que las del caso anterior, a saber, el cardcter no local de la
ecuacion de estado, y la dependencia respecto del gradiente del estado en la funcién
objetivo F'. La idea que nos conducird a un planteamiento alternativo de este tipo
de problemas, al igual que en el capitulo anterior, es la de introducir un “potencial”
con el fin de evitar la ley no local que es la ecuacién de estado, y reformular el
problema de control 6ptimo, de manera equivalente, como un problema variacional
de naturaleza local. La diferencia esencial que nos encontramos con respecto al caso
unidimensional es el cardcter genuinamente vectorial del problema variacional que
surge.

Para tratar el caracter no local de la ecuacién de estado el principal ingrediente
serd el hecho de que todo campo con divergencia nula es un rotacional, lo que en
dimensién dos equivale esencialmente a un gradiente. Es decir, utilizamos el hecho

de que, bajo ciertas condiciones técnicas, dado un campo v : R? — R2 tal que
div(v) = 0,
existe w : R? — R tal que
v(z) = TVw(z),

donde T es la rotacién de dngulo % Por tanto dado un par (u,y) admisible para el

problema de control, es decir, tal que verifica (3.1), existe un campo z tal que
Gz, u(),y(z), Vy(z)) = TVz(x).

De esta manera cambiamos la restricciéon no local que es la ecuacién de estado
(3.1), por una restriccién local que involucra una nueva variable, el campo Vz. En
vista de esto ultimo, y siguiendo con la idea expuesta en el capitulo anterior, lo

que proponemos es evitar esta ley no local mediante la introduccién de z como
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variable independiente en el problema de optimizacién, eliminando la dependencia
del funcional de coste respecto del control, y obteniendo de este modo un problema
variacional equivalente, en el que las variables independientes son el estado y y el
potencial z.

La idea de que todo campo con divergencia nula en dimensién dos es esencial-
mente un gradiente ha sido usada para obtener relajaciones de problemas de control
6ptimo que provienen de modelos de tomografia [36], de micromagnetismo y mag-
netostriccién [61], de disefio éptimo [63], y de optimizacién estructural [64]. Esta
idea también ha sido explotada para dar contraejemplos a la regularidad de solu-
ciones ecuaciones en derivadas parciales elipticas [51, 76]. En este capitulo lo que se
pretende es un tratamiento sistemético de estas ideas en el contexto de la existencia
y no existencia de soluciones éptimas para el problema (P).

Como hemos insistido con anterioridad, la motivacién para el anélisis del pro-
blema (P) viene de diversas situaciones pricticas en las que aparecen problemas de
control en los coeficientes. A este tipo de problemas también se les suele llamar pro-
blemas de disefio éptimo u optimizacién estructural. La homogeneizacién ha sido
la principal herramienta para abordar esta clase de problemas, tanto desde el punto
de vista analitico como numérico (ver por ejemplo [43, 44, 45, 55, 56, 67, 70], y los
trabajos mas recientes [41, 73]). Como hemos senalado con anterioridad pensamos
que nuestro marco es mds amplio que el de estos problemas de diseno 6ptimo y
optimizacién estructural que se pueden abordar mediante la homogeneizacién, en el
sentido de que permite ecuaciones de estado no lineales y la dependencia explicita
respecto de las derivadas del estado en el funcional de coste.

La organizacién del capitulo es la siguiente. En la Seccién 3.2 plantearemos la
formulacién variacional alternativa del problema. La Seccién 3.3 estard dedicada
a los resultados de existencia de controles éptimos para el problema (P), mientras
que en la Seccién 3.4 analizaremos la relacién del método presentado con la teoria
de la homogeneizacién. En la Seccién 3.5 hablaremos de relajacién para problemas
en los que no hay existencia en una doble vertiente: a través de envolturas convexas

y de medidas parametrizadas. El material de este capitulo aparece recogido en [9].

3.2 Formulacién alternativa

Nuestro punto de partida en esta seccién es el problema de control éptiino
descrito en la Introduccién:

Encontrar un control u perteneciente al conjunto de controles admisibles,

Ug = {u € L®(R") : u(z) € K, p.ct. z € Q},
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que minimice el funcional

Iu,y) = | Fa,u(e), (o), Vy(e) ds,
Q
donde y es un estado asociado al control u, a través de la ecuacién de estado,

—div(G(z,u(z),y(z), Vy(z))) =0, en Q,

Y = Yo, en Of).

Olvidamos por el momento la condicién integral ya que no tiene relevancia en
la discusién que sigue. Maés tarde introduciremos esta restriccién justificando las
conclusiones que obtengamos.

A lo largo de la seccién supondremos que K es un conjunto compacto. Nos
situaremos en el contexto en el que la existencia de solucién débil para la ecuacién
de estado estd garantizada en un cierto espacio de Sobolev W17 (ver [20, 24, 40,
65]). Una situacién tipica en la que esto ocurre se da cuando G tiene crecimiento
polinomial de orden p — 1 y coincide con la derivada de una densidad convexa en
Vy y coercitiva. Supondremos por tanto, que existe 1 < p < +oo tal que para
cada control u € U,q existe un estado y € W(Q; R™) que es solucién débil de la

ecuacién

—div(G(z, u(z),y(z), Vy(z))) =0, en Q,

Y = Yo, en 0f).

Evidentemente para que la ecuacién de estado tenga sentido el ntimero de incégnitas

debe ser menor o igual que el nimero de ecuaciones, luego se debe tener I < m.
Veamos la formulacién variacional alternativa del problema de control éptimo.

Para ello necesitamos el siguiente resultado, utilizado en la teoria de las ecuaciones

de Navier-Stokes, que aparece en [25, Th 3.1].

Teorema 3.1 Sea Q un subconjunto abierto de R?, regular y simplemente conezo,
yv e LG R?), con s > 2. Entonces existe una funcién w € W*(Q) tal que

v =TVw,

II
9

(1)

st y solo si div(v) = 0 en sentido débil.

donde T' es la rotacion de dngulo 3, es decir la matriz
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Suponemos ahora y para el resto del capitulo que €2 es un abierto regular y
simplemente conexo. Sea (u,y) un par admisible para (P) verificando

I(u,y) < +oo.
Si
c(|G(z,u,y, A) = )|’ < F(z,u,y,A), $>2,¢>0 (3.2)
entonces
G(z,u(2),y(z), Vy(2)) € L* (% R™),
y

div(G (e, u(z), (), Vy(x))) = 0.
Por el Teorema 3.1, existe z € Wh({; R!) tal que

G(z,u(z),y(z), Vy(z)) = TVz(2),

p.c.t. x € Q. Con T'Vz representamos el vector (T'Vzy, ... ,TVz). En vista de esta
tltima relacién para cada (z,Y, A) € @ x (R™ x RY) x (R?*™ x R?*!) definimos
la nueva densidad F' como

F(z,Y,A) = min | F(z,u, y®, AW), (3.3)

donde
K(z,Y,A)={ueK : G(z,u, YV, ALY = TA(z)}.

Debemos hacer notar que la variable Y1) corresponde al estado y, Y? al potencial
z, AQ al gradiente del estado y A® al gradiente del potencial. La funcién F est4
bien definida pues el minimo (3.3) se alcanza ya que es el minimo de una funcién
continua (debido a que F' es una funcién de Carathéodory) sobre un compacto
(debido a que G es una funcién de Carathéodory y K un compacto). En el caso
en que el conjunto K(z,Y, A) sea vacio damos a F (z,Y, A) el valor +o0. Si K no
es un conjunto compacto, para poder garantizar que el minimo (3.3) se alcanza, F’
deberia ser coercitiva en el sentido
ueK,l|lﬁ1—>+oo F(z,u,y, A) = +oo.
Tras la definicién de la nueva densidad F, es natural considerar el siguiente

problema variacional, que denotamos como (P),

inf F(Y) = /Q Pz, Y (z), VY (2)) dz
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sujeto a
Y =D v?) vO ey +WP(Q;R™), YO e Wh(Q; RY).

En este problema las componentes de la variable Y no tienen por qué estar, en
principio, en el mismo espacio. Con el fin de evitar dificultades técnicas, que estan
tuera del objetivo que aqui nos ocupa, introducimos una condicién que nos permita
asegurar que ambas componentes estan en el mismo espacio. Una condicién que,
junto a (3.2), implica que Y € WH*(Q; R™ x R') es la condicién de coercitividad
para G

c(|AP~ - 1) < G(z,u,y,4), ¢>0.

Advertimos que p < s(p—1) y s < s(p—1) si s y p son mayores o iguales a 2. Es muy
razonable asumir esta condicién, ya que es una hipétesis habitual para asegurar la
existencia de solucién de la ecuacién de estado ([20, 24)).

Al igual que en la situacién unidimensional se puede probar que los problemas

(P) y (P) son equivalentes.
Proposicion 3.2 Supongamos lo siguiente:
1. Para algin s > 2
(c|G(z,u,y, A’ = 1) < F(z,u,y,4), ¢>0
para todo (z,u,y, A);
2. G verifica la acotacion
(APt =1) < G(z,u,y, A), c¢>0,
para todo (z,u,y, A).
Entonces los problemas (P) y (P) son equivalentes en el sentido de que:
(i) los valores de los dos infimos coinciden, i.e.,

inf I'(u,y) = inf I(Y);

(ii) si (w,y) es dptimo para (P) entonces Y = (y,z) es dptimo para (P),
donde z es tal que
TVz(z) = G(z,u(z),y(z), Vy(z)).
Reciprocamente, si Y es dptimo para (15) entonces existe un control u € U,g tal que

TYD(z) = G(z, u(z), Y (z), VY D (z)),

y (u, YO) es un par dptimo para (P).
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La demostracién de este resultado es andloga a la de la Proposicién 2.1 del
capitulo anterior.

Merece la pena observar la naturaleza vectorial del problema variacional (P).
Con esto queremos indicar que se trata de un problema de optimizacién en el que
minimizamos en un cierto conjunto de funciones vectoriales. En el Apéndice de
esta memoria se sefialan las diferencias esenciales entre problemas variacionales

vectoriales y escalares.

Nora 3.1

(i) Es importante hacer una observacién sobre las hip6tesis 1 y 2 de la Propo-

sicién 3.2. Estas hipotesis sirven para:

e Por un lado, poder asegurar que para cada par admisible (u,y), el campo
vectorial G(z,u(x),y(x), Vy(x)) pertenece a un cierto espacio L°* con s > 2 y
por tanto existe un potencial, en el sentido del Teorema 3.1, para este campo;

e vy por otro lado, garantizar que tanto los estados como los potenciales estdn en
el mismo espacio de Sobolev (con el objeto de evitar complicaciones técnicas).

Cualquier otro conjunto de hipétesis que implique estos dos puntos es suficiente

para nuestros prop6sitos. Por ejemplo, las acotaciones

(AP 1) < Gla,u,9, 4), >0

(IG(z,u,y, A)])) < CA+ yP+ |AP), C>0,2<s<p

bastarian. Conviene decir que, ya que tipicamente tendremos crecimiento de orden

p para F', esta hipdtesis es menos general que la anterior.

(ii) Nos gustaria sefalar cudles son las dificultades cuando el dominio €2 no es
simplemente conexo. En tal caso no podemos deducir la existencia de funciones
potenciales para campos vectoriales w con divergencia nula. Para ello necesitamos
una condicién adicional ([25]). Supongamos que 02 puede escribirse como una

unién disjunta y finita de curvas regulares y cerradas
00 = Ay U (U;Ay)
donde Ay es la frontera exterior. Si v es un campo tal que

div(v) =0,
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/v-ndS':O,
A;

para todos los indices ¢ = 1,2, ..., salvo posiblemente uno (n es el vector normal

exterior a la frontera), entonces existe un potencial w tal que
v(z) = TVw(x).

En nuestro contexto esta condicién estarfa garantizada bajo el requisito adicional

/A, Gz, u(e), y(x), Vy(x)) - n dS = 0,

para todos los indices salvo quizds uno. Esta es una especie de condicién de carga
superficial.

3.3 Existencia de controles 6ptimos

Gracias a la Proposicién 3.2 estudiar la existencia de controles éptimos para el
problema (P) es equivalente a estudiar la existencia de minimizadores para (P). Asi
pues, a este fin nos dedicaremos en esta seccién. Esto se llevard a cabo a través del
método directo del Célculo de Variaciones, el cuél tiene como elemento fundamental
la semicontinuidad inferior débil (s.ci.d.) del funcional I. Este problema no se
encuentra en el marco “clisico” debido a que la densidad F no es una funcién
de Carathéodory pues puede tomar el valor +oco sibitamente. Esta dificultad la
superaremos con un poco de trabajo adicional, tal y como hicimos en el caso N = 1.
La otra dificultad relativa a la existencia de minimizadores que presenta el problema
(P) es, como hemos insistido con anterioridad, la naturaleza vectorial del mismo.
Sabemos que en esta situacién el concepto de s.c.i.d. va ligado una cierta propiedad
de convexidad generalizada, la “cuasiconvexidad”. Decimos que una funcién F :
RN*M _s R* es cuasiconvexa si

1
F(A) < |~D—|/DF(A+ Vuw(zx))dx

para toda A € RV*M  todo dominio D y toda funcién test w (este concepto se
trata en el Apéndice de esta memoria). En esta seccién estableceremos resultados
de existencia abstractos basados en la cuasiconvexidad tanto para el caso sin res-
tricciones integrales como para el caso en que estas restricciones son consideradas.
También daremos dos ejemplos explicitos donde la cuasiconvexidad puede ser pro-
bada: esto lo conseguiremos mediante hipétesis mds restrictivas que impliquen de

hecho la “policonvexidad” de F.
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Antes de enunciar y demostrar los resultados de existencia de minimizadores
para el problema (f’) hemos de introducir el concepto de cuasiconvexidad de con-
juntos. Sobre esto y sobre otros conceptos de convexidad generalizada de conjuntos
puede consultarse [50] y las referencias que alli se indican. Dado un conjunto de
matrices D C RV*M ]Jlamamos cuasiconvexificacién o envoltura cuasiconvexa de D

al conjunto
Q(D) = {A e RVM . F(A) <supF, VF: RVM R cuasiconvexa} )
D

Diremos que D es cuasiconvexo si D = Q(D). Obsérvese que la cuasiconvexificacién
de D viene definida a través de los subconjuntos de nivel, tal y como se define la

convexificacién cerrada de un conjunto,

co(D) = {A e RVM . F(A)<supF, VF:RVM 4 R convexa} .
D

El siguiente lema da una caracterizacién de la cuasiconvexificacién de D, Q(D).
Esta caracterizacién muestra de manera mas clara el significado de este concepto,
ya que estd en la linea de la caracterizacién de la cuasiconvexidad en términos de

medidas parametrizadas (Seccién A.5 del Apéndice).

Lema 3.3 ([50]) El conjunto Q(D) coincide con el conjunto de matrices A €
RN*M paricentro de medidas parametrizadas gradientes homogéneas con soporte

contenido en D, i.e.,

Q(D) = {/RMM Adv(A) : ve M"C(D)} ,

donde MI°(D) es el conjunto de medidas parametrizadas gradientes homogéneas

con soporte contenido en D.

Ya estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado principal de este
capitulo.

Teorema 3.4 Sea
A= {(m,Y,A) €0 x (R™ x RY) x (R»™ x R™) : |F(z,Y, A)| < +oo} .
En las condiciones de la Proposicidn 3.2, supongamos ademds que:
(i) El conjunto
Az) ={(Y,4) : (z,Y,4) € A}

es cerrado, p.c.t. x € Q;
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(ii) F es una funcidn de Carathéodory en A, i.e.,
F(.Y,4)
medible para todo Y, A y
F(z,-,-)
continua en A(z) p.c.t. © € §);
(ili) eziste una constante ¢ € R y una funcién h € L*(Q x (R™ x R')) tal

que
c < F(z,Y,A) < h(z,Y)(1 +|AP),

para todo (z,Y,A) € A;
(iv) para cada x,Y la seccidn
Alz,Y)={A : (z,Y,A) e A} =

{A : ezisteu € K con G(z,u,Y,AV) =TAP}

es cuasiconvexa, y la funcion
F(z,Y,): A(z,Y) = R

es cuasiconvexaq.

Entonces (P) posee al menos una solucién éptima, y consecuentemente existen con-

troles dptimos para (P).

La prueba de este teorema sigue las mismas pautas que la del Teorema 2.2, teniendo
en cuenta las peculiaridades del caso vectorial.

Demostracion.

Para poder aplicar el método directo tenemos que probar la coercitividad y la s.c.i.d.
de I. La coercitividad en los espacios de Sobolev apropiados es una consecuencia
directa de la definicién de F y de las acotaciones asumidas en la Proposicién 3.2.

Veamos la s.c.i.d.. Supongamos que Y; — Y en algin espacio de Sobolev, donde
[(Y;) < 400, liminf I(Y;) < +oo,
j—00
asi que
(¥;(z), VY;(x)) € A(z),

p.ct. z € . Consideremos la medida parametrizada u = {u,}.co asociada a la

sucesion

(5, VY;)}
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Por el teorema de compacidad en espacios de Sobolev, el hecho de que
Yj(l) =1y en 0f},

para todo j, y que los potenciales Y?) se pueden elegir salvo constante, podemos
f p g
suponer que
Y; =Y, fuerte en L*®~Y,

Esto implica (Proposicién A.10) que
P = Oy (z) ® Vg

p.c.t. z € Q, donde v = {v, }.cq es la medida parametrizada asociada a la sucesién
{Vy;}.

Por otro lado gracias a que A(x) es cerrado y a que
Yj(z) = Y(z),
p-c.t. « € €2 podemos afirmar que la medida de probabilidad v, estd soportada en
Az, Y (),
p.c.t. € 2. Examinemos el limite
j—o0

lim inf /Q Fa,Y (2), VY (z)) dz.

Razonando como en la prueba del Teorema 2.2 llegamos a que este limite es mayor

o igual a la integral

/Q/szmmm F(z,Y(2), A) dv(A) dz. (3.4)

Ahora bien, v, es una medida parametrizada homogénea [59], y ademds estd sopor-
tada en el conjunto A(z, Y (z)), que es cuasiconvexo, luego aplicando el Lema 3.3

tenemos que

VY (x) = /R o A () € A Y (),

p.ct. z € Q. Aplicando ahora la desigualdad de Jensen (Teorema A.13) a F

obtenemos que la expresién (3.4) es mayor o igual a

/I:’ (z,Y(w),/ Adux(A)) dz,
0 R2xXm yxR2x1

/Qﬁ(x,Y(x), VY (z))dz < lijr'r_l)glf/g;ﬁ’(x,l/}(:c), VY;(z)) dz,

y por tanto
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que es lo queriamos probar.
[
La utilidad del resultado anterior est4 limitada por las dificultades intrinsecas
de los problemas de Calculo de Variaciones vectoriales. Como hemos senalado, en
estos problemas la s.c.i.d. del funcional es equivalente a la cuasiconvexidad de la
funcién integrando. Dada una funcién es muy dificil verificar si ésta satisface o
no la condicién de cuasiconvexidad. Afortunadamente existe una gran familia de
funciones cuasiconvexas no triviales (i.e., no convexas), las funciones policonvexas.

Una funcién F : R¥*M — R* se dice policonvexa si se puede escribir como

para toda matriz A, donde g : R — R* es una funcién convexa y M(A) es el vector
de todos los posibles menores de la matriz A dados en algtin orden. Se puede probar
que toda funcién policonvexa es cuasiconvexa (ver Apéndice y [20, 59]).

Tampoco la nocién de cuasiconvexidad de conjuntos es sencilla, aunque existen
algunos criterios para determinar si un conjunto es o no cuasiconvexo [12, 69, 75, 76];
éstos se muestran insuficientes para la mayoria de las situaciones que se plantean
en el Calculo de Variaciones y sus aplicaciones.

El siguiente resultado muestra un ejemplo en el que, aplicando el Teorema 3.4
y la nocién de policonvexidad introducida anteriormente, obtenemos conclusiones

mucho mas explicitas.

Teorema 3.5 Supongamos que
G(z,u,y,A) = g(z,y, A) + h(z,y,u)

donde
7: QxR xR?— R?
h:QxRxR"*—R?

son funciones de Carathéodory, afines en A y u respectivamente, y elegidas tal que
la ecuacion de estado estd bien planteada. Tomamos s = p = 2. Ademds de las

hipétesis de la Proposicion 3.2, suponemos que K es convezo. Si
fFOxRxR™2 xR =R

es una funcion de Carathéodory, conveza (en el sentido usual) en las variables (A,t)

p.ct. x € yparatodoy e R,y

f(z,y,B,t) > ¢(|BIP—1), ¢>0,
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entonces el problema de disenio éptimo correspondiente con funcion objetivo dada

por

F(z,u,y,A) = f (z,9,(4,-T (9(z,y, A) + h(z,y,v))) , A~ (9(z,y, A) + h(z,y, u)))
posee soluciones doptimas.

Demostracion.

Es elemental comprobar que
K(z,Y,B)={ueK : Mz, YV u) = TB® — g(z, YD, B(l))} i
Por otro lado de la igualdad
g(z, YO BOY 4 h(z, YV uw) =TB®,
multiplicando escalarmente por el vector B(!) y teniendo en cuenta la relacién
det(B) = BY . TB®),
obtenemos que
det(B) = BY - (g(z, YYD, BW) + h(z, YD, u)).
Por tanto, es claro que

f(z,Y®) B det(B)), si K(x,Y,B)#0,

F(z,Y,B) =

+o0, en otro caso.

Ahora bien esta funcién es cuasiconvexa ya que de hecho es policonvexa (al ser F
policonvexa no necesitamos la acotacién de la hip6tesis (iii) del Teorema 3.4). Para
terminar de comprobar las hip6tesis de Teorema 3.4 resta probar la convexidad de
cada seccién A(z,Y’). Pero esto es trivial teniendo es cuenta la convexidad de K y
la afinidad de g y h.
|
Debido a la forma de la ecuacién de estado (lineal en v y Vy y sin interaccién
entre ambos términos), este resultado puede ser probado usando el Lema Div-Curl
[53, 69] y el Teorema de regularidad de Meyers [47]. En efecto, supongamos que
{(uj,y;)} es una sucesién minimizante. Ya que K es compacto y F' coercitiva, existe
(u,y) tal que
u; — u, débil-* en L°°(Q’; K),
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y; — vy, débil en H*(Q).

Estas convergencias, junto con la forma de la ecuacién de estado, implican que (u, y)
es un par admisible para el problema de diseno éptimo. Para concluir hemos de
probar que

I(u,y) < liminf I(u;,y;).

Pero esto es una consecuencia inmediata de la convexidad de F' y de la convergencia
Vy; - G(z,uj(z),yi(x), Vy;(z)) = Vy - G(z,u(z),y(z), Vy(zr)), débil en Lioc(Q)’

la cual se obtiene como aplicacién sucesiva del Lema Div-Curl y del Teorema de
regularidad de Meyers.

Un ejemplo tipico donde las ideas del Teorema 3.5 pueden ser aplicadas es el
siguiente

Minimizar I(u) = /an (IVy(z)]? + u(z)Vy(z)) dz,

sobre el conjunto
Usg = {u € L*(R?) : u(z) € K pct. z€Q},
y la ecuacién de estado es
div(~Vy+u)=0 en, ye H) D),
donde K C R? es un compacto, convexo, y ¢ es una funcién convexa verificando
©(t) > |t| — ¢, ¢, una constante.
El Teorema 3.5 puede ser extendido a situaciones mas complejas.
Proposicion 3.6 En las condiciones del teorema anterior, sea
f:(R*xR?) xR—>R,

dada por
F(1,22),8) = (M + Pel) (M + of® — 2v1).

Eziste € > 0 tal que siy € (1,14 €, la funcidn
F(B) = £(B, det(B))

no es policonvexa (lo que implica que f no es convexa), y sin embargo el problema

de control optimo del Teorema 3.5 tiene solucidn.
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Demostracion.

En [1] estd probado que para valores de vy estrictamente mayores que uno la funcién
F(B) = f(B,det(B))

no es policonvexa y por tanto f no es convexa. Ademds, en este trabajo también se
prueba que para valores de -y estrictamente mayores a uno y suficientemente cerca
a uno la funcién

F(B) = f(B, det(B))

es cuasiconvexa. El resto de la prueba sigue como en el teorema anterior.
n
A través de este ejemplo hemos puesto de manifiesto que el método variacional
que presentamos permite analizar situaciones que parecen estar fuera de alcance
de los métodos clasicos basados en la homogeneizacién y la compacidad por com-
pensacién. En los ejemplos anteriores hemos tratado una ecuaciéon de estado lineal;
mediante nuestro método variacional, también podemos tratar algunos problemas

en los que la ley de estado es no lineal.

Teorema 3.7 Sea
G(z,u,y,A) = g(z,y, A) + h(z,y)u

donde
g: QxR xR?— R?

h:QxR— R,

son funciones de Carathéodory verificando:
(i) he L*(Q2xR), h>c>0;
(i) c(IG(z,u,y, AP = 1) < (lylP +1A4F), s 22, ¢ > 0;
(iii) c(|AP~ —1) < G(z,u,y, 4);
(iv) la ecuacion de estado estd bien planteada.
Como conjunto de controles admisibles consideramos Uyq = LS(Q;R2). St

f:OxRxR>™xR—-R

es una funcion de Carathéodory, conveza (en el sentido usual) en las variables (A,t)

p.c.t. £ € Q yparatodoyeR, y

f(z,y,B,t) > ¢(|Bf —=1), ¢>0,
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entonces el problema de disefio dptimo correspondiente con funcidn objetivo dada

por

F(z,u,y,A) = f(z,y,(A, =T (9(z,y, A) + h(z,y,u))), A - (g(z,y, A) + h(z,y,u)))
posee soluciones dptimas.

La prueba es andloga a la del Teorema 3.7. Simplemente hay que hacer notar que

no hay ninguna dificultad en tomar como conjunto de controles admisibles todo
L*(2; R?) (ver Nota 2.1).

Para terminar con esta seccién vamos a enunciar un resultado de existencia
general para el caso en que consideramos restricciones integrales. Tendriamos que
asegurar la cuasiconvexidad (policonvexidad) de la funcién V de la misma manera
que lo hemos hecho para F. Ademss se debe dar una cierta compatibilidad entre

estas dos funciones y la funcién G (ver el Capitulo 2). Ponemos

V(z,Y,A) = II{I(Iiny)V(.’L’,u,Y(l),A(l)).
ueK(z,u,

Teorema 3.8 Supongamos que se verifican las hipdtesis del Teorema 3.4, y que las

hipétesis (iii) y (iv) también se verifican para V. Suponemos ademds que
argming ., vy F(z, u, YW AWy A argming ., ., vy V(z, v, Yy, A
es no vacto para todo (x,Y, A), y que existe algin Y tal que
/Qf/(x,Y(x), VY(X))dz < +oo.
Entonces el problema (P) de la Introduccion posee al menos una solucion dptima.

Se pueden dar enunciados més explicitos imponiendo la policonvexidad de V

como hemos hecho anteriormente con F'.

3.4 Homogeneizacion y G-clausura

Como hemos insistido con anterioridad los problemas de disefio 6ptimo frecuen-
temente carecen de soluciones éptimas [52]. La teorfa de la homogeneizacién ha
sido la principal herramienta en el analisis, tanto desde el punto de vista tedrico
como numeérico, de estas situaciones de no existencia con una tremenda producti-
vidad [55, 56, 70]. En este contexto la caracterizacién de la G-clausura de ciertos

conjuntos es determinante. En esta seccién nos gustaria explorar brevemente la
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relacion entre la homogeneizacién y el método variacional que proponemos. Un
trabajo pionero en donde ha sido tratada la relacién entre relajacién en problemas
variacionales, homogeneizacién y disefio éptimo es [35].

Por simplicidad y por fijar ideas nos centraremos en el siguiente problema de

diseno 6ptimo

( Minimizar I(u) = / |Vy(z)|? dz
Q

\ sobre

Upg ={u € L®(Q) : u(z) € {a, B}, pct. z €0},

\

donde el estado y se determina univocamente a partir del control u« mediante la

ecuacion

~ div(u(z) Vy(2)) = p(x), en

Y = Yo, en Of).
p € L*Q), yo € H(N) y 0 < a < B son datos del problema. Por simplicidad

hemos obviado la restriccién integral. Se sabe en teoria de homogeneizacién que si
ampliamos convenientemente el conjunto de controles admisibles se puede probar
la existencia de solucién del problema anterior. Se trataria de considerar todos los
disefios que se obtienen como G-limites de disefios pertenecientes a Uf,,. Necesitamos
recordar algunos conceptos basicos de homogeneizacién [56, 67]. Una sucesién de
disefios {u;} (ahora con el término disenio nos estamos refiriendo a funciones que

toman valores en las matrices definidas positivas) G-converge a u si para todo
p € L*(Q) e yo € H(Q) la solucién y; de

—div(u;Vy;(z)) = p(z), en,

Yi = Yo, en 99,

es tal que
y; — y débil en H'(R),

u;Vy; — uVy débil en L*(Q; R?),

donde y es la solucién del problema homogeneizado,

—div(uVy(z)) = p(z), en Q,

Y = Yo, en 0f2,
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Frecuentemente es interesante considerar sucesiones de disenos u;, sujetas a una

restriccién puntual

uj(z) € K,

p.c.t. z, y para algin conjunto K. El conjunto de todos los posibles G-limites de

u; estd caracterizado por

u(z) € GK,

p.c.t. z, para algin conjunto GK de matrices definidas positivas [14]. A este
conjunto GK se le llama G-clausura de K.

En nuestro marco variacional, teniendo en cuenta las descomposiciones
u;Vy; + P(x) =TVzi(z), uVy+ P(z)=TVz,

con zj,z € H'() funciones potenciales adecuadas, y P € H'(Q; R?) una funcién
auxiliar, la nocién de G-convergencia se traslada a la convergencia débil de los
estados y las funciones potenciales. En otras palabras, u; G-converge a u si y sélo

si

Vyj — Vy, VZj - Vz

débil en L?(€;R?). De esta manera estamos incorporando el concepto de G-
convergencia al principio variacional, ya que la convergencia débil de los estados
y de las funciones potenciales es justamente la convergencia apropiada para la exis-
tencia y la semicontinuidad inferior.

Desde este punto de vista, muchas cuestiones sobre G-convergencia y G-clausura
pueden ser reinterpretadas en términos de la cuasiconvexidad de la funcién F y
de ciertos conjuntos de matrices: aquellos en los que el integrando F es finito.
En general, cuando la existencia de soluciones 6ptimas en problemas variacionales
vectoriales est4 comprometida, el paso siguiente en el anilisis de estos problemas
es el estudio de la relajacion. Clasicamente estas relajaciones se han llevado a cabo
a través de los conceptos de G-convergencia y G-clausura; no obstante, nosotros
pensamos que el andlisis de situaciones mas generales de las que se pueden abordar
mediante esas técnicas requerirfa el estudio de la funcién F desde el punto de vista
de las envolturas convexas, relajacidn, etc. ([20, 59]). Es necesario advertir que aqui
no estamos considerando la relajacién con respecto al concepto de G-convergencia
[14]. En particular, nos gustaria explorar cémo el hecho de que la funcién F no
sea de Carathéodory afecta a la relajacién en términos de cuasiconvexificaciones y

medidas de Young gradientes [59)].
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3.5 Relajacion y medidas parametrizadas

En esta seccién consideraremos una situacién simplificada como en la seccién

anterior,

Minimizar I(u) = / |Vy(z)|? dx
Q

sobre

{ Ug ={u € L®(Q) : u(z) € {a,B}, pct. z€Q},

donde el estado y se determina univocamente a partir del control u mediante la

ecuacién
—div(u(z)Vy(z)) =0, en Q,

Y = Yo, en Of2.

yo € HY(2) y 0 < a < B son datos del problema. Por evitar complicaciones en
la discusién que sigue olvidamos por el momento las condiciones volumétricas, al
final de la seccidon comentaremos qué ocurre cuando las incorporamos. Es sencillo

comprobar que la formulacién variacional alternativa en este caso viene dada por

|AD12 siAeA,
F(4) =

+00 en otro caso,

donde
A={AeR*xR? : aAWD =TA4A® 6 BAV =TAP}.

Es muy elemental ver que la funcién F no es cuasiconvexa. De hecho, es suficiente
observar que hay pares de matrices en A conectadas por una matriz de rango uno y
tales que el segmento que las une no esta contenido en A. Esto implica que Fnoes
convexa de rango uno, y por tanto, tampoco cuasiconvexa (ver Apéndice). Como
sabemos la falta de cuasiconvexidad de este integrando puede ocasionar la ausencia
de soluciones 6ptimas del principio variacional asociado. Esto motiva la necesidad
de considerar relajaciones de este problema variacional.

Necesitamos recordar un resultado de relajacién fundamental en principios va-
riacionales no convexos. En el Apéndice de esta memoria aparece suficientemente
comentado y enmarcado este resultado. Dado D un abierto contenido en RY, sean
A un subconjunto de WP(D; RM), cerrado bajo convergencia débil, y A el con-
junto de las medidas parametrizadas homogéneas asociadas a sucesiones acotadas
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contenidas en A. Entonces dada una funcién ¢ : R¥*¥ — R continua verificando

las acotaciones
c(lAP —1) < p(A) < C(JAP +1), 0<c<C, 1<p,

si

m:inf{/ﬂcp(Vy(x))dx Lue A},
= inf{/Qng(Vy(a:))dx Lue A},

m = inf {/ / o(A) dvy(A)dz : v, € A,
Q JRmxN

A d%(A)}

?

existe u € A con Vu(z) = /

RN Xxm

se tiene:

2. m y m se alcanzan;

3. existe un modo preciso de pasar de minimizadores de m a minimizadores de

m, y viceversa.

Q¢ representa la cuasiconvexificacién de .

Si ¢ sélo verifica la acotacién inferior
C(IAlp—].)SQD, O<C7 1 <p,

y no es continua (en particular puede tomar el valor +oco bruscamente) entonces

sélo podemos afirmar ([59, 64])
m>m>m.

El integrando F que aparece en la reformulacién variacional del problema de
disefio éptimo se encuentra en esta situacién, luego en principio la relajacién en
términos de medidas parametrizadas podria dar un valor menor del infimo. En este
caso cualquier medida parametrizada minimizadora tendria su soporte contenido
en el conjunto donde £ es finita (A), y sin embargo, podria ser imposible generar
esta medida por una sucesion de gradientes que toma valores en el conjunto donde

F' es finita, es decir, una sucesion tal que

VYj(z) € A, p.ct. z€Q.
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Para esta sucesi6n de gradientes lo tinico que podemos afirmar es ([50])
dist(VY;(z), A) — 0 en medida.

Desde el punto de vista del funcional I, el valor en esa sucesién serfa infinito (di-
cho en términos de los disenos asociados a esos gradientes, estos disenios no serian
admisibles para el problema de disefio éptimo original) a pesar de que el valor del
funcional en la medida parametrizada asociada seria finito. No obstante, el teorema
principal de esta seccién asegura que esta situacién no ocurre, es decir, el valor de

los infimos m y mm coinciden.

Teorema 3.9 Los infimos

m= inf{ /Q F(VY(z))dz : YO —yy e H&(Q;Rz)},

'Tﬁ:inf{// F(A)dv,(A)dz : v, €A,
o JRr2x2

VY (z) :/ Advg(A), YV —yp € H&(Q;RQ)},
R2x2

coinciden. Es mds, para cada medida parametrizada gradiente v con soporte conte-

nido en A existe una sucesion de gradientes {VY;} que la genera tal que Y;-(l) = 1Yo
en 0) y
VY;(z) € A

p.c.t. x € Q y para todo j, y
lim / F(VYj(z))dz = / / F(A) dvy(A) dz.
I Jao Q JR2x2
La prueba esta basada en el siguiente resultado elemental.

Lema 3.10 Sean u;,u; : @ — R?*? tales que los problemas

([ —div(u;(2)Vy;(2) = 0, y; € H'(),
<
L Y5 = Yo, en 052,

[ —div(g;(z)Vy;(z)) = 0, 7, € H(Q),

L T = Yo, en 092,

admiten solucidn, y;, §,; respectivamente. Supongamos que
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(i) eziste Q; C Q, 4] \y 0 cuando j — oo, y

u;(z) =u;(z), para todo x € Q\Qy;

(i) existe una constante C > 0, independiente de j, tal que
1]l < C,
para todo j;
(ili) existe A > 0, independiente de j, tal que
wi(z)y -y > Ayl
para todo A € R? y p.c.t. © €§Y;
(iv) las dos sucesiones {|Vy;|*} v {|u;Vy;|*} son equiintegrables en Q.

Entonces

Yi —y; =0

fuerte en H'(Q). En particular {|V7;[*} es también equi-integrable en Q.

Demostracion.

La demostracion es sencilla y se obtiene simplemente manipulando las ecuaciones
involucradas. Teniendo en cuenta las ecuaciones que verifican y; e §; podemos decir
que

/Q (u;(2)Vy;(z) — uj(z)Vy;(z)) - Vo(z) dz =0,
para toda funcién test v. Ahora bien, gracias a la relacién
(@ (2)VF;(2) - u;(z) - Vyi(z)) - Vo(z)
= (T;(2)(VT;(z) — Vy;(2) + (@(x) — u;(2)) Vy;(2)) - Vo(z),
la igualdad anterior se reescribe como

/Q (@;(2)(Vy;(2) — Vy;(2))) - Vo(z)dz = /Q ((u;(2) —1;(2)))Vy;(z)) - Vo(z) de,

tomando v = g; — y; y utilizando la hipétesis de elipticidad uniforme de las u;
tenemos que esta cantidad es mayor igual a

MIVG;(z) = Vy;()ll2-
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Por otro lado, se puede ver, aplicando la desigualdad de Holder y las hipétesis (i)

y (ii), que el término de la derecha es menor o igual a

(/Q IuijjIde) IIVyj—VyjllerC(/ IVyjI2dfv) 1VZ; = V2.
i &

Las dos desigualdades anteriores implican

_ C o 2
HVw—Vwm59;</IVwPM)-+;</IwVwPM)-
Qj Qj

Debido a la integrabilidad de {|Vy;|*} y {|u;Vy,|*}, la estimacién previa implica
IVY; = V[l = 0

cuando j — co. Esto junto con el hecho de que ambas soluciones tienen el mismo
dato de frontera finaliza el resultado. ‘

]

Veamos ahora con la prueba del Teorema 3.11

Demostracion.
Sea v = {V; }zcq una medida parametrizada H! con soporte contenido en A. Sabe-
mos (Lemas A.11 y A.12) que existe una sucesién acotada en H(Q; R?), {Y;}, tal
que la sucesién de sus gradientes {VY;} genera v, y tal que {|VY;|*} es equiinte-

grable en (2, y Y;-(l) = 1o en 0f2. Como consecuencia
dist(VY;,A) > 0 en medida,
lo que en particular implica que si
Q= {z e : VY(2) ¢ A},

entonces

€21\ 0
cuando j — co. Por la definicién de A, existe u; € L®(; R?*?) tal que u;(z) €
{al,BI}, excepto posiblemente para puntos en €2;. En los puntos de €, u;(z)
puede ser elegido de manera que se verifique la igualdad

ui(z) VYD (x) = TVY ) (x),

y por tanto
div(y; VYY) =0, Y =y en 00
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Definimos
Uj(l?), Sl x & Q\Qj,

al, siz € §2;.

Segun esta definicién, estd claro que u;(z) € {al,31}. Asociada a esta sucesién de

disefios, u;, existe una sucesién {Y;} (como hemos visto en la Seccién 3.2) tal que

ﬂj($)V?§1)($) = TV?g-Z)(x) en ,

7;1) =1yo en Of).

Por construccién, VY ;(z) € A p.c.t. £ € Q y para todo 5. Ahora podemos
aplicar el lema anterior (advertimos que ujVYj(l) = TVY;.(z) es equiintegrable) y
concluir que

(1) (1)
VYV -VY,;” =0

2
fuerte en H'(; R?) y que la sucesién {‘VYE-I) ' } es equiintegrable. Si p = {z}zeq

es la medida parametrizada gradiente asociada con {VY;}, y mp y mv son las
proyecciones en la primera componente de i y v, respectivamente, la convergencia

fuerte anterior implica que en realidad (Proposicién A.8)
MUy = MU, Pp.ct. xz €l

Teniendo en cuenta que ambas medidas parametrizadas y la sucesién {VY;} tienen
soporte en A, y que F restringida a A sélo depende de su primera componente

podemos concluir que
lim [ F(VY;(z))ds = / / F(A)dp.(A) dx
Q Q JR2x2

- - /ﬂ /R () diy(A)dz,

como queriamos probar. La equiintegrabilidad de {lV?;l) '2} nos permite escribir
la primera de las igualdades anteriores

[

Pensamos que este resultado tiene relevancia préctica, principalmente desde el

punto de vista numeérico, ya que permite un tratamiento del problema de disefio

6ptimo basado en el célculo de las envolturas convexas de F y de las microestruc-

turas optimas o medidas parametrizadas minimizadoras. En particular pensamos
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que seria interesante buscar microestructuras 6ptimas en forma de laminados cal-
culando la convexificacién de rango uno de F como en [3, 4]. Esta es una de las
principales motivaciones del anélisis presentado en esta seccién.

De la manera habitual podemos definir la envoltura cuasiconvexa de F en una

matriz A como

QF(Y) = inf{ F(A)dv(A) : v med. par. hom., Adv(A) = Y} .

R2x2 R2x2

Como consecuencia del Teorema 3.9 tenemos que

QIE’(A):inf{liminfj_,ool%' / F(VYj(z))dx : VYj(z) > A,
D

YV(x) = AD -z, ¢ € 99, {¥;} acotada en H(D;R?)}.

Por su propia definicién esta funcién es cuasiconvexa, lo que implica que el infimo
m = inf{ / QF(VY(z))dz : YW —yp € H&(Q;R2)}
Q

se alcanza. Ademads, como consecuencia del Teorema 3.9 se tiene la igualdad

m=1m =T,

es decir, que el problema cuasiconvexificado es una relajacién del problema original.
Esta la base del método de relajacién [3, 4]. Una ventaja importante de cara calcular
la envoltura QF analiticamente, o al menos de manera aproximada. En este sentido,
pensamos que el siguiente corolario puede ser interesante, ya que en €l identificamos

el conjunto donde QF es finita.

Corolario 3.11 La cuasiconvezificacion de F, QF, es finita justamente en el con-

Junto
I'={AeR”™ : existeu € Gla, [, con uA® = TA(Q)} ,

donde Gla, 8] es la G-clausura de el conjunto {al,BI}, e I denota la matriz iden-
tidad.

Demostracion.

Dada una matriz A € R?>*? se tiene que

QF(A) = inf {lim inf; o0 Ilﬁl/ F(VY;(z))dz : VYj(z) > A,
D

Yj(l)(z) =AW .z, z € 09, {Y;} acotada en H'(D; RQ)} :
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Esta caracterizacién de la cuasiconvexificacién de F' es una consecuencia inmediata
de la segunda parte del Teorema 3.9, como hemos comentado.
Estd claro que QF(A) < 400 si y sélo si existe una sucesién {Y;} acotada en
H(D;R?) tal que
VY;(z) > 4,

VY;(z) € A

M) — 4
Y/ (z) =AW .z, enoqQ,

p.ct. z € 2 y todo j > 1. Por tanto tenemos que probar que I' coincide con el
conjunto de matrices para las que esto se verifica.
Sea A € I'. Existe u € Gla, 3] tal que

uAY =TA®?,

Ya que u € Gla, ] existe una sucesién u; de disefios que toman valores en {af, 31}

tal que G-converge a u (ver por ejemplo [55]),

Y
u; — u.

Sea la sucesién {Y;} dada por
div(ujVY}(l)) =0, Yj(l)(x) =AW .z en 09,

ui(2) VY (2) = TVY D (2).

Por la definicién de G-convergencia y el hecho de que la funcién afin YV (z) = AW .z

es la solucién del problema
div(uVYM) =0en @, YW (z) = AW . z sobre 99,

concluimos que
vyj(l) oA

TVY? = 4, vY Y 5 TA® = AW,

de donde se sigue la convergencia débil VY; X A. La demostracién de esta inclusién
termina observando que VYj(z) € A p.c.t. € Q y por tanto QF(A) es finito.
Para probar el reciproco, supongamos que tenemos una sucesién en las condi-

ciones anteriores, es decir, {Y;} acotada en H'(Q2; R?) verificando

VY;(z) > A, VY(z) € A
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pct. z€Qy
YV =AW en 8,

para todo j. Por definicién de A, existe una sucesién u; tal que u;(z) € {al, 31},

y
ui(2) VYD (z) = TVY D (),

p.c.t. 2 € Qy para todo j. Existe una subsucesién (que seguimos denotando igual)
de u; G-convergente a un disefio 4 que toma valores en G|, (] ([55]),

G
’U,J'A’U,.

Razonando como antes se concluye que A € I.
]
El conjunto G[e, 3] es conocido, de hecho es uno de los primeros ejemplos de
caracterizaciéon de G-clausuras de conjuntos ([57]), y viene dado por

Gla, 8] = {A : los autovalores \; < Ay de A satisfacen

OZSA:[, A?S/Ba yaﬁS(a_I_ﬂ—)\Q))\l}

Conocido este conjunto es trivial comprobar que I" esté estrictamente contenido en
R2x2.

Situaciones mas complicadas que la presentada aqui aceptan un tratamiento de
relajacién similar al llevado a cabo. En particular cuando consideramos restricciones
de tipo volumétrica o integral, el andlisis se puede realizar a través del concepto
de cuasiconvexidad restringida. Esta cuestién ha sida tratada en [63, 64]. Sobre
el concepto de cuasiconvexidad restringida volveremos en la Seccién 5.6 del dltimo
capitulo. En cualquier caso se podria probar un resultado similar al Teorema 3.9
bajo esta restriccién. El dnico cambio en la prueba afectaria a la definicién de
u;, para que asi verifique la restriccién integral. Este requisito probablemente nos
obligaria a modificar ligeramente los conjuntos excepcionales €2;, pero seguirian
teniendo la propiedad de que sus medidas convergen a cero, que a fin de cuentas es
la propiedad importante.



Capitulo 4

Principios variacionales bajo la
restriccion divergencia nula en

dimension N = 3

4.1 Introduccion

Consideremos, como en los capitulos anteriores, el problema de control éptimo:

Encontrar un control u perteneciente al conjunto de controles admisibles,
Upg = {u € L2(R™) : u(z) € K, p.ct. z € Q},

que minimice el funcional

Iu,y) = [ Fa,u(@), (@), Vo(a) dz,
Q
donde y es un estado asociado al control u, a través de la ecuacién de estado,

—div(G(z,u(x),y(z), Vy(z))) =0, en Q,
(4.1)
Y = Yo, en O€).

2 es ahora un abierto de R3, y K y las funciones F' y G estan en las condiciones
de los capitulos anteriores.

Nuestro objetivo es el de establecer resultados de existencia de controles 6ptimos
para este problema. Pretendemos utilizar las ideas de los capitulos precedentes, es
decir, reformular el problema de control 6ptimo como un problema variacional en
el que aparece una nueva variable independiente. Este nuevo problema variacional

tendra naturaleza local, evitando asf la principal dificultad del problema de control

81
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optimo original. En la situacién bidimensional usdbamos el hecho de que todo
campo con divergencia nula es “esencialmente” un gradiente para reformular el

problema de control como un problema variacional de la forma

inf /Q Flz,Y(z), VY (z)) dz.
Este problema se encuentra en el marco cldsico (salvo ciertas cuestiones técnicas,
como vimos en el capitulo anterior) del Calculo de Variaciones. En este caso sabe-
mos que el concepto que juega un papel esencial en lo que a existencia se refiere
a través de la aplicacién del método directo es la cuasiconvexidad. Por tanto, en
la situacién bidimensional conseguimos llevar el problema de control a un marco
variacional en el que sabemos cudl es la condicién exacta que nos permite aplicar
el método directo.

La situacién en dimensién tres es mds complicada que las anteriores. En este
caso sabemos que, bajo ciertas condiciones técnicas, dado un campo v : R® — R?

tal que
div(v) =0,

existe w : R* = R? tal que
v(r) =V x w(z).

w no estd univocamente determinada una vez conocida v. Usando este hecho, dado
un par (u, y) que verifique la ecuacién de estado (4.1), existe un campo z : R? — R?
tal que

Gz, u(z),y(z), Vy(z)) = V x 2(2).

Definiendo una nueva densidad de coste ﬁ'(z, y, AV, A@) ¢omo

F(z,y, AV, A®) = F(z,y,AD)

min
{ueK : G(z,y,A)=A2}

debe quedar claro que el problema de control 6ptimo se reformula como

inf /Q Pz, y(z), Vy(z), V x 2(z)) dz. (4.2)

(,2)

Este problema no se encuentra en el marco clisico del Célculo de Variaciones de
problemas que provienen de la elasticidad no lineal, puesto que ademas de depender
de un gradiente depende de un rotacional. Un andlisis de cuestiones clésicas del
Célculo de Variaciones: s.c.i.d., existencia, relajacidn,..., para este tipo de proble-
mas ha de ser por tanto desarrollado. El estudio de este problema de Calculo de

Variaciones fue propuesto en [36]. En este trabajo se analiza una relajacién de un
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modelo de tomografia en dos dimensiones; para poder establecer la relajacién en la
situacion tridimensional se requiere el andlisis que llevaremos a cabo aqui.
Como paso previo parece natural plantearse el problema en el que sélo intervie-

nen rotacionales, es decir, el problema

i%f‘/s; o(V x u(z)) dz,

o lo que es lo mismo el problema

inf / o(U(2)) de,

donde
div(U) = 0.

Nétese que hemos cambiado de notacién. Al anilisis de este problema de optimi-
zacién no local nos dedicaremos en este capitulo. El problema variacional (4.2) y
su relacién con el problema de control tridimensional serd tratado en el capitulo
siguiente.

En definitiva, el objetivo de este capitulo es el de estudiar cuestiones tipicas del
Célculo de Variaciones, en especial aquellas relacionadas con la semicontinuidad
inferior débil, y eventualmente, la existencia-no existencia de soluciones 6ptimas,

para funcionales del tipo
10) = [ U(a) da,

donde 2 C R? es un abierto, regular y simplemente conexo, U : @ — R3*! es un
campo vectorial perteneciente a un espacio funcional adecuado que especificaremos
posteriormente, ¢ : R?*! — R es una funcién continua verificando condiciones
técnicas adicionales, y lo que es mds importante, las funciones U verifican la res-
triccion

div(U) =0 en Q. (4.3)
Las condiciones de frontera tipicas para este problema son condiciones sobre la traza
sobre 0f2 de la componente normal de U (ver [25]). Nos restringiremos a los casos
Il = 1,2,3, que son los casos de interés practico; no obstante los resultados que

daremos aqui se extienden sin dificultad a [ > 3. Lo que pretendemos investigar

con respecto a este tipo de problemas variacionales es:
1. Reformulacién en términos de potenciales vectoriales.

2. S.c.i.d. en el marco funcional apropiado y nocién de convexidad involucrada

en funcién del valor de [.
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3. Caracterizacion de las medidas de Young generadas por sucesiones verificando

la restriccién (4.3).

4. Relevancia de la caracterizacién anterior con respecto a funcionales que no

verifican la convexidad que garantiza la s.c.i.d..

Este tipo de situaciones donde tenemos restricciones adicionales en forma de
leyes diferenciales han sido tratadas cldsicamente a través de la teoria de la compa-
cidad por compensacién [53, 54, 68, 69]. Ver también [19]. Un trabajo reciente sobre
el tema es [23]. En éste se han establecido algunos resultados interesantes a partir
de la caracterizacion de las medidas parametrizadas generadas por sucesiones que
verifican la restriccién diferencial. Nuestra filosofia aqui es diferente de la de estos
trabajos. En vez de tratar directamente la restriccién diferencial pensamos que se
pueden obtener conclusiones mas explicitas mediante la introduccién de potenciales
que eviten el caracter no local de esta restriccién. Esta es la misma idea que se ha
usado en el marco clasico de la elasticidad no lineal en el que tenemos la restriccién
rot(U) = 0 (lo que como bien sabemos es equivalente a que U es un gradiente).
Algunos de los resultados en los que estamos interesados han sido obtenidos en [23]
en mucha mas generalidad; nosotros los reinterpretaremos desde nuestro punto de
vista.

Si un campo vectorial U € LP(Q; R*!) con p > 2 es tal que div(U) = 0 en
el dominio simplemente conexo €, entonces ([25]) U admite un vector potencial
u € WHP(Q; R, tal que

U=V xu.

Sea T : RI¥X3Ixl 5 R3*! 13 aplicacién lineal definida componente a componente en

cada una de sus [ componentes como
T(F) = (F3o — Fas, Fi13 — F3, Fyy — Fl),

asi
T(Vu)=V xu="U.

Observando esta relacién uno estd tentado a reemplazar el problema original

inf/ng(U(a:)) dz, div(U)=0,
por
in /Q H(Vu()) de,

donde
¢=poT :REI 4R,
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y reducir todo el analisis a una referencia a los problemas variacionales bajo la
restriccién rotacional nulo a través de la cuasiconvexidad de ¢. Ahora bien, es
claro que para poder obtener la s.c.i.d. de la cuasiconvexidad de ¢ necesitariamos
asegurar que

VXU]'——\VXU

implica
VUJ‘ — Vu,

lo cual es evidentemente falso en general. Esta dificultad esta relacionada con la
singularidad de la aplicacion T', o lo que es lo mismo con la falta de inyectividad
del operador rotacional. Un importante lema elemental nos permitira superar esta
dificultad y conseguir relacionar la s.c.i.d. del funcional I con la cuasiconvexidad
de ¢, respondiendo de esta manera a las cuestiones planteadas anteriormente.

La organizacién del capitulo es la siguiente. Un lema esencial en nuestro plan-
teamiento es expuesto en la siguiente seccién. En la Seccién 4.3 utilizamos el men-
cionado lema para relacionar el problema variacional bajo la restriccién divergencia
nula con problemas variacionales clasicos en los que intervienen gradientes. Esta
seccién contiene diferentes resultados relativos a la semicontinuidad inferior débil,
la existencia de minimizadores y la relajacién. En la Seccién 4.4 caracterizamos las
medidas parametrizas generadas por sucesiones de funciones con divergencia nula
y ponemos de manifiesto la diferencia entre los casos [ = 1,2 y [ = 3. La ultima
seccion esta dedicada al analisis de un ejemplo que proviene del micromagnetismo y
que requiere la relajacion en términos de medidas parametrizadas. Todo el material

que aparece en este capitulo constituye [10].

4.2 Un lema fundamental

Recordemos que estamos en las condiciones en que {2 es un abierto simplemente
conexo y regular de R3. Como hemos comentado, la mayor dificultad que encontra-
mos para conseguir entender las cuestiones bésicas para nuestro funcional original
en términos de las propiedades de convexidad de ¢ = @ o T es que la convergencia
débil V x u; — V x u no implica en general la convergencia débil Vu; — Vu, y
por tanto no podemos basarnos en la cuasiconvexidad de ¢ para obtener la s.c.i.d..
Como comentamos anteriormente este hecho estd relacionado con la singularidad
de T

Un modo de superar estas dificultades es a través del siguiente lema, el cudl

es consecuencia de algunos resultados que se utilizan en la fundamentacién de la
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teoria de las ecuaciones de Navier-Stokes ([25]). Para evitar dificultades técnicas
supondremos p = 2, asi trabajaremos en los espacios L? y H'.

Lema 4.1 Sean U;,U € L*(Q; R3*!) campos vectoriales tales que
div(U;) =div(U) = 0 en Q,

U; = U débil en L*(Q; R3).

Ezisten funciones u;,u € H(Q; R*>!) tales que para alguna subsucesion, que sequi-

mos denotando igual, se tiene
U=V xu;, U=V xu,
u; — u débil en H'(; R>).

Demostracion.
La prueba es elemental y esta basada en resultados conocidos. Esencialmente se
trata de un resultado de inyeccién entre espacios de Sobolev. Referenciaremos
diferentes resultados que aparecen en [25].

Sea U € L?(£; R*) tal que div(U) = 0 en Q. En virtud del Teorema 3.5 de
[25] sabemos que existe u € H*(Q; R**) tal que

U=V xu, div(u)=0, u-n=_0endR,

donde n es la normal exterior unitaria a Of2.

Por el Lema 3.6 y el Corolario 3.7 de [25] existe una constante R > 0 tal que

”ullHl(Q;R3Xl) < R||U||L2(Q;R3xl).

Esta desigualdad implica el resultado.

NotA 4.1 Cuando el abierto 2 es suficientemente regular el resultado conti-
nua siendo cierto si cambiamos L2(€; R**!) por LP(Q; R**!) y H(;R**!) por
WhP(Q; R**!) con p > 2. Cuando el dominio no es regular los valores de p para
los que el resultado es cierto estan en funcién de una constante que depende de
00 (ver [2]). Por simplicidad y por evitar tecnicalidades en el resto del capitulo
supondremos p = 2.

Para ver cémo puede ayudarnos este lema supongamos que ¢ verifica las condi-

ciones habituales de coercitividad y acotacién

c(|FP-1)<oF)<C(F?+1), 0<c<C. (4.4)
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Sea {U,} (div(U;) = 0, para todo j > 1) una sucesién minimizante para I. Por
la coercitividad de ¢ es claro que existe U con div(U) = 0 tal que para alguna

subsucesién, que seguimos denotando igual, se tiene
U; — U débil en L2

Por tanto, segin el Lema 4.1 podemos suponer sin pérdida de generalidad que

existen potenciales u;, u tales que
Ui=Vxu;, U=V xu,
u; — u débil en H'.

Si ademads, ¢ = ¢ o T es cuasiconvexa podemos concluir que
liminf I(U;) = lim inf U; d
mint I(U;) = limint | p(U3(a) da

= lim inf/ o(V x uj(z)) dz
Q

j—oo

= lim inf/ﬂg?;(Vuj(w)) dz

j—ooo

> / B(Vu(z)) dx
= I(D).

Por tanto I es s.c.i.d. y tendriamos minimizadores bajo condiciones que sean inva-
riantes con respecto a la convergencia débil. Seremos mds precisos en la siguiente
seccion.

4.3 Semicontinuidad inferior débil y relajacién

El principal propésito de esta seccién es el de demostrar que la condicién nece-
saria y suficiente para la s.c.i.d. de I es la cuasiconvexidad (supuesta la condicién
habitual de acotacién de ¢) de la composicién ¢ = @ o T'. Segin esto decimos que
una funcién ¢ : R¥! — R es D-convexa (D de divergencia) si la composicién con
la aplicacién lineal T' por la derecha es cuasiconvexa. Ahora vamos a probar que el

funcional I es s.c.i.d. si y sélo si el integrando ¢ es D-convexo.

Proposicién 4.2 Seq ¢ : R3*!

— R una funcion continua tal que
p(F) < C(IFIP+1), C>0.

El funcional I es s.c.i.d. en L? con respecto a sucesiones que verifican la restriccion

diferencial (4.3) si y sdlo si ¢ es D-conveza.
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Demostracion. ‘
Supongamos que I es s.ci.d. en L? con respecto a sucesiones que verifican la
restriccién divergencia nula. Sean u;,u € H(2;R**!) tales que u; — u débil en
H'. Entonces

quj:TujAqu:TuenLQ,

y consecuentemente

lim inf/ &(Vuj(z)) de = liminf I(Tu,)
i=oo fo

J—0

> I(Tu)
_ / H(Vu(z)) d.
Q

Bajo la condicién de acotacién asumida sobre ¢ esta s.c.i.d. implica la cuasiconve-
xidad de ¢ (Teorema A.2).
El reciproco ha sido probado en la seccién precedente.
[
Basidndonos en este resultado es trivial establecer un resultado de existencia de

minimizadores para nuestro problema variacional a partir del método directo.

Teorema 4.3 Sea ¢ una funcion D-conveza verificando las acotaciones (4.4). En-
tonces ezisten minimizadores para el funcional I bajo la restriccion diferencial (4.3)
y posiblemente otro tipo de restricciones invariantes bajo convergencia débil (como
por ejemplo una condicion sobre la componente normal de la traza de las funciones

que competen en el problema, U - n = g sobre 052).

En el resto de ésta seccion, nos dedicaremos a establecer un resultado de rela-
jacién, el cual es un ingrediente fundamental en la compresién del comportamiento
oscilatorio de las sucesiones minimizantes para nuestro problema de optimizacion.

Evidentemente para poder hablar de relajacién necesitamos un concepto de
envoltura convexa adecuado al problema considerado. En nuestro caso el concepto
adecuado es el de D-convexificacién é envoltura D-convexa. Necesitamos expresar
la nocién de D-convexidad sin utilizar T. Utilizando el hecho trivial de que la
aplicacién T' es sobreyectiva es facil ver que la propiedad de D-convexidad para la
funcién ¢ puede escribirse como la desigualdad

o(F) < |1§| o7+ 9 x ) dy (4.5)

para todo F' € R**!| toda funcién test u € W°(S; R**!) y todo dominio regular y

acotado S C R3. Esta caracterizacién nos ayudars a comprender mejor el concepto
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de D-convexidad en la siguiente seccién. En este momento nos sirve para definir la

D-convexificacién de ¢ como la funciéon dada por

1

Dy(F) = inf {E/S(,O(F +V xu(y))dy : ue Wh(S; R3x’)} : (4.6)

Para que esta definicién tenga sentido debe ser independiente del dominio S. Es-
te hecho y otras cuestiones técnicas, como que D¢ verifica la propiedad de D-
convexidad, se obtienen de los hechos respectivos para la cuasiconvexificacién y del

siguiente resultado que relaciona esta envoltura con la cuasiconvexificacidon Q.
Proposicion 4.4 La funcion Dy dada por (4.6) verifica la relacion

DooT =Q(poT).

La prueba es inmediata. Utilizando esta proposicién y teniendo presentes las
propiedades de la cuasiconvexificacién (ver Apéndice y [20, 59]) se pueden probar
propiedades de la envoltura D-convexa, como por ejemplo que la D-convexificacién

de una funcién es D-convexa y la siguiente caracterizacién
Dy =sup{v : ¥ < ¢, ¢ D-convexa}.
Enunciemos ya el resultado de relajacion.
Teorema 4.5 Sea ¢ : R**! & R una funcidn continua verificando
(IFIP=1) < (F) < C(FP+1), 0<c<C,

y sea Do su D-convezificacion. Los dos infimos

inf /Q H(V % ulx)) dz

irulf/QDcp(V x u(z))dx,

bajo condiciones adicionales sobre u que sean invariantes con respecto a la conver-

gencia débil, son iguales.

Demostracion.
Para la prueba basta tener en cuenta el Teorema de relajacién A.6 y la Proposicién
4.4. Sabemos que los infimos

igf/ﬂg?a(Vu(m)) dz, ir&f/QQgé(Vu(a:)) dzx.
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coinciden Por otro lado los infimos
igf/ﬂ Dp(V x u(x))dr, irulf/Q Qo(Vu(x)) dx
son iguales. La conclusién del resultado es inmediata teniendo en cuenta que
o(V x u) = ¢(Vu).

[
La computacién efectiva de Dy en casos explicitos es un problema muy compli-
cado. Para [ = 3 hemos examinado una situacién tipica donde ¢ es el minimo de

dos formas cuadraticas, de manera similar a como se hace en [34],

: 1 .
¢(A) = min{p;(A)}, @i(4)= S(M(A = Ai), (A= Ai)) +wi, i =1,2.
M es un tensor, simétrico, definido positivo de cuarto orden, A; son matrices 3 x 3
y wi € R, i =1,2. R. Kohn en [34] calcula la cuasiconvexificacién de esta funcién
usando, fundamentalmente, técnicas de andlisis de Fourier. Nosotros, usando las
mismas técnicas e ideas que aparecen en ese trabajo, hemos conseguido calcular

explicitamente D¢p. Si llamamos

1 2
Mz(A; - Ay)| ,

9 = max I 4y,

donde IIy representa la proyeccién ortogonal sobre el subespacio V' y

a1Xk
V(k): CLQX]{J . ai€R3 y

CL3Xk

es un subespacio de matrices singulares, entonces

Y1 (A), ©¥1 (A) > S02(A)
Dyp(A) = ¢2(A), ©2(A4) > ¢1(4)
02(A) = 55 lp2(A) — o1 (A) + 4%, |p1(A) — pa(4)] > 4.

El sentido y la forma del subespacio V (k) quedara mds clara en la siguiente seccién.
No hemos reproducido los célculos pues son completamente andlogos a los de [34].

4.4 Caracterizacion de medidas parametrizadas

Una de los puntos mas importantes en la comprensién de los principios variacio-
nales sometidos a restricciones es el de la caracterizacién de las medidas parametri-

zadas asociadas a sucesiones admisibles para el problema variacional. En el caso de
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restricciones diferenciales esta caracterizacién ha sido obtenida en [23] en un marco
mucho més general. Nosotros aqui s6lo pretendemos relacionar esta caracterizacién
con nuestro enfoque particular. En esta seccién, ademds, profundizaremos mucho
mas en el concepto de D-convexidad y trataremos otro concepto de convexidad
involucrado en el problema variacional considerado para [ = 3, la convexidad singu-
lar. A continuacién enunciamos el resultado de caracterizaciéon adaptado a nuestra

situacion particular.

Teorema 4.6 ([23]) Sea v = {v;}zeq una familia débilmente medible de probabili-
dades sobre R®*!. v estd generada por una sucesion {U;} contenida en L?(Q2; R*!)

verificando div(U;) = 0 en § y tal que la sucesién {|U;|?} es equiintegrable si y sdlo

si:

(i) Existe U € L?(; R**Y) tal que

div(iU) =0, U(z)= / Adv,(A), p.ct. z €
R3x!
(i) / / A2 duy(A) dz < +o0;
Q JR3Xx!
(iii) p.c.tx € Q y para toda funcién continua g tal que
l9(A) < C(IAP +1), C>0,

se tiene

/R _9(A)dvs(4) = Qpyg ( /R 3xlAdyz(A)> ,

donde Qpg es la envoltura definida como

Qpg(A) = {/ g(A+V(x))dz : V regular, S-periddica,
s

div(V) =0, /

S

V(z)dz = 0} ,
para cualquier cubo S contenido en R3.

Este teorema puede reescribirse usando funciones D-convexas. La equivalencia
de ambos resultados se obtiene de manera directa usando el Lema 4.1 y las ideas
de la Seccién 4.3. La forma de este resultado recuerda el resultado de caracteriza-
cién de medidas parametrizadas gradientes, Teorema A.13, ya que en este caso la
caracterizacion consiste esencialmente en la desigualdad de Jensen para funciones
D-convexas.
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Teorema 4.7 Sea v = {U;}zcq una familia débilmente medible de probabilidades.
v estd generada por una sucesion acotada {U;} contenida en L?(Q; R3*Y) verificando

div(U;) = 0 en Q y tal que la sucesidn {|U;|*} es equiintegrable si y sdlo si:

(i) Eziste U € L2(; R*Y) tal que

div(U) =0, U(x)= / Advy(A), p.ct. z €
R3xt

(i) / / A2 dus(A) da < +00;
Q JR3XxI
(iii) p.c.t. x € Q y para toda funcidn continua y D-conveza g que verifica
l9(A)] < C(IAP +1), C>0,

se tiene

/R (A dr(4) > g < /R Aduz(A)> _

Debido a la no inyectividad de la aplicacién T no se puede obtener una prueba
directa de este resultado basada en el teorema de caracterizacién de medidas pa-
rametrizadas gradientes (Teorema A.13) a través de la definicién de D-convexidad.
No obstante, la parte de necesidad seria trivial usando la proposicién que sigue
(Proposicién 4.8). _

Continuando con el punto de vista desde el que estamos mirando la restriccién
divergencia nula, seria interesante reinterpretar est4 caracterizacién en términos de
medidas parametrizadas gradientes con soporte en R{¥*3}x! Para este propésito
definimos la aplicacién, denotada de nuevo 7', de las medidas de Radon con soporte

en R{®*3}x! en las medidas de Radon con soporte en R3*!, como

(Tv,p) = (v,poT),

para cada funcién ¢ € Cy(R3*!). Esta aplicacién es de alguna manera la proyeccién
en el espacio de medidas, asociada a la anterior aplicacién T. Uno de los logros
de esta seccién es el de probar que el conjunto de medidas parametrizadas gene-
radas por sucesiones de campos vectoriales con divergencia nula es justamente la
imagen por 7' del conjunto de medidas parametrizadas gradientes. Veamos esto en
el siguiente resultado.

Proposicion 4.8 Una medida parametrizada j con soporte contenido en R**! pue-
de ser generada por una sucesion de campos vectoriales con divergencia nula si y
sdlo si existe una medida parametrizada H', con soporte contenido en R33! 4]

que Tv = p.
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Demostracion.

Sea v la medida parametrizada generada por la sucesién de gradientes {Vu;}, con
{u;} € HY(R>™). Veamos que la proyeccién p = Tv estd generada por la
sucesién {V X u;}. Para ello basta probar (ver Seccién A.4 del Apéndice) que para
toda ¢ € Co(R**!) y para todo E C Q medible se verifica

lim /E o(V x u;(z)) da = /E /R () dyn(A) .

En efecto,
lim [ o(V x uj(z))dzr = lim / o T(Vu(x))dx
j—oo Jp

j—oo E
_ / / o 0 T(A) diy(A) dz
E JR{3x3}xl

=[] o) (o

El reciproco se obtiene, una vez més, aplicando el Lema 4.1. Sea u la medida
parametrizada asociada a la sucesién {U;}, div(U;) = 0. En virtud del Lema 4.1

podemos afirmar que existe una sucesién, {u;}, acotada en H*((; R3*Y), tal que
Uj =V x Uj,

para todo j > 1. Sea v la medida parametrizada asociada a la sucesién {Vu;}.

Razonando como en la otra implicacién es claro que
Tv = pu.

n

Gracias a esta proposicién podemos entender las medidas parametrizadas gene-
radas por sucesiones con divergencia nula simplemente estudiando la imagen por
T de las medidas parametrizadas H!'. En particular seria interesante estudiar la
imagen por T de los laminados (Apéndice y [59]). Es necesario observar la identidad

T(a®n)=axmn,

donde, como sabemos, ® representa el producto tensorial de vectores y x el pro-
ducto vectorial. Ahora ha llegado el momento de distinguir los tres casos [ = 1,2, 3.
Cuando [ = 1, dados dos vectores A, B € R? siempre existen un vector a y un
vector unitario n tal que
A—B=axn
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(esto es trivial de comprobar). Esto implica, teniendo en cuenta la identidad ante-
rior, que para todo t € [0, 1], la probabilidad

p=1t54+(1—1t)dp

es la imagen por T de un laminado de primer orden en R3**3. Por tanto, toda
combinacién convexa de dos deltas de Dirac es una medida parametrizada con di-
vergencia nula, es decir, puede ser generada por una sucesion de campos vectoriales
con divergencia nula. La misma conclusién es cierta en el caso | = 2. Si ahora
A, B € R¥?2 y A; B;, i = 1,2, indican las dos columnas, de nuevo es cierto que
podemos elegir un vector normal n ortogonal a las dos columnas A; — B;, y dos
vectores a; tales que
Ai—Bi:aixn, ’1,21,2

Esto, de nuevo, implica que cualquier combinacién convexa de dos deltas de Dirac
es una medida parametrizada con divergencia nula. Ademas esta construcciéon nos
dice explicitamente como construir una sucesién de campos con divergencia nula que
generen la correspondiente medida parametrizada: la imagen por T de la sucesién
de gradientes que genera el laminado asociado (Seccién A.2 del Apéndice). Como

consecuencia de esta discusién tenemos el siguiente resultado importante.

Proposicion 4.9 Supongamos ! =1 61 = 2. Una funcién ¢ en las condiciones

anteriores es D-conveza si y sélo si es convexa en el sentido habitual.

Demostracion.

La prueba es sencilla teniendo en cuenta los comentarios anteriores y el Teorema
4.7. Es trivial que si ¢ es convexa entonces es D-convexa. Veamos el reciproco. Sea
¢ una funcién D-convexa, entonces si v es una medida parametrizada homogénea

con divergencia nula por el Teorema 4.7 se verifica la desigualdad

/R L plA)dv(A) = ¢ ( - Adu(A)) .

Segun la discusién anterior esta desigualdad se tiene para toda combinacién convexa
de dos deltas de Dirac, luego

to(A) + (1 — t)p(B) > (tA+ (1 - t)B),

- para todo t € [0,1] y para todos A, B € R3*!. Es decir, ¢ es convexa.
n
Un comentario importante es que usando esta proposicién y el apartado (iii) del

Teorema 4.7 obtenemos que en los casos [ = 1, 2 toda medida de probabilidad tiene
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divergencia nula. En definitiva, en los casos | = 1,2 la D-convexidad se reduce a
la convexidad habitual de funciones y las medidas parametrizadas con divergencia
nula son todas las medidas de probabilidad.

El caso | = 3 es mucho més interesante desde el punto de vista matematico.
Ahora tenemos tres columnas A; — B;, ¢ = 1,2,3, y no es posible elegir un vector
n ortogonal a las tres A; — B;, a no ser que esos tres vectores sean linealmente
dependientes. Esto es, en principio, una restriccién que la medida de probabilidad
con soporte en R3*3

Bw=1td4 + (1 — t)5B

debe verificar para tener divergencia nula: la matriz A — B debe ser singular.
Esto justifica la introduccién de otra nocién de convexidad: la convexidad singular.

Decimos que una funcién ¢ : R**? — R es convexa singular si verifica la desigualdad
@A+ (1-1)B) < tp(A) + (1 - t)p(B),

para todas A, B € R3*3 verificando rango(4 — B) < 2. Razonando como en los
caso anteriores se prueba que la D-convexidad implica la convexidad singular. El
paralelismo con el caso rotacional es notable: la convexidad singular es para la D-
convexidad lo que la convexidad de rango uno es para la cuasiconvexidad. En el caso
[ > 3 la condicién que deben verificar las matrices A y B para que td4 + (1 — t)ép
tenga divergencia nula continia siendo rango(A — B) < 2.

NoTA 4.2 Toda la discusién anterior puede resumirse diciendo que si ¢ es D-
convexa entonces es convexa a lo largo de las direcciones del cono caracteristico del
operador divergencia [23, 68, 69]. En efecto, se sabe que en el caso en que I sea
d.s.c.i., entonces @ es convexa a lo largo de las direcciones del cono caracteristico del
operador divergencia. Recordemos brevemente qué es el cono caracteristico de un
operador. Dado un operador diferencial A definido sobre funciones u : RV — R™

como

donde los coeficientes, a;;;, son constantes, sea

V= {()\,f) e R™ x RYN . Zailk)\lﬁk :O} .

1k

El cono caracteristico de A estd definido como el conjunto

A={xeR™ : existe £ € RV — {0}, (\,&) € V}.
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Por un simple célculo es facil comprobar que el cono caracteristico del operador

divergencia es todo el espacio, A = R¥*! sil=1,2,y
A={A€R¥™ . det(A) =0},

es decir las matrices singulares de orden 3, si [ = 3. Luego, si ¢ es D-convexa y
[ = 1,2 entonces ¢ es convexa; y si Il = 3, ¢ es convexa a lo largo de direcciones
singulares. Esto es lo que habiamos probado antes.

En principio en el caso I = 3 no podemos afirmar que la D-convexidad se reduzca
a la convexidad habitual. Para asegurar que esto es falso basta probar que la
convexidad singular no implica la convexidad. En una primera vista esto no parece
claro puesto que podrian existir laminados complicados (del tipo de los que aparecen
en [46] y en [72]) cuya proyeccién por T nos de una medida de probabilidad con
soporte en dos matrices no conectadas por una matriz singular. No obstante este

no es el caso.
Proposicion 4.10 Sea I = 3. La convezidad singular no implica la convexidad.

Demostracion.
Encontraremos un contraejemplo en la familia de las funciones cuadraticas ([66)).
El siguiente resultado es una generalizacién directa de la situacién con gradientes

(ver por ejemplo [20]).

Lema 4.11 ([20]) Sea M un tensor simétrico de cuarto orden en RIZ3H{3x3} 4
sea

p(A) = (MA,A).
1. ¢ es conveza si y sdlo si p(A) > 0 para todo A € R3*3;

2. ¢ es D-convexa st y solo si

/(p(V % v(z)) dz > 0
S

para toda funcion test en S y para todo dominio S;
3. ¢ es conveza singular si y solo si p(A) > 0 para toda matriz singular A.

4. @ es D-conveza si y sélo si ¢ es convexa singular.

En virtud de este lema necesitamos encontrar una forma cuadratica que sea

no negativa en las matrices singulares y negativa en alguna matriz no singular.
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Esto lo conseguiremos encontrando el cono adecuado en el espacio de matrices. En
concreto, sean V; y V3 los subespacios de matrices generados por las matrices de

traza nula y por la identidad, respectivamente. Es elemental comprobar que
R3X3 — ‘/1 @ ‘/'2 ,

asi que cada matriz A la podemos escribir como A = A; + As, donde A; es la
proyeccién ortogonal de A en el subespacio V;, i = 1,2. Afirmamos que la forma
cuadratica

1
P(A) = |A1]* - §|Az|2

es convexa singular pero no convexa. De acuerdo con el Lema 4.11 tenemos que
probar que ¢ es no negativa en la matrices singulares y negativa en alguna matriz
no singular (esto iltimo es trivial). Es elemental comprobar que ¢(A) < 0 implica
que A es no singular ya que si elegimos \ tal que AAy = I (I es la matriz identidad)

entonces
A = T2 = A2 = A4, 2 < %IAAQP .Y

Esto implica que AA es no singular y por tanto tampoco A. Luego ¢ es no negativa
sobre las matrices singulares y esto concluye la prueba.
[
Otra cuestién interesante es cudndo la D-convexidad es equivalente a la con-
vexidad singular. Hemos visto en el punto 4 del Lema 4.11 que en el caso de las
formas cuadraticas ambos conceptos coinciden. Asi pues, no podemos buscar un
contraejemplo en esta familia de funciones. Encontrar un contraejemplo para esta
cuestién es una tarea muy dificil, como en el andlogo para el caso rotacional: la
conjetura de Morrey ([74]). Todos los intentos que hemos realizado en este sentido

han resultado infructuosos y por el momento la cuestién continua abierta.

NoOTA 4.3 Es interesante sefialar que en la situacién [ = 3 no tiene sentido introdu-
cir una clase de funciones andloga a las funciones policonvexas en el caso rotacional.
Esto se debe a que las funciones afines (en el sentido usual) son las tinicas funciones
afines singulares, es decir, afines a lo largo de matrices singulares. En realidad,
esas funciones deben ser, en primer lugar, cuasiafines (es decir, afines a lo largo de
direcciones de rango uno) y por tanto deben ser combinaciones lineales de menores
([20]). Ya que los menores de orden mayor que uno son polinomios de orden dos
0 mayor, concluimos que los menores de orden uno son los tGnicos menores afines
singulares. En conclusién, los tinicos funcionales débilmente continuos respecto de

funciones con divergencia nula son aquellos que tienen como integrando funciones
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afines. La cuestién de funcionales débilmente continuos esté tratada ampliamente
en [20].

4.5 Una aplicacion: relajacién en micromagnetis-

mo

Pensamos que los resultados anteriores pueden aplicarse en multitud de situa-
ciones practicas. En particular, esta teoria puede servir para obtener relajaciones
en modelos fisicos concretos. A esto es a lo que dedicaremos esta seccién: aqui
presentamos una relajacién para una familia de funcionales no locales relacionada
con un modelo de micromagnetismo.

Vamos a calcular la relajacion en términos de medidas de Young, en el espiritu
del Teorema A.14, de una clase de funcionales no locales. El funcional que tratare-

I(m):/ﬂgo(:v,u(a:),m(x)) d:v+/91/1(x,u(x),Vu(:z:)) dz, (4.7)

donde 2 es un abierto simplemente conexo de R?, y donde m € L*(Q;R3) y u €
H}(Q) estan acopladas por la ley diferencial, no local

div(-=Vu+m) =0, en H(Q). (4.8)

Nos gustaria calcular explicitamente el funcional generalizado

I(v) :inf{liminfl(mj) . {m;} genera 1/}.

Jj—ooo
Bajo esta definicién es inmediato el resultado de relajacién
inf/ =min I,
A A

donde A denota el conjunto de funciones admisibles para I (en este caso L?(£2; R?)),
y A denota el conjunto de medidas parametrizadas generadas por sucesiones en A.
Con el objetivo en mente de calcular explicitamente este funcional generalizado
seré crucial la caracterizacién de las medidas de Young generadas por sucesiones de
funciones con divergencia nula hecha en la seccién precedente, ya que reduciremos
la ley no local (4.8) a una ley local mediante la introduccién de un potencial, es
decir
div(—Vu+m) =0 siysélosi m(z)= Vu(z)+V x v(z),
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donde v es una cierta funcién en H'(2; R?). Esta clase de problemas viene motivada
por el funcional de micromagnetismo ([13, 21, 26, 29, 58, 71])

I(m) = / Bm(z)) do + /R Vu(@) ds,

donde de nuevo
div(—Vu +m) = 0 en H }(R?),

y la magnetizacién, m, verifica la hipétesis de saturacién, |m(z)| = xa(z) p.c.t.
z € R3. Los dos términos del funcional I representan respectivamente la energia
anisotrépica, que expresa la tendencia del material a alinear la magnetizacién con
ciertas direcciones cristalograficas preferidas, y la energia magnetoestatica. El ob-
jetivo del micromagnetismo es el de encontrar una magnetizaciéon admisible m que
minimice I. Si tratamos de aplicar el método directo para probar que I alcanza
el minimo nos encontramos de entrada que los limites débiles de sucesiones mini-
mizantes, que verifican la condicién de saturacién, no tienen por qué verificar esta
condicién. Luego no podemos concluir la existencia de solucién para este problema
a menos que tengamos la convergencia fuerte de las sucesiones minimizantes, y esto
no tiene sentido imponerlo. No obstante, en algunos casos se puede probar la exis-
tencia de solucién, mientras que en otros se comprueba que se desarrollan fenémenos
oscilatorios, no pudiendo asegurar que los limites débiles de sucesiones minimizantes
sean magnetizaciones admisibles. Esta restriccién no convexa nos obliga a consi-
derar alguna clase de formulacién relajada en términos de medidas parametrizadas
asociadas a las sucesiones de magnetizaciones. Relajaciones en términos de medidas
de Young para este funcional (independientes de la dimensién) han sido obtenidas
en [21, 58, 71] a través de diferentes técnicas.

Aqui estableceremos una relajacién de funcional (4.7) en la situacién tridimen-
sional. Este problema ha sido estudiado en [61] para el caso bidimensional (2 C R?).
En dimensién tres las dificultades aparecen al tener que tratar con campos con di-
vergencia nula. Como sabemos, en dimensién dos todo campo con divergencia nula
es esencialmente un gradiente. Aqui seguiremos las ideas de ese trabajo pero aplica-
remos los resultados especificos para problemas en los que intervienen rotacionales
en dimension tres de este capitulo.

Imponemos las hipdtesis técnicas habituales
c(|m)? —1) < o(z,u,m) < (Im)*+1), C>c>0.

Sobre 1 sélo imponemos la continuidad en las variables u y Vu. El resultado
mas importante de esta seccién es el siguiente en el que establecemos la expresion
explicita de I(v).
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Teorema 4.12 Bajo las condiciones anteriores si ¢ es conveza con respecto a la

variable gradiente, entonces

I(v) = / / oz, u(x), A) dva()) dz + / W(z,u(z), Vu(z)) dz,  (4.9)
Q JR3 Q
donde v y u estan relacionadas a través de la ecuacidn diferencial

div(—Vu+m) =0, en H*(Q),

m(z) = /R A ()

Demostracion.
Sea I(v) el término de la derecha en (4.9). Debido a la continuidad débil del
operador

m —u donde div(—Vu+m) =0,

y a la convexidad de v es facil convencerse de que
I(v) > I (v).

Para la otra desigualdad sea v € A dada, y sea m € L?(€;R3) su primer

momento
m(z) = / Ndva(A).
R3
Sabemos que existe v € H'(; R?) tal que
m(z) = Vu(z) + V x v(z).

Para cada z € (), sea la medida de probabilidad p, dada por

(i) = [ X = Vu() da(). (4.10)

Afirmamos que la familia de medidas de probabilidad p = {p; }.cq estd generada
por una sucesién de funciones con divergencia nula en H'(Q;R?). Para probar
esto utilizamos el Teorema 4.7. Estamos en el caso m = 1, sabemos que en este
caso la D-convexidad es equivalente a la convexidad usual, luego la condicién (iii)
del teorema debe verificarse para toda funcién convexa, es decir tenemos que p,
debe verificar la desigualdad de Jensen para toda funcién convexa y esto no impone
ninguna restriccién sobre esta medida. Asi pues, para m = 1 (también para m = 2)
la condicién (iii) del Teorema 4.7 puede ser eliminada. Con respecto a las otras
dos condiciones es elemental que el primer momento de la familia tiene divergencia

nula, de hecho
(A, pz) = V x v(z).
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La otra condicién también es elemental

/Q/Rslx\lmux(/\)dzgfﬂ(/m l,\|2dyw()\)+|vu(x)|z) i < +o0.

Por tanto existe una sucesién acotada {V;} C H'(Q;R?), con div(V}) = 0, tal que
tiene a p como medida parametrizada asociada y {|V;|*} es equiintegrable. Sea

m;(z) = Vu(z) + Vi(z), ze€Q.

Veamos que m; genera v. Sea x(z,A) una funcién regular. Se tiene
lim [ x(z,m;(z))dx = lim / x(z, Vu(z) + Vi(z)) dx
Q 7o Ja

- - /Q /R (@, Vu(z) + X) dua(3) d

_ /Q /R (@, V) ds() da

Ademés, por la eleccién de mj, es claro que
div(—Vu +m;) = 0, para todo j.

Para finalizar, teniendo en cuenta la cota superior sobre ¢ y la equiintegrabilidad
de la sucesién {|m;|*} podemos pasar al limite y obtener
lim I(m;) = I(v).
m
Es importante observar que para la demostracién, dada v € A , hemos sido
capaces de construir una sucesién {m;} € A que genera v y que tiene cuadrado
equiintegrable. Esto lo hemos hecho a partir de la sucesién de funciones con di-
vergencia nula que genera la medida parametrizada p. En el caso en que v sea
minimizante para el problema generalizado entonces la sucesién m; es minimizante
para el funcional I.
Un caso particularmente importante es €l caso en que 1 es estrictamente convexa
con respecto a la variable Vu, ya que en este caso somos capaces de conocer todas

las sucesiones minimizantes para nuestro problema. Si v es un minimizador y
m(z) = | Adve(}), div(—=Vu+m)=0,
R3
todas las sucesiones minimizantes son esencialmente de la forma

m;(z) = Vu(z) + V;(2),
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donde {V;} genera la medida en (4.10). Para el siguiente resultado necesitamos

suponer cotas inferiores y superiores sobre 1,
c(JAP? — 1) < 9(z,u, A) < C(|APP +1), C>c>0.
Teorema 4.13 Sea m; una sucesidn minimizante tal que
m;(z) = Vu,(z) + V x v;(x).

Si 1) es estrictamente conveza con respecto a la variable gradiente, entonces u; — u
fuerte en HY(Q) y {V x v;} genera la medida en (4.10).

La demostracién de este resultado puede encontrarse en [58] para el caso en
dimensién dos. Para el caso en dimensién tres la prueba es idéntica.
Ahora nos gustaria aplicar estos resultados al caso del funcional de micromag-

netismo
1m) = [ pm@)de+5 [ (Vu@) ds,
Q 2 Jrs
donde
div(=Vu +m) =0, en H}(R?),

|m(z)| = xa(z) e.c.t. € R? y xq es la funcién caracteristica de §2. Los resultados

anteriores no son directamente aplicables a este funcional. Definimos

0, zeR3 A=0,
oz, \)=¢ @A), €, |\=1,
+00, caso contrario,

I(m) = /R pla,m(z)) dm+% /R [Vu(z) da.

Con esta definicién ¢ no es una funcién de Carathéodory ni verifica la cota superior
de orden dos. Estas dificultades pueden ser ficilmente superadas observando que

para calcular

I(y):inf{liminfl(mj) . {m;} genera ,,}

VEmd®]

restringimos nuestra atencién a sucesiones con |m;| = xq, asi que la familia de

probabilidades debe verificar
sop(vz) C S'={A e R’ : |\ =1},

para z € Qy v, = §y si z € R*\Q. Por tanto es cierto que

I(v) = inf {njx_ggﬁ(mj) . {m;} genera ,,} =T(v),
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donde .
Im)= [ m@)da+3 [ [Vu@)as,

BO) = AP <ﬁ) ,

la extensién homogénea de grado dos de ¢. Es obvio que ¢(z,\) = ®(A) siempre
que @(z, A) es finita. Por los Teoremas 4.12 y 4.13 obtenemos

i) = /R 3 /R 3¢(A)duz()\)dx+% /R [Vu(e)Pdz,

y finalmente

1) = /Q /S 1 @(/\)duz()\)dx—!—% /: V()] da.



Capitulo 5

El problema de control en

dimension N =3

5.1 Introduccién

Como hemos sefialado en la introduccién del capitulo anterior, para poder abor-
dar nuestro problema de control éptimo en el caso tridimensional necesitamos de-
sarrollar previamente el andlisis de las cuestiones béasicas del cilculo de variaciones

para funcionales del tipo

inf/Q o(z,u(z), Vu(z), V(z)) dz, (5.1)

con
div(V) =0 en Q.

Este analisis lo hemos desarrollado en el capitulo anterior para funcionales que
dependen sélamente de funciones con divergencia nula. Esta experiencia es ficil
de trasladar al caso de funcionales en donde intervienen gradientes y funciones con
divergencia nula. Asi pues, usando las ideas y técnicas anteriores vamos a conseguir
entender cuestiones como: la s.c.i.d., la existencia, relajacidn,..., para funcionales
del tipo (5.1); asi como las medidas parametrizadas generadas por sucesiones de
pares de gradientes y funciones con divergencia nula.

Una vez esclarecidas esas cuestiones relativas al principio variacional (5.1) podre-
mos entrar de lleno en el problema de la existencia de soluciones para el problema de
control éptimo. La idea es la misma que en los casos precedentes: evitar el caracter
no local de la ecuacién de estado mediante la introduccién de una nueva variable
independiente, reformulando de manera equivalente, el problema de control como

un problema del Célculo de Variaciones. La nueva variable independiente viene del

105
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hecho de que todo campo con divergencia nula en dimensién tres es un rotacional,
por tanto para todo par admisible para el problema de control, (u,y), tenemos que
existe z tal que

G(z,u(z),y(2), Vy(z)) = V x 2().

Una vez reformulado el problema como problema variacional podremos aplicar los
resultados relativos al problema (5.1) para obtener un teorema de existencia de
controles éptimos, probando la existencia de minimizadores para el problema va-
riacional equivalente. Al igual que antes nos encontraremos con dificultades de
cardcter técnico como que los integrandos que aparecen no son funciones de Ca-
rathéodory. Estas dificultades serdn superadas utilizando las ideas de los Capitulos
2y 3. También en este caso, como en la situacién bidimensional, los principios
variacionales que aparecen son de naturaleza vectorial, lo que nos obliga a tener
que tratar con conceptos de convexidad generalizados.

Como ya hemos insistido con anterioridad la idea de que todo campo con di-
vergencia nula en dimensién dos es esencialmente una gradiente ha sido usada con
anterioridad para obtener relajaciones en algunos modelos fisicos [36, 60, 61, 63, 64].
Para poder llegar a las mismas conclusiones es necesaria una teoria sobre funcio-
nales del tipo de (5.1) donde aparecen conjuntamente gradientes y funciones con
divergencia nula. En [36] se propone este trabajo para poder extender los conclusio-
nes que alli aparecen a la situacién tridimensional. Por tanto este capitulo también
estard dedicado a la extensién de las conclusiones de esos trabajos al caso tridi-
mensional por medio de los resultados obtenidos para el principio variacional (5.1).
En la Seccién 4.5 del capitulo anterior ya mostramos c¢émo los resultados obtenidos
para el problema variacional en el que s6lo intervienen funciones con divergencia
nula fueron de utilidad para extender a dimensién tres algunos resultados conocidos
para una relajacién de un modelo de micromagnetismo en dimensién dos.

La distribucién del capitulo es la siguiente: en la Seccién 5.2 analizamos pro-
blemas del Célculo de Variaciones en los que intervienen conjuntamente gradientes
y campos con divergencia nula; en la siguiente seccién abordamos el problema de
control 6ptimo en el caso tridimensional; en el resto de las secciones tratamos di-
versos modelos fisicos en tres dimensiones que precisan del estudio de la relajacién
para su analisis, en concreto, un modelo de tomografia, uno de magnetostriccién y
otro de optimizacién estructural son analizados. Todo el material contenido en este
capitulo aparece recogido en [7].

Volvemos a insistir en que el estudio de estas situaciones en dimensién tres
supone un tratamiento totalmente paralelo al bidimensional, una vez salvadas las

distancias mediante los resultados del capitulo anterior.
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5.2 Problemas variacionales en los que intervie-
nen gradientes y funciones con divergencia

nula

Sea el funcional
Iw,V) = [ p(o,u(e), Vu(a),V(e) ds,
Q

donde ¢ : 2 x R™ x R¥*™ x R3! — R es una funcién continua, & C R? un abierto,
regular y simplemente conexo, u € WP(; R™) con 1 < p < oo, V € WH1(Q; R3)
con q > 2, verificando la restriccién

div(V)=0 en €.

Diferentes condiciones de frontera sobre u y V' pueden ser impuestas. Tipicamente
tendremos condiciones tipo Dirichlet sobre u y posiblemente condiciones sobre la
traza de la componente normal sobre V.

En el analisis de cuestiones como la s.c.i.d., la existencia-no existencia de mini-
mizadores, relajacién,..., para I, nos encontramos las mismas dificultades que en el
analisis llevado a cabo en el capitulo anterior. Asi pues, las mimas ideas y técnicas
usadas para superar las dificultades en aquel caso serdn ttiles ahora. Es por ello,
que en esta seccién omitiremos las pruebas de los resultados y las referiremos al
capitulo anterior. Como ya hemos senalado este tipo de situaciones donde tenemos
restricciones diferenciales adicionales han sido tratadas clasicamente mediante la
teorfa de compacidad por compensacién [53, 54, 68, 69]. Nuestra perspectiva aqui
es distinta y estd basada en la reformulacién por potenciales vectoriales de los cam-
pos con divergencia nula. En principio los exponentes p y ¢ pueden ser distintos;
no obstante, podemos suponer sin pérdida de generalidad p = ¢ > 2. Como antes,
por simplicidad y para evitar dificultades técnicas con los potenciales vectoriales,
supondremos p = 2.

Ya que suponemos-que {2 es simplemente conexo, dado un campo vectorial V'

con div(V') = 0, existe ([25]) un potencial vectorial v tal que
V=Vxu.

Usando este hecho, el funcional I lo podemos escribir como

I(u,v) = /ng(a:,u(x),Vu(a:), V x v(z)) dx.
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Sea ahora la aplicacién T : R3*™ x R{33Ixl _y R3xm x R3X! definida como
T(A, B) = (A, T(B)),

donde T es la aplicacién definida componente a componente, en cada una de sus [

componentes, como
T(A) = (Aszg — Agz, A1z — Asy, Agy — App), A€ R
Asi se verifica la relacién
T(Vu, Vv) = (Vu, V X v),

y podemos escribir I como

I(u,v) = /Q ¢ o T(x,u(z), Vu(z), Vu(z)) dz.

Supondremos de ahora en adelante que ¢ sélo depende de Vu y de V. Esto no es
ninguna pérdida de generalidad ya que los resultados se extienden al caso general
simplemente requiriendo que las hipétesis se verifiquen p.c.t. = € Q y para todo
u € R™. Con la idea de basarnos en la cuasiconvexidad de la funcién ¢ = ¢ o T
para obtener la s.c.i.d. de I, encontramos la dificultad de que la convergencia débil
de los rotacionales no impone ningin tipo de convergencia sobre los gradientes
correspondientes, como insistimos en el Capitulo 4. Para solventar esta dificultad
podemos hacer uso, de nuevo, del Lema 4.1. Razonando como en el capitulo anterior
vemos que el concepto de convexidad relacionado con la s.c.i.d en este caso es, de
nuevo, la cuasiconvexidad de ¢ = @oT'. Asf pues, decimos que una funcién continua
@ R¥™>™ x R?! — R es RD-convexa si y sélo si ¢ = ¢ o7 es cuasiconvexa.
Utilizamos la notacién RD por rotacional-divergencia, ya que los gradientes pueden
verse como funciones que verifican la restriccién rotacional nulo (de hecho, una
campo es gradiente si y sélo si verifica la restriccién rot = 0). Ya estamos en

condiciones de enunciar el resultado principal de esta seccidn.

Teorema 5.1 Sea ¢ : R*™ x R**! — R una funcién continua. Se verifican las

propiedades siguientes:
(i) Sip es tal que
¢(A,B) <C(|(A4,B)’ +1), C>0,

I verifica la propiedad de s.c.i.d para sucesiones {(u;, V;)} tales que u; converge débil
en H', V; converge débil en L? y div(V;) =0 en §, si y sdlo si ¢ es RD-conveza.
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(i1) Si ¢ es RD-conveza y tal que
c(I(4,B)* = 1) < (A, B) < C(I(4,B)]* +1), C>ec>0,
entonces existen minimizadores de I bajo la restriccion diferencial
div(V) =0
y posiblemente otro tipo de condiciones invariantes bajo la convergencia débil.

Como ocurre siempre que se analizan problemas variacionales de algun tipo hay
que hablar de relajacién, ya que ésta es la clave para entender la naturaleza de
las sucesiones minimizantes para el funcional I. Con este proposito es interesante
expresar la RD-convexidad sin hacer referencia a la aplicacién T. Usando el hecho
de que T es sobreyectiva es facil ver que ¢ es RD-convexa si y sdlo si verifica

1
¢(A,B) < 5l SSO(A + Vu(y), B+ V x v(y)) dy,

para toda (A, B), todo par de funciones test (u,v) y todo dominio regular y aco-
tado S C R?. Tras esta definicién es claro cémo definir el concepto de envoltura
convexa adecuado para la relajacién de nuestro problema variacional. Llamamos

RD-convexificacién de ¢ a la funcién dada por

RD(p)(A, B) = inf {|—;|—/S<p(A + Vu(y),B+V xu(y))dy : u,ve Wol’°°} .

Al igual que vimos en el capitulo anterior, la funcién definida de esta manera verifica
la igualdad

Basandonos en esta relacién y en las propiedades de la cuasiconvexificacién (ver

Apéndice) podemos probar:

1. La definiciéon de RD-convexificacién tiene sentido, es decir, no depende del

dominio.
2. RDyp es RD-convexa.
3. RDp =sup{y : ¢ < ¢, ¥ RD-convexa}.

4. Los infimos

inf/g(p(Vu(x), V x u(z)) dz, inf/QRDgo(Vu(x), V x u(z)) dz,

bajo condiciones invariantes por convergencia débil, coinciden.
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Un punto fundamental es este andlisis es el de la caracterizacién de las medidas
de Young generadas por pares de gradientes y funciones con divergencia nula. Esta
caracterizacién ha sido obtenida en [23] para medidas parametrizadas generadas
por sucesiones que verifican restricciones diferenciales. Teniendo en cuenta que lo
que nosotros pretendemos caracterizar son justamente las medidas parametrizadas
generadas por pares (U,V) tales que rot(U) = div(V) = 0 en Q el resultado del
articulo mencionado nos da lo que buscamos. Enunciaremos el resultado adaptado a
nuestra situacion particular, usando funciones RD-convexas; de hecho, el resultado
consiste en la desigualdad de Jensen para funciones RD-convexas y dos condiciones
técnicas adicionales.

Teorema 5.2 ([23]) Sea v = {v;}zecq una familia débilmente medible de probabi-

lidades sobre R**™ x R¥*!. v estd generada por una sucesion acotada {(Vu;, V;)}
tal que {u;} C H'(;R™) y {V;} C LA(Q; R*) verificando div(V;) = 0 en Q, y

tal que la sucesion {|(Vu;, V;)|*} es equiintegrable si y sélo si:

(i) Eziste (u,V) e HY(Q;R™) x L2(Q; R*) tal que
dv(V) =0, (Vu(z),V(z)) = / (A, B)dvo(A, B),
R3xmxR3x%x1

p.c.t. x €

(ii) / / (A, B)P dvy(A, B) < +o0;
Q R3xme3><l

(iii) p.c.t. x € Q y para toda funcién g continua y RD-conveza tal que
9(4, B)| < C(I(A, B) +1), C>0,

se tiene

/ (A, B)dva(A,B) > g ( / (A, B) dva(A, B)) |
R3xXm yR3x1 R3meR3Xl

De la misma manera que en el caso anterior también es posible probar que el
conjunto de medidas parametrizadas generadas por pares de gradientes y funciones
con divergencia nula es justamente la imagen por T (en el sentido que hemos usado
en el capitulo anterior) del conjunto de medidas parametrizadas gradientes. Merece
la pena observar que la aplicacién T no es inyectiva.

Es interesante conocer a qué da lugar la aplicacién T' actuando sobre la subclase
de medidas gradientes constituida por los laminados. Para ello podemos empezar

calculando la imagen por 7" de las matrices de rango uno. Sea a ® n una matriz
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de rango uno en R3*™ x R{3*3}x! Esta matriz de rango uno la podemos escribir
como a®n = (a®@ny,(a® nél),--- , a4 ® ng))) donde n; € R™ y ngj) € R3, para
todo j =1,---,[. Laimagen porT de a ®n es

(a ®nq,(a x ngl), S a X ng))) € R¥™ x R (5.2)

(recordemos la identidad T(a ® n) = a x n). Después de esta discusién, y teniendo
en cuenta las conclusiones del capitulo anterior, es facil entender que la medida de
probabilidad

td(a,) + (1 —t)d(c,p)»

donde t € (0,1) y (4, B),(C,D) € R¥>™ x R3*!, est4 generada por una sucesién
de pares de gradientes y funciones con divergencia nula si y sélo si se verifican las
condiciones siguientes:

1. rango(A — C) < 1;
2. rango(B — D) < 2;
3. las columnas de A — C son ortogonales a las columnas de B — D.

Razonando como en el capitulo anterior, usando la caracterizacién de medidas
parametrizadas, Teorema 5.2, se puede probar que si ¢ es RD-convexa entonces es
convexa a lo largo de direcciones de la forma (5.2), es decir, que verifican los tres
puntos anteriores. Esta conclusién puede ser obtenida también observando que el

cono caracteristico del operador diferencial

=50

estd formado exactamente por las matrices de la forma (5.2). Esto se obtiene por
un simple calculo.

Para tratar el problema de control éptimo en el caso tridimensional necesitare-
mos hacer uso del concepto de convexidad generalizada sobre conjuntos inducido por
la RD-convexidad. En este sentido definimos la RD-convexificacién de un conjunto
S C R¥™™ x R** como el conjunto

RD(S) = { /R o (ADANAB), Ve MRD(S)} ,

donde por MEP(S) denotamos el conjunto de las medidas parametrizas homogéneas
generadas por sucesiones de pares de gradientes y funciones con divergencia nula

con soporte contenido en S. Un conjunto se dice RD-convexo si coincide con su
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RD-convexificacién. Esta definicién puede parecerle extrana al lector, aunque, no

es mas que una caracterizacién de esta otra, mucho més natural:
RD(S) = {(A, B) : F(A,B) <supF,VF:R¥>™ x R*! 5 R, RD-convexa} :
S

La prueba de este hecho es andloga a la del resultado correspondiente para la cua-

siconvexificacién (ver Seccién 3.3 del Capitulo 3 y [50])

5.3 El problema de control 6ptimo en dimension
N=3

Sea ! un dominio regular y simplemente conexo de R?, K un subconjunto de
R", F, Gy V tres funciones de Carathéodory, -

F:QxR"xR™x R¥>*™ 5 R*,
G:Q x R™ x R™ x R®>™ 5 R¥!
V:QOxR"xR™x R¥>™ — RY,

con I acotada inferiormente, y n,m, [, d enteros positivos con I < m. Consideremos
el siguiente problema de control éptimo, que identificamos como (P):

Encontrar un control u perteneciente al conjunto de controles admisibles,
Upg ={u € L= R™) : u(z) € K, pct. z €0},

que minimice el funcional

I(u,y) = / F(z,u(z), y(z), Vy(2)) dz,

sujeto a
/Q V(e u(z), y(x), Vy(z)) dz < 6,

donde y es un estado asociado al control u, a través de la ecuacién de estado,

— div(G(z, u(z), y(z), Vy(x))) = 0, en Q,
(5.3)
Y = Yo, en Of).

Yo ¥ 0 son datos del problema.
Pretendemos establecer un resultado de existencia de controles 6ptimos para este

problema mediante las ideas mostradas en capitulos anteriores. Para ello usaremos
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estas ideas y técnicas junto con los resultados de la seccién anterior de este capitulo.
Muchos de los comentarios que hemos hecho sobre este problema para los casos
N = 1,2 se trasladan trivialmente al caso N = 3, asi que los omitiremos con la
intencién de evitar ser repetitivos. También obviaremos las pruebas de los resultados
que enunciemos, ya que no consisten mas que en seguir la linea de las pruebas para
los casos anteriores usando los resultados especificos para problemas variacionales
en los que intervienen gradientes y funciones con divergencia nula. Por tanto, el
principal objetivo de esta seccién es el de enunciar de manera rigurosa un resultado
de existencia para el problema (P).

El primer paso en el andlisis del problema (P) es establecer la formulacién
variacional alternativa. Como siempre suponemos que K es un compacto y que la
existencia de solucién para la ecuacién de estado (5.3) estd garantizada para cada
control, es decir, que existe 1 < p < 400 tal que para cada control u existe un
estado y € WHP(Q; R™) tal que (u,y) verifica la ecuacién (sistema) en derivadas
parciales (5.3). Supongamos que existe C' > 0 tal que |

|G(z, u(z),y(z), A)fP < C(1 + [yl + |A]P),

para todo (z,u,y, A). Como hemos visto en la Seccién 3.2 se podrian dar hipétesis
més generales que esta (que esencialmente implica que G es lineal en A), que per-
mitieran proseguir con el razonamiento posterior. Aqui por simplicidad, y ya que
en el Capitulo 3 hemos entrado en profundidad en esta cuestién, nos quedaremos
con esta hipotesis mas restrictiva de lo necesario.

Olvidemos por el momento la restriccién integral, la recuperaremos en el resul-
tado de existencia. ’

Si (u,y) es un par admisible para el problema (P), es decir que verifica la ley
(5.3), entonces

G(x,u(z),y(x), Vy(z)) € Whr(; R¥),

y teniendo en cuenta que ese campo tiene divergencia nula, si p > 2 existe ([25, Th.
- 3.4]) z € WHP(Q; R3¥!) tal que
G(z, u(z),y(x), Vy(z)) = V x 2(z),

p.c.t. z € . Ahora podemos definir la nueva densidad de coste F' en (z,y,A,B) €
Q2 x R™ x R*>™ x R3*! como

ﬁ’(:c, y, A, B) = uer(r;iynA 5 F(z,u,y,A),

donde :
K(z,y,A,B)={ue K : G(z,u,y,A) = B}.
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Cuando este conjunto es vacio damos a F el valor +o0o. Sabemos que en las hipétesis
en las que nos encontramos esta funcién estd bien definida. Llegados a este punto

podemos afirmar que el siguiente problema variacional, denotado como (}3),
it [ Pla,y(e), Vy(a), ¥ x 2(0))da,
Q

donde y € HY(Q; R3*™) verificando y = yo sobre 9Q y z € H(; R*Y), es equi-
valente, en el sentido de las Proposiciones 2.1 y 3.2, al problema de control éptimo
(P).

Estudiar la existencia de soluciones 6ptimas para nuestro problema de control
6ptimo es lo mismo que estudiar la existencia de minimizadores para (16) Asi pues
para establecer el teorema de existencia deseado podemos utilizar los resultados
(Teorema 5.1) de la seccién precedente para problemas variacionales del tipo de
(P). La aplicacién de estos resultados no es directa debido a que F' no es una fun-
cién de Carathéodory pues puede tomar el valor +oco repentinamente; no obstante,
esta dificultad puede solventarse con las mismas ideas que en los casos anteriores.
Para enunciar el teorema principal de la seccién necesitamos la siguiente notacién
adicional:

V(z,y,A,B)= min V(z,u,y,A),

K(z,y,A,B
A={(2,9,4,B) : |F(z,y,4,B) < +oo},
Az) ={(y,A, B) : (z,y,4,B) € A},
A(e,4) = {(4,B) : (3,4,4,B) € A}.
Teorema 5.3 En las condiciones anteriores supongamos ademds que:
(i) A(z) es cerrado p.c.t. x € Q;
(i) F: A= R, V:A = R son funciones de Carathéodory;
(iii) ezisten c1,c2 € R y hy, hy € L%®(2 x R™) tales que
c1 < F(z,y, 4, B) < a(z,9)(1 + (4, B)"),
¢ < V(z,y, 4, B) < hao(z,y)(1 + (4, B)]P),
para todo (z,y, A, B) € A;
(iv) A(z,y) es RD-convexo y las funciones

F(%?/ﬁ‘) : A(IL‘,y) - R

V(z,y,-,-): A(z,y) = R

son RD-convezas, p.c.t. x € Q) y para todo y € R™;
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(v) la interseccion
argming, . 4 gy F (2, 4,9, A) Nargming , 15 V(2,u4,y, 4)

es no vacia para todo (x,y,A, B), y existen pares admisibles para el problema de

optimizacidn (es decir, pares (y,z) que verifican la restriccion integral);

(vi) el funcional

I(u,v) = /QF(:c,y(x), Vy(z),V x z(z)) dz

es coercitivo.

FEntonces existen minimizadores para el problema (P) y consecuentemente controles

dptimos para (P).

En este caso como en el caso bidimensional también se pueden obtener resultados
de existencia particulares basados en la policonvexidad del integrando F. De hecho,
los Teoremas 3.5 y 3.7 pueden probarse en la situacién tridimensional. Para ello,
simplemente habria que tener en cuenta que dados ¥ € R® y A € R3*3 el producto
escalar

y-TA

es suma de menores de orden dos de la matriz (y, A). También los comentarios
hechos para problemas de disefio 6ptimo en el caso N = 2 pueden extenderse a este
caso sin dificultad.

5.4 Relajaciéon de un método variacional para to-

mografia

Unos de los problemas principales de la tomografia consiste en recuperar un coe-
ficiente desconocido de una ecuacién en derivadas parciales eliptica usando como
informacién los valores en la frontera de un niimero finito de soluciones. Siendo
més precisos se trata de encontrar la conductividad eléctrica de un cuerpo a partir
de mediciones del potencial eléctrico y del flujo exterior de corriente en la frontera.
El rango de aplicaciones de la tomografia es muy extenso. Particularmente atracti-
vas son las aplicaciones en biomedicina, pues permite evitar los riesgos de utilizar
radiaciones i6nicas como los rayos X [6]; y en geofisica, pues por ejemplo permite

predecir la evolucién de vertidos téxicos [77].
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Matematicamente el problema se formula de la siguiente manera. Sea la ecuacién
en derivadas parciales eliptica en forma de divergencia

div(y(z)Vu(z)) =0 en QC RN (N >2), (5.4)

donde 7y representa la conductividad o permeabilidad del cuerpo, u el potencial
eléctrico, Vu el campo eléctrico y 0 = yVu la corriente eléctrica. El problema,
consiste en dados un nimero finito y arbitrario de pares {(f;, g;)}; (que representan
mediciones del potencial eléctrico y del flujo exterior de corriente en la frontera, 92)
encontrar una conductividad v con y(z) € |a, 8], p.c.t. z € £, tal que existen u;,
i=1,---,n, verificando la ecuacién (5.4) y

ui=fi, (WVu)-n=g;, en o9,

para todo ¢t =1,--- ,n. n representa el vector normal exterior a la frontera de ().
En [36] se propone el siguiente planteamiento para estudiar este problema. Este
método tiene naturaleza variacional y esta basado en la minimizacién de funcionales
que estdn definidos para cualquier conjunto de n campos eléctricos {u;} (funciones
reales con valores frontera dados), n corrientes (campos vectoriales con divergencia
nula y flujo normal en la frontera dado) y cualquier conductividad (funcién medible

que toma valores en un intervalo dado). Se propone minimizar

n
2
J(ur, - ups o1, ,an;v)z/Z‘v‘%oi—V%Vui dz,
Qi

donde
div(o;) =0,
u; = fi, oi-n=gi, enodXl,
a<y< B,
paratodoi = 1,--- ,n. La idea estd en que J es no negativo y se anula precisamente

cuando d; = vYVu; y se tiene
div(yVu;) =0 en €,

u; = fi, YVu;-n=g;, enof,

para todo i = 1,--- ,n. Otra posibilidad es la de trabajar con el siguiente funcional

obtenido minimizando en 7 explicitamente:

E’:/e(Vul,-'- ,Vup; o1, -+ ,0p) dx,
Q
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donde

a<y<g

n
2
. _1 1
e¢1," - ,&nsm, - M) = inf E I'y 2 — Y26
=1

En el funcional J ademéas de gradientes y campos con divergencia nula inter-
viene la conductividad <y, por tanto, el concepto de semicontinuidad inferior que
utilicemos para este funcional debe tener en cuenta este hecho. El concepto ade-
cuado es el de s.c.i. con respecto a la G-convergencia [14]. La relajacién de este
funcional con respecto a esta convergencia ha sido extensamente comentada en [36].
Para los propdsitos de esta memoria es mucho més interesante el funcional E en
el que intervienen gradientes y funciones con divergencia nula. En [36] se calcula
explicitamente la relajacién de este funcional en el caso en que 2 C R2. Si asumi-
mos que el dominio es simplemente conexo el funcional F puede ser reescrito como
un funcional en el que sélo intervienen gradientes, introduciendo los vectores poten-
ciales de los campos con divergencia nula. M4&s concretamente, para cada campo

" con divergencia nula ¢; sea v; una funcién potencial:
g; = TV’U,',

donde T es la rotacién de dngulo % La condicién de frontera v; = h; sobre 0f2
se obtiene salvo constante aditiva integrando la condicién o; - n = g; en la frontera
(advertimos que g; debe tener valor medio nulo). Por tanto, minimizar el funcional

E es equivalente a minimizar el funcional

E:/é(Vul,--- , Vug; Vo, -+, Vu,) dz,
Q

donde
~ . 2\ L1 1, |2
€€, - &nsm, o M) = inf Z!v 2T —v2&il
=1

aly<pg

y con las condiciones de frontera
u; = fi, vi=h;, en S

paratodoi=1,--- n.
El principal logro de [36] es el de obtener explicitamente la relajacién del fun-
cional E, es decir, la cuasiconvexificacién de é. Esta cuasiconvexificacién, que se

obtiene usando resultados de homogeneizacién, es

2

1 1

Q?é — 1nf E l,-], 5’1 7 — r)/E il
)EG[C!Hﬁ] 'l 1 é‘
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donde G|a, 3] es, como ya sabemos, la G-clausura del conjunto de matrices diago-
nales

{A : XNe[a,0]}.

Recordamos que en el Capitulo 3 hemos comentado que esta G-clausura es conocida
y esta dada por

G{a, B} = {A € R**? : los autovalores \; < ), de A satisfacen

a<A, B, yaB<(a+B— )M}

Como en la funcién €, la expresién de Qé estd dada como el infimo de todos los
coeficientes posibles, aunque este conjunto ha sido extendido de las funciones esca-
lares que toman valores entre o y 3 al subconjunto de matrices simétricas G|a, 5].
Evaluar este infimo en < es un ejercicio de manipulacién bésica.

En [36] también se senala que un resultado semejante puede ser obtenido para
el caso tridimensional, pero se descarta su interés por el hecho de que en esta
situacion la idea de usar vectores potenciales no es satisfactoria, ya que, al no
ser unica la representaciéon de los campos con divergencia nula con potenciales,
la coercitividad y la conexién entre cuasiconvexidad y existencia no estd clara.
Nosotros hemos intentado aclarar estas cuestiones en la Seccién 5.2 de este capitulo,
y en consecuencia, ahora si que tenemos una teoria adecuada para poder tratar
el tipo de problemas del Célculo de Variaciones que aparece. En esta situacién
podemos hablar de la RD-convexificacién de e, de hecho en [36] también se prueba
implicitamente que esta convexificacién estd dada por la férmula

e 1 1 2
RDe= inf 3 I’y_fni B
V€G[ef] =
donde ahora G|q, 3] representa la G-clausura del conjunto anterior en el espacio de
matrices 3 X 3. Una caracterizacién en forma reducida de este conjunto aparece en
[14, Pr. 5.1]: una matriz A € R3*® pertenece a G[a, 3] si y sélo si

A3 —a < (a+pB) (1+a2(/\i—a)_l> ;

i=1
donde \; < Ay < A3 son los autovalores de A.

En esta seccion nada de lo expuesto es original nuestro. Simplemente hemos tra-
tado de poner de manifiesto como el andlisis desarrollado para problemas del Célculo
de Variaciones en los que intervienen gradientes y funciones con divergencia nula
en dimension tres tiene utilidad en esta situacién concreta, poniendo de manifiesto

la relajacién del modelo de tomografia presentado en la situacién tridimensional.
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5.5 Relajaciéon en magnetostriccion

En la Seccién 4.5 hemos tratado la relajaciéon en términos de medidas parame-
trizadas de una clase de funcionales no locales relacionados con el funcional tipico
de micromagnetismo. En esta seccién trataremos este problema para el caso mas
complejo de la magnetostriccién, en el que se tiene en cuenta, ademas, la interaccion
entre las propiedades magnéticas y elasticas de los materiales. Algunas referencias
bésicas sobre la magnetostriccién son [27, 28, 30, 31|. Este problema fue tratado,
junto con el problema de micromagnetismo, en [61] en la situacién bidimensional,
donde se obtuvieron algunas conclusiones relevantes. Una vez mas en el caso tri-
dimensional nos encontramos con la dificultad de tener que tratar conjuntamente
con gradientes y campos con divergencia nula. Por tanto, nuestro objetivo en esta
seccién no es mas que extender los resultados del articulo mencionado al caso en
dimensién tres, haciendo uso de los resultados que hemos establecido para esa clase
de problemas. Esto lo haremos siguiendo exactamente las mismas ideas de [61] pero
aplicando nuestros resultados en vez de los resultados referentes a problemas en los
que soélo intervienen gradientes.

En esta situacién mds compleja el funcional depende de pares (m, y) que descri-

ben el estado magnético y eldstico, respectivamente. El funcional tiene la forma

Im,) = [ om(u(@), Vole)do+ 5 [ [Vu(a)ds,

donde
y=1vyo sobre OS2,

| det(Vy(z))m(y(z))] =1, p.ct. z€q,

div(—Vu + myy@o) =0, en H '(R?.

Yo es una funcién regular e inyectiva. Suponemos que todas las deformaciones
admisibles y son invertibles, y sea ) = yo(2) = y(Q) la configuracién fisica del
cuerpo. Si hacemos el cambio de variables z = y(z) podemos reescribir el funcional

I como
Im,) = [ p(m(a), Yty @lm(] dz + 5 [ [Vu(e)?da.

Si cambiamos la notacién y ponemos y en vez de y !, y consideramos la deformacién

Yo definida en todo el espacio, el funcional puede ser reescrito de la siguiente manera

I(m, y) = /R @z, m(z), Vy(o) da + /R Vu(o)? dz,
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donde
0, reRNQ, A=0, A=V(y) (z),
Pz, A, A) =< [ Me(h, A™Y, zeQ, |\ =det(4) >0,
400, en otro caso.

Advertimos que ¢ no es una funcién de Carathéodory.
De la misma manera que para el micromagnetismo, nos gustaria calcular expli-

citamente el funcional
I(v) = inf {lim inf I(mj,y;) : {(m;, Vy;)} genera 1/} .
j—00

En este caso debido a la interaccién entre m y Vy no somos capaces de calcular
explicitamente I(v). La dificultad est4 en el hecho de que como las medidas v estdn
generadas conjuntamente por los pares (m;, Vy,), no podemos cambiar libremente
la sucesién m;. No obstante, en lo que realmente estamos interesados es en las
sucesiones minimizantes para I, y por tanto nos basta con encontrar un funcional

I tal que verifique las tres condiciones:
1. I(v) > I(v), para toda v € A;

2. I(v) = I(v), siempre que v esté generada por una sucesién minimizante para
I en A;

3. I(v) = I(v), para todo minimizador de I en A.

A representa el conjunto de pares (m,y) admisible para el problema y A el conjunto
de medidas parametrizadas generadas por sucesiones de pares admisibles. En estas
condiciones es trivial que
iﬂf I= mjitn I

asi que el andlisis del problema anterior de minimizacién puede realizarse a través
de I. Aqui vamos a calcular explicitamente un funcional I verificando esas tres
condiciones para el caso del funcional de la magnetostriccién bajo ciertas hipétesis
simplificadoras.

Supondremos que ¢ puede ser descompuesta en dos términos de la siguiente

manera

P(z, A, A) = F(z,\) + W(x, )\, A)

donde W es convexa en (A, A).‘ Esta simplificacién es habitual en las teorias linea-
les de magnetostriccién [21, 30, 31]. Asumimos también que W y F verifican la
regularidad y acotaciones habituales

c(IA* = 1) < F(z,A) < C(A* +1),
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c(JAP + A2 = 1) < W(z,\, A) <CAP + A + 1),

conc< C <0.

Sea v la medida parametrizada generada por la sucesién {(m;, Vy;)}, gracias a
la continuidad débil del operador solucién de la ecuacién div(—Vu+m) =0y ala
Proposiciéon A.9 podemos decir

I(V)Z/ / F(z,\) dv,(\, A)dx
R3 JR3xR3x%3

1
-l-/ / W(a:,)\,A)duz()\,A)der—/ \Vu(z)|? dz,
R3 JR3xR3X3 2 R3

donde
m(z) = / Advy(A A), div(—Vu+m)=0.
R3xR3%3

Si ahora se define I(v) como

F(v) = /R 3 /R o F@ (0, 4) de

1
+/ / Wz, A, A)dv, (A, A)dz + = / |Vu(z)|? dz,
R3 JR3xR3X3 2 R3
est4 claro que I(v) > I(v). Como es habitual reducimos la ley no local
div(=Vu+m) =0

a una ley local mediante la introduccién del rotacional de una funcién potencial, es
decir
m(z) = Vu(z) + V x v(z).

Proposicién 5.4 Si {(m;, Vy;)} es una sucesion minimizante para I y
div(—=Vu; +m,) =0,
entonces u; — u fuerte en H*(Q2), donde u € H*(Q).

La prueba de este resultado puede encontrarse en [61] para el modelo de magne-
tostriccion en dimensién 2. En nuestra situacién la prueba es idéntica. Ya podemos

probar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 5.5 Bajo las hipdtesis introducidas anteriormente, st v es una medida

parametrizada generada por una sucesion {(m;,y;)} minimizante para I entonces

) = f(v) = /R 3 /R L F@ A (), ) de
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+/ / W(l’,)\,A)dVZ()\,A)dl'—i-'l‘/ |Vu(z)|? dz,
R3 JR3xR3X3 2 R3
donde
m(z) = / Ndva(M, A),  div(—Vu+m) = 0.
R3xR3%x3

Demostracion.
Sean

m(z) = Vu(z) + V X v(z),
mj(z) = Vuj(z) + V x v;(z).

Para cada z € R? definimos la medida de probabilidad
(X ta) = / X(A = Vu(z), A) dvs(A, A).
R3xR3%x3

Afirmamos que la familia g = {4, },crs estd en las hipdtesis del Teorema 5.2 y por
tanto estd generada por una sucesién de pares de campos con divergencia nula y
gradientes (cambiamos el orden por adecuarnos al modelo). En efecto, es trivial que
el primer momento de i, es (V x v(z), Vy(z)), que es el limite débil de la sucesién
{(V x vj(z), Vy;(z))}. La condicién de integrabilidad espacial también se tiene

/ / O A dp(r, A) da
R? JR3xR3x3

= / / (A = Vu(z), A) > dvy (N, A) do < +oo.
R3 JR3xR3X3

Para probar la otra condicién, sea x : R? x R**® — R una funcién RD-convexa

con crecimiento cuadratico. Tenemos que probar que
Lo XO A dia 0, 4) 2 X(7 x 0(e), V),
R3xR3x3

p.ct. z € R? Ya que u; — u fuerte en H*(Q2) de acuerdo con la Proposicién 5.4,

no es dificil convencerse de que
j—o0

lim inf /R3 §(z)x(m;(z) — Vu(z), Vy;(z)) dz > /R3 (x)x(V x v(z), Vy(z)) dz

donde £ es cualquier funcién medible no negativa. De la arbitrariedad de &, del
hecho de que x tiene crecimiento cuadritico y de las propiedades de las medidas
parametrizadas es claro que

/Rs iy XA = V@), A) dva(X, A) 2 X(V x v(a), Vy(a)).
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Segun lo anterior podemos afirmar que existe una sucesién {(7;,9;)} acotada en

HY(Q; R x R?) tal que {(V x 9;, Vy;)} genera p. El resto de la prueba sigue la
linea del Teorema 4.12.

]

Para completar este estudio necesitamos probar que I(v) = I (v), siempre que v

es un minimizador para I. La prueba est4 hecha en [61] para el caso en dimensién

2. Para el caso en dimensién 3 la prueba es anéloga.

5.6 Relajacion en optimizacion estructural

En [63] se analiza un problema general de optimizacién estructural a través de
técnicas variacionales. Este andlisis se lleva a cabo en dimension dos y, una vez
mas, se recurre a la utilizacién adecuada de funciones potenciales para campos con
divergencia nula. Mediante estas ideas se obtienen conclusiones muy relevantes para
problemas de optimizacién estructural y diseno 6ptimo en una gran generalidad.
Como en los casos presentados anteriormente, para poder extender las conclusiones
de [63] al caso tridimensional necesitamos recurrir a los resultados de la Seccién 5.2.
Este es el objetivo de esta seccion.

Consideremos un problema de optimizacién estructural general, donde n mate-
riales elasticos, no lineales y no homogéneos han de ser mezclados en proporciones

6;, >, 0; = 1, de manera que minimicen el coste

I(x) = / (o, x(@), u(z), Vu()) d,

donde x es un vector de funciones caracteristicas que forman una particién de la
unidad de €2

i Q

Suponemos que 2 C R? es un dominio regular, acotado y simplemente conexo.
El vector u es la configuracion de equilibrio cuando la parte de €2 donde x; =1
estd ocupada por el i-ésimo material. Es decir, si T;(z, F') representa la funcién de
respuesta del i-ésimo material, y

T(z,F) = ZXZ )Tz, F)

representa la funcién de respuesta del compuesto, entonces u viene determinada por

ser solucion del sistema

—div[T(z, Vu(zx))] = P(z), en Q,
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T(z, Vu(z))n = G(z), sobre T'y, u(x) = ug(z), sobre [y,

P, G, up son datos del problema y representan respectivamente la densidad de
fuerzas sobre el cuerpo, la densidad de fuerzas superficiales sobre I’y C 9 y una
condicién de frontera sobre 'y C 0f2. 7 es la normal exterior a I'. Asumiremos que
la existencia de configuraciones de equilibrio estd garantizada. Una situacién tipica
es la del caso de materiales hipereldsticos, en la que las funciones de respuestas T;
no son mas que las “derivadas” de las densidades de energia de los materiales, y
estas densidades son funciones policonvexas [5, 18, 62].

Sea una funcién w tal que
—div(w(z)) = P(z) en .
Por ejemplo, w podria ser el gradiente de la solucién de la ecuacién de Poisson
;Ag(x) =P(z) en Q, g=0en 00
Teniendo en cuenta que la ecuacién de equilibrio para uno de los compuestos es
—div{T(z, Vu(z)] = P(z), en Q,

T(z, Vu(z))n = G(z), sobre I';, u(z) = up(z), sobre [y,

podemos asumir la existencia de un campo vectorial v tal que
T(z,Vu(z)) = w(z) + V x v(z).

Esta identificacién de la ley no local permite la siguiente reinterpretacién del pro-
blema de optimizacién. Teniendo en cuenta la naturaleza de las funciones carac-

teristicas podemos escribir el funcional coste como
160 = [ Yosahio,ulz), V(o) do (55)
asi, podemos definir una nueva densidad de coste
PO x (R™ x R¥™) x (R¥™ x R**™) — R*,
(m € {1,2,3}) como
W(z,U, F) = inf {¢;(z, UD, FO) : Ty(z, FV) = w(z) + FP},

y ¥ = +oo cuando ninguno de los indices i es tal que Ti(z, FV) = w(z) + FO.
Aqui F = (F W F (2)) representa un par de matrices. Usaremos F’ para representar
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pares de matrices y matrices simples. En cada situacién debe quedar claro qué

representa F'. Ahora es trivial comprobar que el funcional (5.5) es igual a
B(U) = [ 9(e,U(), (VU(2),V x U @) da,
donde U :  — R™ x R3*™ verifica
U =yyenTy, VxU®.p=G(z)—-w) nenl.

Debemos también tener en cuenta la condicién sobre las fracciones de volumen que

debe ocupar cada material. Si llamamos
QOi(m, U7F) - 1, si ,(/}(:1"7 U7F) :1/11(:17) U(l)aF(l))7

y @; = 400 en caso contrario, nuestro problema de optimizacién se reinterpreta

mediante la bisqueda de minimizadores de E(U) bajo la condicién

Q

Hemos reformulado nuestro problema de optimizacién en forma de un proble-
ma del Calculo de Variaciones sujeto a una condicién integral. En este problema
variacional interviene un gradiente y una funcién con divergencia nula. Aqui nos
preocuparemos de la relajacién de este problema. Debido a la condicién integral,
en el andlisis de este problema recurrimos al concepto de “cuasiconvexidad restrin-
gida”. Este concepto fue introducido en [64] en el contexto de problemas de disefio
o6ptimo. En el siguiente apartado de esta seccién introduciremos este concepto en
un marco mas abstracto y analizaremos la relajacién. Por simplicidad supondremos
en el resto del capitulo que para la ecuacién de equilibrio tenemos una condicién de
frontera global de tipo Dirichlet, u = ug en 9.

5.6.1 Cuasiconvexidad restringida. Relajaciéon

Consideremos el problema variacional siguiente

inf {/ Y(z,u(z), Vur(z), V x ug(z)) dz : u € H(), uy — uo € Hy(Q),
Q

/ o(z, Vui(z), V X up(z)) de = |Q[t0} ,
Q
(5.6)

donde
¥ x (R™ x R¥™) x (R¥™ x R*™) - R,
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P 2 x (R¥™ x R™™) - (R*)",

son funciones de Carathéodory verificando las acotaciones
(|(F1, Fo)|? — 1) < ¥(x, ug, up, F1, F3) < C(|(F1, Fo)|? + 1),

'QO(-'L',F:[,FQ)I S M7

donde 0 < ¢ < C; M > 0y ty € R"™ son constantes dadas. Las densidades que
aparecen en la reformulacién del problema de optimizacién estructural no verifican
la hipétesis de ser funciones de Carathéodory. En el siguiente apartado analizaremos
esta dificultad.

Pretendemos estudiar una relajacién de ese problema. Como ya hemos comenta-
do cuando se trata de estudiar problemas variacionales sujetos a condiciones integra-
les el concepto que juega un papel fundamental es el de cuasiconvexidad restringida
[63, 64]. En nuestro caso quizds serfa mas adecuado el nombre RD-convexidad
restringida. Introduciremos este concepto directamente en el caso particular del

problema (5.6). Para ello sea la envoltura
T: 0 x (R™ x R¥™) x (R*™ x R*™) x R" — R*,
definida por

U(z,u, Fi, Fy,t) = inf {lﬁll / Y(z,u, F1 + Vui(z), Fo + V X va(z)) dx -
Q
(5.7)
(v1,v2) € H(S2), / oz, Fy + Vi (z), F + V X ve(x)) dz = t|Q|} :
0

Procederemos en dos pasos. Primero veremos la equivalencia del problema va-

riacional (5.6) con el problema variacional

inf {/Q\Il(w,u(x),Vul(a:),V X up(z),t(z))dr : ue HY(Q), -
5.8

uy — up € Hy(Q), |[t||zo@) < M, /t(a:) dzr = t0|Q]} ,
Q

probando que ambos infimos coinciden. El segundo paso consiste en probar que
existen minimizadores para este ultimo problema variacional. Esto se consigue
simplemente probando la convexidad conjunta en (F,t) de ¥ y usando resultados
conocidos. El anélisis de problemas variacionales donde el integrando del funcional
depende de pardmetros adicionales (en este caso t) ha sido realizado en un marco

abstracto en [22], por tanto nos basaremos en las conclusiones de ese trabajo para
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probar la existencia de minimizadores para el problema (5.8). El anélisis que sigue
esta basado en los resultados que conocemos sobre medidas de Young generadas por
sucesiones de pares de gradientes y campos con divergencia nula o rotacionales.

Necesitamos la siguiente notacién. Dado un par (uo,t) € H' x R", sea A(uo, 1)
el conjunto de las medidas de Young, v = {v,},cq, generadas por sucesiones de
pares de gradientes y rotacionales tales que:

sop(y,) C R¥>*™ x R¥>*™,
existe v = (v1,v2) € HY(; R™ x R3*™) tal que

vy —ug € Hy siug € R™, 0 v —up € H} si up € R™ x R¥*™,

(Vvl(y),V X ’Ug(y)) = / (Al,Ag) dl/y(Al,Ag),

R3xXm xR3Xm

/ /3 o(z, A1, As) dvy(Aq, As) dy = t|Q.
Q JR3xm xR3xm

Lema 5.6 Los infimos (5.6) y (5.7) son iguales, respectivamente, a

inf {/ / V(z,u1(z), ua(x), Ay, Az) dvy (A1, Ag)dz = v € A(ug, to),
Q JR3Xm xR3xm

(Ve (2), V % ua(z)) = /

R3xmxR3XxXm

(AI; AQ) de(Al, A2)} ’
(5.9)

1
inf{—// Y(z,uq,us, A1, Az) dvg(Ay, As)dx : I/EA(LF,t)},
12| Jo Jrsxmxmraxm
(5.10)

donde Lp es una funcion afin con gradiente F'. En particular se tiene

‘II($7U7F17F27t) :mln{/ ¢($,U,A1,A2)dV(A1,A2) :
R3xXmxR3xXm

(5.11)
v € A(Lp,t) homogénea } .

Demostracion.
La prueba de la primera parte del lema depende de las acotaciones asumidas sobre
las densidades de energia ¥ y ¢, y es estdndar [59]. La dltima parte del lema se

obtiene mediante un argumento tipico de homogeneizacién. Sea v = {V;}zecq €



128 Capitulo 5. Dimensién N=3

A(Lp,t). Existe una sucesién (v;,v2) acotada en H*' tal que (Vvy, V X vs) genera
v. Sea p = {iz}zcn la medida parametrizada gradiente generada por (Vvy, Vuy).

Sabemos que podemos identificar v, de la siguiente manera
Ve =T 0 g,

donde T es la aplicacién lineal que verifica T'(Vvy, Vug) = (Vv1, V X v3). Aplicando
el resultado de homogeneizacién conocido para medidas parametrizadas gradientes

[59] tenemos que la medida % dada por

_ 1
(0. F) = — / / (A, B) dpia(A, B) dz
|Q| Q R3XmXR3>(m

es una medida parametrizada gradiente homogénea. Si ahora consideramos la me-

dida 7 dada por

_ 1
wo = | [ P(Ar, Ar) dui(Ay, As) do,
| ‘ Q JR3Xm xR3Xm
es facil comprobar que
v="Tof,
con lo que ¥ es una medida parametrizada generada por una sucesién de gradientes

y campos con divergencia nula. El resto de la demostracién es directa ya que
v e A(Lp,t).

Teorema 5.7 Los infimos (5.6) y (5.7) son iguales. En consecuencia, aplicando el

Lema 5.6, los infimos (5.6) y (5.8) son también iguales.

Demostracion.

Denotemos m y m los infimos (5.6) y (5.7) respectivamente. Sea
v = {Vz}zeq € Alug, to),
entonces p.c.t. = € €} se tiene que v, es homogénea y
Ve € A(L(vuy(2),vxus(z))s 1))

(este resultado de localizacién se obtiene a partir del correspondiente resultado para
medidas gradientes [59] razonando con la identificacién de medidas con divergencia

nula como imagen de medidas gradientes por T), donde

(Ve (2), V x ua(z)) = / (Av, As) duy(Ay, As),

R3xXm xR3xXm



5.6. Relajacion en optimizacion estructural 129

t(r) = / o(z, A1, Ag) dvi(Aq, Az).
R3xmyR3xm

Es trivial de (5.11) que m < m.
Veamos la otra desigualdad. Dados (u,t) tal que

u € H', uy —ug € Hy, /t(w)dm = to,
Q
por el Lema 5.6 podemos escribir

U(z,u(z), Vui(z), V x uz(x),t(z)) = / P(z,u, A1, Az) dv®(Aq, A2),

R3Xm xR3xXm

donde v* € A(L(vu,(z),vxus()), t(x)) homogénea. Por lo tanto

/Q\I/(x,u($), Vui(z),V X uy(x),t(z)) dz

= // w(x,u, Al,Ag) de(Al,AQ) dr.
Q JR3XmxR3xm

Si probamos que v = {¥*},cq € A(uyg, tp) habremos terminado. Pero esto es inme-
diato a partir de la caracterizacién de las medidas parametrizadas generadas por

sucesiones de pares de gradientes y campos con divergencia nula (Teorema 5.2).

Teorema 5.8 La envoltura V verifica la propiedad de convexidad conjunta, i.e.,

1
U(z,u, F1, F3,0) < Kﬂ U(x,u, Fi + Vo (z), F + V X v(x),0 + t(z)) dz,
Q

para todas v = (v1,vs) € HF(E;R™ x R3*™) y toda t € L>®(; R™) con valor medio

nulo.

Demostracion.
Por el Lema 5.6, p.c.t. € Q podemos encontrar una medida de probabilidad »*
tal que

U(z,u, F1 + Vo (z), F; + V X va(z),0 + t(z))

e A ) (A, ).
Xm oy Xm

Es inmediato comprobar que v = {*},cq es una medida parametrizada cuya me-

dida promedio, 7, pertenece a A(Lr, m,),0) y tal que

1
@/ U(z,u, F1 + Vo (z), F; + V x va(z),0 + t(z)) dz =
Q
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1
Kﬂ [z /Rsm R3x (z,u, A1, Ay) dv*(Ay, As) da

:/ i Y(z,u, A1, Ag) di(Aq, Ay).
RSXTnXR Xm

Por (5.11) hemos terminado la prueba.

Teorema 5.9 En las condiciones anteriores, el problema variacional (5.8) admite

solucidn.

Demostracion.

Por definicién, estan claras las desigualdades
RD¢(£7U7 F17F2) < \I’(.'II,’LL, F11F27t) < ¢(w,u, F17F2)'

Esto implica, teniendo en cuenta que RDv es el supremo de las funciones RD-

convexas menores o iguales a 1), las siguientes acotaciones sobre ¥
(| + R = 1) < Y(2,u, Fy, Fyt) < CFRP+ |FB)?+1), 0<e<C.
Consideremos la funcién ¥ dada por
U(z,u, F\Y,t) = U(z,u, F,T(Y),1),

donde Y € RB*3*™ Gracias a los resultados de [22], y teniendo en cuenta que los
potenciales se pueden elegir adecuadamente para que la norma del potencial acote

a la norma de la funcién entera, el problema

inf {/ﬂ U(z,u(z), Vu(z),t(z))dz : uwe€ H(Q),

uy — ug € HY(Q), ||tz < M, /t(m) dz = t0|9|} ,
Q

tiene solucién, con lo que hemos terminado la demostracién.
[
Nétese que si (ug,us,t) es una solucién del problema relajado (5.8) entences
somos capaces, siguiendo el razonamiento de la prueba del Teorema 5.9, de construir
una solucién del problema generalizado (5.9). Una tal solucién serfa la medida
parametrizada v = {1"},cq con v solucién del problema (5.11) para (F,t) =
(Vui(z), V X ug(x), t(z)). Es por esto que la envoltura ¥ codifica de alguna manera
el comportamiento oscilatorio de las sucesiones minimizantes del problema original,
es decir, las soluciones éptimas de (5.8) equivalen en algiin sentido a sucesiones

minimizantes para el problema de optimizacién (5.6)
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5.6.2 Optimizaciéon estructural

Para aplicar los resultados de la seccién precedente al contexto de la optimizacién
estructural encontramos la dificultad de que las densidades ¢ y ¥ no son funciones
de Carathéodory verificando las acotaciones requeridas. En la dltima seccién del
Capitulo 3 hemos discutido esta cuestién largamente en el contexto particular del
disefio 6ptimo para el caso bidimensional. También en los dos trabajos [63, 64] se
ha analizado esa dificultad desde una perspectiva préactica. Teniendo en cuenta las
conclusiones del capitulo antes mencionado, a pesar de que no se verifica el Lema
5.6, desde la perspectiva aplicada de los problemas de optimizacién estructural
tenemos claro que estamos interesados en los infimos (5.9) y (5.10). El resto de
los resultados si que se verifican debido al hecho de que las densidades anteriores
son funciones de Carathéodory y verifican las acotaciones en el conjunto donde son
finitas. En particular, la clave de nuestro anilisis es el calculo y la comprensién
de la densidad de energia relajada ¥, tanto numéricamente como analiticamente.
Para continuar debemos incorporar una restriccién sobre el soporte de las medidas

contenidas en A(ug,t). Asi, si
K(z) = {F € M**™ x M*>*™ : 4(z,U, F) < +o0}
={F € M¥>™ x M**™ : ¢(z,U, F) < +oo},

debemos incorporar en la definicién de A(uo, t) la condicién
sop(v.) C K(z),

p-ct. z € €.

Finalmente analizaremos ejemplos de la formulacién discutida anteriormente en
dos situaciones tipicas: uno en el caso lineal con dos constituyentes y la misma
densidad de coste que no depende de las derivadas del estado, y otro en el caso no
lineal con dos constituyentes hipereldsticos y homogéneos y una densidad de coste
que depende de las derivadas del estado. En ambos casos suponemos una condicién
global de frontera de tipo Dirichlet y que no actian fuerzas sobre el cuerpo.

Para el caso lineal tomamos las densidades de coste ¥;(u) = vo(u), i = 1,2,
la misma para los dos materiales lineales y homogéneos con funciones de respuesta
T;(F) lineal en F. La densidad de energia estd entonces definida para (U, F) €
(R3 x R3*3) x (R¥3 x R3*3) como

WU, F) = ho(UY) si T,(FY)Y=F® i=12,
y ¥ = 400 en caso contrario. La densidad ¢ se define como

o(F)=1 si Ty(FY)=F®,
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y ¢ = 400 en caso contrario. El problema variacional equivalente al problema de

optimizacién estructural seria

inf{ / YU (x), (VU (2), V x UD(x))) dz : U = uy,
Q
(5.12)

/ (VU (2),V x UD(z))dx = 0|Q|} :

La densidad de energia relajada en términos de medidas parametrizadas es

v =ntd [ (A anan, i)
3x3y R3%3

F = / (Al,AQ) dV(Al,AQ), SOp(I/) C A1 U AQ, V(Al) = t} s
R3x3xR3x3

donde
A= {F= (FO F@y . T, = F(Q)}, i=1,2.

El problema variacional

inf { / V(U (z), (VUMD (2),V x UD(2)),t(z))dz : U € ug+ HLQ),

/Qt(a:) ds — 0|Q|}

es equivalente a (5.12). Observamos que para calcular la envoltura ¥ tenemos que
minimizar las correspondientes integrales sobre medidas parametrizadas generadas
por pares de gradientes y campos con divergencia nula con soporte contenido en
la unién de dos variedades lineales y una proporcién fijada de su masa contenida
en cada variedad. Seria interesante analizar computacionalmente este problema, al
menos reemplazando las medidas parametrizadas generadas por sucesiones de gra-
dientes y rotacionales por laminados (o mejor dicho la imagen por 7' de laminados).
En el problema anterior no podemos garantizar la existencia de solucién puesto que
no se tienen las habituales condiciones de acotacion.

Para el ejemplo no lineal tomamos la misma densidad de coste para cada material
Yo(F)=|F|?, F &R,
y como energias internas del material i

Wi(F) = |F|? + gi(det F),
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donde g; son funciones, diferenciables, convexas tales que g;(s) — +oco cuando s —
0, 0 s = 4o00. En estas condiciones estas funciones son policonvexas ([5, 18, 62]) y

por tanto, si tomamos como funciones de respuesta
Tz, F) _(9 Wi(z, F)
i\L, = i\ T, ’
oF "

t = 1,2, tenemos garantizada la existencia de solucién para la ecuacién de equilibrio.

Si ahora llamamos
A ={F= (F“)‘, F®) : 2F® 4 gi(det FM)adiF® = F@} | §=1,2,
una variedad no lineal en el espacio de pares de matrices, entonces
Y(F) = |FOP,
cuando F' € A U Ay, y ¥ = 400 en caso contrario. De la misma manera definimos
o(F)=1 si F e,

y ¢ = +00 en caso contrario. El problema variacional equivalente al problema de

optimizacion estructural es

inf {/ Y(VUD(2),V x UD(z))dr : UL = ugy en 09,
Q
(5.13)
/ o(VUN, V x UD(z)) dz = 0|Q|} .
Q

La energia de densidad relajada en términos de medidas de Young se escribe como

wE ) =int{ [ A dula, )
R3X3xR3x3

F = / (Al,AQ) de(Al,AQ), SOp(V) C A1 U Az, I/(Al) = t} .
R3xX3xR3x%3
Finalmente, el problema variacional
inf { / U(VUD(z),V x UD(z))dz : UV =ugy en 09, / t(z) dx = 0|Q|}
Q Q

es equivalente a (5.13).
La gran diferencia que existe entre los dos ejemplos expuestos es el caracter

lineal y no lineal respectivamente de las variedades A;.



Apéndice A
Resultados generales

El propésito de este apéndice es fundamentalmente el de enunciar de la manera
mas breve y concisa posible algunos resultados clasicos del Calculo de Variaciones
y otros de caracter técnico que hemos usado o invocado a lo largo de la memoria.
No obstante, intentaremos dar una visién global sobre algunas de las cuestiones
mas importantes del Calculo de Variaciones: la semicontinuidad inferior débil, la
existencia, la relajacién, problemas generalizados, etc.. Todos los resultados que
aparecen aqui son muy conocidos, y las pruebas de todos ellos pueden encontrar-
se en [59]. Para algunos de los resultados que siguen daremos otras referencias

particulares.

A.1 El método directo

Los problemas del Célculo de Variaciones consisten en encontrar minimizadores
de un determinado funcional en forma de integral, que depende de funciones en un
espacio de dimensién infinita. Cldsicamente, el problema de determinar la existencia
de minimizadores en esos problemas variacionales ha sido tratado por dos caminos:
el método indirecto, basado en la ecuacién de Euler-Lagrange, y el método directo.
Mediante el estudio de la ecuacién de Euler-Lagrange se buscan puntos que anulen
la “derivada” del funcional, de manera andloga a como se hace con funciones reales
de variable real. Esos puntos que anulan esa ecuacién son llamados extremales y son
los candidatos a minimizadores. El inconveniente principal de este método esta en
que resolver esta ecuacién no siempre es sencillo, pues es una ecuacién (o sistema)
diferencial ordinaria o en derivadas parciales, que puede ser no lineal. Ademss,
incluso en el caso de poder determinar los extremales del problema, puede ser muy
dificil decidir cuales de ellos son efectivamente minimizadores. Asi pues, ante estas

dificultades, el método directo es el camino més usual para probar la existencia de

135
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minimizadores de un determinado problema variacional.

Este método esta basado en la aplicacién del famoso resultado abstracto:
Teorema A.1 Consideremos el siguiente problema variacional
inf {I(u):u e A}
donde:
(i) A es un cerrado, convexo de un espacio de Banach reflexivo X ;
(ii) 1 es coercitivo, es decir, limyjy)x—+o0l (U) = +00;
(ili) I es débilmente semicontinuo inferiormente en X, i.e.,

u; = u débil en X = I(u) < liminf I(u;);

j—oo
(iv) Eziste u € X, tal que I(u) < +oo.
Entonces existe ug € A, con I(ug) < I(u) para todo u € A.

Aqui nos centramos en el problema de la existencia de minimizadores para un

funcional del estilo
I{u) = / o(z,u(x), Vu(x)) dr (A.1)
Q

donde u € WHP(2; R™), con 2 C R un abierto, acotado y regular, 1 < p < co y
p: OxR™x R™Y 5 R* = RU {+o00} una funcién de Carathéodory, esto es,
medible en la variable z y continua en (u, Vu), que habitualmente verifica ciertas
propiedades de acotacién y coercitivas. Este problema tipicamente incorpora condi-
ciones de frontera de tipo Dirichlet; no obstante, se pueden considerar otro tipo de
condiciones de frontera siempre que sean invariantes con respecto a la convergencia
débil.

En este caso, si intentamos aplicar el método directo para probar la existencia

de soluciéon del problema

inf {/Q o(z,u(z), Vu(z))dz : u—ug € Wol’p(Q;Rm)} (A.2)

nos encontramos que todas las hipdtesis del Teorema A.1 se verifican trivialmente
salvo (iii), es decir, la s.c.i.d. del funcional I. Esta es la propiedad dificil de verificar
en orden a aplicar el método directo y estd ligada a las propiedades de convexidad

del integrando ¢ del funcional, como veremos en la siguiente seccién.
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A.2 Semicontinuidad inferior débil. Existencia

de minimizadores

Con el objetivo de entender cudndo el funcional I es débilmente semicontinuo
inferiormente (d.s.c.i.) aparecen, de modo natural, condiciones de convexidad sobre
el integrando ¢. Necesitamos introducir una nocién de convexidad més amplia que

la convexidad habitual de funciones: la cuasiconvexidad.

Definicién A.1 Sea la funcién ¢ : R™¥Y — R. Decimos que @ es cuasiconveza
st verifica

o(V) < ﬁ [ o + Vu(a) da,

para todo u € Wy (; R™), para todo Y € R™N y para todo dominio Q.

Este concepto fue introducido por Morrey a mediados de siglo [48]. Se puede
comprobar que en el caso escalar, es decir, cuando N = 1 6 m = 1 una funcién
es cuasiconvexa si y sdlo si es convexa. Los siguientes resultados establecen la
equivalencia de este concepto con la s.c.i.d. de I. El primero de ellos se refiere al
caso vectorial (N, m > 1).

Teorema A.2 Supongamos N,m > 1. Seal < p < oo ysea p : AXxR™xR™N —
R una funcion de Carathéodory tal que '

¢ < o(z,u, A) < h(z,u)(1+ [AP),

donde h(z,u) € L2.(22 x R™) es continua en su segunda variable. El funcional

I(u)z/ﬂgo(z,u(x),Vu(w))da:

es débilmente semicontinuo inferiormente en WHP(Q; R™) si y sdlo si p(xo, uo, *)

es cuasiconveza para todo xy € Q y todo ug € R™.
En el caso escalar tenemos el siguiente resultado, algo distinto del anterior.

Teorema A.3 Seam =1 (respectivamente N = 1), y sea o : @ x R x RYM - R
(respectivamente ¢ : @ x R™ x R™! — R) una funcidén de Carathéodory. El fun-
cional I es d.s.c.i. con respecto a la convergencia débil en WP(QQ) (respectivamente
WP(Q; R™)), con 1 < p < oo, si y sélo si o(xo,up, ) es conveza para todo xq € S
y todo ug € R™.



138 Apéndice A. Resultados generales

Una vez determinado cuindo se tiene la semicontinuidad inferior débil del fun-
cional I estamos en situacién de poder aplicar el método directo para determinar
la existencia de minimizadores para el problema (A.2). En los teoremas siguientes

establecemos los resultados para el caso vectorial y escalar respectivamente.

Teorema A.4 Sean m > 1 y N > 1. Si ¢ es una funcion de Carathéodory,

cuasiconveza en la variable gradiente tal que
c(JAP —1) < p(z,u, A) < h(z,u)(1 +|AP), ¢>0, p>1

donde h € L2 (Q2 x R™) es continua en la sequnda variable, entonces el problema

variacional (A.2) admite al menos un minimizador.

Teorema A.5 Seam =16 N =1. Sea ¢ una funcién de Carathéodory, conveza

en la variable gradiente tal que
(AP - 1) < o(z,u,4), ¢>0, p>1

e.c.t. x € Q y todo u € R™. FEntonces el problema variacional (A.2) admite al

menos un minimaizador.

En la practica la condicién de cuasiconvexidad es dificil de comprobar debido a
su caracter no local [37], salvo en el caso escalar en el que coincide con la convexidad
habitual. Por tanto, es interesante buscar condiciones més fuertes o més débiles que
la cuasiconvexidad. Una condicién més fuerte, que fue introducida por Morrey [49]
y utilizada por Ball en el contexto de problemas realistas en elasticidad no lineal

[5], es la policonvexidad.

Definicién A.2 Diremos que ¢ : R™*Y — R es policonveza si

para toda matriz A, donde g es una funcidn convexa y M(A) es el vector formado

por todos los menores de A dados en algin orden.

Esta condicién, que puede parecer extrana, estd motivada por el hecho de que los
menores son los unicos integrandos que dan lugar a funcionales débilmente continuos
en W1 [20]. Esta propiedad junto con la convexidad de g implica la cuasiconve-
xidad de ¢.

Por otro lado, una importante condicién necesaria puede ser obtenida mediante

el siguiente argumento. Sean A;, A, € R™*¥" dos matrices tales que rango(A; —
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Ay) <1,yseat € (0,1). Es claro que existe un vector ¢ € R™ y un vector unitario

n € RY tales que

A —Ay=a®n=an’.

Consideremos la sucesion de gradientes

Vuj(z) = Az + x¢(jz - n)a @n,

JjTmn
u;(z) = Asa + / xi(s)ds a,

donde x; es la funcién caracteristica de (0,t) en (0, 1) extendida por periodicidad a
todo R. La sucesién de gradientes {Vu;} toma justamente los valores A; y A; en
proporciones t y 1 — t. No es dificil comprobar que

u; — ug, débil en whee,

donde us(z) = A-z, con A = tA; + (1 — t)A,. Si ahora tenemos una funcién
¢ : R™N — R cuasiconvexa y verificando las condiciones de acotacién habituales,

entonces el funcional
/ o(Vu(z)) dz
Q
es d.s.c.i. y aplicando esto a la sucesién {u;} llegamos a que
/ ©(Vua(z))dr < lim inf/ ©(Vu;(z)) dz,

Q I7e Ja

de donde tenemos la desigualdad
p(A) < tp(Ar) + (1 — 1)p(As).
La discusién anterior motiva la siguiente definicion.
Definicién A.3 Diremos que ¢ : R™Y — R es conveza de rango uno si
P(AA1 + (1 = M) Az) < Ap(Ar) + (1 - A)p(A2),

para todo A € (0,1) y para todo par de matrices Ay, A; verificando rango(A; — Az) <
1.

Por el razonamiento anterior es claro que esta condicién es mas débil que la cuasi-
convexidad.
Podemos resumir los comentarios anteriores graficamente en el siguiente diagra-

ma

@ convexa = @ policonvexa = ¢ cuasiconvexa => ¢ convexa de rango uno.



140 Apéndice A. Resultados generales

Ninguno de las implicaciones reciprocas es cierta. Para contraejemplos y referencias
en este sentido puede consultarse [20]. El reciproco de la tltima de las implicaciones
es lo que se conoce como conjetura de Morrey [49, 48]. Recientemente Sverak
demostré la falsedad de esta conjetura probando que la tltima de las implicaciones
anteriores es falsa en el caso de matrices R3*%, [74]. El caso de matrices 2 x 2

continua abierto.

A.3 Problemas no convexos: relajacion

Hemos visto en la seccién precedente que los problemas de Céalculo de Variacio-
nes en los que es posible aplicar el método directo son justamente aquellos en los que
se verifica la cuasiconvexidad del integrando. A menudo aparecen en la Matemaética
Aplicada problemas variacionales en los que no se verifica esta propiedad, y por tan-
to, no es posible aplicar el método directo. Estos son los llamados problemas no
convexos. En algunos de estos casos se puede probar la existencia de solucién por
métodos especificos para cada problema concreto. En otros la falta de cuasiconve-
xidad conduce a la no existencia de solucién debido al comportamiento altamente
oscilante que suelen presentar las sucesiones minimizantes. Es en estos casos en los
que necesitamos hablar de relajacion. En esta seccién enunciamos un importante
resultado de relajacién que establece que el infimo de un determinado funcional
no cambia si sustituimos el integrando por una determinada funcién cuasiconvexa.
Para ello serd necesario definir la envoltura cuasiconvexa o cuasiconvexificacién de

una funcién.

Definicién A.4 Llamamos cuasiconverificacion o envoltura cuasiconveza de ¢ a

la funcion dada por

Qp(Y) = inf{ﬁ /Q SY + Vu(z)) do : ue W&""’(Q;Rm)},

para cada Y € R™N . wy es la funcion afin uy(z) =Y - z.

Esta definicién tiene perfecto sentido puesto que se puede probar que no depende
del dominio 2. Esta claro que ¢ es cuasiconvexa si y sélo si Qp(Y) = ¢(Y'), para
toda matriz Y. Dos propiedades importantes de la cuasiconvexificacién son las

siguientes:

1. la cuasiconvexificacién de una funcién es siempre una funcién cuasiconvexa;

2. Qp=sup{y¥ : ¥ <y, ¥ cuasiconvexa}.



A.4. Una herramienta importante: las medidas parametrizadas 141

El siguiente resultado es conocido como Teorema de Relajacién y es debido a Da-
corogna [20].

Teorema A.6 Sea ¢ : M™N — R una funcion continua tal que
c(JAP — 1) < p(A) < C(1+]A]P), 1<p<+4oo,0<ec<C.

Entonces, para todo ug € WIP(Q), los dos infimos

in { /Q o(Vu(z))dz : u—uo € WEP(Q; Rm)} (A.3)

inf {/ Qo(Vu(x))dz : u—up € WyP( Rm)} (A.4)
Q
son iquales.

Al problema (A.4) lo llamamos problema relajado del problema (A.3). Se puede
probar que si ¢ verifica las condiciones de coercitividad y acotacion habituales,
entonces (Qp también las verifica y por tanto, segin los Teorema A.4 y A.5, el
problema relajado (A.4) tiene solucién.

A.4 Una herramienta importante: las medidas

parametrizadas

El propodsito de esta seccién es el de enunciar el Teorema Fundamental de las Me-
didas Parametrizadas, asi como otros resultados relacionados, que constituyen una
herramienta tedrica en el estudio que sigue. En la referencia [59], puede encontrarse
un estudio exhaustivo de las medidas parametrizadas y las medidas parametrizadas
gradientes, de las que hablaremos en la siguiente seccién.

Empezamos por el Teorema Fundamental, que es un profundo resultado de
analisis no lineal y que nos permite representar el limite débil de la composicién de

una funcién con una sucesién débilmente convergente.

Teorema A.7 (Teorema Fundamental de Medidas Parametrizadas) Sea
Q C RY medible y sean z; : L — R™ funciones medibles tales que

sup / 9(12(2)]) dz < oo,

donde g : [0,+00) — [0,+00] es una funcidn continua, no decreciente y tal que

lim;_,o g(t) = oo. Emiste una subsucesion de {z;}, que no renombramos, y una
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familia de medidas de probabilidad, v = {v,}zcq que depende mediblemente ! de x,
y que llamamos la medida parametrizada asociada a la sucesion, con la propiedad
de que st la sucesion {Y(z, zj(x))} es débilmente convergente en L'(Q), cualquiera
que sea la funcion de Carathéodory 1 : Q@ x R™ — R*, entonces su limite débil es

la funcion

P(x) = o W(z, A) dvg(A).

Tomando ¢(t) = t* o g(t) = +o0, si t > R, podemos obtener medidas para-
metrizadas asociadas a sucesiones acotadas en LP o L™ respectivamente. Se puede

probar que si Bg(z) denota la bola de radio R centrada en z, entonces para todo
EcCcR™

e Bale) : ) € Y
AB) = B

B

donde | - | denota la medida de Lebesgue.
Una importante observacién a tener en cuenta cuando necesitemos identificar
la medida parametrizada asociada a una sucesién {z;} es que v = {V;}zcq estd

asociada {z;} si y sélo si

lim [ €(e)e(ey(o)) do = || ey

Jj—o0

para todas £ y ¢ pertenecientes a subespacios densos y numerables de L(2) y
Co(R™) respectivamente.
Esta observacién tiene relevancia en las situaciones siguientes, incluidas en la

siguiente proposicién.

Proposicién A.8 Sean {z;} y {w;} dos sucesiones acotadas en LP(Q;R™). Si se
da alguna de las condiciones siguientes:

(1) {z # w;} —0;
(ii) |lz; — wj|lr — O,

entonces ambas sucesiones comparten la misma medida parametrizada.

El siguiente resultado es importante en orden a obtener propiedades de semi-

continuidad inferior débil.

'Esto significa que para toda ¢ continua, la aplicacién  —< v, > es medible.
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Proposiciéon A.9 Si{z;} es una sucesion de funciones con medida parametrizada

asociada v = {Vz }zeq, entonces

liminf/zp(m,zj(x)) dxz/ ¥(z, A) dv(A) dz,
7o JE E JR™

para toda ¥ funcion de Carathéodory acotada inferiormente y para todo subconjunto
E C Q) medible.

La proposicién siguiente se refiere a c6mo influye la convergencia fuerte en la
medida parametrizada.

Proposicién A.10 Sea z; = (uj,v;) : @ — R? x R™ una sucesién acotada en
LP(QY), tal que {u;} converge fuertemente a u, en LP(Q). Si {Vz}zcq es la medida
parametrizada asociada a {z;}, entonces, es v, = Oy(z) ® tz, e.c.t. T € §1, donde

{itz}zcq es la medida parametrizada asociada a {v;}.

A.5 Medidas parametrizadas gradientes. Proble-

mas generalizados

Por medidas parametrizadas gradientes entendemos aquellas medidas parame-
trizadas generadas por los gradientes de sucesiones acotadas en WP, Asi decimos
que una medida parametrizada es una medida parametrizada W1HP(Q; R™) si existe
una sucesién acotada en WHP(2; R™) cuyos gradientes generan la medida parame-
trizada (“generan” en el sentido del Teorema A.7). A una medida de probabilidad
que ademds sea medida parametrizada W1P(Q; R™) la llamamos medida parame-
trizada W1P({); R™) homogénea. Las medidas parametrizadas gradientes tienen
una gran importancia en el estudio de principios variacionales del tipo (A.1). Aqui
enunciamos algunos resultados y hacemos algunos comentarios sobre un tipo de
relajacion en términos de medidas parametrizadas: los problemas generalizados.

Los dos resultados siguientes son de caricter técnico, aunque tienen interés es

si mismos.

Lema A.11 Sea {v;} una sucesidn acotada en W'P($3; R™) tal que {Vv;} genera
la medida paramatrizada v = {V }ecq. Seau el limite débil de {v;} en WIP(; R™).
Entonces existe una nueva sucesion {uy}, acotada en WP(Q; R™), tal que {Vug}
genera también v y up —u € Wy (4 R™), para todo k. Mds atin si p < oo entonces

{IVv;|P} es equiintegrable si y sdlo si lo es {|VuglP}.
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Lema A.12 Sea {v;} una sucesidén acotada en WHP(2; R™). Entonces existe otra
sucesion {u;} de funciones Lipschitz tales que {|Vu;|P} es equiintegrable y las dos
sucesiones de gradientes, {Vu;} y {Vv,} tienen la misma medida parametrizada
Whr(Q; R™).

Una caracterizaciéon completa de medidas de Young generadas por gradientes
fue dada en [32, 33].

Teorema A.13 Sea v = {v; }zcq una familia de medidas de probabilidad con so-
porte contenido en R™N. v puede ser generada por una sucesion de gradientes
{Vu;} de funciones {u;} en WHP(Q; R™) si y solo si

(1) eziste u € W'P(Q; R™) tal que Vu(z) = [gmxv Advz(A), p.ct. z€Q;
(i) fq Jamxw |AP dvz(A) dz < oo;

(ili) desigualdad de Jensen:

/R (M) dn(A) > < /R L Adul.(A)) ,

para toda funcion ¢ cuasiconvera con crecimiento polinomial de orden p.

En el caso escalar R™¥ es justamente RY (6 R™) y la condicién (iii) es la
desigualdad clésica de Jensen, que se verifica para toda medida de probabilidad y
por tanto no supone ninguna restriccién.

A partir de este resultado pueden demostrarse los resultados anteriores de s.c.i.d.
y relajacién. Esto da muestra de la importancia que este resultado tiene. Se puede
probar que

Qu(Y) = { /R _p(A)du(4) : v med. grad. hom, Adv(A) = Y}

RmMXN

de donde tenemos que ¢ es cuasiconvexa si y sélo si

(< [ oAy

para toda medida gradiente homogénea v con primer momento Y.
A continuacién vamos a presentar de manera breve otro tipo de relajacién dis-
tinto del que hemos expuesto anteriormente. Consideremos el siguiente principio

variacional

I(u) = /Q oz, u(z), Vu(z)) dz, u € up+ WP R™),
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donde ¢ no tiene por qué ser una funcién cuasiconvexa. En este caso el comporta-
miento tipico de las sucesiones minimizantes es altamente oscilante, lo que nos lleva
a hablar de medidas parametrizadas soluciones, ya que las medidas parametrizadas
contienen informacién sobre las oscilaciones, y sobre las escalas en las que éstas se
producen. Necesitamos asumir las acotaciones habituales para ¢

(AP 1) < p(z, A, A) S CL+ AP +AP), 0<c<C.

Nos gustaria admitir las medidas gradiente en el proceso de minimizacién. Para

ello definimos la energia de la medida parametrizada p como

= [ [ ol@ula), A dus(a) o,

donde
Vu(z) :/ Adp.(A).
Rme

Nos planteamos el problema de minimizar I sobre la clase de las medidas WP gene-
radas por sucesiones de gradientes que verifican la condicién de frontera. Tenemos
el siguiente resultado.

Teorema A.14 Eriste una medida parametrizada admisible v tal que
I(v) = inf I ().
Es mds, en las condiciones del Teorema A.6 se dan las igualdades
inf I(u) = min I () = min T(u),

donde T es el funcional cuya densidad es la cuasiconvezificacion de . Mds ain, la
funcién u € WH(Q; R™) dada por

Vu(z) = /RMXNAde(A),

minimiza el funcional I.
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