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INTRODUCCION

Los Juegos Diferenciales fueron inventados por
~R. Isaacs sobre 1950. Su contribucidn, plasmada en [11], fue
notable. En ausencia de una teoria de control aun no desarro-
llada, Isaacs establecid los conceptos fundamentales como va-
riable de estado, feedback, las ecuaciones de Hamilton-Jacobi,
la ecuacidn adjﬁnta, etc. en el marco de los juegos de dos ju-
gadores y suma hula..El procedimiento de resolucidn que &1 uti-

liza es una generalizacidn de la teoria de Carathéodory que

T

t

lleva a la construccidn de la solucidn ﬁor el mé&todo de las
caracteristicas.

Es muy notable.la habilidad de este investigador
para proponer ejemplos que intenta resolver hasta donde puede,
dejandé como problemas abiertos la resolucidn completa de‘los
mismos. Y es muy preciso el valor que da a su soluciép, borque
"cada uno tienme su comportamiento significativo, no obvio y no
trivial que puede ser soiamente aprehendido abordando su ana-
lisis", Los ejemplos son los que le permiten descubrir algunas
singularidades o superficies de discontinuidad de la funcidn
valor o de su gradiente, entre ellas, la superficie equivoca
y la supefficie uhiversalAsingular en un famoso juego conocido
como el del chdfer homicida.

Una de las vias de investigacidn que continud
el trabaj&yde Isaacs fue la de J. V. Breakwell y su escuela.
Ellos hicieron témbién especial hincapié en la resolucidn de
ejemplos como procedimiéntovde descubrimiento de nuevas singu-
laridades. Asi, se cuenta en el haber de este grupo la resolu-
cidn de la gran mayoria de los juegos propuestos por Isaacsvy

otros originales y en ellos, la aparicidn de las envolventes
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de conmutacidn, de las pseudoligaduras de estado ([Zd}), de las
superficies de contacto seguro ( [5] ), de la unidn cdnica ([4]),
de la maniobra de finta ([20]), etc.

P. Bernhard es un miembro de esta escuela que ha
estudiado especialmente los juegos diferenciales de dos jugado-
res, suma nula y conocimiento ﬁerfecto ([5]). Una contribucidn
suya ha sido el establecimiento de un teorema de condiciones
suficientes que intenta englobar todas las situaciones conoci-
das, el estudio sistemdtico de las singularidades autorizadas
por el teorema“y los.métodos de construccidn trayectoria a tra-
yectoria de estas singularidades y de las estrategias optimaies
en su entorno. En este trabajo va incluida informacidn relati-
va al cardcter tangente o no de la incidencia de los campos op-
timales de trayectorias én las éuperficies singulares segﬁn que
haya o no unicidad en determinados problemas de optimizacién
sobre ciertos conjuntos'convexos llamados dominios de maniobra-—
bilidad.

El trabajo de Bernhard acaba con la pregunta abief-
ta de si son necésarias estas condiciones ademd3s de suficientes.
ELl valor réal de la teoria estriba en que permite aportar la
solucidn efectiva de muchos juegos muy diversos que no puede ha-
llarse sin ella. Teoria que podrié por lo dem@s parecer arbitra-
ria por apoyarse en el estudio de una condicidn suficiente de
la que nada prueba a priori que tenga que satisfacerla la solu-
cidén de un juego determinado. Posteriormente se han completado
algunos aspectos de ella: Garcia probd la necesidad de la regu-
laridad 02 de la funcidn valor en el entofno de una superficie

universal singular en determinados juegos.([fq).
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El problema que nosotros estudiamos en este tra-

bajo puede explicarse informalmente del modo siguiente. Supon-

/

‘i/ i gamos una familia de juegos dependientes

y
’ 2 de un pequefio parametro € en la que se
! ,
§ou ?l js tenga garantizada la incidencia tangente
{
% con una posible superficie singular; su-
| ‘2 pongamos que el limite formal sea un jue-

go en que tal incidencia tangente deje de estar garantizada.

Donde el juego no perturbado presenta una superficie singular

C i
k1

sin incidencia tangente, jtiene el juego perturbado la corres-
bondiente superficie singular con contacto tangente?; en caso
afirmativo, en el problema de capa limite, ihay convergencia de
trayectorias y mandos?.

La cuestidn presenta ademd3s inter&s porque el 13i-
mite formaldebe tener (en la forma mas sencillé en que~él pro-—
‘blema se plantea) la dindmica lineal y &sta es en realidad una
aproximacidn que se hace'"despreciando" términos no lineales
pequefios. (Es vidlida tal aproximacidn?; (hay riesgo de que varie
grandemente la solucidn del juego?.

El problema, no estudiado en la literatura era de
gran amplitud, por lo que hemos comenzado reduciendo sus téfmi—
nos. Lo estudiamos aqui para juegos bidimensionales y escogemos
la perturbacidn de modo que el dominio de maniobra-

bilidad 'de los juegos perturbados sea una elipse

que tienda al segmento que constituye el dominio

del juego 1limite formal. En aquéllos, el cardcter estrictamente

convexo de la elipse en R2 (es lo que obliga a que el juego



sea bidimensional) garantiza la unicidad del problema de opti-
mizacidn antes citado; en éste, el cardcter lineal del dominio
posibilita la no unicidad de dicho problema.

Siguiendo los principios heuristicos anteriormen-
te citados hemos resuelto multitud de ejemplos pricticos, cla-
sicos unos, inventados otros, cuyo comportamiento hemos inten-
tado determinar. Posteriormente se ha procurado formalizar los
resultados obteniéndose la parte tedrica que este trabajo pre-
senta.

.ia pafte tedrica que comienza con ‘las hipétésis
y notaciones que utilizamos y la definicidn de 1la perturbacién
que vames a estudiar, sigue en su desarrollo las etapas que se
cubren al resolver un juego diferencial. Se comienza detectando‘
la parte dtil de la frontera dél blanco o parte de ésta don-
de el jugador que desea acabar puede obligar al otro é atra-
ve;arla (por esta faz6n>definimos el blanco como un conjunto
abierto) y que Viepe definida por

- .
min max v'x ¢ 0
u v

siendo v 1la normal>al blanco que apunta al interiqr del espa-
éio de juego y u y v los mandos que minimizan y maximizan el
criterio. Sobre el borde de dicha parte Util se construye 1la
barrera natural que puedeAexistir de hecho (Ejs. 2, 4) o no
(Ejs. 1, 3, 5), y sobre la parte dtil, el campo optimal de
trayectorias incidente en el blanco. En ocasiones, no existen
barreras naturales, sino otras superficies semipermeables

que inciden en el bianco con otra normal (Ej.‘6).

Estudiamos en el capitulo II la perturbacidn



y convergencia del campo optimal incidente en el blanco donde

puede presentarse (Ej. 4) o no (Ej. 3, 5)

capa limite. La for-

mulacidn que damos de los teoremas de convergencia los hace

utilizables posteriormente en el trabajo.

Discutimos también

. - - Pl
un caso tedricamente posible, pero del que no conocemos ningin

ejemplo hasta hoy y que se halla relacionado con nuestro Ejem-

plo 1.

En el capitulo III estudiamos la convergencia de

los mandos en bucle cerrado en el interior de los campos regu-

lares de trayectorias.

Las restantes singularidades implican disconti-

nuidades del valor o de su gradiente. Hemg

)s incorporado en el

capitulo IV el repaso de la teoria de Bermhard para hacer inte-

ligibles los capitulos posteriores, junto

descripciones de dichas singularidades.

con los nombres y

E1l capitulo V se dedica a eﬁtudiar la perturba-

cidn de la barrera natural o barreras que

explica también en €1 la determinacidn de]

tenga el juego.. Se

] final de la barre-

ra de los juegos perturbados, situacidn qTe se aplica al ejem-

plo 2. .

Si él‘campo de trayectorias
el espacio de juego, el problema estd rest
nester utilizar las distintas singularidag
rios campos optimales acoplados que satis]
el fin:

teorema de Bernhard. En ocasiones,

es una superficie de cambio de mando para

.

(Ej. 6). Estudiamos la perturbacidén de es

en el capitulo VI.

construido l1llena todo

ielto. Si no, es me-

les para construir va-
fagan globalmente el

1l del campo optimai

uno de los jugadores.

te tipo de superficies
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El capitulo VII se dedica a las perturbaciones
de las uniones. En ellas estudiamos dos tipos fundamentalmente:
. las uniones con barreras o pseudoligaduras (en las que se cono-
ce a priori la superficie sobre la que incide el campo optimal)
y los empalmes (uniones con superficies que hay que.construif).
En los dos casos se demuestra la convergencia esperada que
verificamos pos£eriormente.en el ejemplo 2.
Las superficies univefsales de las que se 6cupa
‘gl capitulo VIII(es un tema cuyo estudio se esperaba con inte-
rés. E1 hecho de ser la superficie focal la singularidad peor
conocida y comprendida hacia_difiéil predecir qué pasaria. La
primera conjetura, que la superficie universal fuera limite
de superficies focales fue desechada por los ejem?los hasta

llegar a la hipdtesis de que én multi-

tud de casos en que esta singularidad
A\;\\i ‘
N se presenta, la curva 'y = y(x) del
\?F plano que era la superficie universal,
O
BN/

es una trayectoria normal del juego
perturbado. Esta hipStesis ha sido probada con unas condicio-
nes mﬁy rgstrictivas, pero que dan cuenta de buen niimero de
casos en que tal singularidad aparece, incluso en caso tan
atipico como el que desarrolla el ejemplo 5.

B Alln quedaba la pregunta: si 15 éuperficié sin-
gular uni%ersal no eé el 1imite de las superficies focales,
ihacia qué convergen éstas si se presentan en los juegos per-

turbados?. Planteada la cuestidn, ha sido Breakwell quien ha

dado una contestacifén. El descubrimiento de un nuevo tipo de
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singularidad, una superficie focal singular, procedente de do-
N\ minios de maniobrabilidad con trozos rectos y es-

i \\\ trictamente convexos, y que no puede aparecer por
K N, |
) tanto en el marco en el que nos movemos, ha sido
- su respuestéﬁ([ﬁ] ). : .'

Los ejemplos tienen interés intrinseco por las ra-
zones que se han expuesto. Presentamos a continuacidn seis qué
creemos citables y cuyas principales caracteristicas pasamos a
describir.'Todos son juegos de tiempo Sptimo y en todos salvo
en el segundo es u el mando que pretende minimizar el tiempo
y v el que pretende maximizarlo.

El primero es un ejemplo propuesto para mostrar
las patologias que se pueden mostrar en nuestro propio marco.
En €1, el juego perturbado es un auténtico problema de juegos
mientras que el juego no perturbado es un problema de control.
No cabe plantearse el problema de la convergencia de las tra-
yectorias y cae fuera de nuestros resultados.. .

E1l segundo es el cliasico ejemplo en que " Isaacs
muestra la superficie equivoca. Pensamos qué merecia ser pre-
sentado por permitir mostrar la construccidn de la superficie
equivoca en el juego né perturbadoy la de la envolvente de
conmutacién perturbada y la capa limite del campo incidente
en ellas, a?arte de razones histdricas evidentes.

El fercero es un ejemplo original que muestra
una superficie universal singular alcanzada de modo tangente
por los campos optimales lo que, si bien tedricamente posible,
no hemos encontrado en la literatura. La convergencia de los

campos optimales perturbados se da por el Teorema l'y se
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verifica el Teorema li.

El cuarto es una parte del terrible juego del
chofer homicida, la parte resuelta ya por Isaacs (l]?]), aun-
que utilizando las construcciones de Bernhard; Aparte de las
razones histdricas para proponerlo, es el {inico que estd en
las condiciones del Teorema 2, y el campo optimal perturbado
incidente en el blanco presenta una capa limite qﬁe podemos
detectar. Verifica tambi&n las hipdtesis del Teorema 11.

El quinto es un ejemplo original que presenta de
‘interés una infinidad de arcos singulares que inciden en el
origen y la verificacidn, pese a todo, del Teorema 11. La con-
vergencia de los campos optimales se démuestra ﬁor el Teorema 11.

E1l sexto y ﬁltimé ejemplo, tambi&n original,
presenta la construccidn y perturbacién de barreras no natu-
rales y de las superficies de cambio de mando. Tiene faﬁbién
_una superficie de dispersidn.

Incorporamos en un Anexo algunas situaciones
fisicas que pueden dar lugar a algunos de los ejemplos aﬂ}e—
riormente resueltos, pudiendo interbretarsé sobre el sistema

real el movimiento del estado a lo largo del juego.
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)

(3)

I- GENERALIDADES

1, Planteamiento

Consideremos un juego diferencial comnstituido por

un sistema dindmico bidimensional, cuya evolucidn en funcidn
del tiempo viene regida por el sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias

x = £(x,u) +&op(x).v
donde '

- X es un elemento de R2: x=(xl,x2)E'R2

- u es una funcidn vectorial: 2

R x R ——> R®

(x,t) b—>u(x,t)

. - . 2
- v es una funcidn vectorial: R"»x R —>R
(X,t) ——>v(x,t)

acotada por 1 en valor absoluto: |v(x,t)] s 1

fy ¢ son funciones globalmente de clase C1

Las funciones u y v pertenecen a clases de funcio-
nes, que denotamos U y U’respectivamente, denominadas conjuntos
de funciones de feedback admisibles y que verifican los axio-
mas de P, Bernhard [§]. Denotaremos U ¢ R® y VCR los conjuntos
donde u y v toman sus valores.

La funcidn x(t) es solucidn de este sistema de
ecuaciones de estadoAcon condiciones iniciales (Xo?to) y se
l1lama trayectoria si:

- x(.) es absolutamente continua
- 'para todo t donde x(.) sea derivable, se verifica
x(t) = £(x(t),u(x,t)) + ¢(x(t)).v(x(t),t)

- ox(t ) = x_.

El punto representativo del sistema (x(t),t) en
el instante t evoluciona en una parte g del espacio R2 x R que
llamaremos espacio de fases y que contiene a (xo,to).

El juego se acaba en un instante t_ tal que

tp = inf { £ t_: (x(0),0)€8)

f
f



(fs)

donde 8, llamado "blanco", es un subconjunto de § que supon-

dremos abierto y conexo.

La funcidn de coste serda definida por:
s
fj(xo,to;u,v) = K(x(tf),tf) + Jto [A(x(s),u(x(s),s)) +

7 B(x(s)).v(x(s),s)].ds,
si para la trayectoria generada por x(.),
solucién de (2) verificando (3), gtf> t,

tal que (x(tf),tf)edg.

J(x ,t.;u,v) = + Go,
o’ o
si yto>t, (x(t),t)¢@ .

Las funciones K y L=A + B.v (lagrangiano) son funciones esca-

lares de sus argumentos que consideraremos globalmente C™.

Diremos que el juego es separado porque la dindmica
y el lagrangiano se descomponen como suma de dos funciones que
dependen ura de la funcidén u y otra de la funcidn v.

El primer jugador, que utiliza el mando u, intenta
minimizar el coste J, mientras que el segundo jugador, que ma-
neja el mando v, busca maximizar dicha funcién de coste. Resol-
ver el problema de juego optimal consiste en encontrar mandos

* %

U y v que ¢onstituyan un punto-silla de 1la funcidn de coste

J respetando las condiciones iniciales, es decir, que verifiquen
% ' % %
thelL i ve U J(xo,to;u , V) X J(xo,to;u SV )

x % %
J(xo,to;u SV ) S.J(xo,t U,v ).

o’
En este caso, el escalar

Vix ,t ) = I(x,,t 5u",v) .
se llama el valor del juego, y la pareja (u ,v ) es la pareja -
de estraﬁegias optimales. .

Hay que resaltar que consideramos que el mando de
cada jugador en @n instante t=t es funcidn de la posicidn em
el instante t=t, formalizacién que se llama estrategia en bu-
cle cerrado. Es necesario distinguir este planteamiento de los
problemas en bucle abierto, donde los mandos son escogidos a
priori en forma de funciones del tiempo. Si en los problemas
de control optimal la distincidn presenta poco interés, en los
problemas de juego es fundamentai la precisidn,porque cuandb

un jugador escoge una estrategia, no sabe afin qué mando en bu-
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cle abierto va a elegir ya que eso depende de 1lo que haga su
adversario. La infbrmaci6n disponible evoluciona con el tiem-
po y la posibilidad de utilizar las observaciones pasadas
cambia érofundamente la naturaleza del problema con respecto
al bucle abierto.
Introducimos los dominios de maniobrabilidad de

ambos jugadores, P y Q, que se definen

P(x,v,t) = f(x,U) + d(x).v

Q(x,u,t) f(x,u) + ¢(x).V,

que se supondrdn convexos para todo valor de sus argumentos

2 2 .
en R'xVxkR y R sUxR respectivamente. De hecho, ya que nues-
tro juego es separado, podremos utilizar los siguientes domi-

nios:

1

£(x,U) CRZ

d(x).V ch.

?(xs
Q(x)

[}

Se utilizaran también los dominios de maniobrabi-

lidad extendidos que se definen
P(x) = (£(x,U),A(x,0))

Q(x) = (¢(x).V,B(x).V)

que deberin ser convexos para todos los valores del argumento.

2. Ecuacidn fundamental

Nos limitaremos en este trabajo a las condiciones
suficientes dadas por las ecuaciones de Hamilton—Jacobi—féaacs
(H-J-I). Se define el hamiltoniano del sistema como la funcidn

H: RZR<R™xRxRZ — >R
(x,t,u,vyA) b—m——>L(x,t,u,v) + A'[f(x,u) + ¢(x).v]
donde denotamos A' el vector traspuesto de A. '

Un punto-silla del hamiltoniano en el punto
(x,t, ) GszR*RZ seré.definido como

au*(x,t,k)
3vE(x,t,0) 1 H(x,t,u  (x,t,0),v,A) €H(x,tou" ,v 4 )
H(x,t,u ,v ,A) € H(x,t,u,v (x,t,A),A)
VuGRm, vvéR.

Se tiene el resultado cldsico siguiente:

Teorema(Isaacs). SL el hamiltoniano posee un punto-silla

para todo (x,t,1) € RZxRxR?
’ *

ctase ¢! definida sobre &V , que satisface La ecuacidn (H-I-T)

y 44 existe una funcidn real de

’



* ‘ * *® " * *
aV_ Hix,t,u (x,t,av ) ,v (x,t,av ),av ) =0
aZ* ax X X
V (x,%) } = K(x, %)

y tal que Las estrnategias asocdiadas

*

- * v »
ulx,t) = u (x,%,3 )
‘ o =%
_ + L #
i, 2) = v (x,2,%7 )
23X

estén en U y U'neépectivamante, entonces V*(x,t) es La funcidn
valon del juego y u y v Los argumentos del punto-silla de J
para todas Las fases indciales (xo,to)éf, tales que para Lodo
velZ La solucién del sistema diferencial

{x = flx,alx,£)) + ¢lx).vlx,2)

x{t,) = x, )

encuentre el blanco.

La hiﬁétesis del cardcter separable de la dinamica
elimina los ﬁroblemés inherentes a la existencia del punto-
silla que plantea la ecuacidn (H-J-1), reduciéndolos a la exis-
tencia de solucidn ﬁara un problema de mdximo y otro de minimo,
que quedan garantizadas por la hipdtesis del caridcter convexo
de los dominios de maniobrabilidad para todo valor de sus argu-
mentos,

La no unicidad de estos problemas origina como ve-
remos las suéerficies_singulares. Supondremos que.es el mando

escalar v quien las crea, por lo que establecemos

Hipétesdis 0 EL problema

min [ Alx,u) + A" §(x,u)
ueUL[ ‘ ]

admite so0lucibén dnica.

En lo que sigue, los mandos u y v son intercambiar
bles cuando mw = 1, de modo que mutatis mutandis todo serd vili-
do si es u el mando escalar causante de la singularidad.

Integraremos dicha ecuacidn de modo regresivo dan-

do como condiciones finales las que se dan sobre B e intentare-



mos construir un‘camﬁo que verifique las condiciones suficien-
tes del teorema anterior. Para poder obtenef la solucidn por
el método de las caracteristicas, se refuerzan las hipdtesis
del teorema de Isaacs exigiendo fundamentalmente la regulari-
dad ¢? a trozos para la funcién V*(x,t) (cf. Bermhard [5]).

El teorema de Bernhard de condiciones suficientes permite la
existencia de suﬁerficies de discontinuidad del valor o de su
gradiente ﬁara acoplar distintos campos de trayectorias optiQ
males en distintas zonas de E; estas superficies son originadas
en muchas ocasiones por la existencia de dos valores optimales
para los mandos de uno u otro jugador, _ '

Llamaremos solucidn isaaciana aquella funcidn
V*(x,t) que verifica el teorema de condiciones suficientes de
‘Bernhard y que constituye ﬁor tanto el valor del juego.La
gran mayoria de los juegos para los que se ha propuesto solu-
cidn efectiva, verifica estas condiciones.

La din3mica que hemos elegido como punto de parti-
da (juego separado, autdnomo, y con un mando en forma lineal)
nos Qrpporciona un dominio de maniobrabilidad para el jugador
que maximiza'convexo no estrictamente vu(W: un segmento, con
posibilidad por tanto de presentar superficies singulareé de-
bidas a la no unicidad anteriormente mencionada.

Definiremos .en lo que sigue una perturbacidn me-
diante un pardmetro € de modo que el dominio de maniobrabili-
dad para el segundo jugador sea un subconjunto de R2 estric~
tamente convexo que tienda con €0 al segmento que constituye
el dominio de maniobrabilidad del segundo jugador en el juego
no perturbado. Estudiaremos en el préximo capitulo la conver-
gencia de los cambos de trayectorias optimales de los juegos
perturbados al campo optimal del juego no perturbado en ausen-
cia de superficies de discontinuidad de la funcién valor del
juego no perturbado y de sus derivadas. En capitulos posterio-

e

A ) E . .
res se vera lo que sucede en tales superficies.



II- PERTURBACION DEL JUEGO. CONVERGENCIA
DE LOS CAMPOS OPTIMALES.

1. Definicidn de la perturbacidn

Al modelizar un fendmeno con la dindmica

x = f + ¢.v
se estd haciendo en realidad una aproximacidn tomando como

lineal un dominio de maniobrabilidad estrecho.
Se define la dindmica del juego perturbado:
(5) ok =‘f(x,u) + ¢(x).cos v + €. (x).sen v,
b= (=0,,0,)
Es facil comprobar que Qe(x) es una elipse (conjunto estricta-
-mente convexo en RZ), de eje mayor el dominio Q(x) del jue-
go no perturbado y de excentricidad €.

Precisaremos la perturbacidn que se admitird en
el blanco. Supongamos que la frontera de 8 viene parametrizada
mediante funciones de clase C1 definidas en R, x = b(s). Sera
blanco perturbado, 68, el subconjunto de RZ;R_ avbierto y conexo
cuya frontera venga parametrizada por dos funciones de‘clase

Cl, X = be(s), verificando la siguiente

Hip6tesis 1. b_(s) —b(s)

db (4) db(s) cuando g — 0
. € - .

ds ds

Las résbectivas normales a dichas superficies viengn denotadas
por n(s) y ﬁe(s), y en virtud de nuestra hipétesis,
ﬁe(s) —> n(s) con ¢ —=»0.
La funcidn de coste del jﬁego perturﬁado seri de

la fqrma



(6)

JE(xo,to;u,v)

t .
K + J f[A 4+ B .cos V')ds,
€ to € £

si 3t

£ >t (x(tf),tf)eﬁi

4+ oo

J (Xosto;ugv)
si yto> t_: (x(tf),tf)ééi

donde las funciones subindicadas KE’AS’ BE son.funcioneé dg
clase C1 de sus argumentos que tienden con ¢-»0 a K, A y B
respectivamente. Denotaremos L = Aa + BE. cos V.

Pretendemos estudiar la convergencia del juego
pertufbado al juego no perturbado. Precisando: se trata de dar
condiciones que permitan asegurar la cﬁnvergencia del campo |
de trayectorias optimales del juego perturbado al campd co-
rrespondienfe del juego no perturbédo en la norma de la con-
vergencia uniforme. Se trata tambi&n de estudiar la convergen-

cia de los mandos en bucle cerrado del juego perturbado a los

respectivos mandos en bucle cerrado del juego no perturbado.

2. Convergencia de los campos de trayectorias.

Supongamos conocida una determinada curva (el
blanqo o una variedad singular) definida parémétricamente me-
diante dos funciones de clase Cl, x = E(s), y los valores que
sobre ella toman 1la fuﬁcién valor y su gradiente para el juego
no perturbado. Supongamos también que incide sobre .ella un
campo 6§timal de trayectorias que se puede construir mediante
las ecuaciones de Euler—Lagraﬁge.

Andlogamente para el juego perturbado, supongamos
conocida una curva definida paramétricamente por dos funciones
de clase”Cl, X = Ss(s),'y los valores que sobre ella toman la

funcidén valor y su gradiente. Asimismo supondremos que incide
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sobre ella un campo optimal de este juego que construimos
también por el método de las caracteristicas.

Establecemos la

HipGtesis 2. ge(é) —£ls)
o de(s) - dg(s) con ¢ —» 0
L da - ds

(Posteriormente nos ocuparemos de la convergencia de las con-
diciones finales, es decir, de las variedades singulares).
Denotaremos con ~ los valores que las funciones

toman en los puntos de la curvaj; asi, por ejemplo, $(s) =

$(&(s)) para el juego no perturbado y.®(s) =1 (gi(S)) para.

» av”
) av . €

el juego perturbado. Ademds escribiremos A = —m=e (A_ =
dx € ox_

con el convenio habitual de representar con la misma letra

la funcién y su valor; con este convenio, A = R(s) sobre

x = E(s) vy Ae X (s) en x = ge(s).

€
Es inmediato comprobar que los mandos optimales
para el segundo jugador sbn, en uno y otro caso,
* :
v = sgn (1'¢)
" L)
cos Vv
- 2 2 2
VT O

]

sen v

e L) )
I eZ(x;w)f

Si el mando optimal para el primer jugador es

*
u (x,A), denotaremos

TN = £00,u" (x,0))

~ * %
L(x,2) L(x,u (x,A),v (x,A)).

Estas funciones admiten derivadas parciales en virtud del -
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(8")

teorema de Danskin [ﬁq, pues por la Hipdtesis 0, el mando
. :
u (x,\) es dnico.

Resulta asi que las ecuaciones que dan los campos

~optimales de trayectorias para los juegos no perturbado y per-

turbados son:

% = F(x,\) + ¢(x).sgn (A'9)

*
s o _( - oH " o oL v ' ?_f__ 3¢ '
A= m O (50" -4 [ax * 5x -sen (A'¢Jv
b4
( F(x_ 1) Ot ¢ (x_)
X = X + CH(x +
€ e?’e /’(Aé¢ )2 4 EZ(A&¢ ) 2 €
ei(x;w)
+ "P(x)
= VAP €
ﬂ | ST N O I iy
; 3H, oL
B £ L £ T _ ' -
he =05 ) = O )" -
€ €
' 1 1 2 ] 1
\ 3 (AIO) (Ao ) + € LY (ALY.)
S+ et oln?
donde hemos denotado 29 = ¢ = (_ﬁﬁi) y.anélogamente para
. ox - 'x axi ?

las funciones ¥ y {..Alguna vez indicaremos las ecuaciones (&)

como

X = Fo(x,k)

At o= Ao(x,l)

s
-

-y R i . -
y las ecuaciones (§) ‘como

. \
X FE(XE,AE,S)

A

! A (x ,A :
€ e( €’ e’e)
Pueden comprobarse también las expresiones si-

guientes:
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2w [omwmae) - o o]

3( Yy
(cos ve)

( )' o=
ox
; [ai0? + 2o ? )3
[ O(zen v . eA16) [ ALY ) ¥ (AL (18]
X - :
€ [(Aé¢)2 +v€2()\;:q))2]3/2 .
( Pleos v:))' o [ogwme - o]
A -
; Jore? + fowm?]
(e v:))' S el [ - (Awe']
A B
e . [(Aéq))z + E:z“él’))2]3/2

qtie gse utilizaran mi3s adelante.

Estas ecuaciones se integran en sentido retrd-
gado a partir de las superficies sobre las que inciden los
campos de trayectdrias. Las condiciones finales para el gra-
diente en ambos juegos vienen dadas por unas condiciones  de
transversalidad que se formalizan del modo siguiente:

Denotaremos por W (resp. We) una fqncién de pla-
se C2 definida en un abierto que contenga a la superficie y
que coincida con V* (resp. V: ) en el semiespacio abierto al
otro lado d% ella. Se prueba en [5] la posibilidad de definir
tal funcidn incluso en el caso en que la variedad sea envol-
vente del campo de trayectorias. En esgas condiciones,

postulamos

. e

' Hipétezs,éz 3 '&8(4) —> (’II(A) con g —>0

VWé(A)—aVW(A) con £ — 0.

Se tiene entonces,[f], la siguiente condicidn de

transversalidad para el juego no éerturbado

. * . _ ~ PN -
V¥ = VW + a. n e A(s) = VW(s) + a. n(s),

- -
determinidndose o con la condicidn
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ys» 8 (s,8(s)) = 0
L(s,VW(s) + a.n(s)) +

+(TR(s) + a.T(s))'[T(s,UN(s) + a.B(s)) + f(s).sgn (R'4)]= 0

Hipbtesis 4. Se puede aplicar el teorema de La funcibn

Amplicita a La Lgualdad (10), esto es:
VA, & : &Té,v@(b) + g.n(s)) = 0

N

1s)

(5,vi(8) * G.nl(s)) # 0

Para el juego perturbado, la condicidén de trans-
versalidad es
% _ _ .
vV = . = YW + .n (s
vV, VE_ + a_.n_ = xe(s) v €(s) o €( )
determinidndose a. con la condicién
%
Y S He(s,kg(s),e) = 0

-ie(s,vag(s)j+ aé-ﬁe(s)) +

+ (VW (s) + ae.ﬁe(s))'.f(s,vﬁs(s) +/a€.ﬁ€(s)) +

+ /i _(s) + ag 2 (8))19()]% + e [ (&) + o (1) 1i(8)]% = 0

" Proposdicdidn 1. Exdsie una funcidn a_ = ae(é,e) para
valones suficientemente pequeiios de ¢. Ademds, éﬁg a_ = a.

Demostracidn.

. * x
Es inmediato comprobar que Ho(s,Xo,O) = H (s,%).
Por tanto: .
- * ~ - -
vs, Ja: HO(S,VWO(S) + a-no(s),o) =0

*

oH

o0

(s,9W_(s) + .0 (s),0)-4 0

Por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno

bidimensional de (s,0) y una dnica funcidn y tal que
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- vy es de clase C1 en el entorno

- v(s,0) = a

- H:(S,’Y(S,E),&Z) =O'

En ese entorno, a. =Y (s,e) vy
lin a€ = lim y(s,e) = y(s,0) = a
€20 -0 : #

Supondremos que a lo largo de las trayectorias
del juego nobperturbado que estamos considerando, A'¢ es no
nulo, pues .esto conllevaria la indeterminacidén del mando Vv
y el fin de dicho campo de trayectorias. Admitiremos sin em-
bargo que A'¢ pueda ser nulo sobre 1la superficie final; en
este caso, el signo de )\'¢ se determina mediante el cidlculo
de < cmn}

dt t=t

Se presentan en nuestro-andlisis las siguientes

1
situaciones, supuestas verificadas las Hipdtesis 0, 1 3 2,
3y 4:

I) Sobre la superficie final, R'(s).d(s) # 0.

Existe entonces un entorno de (ﬁ(s),X(s))G R4
donde por continuidad lk'¢l;:a>0.

La Hipéteéis 3 y la Proposicidén 1 aseguran la
continuidad del prodﬁcto de &é(3)$(s) respecto de‘e. Por tantd,
existe un entorno de éero tal que las trayectorias'de los
juegos perturbados para O<€(€0, inciden en puntos verificando

13;(s)¢(s)[;a>o.

Comparando los mandos y las ecuaciones de los

juegos perturbados y no perturbado, observamos:

lim ¢ = v
e os v =1v 6-(Xé¢)
ya que lim ~———————=
P 3 4
- 1im sen v =0 €20 (A€¢)

c»>0
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- lima_ = o, por la Proposicidn 1.
€0

- 1lim Fe(x, A,e) = Fo(x’“
-0

- lim AE(X’ )\,E)

A (x,)).
£->0 o™’

Por tanto, podemos enunciar:

Teorema 1. Sea (x(%),x(t)) La s0Lucidn del juego no pen-
tunbado que incide en {£(s),X(s)), definida en un intervatlo
[to,tl]. S{ A'¢ es no nulo a Lo Largo de La trayectornia y

A'(s)6(s) # 0, se tiene:

Vn>0’ ]eo(n): O<ese,y, La so0lucién del juego pernturbado
incidente en (Eé(é),ﬁé(é)) existe y vernifica

Il (21 - xt2l < n

u)‘g('t) - )\(t)ll< n te[tn’t]] ’ 'ta$/tn<«t’

Demostracién.

Basta aplicar el teorema de la dependencia continua de
las soluciones del sistema diferencial (8') respecto del pard--

metro g. ' V #

II) Sobre la superficie final, X'(s).$(s) = 0.
Es inmediato comprobar que

-~ 1lim F _(x,A,e) = F _(x,))
Ly TlonD T T 0w

# 0

si lim
. ]
- 1im A _(Xy3A,e) = A _(x,)) €20 (Ae¢)
£ o
e-»0

mientras que no puede asegurarse nada en la zona donde

e.(xéw)
lim —————— = 0,
e-0 (Aé¢) '

Por tanto puede suceder que sobre una franja es-

trecha cerca de la superficie final, el mando del segundo ju-



gador en el juego‘perturbado sea muy diferente del mando que
utiliza en el juego no perturbado. Y pueden presentérse fe-
ndmenos de capé-limite-al no tener asegurada la convergencia
de las pendientes de las trayectorias de los campos optima-
les en esa franja estrecha cerca de la superficie final,

*
El procedimiento para determinar v consiste .en

estudiar (A'¢)J para conocer el signo de (X'¢)
t=t
1

dt
_instantes antes de tl’ Se puede intuir que puedan presentar-
se situaciones diferentes segiin que las derivadas sucesivas

de (A'¢) permitan determinar el signo de ()'¢) antes de t,

0 nd pcr anularse todas. Podemos enanciar:

Teonema 2. Sean (x{t),x (%)) y (xs(t),xe(t)) Las so0lu-
ciones de Los juegos no perturnbado y pernturbado que Lnciden
nespectivamente en (£(s),2(s)) y (gE(A),XE(A)) deﬂinidab en
un intenvako [to’iy]' Supongamos que )\'¢ es no nulo a Lo -
Lango‘de La trayectonia no perturbada y que %'[(s).p(s) = 0.

Denotemos G(x,x] = k'[(¢xg} - (Z;¢ﬂ Y-

Gls) = GIE(s) A (s)). Entonces, si &ls) # 0,

“14-

Vo, Je ,tn): O<ese , La s0Lucidn del fuego pentunbado

incddente (EE(A),XE(A)) verifieca
. (£) - x(£) < n |
¢ v te (4]

A, 120 - At <

Ademéé s g: Lims (g = 0

£-»0
Lim —=—— = ¢
e>0 & (g)

tal que se verndigica

s () - ()] < n
" € U ' para t <t<t; - Sle).

i, (&) - Azl <
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Demostracidn.

Nétese que A'(s).P(s) # 0, pues de ser

R ()8, () + R (8).8,(s) = 0
Xx(s).$l(s) + ﬁy(s).Qz(s) =0 i
seguirfia Xx(s) = Xy(s) = 0, violando la condiciédn ﬁ(s) = Q;

Puede observarse de las respectivas expresiones que las
funciones F (x ,A _,e) ¥y A (Xx_,\A_,c) se mantienen uniformemente
€ € € £ € €
acotadas para todo €. Sin embargo, las derivadas parciales

BF8 aF€ aAe" 3A€ .
’ s y no se mantienen acotadas cuando

Bxe EAS 3x€ BAE

g0, como sigue de (9). Es claro, pues, que si

e. (AY)

lim
g-»0 (Aé¢)

=0,
Fe’ Ae y sus derivadas parciales se mantienen uniformemente
acotadas y se puede deducir el cardcter uniformemente lips-
chitziano de estas funciones,

Puede comprobarse que a lo largo de la trayectoria: del
juego perturbado que incide en (Ee(s),xs(s)), se tiene:

d
dt

(A1) = c(xe,xe) + e.sen v:.xé[k¢x¢) - (¢x¢{]

y que para la trayectoria del juego no perturbado incidente

en (g(s),X(s)) es:

d
dt

(A"¢) = G(x,1r).

Por hipdtesis, a(s) = a # 0. Por 1la continuidad de G
respecto de sus argumentos, existe un entorno de
(E(s),X(S))GRé, Q, donde G(x,\) mantiene signo constante y
se verifica que | |

lex, ) 3 L2l
2
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Y por la continuidad de H€ respecto de ¢ (Hipdtesis 3 y Propo-
sicidn 1) existe un entorno 0<€<€1: (Ee(s),xe(s))éﬂ.

Sea W = {(x,k)€R4: At o= 0}. Es claro que

(E(s),A(s)) € aw,

pues se tiene que

d_ (27(s).8(s)) = &(s) # o.
dt

Consideremos una funcidn §(g)20, tal que:

6(e) —0
con £-0,
€ -0
§(e)
P y denotemos por W6 al conjunto
- \:‘......ﬂ. A Jg . 4 .
R 2SN Ws = {(X’A)ER I PNNY IR 5(8)}"
< CSis X)) » : v
P Pongamos por {ltimo W = WG(TQ-

Notese que de (11) sigue la posibilidad de hallar un en-

torno 0<e<e0 en el que

o (al(e).pee)) > oL,
dt 4

En efecto, ya qué si O<g<gl se tiene asegurado que el primer

sumando es 2~J2L3 basta con que se pueda garantizar el poder
2 :
tomar £ de modo que el segundo sea 5’J§L. Esto sigue de 1la
4

continuidad de Xe(s) respecto de € y de que ¢ y Y estdn acota-

das en Eg(s) para 0<e<€2. Por tanta, en ese entorno,

0ce <e, (£ (), (D) ¢ int (0.

Calculemos ‘el tiempo que tarda la trayectoria optimal.

del juego perturbado en abandonar W; serd
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§ 2 |r1ef k=4. s 4 (agy.ae | lal |
€ oW dt € 4 §
Por tanto,
468 ‘
t, & —2 : o .
°7

Comparemos ahora las soluciones del juego no perturbado
y de los juegos perturbados. Si llamamos Y' = (x,A),

Z' = (= F, =LA, YL = (x X)), 2" = (- F_, - A) y si

€ €
tomamos T= ty -t los sistemas (8) y (8'") se pueden poner
dy
= 2(Y (1))
dt
dY€
=z (Y (1))
dt
El intervalo de integracidn es ahora [O,T] con T = t. - t .

1 o

Se tiene que

Y (1) - Y(T) = ¥Y_(0) - Y(0) + J:[ZE(YE(t)) '—‘Z(Y(t))].dt >
Pté .
Ny o - Y<¢)Il < @ -yl + | 2 () - zenffae +

Jo

+ T g - zcrcenfae
Jt6 .

Vamos a acotar ahora cada sumando. Fijando n, que luego

determinaremos, se tiene:

Bl
)

a) Para € suficieﬁtemente pequeiio, hYe(O) - Y(O)” & _l—.nl
- 2

¢ . .
b) J ?pe(Ye) - Z(Dffdt § Cc.tg < -l-.nl;
o » 2

la primera desigualdad sigue de la acotacidén uniforme

de ZE y la segunda de una eleccidn apropiada de € pues



§(e) — 0.

e) }THZC(Ye(t)) - z(y(e))ffac £
c e
8

).

‘s

+jT fz (xce)) - zrcenffae,
t
6 .

*) |z (e - ze(ygt))” < L*”Ys(t? -y,

‘pues para ké¢ 28, Zs es uniformemente lipschit-"

€
§(g)

ziana respecto de € por ser —> 0,

) |z vy - zerenl] s ny,

con ¢ suficientemente pequefio, pues para Aé¢ 2§

es lim 2 (Y(t)) = Z(¥Y(t))
e»0 i

Por consiguienté, resulta
e (o - vl € (x + 130, + L*J%“Ye(t) - Y(ofat_
o

Aplicando el lema de Gronwall HZJ ,

*
. JT L*dT' T JT L dt'
) ™! e
Nt (o - vl € nj.e *) e at't 3
L* T 1 1
> “YE(T) - Y(T)n < nl.(e ) [1 + = } - T ).
L L
Dado n>0, basta tomar
np < % .
el 'T[l + i } - 'i
L L

para tener asegurado que
Iy (o - Yol < n,

lo que prueba la primera parte del teorema.

~-18-

zéY;(t)) - z_(x(enffde +
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La segunda éigue de la propiedad ya citada de que para

A;¢ 2 38, es lim ZE(Yk)) = Z(x(t)).

>0 #

Caso de anularse la derivada primera de Ai¢

y no la segunda, se tiene el resultado siguiente:

Teonema 3. Sean (x(£),r(£]) y (xg(z),xe(z)) 2as 50Lu-

ciones de Los fuegos no perturnbado y pentunbado que Lnciden
nespectivamente en {g(s),8(s)) y (ge(A),xe(A)) deginidas en

un intervalo [to’tl]f Supongamos que A'¢ es no nulo a Lo Lanr-

go de La trayectonia no pernturbada y que R'(s)¢(s) = 0,

S4 se vendfica que

d
— (x’¢) }
dt 5¢L=z,'o

Y.
7~ (Al¢) > a0,
dt &1t - z

*
para Las trayectonias de Los juegos pernturbados con Osese ,

entonces, ; |

yn>o, Je,(n): O<ese, La sofucidn det juego perturbado
incidente en (g (s),2_(8]) vernifica

x (2) - xtal <n -

Vt ¢ (to’tl].

Wa te) - Al < n

Ademds, Js{e): Lim s{e) = 0

ex20
24im E =9
e20 6§le)

tal que se tiene
% _(2) - k21l < | |
panra to<ts£1 - G(El.
A (21 - Ace)f <n
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Demostracidn.

Denotemos QCR4 el conjunto de puntos constituidos
por el rango de las aplicaciones que resuelven (8) y (8').

Para cada elemento (x,A) tiene sentido hablar de < (A'¢)
. dt

a lo largo de la trayectoria optimal que pasa por é&1.

Sean

0 = {(x A )EQ: dz (Alo(x DY > -2~ }
[o] 8’ € ' dtz € € 2
W, o= ,{(xe,xe)m: di (Rl¢(x ) = 0}_

Es claro que

(E(s),X(s)) €- W
(EE (S),Xe(s)) € W _, si Oses<e .

Consideremos una func16n~Q£€)%0, tal que

S §,(e) >0

. ~ con £-2>0
1 —t __
50(8)

y denotemos por W al conjunto

8
R o] )
W = {(x s A )6R4: -4 (M) €8 (e)}
6c €’’e . | qe £ = To .
Pongamos WG = WG N 80.
. ) o

Calculemos el tiempo que tarda la trayectoria optimal

del juego perturbado en abandonar WG ; sera

o
Fo.
d 60 d2 a
§ 3 —— (A"}~ = —_— (AP . dt | > ——. t
o~ dt € awd dt2 € ’ 2 Go
o
Por tanto,
260
ts €




Al cabo de este tiempo tS s
o-

d ' -
!-;; (k€¢)l , 8o

Por la continuidad de 4 (Aé¢) respecto de sus argu-
dt R . )

mentos para cada ¢, existe un entorno de (x (t5 ),Aé(té )€
o o

€ R4, Ql(g), donde
§_(¢)
4 (A'¢) | 2 -
dt £ 2

Consideremos ahora una funcidn 61(5)30, que verifique

r61(8) — 0
- 0 € =0
con
< §,(e) .
8, Ce)
—>0
! S, (€)
y denotemos por TGltimo para cada €
We () =W, NQ ()
8 Sy )

4

Si al cabo del tiempo't6 , sobre las trayectorias per-
o

turbadas es'lké¢l 2 61(6), nos encontramos en la situacidn del

Teorema 2 y sigue la demostracidén como aquél. Si no, estas

trayectorias optimales estarin en'wa (¢). E1 tiempo que tarda-
. 1 .

Fa

-

ran en llegar a la frontera de ﬁg (e) donde ‘Aé¢l = 61, sera
1

para valores de g suficientemente pequefios

t

§y . >‘ 5, ()
5.3 (M) - S (M) .de |2 =t
2 _ € Jaw o dt € 2 8

!
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Por tanto,

Tomemos ahora

60(8) . 61(6)
§{e) = 2.¢( + )
a 60(6)
ts = té' + ot
o) 1

Podemos comparar ya las soluciones de los juegos perturbados
'y del no perturbado. La conclusién del Teorema es analoga a

la del Teorema 2. p

Pensamos que se podria generalizar la tesis del
teorema y la idea de su demostracida para el caso en que las

trayectorias incidentes de los juegos perturbados verifica-

sen en t=t, y para 05858*

k

d ,
Moo= = ) = .. = = (o) =0
. dt : dt

dk+1 , .

— (A'¢) # O, para algin k&N
ackt! € :

III) Sobre algin punto de la superficie final es

X'(so)$(so) = 0, siendo no nulo el preducto AX'(s)$(s) para

los restantes valores de s.

X

b - . .
" Este caso da origen a una curva universal y estu-

diaremos en el capitulo 8 el problema de la ccavergencia.

Esencialmente distinto serfia el hipotético caso

en que’



k S :
d— () = 0(e. (AL()6(s)))  keN,

dt t=t1

Queremos sefialar que no hemos encontrado ejemplos plenamente
satisfactorios (Cf. Ejemplo 1) en que se presente esta situa-
cidn. El problema de 1la convérgencia dé 1aé soluciones de
(8') a las de (8) se complica al ﬁerder validez el feorema

de la continuidad de las soluciones con respecto de €.

De hecho vamos é sefialar un sencillo ejemplo de
sistema facilmente résoluble cuya situacidn es la misma que
'fa de los sistemas (8) y (8') y en el que es inmediato veri-
ficar la no convergencia 'de las trayectorias perturbadas a
las no perturbadas, por lo que sospechamos la imposibilidad

de formular un resultado general que pruebe la convergencia.

Ejemplo. Se congsidera el sistema diferencial

- -X.y + € x2

X = S x(0) =0
. - X _+ €.y -

y =~ T ¢ y(0) A

cuyo limite formal con € 0 es:

.

fx = -y x (0)

1

0

y

A

.

#

X y(0)

Puede comprobarse que las correspondientes soluciones son:

para el no perturbado.
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. Si se considera el sistema

2
= —X.y * e.x x€0) = x > 0 (x -0 con g~0)
Xx + ¢ € €
- x2 + ¢ Z?
v = e y{0) = A

se tiene que su solucidn es

- & .1n x| - 1 .ln!x2 - g.x.y + (1 + g)y2,~
1 + ¢ 2(1 + ¢)
- e(1 _+ 2¢) 2.x — €.y .
_ /r 5=.arctg /, 5
(1 + &)/4 + 4e - ¢ 4 + 4e - 7.
- —f _inx_ - L infx? - eax, 4 (1 + 0).a% -
1 + ¢ € 2(1 + €)
E(1 + 2¢) 2.x€ - €A

.arctg
(1 +g)/2 + 4g - 52 v + hbe - ¢

Puede comprobarse que la condicidn para que esta solucidn

tienda a la solucidn de su limite formal es que

lim .1n x_ = 0.
€20 1 + ¢ £

Asi, si adoptamos
x_ = e? (p>1),

€

el 1limite de la solucidn perturbada es

k2 4 g2 = a2,

si se adopta

x_ = e _1/6,
€

el limitejyde la solucidn es

x2 + fz = (A/e)2



IITI- CONVERGENCIA DE MANDOS EN BUCLE CERRADO,

1. Introduccidn.

El mando en bucle cerrado es aquél que es suscep-~
tible de utilizar en cada instante la informacidén recogida
sobre los estados pfecedentes del sistema, mientras que el
mando en bucle abierto es un mando definido como una funcidn
del tiempo en un programa establecido a priori. Hay que aifia-
dir ademis éue los mandos en bucle abierto calculados inpe—
grando las trayectorias bioptimales, y que ﬁermiten bor tan-
to calcular_el valor, no son necesariamente estrategias oéti—
males, no constituyen éunto~silla; unicamente lo constituyen
los mandos en bucle cerrado que se sintetizan a partir de
ellas. (cf.[€)].

El estudio de la convergencia de los mandos en
~bucle cerrado se aboya en el estudio previo del campo de

trayectorias. : o

Deﬂuuocén 1. Se dice que un campo optfémaZ de thayeec- .

tonias es rnegular 54 existen dos funciones biunfvocas y

continuas definidas sobre un dominio comp acto Q(Rz:
X: g —»r?
L: g —————7122
tales qﬁ.e »
x = X (A. ]
x = (5,2

Proposicidn 2. Sea €:0c Rt —sr"

W an) = p

biunlvoca y continua y sea Q compacto. Entonces , La funcidn
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Anversa y = @_I(p) es continua.en todo punto pe&"(g),

Demostracidn.

véase [2]. . #

Aplicando la Proposicidén 2 a la funcidn

x .= X(s,t),
sigue la existencia y.unicidad-para todo punto xeX(Q) de
las funciones ¢
~ 2 ~ 2
st Rm—> R y t: RW ——> R
. ~ o~
X ~—> 5 (x) x —> t(x)

tales que
~ ~
x = X(E ), =),
Esto permite a su vez definir una funcidn

X: Rz._—~——a R2

x — X(x) = JE),Tx)),
continua por ser compcsicidn de funciones continuas.
Supondremos que el juego no berturb&do y que los
juegos perturbados para todo ¢ suficientemente pequeiio origi-
" nan campos optimales regulares. De modo que ademds de lo an-
terior, a partir de un g, existen funciones biunivocas y con-

.. - .. 2
tinuas definidas sobre dominios compactos ﬂtCR s

tales que

X
€

‘%e(s,t)

A
€

L (s,0).
€ .

Las funciones inversas
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tales que
: . .
X =:¥ s X t X
. e(a()’e())'
existen y son continuas; y se puede definir la funcidn

2 2

~
A: R"m——> R

X —— 2 (x) = d (B (x),F (x)),
c € € €

continua a su vez por ser composicidn de funciones continuas.

Probaremos la continuidad respecto de ¢ basidndo-

nos en el siguiente:

Lema. Con Las notaciones e hipétesis de £os Teoremas
1,2 0.3, s¢ verdifica que 84 {te}—é},,
”x€ (&) - (2] < n

vn>0, }go>0: e<e,

f[r, ) - M <an

Demost¥acidn,

En efecto,
=, ey - =x®l]¢ |[x e - x ®f + [[x © - =@
'Dado n>0,

*) Segiin los teoremas 1, 2 o 3,

Jeji e < g9, HXE(E) - x(D)]| ¢ —92—'

a

e

*) Por el teorema del Valor Medio,
- Bl -t}
I (t.) - = (D]} ¢ Mg, c]_’
siendo M una cota superior de Fé; por tanto

332: € < €4, uxe(te) - X (,E)“(-g—



n
2y

toﬁando—lt  - t, £
€

Escogiendo ¢ min (el,gz) sigue el lema.

De modo similar se demuestra la afirmacidn para el

gradiente, P

Proposicién 3. Sea (X, ) un punto interion de Los

campos rnegul aes de th ayectondias construldos para Osese, -

Supong anos que dichos campos verifican Las hipbtesis de

Loy Teonemas 1, 2 o 3. Entonces:
Ym0, Felnls G - XY < n
Demostracidn., |

Puede probarse en primer lugar que

con &-0.

En efecto, si
TG T )
- - * -
s.(x) —> s £ s(x)
segiin el lema anterior seria
X _(5_(0),T () — X", t")  con e20;
pero al ser
ve, X G_(),E () =k
sera P
‘.%(s*,t*) = ;.
Por otra parte _
XG&,tE) = 5,
y ambas afirmaciones violarian el caridcter reéuiar del

no perturbado,

juego
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Entonces, la afirmacidn del lema anterior relativa
al gradiente asegura que
n>0, Je(m): ©0<¢ e ¢ e(n)

X - i - I[i€<§€(§)£€<§)> - L. ianl- N

* *
2. Convergencia del mando ug(xg,Ag) a8 u (x,A).

Los mandos 0p§imales u*(x,k) y u:(xE,AE) y las
funciones obtenidas a partir de ellas:
u(x) = u%(x,A(X))

%

u (xe) = ue(xe,ke(xs))
son los resultados de problemas de optimizacidén donde no
aparece explicitamente € y que tienen solucidén dnica. Se
trata, pues, de lé misma funcidn para el juego no pertur-
bado y para los juegos perturbados.

Es sabido que estas funciones no han de ser ni
siquiera continuas respecto de sus argumentos.-pas disconf
tinuidades del mando u se traducen en discphtinuidades de

las funciones Fo’ A F A€ y por tanto en una brusca va-

o? “g?

riacidn de las pendientes de las trayectorias del campo op-
timal corteépondiente. En estas superficies, dicho campo
deja de ser regular en ocasiones y mantiene la regularidad
en otras.

?; Estableceremos el siguiente resultado inmediato
vdlido en la zona donde no hay superficies de cambio de man-
do, es decir, donde hay continuidad del mando'u* respecto de

sus argumentos.

-29-~
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Teonema 4. Sea (x,1) un punto interior de Los campos

negularnes de trhayectondias consthudidos para Ofege,, en La

- * -
zona donde u {x,)) depende continuamente de sus argumentos.
Supong amos que dichos campos verdifican Las hipbtesis de Los

Teornemas 1, 2 0 3. Entonces:

R

E(i)——aﬁ(ﬂ, con ¢ 0.

Demostracidn,

Ya que existe una misma funcidn . ’

2

’ 2 L7
g: RTxR"—3R

tal que

*
u (t) o(x(t),x(t))
x _
u (t) = g(x_(t),x (t))
€ € €
~ - - - *
y como Aéix)~e A(x), sigue de la continuidad de u respecto

de sus argumentos que

U(R) — W) | | #

* * :
3. Convergencia del mando cos v, a v (x,A).

Los mandos optimales del segundd jugador, (7),
dan origen a las siguientes funciones
vV (x) = sgn (AT (x) (%))
1
(Xe ¢)
A R
/?k€¢) + T Olp)

~
cos Vv X
8( E)

€. (ALY)
/e + ot

-~
en v_(X
s E( 8)

cuya convergencia pasamos a estudiar,

Teorema 5. Sea (x,A) un punto inteniorn de Los campos
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negulares de th ayectornias construdldos pata Osese . Supong a-
mos que dichos compos vendifican Las hipétesis de Los Teoremas

1,2 0 3., Entonces:

Lim cos U _{x) = v(x) y feos v_(X) - vix)] = ole)
890 € €
Lim sen Jeti) =0 p

eaoA

Demostracidn.

Por estar (x,)) situado en el interior del campo op-
timal no perturbado, seri
-J. - -
Ax)"p(x) # 0.
Y por la PropoéiciGn 3,
~ -— - -~ -—
XECX)'¢(X) —> A(x) "o (x).
En estas condiciones es inmediato comprobar que
lim cos v_(X) = v(X)
20 '

lim sen v (x) = 0.
£ .
€20

Y ademds se determina facilmente que
~ - ~ - '
cos vg(x) - v(x)

lim = 0,
€20 e _ #
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IV~ SUPERFICIES DE DISCONTINUIDAD DEL VALOR

Y SU GRADIENTE. REPASO.

1. Introducecidn.

En el marco de la-teoria que se apoya en el
teorema de verificacidn de Isaacs Bf], y en el de.condiciones
suficientes para la aplicacidén de dicho teorema de P. Ber-
nhard [5}, se plantean ahora los problemas de convergencia
de los distintos tipos de discontinuidad del valor o de su
gradiente, cuyaéﬂconstrucciones vienen explicitadas en.[f],
al aproximar los juegos perturbados al no perturbado.

Conviene recaicar que tanto el teorema de
Isaacs como el delBernhard son teoremas de condiciones sufi-
cientes, lo que explica construcciones de campos de trayec-
torias no forzadas en principio, abarentemente al menos; bor
"la dindmica del juego. A veces es forzoso construirlas bara
acoplar distintos campos>de trayectorias optimales sobre las
que definir una funcién.valor que satisfaga el teorema de
Isaacs. A consecuencia de esto apareceran juegos muy pare-
cidos 'y muy alejados no obstante en su resolucidn cualitafi—
va y cuanfitativa.

Recuérdese a profésito de esto que era esencial
en los resultados anteriores la HiﬁGtesis 2 que ﬁostulaba
que las sgberficies de los juegos perturbados sobre las que
inciden 1los campbs de trayectorias obtimales berturbadas
tienden a 1la superficié sobre la que incide el campo optimal
no perturbado.,

En los prdximos capitulos estudiaremos el pro-

blema de la convergencia anteriormente citada. Comenzaremos



-33-

estudiando 1a'barrera‘natura1, algo especial en cuanto que
puede delimitar la zona de captura. A continuacidn se estu-
diar3n las superficies de cambio de mando, las uniones y los
" empalmes, cuyas construcciones se indicarin en los resﬁecti—
vos capitulos. Ahora pasaremos a describir el modelo matemd-
tico en el que nos moveremos para solventar los problemas
relativos a la‘definicién, existencia y unicidad de las so-
luciones de sistemas diferenciales con segundo miembro.dis;
continuo; definiremos luego tales suﬁerficies de disconfinﬁi—

dad y citaremos algunas de sus propiedades.(Cf.[f]).

2. Feedbacks y solucidn causal de una ecuacidn

diferencial,

Defindicidn Z'. Una so0lucibén caus ol de La ecuao(.é_n
digerencial
x = §{x,t) thol = Xy,

es una cwrva absolfutamente continua x(.] que satisface

Vt, Lim x(t + 7] = §(x(2],2]
20 _

-xttol = x,

‘ Deﬁinic’léh 3. Un 5a'edbadz admisible para el jugadorn

"Y" es una aplicacidn
y: X x R — ﬂ7

tal que cd;‘aﬂqux;eﬁ.a que sea el mando admisible u(.legu

(dominio admisible constituido por ejemplo pon Las funciones
medibles con valones en un congexo c.p.d]l, La ecuacidn di-
gerencial X % §(x,u) /4 o¥txt) tenga una s0lucibn causal dnica

para cualquier fase inicial (x,,t ) € X <R que engendrne un
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mando v(.): £t —y(x{t) ,t) admisible.

Deéinéu’én 4. Un feedback dis cniminante admisible pa~
na el jugadorn "U" es una aplicacibn
: XxR»R — W
tal que para todo feedback admisible para "V", v, La ecua-
cibn difernen ciak |
X = flx,elx,t,80x,2)) + dlx).¥(x,¢)

Zenga solucibén caus al dnica para foda fase Linicial (x'o ,IO)E

€X xR que éngendne un mando admisible

ul.): £ —>o(x(2) £,v(x,t)).

Andlogamente se definen el feedback admisible
para el jugador '"U" y el feedback discriminante admisible éa—
.ra el jugador "y", Estas definiciones, aunque implicitas, des~-
criben la clase m3s amplia de funciones que satisfacen los
axiomas entre los feedbaeks.

Escogiendo como conjunto de estrategias admi-
bles las parejas estratégias-inferiores (formadas por un.}eed-
back discriminante para "U" y un feedback ordinario para "V")
se introduce para la funcidn valor el concebto de punto-silla
inferior. Escogiendo entre las parejas estrategias superio-v
res (feedback ordinério bara "U" y feedback discriminante ﬁa—'
ra "V"), se llega al éoncepto de éunto—silla su?erior para

la funcidn valor. .

3. Uniones,

Se llama unidn la situacién en la cual un campo
de extremales alcanza una superficie S y luego permanece en

ella durante un tiempo no nulo.
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* %

Denotaremes aqufi u y v los limites de los
correspondientes mandos a lo largo de la trayectoria opti-
mal que llega a x€¢S, y denotaremos @ y ¢ la restriccidn del
punto-silla superior a S. Se tienen los siguientes resulta-
dos (Cf.[f]):

"Si la solucidn es isaaciana y si el méximo

* ' Va oo . T
en v de H(u ,v) sobre es {inico, las trayectorias optimales
alcanzan S tangencialmente. Si el minimo en u de H(u,@(u))
0 . oo
sobre es unico, la estrategia optimal u (x) es continua
en la unidn. Si las dos condiciones se satisfacen, los dos
mandos son continuos sobre una trayectoria optimal."

Como consecuencia se sigue que:

"Si el dominio de maniobrabilidad extendido Q
es estrictamenﬁe convexo*?ara todo u en u(lo que sucede en
los juegos perturbados), 1la unisn bara una solucidn isaacia-
nda es tangente, Si existe una unidn no tangente, al menos .
una de las coordenadas aparece linealmente en el hamiltoﬁia—
no (lo que ocurre en el juego no perturbado)” )

Segin que los campos por una parte y otra de
S al;ancen, sean paralelos o dejen la superficie,. las uniones
se clasifican en:

a) Ligadﬁras y pseudoligaduras de estado.

Son superficies de discontinuidad alcanzadas

en su cara continua por un campo optimal. En

ocasiones la superficie forma parte de 3(9)

constituyendo las llamadas ligaduras de estado
del problema y las superficies de '"contacto seguro'". En otras
ocasiones, la superficie es una superficie semipermeable qﬁe

constituye una barrera del juego y que por el lado disconti-
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nuo aparece en generai como el 1imite contfnuo de un caméo de
trayectorias optimales; en este caso, la superficie se llama
una pseudoligadura de estado y el campo tiene la estructura
que se esquematiza en la figura adjunta.

b) Superficies universales,

/

e Son superficies alcanzadas desde los dos lados
P Iy :
/ fy'/f’ por campos de trayectorias optimales. Esquemi-
e ticamente presentan la estructura que se indi-
}ﬂki; can en la figura. Las superficies universales

i/ regulares (es decir, de gradiente discontinuo) se

N

Z/A&* Denotaremos con indices 1 y 2 las cantidades
o | I

llaman superficies focales,

caiﬁuladas sobre S en los camﬁos incidentes a la izquierda y
a la Qerécha de S; y sea ¥la normal a S orientada de la re-
gion 1 a la 2,

(Desarrollaremos lo que sigue escribiendo la .
dindmica del juego no berturbado. Las afirmaciones se man-
tienen si se escriben las ecuaciones cofrespondientes a Iés
juegos perturbados).

Por el tipo de unién.de que se trata, se debe
verificar:

v'[f(x,ui) + ¢(x).vf] 20 | i
V'[f(x’,u;) + ¢(x).v’2‘]'s 0.
*) Si?v'[f(x,ut)'+-¢(x).v;] < 0,
se demuestra qué v'[f(x,uZ) + ¢(x).vI ];,0 y que puede exis-

tir una solucidn isaaciana con punto-silla superior satisfacien-

, -

do el campo las condiciones de una unién con S.

%) Si v'[f(x,ﬁ:) + ¢(x).vt] ;'0,
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: * *
se demuestra que. v'[f(x,ul) + ¢(x).v2] €D y que puede exis-

tir una solucidn isaaciana con punto-silla inferior verifi-
cando el campo las condiciones de una unidn con S,
En las superficies focales las dos parejas de
] x % k& ~ -
mandos optimales (ul,vl) y (uz,vz) son posibles y dan 1la

misma trayectoria, verificdndose pues que:

f(x,ut) + ¢(x).cos vi + gfw(x).sen v

= f * * )
= (x,uz) + ¢(x).cos v, + e.y(x).sen v

4, Empalmes.

Se trata de singularidadés sin discontinuidad
del valor. Consideramos aqui superficies, S, sobre las cuales
los mandos optimales y, por tanto, 1a pendiente de las tra-
yectorias sufren una discontinuidad con eventualmente.uﬁa
_diScontinuidad del gradiente de V,

Denotaremos con indices 1 y 2 las cantidades
calculadas sobre S en los campos incidente y emérgente; ;
sea Y la normal a S orientada de 1la regiéﬁ 1 a 1la 2.

Poseemos una serie d; resultados relativos al
combortamiento del campo de trayectorias optimal que depende

del signo de las expresiones
v'lf(x u*) + $(x) v*]
1 T2
P N o g
V'[f(x,uz) + ¢(x).vl}
y que podemos sintetizar del modo siguiente:
. * ' *
%) si (v [£G,u]) + 0w, |7r 0

v! f(xbu*) + ¢(x).v* >0
. b 2 1 ]
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entonces el gradiente es continuo sobre S y el

P a4 .
— 7 o
w/fy’ffﬁué valor presenta un punto-silla, pero hay cambio
/
g 2 TR
WARY Y brusco de alguno de los mandos. S se llama
Y . g
/ ’ + - . - . - - -
; superficie de transicidn y esquematicamente

adopta la forma de la figura.

. Nétese que esta hipdtesis significa que si uno

cualquiera de los dos jugadores mantiene el mando del campo

incidente, el estado atraviesa S.
* *
*) si v'[f(x,ul) + ¢(x).v2} < 0,

entonces puede haber punto-silla superior con

P s
//;r‘;? 5 gradiente discontinuo, se verifica que
A :
e el ] \5! )
o i /1,,/ }; . ! { A , * | %
//A’,‘/i; }!’ [ f AY f(x’uz) + ¢(X)uv1 > 0
/4 [
1

y el campo incidente verifica las condiciones
de una unidn con S. S se llama superficie equivoca y esque-

midticamente tiene la forma adjunta.

%) Si v'[f(x,u;) + ¢(x).vi] < 0,

.

entonces puede haber punto-silla inferior con

gradiente discontinuo, se verifica que

v'[f(x,u’:) + (b(x).v:] > 0

y el campo incidente verifica las condiciones
de una unidn con S. El nombre de la superficie es el del

apartado anterior y el esquema es el adjunto.

N6tese que en un juego separado como el que

consideramos no pueden presentarse simultdneamente

y [f(x,u:) + ¢(x).v;] <0

v'[f(x,u;) + ¢(x).vi] < 0.
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En efecto, para que el campo incidente alcance S y el campo

emergente la deje, se debe tener

v'{f(x,uf) + ¢(X)-VT} > 0

v'[f(x,u;) + (x).v;] 2 0

de donde se sigﬁe qﬁe
x_ *
v'f(x,ul)A; —v'¢(x).v1

1 * 1 *
v f(x,uz) > -v ¢(x).v2

Si ademas .
V'[f(x u ) + ¢(X) \ ] < 0
*T1 T2 !

-
sera

.

[~ * 1 *
v L(x,ul) < -V cb(x).v2

Por tanto,

1] ® | ® 1 * ] *
V) eV gy f,(x,u.l) < =v'e(x).v, &V f(x,uz)

* *
v'[f(x,uz) + cb(x).v1 ) > 0.

Analogos resultados existen para los juegos re-
gulares cambiando en las anteriores expresiones la dindmica
por la de los juegos perturbados. La superficie de conmutacidn

rYegular se llama envolvente de conmutacidn.



V~ PERTURBACION DE LA BARRERA NATURAL.

Llamamos barrera natural a la superficie semi-

permeable que se construye sobre el borde de la parte atil

"del blanco y que es la candidata natural para definir la zo-

na de cabtura. En ocasiones permite aislar una zona cerrada
que contiene la parte {til del blanco fuera de la cual es
imbosible la captura. Son estas superficies semipermeables
las herraﬁiehtas bdsicas para el estudio cualitativo del
juego.

Supondrémos que la frontera del blanco del
juege no perturbado; Q& es un subconjunto del rango de cier-
ta funcidn de clase Cz, X = b(s), lo que permite encontrar

en cada punto de la frontera de ® una normal de clase.Cl.

En. los juegos perturbados, la funcidn de clase C2 que defi-

ne la frontera del blanco &2 es x = bg(s). Establecemos:
Hipbtesis 17, bé(/s) —> b(s)
con e-0
db (8) . db(s)
ds ds

La hipdtesis 1' implica la continuidad de las normales res-
becto de ¢.

Supondremos que el borde de la parte dtil del
blanco es un punto sobre el que puede encontrarse una normal

a la frontera de 8. Este punto viene dado por

min max ,v'[f(x,ﬁ) + ¢(x).y] = 0,
u v x €3(63)
siendo v' 1la normal a la frontera de 3. E1 borde de 1la part

itil de cada blanco perturbado viene dado por

-40-

e
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(12)

(13)

(11)

(1%)
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min max vé[f(x,u) + ¢(x).cos v + e.P(x).sen i} = 0
u v - xéB(Gé) *

De la continuidad pedida a las normales sigue que los puntos
definidos por (lf) tienden a los definidos por (12) cuando
€ >0. De forma que las barreras maturales perturbadas se
apoyan en puntos que tienden a los puntos donde se apoyan las
barreras naturales no perturbadas.

Las barreras naturales, como superficies semiper-
meables que son, vienen definidas implicitamente por las
ecuacionés

min max v'[f(x,u) + ¢(x).v] = 0
u v

min max v;{f(x,u) + ¢(x).cos v + e.y¥(x).sen v] =0
u v - ' ,

Estas relaciones son equivalentes a ecuaciones en derivadas
parciales del tipo Hamilton-Jacobi-Isaacs, de forma que con
las hipdOtesis hechas se ﬁuede desarrollar una teoria de ca-
racteristicas. Explicitamos los resultados.

Para el juggo no perturbado,‘(ll) se convierte
en _ v
VEGE,u) + [vie)] = o,

siendo los mandos optimales sobre la barrera

%% ik ‘
u : V'f(x,u ) = min Vv'f(x,u)
u
% & %
v v = sgn (v'9)

El sistema de Hamilton-Jacobi asociado es
. *% .
x = f(x,u ) + ¢(x).sgn (V')

* %
of (x,u ) T+ 3¢ .sgn (V'4)
ox 9x

D = —y!

siendo las condiciones finales los bordes de la parte dtil del
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blanco, En el instante final ¥ es normal a'QUQ); si esta con-

dicidn no estuviera definida (por ejemplo, en el caso de un

blanco puntual), los valores finales de ¥ se pueden obtener de:

VEM(s),u (b ), W) + Vi ] = o,

siendo b(so) el borde de la parte Gtil,

Para los juegos perturbados, (47) se convierte en

V!
€

PG + Aot + fowm? = o

siendo los mandos optimales sobre la barrera

*% L k%
. 1 - - '
u_ s \)Sf(x,ue ) min vef(x,u)
* % * % (v;¢)
v_ 3 cos v = :
Z 2 z
V(vé¢) + € (véw) :
, % e (Vi
sen v

/zvé¢)2 + sz(\);:w)z~ ‘

El sistema diferencial asociado es:

x = f(x,uz*) + ¢(x).co§ v:* + g.?(x).sen v:*
* “ 2 , '
o =yt Bf(x,u* ) .\ (vé¢x).¢ + € -(vewg)-w
e ¢ 9% : /%vé¢)2'+ sz(v;w)Z

tomando como condiciones»finales los bordes de la parte dtil
del blanco ?erturbado.

Puede observarse la total analogia entre los
sistemas (15) vy (15h y los sistemas (8) y (8') para el caso

e

L = LE =1, colocando Vv Y Ve donde habfia Ay XE. Esto permite
llevar a cabo un andlisis paralelo al que allf se hacia, 1lle-
gando a parecidos resultados de convergencia de las barreras

naturales perturbadas a la barrera no perturbada que ahora

enunciamos.
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-Con las Hipdtesis 0 y 1' se tiene:

Teornema 6. Sea (x{t) ,nv(t)) La ecuacibn de La barera

natun al que incide en (xa ,\,»0} obtenidos pava s=5 , definida
en un intervalo [to,z,]. sS4 §'(AOI$(5Q) 40, se tiene:
Vn>0, 3eo(n): O<es<e, La barnern a del juego perturb dao
incidente en (bE(AOI,vE(AO)) existe y verifdca

| (£) - x(£)]] < n | .

- ze[ﬁ ,t] £ ¢t &t

ot - veal] < n nol e
#

Teonema 7. Sean (x(£] (%)) g (x_(£] v_(£]] Las baune-

nas de Los juegos no perturbalo y perturbado que inciden nes-

pectivamente en (b(s ) Sls,0) g (b_(s,) ,GE(AO)) deﬁéruld»aé en
u4 internv alo [to,t]]. Supong anos que G'(AO).$(40) = Q{
. % * %

Denotemos M(x ,v) = v [(¢x6(x,u. ) - (6x(x:“ ,)¢ﬂ
Y ATI(A) = M(b(Aol,G(AO)). Entonces , 84 m»so) £ 0,

Vn>0, }so(n)= 0<e$s0, La batner adel juego perturbado
incidente en (bg(Ao),CE(AO)) verifica

lx_(£) - x(2)f] < n

v 1) - vt <

e

Vze(%,q].

Adem&é,'}§(e)= Lim &le) = 0

e»0
Lim £ = 0
e+0 &le)

tal que se verdifica

Mx _£) - x| <
\\ € [ <n pava t <tit; - slel.

o, (a1 - seal] <n
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Teorema & Sean (x(£) wit)) y (x_(%) v_[£]) Las barne-
nas de Los fuegos no pertunbado y perturbado que Lnciden nes-
pectivanente en {(b(s ) ,C(AO)) y (b_(s,) ,GE(AO)) definid as en

un Lntervalo [té,t,]. Supong amos que G'(Ao).é(éo) = 0.

S{ se verdifica que

—4— (\)'¢)} = 0
€ lr = 2
1
2 dz *
—5~ (v!¢) > a0, 0sese ,
dz S A x,

entonces ,
Vn>0, ]eo(n): 0<e\<eo La barnern a del juego perfurbado
incidente en (be(éo){vg(bo)) verdifica
[x_te) - x(2)f <n
€
RN A

v, (#) - vl < n

Ademds , Js{e): £im sle) = 0

c20
2im —= =0
e20 6&le)

tal que se tiene

[|% () - %(2)f < |
para & <t<t, - §(¢)

.

5 o) - oml[w

La barrera natural del juego no perturbado
se acaba cuando v'¢p = 0, instante en el que presenta un pun-—
to de retroceso; en efecto, las ecuaciones (15) varian al

cambiar de signo v'¢, pero la pendiente de la barrera es

continua en ese punto porque al ser
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VI(E + ¢.v) = 0

V'¢ = 0)
sigue que
v'E = 0;

de modo que en ese momento £ y ¢ son colineales, f+ ¢y
f - ¢ tienen la misma direccidn f la ﬁendiente es»continua.
Indicaremos el ﬁrocedimiento que nos permite saber si las
barreras pertu;badas terminan también en puntos que tiendan
al final de la barrera no perturbada. |

Ya que
x = f(x,u) + ¢(x).v,
una direccién X posiﬁle es un vector que une un bunto de Q ‘
(origen) con uno de P (extremd) rebresentados ambos dominios
de manioBrabilidad en un sistema de ejes Oxy. Puede probarse
que las direcciones‘semiﬁérmeables son los vectores que se

apoyan en rectas que dejan P y Q en el mismo semiplano’ cerracs.

do, vy que se determinan en cada caso concreto por continui-~

M >

dad éon las condiciones finales.
Puede seguirse la barrera natural for continui-
dad en el chrsd de una intégracién'retrégrada. Y se demuestré
en muéhas ocasiones que la continuacidn de la iﬁtegracién
retrdgrada en la barrera ﬁerturbada corresﬁonde a la rama
situada tras un ﬁunto de retroceso de’la barrera que sabemos
(Ccf. [5))Vdebe ser ignorada,
_ F PR .
En el éjemplo 2 veremos la aplicacidn a un caso

concreto,
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Los resultados descritos hasta ahora responden

también a otra situacidn que se plantea con frecuencia. Su-
pongamos una curva x = £(s) en la que incide un campo opti-
. mal del juego no perturbado. Supongamos también que dicho
campo se acaba al hacérse

Ao =0
en una curva de cambio de mando para el segundo jugador,

, _ | . )

x = g (s)
sobre la que

A= A" ().
Esto se manifiesta ﬁorque sobre dicha curva es

d *

(A"9) > 0 si era v. =1
dt v o=
d : *
(M) <0 si era v = -1
dt

. . . . . -

en cuyos casos se puede continuar la integracidén retrdgrada
* .' * .

tomando v = -1 en el primero o v = 1 en el segundo, y to-

mando como valores finales los que ya se tienen

* %
(E"(s),A (s)).
Sobre dicha curva (que es el empalme llamado superficie de
transicidn) las trayectorias optimales y los gradientes son

continuos, presentindose solo un brusco cambio de pendiente.

Supongamos la existencia de curvas x = Es(s)

en los juegos perturbados verificandose la convergencia de

los campos optimales incidentes en ellas al campo incidente

en x = £(s) por la verificacidén de los Teoremas 1, 2 o 3.

Por ellos, las curvas
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= £ (s)
x = £ _(s).
*
en que se anula el mando cos vg verifican
* *
E.(8) —>E (s) € —0
y sobre ellas
* *
Ag(s)~——*k (s) € -»0.

Entonces, el teorema 2 es de aplicacidn inmedia-

ta y se tiene:

Teonemeo 9. En Las condiciones anteniones ,La curva Zen
* * * ' "
que cos v_ = 0, (Ee(b) ,)\€(5)) converge ala curva de cambio
* * |
de mando (& (s) ,x (s)).

v 54 G(s) }F 0, se tiene que

yn>0, de,(n): O0<ege, La solucdidn del juego periturbade
* *

incidente en (F,e(zs) ,7\8(6)) verd g4 ca

Ix_t£) - x(2)] < n
€ .

yte (to,tl] |
A 120 - Al < y

Ademas 46(e): Lim Sle) = 0
' e->0

Lim
e20 &(e)

tal que se ve/uiﬂxlca.

i te) - ata)] <

3

pcu a t0</t<t]

- 8le)
[3cte) - Aealf| < |

3

#
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VII- PERTURBACION DE LAS UNIONES.

1. Introduccidn.

Supongamos que'el juego no éerturbado ﬁresen—

ta una unidén con una superficie S. En este marco van incluides:
a) E1 caso en que S es una pseudoligadura de estado, es
decir, una supérficie conocida definida por una funcidn de

clase CZ, x = E£(s), que adopta en un punto §o = g(so)'é S

un valor Vo conocido y en la que se denota v(s) la normal a
S que verifica que v'¢ es no nulo.
b) E1 caso en que S es una superficie equivoca que inte-

rrumpe un campo ya construido que denotaremos por CL que de-
fine una funcidn valor V (x), y un punto x a partir del cual

construir la singularidad y la trayectoria del campo incidente

@

“(denotado por CD, y por tanto )A~, que serd indicado en adelan-

te por A, en X . En este caso sabemos que la normal a laﬂsu—
perficie es v = )\ - fa.

Supondremos que los juegos perturbados presen-
tan una unidn con una superficie Se' Van incluidos los siguien-
tes casos:

a) E1 caso en que S€ es una pseudoligadura de estado defi-

nida por una funcidén de clase C2, X = gs(s), que adopta en un

Wi

punto §€ Ee(so)’é Se un valor v conocido y en la que se

designa ve(s) la normal a Se'
b) E1 caso en que S€ es una envolvente de conmutacidn (E.C)

que interrumpe un campo optimal ya construido denotado por()



Q

que define una funcidn valor Ve’ y un punto §£ a partir del

cual construir la E.C.; y la trayectoria del campo incidente,

@

denotada por (), y por tanto )\~ (que se indicari X ) en ie‘
T Lo

Aqui se tiene que v_ = ) - ﬂD
€ € €

Se establecen las siguientes hipdtesis alterna-

tivas seglin se esté en los casos a) o b):

HipGtesis 5. Se verifica ge(é)~——¢£(41

Ve(éi visl cuando ¢ —0.

v —>V
€ 0

Hipb6tesis 6. Se verdifica ie > X
A

lﬁ?(xl—*—*dz%xl

cuando ¢ -—»0.

2. Construccidn de la unidn para el juego no pertiirbado..

Sobre la unidn se verifiga la condicidn de singula-

ridad

Ao =0,
E1l valor‘del mando obtimal ﬁara el jugédor que maximiza se
obtiene de ser

v [Ex,0) + 9. 7] = o,
resultando‘ -
v'f

vie °

~
V=—

Por su parte:

" =T+ [+ 0.¥] =0,
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(17)
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y las ecuaciones. de la dindmica son

-~ v &

v'e
A' = —( 3L y'ro- k'%x _ )\|¢x.;“;+ a.v' '
9% ) :

donde ¢ se determina con la condicién

(A'¢) = 0,
dt .

resultando
OTEe) + (26 - (Ao D)
v'e

Las condiciones finales para el sistema (16) son las dadas

o =

en el punto xo.(Cf.[fj).

3. Construccidn de la unién para el juego perturbado.

Convergencia,

En este caso no hay indeterminacidn alguna sobre
el mando del segundo jugador que viene dado por las formulas (7).
Ya que el movimiento se lleva a cabo sébre 1la
unidén, sera:
ol s (A14) . o
: B S R AT LI YO B

De esta expresidn se puede obtener tomando limites formalmen-
te el valgr de
(AL9)
lim - ’
e-»0 e.(léw),j
sobre la unidén que luego se necesitard. Denotando
' ,
(A1)
€. (X!
€. (ALY)

K =
€
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(17) se éscribe V

* ~ K £ )

v'[f + £ P+ W= 0;

£ 1 + ¢ ;1 + x

£

y de ahi

in e - - (v'E) Lsgn(v')

L8) Lim ok, VX N2

€20 (v'e)™ - (vif)

si se estid en el caso a) o

(A - v . F

. - £ .sgn(v'e)
(18") | 1im Ke f ) y) ~]Z
si se esti3 en el caso b).
Las ecuaciones sobre la unidn son
v 2.,
( (A€¢) £ (AEW)

X =F + o+ .
€ SOle 2 (A" Jore? + farm?

-y

(19)
7 ' ' 2 ' (Y
{ C0Ee Ly L w008 O Oudy)

X +
9x €= ﬁxé¢7+ ez(.xéxp)z

]
M =
lI

: + o o\)‘ ) o
L £ € ,
con las condiciones finales dadas en el punto §€ € Sg.

El coeficiente a se determina con la condicidn

.( '(f + - + sen v*) = 0
ot Ve ¢.cos Ve EePe e ’

que desarrollada es
OrEE + * 4 *y +
v .cos Vv_+ €.y.sen v
€ ¢ ‘€ v €

+ v 2 £ + v*+ : *) x  +
. ‘ . .J.8en v _).X
ve (. o ;os c €.y e e

9x
£

(20)

£ * ' ). =0
(f + ¢.cos Ve + €.y.sen v.).A, = 0.
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E1l c3lculo de Vé varia ligeramente segin se

esté en el caso a) o en el b),

a) Caso de la pseudoligadura de estado.
En este caso no hay ningln campo que emerja de

la pseudoligaduré. Por ello, definimos

" E € €,
- De la HipGtesis 5 sigue que

V;‘b ""}\)q) )

y de (18) se obtiene que sobre la pseudoligadura

.

A;¢ —>0, con €-0,

Por tanto .

vy = ) _ '1@ : =
Vix (KE AE )'Xe
i 9 % ’ %
€ '
-( ~—= )" - N~ (f + d.cos v_ + £.9¥.s8€en vs) +
9% ' ax €
€ 7 € )
+ ol '\)' - )\'8@ .;CE; ’
de donde
ai"g ' 9 ~ * k4
¢y - _ ___£ P _ ' - ’ . _
vix_ ( : ) X A .—(f + ¢.cos v+ e.P.sen Ve)'xe
9% ox
€ €
- )\'@}2
€ e .
De modo que (20) queda
~
aLg L. 3 ~ * * -
- ——— 1 - 1 — . -
( - ) X, Ks. —(f + ¢.cos v, t e.y.sen ve) X

axe
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.®‘ '. A 3

. _ ‘1 ' e * ‘ * >
Ag xE + VE.;;—(f + ¢.cos v€ + €.y.sen ve).x€ +
(21) €
+ v! : £+ * oy | *y.h_ =0
ve.-—-( ¢.cos vE €.).sen ve).)\€ = 0.
oA
£
Utilizando las férmulas (9) se obtiene
oL . ~ K € :
-(——E_)'+>\'@.(f+ £ Lo+ ) -
dx € 2 2
€ 1 + 1 +
€ €
: v K (A1d.) = ek (AP )
€ . f x 2 ¥ 2.3/2
1 + « e(A'P). (1 + x_.7)
€ € €
2 ‘ . 2 B
£ ek T (AP Y - k_J(A'9)
+ : b+ . € €' x € e x’
lre 2 o). (1 + k 2312 f
€ e " €
| (f Ce - )
(f + —— i+ )+
(22) | /et Axe
5L o K LAY + er(tu)
+ ]-( —E 9y - A'f - —E__EX EX _ + o .v' .
Ix € x 2.3/2 €€
€ . (1 + Ke )
~ ¢ - Ey.Ke.IP
. f}\ + _¢' +
2.3/2
]
e(xew).(l + Ke )
K _o(€.xk 0 = ¢)
+ < £ v, =0
2.3/2 *

Q).+ k)

Jgn
aa

Proposdcién 4. Para valones sufdicientemente pequeiiosd de

€, existe una funcién a RZ*RZxR —> R

tal que
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Demostracidn.

De (22) sigue que al despejar a, aparece un denominador

cuyos términos estan todos acotados excepto

1

N CT NN
(AP (L K€2>3/2

cuando ¢ —»0. Por tanto, el denominador es distinto de 0 para
todos los valores de ¢ suficientemente pequeiios y o se puede

despejar. : ' #

Proposicidon 5. Se verdigica gue formalmente

(Xg ¢ + (25 1rg - (ale,6)
Lim Og = € 9X
e~>0 v'é

Demostracidn,

De la expresidn (22) puede despejarse a_ . Aparecen tér-
minos no acotados en el numerador y el denomiqador que son los
que influyen al tomar limites con ¢ O. Ya se han indicado los
términos no acotados del denominador en la Proposicidn 5; los

del numerador son:

1 .
' BV ((vé - Aé)¢)~(k€¢ x)-‘
eI+ P
‘ ~ K
L(E 4+ £ L) +
l+|<€2
5L . K (')
+ J¢ =&y +ANE o+ € __EX 1. (60") v
99X ; 1 + ¢ 2
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Ya que V'9 es un escalar y teniendo en cuenta (18), se

obtiene -
1 - v'E oL
lim o, = —(A'¢X).(f - P+ (—— )'o +
€0 € '
V'¢ v'o ax
. v'E
' - '
+ Aafx(b » (ng)x(p) b}
v'eo
que es el resultado de la Proposicidn, : ¥

Teornema 9. Si se venifica La HipGtesis 5, Las pseudoligadu-
n o5 de estado perturbadas Lienden a La no per tunbad a con € 0.

Demostracidn.

Basta aplicar el teorema de la dependencia continua
de las soluciones respecto del parimetro € al sistema (19) y

observar que su limite formal es el sistema (16). P

b) Caso de las superficies de conmutacidn.

En este caso es

R ) I
?e Ae Ag 2

de modo que

Como

Aé¢ — 0 con € =0,

seglin se sigue de (18'), se tiene que

veo,— - 1'%,

Por otra parte, por razones anilogas a las del

apartado a);

. ,
aL 3
. * ~ * i . *
vgx c= |- =y - ké.-—-(f + ¢ .cos v. te.Q.sen Vé) +
oxg‘ axe | ' _
+9a W' - 5\ '@].;{ s
€ £ €

" de donde



Y simplificando:

1
(L -

, . "
v LN .
) 'x AE. (f + ¢.cos v

' —
+ (Ae

oA
€

8)'

3

ox

d

A! £ *
- Ty — + ¢,
c ( p.cos v

9x
€

@
AL

@D ot *
‘ ————
Ae ). (f + ¢.cos v

+ 9%

€

)

3x€

€

~ *
o= (f + ¢.cos Ve

* *
+ e.¥.sen VE)'X

P * .-
. . n . k
+ E.Y.se ve) c

2@ ; 3 . *yox o+
- g o~ (f + ¢.cos Ve + €.Y.sen V)X

3x€

AT '@) 3 ~ ES +

QA
€

. * .
+ e..sen vE).x

€
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* .
+ ,Y.5en v «X -
€. P €) c

0

* by RONEN
sen VE).)\€ 0

Utilizando las f6rmuias (9) se obtiene:

JL

9x

( —£)y' + Xéé).(g +

Lo+

$.

e(kéw).(l + K

ek PO -k L (A16)

2y

3/2

ALYy . (1 +

€

2

)

3/2

+

K
€ p b ey -
Y1 + K 2 /1 +-K 2
€ €

(Ag¢x) - e.KE-(kéwx)

€

+
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- (F + £ Lo+ £ W)+
1 + K€2 1 + Kez
(26) v ' .
: AL K _(A'¢. ) + e (Aly
+ —(-—-—-)'—A' _ € € X £'X +a.(ki_>\lq
9x € x 2.3/2 €
€ (1 + k.7)
£
" ¢ - €.k_.Y
. f)\.+ L'+
e(AIY) . (1 + KEZ)B/Z
K “(e.xk_.p - ¢) ‘
+ —= £ Ut (- %25 =0
‘ ' 2.3/2 € £ .
L) (1 + k%)

Proposicelbén 6. Para valornes Auﬂiu"entemente pequerios de

€, exisle una guncidn a: RzuszR —> R

tal que
ae(xg ,)\e ,€) =o

Demostracidn.

Basta comprobar como en la Proposicidén 4 que al despejar
o aparece un denominador cuyos té&rminos estan todos acotados
excepto

1

2 3/2 .(Xé - )\é@)-(d)(b')-(le - )\g

€(Aé¢).(l + Ke ) | #

Proposicibn 7. Se verdifica que formalmente

. v -
(AT6) + { =2 )" - (2’0 4)

in o - € x. 3% E7X

€.’0 . - A'@q) .

Demostracidn.

Al despejar o, en (26), los términos no acotados del nu-
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merador son: .

- K
1 0@y e ). (F + £ ) +
0Y. (1 + x 2y372 € e x L b 2
€ \Ew {1 + Ke ) ‘ | 1 Ke
L . K_o(X'6.) :
+ (=8 + a0+ ==X . (s0"). (1 -3
3% € X 2 . € ,€ .
€ 1 + K€

Teniendo en cuenta (18'), se obtiene de (26) que

(L - 7

: I S AP - .
S o B g,
- A" (Aé - A")¢
oL ; or - v9F
+ ( - )" + Xefx¢ - -(K€¢x¢)’
o (g - ATT) o
que es el resultado de la Proposicidn. p

Teorema 10. Si se verifica £a Hipbtesis 6, Las envolventes

.de conmutacién de Los juegos perturbados tienden a La superfi-
cie equivoca del fuego no perturbado con € —=0.

Demostracidn.

Idéntica a la del Teofema 9." ¢

4, Convergencia de los campos incidentes a las uniones.

Se procede a continuacidén a la construccidn de
los campog de trayectorias incidenfes a lasluniones. Denotare-
mos x(s) y_i(s)'la ecuacifén de la unién no perturbada y el valor
del gradiente sobre ella; y por Qe(s,e) y ia(sae) la ecuacidn
de la unidn perturbada y el valor del gradientg sobre ella.

De los Teoremas 9 y 10, sigue el siguiente
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Conolardio 1. Se pueden esceger parametrizaciones fE(A <),

ie(é,e), X(8) y X(s) tales que

~ ’ A
x (4,e) — x(s)
© con ¢ —0.

R (s ,e) — Rs)

Las ecuaciones que dan el campo incidente en 1la
unidn no perturbada son (8), tomando como condiciones finales

x(t)) = X(s)

T

Ale) A(s)
y las que dan el campo incidente en la unidn perturbada son

(8') tomando como condiciones finales:

xs(tl) = ;e(s,e)'

]

A_(t A
s( 1) e(s’e).

Comparando estos sistemas, se puede apreciar un
fendmeno del tipo capa-limite como los considerados anterior-

mente y se puede enunciar el siguiente resultado de demostra-

cidn andloga a la del Teorema 2:

Teorema 10. Sean.(x(t) ,A(2)) y (xe(/t) ,AE(I)) £ as soluciones
de Los juegos no perfurbado g. perturbado que inciden nespe c-

tivamente en (x(s) ,A(s)) ¢ (ia(zs ,e),,ie(é ,e)) definidas en un

intervalo [io,tl]. Supong anos que X'¢ es no nulo a Lo Largo
de La th ayectornia no pertunbada.
Con Las notaciones del Teorema 2, 84 5(4) £ 0,

yn>0, Je dn): O<ese , La solucibn del juego perturbado

incidente en (ig(é,e),ig(é,e)) verifica



x e - xtafl < n

I e - el <

Ademas 468(e): £&im §(e) =
: £ >0
€
Lim -
€20 6&le)

~tal que se veniﬁica‘
x (£ - xte)f < n

e - A <on

0

vt €, ]

pazl_a,to< £ (zt, - 5(61'

-6~
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VIIT- PERTURBACION DE SUPERFICIES UNIVERSALES.

1. Introduccidn,.

e,

Se da este nombre a singularidades alcanzadas
desde los dos lados por el ca;po optimal. E1 adjetivo "uni-
versal" viene del hecho de qﬁe
‘en los casos lineales estudia-

dos por Isaacs, estos arcos sin-

gulares intervienen en la solu-

cidn de la mayor parte de los
estados iniciéies..Las superficies universales atractivas
singulares se llaman superficies universales, mientras que
se reserva el nombre de superficies focales a las superficies
universales atractivas regulares,

Si numeramos @)y‘C)las dos regiones delimitadas

por la curva, se sigue verificando que
v o= >\®— @
y por hipdtesis serd

v'! .Fo (u@,vm) 2 0

'v'.Fo(éz,J®x £ 0,
y andlogas exprésiones para los juegos_pefturbados. Es decir,
que sobre S, cuando los jugadores escogen una de las estrategias
optimales del campo adyacente, el estado vuelve a la regidn
donde 1la elec¢i6n del primer jugador es optimal, Se verifica
el siguiente resultado Bj:
) "Con 1las angeriores condiciones puede existir

una solucidén con punto-silla superior. El campo optimal sa-

tisface las condiciones de una unidn".
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En el caso singular, se construye la singulari-
dad en la que el adjunto es el mismo en los dos campos adya-
centes, permitiendo el caricter singular del hamiltoniano te-
ner dos valores extremos de v* a partir de lés cuales cons-
truir los campos. En el caso regular; se deberidn tener dosw
campos que emerjan uniéndose tangencialmente o al menos dos
adjuntos diferentes ﬁj y 52 que den el mismo F(i,ﬂg) para
todos los x de la curva focal,

Nétese que las condiciones de la unidn (Cf.IV.
3) liga el cardcter tangente o no tangente del contacto de
los campos incidentes en las superficies universales atrac-
tivas a la unicidad o no de la solucidn de un cierto proble-
ma de op;imizacién, unicidad que se encuentra garantizada en
el caso regular y que puede temnerse 6 no en el caso singular,
Es, bor tanto, tedricamente bosible encontrar una su#erficie

universal singular (o unidn singular en general) con inciden-

cia tangente, aunque no habiamos encontrado ejemplos de ello

- . s

en la literatura. En el ejemplo 3 presentamos uno que hemos
construido, de modo que reservaremos el nombre de curva focal

a las superficies universales atractivas con gradiente dis-

-
continuo.

2., Convergencia hacia un arco singular universal.

Los intentos realizados para verificar la con-
vergencia de las curvas fo-
cales de los juegos pertur-
bdos a la curva universal

del juego no perturbado no

dieron resultado, porque los
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juegos berturbados no éresentaban curvas focales donde el
juego no perturbado tenia la curva universal. Esto llevd a
establecer la conjetura de que no se da dicha convergencia,
sino que el comportamiento es el descrito en el esquema ad-
junto: en los juegos perturbados hay una trayectoria ordi-'
naria qﬁe convérge a la curva universal del juego no .per—-.
turbado, mientras qué en su entorno las trayectorias pertur-
badas la siguen hasta que se separan de ella, todo ello
respetando las convergencias ya conocidas.

--En esta linea se han producido dos resulta-
dos, Obtuvimos un resultado parcial con hipdtesis aparente- .
mente muy restrictivas en las que esto sucede. Todos los
ejemplos que conocemos resueltos por ﬁosotros en los que
hay superficie universal entran en este marco, por lo que
consideramos que el resultado tiene cierta validez aunque
diste de ser general. En &l, el arco singular es una trayec-.
toria perturbada aunque los valores del gradiente y el va-
lor del juego no son iguales en los juegos perturbados j’no
perturbado, El1 resultado tiene incluso aplicacidn en juegos
como el Ejemplo 5 con una infinidaa de arcos singulares
incidiendo en el‘misﬁo punto,

Pensamos que la dificultdad fundamental @ara la
obtencidn de un teorema general es la ausencia de condicio-
nes analiticas que garanticen que existe superficie univer-
sal, circunstancia ésta comiln por otra parte a todas las sip—
gularidades que presentan los Juegos Diferenciales, Compﬁresé
a este efecto los Ejemplos 3 y 6, de resolucidn bastante dife-

Al
rente., El campo optimal incidente en el blanco en uno y otro



caso tienen trazado anidlogo. Empiezan a diferenciarse al aca-
bar este campo antes de llegar.al blanco en el ejemplo 6 y
no hacerlo asi en el 3. Es decir, la existencia de superficie
universal depende de una circunstancia totalmente ajena a lo
que sucede en el punto donde dicha superficie incide. :
for 6tra parte, J. V, Breakwell, estudiando el

mismo problema ha degcubierto un nuevo tipo de curva focal
desconocida hasta ahora, una superficie focal singulaf, hacia
la que convergen las superficies focales-regulares (las cono-
cidas hasta'hoy) que pueden tener juegos regulares que actien
como perturbados. Pero este tipo de berturbaci6n no puede
presentarse con la dindmica que estudiamos en este trabajo.
Por ello citaremos solo que el juego con suberficie focal
regular que Breakwell maneja como éerturbado eé un célebre
ejemplo propuesto por Isaacs qﬁe viene descrito y estudiado.
en [5}, y que no tenemos noticias de que haya sido ailn ﬁu—
blicado su reciente descubrimiento de la variedad focal
géngﬁlar [9].

‘ En lo que sigue utilizaremos las notaciones
de II.Z{y siguientes, Denotaremos ;qui por x e y la prime-

ra y segunda coordenédas del plano, ¥y A:()i.);)

Supongamos que i'(so)¢(éo) = 0 para algin
~
valor S0 siendo x'(s)$(s) no nulo para los restantes va-

lores de s, y que sobre el punto (§(so),§(so)) puede cons-
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truirse una superficie universal, Sobre ella ha de verificar-

se la condicidn de singularidad

A'o = 0

y la obtencidén del mando singular se realiza usando el hecho



-65-

de ser nulas todas las derivadas respecto de t de A'¢d., Asfi
por ejemplo,
o~
d : 2L
(A'¢) 0 = -
B n

dt gx

] e ] ~=
Y'd - ATE b+ ATO £ =0

>

Eliminando A y X en sucesivas derivaciones con ayuda del
sistema (8) se obtienen ecuaciones algebraicas que permiten
determinar ¥ probéndose,Bf}, que es una derivada de orden
par la primera en que aparece Vv explicitamente.

Establecemos la siguiente

Hipbtesis 7. Supongamos que se verifica:.

¥) L = 1 (juegos de tiempo Gptimo)
*) §= K(A) . lesto es, §ix,u) depende s0L0 de u)
~ %
*) 61 = >\_'6 (x)
X
*) A (s ) =0
x 7 _
’f) ¢, = ¢,(g—l) (¢1 depende so0lo de y)

*) 6, = ¢,1x) (¢, depende s0Lo de X)
*) 9,080 = 0

*y . - ) ~ ‘
") Sobre La amva universal, ) 4 é . )‘—q’z--ﬁ? -0
' X

1..-
X Tyy y “x
dz
*) EL mando v se cbtiene en (A'9)
dt
*) Pava Los juegos perturbados , 7\8_(40) =0
. X

Teornema 11, S& se verdifica La Hipbtesis 7 , La superficie

undiver s al det juégo no perturbado es una tr aye cfonia ondina ia
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de Los juegos perturbados verificandose que sobre ella

gett) — yl(1)

Demostracion,

Con la Hipotesis 7, el sistema (8) queda.

r ~ -
Ao = =6, AV A_(e) =0
X Xy X
. ~ . A
A_ = -6 AV A_(e) = A_(s)
< y y X y
x o= £+ ¢,V () = x(s)
\ 7 = £yt 6, F(t) = y(s )

La ecuacidn

d2

(A'¢) =0
ac?

se convierte en una expresidén del tipo

z2 ~2

AV + A ¢, _ £, + A b, £ =0
X yy y Txx
donde A es cierta funcidn de A:, A, ¢l—’ ¢2_, f2, fZA,; de
x oy oy Cx -
la HipOtesis sigue que
v=0
Por tanto,
. ~»
A_ =0 = )_ = A_(s)) =0
X X x
. - - -~ *
A =0 = A = Cte, que se determina con la condicién H = O,

-— -
-

y . y
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~ *
Ya que f1 = A f (X)), se tiene que
X
f1 = 0.

Por tanto:

X =0 = x = §(so)

y = £ oy () = y(s)
es el problema de valor final que, resuelto,vexpresa
y = y(t)
y permite calcular el valor del juego.
Consideremos a continuacidn el sistema diferemcial que

da la trayectoria ordinaria del juego perturbado incidente en

(§€(So)’§g(so))' Con la Hipdtesis 7, dicho sistema es:

' 2 11
s, u®ey - eTOn e,

+
€ 1
| Sore? + fan?

(AL6) .0, + 2B .0,

+
2
o+ fomn?

y£=f

. ALOA__6, - e2OALWIA__0,_
- _ y_ X X X A kt y = 0
€—- - € - 1
* /ooe? + 2omn? *
' (ALOIA__6,_ + €206,
= - x Y A A _(£) = X _(s

£ - . € -
y /ooae? o’ y



Puede comprobarse que

junto con dos funciones mis

Ye = ¥ ()

constituyen la solucidn del sistema. En efecto,

' = = )
ALO = A6, + A__¢, = 0,
X y

pues
A =0
€—
X
y
¢2(XE) = ¢2(X€(So)) = ¢2(So) * 0.
Ademis,
fl = 0’
por ser
£, = As_f*(l).
X

Por tanto

X =0 = x = ;e(so)’

£ €

pudiendo comprobarse por dltimo que
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Las funciones ;E(t) y AE_(t) son las soluciones del sis-

tema:



verificiandose la convergencia indicada en el enunciado por
el teorema de la dependencia continua de las soluciones res-

pecto del pari@metro €, ' #
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EJEMPLO 1.

1. Juego no perturbado.

Se considera el siguiente juego

X

yu + v

u € [-1,1] v € [-1,1]

.

y = yu
Espacio de juego: y > i
Blanco: y < 1

: jtl
Criterio: J = dt

t
(o}

a) Parte dtil del blanco.

min max v' F & 0 = min max u.l = -1 < 0.
u v ¢ u v

Todo el blanco es parte @til y no hay barrera natural.

b) Trayectorias optimales.,

N :
Bo=1- |a + xy\y + [ ) - 0,
siendo:
*
u = - sgn (Ax + Ay)
* :
v = sgn Ax

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

}\x =0 Xx(tl) = 0
i = A A * A = ]
g = Oy + A)u S ()

. * * "

X = yu + v x(tl) = s
. * .

y = yu _ y(e;) =1

Sobre el Blanco,

A+ A =1,
X y

y por tanto
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u = - 1
*
v = sgn 0,
siendo:
a :
() =0 Vk EN.
k
dt

* -
Asi pues, v queda indeterminado; cualquiera que sea el valor

que adopte, el valor del juego serd, para una posicidn (xo,yb)

J = 1ln Yo

Evidentemente las trayectorias variarin seglin sea el

*
mando v elegido,

2, Juegos perturbadoss,

Se considera el juego

u 6[—1,1] v é-f—r;ﬁ]

{k = yu 4+ cos v
y

gsen v

}
~<
[
+

Espacio de juego: y 2 1

Blanco: y < 1

J.!
Criterio: Jé= to dt

a) Parte (itil del blanco.

min max U'FE £ 0 = min max (u.l + egsen v) = - 1 + ¢ < 0.
u v ' u v ’

.

Todo el blanco es ?artevﬁtil y no hay barrera natural,

"b) Trayectorias optimales,
%
H 1 - lx |y + A2+ e23% = o
X y X y

siendo:

i}

[~
]

- sgn ( }\x+ }\y)
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* A % EA

x
Y Az + ezkz
X y

cos Vv = : sen V =

’
J A%y )2
x y

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

[\ = ' =
Ax 0 kx(tl) 0
% 1
A== (A + A )u A () = ~———
y X y y 1 1 - ¢
<- * Ax
Xx = yu + x(tl) = g
v AZ + 8212
X Yy
. % agk
\ y o= yu + 2 y(t)) =1
VECELIY.
X y
Sobre el blanco,
1
A+ X = > 0,

y por tanto

A = 0 : . ~
X .

A T e— e

Y 1
y las trayectorias optimales son la familia de curvas

y - €
x =y -1+ s + €.1n

1 - ¢ °
El valor del juego es

y - ¢

- €

desde una posicidn inicial (xo,yo).
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Y# que elJproblema no perturbado no tiene campo de tra-
yectorias definido, no tiene sentido hablar de la convergen-
cia de los campos optimales perturbados al campo no perturbado.
Hay convergencia hacia el campo no perturbado resultante de
tomar alli v* = 0., En todo caso, hay convergencia del valor
del juego.

Lo que sucede es que en el juego no perturBado la éoor—
denada x es ignorable, pues no interviene en el criterio; ni
en el blanco, ni en 'la dindmica de y que define el blaﬁco.
.+El juego es en realidad el éroblema de control
y = yu u € [—l,l]

Espacio de juego: y > 1

e

Blanco: y <€ 1

£

LCriterio: J =‘f dt
t

o
E1l juego perturbado si es realmente un juego de dos jugadores
y por eso sus mandos quedan realmente determinados.

En este caso en que no tiene sentido hablar del problema
de la convergencia de los campos perturbaaos al campo no per-
turbado, sé verifica que:

k

d
(')

"

0 k € N
Lk R A
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EJEMPLO 2.

1, Juego no perturbado,

Consideremos el siguiente juego propuesto por

Isaacs:
x =y + 1+ w.senu
i b > w > 1; v € Ld,l]; u Gf-ﬂrﬂ]
Yy = w,c08 u -~ bv .

Espacio de juego: y 2 O

Blanco: y < 0 » x » O

v . tl
Criterio: J = c dt
o

a) Parte {(til del blanco.

min max V'F £ 0 = min max (w.cos u - bv) = w - b < 0.
v u v u

Todo el blanco es parte dGtil. Se construye barrera na-

tural sobre el borde de su frontera que -es (0,0)

b) Barrera natural.

Sobre ella ha de verificarse

min max v'F = 0
v u

y, por tanto,

. 2 2
vx(y + 1) - b[vy] + w ‘/\Jx + \)y = 0,
siendo: .
*. .
v = s8sgn v
* Vg % vy
sen u = ; cos u = .
v+ v§ ' vZ o+ v

El sistema diferencial que define la barrera es:



{ \.) = 0 -
X
Vo= -y
y X
. wY_ '
x =y + 1 + X(tl) =
2 2
vV o o+ v .
b4
wV
y = b - b.sgn Vv y(tl) = 0
L 2 2 ‘
V + v
S y
Si escribimos .1la dinamica coﬁo
x y+ 1+ w.cos u 6
\ . = ‘ - 7
y w.sen u b
y se dibujan los dominios de maniobrabilidad P (circunferen-
- ‘! . .
' g e vzi cia (x -y - 1)2 + 2
.
Fi P S \\
/// N

y = w?) y
Q ( segmento de extremos (0,b)

| y (0,-b)) en unos ejes XY en
\ }
Y las proximidades de (0,0), pue-
\\ S den trazarse las cuatro posibles
f,< \\\ L V/:‘
7
o4

direcciones semipermeables’ que
ada, que consigue

X <0 Ay

hay. De ellas hay una, la punte-
y < 0.,

Es €sa la direccidn semipermeable de la barrera. Su normal
tiene, pues,

Y

£ 0 v v 0.

X y >
Como vx es constante, tomamos
v§ = -1,

y de la integral primera se despeja vy(tl) obteniéndose
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- b +w V%Z + 1 - w2

\)y(tl) = » ; .
b - w

La barrera puede calcularse ya. Acaba cuando

seglin se sigue de la integral primera. Denotaremos por B el

punto final de la barrera.

c) Trayectorias optimales.

H*=1+)\(y+1)—bl)\l+w/)\2+>\2=0
X ) y xvy,

% Ax % Ay
sen u = 3 cos u =
AZ + AZ _Az + AZ
p3
Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:
(3, =0 | A (£)) = 0
A, = - A A (e)) = L
y4v X y b - w
< wA
X =y + 1+ X x(t)) =s
2 2
A+ A
X y
. WA
y = -b.sgn A_ + b y(tl) = 0
\ Y 2
AT+ A
X y

A =0
X
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1 .
X = —=(=-b + w).(t - ¢t )2 + (t - t.) + s
9 1 1

y

~

(- b + w.(t - tl)

Las trayectorias optimales constituyen la familia de

parabolas

1 2 1

x = .y +-—-——-———-———-.y+S

2(- b + w) - b + w ) ’

que inciden en el blanco con pendiente

1:

y' = - b + w.

"vlos mandos optimales son:

* *
sen u =0 ; cos u =1,

Para cada punto (xo,yo), el valor del juego viene dado

por

c) Superficie equivoca.

Como explica Isaacs, [1}], no todo el campo anteriormente
construido es vdlido. Existe una superficie equivoca que se
apoya en B, que pasamos a construir siguiendo el mé&todo de [51

Lé condicidn de singularidad, A¢ = 0, sobre la S. E. es

A= 0.
y

El campo que emerje de la S, E. es el ya construido; por tanto

& 1
)\v@ = (0, )

b - w

El campo incidente en la S, E. tendrada un gradiente

' = B
A (Ax,ky)



(*)

La normal VY a la S. E., es

v' =)\'->\'@=(>~X,)\ -

de manera que la condicidn

wA

Xx(y + 1 +

*
Como H = 0 y A

y

L+ A (y + 1)+ w]xxl =0,

de donde se sigue que
A <0
X

y, despejando, qué

1

X X
VLI
X y

w -y -1

sobre la S. E.

) + (ly -

0,

y

w

V'(f + ¢.v) =0

se escribe:

). (

w

se verificari:

-7

Sustituyendo estos valores en la condicién (*), se obtiene;

b
4
- 1+"""-—.V
b - w
Ademis,
* .
cos u =0 3 sen u

0 = v

*

1.

w
1 - —
b

El sistema diferencial que construye la S. E. y los

valores del gradiente sobre ella es:

A= Al

X X

A= - A+ a(A
y Tx

x =

*

y + 1 + wesen u

*
y = w.cos u = b(l

1

b - w
*

- —)

b

—_—)

A ()

ny(tl)
x(tl)

y(tl)

1
LA -1
0
*B
Y8
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Nitese que el denominador de Ax(tl) es nulo, por lo que se
busca la solucidn que

Ax(t)—;a o cuando t ~9t1

La determinacidn de g se hace considerando que
.
y = 0,

resultando

a = - (b - W)Ax.

Las soluciones que se obtienen son:

1
AL = —
X (b - w).(t ~ t)
1 2 i
X = —;—(— b + w)-(t - tl) + Xg
y = (-Db + w).(t ~ tl) + yg ,

de modo que la S, E, es la pardbola

1 2
(y ~w+ 1) + %g

2(- b + V)

Sobre la S. E. hay dos altermativas entre las que decide
el ﬁinimizador. Si adoﬁta v*; el maximizador debe addptar
u =0, y el estado 1llegard al blanco en'el tiempo ya calculado.,
Si adopta ;, el maximizador debe adoptar u* = - 7/2 y despla-
zarse por la S, E.; en este caso, el minimizador debe conmu-
tar a v* antes de:llegar a B .cuando desee, momento en el'qué’
ellmaximizador adoptara u* = 0, E1 tiempo que se tgrda en lle-
gar al blanco es el mismo en cualquier caso.

Si el minimizador no conmuta a v* antes de llegar a B,
se metria en la barrera semipermeable y no—fodria forzar al

maximizador a penetrar en el campo optimal que lleva el estado
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al blanco si &ste adopta su mando de desplazamiento por la

barrera natural,

d) Campo incidente en la S. E,

Las ecuaciones de las caracteristicas en este campo

son las de pag. 77, tomando como condiciones finales:

[ 1
A () =
x 1 W - y*(s).— 1
ﬁ}‘y(tl) = 0
x(tl) = x,(s)
LY(t].) = Y*(S)’

donde hemos denotado (x,(s),y,(s}) una representacidn para-

métrica de la S. E..

Por otra parte,

A <o

X

y, por tanto

A > 0.
y

Como en el instante final vale 0, antes es negativo y

*
V* = _10
De modo que el sistema diferencial a integrar es también
y oo ' rescluble por cuadraturas.

La pendiente de las trayecto-

R rias optimales al incidir en

\\4\~ . , la S.E. es:
hN
7 ‘l{;); - . . dy b
; !"' \'i‘ — = 1
/ /. o, - ' , + - W
Pl A Sy = e = ¢, Y (s)
AT '
}fzm.s‘ ™
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2. Juegos perturbados,

Perturbamos el anterior juego transformindolo
en el siguiente:

x =y + 1+ w.sen u + €.b.sen v u El;ﬂfﬂ]

y

w.cos u - b.sen v b>v >1 v G[ZN;W] V
Espacio de juego:.y 20
Blanco: y ¢ 0 A x > 0

o Jtl
Criterio: J = dt

t
-0

a) Parte Gtil del blanco.

-

v u v u

.

min max \)'FE ¢ 0 => min max (w.cos u - b.cos v) = w - b <0.

Todo el blanco es parte Gtil, Se construye barrera natu-

ral sobre (0,0).

b) Barrera natural,

Se verificara

min max v'F_ = 0,
v u €
que es
2 2 2 2
v (y + 1) - bv/e v o+ vz + w/ v, + v, = 0,
X -X y X y
siendo:
AV —-£EV
* %
cos v = y . sen v = X

% Vo x v v
sen u = : cos u =
AR vZ ¢ 2
X y RS y

El sistema diferencial que define la barrera es:



determinandose .vx(tl) -1 y el valor de vy(tl) de for-

ma andloga a la realizada para el juego no perturbado,
La solucidn de este sistema tiende a la barrera natu-
ral no perturbada., Ademds se acaba como aquélla en el punto

de tangente vertical, B a pesar de seguir definidos ambos

£ H
mandos.
Consideremos, en efecto, la construccidn geométrica

de las direcciones se-

mipermeébles. Ya que

resulta que P es la
circunferencia

-y -D>+3% -

f\) =0
X
Yy T T %
. wvx . Ezbv
x =y + 1 + - X x(tl) = 0
Vz + V2 €2V2 + Vz
X y X y
. wvy bv
g = _ y y(t.) =0
2 — 1
\ \)+\)2 ¢52v2+v2
X y X y

~-83-

5 X y + 1 + w.senuu
i o | -
: vl w.cos u
M
RS - €.sen v
1 ‘ - >
; b.cos v



A medida que se integra la barrera en tiempo retrégrado, y
crece y la circunferencia se desplaza hacia la derecha hasta
que la direccidn de la barrera se hace "vertical" en el 1imi-
te., No se puede continuar integrando hacia arriba, porgue
entonces las posiciones respectivas de la elipse y la circun-
ferencia sefian tales que no existiria ninguna direccidn se-
mipermeable que prolongéra la precedente por continuidad. La
inica solucidn serfa integrar hacia abajo a lo largo de la
direccidn simétrica respecto del eje de las k. Pero esto co-
rresponde a un.punto de retroceso de la barrera y se sabe

por la teoria general que esta rama de la barrera debe igno-

rarse.,

¢) Trayectorias optimales,

. .
H =1+ A (y + 1) - by gzxz + Az + w AZ + 12 = 0,
X y X y .

x
siendo:

,

cos Vv = H sen v =

sen u = H cos u =
| , /2 2 /2 .2
VA S D\ vV A7+ A

X y X y

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

(3 .
Ax = 0 Ax(tl) = 0

A= = A Ay(tl)

2y

wA " bA

X _ X
J A% 4 2 V232 4 22
X y < y

— N

y + 1 +

"
fl
)
]

X(tl)

|
[=]

y - - S y(e))




cuyas solucionesson como en el juego no perturbado

A =0
X
1
}\z
y b - w
1 9 _
X = == (-Db 4+ w).(t - t, ) + (£t - t,) +'s
2 . 1 i
y = (-b + w).(t - tl) .

Los mandos optimales son:

' "% *
{ cos v. =1 sen v

W

0

* %
0 H cos u =1,

sen u

y el valor del juego para cada punto (xo,yo) es

¢) Envolvente de conmutacidn.

Pasamos a construir la envolvente de conmutacidn que
se apoya en B8 siguiendo el método de .
El campo que emerge de la E. C., es el ya construido;

por tanto:

1
)\'@_ (0’ PO

).

b - w
El1 gradiente del campo incidente en la E. C. sera denotado

A= (Ax,ky).'

La normal v a 1la E. C. sera

1
‘v'=x'-x'®=(x,x - )
¥ b -w °?
de manera que la condicidn
d * *
(V'(f + d.cos v + e€.y.sen v )) = 0

dt
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se escribe:
2

d ' WA e“bA
A(y + 1+ X - ) +
. 4 s A A A
at t VY, S et ¢ a2
x y x -y
1 wi bA
Oy - =) . ( I - z )| = 0.
b - w 22 4 32 /2,2 4 52
x y x y

El sistema que construye la E. C, y los valores del

gradiente sobre ella es:

f A_ = QA
X X
. 1
A= = X+ a(r_ -
y X ( y b - v )
< . wA b
x =y + 1+ X - X x(t. ) = x
2 2 2w 2 1 Be
A5+ A /S oeTAS + A
X y X y
. wA bA ’ .
X y x v .

El valor de o se determina sustituyendo en la ecuacidn
anterior el valor de las derivadas dadas por el sistema. Ha-

bida cuenta que:

v WA wA
f' = (y + 1 + = s X )
VLAY, J a2 4 a2
X y . X y
¢' = (0 ’ - b)
Y= (b, 0)
0 0

.r-nl
]
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w2 - WAX
y xy
2 2.3/2 2 2.3/2
. Qg T2y Ox * 2y
£ = :
A 2
-~ WA A W
x"y X
2 4 12372 (2 4 253/
x y x y
y que
A
K = — -lﬁ
€ €A
X

en la notacién de la teoria, la ecuacién (26) de alli se

convierte en:

1 w Szb 2
0( + )n)\xo

b - w (A2 + A2)3/2 % 82}\2)3/2

X y y X
1
(A + .a) =0
X b - w ’
dé donde
o= - (b - w))\x

b

formalmente igual al resultado del juego no perturbado.
Sustituyendo este valor de o en las dos primeras ecua-

ciones del sistema, se tiene

>
[}

2
- (b - w) Ax

- (b - w)'kxk

>
0

de donde se deduce que sobre la E.C.,

A
Y

= k (Cte,)

X

que vamos a determinar. En efecto, la condicidn



-88-

se escribe

Ax(y+l)+w/)\i'+ —b/e)\ +x—

1 WA b,
- ( ” - z ) = 0 ;

b-w 32 a2 /g2 4+ a2
S y

*

como H = 0, se sigue que
1

-1~ ( b - L-—) = 0,

VACEEY. S 232 4 )2
X y X y

e introduciendo la k se convierte en

1

K
(%%) L+ ( - ) =0

. ’
V1l + k2 v kz + 82

ecuacidn que permite determinar k.

* -
Sustituyendo en la integral primera H = 0, se determinan

los valores del gradiente en el punto Be

(A (t))

Vg + 1 - wvl + kz + bv k2 + Ez
{ .

A (t)

y 1 /—————-—2'
- Vg + 1 -w/l + k%2 + b/ K%+ e '

€

]

Por dltimo, lawecuacidn (**) permite determinar también
el valor del 1lim k/e, obteniéndose

k ’ b - w

lim

e»0 ¢ ébw _ w2

Puede comprobarse que el sistema que da las E. C., tien-
de al que da la S, E, en el juego no perturbado con € 0, sien-
do aplicable el teorema de la dependencia continua de las solu-

ciones,
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d) Campo incidente en la E. C.

Las ecuaciones del campo de primarias son ahora las de

pag. 84, tomando como condiciones finales:

1
Xx(tl) =
widl + k2 - Vux(s,e) -1 =D kz + 82
k
Xy(tl) =
wVl + k2 - Ves(s,e8) -1 - D k2 + 62
x(tl)‘ = X,.(8,¢€)
Y(tl) = y**(s,s) ’

denotando (x,,(s,€),y,,(s,€)) la representacildn paridmetrica

.

de la E., C, ya calculada,
El1 Teorema 2 es aplicable, pues en este caso,
~ b ’
G(s) = # 0

/ 2 2 ’
wyvl + kz'— Vex(s,€) =1 - bV k= + €

y se deduce de &1 que este campo converge hacia el que incide

en la S, E, La incidencia en la E., C, es, por supuesto, tangente.

Cada trayectoria optimal incidente en la E. C, tiene un

\/ P : . .

; . maximo caracterizado por

,'K\““\, % ; : }.7 = 0 @ }\ = G o’
N . . y

~ B Es posible la determina-
AN X ~ cidn explicita de esta
LY R linea de mdximos con ayu-

da de la integral prime-

S . | N

N B ra H = 0; sabiendo que

Ay = O,resulta de ella



-90-

y al ser Ax constante resulta

2

—
2—1)+‘b(/k2+e - €).

Y = Yux(s,e) - w(/1 + k

La otra ecuacidn paramétrica se obtiene integrando el

sistema formado por las ecuaciones que dan KY ¥ X,

y sustituyendo luego

Quedaria por verificar que

max H> 0, V u e Wx),
V?’Vu ’

siendo:

-

U= ue s e u¥i) > 0, BGL.uvi () < o;

b |
VIF (w45 (0) < 0, Gy Lu ¥ () < o)

~

Vu % {VELL v'Ff(u,v) = O}.

(Ccf. [ﬂl.pég 244). Dicha verificacidn solo puede hacerse desde

el punto de vista numérico.
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EJEMPLO 3.

1. Juego no perturbado,

Se considera el juego definido del modo siguiente:

.

X

sen u

y = cos u + xv

u e[—n,n]\ v o€ [-1,1]

Espacio de juego: y 2 0

Blanco: y < O
. tl
Criterio: J = dt

a) Parte til del blanco.

min max ¥'F € 0 = min max (cos u + xv) = - 1 + [x| €0 =
u v u \Z
=] -1 &£ x &1 .

Se intentan construir barreras naturales sobre los bor-

des de la frontera Gtil que son (1,0) y (-1,0).

b) Barrera natural,

Sobre ella seri

min max V'F = 0,
u v

esto es,
VAN N [v.x] = o,
X y y

siendo:

E -V, % - vy
sen u = H cos u =
2
w2 o+ v2 vis oy
X
*
v - = sgn (vyx) .

El sistema diferencial que define la barrera es:
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fvx =T vy sgn'(vyx) \ vx(tl) =0
vy = 0 vy(tl) f 1
- v
4 x = X ‘x(t)) =1
2 + 2
v ’vy
. e .
y = + x.sgn (v_x) y(t.) = 0
k _ > 5 y 1 .
v + v
OxX

Este sistema es integrable, obteniéndose

\)x = t]. f.t
v =1
y
x = ﬂl + (t - tl)2
y
, (t - t)?
y = - >0

Vq—; (t - tl)2 .

La barrera viene, pues, del cuarto cuadrante, esto es, de fue-
ra del terreno de juego., No hay barrera natural que se apoye

en (1,0) ni tampoco la hay anZlogamente apoyidndose en (-1,0).

" ¢) Trayectorias optimales.

*

H =1 + {A x] VAR
y X y _ >
siendo:
sen u = H cos u =
W2 4 52 22 4 32
y
* (%)
v =.sagn X
g v,

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:
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Ax = - Ay.sgn (Ayx) Ax(tl) = 0
L] A . 1
A= 0 A (e)) =
y . y 1 1 - ls‘
N -
x = X x(t,) = s
2 2 1
AT+ A
y
- 2 .
§ = b + x.sgn (ny}r y(tl) = 0
\ S A% a2
X y
Cuando s > 0, se obtiene
%
v =1
y las soluciones
t -t
[ - L -
¥ 1 - s
1
A =
4 ¥ 1 - s
X = /1 + (t - tl)2 + 5 -1
1 G,z 1 e
y = - ( - - 2.1n {a]) + (s - ).(t - t,),
T T
20
siendo a = ¥1 + (t - tl)2 + (t - tl).

Pueden comprobarse:
a) La incidencia vertical en el blanco de todas las trayec-
torias optimales,
b) La existencia para cada trayectoria de un midximo al due
llegan creciendo desde el eje OX,
¢) Que este campo no 1léna el primer cuadrante.
d) Que para s < 0, es v*'= -1 y<el campo optimal es el si-

métrico del anteriormente construido respecto de la recta x = 0.



Para s = 0 mno hay trayectoria optimal en este campo
- . l * . Ld
por no estar definido el mando v . Intentaremos construir una

curva universal sobre el eje vertical,

d) Curva universal.

La condicidn de singularidad es

x = 0,
- - * - ) -
La integral primera H = 0 implica que
A =1
y ]

sobre el arco singular, El sistema diferencial que lo define

/3 = _ -
Ax = Ayv
A =0
‘y K]
J -2
. x
Xz
A2 4 a2
X y
» —)\ ° ~
y = b + XV
\ N
X y
Ya que
x = 0,
serd
A = 0.
x

por tanto

A = o,

es decir
~
v = 0,
Resulta, pues, que sobre el arco singular,

A =0
X

A =1
y ’

-94~

es.:



-95-

los mandos optimales sobre ella son

permitiendo la Gltima ecuacidén del sistema determinar el valor

del juego desde cada punto del eje.

e) Trayectorias incidentes en la curva universal,

En el campo incidente en la curva universal por la dere-
cha es
*

v =1,

Y el sistema que lo determina es:

(% = - | -
AX ly kx(tl) 0
Ao=0 . A (t) = 1
y | y( 1)

) - A
x = = x(t,)) =0

A2+ a2
X y
- -
y = b4 + x y(tl) = g
\ 2 . .2
AT+ A
X y
sistema resoluble suyas soluciones son:
el ()\X -t I -
Y o i A, = 1
= - y

po
Eegin.
i
N

{
§ /
N
%

18
E\
+

7~~~ '
(md
i
ct
—
o’
N
]

2a2

- 2.1n [a]) - (£ - £) + s,

siendo o la misma expresidén de pdg. 93.
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Puede observarse la incidencia tangencial del campo en
la curva universal, lo que no es frecuente en un arco singular,
Ademids ndtese que la solucidn de este campo cuando s -0, tien-
de a la solucidn del campo incidente en el blanco cuando alli

s—=>0,.

En el campo incidente por la izquierda de la curva uni-

versal, es

y resulta un campo simétrico al anterior respecto de la recta

" x = 0,
2, Juego perturbado,
Perturbamos el juego transformandolo en:
X = sen u - €, X.sen Vv
u € [—-w, ’IT] v € ["Tf,_’ﬂ'].
y = cos u + x,cos v '

Espacio de juego: y 2 O

Blanco: y < O

t

£
Criterio: J = dt
o o

a) Parte Gtil del blanco.

min max v'Fe.{O 2 min max (cos u + x.cos v) = - 1 + ]xl'{ 0
u v u v

-1 38&x s

Se intentan construir barreras naturales sobre (-1,0) y (1,0).

g
o

b) Barrera natural.

Sobre ella sera

min max V'F_ = 0,
€
u v

es decir,



cos Vv

El sistema
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* %
= 2 : cos u = b
vZ oy V2 vZ o4 2
y
% .V_.sgn x N ’E.Vx.sgn X
= : sen v =
e2v2 + w2 e2v? + v?
X y LS y

diferencial que define la barrera es

sistema res
cidén tiende
y no es bar
Esto puede

tienen por

\Y)
vy

y el carict
venga del p

Algo

>¢

vx £ Vo + vy. sgn x Yx(tl) -0
v =0 v (t,) =1
y , y( 1)
ﬂ R \) X.85gn X
x = x(t,) =71
‘ 1
v + Y e v + v
. -V X.V_.sgn X
y o= L = y(t;) =0
- b}
/vz + vz eZv? &+ v
S y

oluble con ayuda de la integral primera., La goiu—

a la solucidn del sistema no perturbado de pag. 92
rera del juego por la misma razén que se expuso allf,
comprobarse viendo que las dos primeras ecuaciones
solucidn:

1 ' :
_ e2€(t - t1))

(1
2¢

- - 3 o -
er mondtono de estas normales impide que la solucidn
rimer cuadrante,

andlogo sucede con la barrera que se apoya en (~1,0).
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c) Trayectorias optimales.

Y A N I BN I
X b4 X y

!

siendo:
* - XX % - Ay
sen u = = 3 cos u =
22 4+ a2 A2 a2
X
% Ky.sgn X % E.Ax. sgn x
cos v = 3 sen v =

v €2A2 + AZ |
X y

//ezkz + Az
X y

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

r 3 - /__2__—2_—-—2— : =
lx € Ax + Ay' sgn x Ax(tl) 0
» v . l
y A
{ . - A EZA .x.égn X
x = X + X X(t]_) = S
/a2 a2 e a2
X y X y
. - A A .x.sgn x ; '
y = b + y . Y(tl) = 0.
\ /A% a2 /el 4l
X -y X y

Puede observarse que para s # 0,

A ~ . .
At(s).9(s) = Ay.x =

por lo que el teorema de la dependencia continua de las solucio-
nes con respecto a € garantiza que este campo tiende al campo‘
optimal incidente en el blanco para el juego no perturbado,
Este es el caso descrito en pég. 12,

Las trayectorias perturbadas inciden también verticélmente

en el blanco. Ademis:



e 2
X (tl) 1—- €7s

]

por lo que

x(t) > s
antes de t, ¥y no hay capa limite,
. Para s = 0, la solucidn del sistema perturbado es:
[ A, =0
X
A, = 1
y
ﬁ x =0

Ly = t1 - t.

Asi pues, el arco §iﬁgular es una trayectoria ordinaria del
juego perturbado, resultado que ﬁodia haberse obtenido del
Teorema 11, pues puede comprobarse la verificacidn de la

Hipotesis 7,

v

~99 -~
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EJEMPLO 4.

1. Juego no perturbado.

Consideremos el juego del chdfer homicida, plan-

teado y parcialmente resuelto por Isaacs D?] y completado en

DO], Nos ocuparemos aqui solo del estudio de la perturbacidn

de la

barrera, del campo incidente en el blanco, de la curva

universal y campo incidente en ella, El juego se define asi:

i

l

% - uy + w;sen v
. = . V>ws u€ [-1,L]j_v 6'[-ﬂ,ﬁ]

y

ux + w.cos v - V

Espacio de juego: {(x,y) € R2: x2 + y2 > 12}

Blanco: g(X,Y) € R23 X2 + Yz < 12}

by
Criterio: J = ¢ dt
o

a) Parte dtil del blanco.

Si denotamos o el dngulo formado por el radio de la

frontera deil blanco con el eje 0Y, la condicidn

-
sera

S . A . .
gtil del blanco. Continuaremos nuestra construccidn en el semipla-

no X

min max V'F £ 0
u v

min max [sen d.(- ul.cos ¢ + w.sen v) +
u v
Por tanto, la parte {til de la frontera del blanco es
w
{a: -0 £ 0 a, COS 0O = = }
o 0

© . v

Se construye la barrera natural sobre el borde de la parte

> 0. Puede comprobarse la simetria respecto del eje OY.

+ cos o,(ul.sen 0 + w.cos Vv - Vﬂ = w - V,cos 0.
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b) Barrera natural,

Sobre ella se tendra

min max v'F = 0
u v

gque en este caso es
- {v.x - v y& + w vz + vz - Vy_ =0,
y X X y y

siendo:

N )
u = - sgn (\)yx - \)Xy)

sen v = = H cos v = .
2 / 2 2
v2+\) v+ v
p:4 Yy . X y

El sistema diferencial que define la barrera es

"
*

fvx,= - vyuA vx(tl) = sen o_
. % v 5 L
Vy = vxu y(tl) = cos O
ﬁ . % *
X = - yu + w.sen v X(tl) = l.sen o,
. * x . .
y = xu + w.,cos v -V y(tl) = 1l,cos o
. o.
En el borde de la parte {til es
VX -Vvy=1l,sen o .cos a_ - l.cos a_.sen a_ = 0.
X o) o o o
Pero
d
V.X - V = Vv
dt ( y XY) X
por lo q&é en t = ti,
d
(vox = v y) 20,
dt ‘
y
*
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Sustituyendo este valor en el anterior sistema e integrian-

dolo, se obtiene:

sen (t

(v -t 4+ 0 )
X 1 OLo)

y = cos (tl

<
i

t +
ao)

b
1]

[l + w(t - tl)],seq (tl -t + ao) - V.cos (F - él) + vV

y = [l + w(t - ¢ )];cos_(t -t + a ) - V.sen (t -t )
. 1 1 : o : 1
La barrera no corta al eje O0Y con tal que se tenga
w
1> w.arc sen == + V2 - w2 -V,
V .
/; A pues el punto de tangente
et vertical se halla para
- N'):ﬁ
AN vy = 0
esto es, para
4 m
? t - t1~=a<o T
; - 2
: y la anterior es la condi-
X o
S X cidn para que en ese punto
 ;" sea
x> 0.
. ;o .
I Supondremos esta hipdtesis

en adelante,

Sustituyendo esta expresidn, se halla

, t, -t + 20 €, - €t
VX -Vy= - 2,V,sen .sen
y X" . 2 ' 2

El punto final de la barrera se halla donde se anula por
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segunda vez (la primera es en t = tl) esta expresidn. Dicho
punto final B es

-— - 2w - - 4
( 1 2w(rw a,) sen o Vicos 2a_ + V ,

1 - - s .
2w(w ao) cos a _ + V.sen 2ao )

c) Trayectorias optimales,

neo- 1 = rx - A | +w Mo+ a2 - = 0
"y x7 x y y ’
siendo:
*
u = - sgn (Ayx - Axy)
5 A A
a2 A2+ a2
X y X y

Determinando como antes

se obtienen las siguientes ecuaciones de Euler-Lagrange:

. ) sen s
[ A = -2 ' A (E) =
X y : . x V.cos s - W
A o=\ A (tl) = S
y X : y V.cos s - W
ﬂ . WA
X =-y+ - x(tl) = l.sen s
A2 52
X y
] wA .
V =x+——>I— v y(tl) = l.cos s .
2 .

a
B

\ /A2 .
Integrandolas, resulta:

sen (t1 -t + 8)

AX =
V.cos s - w
cos (t. - t + s)
1
A= ,
Y V.cos s ~ W
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X = E.+-w(t - tl{].sen (tl -t +s) - V.cos (t - tl) + VvV

y = ﬁ.+~w(t - tl)].cos (tl -t + s) - V.sen (t - tl)

Para

1
t, = t = —
1 \'

se obtiene un punto comiin a todas las trayectorias optimales,

1 - 1
( V(1 - cos ) , V.sen -~ ),
W w

..8ituado sobre la barrera (A en el dibujo). Supondremos que A
se halla situado entre B y el final de la barrera; para ello,

basta que

1 W
—_— T - o, = arc sen — .

w i v
La pendiente de las trayectorias optimales sobre el blan-
co es

dy l.sen s + w.cos s =V

dx - l.cos s + w.sen. s

d) Curva universal.

La condicidn de singularidad es

Ayx - Ay = 0.

El sistema diferencial que construye la curva uniyersal es

(A %= - .2
X y
A= 8.
y X
{ . n wA
X = - u.y + X
Az + AZ
X y
. . ' wA
y = u.x + b -V
\ 22 4 32
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Como

d

1t ()\yx - )\X}') = V)\X’

sigue que sobre la curva universal

A= 0.

>‘X=O’
y de ahi,
4 = 0.

‘De modo que

A = Cte,
y
. - - N |
que se puede determinar de la integral primera H = 0, resultando
1
A = m——,
¥ V- w

De la {ltima ecuacidn se obtiene el valor del juego desde un

punto (0,s) de la curva universal, obteniéndose que

El mando optimal sobre la curva universal para el jugador

que maximiza es

% %
sen v = 0 3 cos v = 1.

e) Gampo incidente en la curva universal.

El sistema de Euler-Lagrange es:

>
1]
|
(=]

. _ ,
- Ay.u A (Ep)

. *
A= A .u : A (t))
y X y 1
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L] * *

X = - y.u + w.sen v X(tl) = 0
R % *
*y = x.u + w.cos v =~V y(tl) = S5 .

En el campo optimal incidente por la derecha en la curva uni-

versal es

Integrando el sistema, se obtiene

sen (tl - t)

cos (t, - t)

{ y V - w
X ’ E + w(t - tl)].sen (t1 - t) - V.cos (t1 - t) +V

]

y

[s + w(t - tl)].cos (t1 - t) + V.éen'(t1 - t)

L

La pendiente de las trayectorias incidentes en la cur-
va universal es

dy . V - w

dx . s

Nétese por Gltimo que la trayectoria optimal ﬁe este campo cuan-
do s-»1 y la del campo incidente en el blanco cuando s-90,-
tienden al mismo limite.

Detenemos aqui el estudio del juego no perturbado y pasa-

mos a estudiar el juego perturbado.

2. Juego perturbado.

Consideremos el juego definido del modo siguiente:

- y.cos u + w.sen v - €.X.sen u - u € [—ﬂ,ﬂ]
V)ow
X.cos u + w.cos v -~ V - €.,y.sen u v € [—ﬂ,n]

W
fl

s ety
e
[
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Espacic le- juego: {(x,y) (S R2: xz + yz > 12}

Blanco: 3(x,y) € RZ: X

Y
Criterics: J = N dt
(o]

a) Parte &til del blanco.

Con una wotacidn andloga a la usada para el juego no per-
turbado, se tewndri que

min max wW'F ='- €1 + w - V.cos o.
u v =

Por tanto, la ;afte itil de la frontera del blanco es

; w - ¢l
as R R < o S S ¢ cos a_ = }
, € € N

Se construye la barvera natural sobre el borde de la parte
dtil del blance.Como en elkjuego no perturbado, COntipuamos nues-—-

tra construccidn en el semiplano x J O.

b) Barreva natural.

Denotando

% =
p Vy V¥

il

4T v X ot VY
l1a condicidn

min max Ww'F = 0
u v

se convierte en

o

.
J
N
+
™
N
£
N
.e
]
N
+
™
N
Nal
N
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‘* \)y * X
cos v = : ; sen v = .

/ vz + vz vz + VZ
X y X y

El sistema diferencial que define la barrera es

2
+
pVy € qVX

v, T /F_E____E_E vx(tl) = sen a
p + e g
‘ 2
= PV + £ qv .
v = b : v (t,) = cos a
v / 2 2 2 y o1 &
p +t egq
. 9 )
. Py - € 9gx wV_ ,
x = + : x(tl) = l.sen as
/ 2 + 2 2 /2 + 2
P € q \)x \)Y.
2
. - px - £.qy- v

W

+ L -
/ 2 2 / 2
P + azq Vi + vY

Puede comprobarse que sobre el blanco,

d

p # 0.
dt

Una ligera modificacidn del Teorema 2 prueba que las barreras
perturbadas tienden a la barrera no perturbada. Dichas barreras
no cortaridn al eje OY a partir de un & con la misma restriccidn

que para el juego no perturbado.

c) Trayectorias optimales,

Denotando en este apartado

r Ayx - Axy ) .

N . N
"

Axx +Axyy
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se tendra

* 2
H =1 - rz + 8222 + w Az + A =4
. X ¥y - - )
y
siendo:
cos u = ; sen u =
: 2 2 2
r2 + ¢ z2 v r + ¢ z
* )\X % >\y
sen v = 3 cos v =
: 2 2 : 2 2
A + A + A
AY X y
El sistema de Euler-Lagrange es
; 2 .
(- rAy + € ZAX _ sen s
Ay = Ax(tl) =
. - w +
Y r2 + 8222 V.cos s w
. 2
. - fo + g zA cos s
Ay = b Ay(tl) -
) ] _ +
y r2 + E:222 V.cos s W
<". ry - ezzx wA
x = + S x(tl) = l.sen s
/F;z + ezzz Az + Xz
X y
2
. - rYXx - € zy w
y = + b -V y(tl) = l.cos s.
\ r2 + 8222 AZ + 12
X y
Puede comprobarse que para s = 0, ia soluciédn del siste-
ma anterior es:
fAX =0
, 1 e(t - tl)
A= e
« Y 'V - w + €1
x =0
vV - w z—:(tl —-t) e:(tl - t)
y = (e - l) + l.e
L €



de modo que el eje 0Y, arco singular del juego no perturbado es
una trayectoria ordinaria de los juegos perturbados.
Es inmediato comprobar que sobre el blanco

' = — =
A'g = Agx - Ay = 0.

Por su parte, la expresidn
_ ' ~ 3 o
oG =t b - o)
del Teorema 2 vale

G(X:)\) = VX_,
X

por lo que

A V.sen s
G(s) = .
V.cOos 8 - W

»~
Es claro que la condicidn G(s) # 0 se verifica en todo
abierto del blanco que no contenga a s = 0. Por tanto, en tales
abiertos se aplica el teorema general y hay continuidad.

La pendiente de las trayectorias optimales en el blanco es

dy (- €l + w).cos s - V
dx £ = tl (- €1 + w).sen s

cuyo limite para £-20 es

w.cos s - V

w.sen s
Comparando esta pendiente con la que presentan las trayectorias
no perturbadas, sigue la existencia de una capa limite en el

Blanco.
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EJEMPLO 5.

1. Juego no perturbado.

Se considera el juego definido del modo siguiente:

X - vy + sen u .
. u € [—TT,TT] v € [—-1,1] .
y = VX + cos u ’ .
Espacio de juego: y 2 0.

Blanco: y < 0

t

Critério: J = dt
“ L (o]

a) Parte @til del blanco.

min max V'F £ 0 = min max (vx + cos u) = lx\ -1 <0 =
u v u v
= - 1< x £ 1.

Se intentan construir barreras naturales sobre (1,0) ¥y

(=1,0).

b) Barrera natural,

La condicidn

min max V'F = 0
u v

se escribe

~ 2 2

'— Vy + v x‘ - v, + v = 0,

X y X y
siendo:
* -V, x - Y

sen u = : cos u =

v2 + v2 VZ + v2
X
* ( )
v‘ = sgn vyx - vxy .

El sistema diferencial que define la barrera es
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(v, = - (vox - ' t.) =0
v vy.sgn (vyx vxy) vx( l)
\)y = v .sgn (\)yx - \)xy) vy(tl) = 1
v .
d X
X = - y.sgn (VX - Vv .y) - x(tl) = 1
y * 2 2
v. + v
X y
» V‘y
= . — . . - 0
LY X.8gn (vyx v.y) y(t;)

La solucidn del sistema es

Vx = - sgg‘(t - tl)
vy = cos (t - tl)
x = (t - tl).sen (t - tl) + cos (t - tl),

vy o= (t - t,).sen (t - £,) > 0.

La barrera vendria, pues, del cuarto cuadrante. No hay barrera

natural sobre (1,0) ni tampoco anidlogamente sobre (-1,0).

¥

c) Trayectorias optimales.

* 2 2
H =1 + lx x - A y] - /Al el =0,
y X X y
siendo:
% - AX L% - Ay
sen u = 3 cos u =
A2+ A2+ a2
b4 X
o p .
v ‘= sgn (Ayx.— Xxy).
Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:
Xx = - Xy.sgn (ny - kxy) T Xx(tl) =0
. 1 _
Xy = Axisgn (ny - kxy) : ‘ Ay(tl) e ——
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’ : p)
[x = - y.sgn (Ayx - Axy) - X x(tl) = g
A2+ a2
{ =7
. , A _
|y = x.sgn (kyx - xxy) - b y(tl) = 0
AZ + AZ
X y

el campo optimal estard definido para s # 0. Para s >0, es

y las soluciones del sistema somn

sen (t - tl)

b
1

(t - tl).se@ (t - tl) + s.cos (t - tl)

[

y - (t - tl).cos (¢ - tl) + s.sen (F - tl)

L .
Pueden comprobarée:

a) La incidencia vertical en el ﬁlanco de todas las trayecto-
rias optimales.

b) La existencia.pafa cada trayectoria de un mdximo 'al qﬁe
llegan creciendo desde el eje OX.

c)‘Que este campo no llena el primer cuadrante.

d) Que para s ¢ 0, es v* = -1, y el campo optimal es el

simétrico del anteriormente construido respecto del eje OY.

Intentaremos construir una curva: universal que se apoye
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d) Curva universal.

La condicibén de singularidad es

hY - hY -« =
Ayx A Y 0.

El sistema diferencial que define el arco singular es

f)\x=->\yv
ly =AY
{ . ~ Ax
X =.- yv -
i 2 2
Ay + Xy
. a A
y =XV— y
A2 42
X
d
Para la determinacidn de Vv, se calcula (A'¢). Pero
‘ dt
d
(A x = X =0.
. y <)

. . . ” -

Por tanto, cualquiera que sea el mando v se va a producir un
arco singular y sin embargo, como veremos, el feedback para
el primer jugador va a estar definido de modo dnico.

En efecto, tomemos un v integrable y pongamos
T L |
w(t) = ¢ v(a) .da .

Las dos primeras ecuaciones del anterior sistema den

xx'= p(s).sen w

K3
i

A= s
v n(s).cos w

determinindose u(s) con el hamiltoniano 'y resultando

A = sen w
% 1

A

]

cos w .
y .
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Por tanto,
u = -w ;
v si se integran las dos iiltimas ecuaciones del sistema se ob-

tiene como solucidn

it

X (t - tl).sen w

y (t - tl).cos w .
Este sistema es ficilmente inversible determindndose dos

funciones:

b4
w = arc tg_-——

y
t, -t = x2 + y2 -

que permiten definir el feedback ﬁnico‘para el minimizador
(independiente del v escogido) y el valor del juego. Asi pues,
hay una infinidad de arcos singulares y un {inico valodr del
juego para cada posicidn inicial dado por la dltima expresidn.
Notese por Gltimo que del campo optimal incidente en el

s

blanco y construido anteriormente se obtiemne

2 2 2 2
(tl -t)" =x" +y~ - s".
Por tanto, en su zona, el valor del juego que el minimizador
S % A
consigue tomando u es menor que

x2+y2;

* *
y frente a u , el maximizador debe adoptar v . Al acercarse

a la tray%ctoria‘que'limita este campo, el valor del juego se

va aproximando al anterior.



en ei.

.
X

-

y

"

i

2.

Juego perturbado.

X.co8 v + cos u -

y.cos v + sen

Perturbamos

el anterior juego transformindolo

siguiente:

u G’[—ﬂ,ﬂj

v € [—ﬂ,ﬂ]

u - €.X.5en v

£.y.sen v
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Espacio de juego: y 2 O

Blanco: y < 0

Criterio: J =

a} Parte {til del blanco.

0= -1+ |x{€0 = -15xgl.

.

min max v'F_ £
u v i

Se intentan construir barreras naturales sobre: (1,0) y (-1,0).

b) Barrera natural.

"Denotando en este apartado

V.X = V.Y

p = y x

4= VX +ovey,

la inntegral primera sobre la barrera es

/2 2 J 2 2 2 '
- Vo + vy + p .+ e q = 0,
sienddo: '
% T Yy * - Vy
sen u = M cCos u =
W2 4 2 W2 4 2
y
% p - €q
cCOsS V = ; sen v =
2 2 2 2 2 2
p + €4

p + e 4q

El siistema diferencial que define la barrera es:
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v, = = = v (£) =0
p +egq
PV - ezq\)
y / 2 2 2 7
p +€¢q
2 .
. -V Py — € gX
X = X - ' X(tl) =1
/o2 2 / 2 2 2
Vx + Vy p + € q
. -V px + € qy
ky = +. y(tl) = 0.
w2 o+ oy 2 + €2q2
Ya que

sigue del teorema de la dependencia contiInua que esta barrera
tiende a la no perturbada que estaba en el interior del cuarto
cuadrante. Por tanto, para valores suficientemente pequefnios

de € no hay barrera natural.

¢) Trayectorias optimales.

Denotando aqui

r = Ayx - Axy
z = Xxx + Ayy,

se tendri

* 2 2 2 2

B = 1+ /5% +e%22 - /22 422 <o,
x y
siendo:
* - Ax * B Xy
sen u = v ; cos u =
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* T ) % - €q
cos v = 5 sen v =
?2 + E222 r2 + E:2‘22
Las ecuaciones de Euler—Lagrange’son
. - A - Egzk
(A, = b X A (e)) =0
/ rz + 5222
) o - e 22 ' 1
ky = y . Ay(tl) S ———
/ ol 4 e2y? 1 - s}
) -2 ry - € zx
x = X - ; x(t;) = s
/322 e
. - A rx + € zy
y = L + o y(t;) =0
\ A2+ Ai % ey

por lo que hay convergencia hacia el campo no perturbado™
en cualquier abierto que no contenga el origen. Las trayectorias

perturbadas inciden también verticalmente en el blanco.

Para s,=vQ, la solucidn del sistema es
(A, =0
x -
- e(t - t))
A = e 1
y
ﬂ x =0
1 - e(t - tl)
y = —.(1 -e )
\ - € :

. . . ~
que seria el arco singular construido con la eleccidn v = 0.
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por tanto,

el cum-~

En los puntos barridos por el campo incidente en el

blanco hay convergéncia del campo

turbado.
mente,

finido,

En los puntos de la zona

convergencia a un campo -no

interior no hay,

opfimal perturbado al no petr-

evidente-

perturbado que no estid de-

aunque si hay convergencia del valor del juego per-

turbado al no perturbado.
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EJEMPLO 6.

1. Juego no perturbado.

Se considera el juego definido del modo siguiente:

y
X = = e— - yV
2

' | | u € [-1,1] v € [-1,1]

vy = x + u + 2xv

Espacio de juego: y 20
Blanco: & < O

©
Criterio: J = . de

a) Parte itil del blanco.

min max V'F ¢ 0 = min max (x + u 4+ 2xv) = x - 1 + ZlX’ £ 0D

u v , u v
1
= - 195 x § -
3
Se intentan construir barreras naturales sobre (-1,0) y
1 .
(— , 0)."
3

b) Barreras naturales.

La condicidn

min max V'F = 0
u v

€es en este caso

Vy\)X . .
- + vx - |v + ’ X - =0
9 y | yl Vyr TV ’
siendo:
N
u = - sgn v
& y
*
v =

sgn (&)yx —‘vxy).
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El sistema diferencial que define 1la barrera que se apoya en

1
( ~— , 0) es:
3
[ 3 = = ( =
vy 3v ux\tl) 0
. 3
vy = -;— v Vy(tl) =1
4 . 3 1
p.4 = - _—oy A X(tl) = —
2 3
k& = 3x -1 y(tl) = 0

Puede comprobarse que la solucidn es

1
b R

3

I

y 0.
No hay barrera natural sobre este punto..
Andlogamente se comprueba que la solucidn del sistema que
»d; la barreravnatural que s~ apoya sotre (-1,0) es
x = -1
{y ‘ 0.

Tampoco hay barrera natural en este punto.

'¢) Barreras no naturales.
El juego presenta sin embargo otras barreras. Dibujemos
el esquema de los dominios de maniobrabilidad F y Q en las

proximidades del punto (-1,0): Como
. y
X = — y
2

y X + u - 2x

-
sera:
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.

«
t

[

a) Si x € -1~ : A /1

Y>0,_ //’

X

N |
De las cuatro posibles trayectorias semipermeables ninguna con-
sigue que sea
x >0
y <0,
condicidn necesaria para que la barrera se apoye en (-1,0).
b) Si x > -1 Y v=4
y > 0 974

~
5<

V:-3
En este caso se necesita que
x £0
2y <o,
y es la trayectoria‘punteada la que mejor lo consigue. Como se

ve corresponde a los mandos

*
u

-1

*
v

1.
Cuando el punto en que se calculan P y Q se aproxima a
(-1,0),los dominios tienden a ccnfundirse, se hacen verticales

y (—1,0)“corresponde al punto en que los extremos inferiores



-123-~

coinciden. La posicidén limite de v es por tanto horizontal.

Con esto resulta que las ecuaciones de la barrera son

N = - = -
v 3\)y vx(tl) 1
N 3
Vy = —;-'Vx Vy(tl) = 0
{ 3 -
X = - —.y _ x(£;) = -1
2 )
AR y(t;) =0

-Integrardo el sistema se obtiene:

1 4 3
X = ewm——— = w—e.,c08 ——(t - tl)
3 3 2
4/2 3
y = = =————,sen —(t - t.)

3 A 1

que es la elipse

1 vy 16

(x -~ —)7 + -
3 2 9 ?

centrada en (1/3,0) y de semiejes horizontal y vertical 4/3-
y 4/3/3 respectivamente.
. . |
.Un andlisis andlogo se lleva a cabo en el punto (-~ , 0).
’ 3

Se construye una barrera apoyidndose en él, sierdo la normal

v = (1,0) y los mandos

-1

ot
5

-1.

<
I

Integrando el gsistema que resultz, se obtiere

4 1
X = -1+ ~.cos ~—(t - t

)
3 /2

1
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que es la elipse

. 4
(x + D2 -

centrada en (-1,0) y de semiejes horizontal y vertical 4/3 y

4/5/3 respectivamente.
1 2/6
Ambas barreras se cortan en el puntc (- s )
: 3 3

delimitando er su interior una zona donde es posible la captura.

en el exterior.gana el maximizador.

d) Treyectorias cptimales.

. 1

H'€=1_._.....)y+)\x—1}\{+'2)\x—).y‘=0,
2 4 "y Yy y x
sierdo:

* >)

u = - sgn A
& .y

vd =

_ o)
sgr (ZAyX Axy,.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son:

- f

Ax = - Ay - 2ly.sgn (ZAyX - Axy) Ax(tl) =0
. 1 . 1
, = —X_ + A_.sgn (2X_x - A ¥) A (tl) S e
¥ s X X y X y 1 - s
{ i 1
X = - —;—y - y.sgn (ZAyx - Axy) X(tl) = &
y = - sgn A+ 2x.sgr (2X x - A (¢,) =0
LY x gn Ay x.sgn (22 <) y(ty
Cuando: 's"> 0, :se tiene

v =1

[=
i
|

s
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y la solucidn del sistema es

V2 3

[» = - .sen —(t - t.)
X 1 - 3s /2 !
1 3
Y = .cos —(t - t,)
y 1 - 3s 2 :
1 1 3
X = == + (s - —=).cos (£ - tl)
3 3 72
' 1 3
= /2.(s - —).sen —(t - t)

w 3 /2 y

Puede comprobarse que las trayectorias son arcos de las elipses

1

(x - —)? 2
3 + =,
1 2 1 2

(s = —) J7 (s - =—=)
3 ' 3

centrdas en (1/3,0), y semiejes Lorizental y vertical (1/3 - s)
.y.‘V§kll3&- g) respectivamente, Irciden verticalmente en él blanco.

Calculemos el final de este campo:

. 3 i
*) X, se anula para —_(t - t,) = = e,
7 /2 1 2
2 1 3.
) - Xy + 2)x x % . .cos —(t -.t,) - 1),
* ¥ /3 1 - 3s V2 -1

"expresidn que se anula para

3 m
—(t - t.,) = -‘arc cos (1 - 3s8) > = =,
1 .
2 2
Por tanto, el campo se acaba al anularse Zkyx - Axy. La superfi-

cie de cambio de mando para v es la obtenida sustituyendo en las
ecuaciones del campo

3 3
cO0s w==(t - t.) =1 - 3s 3 sen ——(t - t.) = - V1 - (1 -
/2 L | /2 T ,
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Se trata, pues, de la curva

1
(1 - 38)2
3

( x*-(‘S)

v* (s) (1 - 38)./1 - (1 - 38)%

w l:ﬁ w | -

sobre la que

/E.(l - (1 - 33)2)

AL (s)
S =
X 1 - 3s
%
A (s) = 1.
y
La curva es la elipsé
1
2
(x = —) y2
-6 + =1,
, 2 2
(1/6) (/2/6)

centrada en (1/6,0) y de semiejes horizontal y vertical 1/6 vy
/5/6 respectivamente.
Esta superficie es superficie final para un nuevo campo

de trayectorias que se construye tomando

* * x *
y las condiciones finales Ax(s), Ay(s), x (s), v (s). Las tra-

yectorias de este campo son las curvas

. i y (s) 1
x = -1+ (1 + x (s)).cos —(t - t,) + .sen w——(t - t_)
J2 1 JS2 /2 1
S 1 i 1
y = - /E:(l + x (s)).sen —=(t - tl) + y (s).cos (t —'tl).

/2 /2

Puede comprobarse que se trata de los arcos de las elipses

2

y y*(s)2

-+ Tt o+

(x + 1)% +
4 ) 5
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centradas en (-1,0).
Puede calcularse el valor del juego desde unas condiciones

inciales (xo,yo). En efecto, de ser

2 * 2
2 Yo % 2 y (s)
(x + 1) + = (1 + x (s)) +  ——
o
2 2
sigue, sustituyendo estas expresiones que
16 9 9
7 7 14
De donde:
% 3 3 2 3 9
X (8) = = ~—= 4+ —. (1 +x )7 + .y
7 7 © 14 °
‘ 4 . 3 3
* 2 2.2
Y(S)=‘é(l+x)2+y2—2(—-—-+—-(l+x)+ v
o) o] 7 7 0 14 o

El‘tiempo que tarda el estado en llegar desde (xo,yo)

% %
hasta (x (s),y (s)) puede hallarse resolviendo

. 1 v (s) 1 ( )
(1 + x (s8)).co8 =~—(t - t,) + ——=—.,s5en —(t - t = x -+
/2 1 /2 /2 b °
. . . ,
y (s) 1 % 1 Y,
.cos ——(t - t.) = (1 + x (s)).sen —=(t - t.) = ———

/2 /2 ! V2 ! /2

de dondé se obtiene
1

B % :
1 (1 + x (s)).(1L + xo) + —;—.y (s).y0
cos —(t - t,) =
1 2
/; L2 Yo
(1 + x ) +
° 2

Y es también sabido el tiempo que se tarda en llegar desde

(X*(S),y*(s)) al blanco

3 .
cos =——(t - t.) =1 - 3s.

2 !
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De modo que se obtiene

* 1 *
(1 + x (s)).(1 + Xo) 4+ —.y (s).y0
J. = /E.arc cos 2 +
y
(1 + x )2 + 2
o 9

/2 16 9 B CR
+ —~——.arc cos —_— - — (1 + xo) - —,

3 7 7 14

Un estudio andlogo al realizado anteriormente perﬁite
,geterminar el final de este campo de trayectorias;.Terminaria
en una superficie de cambio de mando‘para el segundo jugador,
que serié la elipse

7

(x + —) 2 ,2
6 -+ v = 1,
7 7/2 '
(—? () ?
6 6

‘centrada en (-7/6,0) y de semiejes 7/6 y 7/2/6.

Cuando s ¢ O,

y las soluciones del sistema son

/2 1

(Ax = o .sen ;g—(t - tl)
1 1
Ay 1* o .cOs —;—(t‘— tl)' \ -
: 1
x = -1+ (s + l).cosv;g—(t - tl)
1
y = - /2.(s + 1).sen —Z—(t-tl)

\
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Puede comprobarse que se trata de las elipses

(x + 1)2 y?
—_— - » - 1,
(s + 1?2 |/2¢s + 1)&]2

centrdas en (-1,0) y de semiejes 1 + s -y /5(1 + s). Inciden
verticalmente en el blanco.

Este campo se acaba al anularse Zny - Xxy; La superfi-

cie de cambio de mando para el segundo jugador es la obtenida

sustituyendo en las ecuaciones del campo

1 1 ——
2
cos —(t - tl) =1+s 3 sen —(t - tl) = - /Tv— (1 + s)

/3 _ /z
Se trata de la curva:

x%

x (s)

Il

S 1+ (1 4 8)?

'y**(s) /5.(1 - (1 + s)z).(l + s),

que es la elipse

1
(x + —)2 R
2 o o= 1,
1 1
(—>? (=2

-2 V2
centrada en (-1/2,0) y de semiejes 1/2 y /?/2. Sobre dicha elip-

se se tieme que

% % /E'(l - (1 + S)?)
A (s) =

X 1 + s
A sy = 1.

y :

Esta superficie es superficie final de un nuevo campo de

trayectorias que se construye tomando
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* % %% k%
y las condiciones finales AX (s), ky (s), x (s), y (s). Las

trayectorias son las curvas

1 s 1 3
{ X = =—— + (x (8) - =~==).c05 =~—(t - tl) -
3 3 2.
*x%
y (s) 3
i - e——,sen ——(t - tl)
2 2
(s D ey 2. (e gy 3'<t -
y =y gs).cos ——(t - C(x s) - —=).sen — - ‘
L v 1 3 /2 1

“es decir, arcos de las elipses

L yz * % ) y**(s)z
(x - —) + — = (x (8) - —=) + s

3 2 3 2
cent?adas en (1/3,0). |
’Siguiendo la pauta explicada anteriormente puede obtenerse
e} valor del juego desde unas condiciones iniciales (xo;yo). Se

" determina que

%% %%
2 (x (s8) - —) . (x - —) + —.y (s).y
3 3 2 ,
J 2 = .4rc Ccos
3 1 9 1 2
(x, - —) .y
3 2
16 3 1 3
2 2
+ /;.arc cos —_— e e (x| = )T o e Yo
15 5 3 10
siendo:
13 1 3 :
* % ‘ . 2 2
x (s) = = - — . (x_ - ~—) - —.y
i5 5 3 10

1 4 3 1 3
* %k .
y (S) ﬁ(xo - —)2 + y(z) - 2(.——_— +——-(xo - ———-) -l-‘———-yo)
3 15 5 3 10
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Este campo de trayectorias acabaria en una nueva superfi-
cie de cambio de mando para el segundo jugador, que es la elip=

se

(x - ——)?2 ;2
6 + = - 1,
5 ) : - 5y/2
(—2 | ( y2
6 ) 6

centrada en (5/6,0) y de semiejes 5/6 y 5/2/6.
En la zona donde intersecan ambos campos aparece una linea

de dispersidn de ecuacidn implicita

J1 = Jz,
que separa la zona donde el segundo jugador escoge v = 1 de
‘ *
la zona donde elige v = - 1. Na turalmente, opta por el mando
con el que tarda mZ3s en llegar al blanco.
La linea de dispersidn corta al blanco emn s =.0, donde

no incide ninguna trayectoria optimal. Corta ademds a la barrera
de la derecha en un punto de ordenada =£1.5732; no pasa, pues,
bor el punto de interseccidn de las barreras.

Todas las elipses anteriores tienen excentricidad /E,
ﬁor lo que pueden dibujarse como circunferencias haciendo unv
cambio.de escala en el eje vertical. Se obtiene asi el siguien-

te esquema del campo optimal de trayectorias
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2. Juégo perturbado.

Perturbamos el anterior juego transformindolo -en

el siguiente:
y

X = = == - y,Cc0s8 V - 2.€.X.8en V u € [;1,1]
2

& x +u + 2.x.co8 VvV - €.y.sen v ' v € [;H,HJ

Espacio de juego: y > 0

Blanco: y <‘0

‘1
~Criterio: J = dt
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a) Parte Gitil.

min max v'FE £ 0 = min max (x + u + 2.x.cos v - €.y.sen v) &
u v u v :
1
g hind l \< X \(-—‘ .
3

Se intentan construir barreras naturales sobre los bordes

de la parte dtil.

b) Barrera natural.

La condicidn
min max v'F_ = 0
“w v €

es en este caso

yV
X . 2 - 2
- + VvV x - |v +/2\)x—\) + (2v x + vy)T =0
; v ‘yl (y ) (2v_ 7 ,
siendo:
* .
u = - sgn Vv
% P * - Eq
cos v = H sen v = > ’
2 2
p2 + €2q2 p *t &q
con

p = Zvyx - ny

q 2vxx +'vyy.

El sistema diferencial que define la barrera que se apoya en

1
(——,0) es:
3
2
. 2pv_ + 2e7qv
v = - v = = X v (t;) =0
x y /S 2 22
’ p + € g
v - v +92~v
. _ x_ XP q -1

_vy(tl)

\Y
y -
2 Jf;2 + £2q2
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. y Py —'2€2qx 1
X = - - x(tl)-—..__—
2. 2 2 2 3
p *+ €gq
2px + Ezqy
y = x -1+ y(t)) = 0,

/p2 + €2q2 .
que tiende a la barrera no perturbada por el teorema de la de-~

pendencia de las soluciones. El siguiente razonamiento muestra

la existencia de barreras no naturales.

¢) Barreras no naturales.

Un andlisis andlogo al realizado en el caso del juego no
perturbado evidencia la existencia de barreras no naturales

en los juegos perturbados. Como

y
X - = 1 fy.cos v + 2.€.Xx.8en v
—4 2 —
y x + u - 2.x.cos8 v + €E,y.sen v

en las proximidades de (-1,0) se tendrda el siguiente esquema
de los dominios de maniobrabilidad:
a) Si x % -1

y > 0,

Ninguna de las cuatro posibles trayectorias semipermeables
consigue la doble condicidn
x>0

y ¢ O.
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b) Si x ) -1

y » 0,

XQ

Hemos punteado la trayectoria semipermeable que mejor consigue
x <0
y ¢ 0.

Los valores de los mandos sobre ella son

* - -
y un valor de v de cdlculo laborioso que vamos a describir.
. * . .
Se trata del valor de v correspondiente al punto de tangencia

de la elipse

X = y.cos v + 2.g.xXx.sen v
y = - 2.Xx.cos V + €.y.sen v
y :
con la tangente a ella trazada por el punto (- — , x - 1).
. . oy,

Cuando el punto en que se calculan Py Q es (-1,0),
los dominios adoptan la posicidn de la figura, y los
ﬁk&' dos extremos del vector trayectoria se confunden. En
t{w_ﬂ' los instantes anteriores el vector es cgsi verticalg
por continuidad, pues, v es horizontal como en el jﬁé;-
g0 no ﬁerturbado.A |
Puede comprobarse ademids que

*

cos v — -1 ) g€ —»0,

por lo que las barreras tienden a las correspondientes barreras

no perturbadas.
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c) Trayectorias optimales.

Llamando
r. = ZAyx - Axy
Z=

ZAxx + Ayy,

se tiene que

1
* 2 2
H =1 - —) vy + A x = lx ' + pz + €7 = Q,
2 X y y
siendo:
* . A
u = - sgn
g y .
% r % - €2
cos v = 3 sen v = .

Y r2 + 8222 r2 + ezz2

Las ecuaciones de Euler-Lagrange scn:

2rA + ZSZZA '
y X

A, = - AL - - A(t) =8
b 4 y // 3 53 x 1
r + € z
2 : .
. A - rh + £7z) 1
A _= X X y }\-(tl) = L
y 2 S 2, 22 M 1= s - 2|s]
. y ry - 2€2zx )
%x = - - x(tl) = g
2 r2 + €222
2rx + Ezzy '
y o= x - 1 + = y(e) =0
\ .r2 + e222
Se tiene que para t =.t1,

2s

1 - s - 2‘5\
Esta expresidn es no nula si s # 0; por tanto, las trayectorias

perturbadas incidentes en puntos del blanco distintos del origen



convergen a las correspondientes trayectorias no perturbadas.
Por su parte, pude comprobarse que con las notaciones
del Teorema 2,

G(s) = 0

de modo que no se puede garantizar la convergencia de la tra-

yectoria incidente en s = 0. De hecho ya se sabia que no hay
trayectoria optimal no perturbada en s = 0.
Las trayectorias inciden en el blanco con pendiente ver

cal y no hay capa limite.

~-137-
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ANEXO

Incorporamos como anexo distintos modelos fisi-
. - - ) - .
cos cuyas dinamicas corresponden a algunos de los ejémplos que
hemos desarrollado. La interpretacidn de los resultados obte-
nidos en el sistema de referencia utilizado indica como se rea-

liza el movimiento en cada caso.

1. Ejemplo 1.

Supongamos ﬁn juego de ﬁersecuciéh en el plano.
El fugitivo, F, huYe-en una ciérta direcéién y puede controlar
el mbédulo de suvelocidad sobre ella hasta un valor miximo 1
y el sentido de la misma. El perseguidor, P, corre en otra di-
reccidn que forma con la anterior un dngulo de 45%, y puede
variar el mddulo de sﬁ velocidad sobre ella hasta un valor ma-
ximo igual a VE por la distancia de P a la recta por la que
corre F y el sentido de la misma velocidad. E1 juego acaba

cuando la distancia de P a la recta por la que huye F es me-

.

nor que 1,

Con un sistema de referencia ligado a P que ten-

/i
4 i ga el eje 0X en la direccidn de

»n

7

{
! //// ‘ la recta por la que se mueve F y

3
] . . .
S la parte positiva del eje OY cor-

tando a dicha recta, & designando-
(x,vy) las coordenadas de F, serd la velocidad de F (0,v),
mientras que el sistema de referencia se mueve paralelamente

a s1 mismo con una velocidad (- yu, - yu). Por tanto, seri:

x yu + v

yo=oyu .
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En el juego perturbado, F se mueve en el plano y
elige instantineamente su velocidad. La componente de la misma
en la direccidén de la recta anterior tienme un mdédulo compren-
dido entre 0 y 1, :que se tomard como cos v; la componente en
la direccidn normal seri £.sén v. P sigueven las mismas condi-

ciones y el juego se acaba como en el caso anterior.

2. EjemPlOYZ.

Se conéidera un juego de persecuciGn en el plano.
“‘entre dos jugadores P y'F.

El perseguidor, P, .se mueve en una recta, r, con
una velocidad de mddulo méximo b que puede controlar instantd-
neamente en mddulo y sentido. P buede ver en la direccidn nor-
mal a r hacia uno de sus lados.

El fugitivo, F, se mueve por todo el piano. Con~-
_tfola la direccidn de su velocidad de mddulo constante‘w (b > w)
y se ve arrastrado en la direccidn normal a r hacia el lado
por el que ve P. El mddulo de esta velocidad de arrastreqes
una unidad mayor que la distancia entre P y la proyeccidn de

F sobre r.

El juego acaba cuando F estid en el punto de mira

de P.
Se toma un sistema de referencia 1igado a P, con
;w o 1 - el eje OY en la direccidn de r y el sen-
' é;%& ‘ tido positivo del eje 0X el de la visual;

el semiplano y D> 0 es aquél en que se

encuentra F.

A— s il et ot

v S

Sean (x,y) las coordenadas de F. La ve-

locidad de F serd (y + 1 + w.sen u, w.cos u) mientras que la
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del sistema de referencia moviéndose paralelamente a si mismo

serd (0,bv).Con respecto a este sistema, la dinidmica es

X y + 1 + w.sen u

.
y w.cos u - bv,

En el juego pefturbado,\P se mueve en el plano
y elige su velocidad en cada instante. La componenté de la mis-
ma en la direccidn de la recta anterior tienme un mddulo com-
prendido entre 0 y b, 1onéitud que se tomari como b.cos v;

en la direccidn normal y sentido opuesto al de la visual, la

‘componente es f.b.sen v

3. Ejemplo 3.

Se considera un juego de persecucidn en el plano
entre dos jugadores P y F. P se mueve por todo el plano con una
velocidad de mddulo 1 <cuya direccidn controla instanfiﬁeamente.
'F se mueve en una recta controlando en cada instante el sentido
de su velocidad y su mddulo, con un valor miximo igual a 1la
distancia de P a la recta sobre la que se mueve‘F. ;

El juego se acaba cuando F és la proyeccidn orto-

gonal de P sobre r.

Se toma un sistema de referencia ligado a P, con

el eje OY en la direccidn de r y como se- -
| x ¥ . : - -
4 miplano y > 0 aquél en que se encuentra.
: w .
/A F. Si se toman (x,y) las coordenadas de
F, su velocidad sera (0,xv). A su vez,
Y i i
el sistema de referencia se mueve parale-
lamente a si mismo con una velocidad (- sen u, - cos u).

Con respecto a este sistema, la dindmica es
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e
]

sen u -

cos u + xv.

e
]

En el juego perturbado, F se mueve en el plano
y elige su velocidad en cada instante. La coﬁponente de 1la
misma en la direccidn de la recta anterior tieme un mddulo »
comprendido entre 0 y la distancia de P a la recta donde se

movia F; se toma esta componente como x.cos v; en la direccidn

normal, la componente serda ¢£.x.sen V.

4. Ejemplo 4.

Se considera el siguiente juego de persecucidn
en el plano. El1 perseguidor, P, se mueVe a una velocidad fija
V con su radio de curvatura acotado por una cantidad dada R;
gobiepna>el movimiento seleccionando el valor de la curvatura
en cada instante.rEl fugitivo,ﬂF,'se mueve con un moﬁimiento
sencillo, esto es, su velocidad w estd fijada y controla el
movimiento escogiendo en cada instante la direccidn de su mar-
cha. La captura ocurre cuando la distancia PF es menor que
una cantidad dada 1. E1 perseguidor es nis rapido: V > w.

Usaremos un sistema de referencia ligado al per-

] seguidor P, y cuyo eje OY tome siempre

Lod W,
&« X ﬂé}‘ﬁ la direccidn del vector velocidad de .
n Y P. Llamaremos x = (xX,y) las coordenadas
\ i |
4 ~ & de F en este sistema de referencia. Como
& : : :
AN ! .
; M\\ i se ve en la figura, P escoge su centro
i
. { FT
T Cig‘ﬁ de curvatura en el punto :C = (R/u,0),

y sea d la distancia CF.

La rotacidén de P alrededor de C es equivalente a
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la rotacidn de x alrededor de C en la direccibén opuesta con la
misma velocidad angular. Asi x se mueve con una velocidad

V.u.d

R
en direccidn perpendicular a CF. Las componentes de la veloéi—
dad se obtienen multipiicando'la velocidad por>el vector unita-
rio en la direccidn deseada, qﬁe es
y x - R/u

(_ > )-
d -’ d

Asi, las ecuaciones de la dindmica son

\Y
X = - —yu + w.sen v
R
. v
y = —=xu - V + w.cos v.
R

El caso que hemos desarrollado ha sido para V = R.
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