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Preawbulo

No pretendemos ni con mucho,dada la enorme avundancia de temas sobre
la materia,dar una exposicion datallada - como es costumbre - sobre el ori-
gen y presentacion de las EDO (ecuaciones diferenciales ordinarias),asi cocmo
de los métodos de resolucion de las mismas.

La simple lectura de la biblicgrafia especi{fica,bastaria para
confirmar tal imposibilidad.Por otra parte, es un hecho conocido,que han sido
las exigencias de la Técnica,al encontrarse como punto final de sus problemas
con una ecuacion diferencial,las que han motivado la creacion y desarrollo
ael calculo numérico actual.

Tenemos,pues, en las £D0O, una rama relativamente moderna de
las mateméticas,que nace por obra y arte de Newton y Leibnitzjcon la familia
sernoulll y tuler, alcanza su mayoria de edad, y es plenamente justificada
con la llamada aritmetizaéion del Anélisis,empresa reservada al s, XIX y lle-
vada a cabo por Cauchy,Abel,Jacobi,Weiefstrass,etc.

Comprobada,en lo gue respecta a las EDO,la imposibilidad de
encontrar Siempre una splucion de las llamadas exactas, y siendo exigencia
inaplazable'de la Técnica,su célculo aproximado,aparece el cdlculo numerico
de las mismasjen un princip;obtimidamente,convno poco recelo por parte de los
- matemiticos puros, y sin mas auxilio gque algunas tavlas y calculadores eloectro-
megcanicas,adobadas con un estgdio ad‘hoc , de la teoria de errores.

f Bien prontd,adquiere su madurez,gracias a la ayuda suministrac
por el calculo de diferencias finitas y bperadores similares,sobresaliendo las
ooras de Whittaker—Robinsoﬁ,Miine—Thomsen,Jordan,Hildebrand,»etc ¥y los llamadc
wétodos de Milne-poulton y Basfnort-Adams.

Con la aparicion d por lo menos,con la facilidad de accéso
a ;as computadoras electrénicas,nebho que tiéne lugar a partir de la segunda

mitad de este siglo,se inicia una segunda epoca en los métodos del calculo

numerico.
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Con estos instrumentos,pautizados por Simmons,como tontos que dan mas de los
que tienen,se modifica totalmente las formas de atague a las EDO.

Ya no es obstaculo,el gran numero de operaciones aritmeticas por
realizar,fni en general,ei nu@éro de cifras de los operandos. Aparecen y estan
especialmente indi¢ados,los algoritmos iterativos, y pieréen puntos por tanto,
las famosas diferencias Iinitas, tan tratadas hasta entonces,asi como los
wétodos de relajacion,cuya vida efiuera,nay gue explicarla en el caracter per-
sdhal de tales metodos ,que los hacen dificilmente programables,

Por su facil programacion,sigue siendo el Runge-Kutta con sus
aistintas variantes,el wetodo de mas aceptacion,tanto para la obtencion ds
velcres iniciales cowo para la continuacion de los mismos.

Finalmente,toman auge los algoritmos de uno y varios pasos,de

tipo lineal,de la forma

< K
5Z:°A°/J‘ j"‘tj = 44‘ Jg::o /BJ “*J‘ J’:O’ K20 h Xh: 4+L\Ll

}k = }(xn, 4u)

y dentro de estos,los del tipo predictor-corrector: rsilne-Moulton,Hamuing,
ralston, wilf, etc,dirigiendose los esifuerzos actuales, al estudio de los
a;versos tipos de error: truncamiento (local y global),redondeo,destacandose
especialumente los trabajos de Collatz,Henrici,wilkinson, etc, y en particular
los problemas suscitados por el concepto de estabilidad.

Con este prebdmbulo, a vuelo de péjaro,veamos ahora el objets
de este trabajo.

Como>se sabe,paré la resolucion de una EDO, con un solo paso,
existén tres metodos fundamentales:;desarrollo en serie de Tay;or;aproximacione
sucesivas de Picard y el Runge-Kuttajaparte,los pocos susceptibles de progra-
macion,éomo el Kaplighin,Newton-Kantorovich, th.

Todos ellos,buscan la aproximacion a la solucion exacta,unilateralmente y 1li-
nealmente en h,lo gue obliga a pagar por ia presunta facilidad suministrada
por la linealidad susodicna,una tuerte prenda a cargo de la complicacion

encontrada en las formulas de los distintos errores.
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En consecuencia,tras unos antecedentes obligados,en los gue hacemos una répid
panorémica de los‘conceptos y métodos prediciores-correctores, hoy asas en
boga,pasamos é la primera parte,en la que propugnawos un algoritmo original,
QuUexE no éé linealen h,ni ée é;}oxima unilateraluwente a la solucion exacta,sin
que proporciona dos valores: y (super),y (sub),tales que acotan al valor
exacto.

De esta manera,huelgan las complicaciones inherentes a la
écotacion de errores,segun los métodos clésicosjvease,por ejemplo a dicho

erecto, la formula (z1) de Henrici,'del error global de truncamiento

Lo ] € TR A k(%m0 b 6 W] exp (O~ ) L 7 B]

en la qgue aparte de su complicado calculo,se tropieza con la determinacion
de numerosas constantes.

En el apartado D,hacemos un analisis del método,couprobando
cumple las coﬁdiciOHes exigibles, en cuanto a consistencia,estabilidad y
convergencia. \

Por otra parte,como la determinacion de los super y subvalores,
resukta de la resolucion de dos ecuacicnes algebraicas,en general COmplicédas
se hace imprescindible el uso de un ordenador.

La resolucion practica de estas ecuaciones,asi como los distinto
aiagramas de flujo utilizados, aparecen en las secciones F y G,plasmandose
tocag ello, en la Subrﬁtina EDO.

Tambien es conocido el hecho,de que el defecto principal de los
desarrollos Tayloriancs - y nuestro algoritmo es consecuencia de la formula
de Euler-MacLaurin -es la gparotosa complejidad de las derivadas sucesivas,
en cbanto el orden dé las mismas se sleva un poco,llegando a hacerse enseguid
impracticable,

Para compensar este inconveniente,en E hemos de;arrollado, una
rutina original,dencwinada DERIVA;capaz de proporcionar las derivadas sucesi-

vas de ,
’ o
y’= f(x,y)
sin mas entrada,que las derivadas parciales:

I’
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evidentemente mucho mas faciles de calcular que las detivadas totales: y’,y7,..

La correcc;on dg dicna rutina DERIVA,queda comprobada con la
gjecucion de un sencillo ejemplé.

k1 H,tratamos de acotar mas finamente el valor exactojpara ello
en lugar de los valores iuniclales de cero y uno,tomados por el parametro 9 s
colnseguimos otros dos mas proximos entre si,que acotan mas e strechamente = la
solucion exacta.Tambien neimos programado una rutina TETSI , encargada de eblo.

¥ n la segunda parte,se procede a la inmediata prolongaciocn
de soluciones, medlante la reiteracion de este algoritmo,gque podemos llamar
de error mhximo., Al miswo tiempo damos cuenta del comportamiento irregular de
algunas ecuaciones y de su correccion,junto con un estudio exhaustivo de las
situaciones gue pueden presentarse en la formulacion de los errores.

mn el apartado 5, sepialamos otro algoritmo,incluido en la cate-
goria de los multipasos,que puede diversificarse de infinitas maneras;en nuestr
caso,nemos elegido la mas sencilla,gque llamamos® diente de sierra,debido a gue
los puntos solucioneé ¥ e y sdescriben un perfil ondulante,que periocdicammete
wejora la aproxiwmacion a la solucion exacta.

“n resumen,presentamos como resultado final,tres rutinas: EDOQ,
TgTSI y DERIVA ,que enmarcadas en un programa principal,proporcionan una solue
cion aproximada del problema en cuestion,tanto en lo referente a la obtencion
ae valores iniciales,para prolongarse con otros metodos,como a la prolongacion
con el mismo,
Como aplicacion de estos distintos algoritmos,en la parte teréera

hemos seleccionado aigunms ejemplos - diecisiete en total -~tomados de los au-
torésvmas conocidos,resueltos algunos con todo detalle,por este metodo,asi

como por el Runge-Kutta,y en los gue como puede couprobarse la mejoria es

evidente. Sirvan de muestira,los siguientes:

v=y - (¢x/y) vio} =1 h=o0.1 Solucion exacta: y = V1+2x
yio.1l) = 1.095 445 638 v{o.1) = 1.095 444 773

. . . ~, -7
rnedia aritmetica: y{o.1) = 1.095 445 205 ~ lel <« 4.32 (lo ')

Valor exacto: X%(o.l) = 1.095 445 115 _?
Runge-Kuttas y(o.1) = 1.095 445 5351 tel ¢ 1.4 (lo Lotkin



Utilizando la rutina TETSI,estox es acotando el parametro B,resulta:
y(0.1) = 1.095 445 124 ylo.1) = 1.095 445 098 y(0.1) = 1.095 445 111

con un error absoluto, dado.por..
fel « 1.3(10-8)
que muestra la ganancia conseguida,feSpecto del error dado por la formula de
Lotkin,dado apteriormente.
dggundo ejemplo:
y'=x+y y(o) = o h = 0.1 Solucion exacta: y = e° -x -1
La rutina BDO,proporcicna:
Z(o.l) = 0.005 170 917 525 F(o.1) = 0.005 170 918 860
—lo)

con un valor medio: l}(o.l) = 0.005 170 918 091 y tlef < 3-7(10_

£1 valor exacto, es

y(0.1) = 0.005 170 918 075
y el proporcionado por el Kunge-Kutta:

y{o.1) = 0.005 170 833 333 con le) < 1.019(10_7)
lambien, la  ganancia es opvia.
51 utilizawos la rutina Tei3I,

¥{0.1) = 0.005 170 918 075 Z(o.l) = 0.005 170 918 075
coincidentes ambos valores con la solucion exacta,hasta ese orden decimal.
Finalmente,sea el ejemplo n? 15;
yi= 4xj% vy(o) =1 h=o0.1 solucion exacta: y = (1 + x)2

Como a partif de la quinta,todas las derivadas son nulas;tenemos un ejemplo,en
que tan solo utilizando la>derivada segunda,se resuelve exactamente la EDQC,
kn efecto,dicha rutina ptoporciona:
?(o,l) = y(o0.1) = F(0:1) =1.020 099 999 | y (0.1) = 1.020 loo ooo
1 Runge-Kutta,dé |

{éo.l) = 1.020 099 916 . con kel < 4.05(10—3)L

Bien me 8é, que aun queda wucho por desollarj;como por ejemplo

ia aplicacion a los sistemas»de ecuaciones diferenciales;o la consideracion de
un paso h ,variable, en el que coincidan los sﬁper y subvalores; o tambien 1a

eleccion de dichos valores sobre la normal a la curva integraljcuestiones no

tratadas pér no tenerlas resueltas. &n cambio,en el apartado I (1% parte),sefia—

lawos dos acotaciones unilaterales del parametro @ sevidentemente de factura
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vi
was complicada que el metodo primitivo,pero que @muy pbien podria en ocasiones
wajorar elguna de las cotas anteriores del parametro E .
pomo elewmento de travbajo,nemos dispuesto de una modesta minicouputa-

dora electronica {Compucorp Scientist),que wuestra el partido que puede sacar-

gel

sele,asi cowo de la IBM loco,del centro de cdlculo de la Facultad de Veterina-
ria de Cordoba,a cuyo Director Dr Jordano Barea,muestro desde estas lineas mi
gratitud y admiracion por sus ensefinzas ,y paciencia con que ha llevado =i
adiestramiento en su programacion. Igualmente agradezco, a il querido amigo
Dr Castro Brzcezicki, su valiosa ayuda ,desde la eleccion del tema,hasta la

busqueda bioliografica y orientacion dentro de este anmarariado mundo de las
5DO.

Jaen agosto 73.



ANTuCuDENTES 0OBL1GADOS

Antes de comenzar el oojeto de nuestro estudio,parece cénveniente, a los
efectos de las opértunas couwprobaciones,efectuar una rédpida pasada,sobre los
wérodos mateméticos actuales,que con mayor éxito se estan utilizando en la
resolucioﬂ numerica de laé ﬁﬁbz

1. Problema de Cauchy.
) Consiste como es sabido,en la resolucion numerica de la

ecuacion diferencial

dy/dx = £(x,y) con y(x ) =y, (1)
a cuyo efecto,el siguiente tecrema de existencia de Picard - tomado de 1., Esgc

garantiza la existencia y unicidad de su solucion.

leorema. 51 en la ecuacion

dy/dx = f(x,y)
la funcion f{x,y) es continua en el rectangulo D:
- a% x% x - b% y#¥
Xo a4 x%« xo+ a yo b y yo+ b

y satisface en D ,la condicion de Lipscnitz:

(i"(x,yk) - f(X,y‘_ )\l:( L{.Y,'— Y;\

aonde L es una constante,entonces gxiste una solucion unica y = y(x) , de
la ecuacion (1), con

X - H® x%€ x + H
o] 0
tal,que satisface la condicion

y{x) =7y,

donde
H ¢ uwin (a,b/M ,1/L)

M = max }f(x,y)l en D.

-

2. Metodos de pasos multiples.

ﬁnfre los numerosos méiodos existentes para la
reéciucion numerica de {l);este metodo de los pasos multiples,nacido al amparc
de las couwputadoras,es con mucno el mds utilizado actualmente. En esencia tra!
ae sustituir‘la (l},?or una ecuacion en diferencias tinitas,lo suficientemente
aproximada que cumplsa adewas las condiciones iniciales,lo gque implica a su Ve
los conceptos de consistencia y estabilidad,para llenar la correspondiente de-

iinicion de convergencia,

Se llaman tambien esquemas,y los mas usuales son los

lineales de k pasos,representados siguiendo a Henrici,por
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simpolicamente,este metodo puede escribirse, siguiendo a Vitasek

b - , —.! :
'?(.C)j“ ~m€£‘)§h (3)

donde & , es como se sabe,el operader +traslacion ( BYa = Yuss ) sy P ¥

9

son polinomics definidos por

Tales ecuaciones,necesitan por tento,de k valores iniciales o de
3 i< *
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égo) 81)"" 3’,{-!}
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a priori

Jonseguides estos valores,dentro de la tolerancia de error agdmi-
tida,aparece la resolucicn de la ecuacion en diferencias finitas, de k-orden con

coefic ientes constantes

%/u“f}{'}.g/ﬂj.g-"{'—" {’K’jn:% (5)

donde las f ;ojEa . R

son con tan es independientes de n, ¥ Y} 0,

1t
<

3.BCUACIONES EWN DIFRRENCIAS FINITAS.
La solucion o integral general de la ecueiocn

(5),viene daaz por (V. por ej. Levy and Lessman)

gl ANk ()



dobde las d son constantss arpitrarias, y las r

N ,las raices de la ecuacion

t

(7)
supuestas simples.

Y

: dada por
)s P

[
e}
<
-
©

t]
[e3
@
[
iy

—

U

, €5 una solucion parti

ke e/zy

En el caso de ia existencia de raices amultiples de (7) de orden m,

las m raices correspondientes,serian sustituidas gor el termino

, " N
L(;(\S-{N&(Ls“_*— XQSM{,%-‘O’{" 'f'dfws\’\(,\’\"ﬂ"' (,M"M'\'l\—&'\r‘: (G)
4, m3qUumis BAPLICITOS B IMPLICITOS.
3i en (z),se tiene /i =0 , el metodo se dice
explicito, e implicito en el ceso contrario, ﬁK~#lg

#n este ultiuo caso, (2) se conviertev en una ecuacic

algepraica de la forma

Yo = Al g0 +3 (9)

gue al no ser lineal,d igual que su howologa diferencial,se resuelve utilizando
uno cualguiera de los metvodcs de iteracionjen particular en este caso viene impues

to por la forma de (Y),la siguiente

i+ £ '
jn.« = L\/QJ &(ka,gwk) + 4 (1o)

L4 )
Jie = Tt~ 1 or ejeaplo.
L p p

para cuya ccnvergencié y unicidad,el teorema del punto fijo ( V. Conte and Carl‘y
Henfici),establece la oéndicion.de
| Wt/ LBl - (11)
siendo L ,la ccnstante de Lipschitz de f respecto de y.
5. CONVERGENCIA.
La soluciocn ae lakacuacion en duferencias finitas (8),hemos dicho
se touwsa ceouo solucibn aproxiwvada de la 8DO (1),lo que exige la siguiente definicix

ae convergencia del esquema {(2), tcwmada de Henrici/
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befinicion., #1 metod
,8i para todas lasfénciones f(x,v) ,cumplidoras de las condiciones del tecrema I

se verifica

lim y = y{x& N
horo w (12)
mh = Xt

siendo y{xw ) la solucion de (1), y esto para todo

g la§)

ara todas las scluciones d
" 2

o

laecuacion en diferencias finitas (8),cuyos
valores iniciales iy

Y = 2

4,27 W
satisfagan

/; -
””‘ﬁy,ﬁa)" Jo W=o0, 1, . - R

>0
6.0bEN DE UN sSQUEMA.
La formula (2),se dice es de orden p > o,si se cumplen las

siguientes condiciones;

J;" .
4=y f
j=e 47
L (13)
K K "
Zj'{\&d//g! .:JZDJ /J‘/[ﬁ—'f).
jﬁQ -

obtenidas igualando a cero,los coeficientes 03 de las potencias de h,en el

desarrollo Tayloriano del operador

© .

| , 3 L »

S Eu;h) = 2[4 %Wﬁ})_./m (e jh] (14)
3 3‘_0

asociado al esquenma (2),donde las y(x) son funciones aroitrarias,continuas y dife.

renciavles en [a,b] .

X (g0 4)

i



7.CONSISTENCIA.

. >
tiene un orden p > 1.

W 3

£1 mstcdo (2),se dice

i

4
)

JRER—. + :
Gﬂb;buﬁnu@,sl

De otra menera ,si se verifica simultaneamente

K \ K < )
ZO(J':O _Z.j‘{g:;l/,( (16)
‘5;0 : -~ J:c
egscrito tambien
P =0 Py = O

Pueae demest.arse,que la consistencia es necesaria para la convergencia del esque-
wa (V. J.M.Ortgea).

B.u3lABILIDAD -D.

. vefinicion. Bl metcdo («) se dice estable segun Dahlquist, o tam!

cero-estable (Lambert),si el llawado primer polincmio caracteristico del esquema

e
[DLY):ZO(J YJ (17)

no tiene ninguna raiz fuera del circulo unidad,y si tiene alguna de modulo l,esta
raiz es simple.

Teorema fundamental de Dahlguist. La condicion necesaria y suficiente para que un
metodo lineal de pascs multiples sea convergente,es que sea consistente y estable
segun D.

Bn su consecuencia,solo se frataran con uwetodos consistentes y cero-estao.

0

ble del mayor orden. Para este opbjetivo,se tienen los siguientes teort

et

y a ser pos
was (Henrici).
Y.ConsECUENCIAS.
Ningun k-zetodo liheal, gstaole~D puede tener un orden mayor que
k + 1 81k es impar; o mayor que k+2 g cuaﬁdo'k sea par.
Si el orden ¢s k+2 , el metodo 8 dice optimo y segun la forma del
"

primer polinomio caracteristico,asi reciven distintos nomores,las EDO asociadas.

De esta manera,cuando

p(s)=g-5""



el metodo se llama de Llamsjcon las variantes,
~
Adazs-Bashforth si tiene forma explicita,

[ 42}

e

el metodo se llama de N

yatx
otra.

10. ohdOR LOCAL Di TRURCAMIENTO.
vefinicion.se llama error local de truncamien

aproximar el valor

s

Adams-Moulton si es implicita, ¥

on para la forma explicita, y de Milns-3impson para la

to del esquema (2) en x. , al errcr

cczetido al exacto y(xX.) ,por el valor aproximado y, proporcio-
naco por el ssquens (2}, siempre que no nayan sido considerados errores previos
de truncamiento. £s decir gue se tenga
3= 905
'\-&\\

para J= 041,250+ k=1

e llega para el mismo, & la siguiente expresion (V. Lambert)

. :
. i L‘j(xvy)/ /él)
~ —_— 4 —
Euew = J Xk ) ™ Fork = A (18)
// ﬁffxmxipuk)
1=/ 3

?)wk. € [jmk J‘X““‘)}
coincidente con ;f [ %5x“); QJ si la rormula {z) es explicita.
oe tiene envesta caso

ptl oy /,pn
, - ) -1 " L | )
Cuik= j(xw.k.\) jv.u;" %(3('{")) ”"] = “pel A j [!m"" 0{,0 ( 19)
11, COTA DEL ZREOR LOCAL DE TRUNCAMIENTO.
Una cota del crror anierior,sce cncuanira en la siguiente,cuya obitencion puede

verse,bien en Ralstcn,o Henrici,Lamtcert, ctc

; ¢ it )
\g[“i;éu")/,’ R_H < tq {;\(
donde
T=uax | TN e[ d]

(20) .



es la llamada funciocn

i
_ LV 6eeslds = ¢,
G =7 4
fe .
=5 ¢
con (J'$}+ =
0 It
1z, siiOR GLOBAL D& TRUNCAHIEZNTO.
Suprigicndo la ccndicion previa, de la no
y redopdeo en el paso de un punto al si
niento

Ew:j(){w)‘“j“

una cota cel cual,tras complicado aparato

la hipotesis de | h B, o) [ L <

—

~

de influencia cel ameiodo,

A
ient

(o= 77 {x,\fwch\m RN

dada por

i
= oo S
UL TSROV AN
J=e
>
£ S

existencia de errores de truncameinte

rror global de trunca-

matematico,viene dada por Henrici, con

en la forma siguiente

(

1)

}ﬁ*pfr*LB(Xn-“ﬁ

donde
k K
A = z.idji ) :'i.lﬁyf ) /(1"’°dk/k)L
5:0 J:u
r' :wp}g@‘ '!/[&K-?O(MZ;*-.,f_O(D‘Z)K); %/o""g/.Z'*Y»z;
{=0,1, ..
T pERI wmﬂ ela, 4]
c={lewles = amenfy 0] xela

; = Sinlz vid = {4 n)
o (n) NAART )7}64)4 C}(,A*/bv )

/!,L:OlfI, o= A,

Bn ella se aprecila,el termino A.S&, , TEPT
partida, independients de

Lo gue su aplicacion es «=&

us

Lf"'

j (X

‘ 285 wuy aleatoris

sentante del error de

renresentante de los

cotas son nuy generosas,por

rticular la eotacion de
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Al opJjeto de ahorrar tiempo de maquina,se procura que el nuasero de iteraciones sec
. . o 0]
winjiuwo,para lo cual es conveniente, la mayor sexguridad en los valores S\ﬂ

de partida.

wsta estimacion, se hace utilizando una formula explicita,llamada

predictora,reservandose el noaubre de correctora a la implicita.

kn esta situacion,pueden seguirse dos caminos;uno, empleando las

iteraciones hasta que la diferencia entre dos valores consecutivos

tif'J CSJ

<t

Y

siendo ¢ la tolerancia prefijada,generalmente del orden del redondeo local, Q
elegir h ,de manera que n permanezéa dentro de su intervalo de absoluta o reiativ
estabilidad de la correctora.

E1l segundo camino,fijarde antemano el numro de iteraciones que han
ae emplearse en la formula correctora,para realizar cada paso.
17. DLus3CRIPCION D LOS PC.

kstos me£odos,siguiendo la notacion pr opuesta por Hull

and Creemer,sg representan cowo sigue:

P inaica la aplicacion por una sola vez de la formula predictora.

c 1 correctora .

"\ I\ [y "

£ indica la evaluacion de f(x,y) a partir de valores conocidos de sus argumentos

con lo que la notacion PEC, por ej. representas

Calculo de 300 a partir de la predictora (P),
mek 45}
1) F iy
Calculo de )I¥9 }()( ‘_K) ij (£)
'm,h-
Calculo de j‘*w mediante la aplicacion de la correctora. (c)

51 anora continuamos las iteraciones,nediante ‘
calculo de é W 2 ?(xu;m 5\;& (£)
! .

e t) ‘ SRR
calculo de jt < mediante la correctora (GC)
. ~ ' S

tendrewos la expresion : }
PECEC o P(£C)2.
sn general apliéapdo m veces la’corrqctora,se notarias
P(EC)" |

con lo que se obtendria

)
j o

wiic




- e

Pbr‘otra parte,debe procurarse'para ambas formulés Py C ,que ambas tengén el
wiswo numero k de pasos.De esta manera,los ametodos P(EC)M son descritos formalmente

cowo siguen,reservandose la notacimn con asterisco,para la P.
T k-t [u—t‘] ,

K“*Zdix [wj' QZ\Z /J g/m-j

MJ‘

P2 F (X jwk)

rwb— ¢
¢291,. w-
K [5' ! [w-1 A
[5=0 {w]
RPN W JZ At

No es corriente utilizar metodos con m > 2.
18. BRROR LOCAL DE TRUNCAMIBNTO.MBFodo de MILNE.
Milne ha encontrado para el error local de truncamiento,de los

wetodos PC,ia formula

¢ LP" (et Cﬂ” [ R ‘j (o) }
rHe. ‘j (X“)~ ~¥ _r ju-@k B mele
"}\-H \"p" ;

la gque na sido utilizada por Hamming,como formula modificadora,reemplazando el

valor dado por la correctora [

3\«1-" ke

§

por la modificadora

A twd ) C{.H ] £5) \
K. = + “* ' ji\_flf - Mmoo J
M ) k*k Cp*["clq-ﬂ

g esta manera ,el metodo Hamming - V. Ralston -constaria de

los siguientes pasos: - g

Prea10§or§: jfﬂ = jw% +~?; ‘¥ﬁ“ j@y 5K1], ’
moditicadora: _ 112 s . |

'\/V\‘usH —Ad' (’X‘u-&!) "Mw;f) '

Correctdfa: Cuee = "ﬁ; qj s “"34‘(“’" *’“2'_'] - 5“")]

Valor -final: jh*‘:: fn+f7+1§] (7%+,— Cued)




PRIMERA PARTE

Obtencion formulas fyndamentales

A. Formulas tipo kwuler,

Sea la EDO
y': f(X’y) (l)
con y(xo) =, (2)

donde f(x,y) real,detfinida y continua,cumple las condiciones mostradas en

el teorema existencial,esto es

a® x% b c€ y% d

1£(x,5,) - i’&x,yj)l < Lty- vl (3)

Se éabe,que en estas condicidnes existe una sola funcion
yi%X), que satisface a (1) con la condicion (2), en todo el intervalo [a,bl. .

Restringiendo la generalidad de esta solucion,al caso
en gue f(x,y) sea algebraica en y,asi como que y(x) y sus derivadas sucesivas
sean monotonas en dicho intervalo,la,férmula que proponemos con estas hipoiesis
‘es la sumatoria de Eﬁler-MacLaurih,completada con una expresion del resto puest
en }orma explicita resPecto’dei parametro e, y al que por ﬁlti@o se le dan sus
valores extremos,Ccero y uno.

| Para ello,la integracion reiterada por parteé,de la

integral contenida en el segundo miembro de la identidad

y(a+ 8) - yta) = - /2y(a + t)a(n-t) (4)

conduce come es sabido,al desarrcllo de Taylor con el resto integral,esto es



W\
, - n
- 2 e [ il P
R ; . v it s e e (gmwg}
Aplicando esta formula a las aer1vadao Y 35 ... ¥ ) se tiene
Lweed
4t LY o f (l« ¢ (k)
t — " ... \__ —_— g la+t) {+
g e~y =)+ Gyl 2 !
Lt Tt
1 W ow 4 @w ("‘ £ CM*I){:
Foa= gr=h e e e T dRe g d e
- ~— - - s - - - - v .‘“ - - - -
et
(Ina-?) { fu-t) (2tani) Lo (h-¢] 3(;4“:‘&{&
J(m—h)—-j[a): J(m)*wj(“ A !

uultiplicando cada una de las igualdades anteriores ,de indice i de derivacion

g,

2
L.
donde las Bi y80n los correspondientes numeros de Bernoulli:

en el primer miembro,por

B,=1, Blz;-l/z , B2=1/6 » By =0, B4=-1/30 , 35:0, 86:1/42,..
o+l °

Y sumando miembro a miembro,se tiene

Lt
L")
j[‘“é’ U(“) hy'eay +Z(«. Aﬁ)
‘; “L E:-B TP t‘)l L? L{.’ o
dSIE LIS A J‘M'{ o *a-s’v
I K Tk
] LS . !V' .
jm{ SR T P
[ k : . L
Lo ;j B AR Bwé
J (m){ 1l T it T (Zmmtyh 4
o Lim el tm-t
; () el ) B, h(h-t) B . o EN-JI At
+ y ( n=t) T -+ 2»“-«.1’, | me 7

Q

Haciendo ahora uso, de la propiedad que relaciona los polinomios de

Yernoulli con los numeros del mismo nombre,esto es ,utilizando

B(h=3 (2B 6)

-0



asi couo

Bm(l) = B.m(o) =B

se tiens,que todos los corchetes -~ coeficientes de las derivadas sucesivas de ¥y -

son nulos,con lo que .gueda

Tt
Bk
ylavh = gl + A fitash - yea] - L4 't +
b (AN T} 2wt 1
(Lmst) ('L\-HB L\(!A-é} R 4. .. 4 h (h-t) fgu«—lé ,;(ﬁ*
B e T e A et
kiectuando en la integral el caabio
-t = &
la expresion anterior se convierte en
L ,L, Im
‘ B
kL ko Ra ¢ (2wt {2. o
glath) = yta)+ =yl + ylash] - -i:/“‘ et A B RCS el b i
& et : ¥
8, /{\ 2 Lt
LR AR
(Qwan 1] l’.(Zw-'L)'.

Aplicandoc & esta integral, el segundo teorema de la media,dada la mo-

notonia supuesta de la fipotesis, se tiene entonces

ITwm~1
‘j(m-&-(q)_. ‘j(a+ —é—(j(avt—{a -{—‘j(al Z {,\ k A‘j ('a +
f Im 1“‘" 2*-2- .
. (2‘“:4&)) { 2,8,+ bzl PR h 2 Bzw—z§ Az +
{j(@ Dl 1’,(1»4—1). 2l (Im=0)! :
0 .
R . . 2=t o
(2w ' ZZT‘&" L"EL~"‘%‘+...,+ W“"BZM} 2
+J (= JT;T T e 21 (2m-2)!

con B &7 st

Efectdando las integraciones,tendremos

L~

‘wj(ﬁ+“ 3(m)+-ﬁ—[3(a+ﬁ rj(“ E: L Zﬁjéﬂ\+



’ Twe i ' 2 LmeT 3
(Zmtt] (h¥) hihF) 3 h (K3 2 ; .
(UL-@A},{_*—"- o+ N "T”“"Z)I L~
td [2men)! 1l ! 3(Am~1)
Tmed linds ‘ - ?

(onen g [h-003)78, ZMM/M)} . 4» [ (13178, ?7
) ?,a (Lmawt)! N A L ! 5 [2m-¢ﬂ 3! J
Aplicando la propiedad (6), y reordenando s

: tw-t K gu Y 1’814«‘:}(%:;1

g (ash)= () +~[1(«+I« ) +yla)] - Z b A

ACEE wel 3
{dmt) (L) (L‘?) . * 44(4/4 73'/ K . . /{41 (&?) l%q_m-?.)g
[ J St 3 { D ikt - I 1] 1 3 (2wm=2)!
y finalmente,pasando a las f(x,y), se tiene
gm~l (K"J
(

:](‘H'(" j(a + .._[f(u\-el\ j(q—et\))—!—af(’a fj[mJ Z f« {f{«—rlﬂ Y ethl) -~

k=2

: i
( 1&&1 Lt 2 {
{k-()

- 4¢a, ;;/m\}k— — B.. ;:: )y/ s l‘ ‘,5(2?1)7 B + MH/? Bo

. Pkt | 3 (- (2w
. (Zw-l) ?— 87_ 2] /&{[t«\.-é[\ j[‘l-*w) %(ﬂ;‘j[‘”)% (7)

formula en la cual aparece f’ en forma explicita y es valida para m > 1.

Cyando m=l,en el corchete apareceria el termino
B = B, = -1/2
em-1 = 5 T Y
que en este caso,a pesar de ser un numero de Bernoulli impar ,es distinto de cero
Cesa gque no ocurre sim > 1,

Haviendo pues, w=l,c y 3 unicos casos que consideraremos,tendremos u:n

primer’ grupo de formulaé éﬁ las cuaies para mayor sencillez,notaremos
?(4) ,fm% j(m-f’[n : ;/o }[my/a;),’- 4, = lfa
1 SR 3 1
g .= ;(@;—7674—10) o b= LT UT r2E -}
como el siguiente: |

m =1

L ‘
| k 4\3 o h™ 7 #)
':g(wt»ﬁ}: yra) + é[}({) +f[°)]ef—rz-§{aj~/—,:€[f(1) f/o}f ¢ |



—

W

g (ath]= gla)+ é} §U)+§/,}——-—-[j(4 éfq]4—-_ 400) 4 — {f(ﬂ ~+ol ()

| LL / i L\(' ] o
j[a#]): y/(a) + —é——[f(‘) "“f/"?]*,‘“[”(’)“f/")} +{Z9M(1)~/(w] -

V8, y
fin 25 [ = ] (10)

%10

- 91?20

donde facilmente se comprueba,que

p < B o2t
0 8. <A
0 By ¢t
cuando 0 e T et

Considerando el caso @m= z,que serd el mas utilizado por nosotros ,

y particularizando para el parametro gb,los valores cero y uno,obtenemos las dos

ecuaciones siguientes, que detfinen el algoritmo del metodo.

f:“ L
=g, D[ e fra) - =L fl- f/f"f]*;z; £ G

g bl gy - By o 2 gty 09



B. SEGUNDO GRUPO DE FORMULAS .TIPO TAYLOR.
Este grupo se obtiene directamentepor la aplicacion del segundo teore

ma de la media,al resto integral de la formula (5) de Taylor.

Asi,se tiene ' L
: 4
. h’L b (v -(’{L_’) éuf"t ~
'j(&{-tt)t ‘j("‘)'\‘k(j(w‘\'i‘j‘j“(“‘*”' +F‘j(a\+ Lj(di—)s( (13)
o
y considerando la integral
"
h
l) A .
(h-t)"™ o) [ e 0| et e%
R. :X )3(*‘““ 7{7‘“’ “‘”‘“7““‘ S B EPY
1 .\,\' Y ’
con ?:*L\ 7 o< st
dalculando las integrales anterioees
] st .t Yy W! mH? -
(us) “ ( fonsg
gm-&"(k‘_,){ {Jf"‘ ['A——é‘(’l '[]*'j[f‘\‘fﬁ‘ “‘d)
Axk [y u
(wt) { I (st Lust)
b Y (a\ i_(_i___)[j (a+h) =y (a]
\M.u [wi})
se tiene finéimeﬂte
L\L 4 E‘M” (w1
{ —man
j(ﬁ+k)=-j/“)*J‘f(“)+ ETjVa}+-vv + ——-U‘M'7M+l Y (s
Luu Wi (i) ‘ (u “J
’*tj:;(l~d) [@Cu+ﬂ —y (=l J
y en funcion de las f(x,y)
) . L+ " wE el (W (v,
Y ‘. h [{en- e
3 PR ST R S CIEr
ﬁ(&.dﬂ:jf&)ﬂﬁl\ﬁ(")*’ 3;} )+ (w}ff oo J (15)

& Q_:‘i-—"( =

donde el parametro g aparece en forma explicita.
Considerando ahora,como en las formulas tipo Kuler,los valores extremos del parame
conseguimos tambien, dos ecuaciones claves del metodo,que indudablemente son de

factura mas sencilla que las anteriores,pero tambien menos precisas.

son ,pues ' L L (16)
o Yoz, +h i 3 frlr o +M:;)7/(")
(o) - 40

w:.y,f‘«ff?-‘“—[’-f"’?fvv 3""’ Foy %)




C. COTAS DE LA INTEGRAL DE y’= f(x,y)

La EDO (l),proporciaaa al menos teoricamsnte -ya que en la prackica resu:

ta muy enojosgo -~ 1los valores_nume;icos de las derivadas sucesivas de y, en el
punto (a,y{a)),las cuales al ser sustituidas en las formulas tipo Buler o Taylor
obtenidas énteriormente,juntamente con los ,de X,y h ,proporcionan sendas ecmac:
nes algebraicas en elm parametro b y en y‘.ﬁsta claro,que si congoiessmos el
parametro 9 ,¥ particularizaramos dicho valor,en las ecuaciones anteriores,ura de
sus soluciones seria ka integral gque buscamos,

bicna solucion,viene acotada segun la siguiente:

Proposicion n? I.La integral de (1),para el valor x,= a + h,esta acotada por los

valores 9'1-23(0\4—(4) ‘5,5'_5‘(‘“4‘)

siendo 5; e y ,raices de las ecuaciones (11) y (12),obtenidas dandole en (9) a

-

B ; 108 valores EEX@ ¥ uno y cero respectivamente.

Es decir se cumple
j—CD”*L\) < ‘chq*’(‘) < ﬂ(’m—kl\} o j’”(q.(-m > ‘j[waLt) > g(%-b(«)

siempre con las nipotesis que sirvieron de base , a la obtencion de dichas formul:
kn efecto, refiriendonos al caso m = 2 , y a las formulas tipo Buler,la (9)

puede escribirse indistintamente de una de las dos forwas siguientes:

[fe0e w4+—4ﬂw Flo) ?; ﬁO;« tl=0 (9

§[1+§(}4—-—-[§(4 ’MJ Mu &)[ﬁw Jia]=2 (19)

h [
ﬂ“? 5L
4
=+

A

y si designamos con F P a las expresiones
2 P

Sy Arpme ﬁm J—{f - 2 g0

l“

F<,

f(i) %—v—-‘—‘—mwh Erpy- ffJ» e

i1

donde como siempre

L ~ “ ). .
g( ((014—{4 q(u-ny) , ;[i)_ f{a,{_t,’ .‘j[v‘f ))



y 8i introducimes las notaciocnes

se tiene entonces, las ecuaciones (18) y (19) en la forasa mas simplificada
Fruy+ ¢ Gly)=o pzo (20)
fig) v cbag) = et (21)
Se sabe por otra parte, - wilkinson (83) pag. 39 -que un cero
dae

(22)

integral de la BDO (1),viene dado por un desarrollo en serie,convergente para i,
suficientemente pequefio,tal como

C...C
)(J\
‘:‘
+
-3
&
x

£ =y +4

R
L

una vez limitado el desarrollc de 3 (£), en la primera potencia de %,, y donde
t
¥, es un cero de

-

Y9\ =0

Sustituyendo este valor de

v.{(§) , en (22) y desarrollando en serie de
Taylor,se tiene

f(ﬁ‘*‘axf/) + ‘E_G(;, 4’&&) =0

o lo gue es lo mismo, suprimiendofla subraya de £

-

K ]
Z(Q( I~ 21 Z("‘zi C«Cf‘j

—

Ahora bien, la arblt*arledac de ¢ ,impone la anulacion de los coeficientes
de sus distintas potencias,resultando asi ,para la de 19

,la siguiente condicion
¥

| cl4)
= YET Ry @



- 720 -

donae la derivada g‘ ha de interpretarse como es logico,respecto de y.

Entonces,sustituyendo valores se tiene

V. 1%
£t3) o LTs) -t
y = i (Z): 3‘ ks =loat = il * "D ' by 2 NPy
L - D! PR} g(‘jf){,ﬁujé(j}
M ,O0 de otra

"Por otra parte,la existencia de las cotas 4y & i
! -
manera,la monotonia de M respecto de 7 ,88 consecuencia de la constancia del sign

dge la primera derivada de Y, respecto de ?.

Lsto ultimo ,es inmediato,segun se deduce de

5 N’ iv, v
g\(ﬁ— _ /’\(é(ij' "iﬂ(o).} wwwwwwwwww .30?‘(]’"?)1-

Jy[ﬂ Ay, -
AT AR AT T [1- L0 fig) - D/zj,y}

y -1,

dada la paridad de los exponentes de ;—

Entonces, y, €s una cota de la integral exacta ¥, »con un error

absoluto dado por - oy
I 5 4
£ = U e e U
- 3( T LU :'C:}{’> (25)
y uua cota del wiswo, igual a
(A‘f” ‘ 5‘<51)
i

tomando 9‘:.4

(19),

Repitiendo el razonamiento,para la segunda forma

ur
=Y - g ——
1 ! 2P ) ngo \26)
con un error absoiuto de -
- . L\r @(‘j!) o
e :5—5,:-~C?‘9') == (27}
o F0 F'(Y,)

y una cota del mismo,potenida naciendo b= o,dada por

- b fety) 5
(50 < 77“'; : 'm; (280)



Podemos resumir todo lo dicho , en la siguiente
2. PROPOSICION n® 2. Un valor aproximado de la integral exacta de (1),viene

daco por la media aritmetica delas cotas ¥ e Y, » con un error absoluto

gado por _ - ) -
. ' __33/, IR v‘»\’ {[&M')ﬁ—:tﬁ-:‘}] “M_';,)
) ST T T T Ry Fa T AE)

Lado el desconocimiento de §

— valor deluparametiro 8 ,correspondiente a 1s

solucion exacta -—dicho error vandra acotado por los valores obtenidos considers
dolos valores extremos de 93 ,dado el caracter lineal ce (29) respecto de 9\,

esto es, Se tendré

¥ (:':(‘:_f—z) g+ ’ a '
LA A N e
[440 Fi{ b") 1 1 f[éio _/::(f:_‘_j()

0 su inversa.

RESUMEN. Uba solucion aproximada de la BDO y’= f(x,y) con Y= y(xo), en el

punto X, =X+ n ,viene determinada por la media aritwmetica
~ jb4'§,
5= 7
ae las soluciones de las ecualclones algebraicas
, L {5‘ g
{ 1 4 )" Y2 4 j(ﬁ)
T - T M b)) - )~ F ) — '
j)-'ﬂo'f""‘{j[ (,nt)—rf»t /1[4 J~ 310 70

»/1L { { llr [/”
) b = L) e, £

L N

g2 e L

F1°

tomando las soluciones,en el caso de no ser lineales las ecuaciones anterio-
res,las mas proximas al valor‘iniéial yo.
| 51 error coaetido,viene aqotado por
A :ﬁ? (30)
e BT TR0 B
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1. Analogias. El hecho de utilizar derivadas de ordenes superiores al priaero,
encasillan a cada una de 1és fsémulas anteriores,en los llanados metodos Obrect?
koff,habigﬂdo endontrado en Lambert ,pag. 2ol,la siguieante formula,que utiliza

los dos primeros terminos de las anteriores
A ! t 4‘ U o
e -..‘u — —
. j“(fffh»—v[ (Efw-u JM) fl(jwl j“

conp=4 yCez 1/720.

Igualmente ,en Anthony Ralsten ( ) pag. 212 ,aparece la misma formule

utilizada cowo correctora.La predictora seria la siguiente de Hermite:

h ! ) Y [TET
jm::ju’r‘ T["jh +‘jyu~:l+?~i *[’)’}‘ja ‘4‘“15}'14»/1
con un error de truncamientos

{
LR

T =2l
“ T 90 3 ()

y el conjunto del metodo - llamado de Herumite - tendria los siguientes pasos

y formulas:

Predictoras £ = [ aL
; . j”‘,_. +'m”’ j = 4 ﬂ} *"ﬂ/[q? JM”]
woaiFies . ~ Lol L3 93¢ to3
moaificadoras — Yoo
iﬂ,u - Wbk 4_5—9'[3“ :{“ ']
—[o} — L]
[ M«H] - ;ﬁ(’(“”’ Lun}

Correctora:s

METRE T RAPT S EERAEE

Y+l uu .
2. Operador 25 . Considerando cada uno de los algoritmos super y sub, desde
el punto de vista clasico,eéto es, coamo ecuaciones en diferencias finitas,en
lugar de ecuaciones polinomicas,que e s como lo hemos necho,encajan en el metodc
Obrechkoff - como ya dijimos -~ cuya formula general ,para el k-metodo,seria

14 siguiente {Lampert, pag. 199)



K
Z oLy ' /L\ >W ﬂ SO
J J‘w.#‘ - -/vw)
[=® oot ' :
A uﬂ‘operadorci;ligado a ella,dado por
|3 . L
; t e
{j "\/ ’izq—~ Z ! O(J j(X+Jm)~—Z /A/L y [X+) za)}
- -
g o

En nuestro caso, k = 1, 1 = 5 se tienen la formulas conocidas

h r A ] ! 3 v
- O Pra) e wliy .hi.._..r }4\""16/ L |
3= e ly L g /LH{" JE) e 1) (31)
" ZA r - AL " (5" v, - '
- i tr oo {r.ﬁlkl £ [N R Vo,
fj’[ "jo“?"‘ »:«Lj(l} . j (J}} - ”[”'}:”‘,‘ 9 {5 - L‘{IL/O}?S PR L} (') ] (32)
- ~ )

(N

con sus operadores y ii,dados en terwinos genrales por

o

A

- ) ]
LI TRy ORI SR SRR S

i

- o, (1] = ﬂ /57” v[«)«é /g %//[i [,)3/ 3( ,j ((} &‘7/% )"{’1 SVC!)

yue en el caso de la (31) ,proporciona para los coeficientes

oL, = /,'4024/2 o= 112 Loz fo=0 Jfe z1/220
<, = i@” =y B ==1/y s :fsz :,,/J:/ =0 (33)

¥y en elue la segunda

— . — N ; _
{5, = -1 ﬁ;o:”"— /”29: /12 / /‘?50 Sre — @ (34)
m- bl e _ - — _ —_ . [

< = Auztin  fui-lin Byzfy=e A= =

3. Orden del metodo.sn cuanto al orden del metodo y constante del error,se

ptendran, desarrollando en el opsrader L ,la funcioni y(x +jh), y sus

derivadas ens eriede faylor, como sigue

, iy
e {j(g)/;m =z Coylx) + C R3‘£¢)+ (1L\ y (<) + . (35()
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siendo el subindice p+l, de la primera constante Cp+l

o
orden ﬁ del operador ™ , y esta ¢ la llamada counstante del error.
: p+l

se tiene entonces,para L
. § ;(: 7 (¢t ) s },[ o)
R . o ; 5. / =
Lyl h)= <oy, = v S w (o) + Xyl = 2 0 By g )
] v L:/ ~
1 '3 Qﬁ ) "
d ¢l g Ao o 4 (o)
. 3 . !fo“ I A = o / —
g~ 4 La‘1(o T'&d[ﬁ(”7'1?(”f T A T A AP I
(_:} s
(2 (3 L9 4y
Y , hoL 1 — {o) . .
N /@ [ Uffv)# ALﬂf@ + '”F?ryﬂ t 21 W-€~7~3 le) + ] ) J
i B .
53 ) 17
1 Ay A ! (o) ¢ ]
/ r ' R —— e — -+ i A S
Byt ek ) g7 00) € J
J : ’
: i3
t t i v!
3 r ! H/ \ /l/o) T D} * ?
{ / J Vl”/y i iv P -
i /2’ LY @,quj ey j 7Y A
MY ow
4 r Yook (e J
__;{,, //24,{ L L:} & +L‘ 9 fe) 2! j
yi o
157 e L ,’] = Ooylo)+C 4 (ee -
_ A //s.}])'j{_)/] -\a—-&qn(o}—r — L;}ju} by

Iaentificando coeficientes entre ambos miembros,results

CO - 0(9-%0(',
C( = ,,./'?” * Gz‘ “/2'1

£, = 'T"”"“ﬁﬁn %)?-1

\.-2"‘~
0{1 ﬁ:’f -
CJI'T/%D‘ A ! /g’
*, -/;ﬁ /?z; _/ /)
!Csk:-— T‘ZT“ 2/ Iy [T ¥

ol K’w /2/ ﬁg; /9

i vl i

oy %, ﬂz: /@3/ /;6/

Qp27r = — o= = = g

585 4 rERN 34

™

y sustituyendo los valores sncontrados en (333 y (343 ,se tiene para la

toraula sub o (31)

# o,el indicador del



¢ =C, =¢,=C,=C,=C_=20 ¢, = 1/1440

i

o :‘C =C.=C, 80, =C_ =0 c

3 5 3 4 5 5 ~1/1440

En consecuencia, ambos metodos son consistentes,puesto gue su orden es 5 > 1.

Por otra parte,el primer polinomio caracteristico
b
B)= ) « g!
SOEDIE
-

viene dado ,por

plgy=~t + 73

y la raiz de la ecuacgon
Flg)=0
al ser gtlf , hace gue el wmetodo sea cero-estable.
wntonces, cowmo éonsistencia y ceroestabilidad implican convergencia,los metodos
deducidos de ambas formulas,sub y sup son corveagentes y cumplen por tanto,

las minimas propiedades gue un metodo aceptable deoce podeer,

4. Debil estabilidad.Bn cuanto a la debil estabilidad,la ecuacion caracteristic

cuyas raices determinan Zel caracter de absoluta estavilidad,vendré dada por
- L T
Tirh)=flr)- 2 4w 6ily) =0 (36)
con K
G U= 3Ly c=t,8,.. 4

K
Elel= 0 oL Y

sieupre con la hipotesis de
" €
2b_ (- ¢
e
29

%:7\:—»{?\—»:5;@
L= Ak

gue en los metodos en consideracion propercionan

5 o- ,
NS Y % B 1)



y despejando r

- ~ - -1 5
% . & é k #
e A T L T N ey
oo ITATTE ey o [EETE VT (39)
) — -4 e - XS
b b (-L e
TL gy R0 ‘

foam

le
e

viendose enseguida,como si &4 o 5o ,la inestavilided apsoluta es manifiesta,
?

siendo preciso por tanto para que haya apsoluta estapilidad, gque

[S3

S

g

encargandose entonces las Iormulas (38)

&<
o
3
O
e
el

je proporcionar los correspon-
dientes intervaios de estabilidad.

5. Ventajas. La gran ventaja gue creewcs sncontrar,es la racil acotacion del
srror local de truncamisnto,gue contrasta con las ccmplicacas y generosas cotas
sas teoricas que practicas, de los restantes wetodos, msto le Bace apropiado

para la pusqueda de valores iniciales,con lgs gue eirpezar cualquiera de los
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6. Inconvenientes. v
a) Indudablemente,sl mas notorio,es la dificultad de calcuia:

las derivedas sucssivas ae y , a partir de la 2D0

Thntentemos piiar este inconveniente,mediante la subrutina DERIVA,con

la que se calculan las derivadas sucesivas de y,tomando como datos de entrada
las derivadas narciales de f respscto de x ,como de yjevidentemente mas facile

arivedas tohales.Bl programa serd descrito a

58]
W
w
i
0
O
(8
'4!.
(&
pas
[
&)
w
o8

ae obtensr qus la:s

continuacion.

lucion de las ecuaciones (31) y (32),que corrier
b

o]
+amants na geran linealasefam

ien se tratarn smpos cascs a continuaciosu,
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H. DBRIVACIONES SUCESIVAS

Como es obvio,la precision de cualquier wmetodo crece ,con el orden
ae las derivadas presentes en el wmiswo.son pues,necesarics los calculos de tales
aerivadas,que por oira parte,sn la wayoria de los casos,enseguida se coumplica

. . . , . iv A
grandemente,naciendose poco menos que iaposiple @& consscucion de la f ¥y sigui

ge)

tes.

A

Son de recomsandar, entoncss metodos gu

]

ayudados por un ordenador,
fagiliten tan ardua tarea.

51 metodo presenis,esta basado en el calculo directo de las deriva-~

das parciales respecto de x e y, de la f{x,y)3:se gurasente mas sencillas que la

obtencion directa de la DIf(x,y).

-
[N

1. Notacion. A efectos de programacion,introducicos la siguieate notacion,impue
ta por el leunguaje FORATRAN, y la ausencia de ceros cumo subindice,caracterist

ca del ordenacor utilizado.

Yor este smotivo,la dsriveda total l-esima ,de la funcicn

PR } PRECT X
- ‘9) é N/ §> 5./, J
el 0 sea 5{ ,waw;’ }

J15]
{2

De ofra mensra,P(L, M,H) sefiala la dorivada total l-~esima,de la funcion deriv

n de las fun-
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9 i ) ‘ ,
¥(l,m,n) = D"F(o,n,n) =D { #lo,m241,n) + £.7(0o,m,n+1))

- 6, —
D lF(o,m+lyn) + (isyxo m,n+l))

Haciendo variar 1 , ¥y encadsnando sstas identidades,tendremos



2.1 oty ' ‘é
v - L2 ma we )
jgg:;’a, oy ) = D Floimstin) € 0 [ Floc
(-t i-i s 5 I 7’.2:’ / f:/g)/ ha +1, 3‘{“"1)}’
S (o e, 1 = D F oy e w0 {67
. ¢
,;/”M:;f 5 xj

/ - /} ) é J{_:_,Q,/
‘v ] ‘4) e D ? {A"P(‘};z"""' ! Y
,' v 1

\

Sumando y simplificando,resylta la siguiente formula general

-1

=/ = S 0l 4l Lewnfat, e 0)]

=Ll ) = Flo, Lew m) + 2 0 ?fﬂf [0, (e, #TUY (40)
-

AL ! ol
ey P e e T S 1, u+1)
T [ ) 4 1o frer £ Lo 1AL H 74 P PERZ SR S $
LL{zw‘L:!‘ (9, (¢ '4}"'2 é_kz’a/“ { ;)[“}’ ‘ v )

- { -

\j._o n o

(J‘”/‘{Wi o w.,Jl’f/ u 1) (41

%1 no poder utitizar los ceros couwo subindices,nos obliga

®Ii,n) = F(o,m,n Fi(1,n) = P{1,0,n) FK(1l,a) = P(1,m,0
& 2 2 9 ? ?
?1J(n) = ?o,0,2) 71%(zn) = *(o,m,0) »Jx{3) = F(1,0,0)



donde para evitar el inconveniente tantas veces citado,iemos desfasado en una

unidad los subindices h y Jjtraslacion gue se ha rveflejado tamoien en el nume-

Loh-t

ro compinatorio / )=t )

rrgvandiendose llegar a la consecucion de la sexta derivada — D(6) -lo mas seg
a los efectos de su programacicn,sera la realizacicn eiectiva de la formula
a emplsar,al objeto de ver como estan enlazadas las distintes derivadas y no

vor el ordenador,

L =1 e D(1) F1I1)
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« (1), FT(2.1)
e PO

+ 0(1)'4”(2»’) *
L op(d): FI(11) #

- p(3).F13(1)

b= + b FIS
L=t o+ DY) FMJ,N 8
;1;2 - (). P2
b=t 1) F (3, 11)
h=2 2012 F(4 LT =
=3 T NORZROL
h=t =D PIGN
L2 v ID(2) I =
Lag o+ 303 PN =
Lad 4 DSk PIIOY
Tk (5) +

Lot w1 P4



J > 5 A
h=2 4002 FI03)
5:3 L i) I
T 0 n4) L) A
L3 ot /)L’S‘),FIJC?)

Anora ‘bien, los datos de que disponewmos,caso de gue podamos calcular estas

derivadas parciales,serian
¥1{1,1) , ¥1(1,2) , ¥1(1,3) , F1(1,4) , PI(2,1) ,F1(2,2) , ¥1(2,3) , ¥i(3,2) ,

'FI(4,1) S FI3(1) ,713(2) ,FL3(3) ,?1J(4) ,r13(5) ,r1x(1) ,F1K(2) SPIK(3) ,FIK(4),

necesitamos antes calcular todas les
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FIL,L),89(2,1) 5 #3(3,1) , ®3(4,1) ,F(1,1,1) , F{1,2,1) , F(2,1,1) , F(2,2,1)
¥{3,1,1}.
Para ver el o=dsn de concatenacion,que muestran entre si estas derivada

continuewnos desarrollendolas segun la formila genesral,y obtenemos asi, para las



{=2 h=1

Frla0)z FLILY

-, =1 < nen P (4 2)
| j- e L hin.FI(ED

| b=2 + D(ﬂ'?ld(z)

0=3 M=

h=1 ¢ D(1). FI(%?)
-, L= e D) FULLY)

h=2 (). FIG2)
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h=2 +
-~/ 9

S0 Lot + D). g—ai,%ﬁ_‘f)
u)“"“z

L\:?_ ‘1“20(2) ':L1172 é)
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, , ..e\/j_z)
= W2 e Q1) FI
J = n

sn estos cuadroa,aparecen nuevas FJ,tales coumo, ®J(1,2) , FJ(2,2) y ¥3(3,2)

lag cuales volvemos a desarrollarlas de nuevo ,con los siguientes resultados:
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e~ - 1 4‘_
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f L neo) F1303)
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Le nuevo aparecen otras ¥J,no calculadas anteriormentejlas FJ(1,3) y la FJ(2,3

que desarrolladas proporcionen a su vez:

)"‘:‘ x:i (f
/=1 W= 3

- 3
Pa(23) = P17

s LD PILG)
=t

-/ /

. L D, FIlha)
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Repitiendo el desarrollo, con la ®J(1,4) resultard
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4. Diagrama de flujo. =~ = . ‘ A = s 1 ‘ V
" Del examen de estos cuadros,deducimos el siguiente orden d

e3ecuoion,y”demo'cdnsecuencia el diagrama adjunto: -

DATOS ENTRADA

i

F(1l1'1)l F(jth}, &= ( 111«3);
FOL2,1),F{12.2),F(13:0), ]

\'/»'
FI(1.1), FI(1.2), FI(1.3),Fi{1.4)}"

\vlr
2

D (

)

A /V

FI(2.1),F3(2.2),Fi1(2.3)

Ny

N

D (3)

NV

F{2:4.0), F(2.0.2),F(2:2.1),F(3:11)

U

5. Programacion FORTRAN. g1 progrena en Fortran, asi como su comprobacion en un.
ejemplo =encillo s . Lol

‘se muestra-a cont;nuaclon >
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FNCOM=NCOMB(J1.,1H1)

, 63 FNCOM=1.1

_______________________ i
JH=J-TH
LMI=LsM-J
%H\' Sl
Sl _
33 b43 53
EFE=FJ(JHN1)| [EFEzF(JH LMJ.N+| [EFE=FIJ(N+1)| |[EFE=F 1 (LMJIN+1),

FLN=zFNCOMx%D (1H) #EFE|

EFELE = EFE

I R I il i e e i il B Sheee s €

B e T e T T T I

LE. FLN




<0 X_>0

<I> o8
FI(LIN)=FI{L/N)+EFELE}] | : A LMzLsM

103

[D(L+1)=FIK(L)+EFELE |

< % .
F(LiIMiN)=F1(LM:N)+EFELE|

s A4

\f /
GO 705




A LIST PRINTER
FARTTHMET IC TRACE
*1F TRACE

CALCULLG
DoNT STGN
o PP
[ I AP (N o
RESPECTI
FI8MeNT

FJEL sND

ESTMA DE FaX,YDo

ELAS M~ESIMA PARCIAL

vy O

OO

8]
REPRESENTA FhL +0 N
o

RESENTA FYL 4,01
CSENTA FYU0 0

el g

OO0

OO

)
B
B
i

ny

k4
™~ ,‘-fi .
Flal,suag,
FIAZe 1LE,
o oy
i L] A WA

™
- 8
o
X
D
L

&)

AR N N
0 GIN AY N et e

i
1
.
[
»

-~
bt DN e ) DY bt
SERSIS!
9
B

T il
A b bl g bl g bt e S ket Pt g med s e g b feed e g b
x5S A T g

SR

i
4

<
~y

.(

s 20 AT AL AD

2y

(@]
Oy
T
[
(@)
o
=
@]
]

LAS FZlelelle ulele 70 Fa1,s 1,230,541 ,7,113,
143

—~
[

o

A DE T SE/ALA FL O CARACTER DF FZL M NOFI%L,ME,0

(@]

DO 10 NrleM4
GO TO 1
10 CONT INUE
20 CONTINUE
C CALCULD DF FU%1410,FJZ1,P04FJ %120 ,FJ%Y,4n

#-1

oy b



. “40 CONT.INUE:
" CALCULDO DE DZ3n
J1#0 .. . .
Le2 :
.M#O,.
N#0~
GO TO 1. . . :
CALCULO DE F Zylolva 29112139F 21?11
16 1#1 o
DO 70 L#213




: GO TO 1
CALCULD: DE D%50
(G
L #4
M#O
N#0
Go T001
CALCULQO. DE D%6n
L#5
M#0
o ON#EO ‘
c SUBPRUGRAMA PRINCIPAL
1 I2#1261 .
' EFELE#0. =
DO 90 J#1lsL.
DO 100 IH#14J
JH#J=TH .
LMJ#LEM=g 5
IF%2JHD3,1343 ;
3 IF%LMJO33,23,23
23 EFE#FJ%JH.NELD
. Gh TO 2 ~
33 EFE#F&JH,LWJ,NSID .
GO TO 2 : s
: 13 IFZLMJE53,443,53 —
43 EFE#FTJZNEIR . p EEETR
53 EFE#FI/LMJ,N&lU H R T ‘ R
2 J1#d=-1 :
S THI#HIH=-1

o IFJ1073,63,73
63 FNCOM¥#1l.
73 Z1HIE83,63, 83
e 83 FNCOM#NCDMB%JI?IHIB~@”'m”
co T FLN#FNCOM*DZIHD®EFE
- EFELE#EFELEEFLN
100 CONTINUE"
. 90-CONTINUE. .
S o4 151139103193
‘wn;_113‘-,FJ%L,NE#FI%L,NDEEFELE
LR : GO TD 5 ..... 3
D%L&ID#FIK%LB&EFELE
GO 10 5° i

LMELEM. o
SR T F3L M NOHF IRLMNBREFELE W 3
©. . C - DISTRIBUCION SALIDAS SURPRDGRAMA PRINCIPAIA;Hﬂ_x__ g
. 5 1FZ6-12m15,10,10 o T
15 1F%10-12025,30,30 .
25 IF%11-120354646
35 1F%14=~12045,40,40
45 IF%15-12055,16416




55

65

75

SR 85

i e 95
105

7

500

600

00009
00019
00023
co027
00031
00035
00039
n0043
00047
00051
00055
00059
00063
CO067
00071
00075
00079
00083
o087

0009

00B4

0087

0090

0094

0500
0070
c090
0043
0005
0085

b S Nk S WL Tt A

vy
i

R Rl R

IF%219-12065 450,50
IF%221-128754804+80
IF%22=12085 426426
IF%23-~-12095,36,30
[F%24=120105,46 446
[F%25~12087 456,56

PRINT 600¢X sY s ZD%I 0y 1#1,6D
FORMAT%2F1Z7. 80

FORMATZ34H DERIVADAS SUCESIVAS

END

10000000-1
00000000RR

Qo01
0000
0003
0004
0eoe
0005
o006
0010
0011
0N 14
0015
0019
0021
0022
0023
0024
0025

4

7

7

7

F 00257 00367

X
M
IH

3 FNCOM

05802
02452
04160

03582
04772

05412

0020
0060
0100
0073
0015
0055

06166 CORES USED

19999 NEXT COMMON

00esT
00881
cos1l
00953

01704 0010
02416 0050
04124 0003
03890 0063
04852 0025
05492 0105

END OF COMPILATION

#LOCAL  +NFACT«NCOMB

MAIN -

NFACT

07800 06166 LOADED ..

NCOMB 13966 00408 LOADED
14374 00260 LOADED
03 14634 00510 LOADED

PE FUXsYOEXEY//6X s 1HX 915X s IHY 3 14X 44
THD % 109 11X s 4HD %20y 11X 9 4HNE 30y 11X o4 HD%GE, 11X, 4HPEET, 11X 4 HD %61, /BF15

1 00517

Y

N
JH
FLN

01668

02380
03284

02858
N&g932 "

05572

0001

. 0080

0013

. 0004

0035
0007

00527
00861
00R8S5
00915
00557

03048

02592
03514

04004

05012

05652

FJ
1
M2
LM
L4

0030
0026
0033
0083
0045
0600

00677 00687

01844

02628

03428

03958

05092 "
05842 -

00865
00889
00825

S 00962 NC

0006 01984
0036 02732
0023 03352

0113 04264
£ 0055 05172

FIK 00727 00737

12

NS
EFE
OMB

T 0040

0046
0002

- 0103.

- 0065

PAGE 2
F1J 00777
00869 Lo
00899 EFELE
00929 J1
PAGE 3
02088 0016 02228
02R48 0056 02952
03718 0053 03650
04438 0093 04578

05252 - 0075

05332

noTaT
00873
06503

. 00933

D 00837
M

J

o IH1
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0.0C000000 0.0C0000000 0.00000000 1.00000000 1.000000600 1.00000000 1.0000G000 1. 0CO0GG000
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Cave todavia, la posibilidad de gque el calculo de las derivadas parciales
1tes cowmo datos de entrada ,en el programa DsRIVA,sea complicado y

naga extremedamente dificil su calculo, a partir de cierto orden,, Queda

gntonces

7

es decir, proceder como en la derivacien wmanualjdescoaponer la expresion a
derivar - supuesta racional -~ en elemenios mas sencillos,

operaciocnes aritmeticas,hasta llegar al eslabon maselemental: la variavle » o |

el recurso de preparar una rutina pariticular para cada ejemplo

we

3

segun las distintas

¥y, respecto de la cual se este derivando, para terminar aplicando a cada eslabun

las formulas generales de derivacion n-esima,que recaeran sobre alguna de las

tres expresiones siguientes:
n, n n
D(A4+B)5D AxD B
n

p%(a.8) =2 D

j:o

J a0 B

p™(a/8) = (1/8). (0" =3 198.0779(a/5))
. =1

Es el

(Regla de Leibnitz)

(Metodoiterativo)

camino seguido, por moore,Davidson Jaschke y Shayer , en la confeccion

de la DIFEQ Integration Routine,publicéda por la Technical feport,Lockheed

missiles and Space Co., Palo Alyo,California.(1964).
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E. RESOLUC ION D” LAS ECUACIONES CLAVE.

En la resolucion de las ecuaciones (313 ,(32), cowo en otros muchcs
metedos, cénviene distinguir dos casos,segun que la ecuacion diferencial (1) ,
sea o né lineal.
i)dcuacicnes lineales.

Aun cuando las ecuaciones de este tipo
!

4= Rty + @)

sean integrables directamente,mediante cuadraturasjla presencia en su solucion
de exponenciales,pudiera sugerir la utilizacion del calculo numerico,y a este
objeto,las ecuaciones que proporcionan las cotas'y e y ,son sencillas,linea-

les en y,pucsto que asi son todas las derivadas sucesivas,

En efecto,se tiene

“ !
‘j”: Rtv)y+ R (¥) Rlx)=f+F Rux]=R&* Q,

y'z Fb) y+ R4(x) Tle) =P L 4P Q3(¢}=ﬁQr+QL

(L (g e G 6] RUIZRER QMR T

que proporcionan para ambas cotes,los isguientes valores

o

<)
N
-
5

‘ I2 F10
(S )
) __AL L‘S\F ! r'i? (1) + @ /D)J" — [@z(1)"/1/9ﬂf_)_’“’10{27(0>
“ . — o N ; —~ - '
‘4[i'f%_-m”*n,ﬁ[o)*,lo"ujd’ 5L 12
Jo .

ecuaciones ‘de facil programacion,



ii) Ecuaciones no~lineales.
kn este caso, las ecuaciones (31) y (32) ,utilizadas

para calcular ampas cotas numetricas, son

0

n general coaplicadas,aconsejandoss
los metodos de iteracion y por consiguiente el usoc de un ordenador.
Se save, Durand ({Y] pag. 31,que la ecuacion F(y) = 0,

para resolverla iterativaumente,hay que expresarla en la forama

y=%y) & Fl)=2 ()
¥y ila ecuacion de ibdracion, sera

02 o) )

Ludtl
cenvergiendo J; . hacia la solucion Y, ,cuando
4
A¢14)
Ly

£Y¢
' ) JM }_. t_,_..
e*\: \‘ff: = tﬁ <o ea:j,~50 K= A9

(45)

o

gue puede acotarse facilmente, e incluso hacerse despreciable tomando n suficier
temente grande.

mn realidad,desde el punto de vistavpractica,la comprobacion
de la condicion anterior k<l, es realaente superflua,por cuanto dicha compro-
bacion es a posteriori,una vez calculado ¥, ,tan aproximado como se quiera del
valor exacto Y 3¥ si dicho modulo fuese mayor que la unidad,la warcha gdel px@ces

lo detectaria rapidamente, al no estaoilizarse las iteraciones.

'y

ara lo que si podria servir dicaa condicion, si acaso,seria para

:

acotar el paso 2j;problema este aun no resuelto satistactoriamente.

Bn nuestro caso, ecuaciones (31) y {32), las citadas condiciones serian

(S K
h & g G- g gy e Lk ) ¢ 6
—Z’Aj’;u{ 11J4) i dﬁ 5’( {/j!) 20 ;’C"j 5/- 4,‘31)\ 1 (4)
hoA - WA gy o :
L2 fix RGN 2 4 < 7
{*L ""b g‘f df’ji) 1"7/ %‘35/ t !)l (4’)



— u‘;o -
Poaria caber la duda,puesto gue csie metodo lderativo,presupone desde el

punto de vista goometrico,que la tangente a4 la curva 2 :i?{ﬁ) ;forme con el

Y

€ge¢ y un angulo menor de 452,que dicho angulo fuese mayor , y entonces
escapara dicna solucion a los metodos i1¢¢rativos. La unicidad de tal soluciocon

Ay o A e U A PN FRRE I T 2L I an S 4o kN o~
demestrada por Hdenrici | ) pag. 2lb0,mediante el siguisnte teocrena:

v

]

<

o omy oo
SR RS JERY S

b

Sea la funcion F¥(y) definida para
- <Y L 00

v supongamos e xista la constante K tal, que

0 = K <

y &ademas cumpla

con y?¥ , y arvitrarics. ose verifica entonces,las siguienvss conclusiones:
i) La ecuacion y=F(y) +tiense solucion unica. 563 y.

’
i Y] - . .
ii) Para un y‘B arbitrario,la sucesion

5vwii~(§3 wz o f, Lo

converge hacia Y.

iii) Se verificen las siguientes estimaciones:

I i< rw) :ng i< o [o}

[y =y




con una -minicomputadora Compucorp 125 sScientist, utilizando el LEMP coio
lengusje, y con los diagramas deflujo que a continuacion se resefian.

a) wmcuaciones linseales.

y'l=fy + 4 jel=g, ()

Pl y Ql Tuncicones exclusivemente de Xx.

b

a integral general viene dada como se sabe, por

4 s f‘?p ) {’L”’x) er/:;
SV ST . e — — 1)~
. :1@[;{-»—**‘1%(.«9/-{-7‘;’1';/{0} f‘-}zv T(AF}({~Q.’?J f \»\/1(Xp/’?'l ('(LL ¢ 'E-?-L gLAe
Jl - ! i -
1~ B0 e B0 = 2 BUx) 8
) I+ L
} ? / § It 6
20V ——= (X)) + — PN
7 i) Gl oy o) f Ao+ Ay (49)
T T
fu +—— X)) - (X, “1
1 i ! { 4) 130 4 1) Qw
ooteniendose Yy o y segun el valor que tome el parametro @»ég 0‘1§
\ —

41 diagreama de flujo, aparece a continuacion ,conteniendo los
recuadros una RX,indicadora del regisiro en que se opera,fTambien, se han hecho
rutinas, al parecer triviales, como las que calculan he /12 y h5/720 ,con el

oonjeto de zhorrar posi

0
}J
Q
s
(&}
]
[0
)]

de memria,nuy escasa por otra parte en estas mini-

S

[5¢]

computador



Enirada [ datos
yo-—r)RO XQ_B’RG
@"")F\)Z h"—*}R“
: Calculo de
J ris A°—>Rkl¢ <
il
IRutinas . R
h? /12 Ky= g+ h 3
h® / 720 5 o,
R7

T r Calculo de

‘A1-»>R5, By-»R8

R 0O

[ PRINT
Yq

" biagrema de flujio: lirs ales.
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) o .. . .. N . :
gade del coliculo de derivaedas sucesivas,entra con los regisiros R-0 Yy R=6,donde

las derivadas ¢+ Dy, ¥ v ,D7v, D'v ¥
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v'oe y(B,transi?ori&—
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mente puede disponerse ds los rogistres R-3 y R-4, "1 paso h,se almacena
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siendo ¥, » 1la integral exacta de la EDO en cuestion.
#ntonces,sobre la recya x = X, tenewos en el intervalo [3,,@&

un congjunto de puntos

f(xe, 000}

en cada uno de ioa cuales,las curvas de esta familia tendran sus tangentes con

pendientés
, 5: ( 49;,)

’

ya calculadas.A este campo de tangentes soore cada paralela al eje y,lo desigue
mos por T@.
b). Campo de tangentes Ty.
Por cada uno de los puntos anteriores (x‘,x(ea)),seguﬁrlos
teoremas existenciales,pasa una curva integral,solucion de la
y'= (x5l (59)
pero con counstantes iniciales diferentes.

Asi,por el punto (Y1,y4lﬁj) pasa una solucion de (59) con j(xonzyt

y en general ,vor el punto (X4qu(90 ) pasa una solucion de (59) con Y=Y,
: . B J v
/

cuya disposicion viene reflejada en la fig. 2>.
A su vez,cada una de estas curvas integrales,notadas Y, (x),tendra

en los puntos tantas veces citados ( x,,y(%i)),su tangente de pendiente

)J(Xc} 51(gu))

Tenemos pues, un segundo caupo de tangentes,llamemamsle TY,superpuesto al anteri
¢c.) Angulos de las tangentes T® y Ty.

Superpuestos los dos campos anteriores,tenemos la fig. 3,dende
aparecen los angukos formados por cada dos tangentes,una de cada campo .

Yeawos anora,el signo de estos angulcs en los puntes extremos del intervalo

[3,; Lé.l y Corresppndientes como se sabe, a los valores tampien extremos de 9 .
£n un punto generico,las ecuaciones que definen d icho punto,
perteneciente biem a una rama aproximante, ¢ bien a una curva integral,seran

las siguientes

' ) W 17
(v0) 4. (8:) = 9, +'§'[/(xu71m)) T ZCTN B R A 8:[f0x, 4 18)~f (xarto)

( d W pgv .
et Y )=, + —ﬁ—[}(x., Y )1 Jixo, 7)) - *%‘“; e [ Jik N B~ 7 bs)



- bis |

.57'>

4

'Fig;

Fig. =



verivando,para tener las pendientes

(02)
" ‘la),&
j, [0:) = ;
| (- %
poniendo
3‘695): ©(x )

con lo que resulta

{

W=
/
\/‘j: )" E<3,1ﬁ5)l‘)
Ck é[ ¢ Y;( ff X°

——

¢ = h&(Y:, % h)

i

de dicas tangentes,tendremos

(63)

Yq[(“c) = ‘?{"CX* 9)

[F0x, 4,000 + £ 3,) = W, (y, 8:.4)

4-A &4L\‘“ LIA)

Por otra parte la tangente del angulo buscado, vendréd dadea por

/
Y~ Y
e St
/#’Y& j/
y sustituyendo valores
4 ¢
, - /ol /
Ly i~ d L Kt ",‘ﬂ
Jh= , = T o T =
L * - O (— 4 ¥~ 4

(=414

L1040 +

Xa,'?

’[/(x,,s + Jlxe.19)

e -R 3. ]

—

» - - F;*&.L +L1A
l——é,i[{v[x, y,) + &%) m)}-[f(x.,%c)_+f(/\,,»h.)} +h Ré& | W }\

Y para valores suficientemente pequefios de h, el signo de tgﬁt s, Sera el

mwiswo que el ae la expresion

[ Xll 1L

g{(x 4,) + Fxo9: ) =F%s M]

45 - ffxv, t 4% w) [M M) +E05000)

(65)



Desarrollando en serie,las f(x,y) y teniendo en cuenta que Yli =¥
el signo de S, serd el de

Sz ——

I S A R IRl B O R RS (C TR O RTADN U

207:- 91Dy $(Xe50) |

Y parav las situaciones extremas: y, = ¥ ey =y, se tiene

G, iy bl
S TR AL IC Sl eha)

(66)

Cy - 2 ['? f :_\:L :)—O o A ( 6 7)

7 ﬁjouj‘x’ A

A= g e dies)
y aada la pegueilez de f -V ,del orden de h5/72o como es sapido,los Signos de

CF;/;y E;” ydependen entonces del signo de C?C'j=) v (26'”5w

Por otra parte,la unicidad de las curvas integrales para cada punto del plané,

iwplica,que las curvas integrales no se corten,y si los valores 76 ,tienen

la ordenacion

los'co;r63pomdientes 5,[9\

guardan tambien la misme ordenacion, esto es se verifica
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gue son de signo contrario. Entoncesyg los angulos formados por las tangentes
de aibos campos,en los puntos extremos dei intervalo fg‘)?J], son de éigno
contrario,

Por otra parte,supsssta 1la continuidad de
’ { \{l l)
(Y‘-‘j,)/él‘\’ ‘Lj‘

tendremos gue en algun punto del iatervalec en cuestion,sea, el correspondiente
a fD':,? ,ambas tangentes coincidiran,sin gue esto quiera decir,que dicho puxt«

%(f) sea el y ,soluciog de la EDO. s0lamente una buena aproximacion unilateral,

tanto mejor cuanto mayor numero de derivadas intervengan en el algoritmo utili

;
3
Q(

d). Calculc de 3‘{31
n
©l calculo de este valor aproximado,llamemosle VS

puede nacerse resolviendo la scuacion en y(f;)

Faé
(- ¢

- é()ﬁﬁj): 0 (68)

una vez particularizada la x = X,.Esta ecuaclonpor contener al parametro {Yl
en forma explicita,implica para su resolucion un uwmetodo de tanteo y ensayo
coﬁsecutivo,apto para un ordenador sobre todo.

¥n esencia,consiste en calcular las pendientes de lastangentes
a ila familia ae curvas apraximantes,en los puntos previamente calculados pcr e.
algoritmo del mekodo (Rutina EDO ),'y compararlas con las pendientes dadas ?or
f(x,y). &1 cambio de siguo oportuno, en la aiferencia Y’- y’,daréd la senal
para la proxima iteracion.

s claro ,que alser unilateral,la acotacion vendri dada por

tet=)5,- . < Max{15-51,15,-91).

Una rea:izaciou practica de lo expuesto,puede verse en el ejemplo n? 2,



ii. Metodo de la ecuacion diferencial.
demos visto,cowo el procedimiento anterio:
resulta sumamente enojoso,sl no se tiene un ordenador & wano,por las muchas
utilizaciones del algeritmo clave.
intentamos facilitar la tarea,enfocando el problema deéde otro
punto de visté.bupuesta la fig 3 ,en lugar de considerar un determinado valor
ae .8, ,y por consiguiente tratar con una sola aproximante y(9,),planteamos éi
protlema de calcul;r el parametro Qt ,cuya rama representiiva sea tangente
a una solucion integral de la EDO. Evidentemente,como se vié anteriormente,’
pars cada’x,existe una solucion integral ,10 cual equivale a considerar
este particular parameiro,como funcion de x.
Entonces,para poner de manifiesto,este parametro,la conocida ecu

cion del metodo,la escripimos asi

gz e 00 g FO0 e

donde

b
)= g AL s = e g £

A =xy)
sz o X
1 [ FLO

v v
9= {6y = §ixy)
La derivada,toma ahora la forma

o(‘j"j \f +£%0+£3 [9»-}239 -l—‘f'j‘f'g(g?% (70)

i

de aonde despejando y’,pendiente de la tangente a la .rama 9¢ ,resulta

Oy +0[e g, 35 +9c0f (71)
{—-“(’:;—»593;
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Por otra parte,la pendiente de la curva integral,viene dada por

y'= I.(X’Y)

con lo que tenemos la ecuacion.

! +o(C3 +£'3}+£g(9/

Fix,9) = (72)
{ 9 i
en la que nos encdnyramos con dos funciones incognitas:
/
yix), B .
for otra parte,se sabe - pag - que
y (0)=y +atl (73)
con
v v !3“
[ —dexs) o
a= - 120

{ "LI—D ﬁ‘/)\/ ”\‘LEDu/{{"/j)
A :'J:L/:/ I s & 4

sustituyendo, entonces (v3) en (7¢), y uesarrollandc en serie de Taylor

tendremos
;f()() §rat p) =

‘F; (x Y+ az&)w[z 3,’,(){,g+q‘£@)+g'5(x,gm;)j+j(>«,;+¢z§)i9’

4~“fj’(x,24-0\29)—3;'{&24-0\29)59

Desarrollando y simplificando la notacion,se tiene finaluenfie
' (74)

F‘é&, = 4 -9 -t wplae Dy fi-t) ~ ¢ f(a ). +;,;)~awé-gggg;fj:gj c

ecuacion diferencial en 9,seguramente mas dificil de resolver que la primitiva.
Si ahora - Klsgoltz:gcuaciones aiterenciales,pag. 235 - ¢ g ,es8
suticienteumente pequeiio,y se cumple ademas

_aj<o'
24
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se puede sustituir,la solucion de la ecuacion (74),por la solucion de la llamads

ecuacion degenerada
Fix,b)=0 (75)

Con estas hipotesis,y particularizando para x = X, ,se tiem
finaimente

& - . w'f(X{, _5,)[1——‘(’; (X,,:j,')J...‘(’i(Xh?l) o)

- s ' { / 2!
g 4GS [adly ] a sy vegl el - aD £ (1= 4y)

Une aplicacion practica del mismo,puede verse en el citado ejemplo n? 2,



SEGUNDA PARTE

PROLONGACION D& SOLUCIONES

Cuando el intervalo de integracion de la BEDO,sea superior al paso h
escogido,surge espontaneamente la aivision del (a,b),en subintervalosé de
longitud n,asi como la apli.caciou reiterada de los algoritmos (31) ,(32)
tomando como puntos pivopales,los X, = a + nh.
g claro,que si las iteraciones son muy nimerosas,o las
ecuacicnes definidoras de los algoritmos,son de las llamadas mal acondkionadas
o simplemente,se esté trabajando en los topes de la aproximacion permitida por
la minicomputadora utilizada,hébra gue tener en cuenta los errores de redondeo
Puede aplicarse todo lo dicho respecto de los errores glo;ales
de truncamiento y estabilidad-D,pero el necho de venir la integral solucion
encuadrada entre los valores ?’e‘g,permite enfocar la cuestion,desde otro punto
ae vista,con una mayor seguridad;dado gue las cotas proporcionadas por la func‘:

de Lipschitz,son muy generosas,

l, wnunciado de la cuestion,

vado un intervalo (&a,b) de amplitud b-a = 2h ,
Junto con los algoritmos conocidos,construidos utilizando un determinado nusero
-de derivadas,se trata de encontrar las condiciones necesarias ,para que el Qa-
lor y2 ,obtenido aplicando reiteradamente los algoritmos anteriores,en los
pug#os xo y xl,nos permita encontrar para x = X + 2h ,unsa solucion‘fproximdda
mas conveniente gue,la ootenida por laaplicacion directa del mismo algoritmo
a partir del punto xo,con un solo paso de longitud 2h.
Hipotesis de partida:zlas miswmas que sirvieron para la obtencion de las formules
esto‘es,monotonia de y ,y de sus derivadas enel intervalo considerado.

Sea para ello, y(x) la cutva integral -solucion exacta- que pas

por (%,,¥,); ¥(x) e y(x) ,ia curvas aproximantes super y subintegrales respecti

vauente gue pasm por dicho punto inicial,
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De otra manera,estas curvas son tales,que dichos valores verifican

Y X) > ) > 4o
A priori,no puede sapberse,si estos valores son debidos & uno u

otro de los algoritmos (31) ,(32),sino que se tendrd

= Max { y (8=1), ﬂ(g:”)Q

<)

1

= WCMS ‘j(&:‘)J 3(&_—,5)§

1<

;x,g)-of(xo,ﬁo) + Qi—-'-i’f(x J
(77)

gse= g, S Lo i) - 5

1 - >)
( , ( ~X° ‘ - ; i ()( /Xoljo
M= =y, « _‘__Li‘_ (%9 + flxg] - .X_L.J[?(x,*a) boxog] + a4

Representemos graficamente dicnas funciones,como en la fig. 4 ;bipar-

tawos el intvervalo (XO’XZ) ae longitud zh,por el punto X, =

los puntos M, y N, ,correspondientes a los valores y(x,) e y(x,).
T

X+ h, y considereuos

A pertir de ellos,repitamos el proceso algoritmico,para calcular los
ii e g& ,correspondientes a X2: Xo + zh,representados en la fig. por M2 v Ec
Lste proceso,equivale a considerar las curvas integrales ;(x) e zﬂx),que segun
los teoremas existenciales pasan por M, y N, respectivamente,y respecto dekélla
las super y subintegrales correspondientes ) ¢ ECKL
De esta manéra,la solucion numerica aproximada,proporcionada :
por ¥(x) vpara x = X, yserd la ordenada de M,, y la proporcionada por ¥(x) para

el mismoc valor EE X la ordenada de Eé.

2 ’
Lo mismo puede repetirse,respecto de los puntos N2 y Ez, y las

tunciones y(x) e y(x)

Entonces,ae las posiclones relatlvas ae uno y otro punto esto

es,segun sea

n

e 20 ¢ J.- ini70

" v

<

asi resultara,que la iteracion del algoritmo en cuestion,aproximara mas O Menos

que la simple aplicacion de la formula para x = xz,en un so0lo paso. o

Esta ordenacion de ambas parejas de puntos,sera la misma gque la



ofrecida por las tangentes a las curvas y(x), F(x) ( y(x),y(x) ) en el punto
- =
cowun Ml (Nl ) ,tomando claro estd, h suficientemente pequefio.

mn resumen

- Z R v B
s;gno( W ‘JJ = signa [ 3.'5:] (78)

[ H

stgno [J,- 4,] = sigwo [ §~ 4]

Ahora bien,como la consecucion del punto i, (N2 ) ,puede conseguirse
bien cbn y(@=1t) ,o pien con y(§=0),y dentro de estas variantes,al punto Eg(gg)
se puede llegar, con ;}:(@:1 ) o con 3"71(9: 0) (_:):V(Q'-'-f), 3—’»(990 )),hemos de-
tallado por separado,cada una de estas cuatro alternativas.

2.Aproximacion por el algoritmo super(¥)

" pituacion n% 1,
Curva 7(x),obtenida con 9 = 1.
gurva y(x),correspondiente al parmetro §= 1.
Las ecuaciones de dichas curvas,seran ~

% / (X ~Xo)

- (x Yg) ! }’/xouﬂ-l- ;(x §x))
- Ko (%, §x)] = g% sl
Jer= g 2 L 3ol e et LEes

(X-%)%

= xaF sl = ! =, \
- X =X *o=Xi) X, & (%)~ K’ + __,,/.-_. X, ! 0
Joey, + KT gox Seed e f0n, 5] - B0 fox (

con lo que resultara,para '\5" e ?: (X=X

l‘x e + —L: ; X1,44) (79)
. "”?': g KXM‘j;) 220 /

§1 = [ f0x,5) +f0 50l = F5, 910 (o)
ya gue T = ;2
Entonces,restando miembro a miewdro (79) ¥ (80), @sale
3oL | DA 240%,,5) Vﬁxﬁ
5 -5 = uum¢%MmU+Z¥mmw— w3l 5 B0

Lg m+f§Mg:K>' (91)



‘{llegandose a31, a la conclu31on de que si la 1tera01on en. los puntos vaotales,

X, = ‘x + h aprox1ma mas que la s:mple aplleacmn de la formula se verlflca
o K, >0 - (s2)

28. Situacion.

Curva y(x),correspondiente a D= 1.

Curva y(x),obtenida de la general tomando ¥, como valor inicial y B o.

SusS ecuaciones seran

ﬂ(’()‘ Y, + — [f(x j(‘)) -tf[)(o ‘X"x")[éf(x 7[): /(xo, yo/} (X- X")/(x 7“‘/)

H

B " _ : : ‘
7. % "')[ﬂx vu + 1%, 5] - “;?M’(X}5(0)~f/“‘"51)) }:Li)ffx"g

Y los valores de sus derivadas,en el puntdvx = xl ,Vendrah dados,por

-1

x5 o b
Y, T LI, 5) +{(x,,tswl-—— } X, ) !(Xv ]f %ﬁ'(x,,ﬂ,)f‘ff;(x‘, )

Aol W
- =7 ?(x*/f?.) ; o’(xv. ¥,) (82)
2 : 720
TR AR NI R AT D (63)

coincidentes con los de la situacion anterior,ypor tanto sacaremos la'misma
conclusion,

- altua01on ne 3,

Curva (x) 9_.0

Curva'y(x); B=1.

Lcu301ones respectlvas-

| - | | ot
[{(x g[z)—i—}[xo.&{u "‘I’L)[f ) /(xo, y.)] + wacxo,“a,)

30 3,

| | | ’ A | /x x,) “
ym- ‘j+ ~—~[f(x W fwsmj f*‘*"[;(x vw W«.w ffx 7
: ' ‘ o |

Sus derivadas en el punto X s ;(84)'y (85) - oy
: | ’ ’ . - . ’,‘ 1.

o A - ‘ h ; b f/X, —, B (Xs 4,)
jll - _7':[5(0(“ 1‘{0‘“ - —;—-[!é)ﬂ 34) —é’()(v go)] -+ m (,Xo:fv> +‘_T§\ | ) (2} !

= X, §,> - ;(x,,a) B

!
!

Feey
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Sl

asi como su diferencia:

~1 | Vv-’-" o - - | l [ ! ’ch q L\L ff G Iaﬁ }‘(V .__K .
| \J‘ ’.ﬂ! :l’&{é(xa 30)‘5()(“51)]+T j’ (,f-n 39) 4~2é I:d\}} - Ti j’ (Xi %) ‘i‘m A )‘O‘ja}"' Mol

con 1o gue,si la situacion ,desde el punto de vista de la aproximacion, es vehta
josa,se verifica

K >0
(o]

Situacion n? 4,
Curva y{(x)1; § = 0
Curva y(x); §= 0.

Operando como anteriormente,se llegaria a la misma conclusion de la situacion n@

La reciproca,esto es,

< (] >0 = G-5oe

se demostraria por reduccion al absurdo.Entonces,podemos establecer la
Proposicion n® 3, La utilizacion del algoritmo super (¥ ),de manera reitadrada

en los puntos correspondientes a X ¥ X=X+ h ,mejora la aproximacion final,’
N 4

yo1T
en el puntogxé ,;2),cuandov
KOJP 0 si F(x) =y(0= d) C
o AR ; (2
K, >0 si ¥(x) =y(0=1)

¥

3. ABROXIMACION POR EL ALGORITMO SUB.(y )
1Cdnsiderand6 las curvas sdbintegrales,caben delajmismabmahar
Qué con las superintegraiéé;ouatro;siyuacionés en la iteracion de ééfs algoritmo

en los(pu‘ntos:xo y ok

;Sitdacion 1. :dﬁ( i‘ T e T
’ Caiﬁcierizé@a por - 3((}:3(9?‘0) ‘
‘i (,)(l - \1(9: ‘,)’~ SRR

Situacion 2.

Uaraétefizada por yvﬁlf);'ﬂ{&:?ﬂ: -

geas ez
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18 SITUACION..
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22 SITUACION,

Aproximacion 'por el algorituo Sup. ¥y sub.,

e
1
Ty
o
e
X

T SITUACION:



Situacion 8.

Caracterizada por \ j({); 7{9; ) -

Situacion n¢ 4.

Caracterizada por 3(x): 3(Q=J}

—

yix) = y(e=

El test,decisivo para una mejor aproximeion,medinrte este algoritmo,vimos era

o
—

— o aiv % Fool '
:71. , ‘21‘ >0 . eqa?.‘falen e a y'— 4l >0
El calculo de estas derivadas,proporciona el caso favorable mediante la apro~— .

ximacion sub,cuando

Situacion 15

§
LIPTORTIG
jpa @

Situacion 2.
H.>o

Situacion 3.

! w0 vt
Moz o o= LU s - sl =212 dlog)efte sl o ds Fiug) -

4 | ” - L b k . k . T . : s P

v v . ) ‘.

—— (xc 'S (Xl ! > 0 /
[s 253 i £ 08)
stvaselon 4.0

4, Aprbximacion conjuntas super y"sub.
Combinando cada curva superihtegral,con las posibles subintegrale
se llega a ;as'siguientes situaciones y‘cbndiciones de mejor groximéﬁion.

Situacion n® 1,




Gex] = y(8=) Jex) =y
9 = 9y(6=0) Y
Condicion réqﬁerida
K.>o0
P*v >0

Situacion 2.

j(x)t y/g=t) g(xi

tj(x)stj(él—o) Y
K.>o
Ho> o

Situacion 3.

Situacion 4.

Situacion 5.

(=1
(8=0)
= y(6=1)
= Y(e=14)
§(x)= ylo=e)
3(,{) :j[@,:o}
y;‘(‘,(}: 7/@:0)
2{&): 3[&:1)
;ﬁx):‘j(pzq
ij(x'):(j[@=0)



Situacion 6.

J= ylb=e) Gz y(8=)
Y(xl = 4/&%1) j(ﬂ:zﬁ(gzo
K.>o
)—‘;> o)
situagion 7.
Gz y(8=0) S (<) = (620 7
bxl = y(627) Y = (k=9
<o Do
. >0
Situacion 8.
Tz gz =y
4 (1= 3(&:1) j’{z{,’:%@:f)
Ko >0
H >0

rnesumen/. Este cuadro de las ocho situaciones,puede r@&suuirse en las dos
siguientess
—_
5 = =1
Si jl- 31[& )
se mejora la aproximacion de y(xﬂ) yrealizandola en dos pascos,cuandoc se veri-
) <
fique simultaneamente
K . >o
Ho 2o

Si por el contrario, es ii Y ((Q:b}

la condiciones a veriiicar para tal fin,son

Ku’>‘0
F.>o0

teniendo estas constantes,los valores:



1 14
W 17

11 ’
f %o, 4,)] +**mx‘,‘j,) 'Tééi/x’fg")



2 .PROLONGACION IrRWGULAR D& 3OLUCIONES.

Vada la continuidad de las raices de una ecuacion algebraica,respecto de
sus coeficientes,y siendo supuesto en nuestro caso,que los coeficientes de las
ecuaciones que proporcionan los super y subvalores,secan funcienes tambienr conti-

nuas de xn’y,;pareée presumible,que si en el inicio,el supervalor §;se obtBene
dando al parametro §,el valor uno por ej,los restantes supervalores Ef,obﬁénidos
iterando el procedomiento en los puntos puavotales correspondientes,debieran
resultar tambien con el miswo valor de Eh

Esta igualdad,eh los valores del citado parametro,se observa en
la mayoria de los ejemplos propuestos y en los intervealos considerados,sin emba:

go en el ejemplo n® Y, que trata de la resaglucion de la EDO

¥ = =zxy< y(o) =1 h = Ofl

S€ obserea,colo en la‘quinta iteracion, y a partir de ella
!(0.5) = 0.800 000 0263
valor exacta yE(O'B) = 0.8
J(0.5) = 0.800 ooo 1961

deja de estar encajada ,la solucion exacta entre ambos valores super y sub,

’
i

pudiendose interpretar como una falla del metodo.

Un aznalisis mas detallado,muestra como la realidad es, 7jue
en dicho quinto paso,el supervalor y ,n0 se consigue, como los anteriores ,con
@ = 1l,81ino Qon @ = 0,8egun se observa en la gfafica adjunté,que muestrg clara-

mente dicha irregularidad a partir del segundo paso.

—

£sto nos ensefia,la imposibilidad de definir 0y j,asocian-

doles un determinado y constante valor de [, recurriendo por dicho motivo a la

determinacion del max o win del conjunto

[ys=a yre=ny
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De aqui,la uinuciosidad con gue se trataron las distintas situaciones
del parrafo anterior.

En su consecuencia,salvé los casos en que a priori,pueda colegirse la
eatabilidag del paraastro Q), a lo largo de una curva sup o subintegral,habra
que tener en cuenta esta eventualidad y utilizar un ordenador como elemento

was ldoneo y rapido,



5. ES3TUDIO DsL ERROR

Brror global de truncamiento. Primer caso. @ é‘{O,ig

N R . . . , z . . . ~
$sta claro, gue si se toms como valor aproximadao de y(x),la media aritmetica j
de los sup y subvalores,esto es

T4y

(\({
q

el error

venara acotado por
. (83
teale (83)
sin mas complicaciones.
Ahora bien,si lo que sepretende,es encontrar a priori,una
determinada amplitud del paso h,para conseguir una aproximeacion prefijada,puede

intentarse una formula recurrente,en la cual si las cotas son favorables,

aplicar los metodos de Henrici,Hurewicz,etc.

3 - N
A este efecto,supongamos que y ,esté calculado sobre la

pase de que . 9‘&{ro‘1} y § Y ,mediante el complementario 1- % ,S5e tiene
entonces
I J %2 % I
& — LR ' h v WprgeT 7
N — _ — “ a + (/\44—() _ ['\ / ;)__ '—) + _— (’M\ +.—- ! \'n%’,'l\—'-,(l
\59) Ju= 7 L”( A ;T(“LM = Flo Fav ' o

L o AS" . s
(o) Fun=m g S ftwye pras )2 T e e e 2Pl « S 0-6)F et - F

T s pletl e e C

de donde,restando miembro a miewmbro

A _ / . [4\_ "*"*— //'__!/
foo = ot L0 1 pre - ST lasa 1=l ¢
U P 7 T T/ 1
PR ‘fdft":)ff?“n“} [(2(2),(/ 1]+ 514 (w'w)%(}_«j_)‘ﬂ“?-fu]
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Ugsarrollando en serie,los terminos encerrados en los parentesis y considerando

solamente los terminos lineales,se tendréd

" . . [L // i ,‘M,’V 1
4m=&+f{%%mem0M&u~iJ%u%ﬂww%%fuu+

[

s“‘
o v Ab . Y
B LADJel 4 58550 B, fl-2t-0)( 3300,

de donde despejando d
- n+l

S U+ 7 - Ty 220
ot R S S P+
/("_Z—D‘j f{k#l} .f.,[é._ DHC{(H.L/’
| o , R v
n b lgg(ju jh) Dj /[M) ”L//"fc?>(_§'lu-/—_j“f’)/)5%{5) .
T10 5 y o o -

— ,»'?X L :&/\ + ,?;m » (91)

5i ahora, A y B son cotas respectivas de An y Bn ytales

que s e tenga
Vdooi ) < Al + B

y si ademas ,A es de la forma

=14+ S 5/suficientemente pequeilo

se llega finalmente a la siguiente formula, Henricil pag. 18

s @“J'4
f‘{&nwff é [%4’! + 5 6

que permite acotar h, para una‘aproximécion prefijada 5« de d

n+l:
En e’fecto,poniendo ,:‘XM,,H_ _{f:/,_,g ci = w<// J_Z*B
- s Ma;wz
y como en el inicio,es do = q ,resulta
4«(5’;&[14-%5]; (12)



Segundo caso. 9—@-{@:) f, &

&, ¢ % ,distintos de

51 aBora el parametro 9’,toma los valores
los z 091} anteriores - caso conocido por acotacion del pars

una vez estabilizados dichos valores

é{:é‘“;—ﬁ\ﬁ,

asi como
L — J - AC"‘ 1
— = Lo el ko, (-] = fR
juﬂ’:‘j%‘k»—{:'&j‘k“ 'UIV)J /ZL{(‘M&H [V\ +ﬂ20g(i +
/.. N ' p(V”

R @t A@:[;[M$1)—(['4d

_ - . ! v
Jooo = Sk A P w o] < 2 fras - f) o 2 Py

z [Tl Lo
hy Y
',‘1 Py

AL AT el
; - , / (Y e ]
g, = W - - g . /4« — A i 2
o T T = Aer Tl e i - 4 - f )

I3 g\
[ $ W L [‘ v fJV L‘ A piv.
NI iy LIRS (4] iy A LL0n-47a) +
2 2o
L‘" W W . T
25,0 [ 10 - $lan - (4la- Flu]

esarrollando en serie los parentesis, y limitandolos en los terminos lineales

se saca como anteriormente:

(v¥3)

g Yy fl +_—0 FE0-00)d, + 2 48, DA, -5
Vi -

b I » v
""[ Dy f{us) T Daf (nt) *;-%;— 4 DMZ'(M()

tformula analoga a la (91),con la presencia del factor é}&



4. FORHULAS D& PASOS HULTLIPLESY

=n todoe lo gue sigue,nos colocamos en el supuesto que hemos llamado
de prolongacion regilar,o sea cuando los sup y subvalores, se prresentan cowxo
consecuencia de loé wismecsvalores del parametro 9.
Con estas hipotesis,a partir del punto inicial Mo£xo,yo)

?

y mediante los algoritmos super y suo,se ootienen los puntos Ml v Mi ,represen—

tantes de i e ¥ ,respectivamente. Luego,a partir de estos valores,con la

misma tecnica se obtienen los puntos M2 Y we
2 v ete

Proceaiendo asi, se tiene la seguridad de gue la solu-
cion exacta esta comprendida entre ambdos punto;,aunque eso si, con un error
glopal de truncamiento cada vez mayor,valorado este ultimo por la diferencia
entre ambos velores (sup y sub).

Puede mejorarse este error,siguiendo diversos caminos
en el sentido literal de la pslavra. Por ejmplo,partiendc del punto inicial Mo’
utilizando los algoritwos sup y sub, se llegaria a los'Ml y Mi , representatavo
de ¥, e Y, . A partir de estos puntos,y aplicando ahora los algoritmos anterio

rd

1 con el sup,para

pero en sentido inverso,esto es,pztir de Ml con el sub y de M
llegar a los M2 vy M7, desde donde se repetiria el proceso.

De esta maneré,se iria dibujando una especie de dientes
de gierra,de los cudles,se tbmarian por ejemplo,los carrespondientes a los
puntos con subindices pares,para aproveghar la presunta mejor aproximacion logr

por estos puntosj;los cuales podran encapar o né, a la curva integral exacta,en

cuyo caso afirmativo entrariamos de lleno en las formulas correctoras.



bis -

- 18

Prolongacion de soluciones, Maximo error

Prolongacion de soluciones:

Diente de sierra,



5. ALGORITMO Dl DIBNTE D SIERRA

En la deduccion de este algoritmo,caben dos alternativas,
conducentes por otra parte a la misma formulajsegun se considere los supra o

~infra valores, y e y (con subindices pares) originados por 9’: ly Q/: 0

~

o bien,por la situacion contrerias f=p Y D=,

\

En todos los casos,las situaciones a las cuales se puedsn

: . . o . . = 5
llegar, con este algoritmo,scrian las dibujadas en la fig. D y de las cualsas
para que este proceso de acotacion emn diente de sierra,sea sficiente solo inte-

resan,llas marcadas con I y IV,que son las unicas que acotan el valor exacto Y,
4

Ve otra manera,para gque la solucion exacta este acotada,entre
y ¥ ’

Ny preciso la igualdad de signo,entre las expresiones siguientes:

yk»’z_ y €S

e
—

€“+l:;jk+Lf ﬁa+L

(94)
L = Fuer = Juvar
honal k3 . .
esto €8, que ambos errores ep+2 Yy en+2 ,sean simultaneamente poditivos o

negativos.

Se trata entances ,de encontrar una formula recurrente gue
relacions las e d& subindice par,
sea en primer lugar el caso

—

4). u
S d

| = 5(@:{) gJ-: y[/8=9) 'J“:Z/ZH heN

Suponiendo n par,se tendréd para el caso general,del superdien-

te de sierra

- { T -y h [P/uu #i(ug L’L/ /(44—:7)—-;(4/1)} EIW 1)
§= Jug = dut gratd maslo el ks

” hry, — . by ' L v
=0 Fusn = Fuer ¥ Tl lown) i) Tl e 150« 2 fi
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Xn 41

Xn

\

I

Xns+2 )

I

B

Algoritmo diente de sierra.Distintas situeciones.



e

ecuaclon simplificada,por cuanto

2] LN
el N
.
oo .
-y i +
n o)
R T -
Ry £y -
£ © - d
o 42 3
o =) S yn -
&) e, -
o o ® =
£ o : +
1 ~ ) X
)] N\J/ Q] W N 1T
1 ® = " S
0 o3 e & S .
o o o, = w A \W,
ot .ws H < —~3 W ~p
3 Mw . v o
e 0y S
g E ,h N
o K A ~s 7
) 44 e : ~ > o
- - B>e a. -
3 -t ) = =z * &
Q o3 ) ' <L &
oy £ Lw{ i n/_ n ///b . J 2
a = o ! S
n i ~1 — ~ ©
s 4 o~ [o)] I = £4
@ Mw ey as o - ; o
N 42 (@] =
o o (s 13 ~ e - &
Q.w m 2] EN wd +2 NG A by
¥ * bl = jen
SO \ ® ® R S o
o 1 0 -
3 O R — - — |2 S o
5 O |t 5 i = B
. < i - 3 (@]
49 = . SIS — dele ol
@ 3] Bl i N i) = o W
43 13 b ig \T 1 . : ¥
! i > i <h x N "
3 — w ﬂw > ~ ~s -+ Ly . s
4} “H 3 E W o o = o
oo e S
¥ = . ~ e - m
o w/w f4 5 W 4 - @]
o m ) pa) A t 2 N A
L.w - -+ 9] ﬂva. o _ —~ r_ = O
§ N p o
0 “i 2 « ) AW,/J ey % G
- Iy »i o —l . o 3 N = o]
3 : e - o <% ; 5
o b |8 & P ea ol g
r+ g -
6] 0\ 5] . o, — M.)y Ty [4s)
* o 4 I L — ©
‘o o3 H A N o + - £1
? | 3 (] + <r wdy 0
o n 3 + b3 o £ s
3 4 ! B g 5 .ys A
1 . by - -~ = / ~3
508 J 5o ~ T g -
&8 j a ¥ © -
) © & + n + i
= NH vlk .ﬂ n
oo w > 5 o
®
xi <4 —~ Py - © —~
. - o) 54 [ o~
4 mw /U sw - O ] )
- &) 3) ot et



81

»

'

"

[RESYETate)
s e B N e id

LOS

oAl
L

T

yvendran expresados,por

2

g
y <n+

Nz

o

e

e
3

los cuadrados de los

)

9]

n+z

gjando los errgres

5
(RS
s
RV
i
P
Loyn
=l
B )
B
i i b
/Mx [
Y A
&
s A.u
wu&ﬂ,r -
S S
+ |
— —
Ix N¢
~ K
o X
=~ m B
o~
e ~ .)’ [
[} 4
Y
~— 4
o
Voo
o \L
+ .
o0y
U} s
\#J, Sodey
-3
~ ) D«\
N
Ny =T Ml
Eat i
I -
]
o ﬂ./w
o
...mwi
i
i
pu)
+
E
Laj
~~
e}
e}
1
p—

Q)

{lol)



a ello de las

-
-

a

o
x

n

laen funcion de los e

pet 3

82

das formulas

2

concce

x0S gueda
S

n
e O o} @
. o= = =}
-~ s [ Ry o
N G owN © v
3, M'/J +nw o a3 MDV
N
” tﬂ aw 1% £
ey e a] 0] 2
N = { m o m w
> = o © o}
AN 2 o] 3 o] 0l LY
Yot 10! £4 of @
et W e [0 +2
oy m 4 o x
4 — 4] @ [
Ta %u. o ® ) -} | = A
— L (@] ko ~ o =i 3 [ \
¢ —t 53 -1
-+ 0 0 o orf = g ‘ \
Y \W/ b QN [OF 1 o} { p.yv L 3 <
w3 11X L = H H =1 faen® QM W
i - = ST S — u 9
= N, WS 0 £y © —4 N ¢ [y -
LB = o o U + -5 w
-5 »w.: L i Nw e § “. o ﬂw = — &+ W Mﬁ
"o i a1 0 f S
’ - “ o LoPe Moo o ki oo 4 =7 i
4 sy Y s = = ate
4 I 0 [ £ - © .
. , = > = o
= A v Sw © ma. 2 A SN <3 oy
0 — @ a 42 - =
P f 3 iy 4 aw Ko © —_ \W/ m :”
o, o~ v s s3] X >
e S s S I + o [ N
} = = \ {3 =My
, o S g Y g shog | -
o~ o } mc o au ® i e N = @y >
3 - 4 o+ < o, p
e i = 5 + o P = e { <37, <y
N X ~+ 4 g o m“ @ [ = o
— b @ o Jos gl 2 o
) P O - S N = N Mz
| S . S, )] ] @ 0] e 4. W o) =
i - 1 O o) O £ —_— 2 N >
—% ”,ﬂ -4 - A 3 T [eh} ] © o o ol (< gy P o
™~ =~ s ~ A 3 o @ oy g - <) S
= o o o5 S < N FN
i | o) £S] i ® ol ® .. N N
b — f o S = S = ! 2 ™
£ —) — ] @ o =) o o ay =N
o Is o ) o o o n 4 ~—t N <3 "
- &;U = 3 3 £4 ot o Q ﬁ“ ~5ied o f/u/ "
- N g G o) ) = - : o T
4 <, - - o d 0 + o = |
e -1 43 Jis} + [ o3 = - iR
3 - i - T = S ‘ .
2 -+ = « =] » © ~— b jod -
et X \ 3 0 0 e £ +2 O i s el L
A= N > o] o ) @ 3 , . 0
. L, S | 42 +? 0N <« v
e N N m A4 O o 3 o
e TL . ] ) 0] o 4 6! - Y
" Sl I ) N A @) o ot £ { o) -
i 9] - ] o] m,u oty
- ) -l 0] 4
! -+ -t 0 3 QU £
s < Q ~ 1 403 9 @
B { 3 s £ € + 6] [ )] -
STy i S ( < Wv ) % oo}
9] Q) ! e)
1! — } 1 w pv%_ Q, o a o w et
- - - i —~ -t O i — ~~
o ps + o) N by 2 © o s < EN
- - ? T3 o . e} [ ! 4 ) e}
3 RN {5~ 3 5 4 e o @ © -1 —i
el e w 3 £ £y (€N e ~—



on
el

83
a la

oe llega asi,
gquivale a

)
o] ot ol
] o] ] o]
bt 6 o n (o)
) ot W 0 o % o
y © 1 o )
o < 3 ® o~ o 3 i
o — o < [N 3 EN £ (o)
H - el o - a0 M =3 <]
O , O 9] m [ o' O
.m + 3= ol £l ot ; O
0 ) a -
2 2 D q 2 8 « o
t e - N P ] ® > s
o} e} {co oy o o o o)
) ; v 5 4 g o w‘ m
. v S )]
9 f =L Aﬂw © Mv © +3 i (]
a “ ) © 3 = o ot +2
4 1. - )
e ! A £ G - ) < !
5 3 \ o] 43 = Ea &} al
o =] [$) £} o = o
- 4 A : i [ & @ o
2 o ~3- [} o o €1
o] 44 + o o — o = e o]
b4 o ~ fol [ jand 45 o wy
® @ [ sl &) erd +
X 3 y <~ o I B X o o
- 43 - < +3 O w o) &y al
o =t 0 £ © 3
4 © . o ot ~—1 — 3 e
w o : - o v o o
—B o y o -rt
2 n <t | o o o o .0
nw m = - 0] =] (6] o 4] o
e ) L 3] " 3
) 5 b= . <t A o
EAR o n@ R N = >y n [N at 1
3 h .ﬁ\u,/ 3 + 3 o © | —~
<) i i J 1 ant . o ! - - et o n o
N 3 - T&%c o ) on O e ® fee) al £1
o N {e2 + | » oy © ot 1 a
AR} bt -~ | | T - g g i f4 ® o oy
< » el + -~ <T\ m -rd 1) ]
:.A.H&m‘ -~ -3 f /A Dﬂr’ ( ~ om o & 1 O @
c 3 == T S R R 4og
. nll - AN ; IS o) -} |
i o ‘Aﬁ _ Aﬁ 4 i N MW Re) _zm.w —} N ] &
o° 2 oy + , o om0 o noon
; ! { J ! i & o} [e] + T3
>y oy e . w Y + o ] ; " o o P ) A 3
@ ° E o b <l o o ) o O
o i T (ex | ( = o N <t} o ot © ] o 3] i3
1 : i ] r a3 © o
9 (D o Amx el <y J 2 £3 o il o -
< 4 @ Tiu (<1 (o & A - <t ~ 5 49 o m
~ G S i g oD ~ ~ o] ord 42 £
teo A o (< fep R bt 1 £ S SR o om
- o (o <1 <1 Ay il 11 1} | ) o el iG] -1 o al
2 ~4 i i 3 7 or Gy (o] O iz} S
y ® o 1 o " 1 < b o 5 £4 1 5| =t
fo) @ - 3 ) o) Ay ] . [oF C I 4 ] ®
= " n Q _ t Ov 1 )
# 5 < (o) tay | @ { ) £l ) o
by @ a o) ; o o o ,
- 3 I I = 23]
9 A o] o @ [
£ m ori | 2
e @ 13, o 0 .8
© M ol & <41 ¥ . <
: o 1 A 3! ©
3 £ W By 47 42 o
1l o 9] 1 £l
& En o © 50y
@ ) B, I B -
g 5 o ISR ¢l o o)
§o o o B it] (6] ot
o - 1 B ® o] o - = 4t
e ..
o) 12 R A& ] 3 ~1 +3 (] [45]



3

@

1

ion del signo de los e,

gue siendo..

e}

mente

T

revio

su calicu

lo ,y por consiguiente su signo,socn obvios,dado el conocimiento px

omponentes.

acion del signo de B.Al no conocerse ningun

=0

]

ol

4>
o]
19)
|
®

o)

s de los mismos,se estard en un terreno auy

e no siempre posible soluclon.

3

la Bw

¢ que la anulacion de una B,;

:

necho,d

el

1I0S

ar

o]
o]

57

a
©
(e
]
iy

A
A

(107)

W)

ara el primer

o

,1la limiteacion

v

wplirse con las

3

—

=
NS

o otro intervalo {S"SZ) de acotacion
L .

5o



yn+z

r global de

o

nT

s

3

o)

otra manera cuando el algoritmo

3

ota del error es inmediatas

~
"

la

?

e

oA

[CS iH\LL

L
J

g

Yy

y,aproximen unilatsral

-~

e

[eFS)

anteriores,

0 yue las B -unicas que pueden

v

sles, pugst

}

acti

e
BN

gsupuesto en las §

T

10 P

0,

en hallar para

4
v

¥y ~ permi

e

¥y sub valores - y

cowd el

8

o]
8]
®)

PaY
Lt

//~
)
by

SE

)

rta

Q
i
N

Py
3

1)
N

Ly

—

glfu.i

Eomgr

P

Iy i

et —

)
e

j [EN

L
2

LS Ml

Y

o/

wav j“-*L =

=y

2;‘,4,1_

cia

consecuen

coms

Y

(1:8)



la siguiente

&

(o]
[es] & a%
el 3 Q o (o]
3 o —~ y 4
) - +2
o} o 0} 0 0
3 — £ Q ®
o] - o] & o1
i ® O o] a
o} O o s
e ) R — (e}
] « O e
O 9] = -
@ ~ o n
~f [sy] ®
[} 0 o]
6] O v} 4
i ko] V)
0 42 o =)
O 0 o0 £2 °
| » o 3 O
0] 3 [ ]
o3 =] il ~
- o) @) b
o} @ 3 o < od
[ele} ot o -
e} 2] S} > 4
—4 @ oo
o i (@]
£4 [»] 9]
2y +3
o] O —~
— o) Oy
0] g 11
= @®
o o —
® n 42 @)
e} S
Ne) £ Sy
[e] io]
el - =
o] — o
| 3
i 0
o]
) —
n
(&) o~
3] 3 >
>3 S
0n 4
O O O
£ k$] St
o ol i
[ 9] )
. 5]
69} o} il
€3] [0} - ~
<] ) 6] ]
81 a o
<q - —
Ay @] 24 o
oo os
o mm £ ol
< o ] ] 3
o )] §4 o
=] m I3 .
[ @] m [0} 3 Bl
€51 3 3 o 4
jEal O w )]
—~ e o 3 3
o e} e}
w3 s O (o]
— O . 4
O O o] o] ]
5] (] 0] 8}
— 9] (&) ~—
. o] O] [ «
— [ (s} =} [&b)

—-38

SN



NSy
o e
~s i AR
! /
" —
- -
1 4
Bl 3
Pt e
| ~uf ey
vm. o
" v
i ty
SO s
[
i
ANIWJ

Ies

ralo

V

ntes

I

3
+ | =)
{3~
[
Py
P
A o~
{r o3
MJ {n
o ot
o
A./v < VU
~f~
b In
s N
N o
~= “—
i il
{x—

Ly
Yy

<)

[QN]

2

jui
u

o
Nan

6373

1S

o

como nar

£




?

>
o
9} £y
U] s
+2 o8
o]
® 0
) O] o]
= O +
&0 IS (o]
o @] (@]
0 1
o [}
[63] =2 C
€3 mw
— m n
A.V .mi_
LS T £
~ 3 )
I e o O 4
4 i [}
- o0 an
pest o £4 £ =
o) - = s [y [e0) fas] s
0] @ e > o e tl i
i —~4 D @) O < =] ~.
(9] 3 -~ ~ jay] ot - o~ N
4 & ' - ] © [T 1 NS
~— f4 R 5 @] 4 [ 43 S
(@] 3 o e e 4 -
Ns) 14 Ser o) o, o —_
° o o) . §4 o] 4 ® !
— T\ a < | 3 o £y al o —
o ! 2 | Yy oy 5.4 — i —_ [N
! = o | 9 o o o~ ~ & R
o 1 - € | @ fq @ < ! b ai o -
o~ — / 4> [oF o o) S, -rd A !
et - i Q o ~1 o S 3 S o
i Eal} 1 > g — O - ® 0 — &} @ ~5 Ay
s} s ~ ¥y - [63] ~ b a < a [es]
» ! 2] - [N & 4 Ns! © { S
03] [ 5~ P Y I —r o o . & o — | -
SR o o _ 3 £y e} £ £ > o
£4 1 O] : - H o] o8] <t T N o O &1 S o)
O - } o} - % - O i tN Il ~ o n £ ] B ' N
an N 3] = o R T 4] o) o~ ~ ® £y {1 ol e ~— ~
B4 N e I3 o~ 0 o4 — o1 © . 0 I
aj o ) ~4 e < o3 oo O O g <t L @] 5 o o} < 1
3 { 3 Y © f1 C N < < <t — 4 —~ o} 2,
3 ; — { @ o it <F < o] © 1 4l g a &9
3 L o] - w 89 N O ] o} <} - © o) '
! Y/ - 3 =2 - NG} o s DT Y y xS - |
T4 i aw ' ! 13 LN nw By o) o) @) a , &) S0
@) - - € : ° Q @] O O @] +2 4 Y @] 30
{4 R s~ £q !ﬂ &) <hy, o o) -3 o » o 42 ~l o M [$] 8! T
f4 @ 3= O B O -4 ~ —1 . 8] - © s N
O t | U, ; i o o o) Q@ O o
-~ £4 — o & O 1 H I i o o w O /
4 Ios >y [} b ] bt @ £4 <) o - - 3 1 w1 o S
o) 2 3 - 42 S e N 3 al 3 ;
3 0 < e} » = s o} o) -1 i
o Y iS] &4 o 0 f1 9] i
o] %) 9 £4 o FN 54 (&} ¢! [N -
o} ol - & a ) ] [ & o) i
4 3 O £y 6} 6] ] £ 8 -
© (o) 1> 1) Vs © $) 8! I!
3 - T @] ¢ 55
xS ®» -~ ® ~ <} £1
] 3 o} &) 5l o o]
3 ! & of B o
3 ¢ O 4 o vl ot (@)
[} o S orrd o I\
a3 o 9] oY » — 0 o) &)
=i [} f4 e} 4 ® Fq
3 @ [} 0 o o] £ 43 ~1
IR 2y « o @) [} ]
i ol ) +2 0} 0 + I &)
(o) ¢} 4 O o3 o 6] ) o [+



)

(G2

[PV

e]

I

N S e

B

¢

i

=
™y

5]

L]
2]
O
18
4
©

—
M}

a los mismos val

i)
(93

oW

i

I

i

SN e

>

=

st i eha

o]

3
|
b
{
1
)
y
3

i

P



=
3
“

s

-

LR

[ o
SN
!

(]
i o3 -
-1 ot 3
3 3
s f4 -
e O P2
1] oy
2
=~

~

i [

3 ()

©]
s
ot

)

)

{l

B

3 T4 3 7
con el Dungo-X

SRE

N

o e o

]

ATATad AN A

1 eczacta,

nma
St




P

NOOE DUE S GG 1

L

ngales

son lin

[
[t

5]

o/

e S N e

o mr o e

PR R A A

10
LS T

£

iy

[ A

IDRORURREIRTU-S 9 Y 1

%)

Mmoo




a

¢
{

e .
P w\.;LD?AAw

PURPR

o

)

=g

G
T
C.
N
i

Ty

=)

y
3
3

<

s ol

AR SRR R N

A e

PN




e

ol

[}

af

e

o3
2}

Nt

Y

o @

A
fd
&)

X
<

U




oS s
,
.

EPN

L

o~y




- & -
Ejemplo n® 3, Utilizadopor Hamming,Ralston,Milne,Babouska, etc,

Y=y y(o) = 1 h = o0.1

Solucion exacta: y=¢e ¥ y(0.1) = 9.048 374 180 (lo—l)

Las uerivadas sugesivas, vienen dadas por

) "
Y= (-4
con 10 que su programacion seria senailiisiua.
A pesar de su caracter lineal,y poderse encontrar las cotas por division,es prefer

vbie el metodo iterativo.Los resultados son

1

Y, = 9.048 374 173 {(lo™ ™)

l

T = 9.048 374 186 (lo'l)
Y = 9.048 374 179 (107
e xr l.o(lo—lo)

e € 1.3 (10'9)

Lo facilazente gue se obtienen sus derivadas,incita a acotar el parametro €>,oote—

nienaose, tras la aplicacion de la tormukd

3 (F

v 1 @)
g2 mli y byl by = b (1-6)

g =

(€2 ()
92,4(1 —y )

las siguientes cotas:

0.5lo 833 Y90
0.5lo Hy5 752

i

(> o
H

que proporcionan aabas, el miswo valor para su y correspondiete:

[t

7(® = 0.904 837 418 o

y®) = 0.904 837 418 o
coinciaente con el valor exacto para esa aproximacion.
#1 Hunge-Kutta, da el siguiente valor:

y = 0.904 837 5000

con una cota de Lotkin,para el erro de

1E[ ¢ 1.01(10'6)
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Ejemplo n? 4. Tomado de Kuntzmann,

-0.h5x

y'=y-1.5ce ylo.4) = 0.818 730 7530 h =o0.l

solucion exactas = e—o'5 x
2 A y(0.9) = 0.778 BooT783%0

Aun cuando no sea un ejemplo de ecuacion algebraica,su resolucion puede enfocarse
aesarrollando en serie la trascendente,lo suticiente para cuorir las necesidades
del caiculo, y como la winicomputaaora utilizada ,proporciona la funcion exporznci
con once decimales exéctos;no variamos el modus Operanai,naciendd uso de su caract
lineal para calculat y , mediante una division.

Se tiene entonces,para sus derivadas:

ﬁ(: .| ge—n.r)(
4 .
ull o o _3_ @—u.r‘
(R A
v 33 o

v o= - —C
J ﬁ 12

que sustituidas en la ecuacion general, dan lugar a

b b § TR S B o3 X

Tre 1 o —— )T il ! g1 .
R T R A B A ey A G I

g = TR +

LS‘
r 2 3 * 33 -2.5X,
/ _——+--4 Y 9;]wﬁ
¢ 4F J2 7220
a 4 4t 'S
(- e 8
T /2 Pl
con
Y = 0.778 800 7830 para p=0
Y = 0.178 Boo 7830 pera G=1

coinclaentes como se vé, con sl valor exacto Vg -
ol nunge -Kutta ,proporciona
Yy = 0.778 8oo 7574

con un error de Lotkin

|E] < 9.12 (1077



97

L, eirlo ne 5, Toumsdo de Levy and pagesot.
Y=y + x¢ y(o) = 1 n=o.1
4 : X ‘ p o
so.ucion exacta: y = 38 - x¢ - Zx - ¢ y(o.1) = 1.105 512 754
serivadas
Il: yl+ ZX
3 4 i .
( ) = y( >: . = y( > =y "+ 2
Zu= Junto la ecuacicn general,proporcionan
z = 1.105 512 506
¥ = 1.105 512 751
‘\/ - — —_ - —
v, = 1.1cH 5iz 753
/ =7\
L= l.\lO )
5=
(€ 5.(lo 7)
. fungZe Kutta,da
e N . -6
vy = 1.105 512 (o5 [B{€ 1.12(1o )
z,exrlo 29 ©, Tomado de mcCalla.
y'= %2y yio) =1 n=o0.l
So_uci.n exacta : =
y = e\ ¥ /3) v{0.1) = l.ooco 33%% 288
verivadas:
I3 > PN
A 4 , / ; /v, Yo Y e = {
gle (2xs Xy ey R mxdn ey
3c_ucicn general
, ;£
‘; A L? 4 / 57 i - C“.‘vj
ceDoxte LA A s Al - 6T
P A e S T
/I { S {5
vy 4 v h N 4 . -
B —— ) L S g
{ l‘l +/7‘ ""/, ?_Zo’d>" v
Gue gropcrcionas
¥,= l.oco 333 361
¥ = l.o00 333 444
¥ = l.000 333 402
. =8
e, = -1.4(lo )
. -8
e, € 8.3 (lo )
2l Runge-Kutta,da : y = 1.000333 385 con [E[ < 1.6(10-7)



Bjemplo n® 7. Tomado de Leviy

Y=y - (y/x)

Solucion analltlca-

= (X/2) + (2/X>

Jerivadass

o,
f=i- T

and Baggot.

y(eg) =2

y{o.2

Su caracter linegal;permite expresar

v 5 kg 5
\ v 5 A I &
ho bk -8+ 4
~ 4, [1- EZ*ZZ"“‘H ‘9)*4‘ 7% T rx T
J 7 ho b, K8
+EZ Cﬂb é%ﬁ
con los siguientes valores:
¥ = 2.009 091 206
¥, = 2.009 088 Yc1l
§ = 2.009 090 063
e, = 8.37(1lo" /)
e < 2. 8(10—6)
ml Runge—Kutta,propofciona:
¥, = 2.009 090 Y09 8] <« 1.6(1077)
wjemplo n® 8, Tomado de Henrici.
y’==loxy y{(-0.79) = o.o0z 215 9242 = 0.03125%
Solucicn exaéta: .
S S gy
y=2 .M . ¢ ¥(-0.73875) = 3.199 o6o 155 (10™°)
Derivadas:
y&;-w(j?%X5Q y“:-%é(éj“+1§“}
con’las soluciones siguientes:
- o -3
Y, = 3.199 o6o 928 (1o )
y, = 3.199 059 203 (10'3)
¥ = 3.199 060 065 (1o~ )
8,= J{1lo ll) '
e < 1.72(10"9)
sl Kunge-Kutta,da 7
y,= 3.198 928 17 (10'3)4 B con’E’ < 6.5(10'4)
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mjemplo n® 9§, Tomado de Kuntzmann,
y'= -2x§2 y(o) =1 o h=o0.1
solucion analiticé:
y=1/(1 + iz) - y(0.1) = 0.990 099 0099
La tapla de derivadas proporcionas

w A ro Mo _ & I_4x /1_4), y/
glz-2ey; gl -2y-ng Yl Y dyym T g

4

‘j“,:—lQﬁ’,:—/Zj ﬁj’l‘——/z X 7’j/l_éxy7

7’/:—-‘75'7"7‘“’_1477/”5/4 xyly_12 x 7”1 5x Y j"/

las cuales pueden calcularse mediante las oporturas suorutinas,

La formula general, proporcicna

¥,= 0.990 09 4856
371= 0.990 048 5898
»

y, =

0.3%0 ovd 0377
e, = 2.5(10-6)
e < 8.966(10-7)
ml runge-~Kutta proporcicna
¥, = 0.990 099 0372
con un error Lotkin [E[< 2 (10-6)

5

EJemplo n? lo. Tomado de Mikhlin,.
y'= ¥ o+ y2 y(o) = o h=o.1
Desconozco la solucion exacta.

Se tiene la siguiente tavla de derivadas de facil programacion.

<.
j% X +Y ; $E1X+zjy’) j%;i+lﬁv”+2yL
1%

x
jw:“z‘jf)”"#_é‘j“j” / j :.2791\/4‘6/5(7///_{_6:71/

que junto al programa Standard operativo,proporciona los siguientes valores:

¥, = 3.333 388 896 (1o™%)
y = 3.333 333 332 (107%)
’9?: 3.333 361 114 $lo V)
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6 € 5.55(1077)
wl ﬁuﬁge—Kuttar,da
¥ = 3.5334 897 35 (;9_3) ‘con B <« 2.(10—4)
wjemplo n® 11. Tomado de R.L.Moore.

’

y'= y2 v(o) =1 h=o0.l
Solucion analiticas

y = 1/(1-x) y(o.1) = 1,111 111 111

ueriva%as:
, . .. 3 n n+l
y'=y y' =2y e y< ) =nly

con los siguilenties valores:

1.111 110 418
1.111 112 obo
1.111 111 239

1l

i

1

J

Con la acotacion parametrica,se llega a
y = 1.111 111 120
y = 1.111 111 096
Sy = 1.111 111 108
Te = 3.(1077)
e « 2.4(10'8)
El Runge-Kutta,da

1.111 110 4%  con B < 1.2(107%

«
I

gjempleo n? 12. Tomado de H.T. Davis

’

y'= xy(y-2) y(o) =1 h=o0.1

Solucion analiticas

, 2
(+e*)

j::

y(0.1) = 0.995 oco 0416

Derivadas: -

f=2xyﬁwﬂ-tW&Q)

Y= 1y gw(j_:) + &j’"(w’ Fy=1) #64"(45y + x4

IS
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La programacion de la foruula general,viene muy ajustada,teniendose entonces qu
suuministrar alguncs datos manualmente.No obstante,con cuatro o cinco iteracione

se obtienen los siguientes resultadas

I

¥y, = 0.995 oco 0625

0.995 ooo 0208

Uns
I

?i: 0.995 o000 0416
e == O
e < 4.175(10-8)

1l Runge-Kutta,da

y&ﬁ 0.995 oco 0520 con [E\ < 1.2(10_4)

mjeuwplo n? 13, Tomado de Bellman,

vi= =y-y¢ y(o) =1 n=o0.1l
Solucion exacta;

y = 1/(2eX - 1) y(o.1) = B.262 128 682 (10"1)

Tabla de derivadas:

%’1"_'{—25‘31

J =

Valores odtenidos:

8.262 166 859 (1o™ %)

v, =

o - =1,
Y, = 8.zbc 103 871 (lo 7)
¥ = 8.202 135 365 (Lo7%)
e, = 6.b83(10-/)

e, < 6.29(10_6)

Bl Runge-Kutta,proporciona

y, = 8.262 161 554 (10'1) con|E [ « 3.2(10'5)
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mjewplo n® 14, Tomado de Lambert,

’ l -
y'= e o(x-y) y(o) = 0.1 h = 0.0l

Solucion teoriwga:

e - e = l-e y(o0.1) = 1.037 960 515

Tabla de deriv&dés

' 40%'(4“?9‘
- pgi-21)
V-—

o ol
1ol g 2y'y"=2y" ]

Ui
4
v)l
. R 1) - i g

Ij\y": llpj;L{[Nﬁz‘j}‘b‘)a j
Bl programa general, proporciona
1.0%7 960 515 (1o~ %)
1.037 Y60 515 (10‘1)

]

"

coincidentes con el valer exacto.

»1 HRunge-Kutta, da . -1 1
v = rye¥¥xszixiFaxfaxx¥ 1.037 960 518 (1o )

con un £ < l.ol4 (107°). (Lambert pagina 129)

mjeuplo n® 15, Tomado de Laupert,

-

v'= 4xy© y(o) = 1 h=o0.1
Solucion analitica:

v= {1+ x<)2 v(0.1) = 1.020 loo coo

Tabla de derivadass

%”: é(kf3x9 fyzlﬁ

LN o

7"L: 24 X
El programa general , produce

PR SZIZ 1020099999
4 =1

©£1 Runge-Kutta da y =vl.o2o 099 916 con & ¢ 4.05 (10-3)
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sjewplo n? 16. Tomado de milne.

y'= x2 - y< yi{-1) = o n = 0.1
Desconozco lavsolucion anglitica.
Tabia de derivadas
“j”: 9w - ij y!
, H Ib
4l L= 2y 2
LY
4"z ’253”-5‘3 ¥
L "
229y Sy EyY
Le toramula general, proporciona
‘ - - . -2
y(=0.9) = 9.004 781 767 (1o °)
- -2
X(—o.9) = Y.004 791 638 (lo )
g(—o.ﬁ) = J.004 7185 Toc (10_2)
e < .87 (10‘8)
sl Kunge Xutta,dé
L =2
X(—o-9) = J.004 735 746 (lo )
con 5« 2.1 glo_B)
wLjemplo ne 17.Tomado de Lapidus and J. Seinfeld
y'= 1-y2 yio) h = o0.15
solucion maliticas éx ‘
yz ———  ¥(0.1£5) =1.243 530 o017 (107h
g +1

fabla de derivadas:

*‘ju:_'zj‘jf

j'“:‘. ) [ﬁj“+ stJ

‘j“/: —lf_‘j“j'u—kgj( 3“}

gV 2 [y sy Iyl
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La formula general,proporciona

¥, = 1.24.3529 411 (le—l)
Y, = 1.243 530 267 (1o7%)
‘3{: 1.243 529 839 (1o %)
e, = 1.78 (10'8)
e & 8.56 (10”8)

=1 Runge Kutta,da

A
H
’__I
(A
-
N
Ul
no
3
o
N3

5 (lo—l) con (E} ¢ 6.4 (10_5).



_.105...

¢. Prolongacion ae solucioues.

Una vez conseguida la prigera solucion yl,corres—

D

{4 o o a ate o R ¥ P R P o i e e
ondiente & la x_,la siaple repeticion del algoritiso,esto es, ocupar con 1a

1

e

pareja (x ,yl),la posicion de la antigua (xo,yo) en el método empleado,parece

1
ceniera dar las sucesivas soluciones.

Con tan sencillio programa,hemos prolongado los ejemplos
e s 1,2,4,5,6,7,5,9,10,11,13,15,16 y 17,comprovandose con las soluciones
exactas,las respectivas acotaciones;pero en el ejemplo n? 9 -asi éono en el
n¢ 3 ~puede verse cowo los valores de yj, le e y14 no guedan acotados por
les sub y super valores respectivos,tal como se indicb en el n? 2 de la sezun-—

aa arie.

o]

wste comportamiento nos dice,que si en este ejemplo la
irregularidad surgid en los priweros pasos,no gquiere decir gue en los demas
egemplos,no se encuentren otras irregulari&ades en pasos mas adelantados,

Para evitar estas inconvemiencias,po veo por ahorsa otra
so.ucion,que la confeccion de un programa que arregle tales situaciones,selec-
cionando de los cuatro valores proporcionados por las cotas extremas del para-
@metro ,los dos extremos que si acotaran, la soluclop exacta,

A tal fin, el programa :ACOTACION PARAHKTRO TETA,cuyo
diagrama de flujo viene a continuacicn,muestra como toma para ?,el maximo valox
(Yusax(K)), ¥ pare y, el winimo (YdIN(K)) ,de los suministrados por la pareja
de valores gue toma el parametro " ,previamente acotado por la rutina Tel3I.
- simultaneamente,actuan las rutinas xDO - encargada de la
resolucion de lasecuaciones portadoras de ? e y — &3% y DERIVA,proporcionadc
ra de les derivadas que figuran en tales ecuaciones.

Un ejemplo resuélto con estas indicatrices — el famos n? 3-
se inserta a continuacion,utilizando en su programacion el FORTRAN,visto la
insuficiencia para ello de la minicomputadora gque utilizamos,.Bn dicho gjemplo

se observa como era de esperar,la regularizacion de los valores de Y,



Ejembio ne 1,

y' = y-2x/y
= y(% =o0)

10095445638 00A
1000000000 =01A
1183216751 0O0A
2000000000 =014
10264912061 0Q0A
3¢000000000 =C1A
14341641979 OOCA
4000000000 =-01A
10414214968 00A
5¢000000000 =-01A
10483241348 O00A
62000000000 =01A
10549195277 0O0A
7¢000000000 ~01A
1612453829 00A
8¢000000000 =-0T1A
1673322739 00A
9e¢000000000 =01A
1732053980 00A
14000000000 O0OCA
1788858135 QOA
1100000000 0O0A
14843913340 0O0A
14200000000 O0O0A
1897371877 O0OO0A
14300000000 OO0A:
10949365147  00A,
12400000000 O0O0A/
2000007475 O0O0A:
1500000000 ODA?
2049399064 OO0A.
14600000000 QOA'
2097628330 00A.
1700000000 - 0O0A
20144773761 0O0A
1800000000 OOA|
24190905418 004,
14900000000 ~00A
2236086154 0O0A
2¢000000000

00A |

(Collgté)

y(o) =

h = Ol

40

Solucion exactas

y:

14000000000
0000000000
14095445115
10000000000
10183215956
2000000000
10264911064
3000000000
10341640786
4000000000
10414213562
5000000000
19483239697
6000000000
10549193338

7300000000

1e612451549
80000000090
12673320053
9000000000
14732050807

1000000000

1788854381
1100000000

10843908891
12200000000

10897366596
1300000000

- 12949358868

1400000000

24000000000

1500000000
2049390153
14600000000
20097617696
1700000000

20144761058
14800000000
20190890230

12900000000

222360679717

2 000000000.7‘

-, :
—- - e

2x + 1

00 |
00A
00

-01A
00~

-01A
OO'f

~-01A
0Qe

-01A

0Qe

-01A

00«

-01A
00e:
~-01A

00
-01A

0Qe
-01A
00 |
00A
00«
00A
0Qe
COA |
00
00A

00« |

00A |
00"

|

00A
00e
00A

= y( 9::1)

10095444774
1000000000
19183215430
2000000000
10264910397
34000000000
1341639985
4000000000

1414212615

5000000000
12483238584
6000000000
1¢549192030
7000000000
1612450010
8000000000
1673318238
9000000000
10732048664
12000000000
12788851846
1100000000
19843905886
1200000000
1897363027
1300000000

10949354626

1400000000
10999994949
1500000000,
20049384132
14600000000
2097610511
1700000000
20144752476

112800000000

20190879967
12900000000
20236055695

24000000000 0O0A




50170918860
5170917323
1000000000
5170918075
2140275989
2140275649
2000000000
2140275816
6985881045
46985880482
5000000000
4985880757
7182470187
72182469358
4000000000
7182469764
10487212765
10487212650
5000000000
1487212707
2221188081
2221187929
5000000000
2221188003
3¢137527174
51375269178
7000000000
5137527074
4255409411
40255409163
3¢000000000
4255409284
>¢596031268
>¢596030960
7000000000
5596031111
7182818477

7182818099

1«000000000
7e182818284
7041660474
»* 041660014
1+100000000
72041660239
1120116951
14120116895
1200000000

-03A
=03A
=01
=03
-02A
-02A
=01
~02e
-02A
-02A
=01
=02
-02A
-02A
=01e
=02
-01A

-0t1A

“01e
=01le
-01A
-01A
=01e
=01le
-01A

-01A

=01e
-01e
-01A
-01A

“-01e
44389056098

=01l
=01A
~01A
~01e
=01

"O‘A:
5825013364

-01A
00
=01
-01A
=01A
00

-01e

00A
O0A

0Qe .

10369296701

1369296635
114300000000
110369296667

10655200007
10655199928
1400000000
10655199966
14981689118
10981689024
1500000000
1981689070
24353032480
20353032370
1600000000
20353032424
207739474517
20773947328
1700000000
20773947391
3624964754
3249647390
14800000000
36249647464
30785894532
34785894355
1900000000
30785894442
43890562073
42389055998
2000000000

5066170034
50066169795
20100000000
50066169912
50825013640

2200000000
56525013499
66746182617
62674182298
2300000000
62674182454
76623176568
7623176200
2400000000

LN TYITELTAN

y = e ~x-1

OOA 'geg82494176

O00A 8e682493753
00e 24500000000
00°* B8e682493960
00A 9862738283
00A 9863737796
00e 20600000000
00¢ (9¢863738035
00A 1117973200
O0A 1117973145
00e¢ 2700000000
00® 16117973172
O0A 1264464709
O0A 1264464645
00e 2800000000
00e 16264464677
O0A 1427414574
O0A 1427414501
00e 2900000000
00e 10427414536
00A 1608553735
O0A 1608553651
00e 3000000000
00 1608553692
O0A 1809795176
OOA 1809795081
00e 3100000000
00e¢ /1809795128
O0A 2033253075
O0A 20033252966
00e 3200000000
00e 2033253019
O0A 2281263955
O0A 2281263831
00e 3300000000
00e 20281263892
00A 22556410077
O0A 29556409935
00e 3400000000
00e 22556410004
O0A 2861545278
00A 2861545116
00e 3500000000
00e 2861545195
00A 30199823537
OO0A 30199823354
00e | 3¢600000000
ANa !l ZTe190B23444

O0A
00A
OO0
00«
OO0A
00A
00
0Qe
O1A
O1A
00
Ol
O1A
0O1A
0Qe
Ol
O1A
O1A
O0Qe
Otle
O1A
O1A
00
Otle
O1A
O1A
00
O1le
O1A
Ot1A
00
O1tle
O1A
O1A
00
O1le
01A
O1A
O0Q0e
O1e
01A
01A
O0Q0e
O1le
O1A
O1A
00«
Ote



MMy VANV AT T e

’

y ==y
=0
7*048374173 =-01A
| «000000000 =01
3¢ 187307519 =-01A
¢ 000000000 =01
408182191 =014
«000000000 =01
703200441 -01A
000000000 =01
¢065306575 =-01A
«000000000 =01
*48B116337 =014
2000000000 =010
©*965853013 =014
e000000000 =01e.
*493289615 =01A
*000000000 =01
*065696571 =01A
e000000000 =01
*678794385 =01A
e000000000 QO
©328710810 =014
«100000000 Q0
*011942093 =014
e200000000 00w
©725317905 =-01A.
«300000000 QOQe
*465969614 =-01A
*400000000 00
«231301577 =01A
«500000000 00«
°*018965157 ~01A,
600000000 00Q0e"
e826835218 -01A"
«700000000 00
©652988861 =01A
e800000000 00
©495686172 =-01A
«900000000 0O0e
©353352813 ~01A/
«e000000000 00
e224564264 =01A,
e100000000 oo-i
«108031566 =01A"
«200000000 00«
«e002588420 =01A
+300000000 00«
071795174 =02A
©400000000 00
©208499716 ~02A
aBANNNNNNDN 000 e

ylo) =1

AL VML O .

h=o0.1

Sol. exacta:s y_= e‘.x
E

9048374180
1000000000
8187307530
2000000000
7¢408182206
34000000000
6703200460
4000000000
6065306597
5¢000000000
5488116360
6000000000
4965853037
7¢000000000
404693289641
8000000000
42065696597
9000000000
36678794411
1000000099
36328710836
14100000000
36011942119
1200000000
20725317930
1300000000
20465969639
1400000000
2¢231301601
1500000000
24018965179
14600000000
1826835240
1700000000
1652988882
14800000000
10495686192
1900000000
10353352832
2000000000
10224564282
2100000000
1108031583
2200000000
14002588437
2300000000
9071795328
2400000000
8208499862
2¢500000000

“01e
-01A
«J1e
-01A
=01e
-01A
-(01e
-01A
=01
-01A
~01e
-01A
-01e
-01A
-0]0(
-01A
«01e
-01A
=01e
Q0A
~Q01e
00A
-O].{‘
00A
_0].
00A
-O]o‘
O00A
“01le
O0CA
=01le
00A
R KY
COA
-01e
C0A
-01le.
00A
-01s
00A
-01e,
00A
-01e
O0A
-0l
CO0A;
-02.5i
00A! .
-02e"

- 00A. ¢

6=1

9¢048374186

14000000000
8e18730754 1
20000000000
7¢408182221
34000000000
6703200478
4000000000
6065306617
5000000000
50488116383
6000000000
4096585306
7¢000000000
40493289665
8000000000
40065696622
9000000000
3678794436
14000000000
3328710861
1100000000
300119421473
14200000000
20725317954
1300000000

120465969662

1400000000
20231301624
14500000000
20018965201
1600000000
10826835261
14700000000
10652988902
14800000000
10495686211
14900000000
1353352850
20000000000
10224564300
2¢100000000
14108031600
2200000000
10002588452
2300000000
900717954177
20400000000
8¢208500001

ne&NNNNNNANDDN

-01A
=01
-01A
-(J1e
-01A
“01e
-01A
-0 1e
-31A
-01e
-01A
-31e
-21A
-1
-01A
=01
-01A
-01e
-01A
00 e
-01A
O0Qe
-01A
0Qe
-01A
CQe
-01A
0Qe-
-01A
Qe
-01A
D0 e
-01A
D0 e
-J1A
J0 e
-01A
O0Qe
-01A
00
-01A
00
-01A
SReR
-01A
0Qe
-02A
0Q0e
-02A
00 e



Prooiewa n? 3. A#esuelto con acotacion del paremetro E}.

Y

4

=¥

)e048374180 =01A

5+ 048374180
14000000000
3187307530
3187307530
22000000000
74408182206
70408182206
54000000000
57032006460
5+ 703200460
4000000000
54065306597
50065306597
5000000000
50488116360
50488116360
5000000000
4965853037
10965853037
74000000000
1049328964 1
40493289641
3000000000
40065696597
10065696597
)+000000000
506787964411
30678794411
140000000090
50323710836
54328710836
14100000000
5011942119
50011942119
1200000000
2725317930
2725317930
1300000000
00465969639
2465969639
10400000000
2231301601
2231301601
1500000000

22018965179

22018965179
e ANNNO000D

-C1A
“C1le
-01A
-01A
-0 1e
-01A

y(o) =1 n=o0.l

50l.

1826835240
14826835240
1700000000
1652988882
10652988882
1800000000
10495686192
10495686192
1900000000
1353352832
16353352832
2000000000
10224564282
10224564282
2100000000
141080315873
1108031583
20200000000
14002588437
140025884317
230000000090
9071795328
9071795328
240000000090
8208499862
Be20B8499862
2500000000
7427357821
70427357821
2600000000
6720551274
6720551274
2700000000
6081006262
62081006262
2800000000
5502322005
5502322005
2900000000
4978706836
4978706836
34000000000
4504920239
4504920239
3100000000
4076220397
4076220397
3200000000

exacta

-01A
-01A |
00
-01A
=0 1A
00
-0 1A
-01A
00
-0 1A
-0 1A
00
-0 1A
-01A
00
-0 1A
-01aA
00
-01A
-01A

00 -

-02A
-02A "
CQe
-02A
-02A
0Qe
-02A
-02A
0Q-e

-02A -

-02A
00e
-02A
-02A
O0Q0e !
-02A
-02A
00
-02A
-02A

0Qe

-02A

-02A

0O
~-02A

-02A

0Qe

y=¢e

X

34688316740
34688316740
34300000000
30337326996
30337326996
30400000000
30019738342
30019738342
3500000000
20732372244
20732372244
30600000000
20472352647
20472352647
3+700000000
20237077185
20237077185
34800000000
20024191144
20024191144
30900000000
10831563888
14831563888
4000000000
10657267540
10657267540
4100000000
10499557682
19499557682
4200000000
19356855901
10356855900
4300000000
10227733989
10227733989
49400000000
10110899652
10110899652
4500000000
10005183572
19005183572
4600000000
9095277075
9095277075
4700000000
Be229747019

Be229747019
4 e QANNNONNAGCNAN

-02A
-02A

00
-02A
~-02A

CC s
-02A
-02A

0Q e
-02A
-02A

O0C e
-02A
-02A

0Qe
-02A
-02A

GOe
-02A
-02A

00«
-02A
-02A

CQe
-02A
-02A

0Qe
-0ZA
-0ZA

OC e
-02A
-0Z2A

CCe
-0ZA
-02A

00
-02A
-02A

00«
-02A
-02A

00 e
-03A
-03A

G0
-032A
-03A

N00e



wjemplos n? 1,2 y 3.

viy-2x/y y(o) =1

«09544553 1
«000000000
«183216745
«000000000
©264912228
«000000000
©3416423573
«000000000
©414215577
«000000000
© 483242222
«200000000
©545196452
«000000000
«612455349
«000000000
©673324659
«000000000
©732056365
«000000000
«788861067
«100000000
©843916918
«200000000
©897376221
+300000000
©9493704073
«400000000
«000013816
«500000000
©049406702
«600000000
©097637519
«700000000
«144784810
«300000000
©190918696
«500000000
©236102107
«000000000

00A
=01
CCA
-01e
00A
~01le
00A
=01le
00A
=01

00A-

=Q01le
OCA
=01
00A
=01
OOA
=01
00A
00

00A

0Qe
00A
00«
CO0A
Q0
OO0A

0Qe .
O0CA
CO0e
OCA
00«
O0A

0QCe
CO0A

00e
00A

GO

‘00A
OO-:

Metodo de Runge-Kutta.

y’=x4y ylo)=o0

5170833333 -03A
14000000000 =01te
20140257085 =-02A
2000000000 =01
4985849706 =02A
3000000000 =01
90182424008 =-02A
4000000000 =01
1487206385 =014
5¢000000000 =0te
2221179620 =01A
6000000000 =Cle
3¢137516265 =01A
7¢000000000 =01’
49255395632 =01A
8000000000 =01
5596014137 =01A
9000000000 =C1e
70182797441 -01A
14000000000 00«
9041634900 =014
14100000000 0Ce
1120113867 O0O0A
14200000000 00
10369293010 00A
14300000000 00"
19655195613 00A
10400000000 OO0
10981683915 00A
14500000000 00+«
2353026347 O00A
14600000000 00«
2773940256 00A
14700000000 00«
30249639114 00A
14800000000 00«
3¢785884701 00A
1900000000 QO
40389044767 O00A,

2+000000000 OO-%

v=-y y(o) =1

9048375000 ~01A
1000000000 =~01e
Be187309014 ~01A
2000000000 =01
7408184220 ~01A
3¢000000000 =01
6703202889 =01A
4000000000 =01
62065309344 =01A
5¢000000000 =01
5488119343 ~01A
60000090000 =01e
4965856186 =01A
7000000000 =01
40493292897 -01A
84000000000 =01e
40065699912 =-01A
9000000000 =C1e
3678797744 =01A
1¢000000000 00+
30328714153 ~01A
1100000000 OO0
3011945393 =01A
1200000000 COQe
20725321139 ~01A
14300000000 GO0
20465972766 =~01A
1400000000 OO0
20231304633 ~01A
14500000000 GO0«
2018968106 =-01A
14600000000 00
14826838053 =-01A
1700000000 O0O0-
14652991577 =01A
14800000000 COQe
10495688766 =01A
14900000000 00~
1¢353355284 =01A

20000000000 00s



jemplo n® 4. Kauffman

y'=y - 1.5

&:0

)¢5 12294244
| «000000000
)¢ 048374180
> e 000000000
3¢ 607079763
3000000000
Je 187307530
,e«000000000
e« 788007830
56000000000
e 408182206
50000002000
e 046880896
7000000000
56703200459
3¢ (000000000
563762581514
)« 000000000
50065306595
1000000000
507694958101
1«100000000
5488116358
1e200000000
56220457765
1«300000000
,¢965853035
1¢400000000
, 0722665524
1«500000000
10493289637
| « 6000000090
10274149315
|« 700000000
, 20656965973
1« 300000000
50367410229
1« 900000000
50678794406
e 000000000
50499377485
¢ 100000000
3328710830
2200000000
50166267686
2300000000
30011942111
>« 400000000

-01A
=00
-01A

=01e.

-01A
00«
-01A
JQ0 e
-01A
00«
-01A
0Qe
-C1A
OC e
-01A
SROR
-01A
00
-01A
0Qe
-01A
0Qe
-01aA
00 e
-01A
00«
-01A
0Q0e
-01A

00

-01A

20.
~01A

00

-0.5x

Y=
9512294245
1¢000000000
9048374180
2¢000000000
Be607079764
3000000000
Be187307530
4000000000
7¢788007830
5¢000000000
7¢408182206
6000000000
7¢046880897
7¢000000000
62703200460
8¢000000000
6376231516
9000000000
6065306597
19000000000
57694981073

12100000000

5488116360
1200000000
2220457767
1300000000
4965853037
14400000000
40723665527
1500000000
4493289641
1600000000
40274149319
1«70000800000
4065696597
18030000000
30867410234
1900000000
36678794411
2000000000
36499377491
2100000000
3328710836
2200000000
301663676973

2300000000

30011942119
2400000000

=01
-01A,
-01e
-01A
-01e
-C1A
~01e
~01A
-01e
-01A
01
-01A
-01e
-01A
-01e
~01A

Sol., exacta: y = e

9512294245
1000000000
9048374180
2000000000
Be607079764
3¢0000000C0
8e187307531
4000000000
74788007831
5000000000
70408182207
62000000000
7046880898
70000030000

6703200461

8000000000
60376281517
9000000000
69065306598
19000000000
57694981065
12100000000
50488116362
12200000000
50220457769
1300000000
42965853040
10400000000
4723665530
1500000000
40493289644
1600000000
49274149323
1700000000
49065696601
14800000000
34867410238
14900000000
34678794416
2000000000
30499377496
20100000000
34328710843
2200000000
36166367700
2300000000
30011942126
2400000000

-0.5x

-01A
~01e
-01A
=01
-01A



njemplio ¥ 4., Hautiaan.

Y=y -15

e

-C.5x y(o) -1

n=no0,1

bmpleo del algoritumo diente de sierra,

) e 512294244
1e000000000
)¢ 048374180
>« 0000009000
3607079764
2000000000
e 187307530
,« 000000000
7738007830
5000000000
7408182206
50000092000
7046880897
7000000000
50703200460
3000000000
503762315156
)« 000000000
50065306596
1000000000
507694981073
1100000000
50488116360
1200000000
56220457767
1300000000
10965853037
1400000000
46723665527
1500000009
10493289640
1600000000
v 9274149319
1700000000
10065696596
1800020000
20867410233
19000930009
20 678794411
e 000000000
20499377490
>« 100000000
30328710836
> 200000000
20 166367692
e 300000000
20011942118
> 400000000

-01A

~

=Uje |
-01A .
-Q1s

-01A
-0t
~01A
=G 1

-01A

-01A

OO OO O O -
O s (D - O

e I ¢ > o I ®

«Q
O s

Py
p g

Mz
96512294245
1000000000
90048374180
20000000000
80607079764
3000000000
8¢187307530
4000000000
7¢788007830
5e¢0000000C0
70408182206
62000000000
7046880897
7000000000
62703200460
8000000000
62376281516
9000000000
60065306597
1000009000
507694981073
1100000000
56488116360
1¢200000000
50220457767
1300000000
40965853037
1400000000
4723665527
1500000000
49493289641
14600000000
40274149319
1700000000
42065696597
1800000000
3068367410234
1900000000
36678794411
2000000000
30499377491
2100000000
3328710836
20200000000
30166367693
22300000000
3011942119
5400000000

=01
=01
-01
- 01
=01
-0
=01
=01
=01
=01
-01
-01
-01
-01
-01
-0
=01

> & > @ X e 1> o I & X & J> e X &

L=/
&

90512294245
1¢000000000
96048374180
2000000000
8607079764
2000000000
8187307530
4000000000
7788007830
5000000000
7408182206
6000000000
74046880897
7000000000
62703200460
84000000000
62376281516
9000000000
60065306597
1000000000
5676949581073
1100000000
56438116361
1200000000
56220457767
1300000000
49965853038
1400000000
boe 723665527
14500000000
40493289641
16600000000
4274149319
1700000000
49065696597
1800000000

30867410234

12900000000
34678794411
2000000000
30499377491
22100000000
34328710837
22200000000
32166367694
22300000000
30011942119
20400000000

~-01A
=01
=01
-0
=01
-0
=01A
=0 1e
~01A
-0 1e
~01A
=01

@ > o > e

o I> © I & I~ o

(I D A I

DO OO O00Oo
— ird o emeh el e i
I

O
O
]

~-01A
00
-01A
00 e
-01A
00
-01A
COe
-01A
COe
-01A
00
~01A
0Qe
-01A
D0 e
-01A
D0 e
-01A
COoe
-01A
00 e
-01A
C0e
-01A
00 e
-01A
0Qe -



swgeaplo n? 5. Levy and saggott

y'=y + x

& coluanas
( =1)

exacto

« 105512756

«105512754
«000000000
«2242082179
©224208274
«000000000
©3595764731
©259576422
«00000C000
515474105
515474092
«000000000
c696163829
* 656163812
«000000000
©906356424
°*906356401
«000000000
*+151258152
*151258122
« 000000000
© 4366228273
« 436622785
«000000000
e 768809380
e 768809333
e00000000C
© 154845543
e 154845485
«000000000
« 602498142
e 602498071
« 100000000
1203508573
120350768
«200000000
717890104
717890002
e300000000
405600021
2405599900
¢ 400000000
e 195067354
0195067211
500000000
e 09909744

'¢099097273
e cNANNNNNDN

00aA.
00«
~01e
00A
0Qe

00 e
00A
00 e
00
COA
00
00 e
00A
00
00 e
0CA
00
00+
00A

0Q-e
N Ne

y(O) = 1 h=o0.1

<8 coluwnas

Y( = o)
X

1105512751
14000000000
10224208269
2000000000
16359576414
34000000000
1¢515474080
4000000000
1696163795
50000000090
19062563178
6000000000
2151258093
7000000000
2436622749
g§e¢000000000
2768809288
90000000080
5154845429
1000000000
3602498004
1100000000
4120350686
1200000000
4717889905
1«300000000
50405599784
1400000000
61950670773
1500000000
7099097111
16000003000
2¢131841985
1¢700000000
9308942171
1800000000
1064768306
1900000000
1216716799
2000000000
14388850938
2100000000
15835040009
2200000000
1803254689
2300000000
22050952860
2400000000

00A
~01e
OO0A
-01e
00A
=01
0C0A
=01e
OCA
~01e
00A
=01
COA
“~01e
O0A
=Q01e
00A
=01e
00A
00

00A -

00

00A

00 e
00A
00«
O0A
OG-
00A
0Qe
00A
00
OCA
00 e

00A

00
OtA
00
O1A
0Q-e
01A
00
0O1A
00«
01A
00

O1A

00 e

3 & Columnas
Y - Runge-Kutta
X

1105512708
14000000000
1224208151
2000000000
14359576184
3¢000000000
1515473694
4000000000
1696163200
5000000000
14906355514
6+0000000CO
2151256887
70000000¢CO
2436621117
8000000000
20768807132
9000000000
3154842636
12000000000
36602494440
110000000090
40120346199
1200000000
4717334317
1300000000
50405592892
1400000000
62195058643
1500000000
7099086873
1600000000
8131829631
1«730000000
9308927346
1800000000
1064766536
19000060000
10216714695
2000000000
13888484438
2100000000
14533501072
2200000000
1803251237
23300000000
2050948813
2400000000

X . -
o0l. exacta: y = 3¢ - x - £x - 2

O0A
~01e
O0A
=01
OO0A
=01«
00A
=01
00A
-01e
O00A
-01e
00A
-01e
OCA
~01e
COA
=01e
O0A
O0Q e
00A
0Q e
O0A
OC e
OO0A
00 e
O00A
00 e
00A
00
O0A
0Qe«
00&a
00 s
00A
0Qe
O1A
Q0 e
01A
00 e
O1A
00
O1A
O0C e
O1A
00 e
O:TA
00 e



2000333361
' «000000000
002670196
2« 000000000
009040617
000000000
2021562558
,+0000920000
* 042547013
000000000
* 074655527
000000003
* 121126025
'«J00000000
* 186095610
e 000000000
*275068857
'« (030000000
* 395612369
«000000000
*558410087
* 100003000
e 7789035899
+200000000
2079921720
*300000000
0495929742
*400000000
¢+ 080192751
503000000
2916997024
600000000
* 143161857
700000000
« 986919049

«+800000000 -

*840299296
©e900000000
*439828688
*000000000
* 193587744
100000000
*488164192
200000000
+805874107
*300000000

015106663

*4030000000
* 873336928

00A

=0t1e "

OO0A
«01e
O0A
=01
0OA
=01e
O0A
=01
00A

-01e
00 A

=01e
COA
=01
COA
-~01e
0CA

00se

OO0A
GO e
O0A
00
COA
00
OCA
0Qe
CO0A
00«
00A
0Q-e
O0CA

00«

00A
00
OO0A
0Qe
C1A

0Qe

1A
0Q-e

O1A,
00

O1A"

0Ce
02A
0QCe

02A

N o NN

n = o.l

Sol.

14000333388
14000000000
1002670225
24000000000
10009040621
24000000000
10021562515
4000000000
1¢042546905
5000000000
10074655344
69000000000
16121125771
7000000000
14186095318
8000000000
16275068624
9000000000
10395612425
14000000000
16558410928
1100000000

1778908546

1200000000
24079928115
1302000000
20495943132
14030000000
2080216848
14500000000
3917028510
1¢600000000
5143154805
1«700000000
6986641718
1300000000

9838795876

1900000000
10439191609
2000000000
2191124553
2100000000
34479011634
2200000000
50772363259
2300000000
1002833821
2400000000

14827891555
F"e 5 INNON00NDDND

exactas

00«
-01A
0Qe
-01A
00e
-01A
0Qe
-01A
0Qe
-01A
0Qe
-01A
CQe
-01A
0Q-«
-01A
0Qe
-01A
00«
00A
0Qe
0CA

00e

00A
0Qe
00A
00 e
00A
0Qe
DO0A
00 e
00A
00
00A -
0Q-e
00A
00se
00A
Ole
00 A
O1le
00A
Otle.
00A
Ot1e
O0A
02
00A
02e
anal

14000333444
1000000000
14002670366
2000000000
1009040881
3000000000
1021562934
4000000000
1042547535
5000000000
19074656253
60000300000
1121127050
7000000000
14186097084
8000000000
14275071022
9000000000
1¢39561562%
1000000000
14558415134
1100000000
1778914098
1220000000
200799361324
13200000000
2495958432
1400000000
36080259649
1500000000
2917178480
1600000000
5143710475
1700000000
62988685930
1800000000
9846185269
19020000000
1441828884
2000000000
20200492808
2100000000
3512412342
2200000000
58929119553
2300000000
1047303722
2400000000

109976886373
f"e S5 NANNNANNNNDN

O0A
-01e
O0A
-Q01e
O0A
“01e
O0A
«01le
O0A
-01e
00A
=01
O0CA
-01e
QCA
=01e
00A
-Q01e
OO0A
O0Qe
O0A
00 e
O0CA
0Ce
00A
CQOe
O0A
0Qe
O0A
QC e
OCA
0Ce
OCA
OCoe
OCA
Q0T o
O0A
00«
O1A
00 e
O01A
00
O1A
0Qe
OtA
0Qe
02A
O0Q0e
02A
OO0 e



y'=1-y/x

=0
e« 002380945
¢« 100000000
e 009090897
)« 200000000
¢ 019565202
e200000000
e 033333316
¢ 400000000
6049999982
>« 500000000
¢ 0692320750
¢ 600000000
¢ 090740721
>« 700000000
¢ 114285694
e 800000000
6139655152
>« 900000000
e 1666666417
e 000000000
2195161271
¢ 100000000
6224999981
5+ 200000000
¢ 256060587
5200000000
e 288235275
400000000
) 321428553
«500000000
355555538
e 600000000
e390540523
700000000
e 4263157172
¢ 8300000000
e 462820496
¢ 900000000
0499999983
,e 000000000

537804862

L+ 100000000
e576190460
L.+ 200000000
615116263
L« 300000000
0654545439
400000000
06944644429
500000000

v(2)

00A
OO'g
00A
00«

00A'

00«
OOA
0Qe
00A
00
00A
00e
00A
00 e
00A
00 e
00A
00 e
00A
00
00A
00
00A
00e!
00A
00
00A
00e
00A
O0O0e
O0A'
00|
00A
00e
00A
00
00A
00e
00A
00«
00A
00w,
00A|
00,
00A
0()02
O0A

00s

00A
00

h =o0.1

e

2002380952
2100000000
24009090909
2200000000
2019565217
2200000000
2033333333
2400000000
2¢050000000
2500000000
2069230769
2600000000
20090740740
20700000000
20114285714
2¢800000000
20139655172
2500000000
20166666666
34000000000
20195161290
34100000000
2225000000
3200000000
20256060606
3300000000
2288235294
2400000000
203214285171
34500000000
2355555555
3600000000
2390540540
3700000000
2426315789
20800000000
22462820512
3900000000
2500000000
4000000000

20537804878

4100000000
25761904176
4200000000

2615116279

4+300000000
20654545454
4400000000
206944446444
4500000000

00e

00A
CRSR

00A

0Q-~
0CA
00e
00A

Solucion exacta;

00

O0A
00«
O0A
00«
00A
OO0

O0A

0Qe
00A
OO0~

O0A

00|

O0A

00e

00A
00
O0A

00e
00A,
00
OCA

00
CO0A
00
00A
DO
00A
00

O0A
00e

OOA

00e

CoA

00

00aA

00e
00A

00
0O0A
00«
QO A

y::X/E + 2,/X

b=1
22002380958
2100000000
2009090919
2200000000
2019565230
2300000000
20033333347
2400000000
24050000015
2500000000
20069230785
24600000000
24090740757
2700000000
2114285731
24300000000
20139655189
24900000000
201666666873
2000000000
20195161307
2100000000
2225000016
34200000000
20256060622
3300000000
2288235310
2¢400000000
2321428587
34500000000
2355555570
3¢600000000
20390540555
3700000000
2426315804
3800000000
2462820527
34900000000
2500000014
4000000000
2537804891
4100000000
2¢576190489
4200000000
20615116292
4300000000
26654545467
4400000000
20694444457
4500000000

00A
O0Qe
00CA
00
00A
COe
00A
0Q0e
OCA
O0GCs
OCA
CQe
OCA
O0Ce
OCA
00
OO0A
00
O0A
00 e
O00A
OO0
O0A
00e
00A
OO0
O00A
0Qe
OCA
OC»
0CaA
00
00A
00
CCA
CQCa
O0A
0Ce
00A
0Qe
OO0A
0Q-
CO0A
00
O0A
00 e
O0A
OO0
00A
00e



fAelodo Runge-Kutia .

y’'= y-1.5e"
ylo)=1 h=

94512293932
14000000000
9048373537
2000000000
8607078770
34000000000
Be187306163
42000000000
74788006062
5¢000000000
74408180009
62000000000
70046878237
74000000000
6703197300
82000000000
6376277813
9000000000
64065302305
14000000000
50769493171
1100000000
50488110729
14200000000
50220451372
1300000000
42965845806
1400000000
42723657380
14500000000
40493280489
14600000000
4e274139064
1700000000
49065685130
14800000000
30867397434
19900000000
3678780144
2000000000
30499361608
2100000000
30328693174
2200000000
30166348069
2300000000
30011920331
»¢400000000

0.5

0.1

-0tle
-01A.

-01e

-C1A.
-01le
-01A
=01e
-C1A
=01
-01A
=01e
-C1A
~01e
-C1A
=01e
-01A

"OO0A!

C0A:

Ljemplos 1

_ x< y

y(o}) =1 n=o,1

10002503496
2000000000
1008204494
3000000000
1019203701
4000000000

1037421757

5000000000
1065049755
6000000000
14104714509
7000000000
1159711168
8000000000
12234335012
9¢000000000
1¢334364274
1000000000
1467778510
1100000000
1645851828

1200000000

14884854105
1300000000
2208757838
12400000000
29653643205
1500000000
30275034962
14600000000
4160421535
1700000000
5451166084
1800000000

7381896627
1900000000
1035335181
24000000000

1507119020

29100000000
20281899506

2¢200000000
3¢601345344

2300000000
5937387988

22400000000

16024791930
2¢500000000

T

4, 0 ¥

00, |

C01A

00A
-01e %
O0A
-01e
O0A |
=01
00A
-01e |
00A
-01s
O0A
“01e
00A
=01e |
00A
=01e
00A
OO-§
00A
00se
O0A
00 |
00A |
00 |
00A
00e
00A |
00
00A
0Ce |
00A |
00
00A
00 e
00A
0Qe
01a
0Qe
01A

01A
Q0.

00e
01A
00e
02A
“00e |

y'= 1-y/x
y(g) =2

200023809572
2100000000
20009090909
2200000000
20019565217
2300000000
26033333333
2400000000
200469999999
2¢500000000
26069230769
2¢600000000
20090740740
2¢700000000
2114285714
2¢800000000
20139655172
2¢900000000
2166666666
3000000000
20195161290
3¢100000000
20224999999
34200000000
2256060606
3300000000
2288235294
36400000000
2321428571
34500000000
2355555555
3¢600000000
20390540540
3700000000
20426315789
3800000000
2462820512
34900000000
20499999999
4000000000
20537804878
4100000000
25761904176
4200000000
2615116279
4300000000
20654545454

Le ANNANCAND

h:o,l

O0A
OO
OCA
O0QCe
O00A
0Ne
O03A
00 e
O0A
00 e
O00A
Ole
CO0A
00«
COA
00 e
CO0A
00e
O0A
OQe
00A
0Q e
O0A
00e
O0A
00 e
O0A
GCDe

- G0A

00 e
00A
00
00A
GO
00A
00«
00A
0Qe
CGOA
00
OO0A
00
COA
00«
O0A
0Q0e
00A.

NDNe .



’_ s - ’ ‘ ');/ -7 _J
= -1l0 - = z. Z t '
Y Xy ¥(=0.75) = 0.002£159242 b = 0.03125 Solucion exacta: y = 2. T ¢

&=

-1875000000 =01

9»:0 N
"

30199060928 =03A 30199060155 =03
74187500000 =01e  =-7+187500000 =01 20199059205 -03A
546783506 -03A  4e546781250 =03e  4vssennnero —ox.
60875000000 -01e| =6+875000000 =01e 4546778570 -03A
62362095492 =03A £4362090798 -03. 0872000000 -01e
C 505509000 -01e  ~6+562500000 -01e _o..02087250 ~034
5¢764158584 -03A ~ B8%764150246 =03 =6+562500000 -0t
60250000000 =01e  =-6°250000000 =01 8764140748 =034
14188596381 =02A 1e188595041 =p2e 0220000000 =01
5¢937500000 -Cle  =5+937500000 =01te. 1188593538 -024A
14586984594 =02A 1586982591 ~02e -5¢937500000 =01e
5625000000 -01e, =5¢625000000 =01 1586980376 =02A
24086052089 =02A 2.086049262 -02e 20822000000 =01«
S 319500000 -01e  =5+312500000 -01e 22086046174 =024
20699552126 =-02A 20699548325 -02e . 212209909 =01¢
5000009000 ~01e =5e000000000 -01s _2 829244215 -02A
30439318695 =-02A 34439313791 =02e 27000000000 =01
4+ 687500000 -01e  =-4e687500000 =01 30439308536 -024A
40313872045 =02A 49313865941 =02 ~4¢637500000 =01
4+375070000 =01e  =4+375000000 =01 42313859451 =02A
50326920766 -02A 50326913406 -02e  L°275000009 =01
42062500000 =0te  —4°062500000 -01e 5326905629 =02A
6475888417 -02A 6+475879783 -02e 4062500000 =01~
3750000000 -01. ~3+750000000 -01e 50475870700 =024
7¢750623164 =02A" 7750613272 =02 -3¢750000000 -01e
34437500000 -01e  =3%437500000 =01e 70750602893 -02A
9132465382 =-02A 9132454269 =-02e| 2437500000 =01
34125000000 =01e -3°125000000 =01 9132442613 =-02A
12059384458 =014 1+059383008 =Qle| 2125000000 =Cle
2e312500000 =01e| =-29812500000 =01 14059381936 -01A
10209854967 =01A 14209853622 =01e| ~2°812500000 =01
20500000000 =01e  —2¢500000000 =01 10209852203 =-01A
10360276453 =01A] 1e360274991 =01s| ~—2°500000000 =01
0187500000 =01e| =2187500000 =01s| 10360273443 -01A
14505688740 -01A ‘14505687160 -0].5 -2¢187500000 =01e

| ‘ 10505685476 =01A

1875000000 =01
=1¢875000000 ~Q1e

12640806546 =01A 12640804842 =01
16562500000 =01e! -1e562500000 =01e 1640803015 ~01A
"760328467 -OiAf ,'760326633 _01.‘| "10562500000 -O‘O
14250000000 -01e] ~10250000000 =01e! 12760324657 =014
10859277434 =014 14859275469 =01s, ~1°250000000 -01e
4375000000 -02e| -9°375000000 =02e 12859273342 ~01A
10933342678 -01Aa 10933340584 =01e | ~—2°275000000 =02
(4250000000 -02e 62250000000 -02.  _1*933338314 ~01A
54125000000 =0pe  -3°125000000 -02e, _1*979186038 =01A
16994713708 =01A 1994711402 =01e| 34125000000 -02.
: 14994708907 =01A

".nNNANNNANA NNal 0e¢000000000 O00e i o



Ejemplo no 9.

F=1

9900994856
12000000000
9¢615391934
2000000000
9174318599
24000000000
8620693594
4000000000
8000000967
5000000000
76352940127
5000000000
6711407513
74000000000
6097559108
8000000000
56524860436
9000000000
L999999074
14000000000
4524886399
1100000000
40098360502
1200000000
2717472174
1300000000
204378378551
1400000000
2076923304
14500000000
26808989007
1600000000
20570694323

1+700000000

235849017873
14800000000
29169197590
1900000000
2000000168
2000000000
1848428980
2100000000
1¢712328890
2200000000
16589825224
2300000000
1479290029
2400000000
1379310419

_zxy

-01A
=01e
-01A
=01
-01A
=01e
-01A
-O]o
-01A
=0 1e
-01A
-Jle
-01A
=01
-01A
=01
-01A
=01
-01A
00
~01A
0Qe
-01A
00
-=01A"
00
-01A
Qe
-01A
00
-01A
OO0 e
-01A
0Qe
-01A
00«
-01A
0Qe
-01A
00
-01A
0Qo
-01A
0Qe
-01A
00
~=0 1A
0Qoe
-01A

-

i1 Vel

2
’ y(0)= 1

g= 0

9900985898
1000000000
9615379030
2000000000
9174307855
34000000000
8620688398
42000000000

8000001192

5000000000
73252943686
6000000000
6711412165
7000000000
60097563366
8000000000
5524863656
9000000000
5000001178
1000000000
4524887576
1100000000
42098361014
1200000000

50717472257,

1300000000
34378378385
14400000000
36076923012
1500000000
20808988667
1600000000
20570693980
14700000000
20358490462
14800000000
20169197302
14900000000
10999999916
22000000000
10848428764
20100000000
1712328707
20200000000
14589825069

2300000000

10479289899
2400000000

— n a~ o~ o~

-01A
«01e
-01A
=01
-01A
~01e
-01A
-O]o
-01A
«01e
-01A
=01
-01A
-0 1e
-01A
-01oe
-~01A
=01e
-01A
00
-01A
00 e
-01A
00«
-01A
00
-01A
00 e
-01A
00e
-01A
00 e
-01A
00
-01A
00
-01A
00«
-01A
00
-01A
00~
-01A
00
-01A
00 e
-01A
00
-01A

£
y=1/(1+ x

9900990099
1000000000
90615384615
22000000000
9174311926
34000000000
Be620689655
4000000000
8000000000
5¢000000000
70352941176
6000000000
62711409395
7000000000
64097560975
8¢000000000
5524361878
9000000000
5000000000
1«¢00000000C
49524886877
12100000000
49098360655
14200000000
27174172118
14300000000
2¢3783783178
1400000000
36076923076
1500000000
2808988764
1600000000
2570694087
1¢700000000
29358490566
1800000000
20169197396

1900000000

2000000000
2000000000
1848428835
2100000000

1712328767

22200000000
1589825119
2300000000
10479289940
2400000000
16379310344

Vo - aNalolaNaVYelaNal

)

-01:
=01,
-0t
01,
=01
=01/
=01
-1/
-i)1e
—G\ﬁ
“01 e
=014
“01e
=312
=01
-01A
=01
-0 1A
=0 1e
00 A
~01e
OO0A
=01e
OO0A
=Q01le
OO0A
~01le
O00A
“01le
COA
AR
COA
-C1oe
COA
-0l
COA
-0};
O0A
-01e
O0A
=01e
00A
-0‘70
O0A
_O]o
00A
«01e
00A
=01e

'aaly



0.917 431 9602 ©0.862 069 8770 goo o0l 0124

~

=0 =0 | 0=0 [
/?2‘990 099 4856 ;. 961 539 1934{.917 431 8599 15.862 069 3594 o.800 000 11924'0.735 294 3686
~~~~~~~~~~~~~~~~~~ R " - A‘_‘_.
p=t -~ b= p=1 =1 ‘ﬁ\ f=o g=v
/ .
e \

~ . \
1.000 000 0000 *99° 099 0099 0,961 538 4615 ,0.917 431 19260662 068 9555 - puTP5 294 1176
n wﬂl' o J— £ o
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0.800 000 00QOO
D
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! ‘ | [ | f
! | I l |- | l;
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 - 0.4 6. 7

Grafiica que muestra el comportamiento de las prolongaciones del ejemplo n® 9 ,
con una irregularidad en el paso 2-3 ,asi como su posicion relativa,respecto de

la solucion exacta Y . Kscala imaginaria.



Ejemplo n? 9, ¥ = —2xyR

Diagrema de flujo.

- - - 07 I=4N

3:94_...
NI+ =AD+ B

Sy g f
NUT %)—He.d).

S1




sr
&,5,\[\[/ v eo 6oy ‘ Ves Y U3

Y SEkY=Y1(T+1) [woa\maw NE() =T |1z N1 (T41) YS)=1(3+0) || YI(K)=Y1(3)

TETA = 0. TETA= 0, TETA = 0,
Yo =NS(K~1) o= YI(k-1) : Yo=Y
XD =X0-H Xo=X0-H. X0 = X0—H
)
o To { XStk 2 YTo=3 | 6o To o To {
\FO ’ Mo
J0 y ‘ , ¥
peP= Yo peP = Y11 DEP = I (k)
Npo=ysck) | Y Y11 = NI(K) |y ety =sae | Y
Ns(k)= DEP Mr(x)=pep | M) = pEP
L—T“*' ! ; |
Y
| Vo8 | T4y
Mo =YI(k~) Yo=Ys(k)
- . Xe=xo-H = K=Ktf{
Diagrama de flujo correspendiente :
a ia rutina KDO. i & i
‘ L e e e - - %l(m

Aplicacion: y’= —Zxy?

N=(N+4) /2

PripT
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(@)

13

ED ~ EFN = SENTENCIA FUENTE - 1IFN(5} -

RESOLUCION DE LA EDD DY=~-2.%X%kYxY
VALDORES INICIALES X=0,v=1
REABiS,éG@)XQY?H’N )
H SIGNIFICA EL PASO DE LA INTEGRACION,N EL NUMERD DE PASOS
DIMENSION Y1(99),Y11{20),Y10{200,YS{20)sYI1{203,YYI{20),YM{20),XX {20
1)
N=2%N-1
K=1
AXo=X
Y¥3=Y
DO 100 I=1.H
TETA ES UN PARAMETRD QUE TOMA VALORES EXTREMOS & Y 1
TETA=1, :
1 AD=YG+D1{XD,¥0, ,H)+D2{XD, Y0, HI+D5{X0,Y0,H4)%{1,~-TETA}
J=1 -
Yitil=Yo
o ADB=A0+H
2 B=D1{AD YO, ,H)-D2{X0, Y0 ,HI+DS{XC,YD,HYXTETA
¥Y1{J+1)=A0+8
IF(aRSiyild+l)- Vi(‘))—ia_ -8}10+10,5
5 ¥3=Y1(J+1)
J=J+1
GO 70 2
16 1F{I-1)15,20,15
20 IF{TETA-1.)3230,;25430
25 YS{K)=Y1{J+1)
TETA=0,
X0=%0~-+4.
¥l=Y
GO 10 1
30 YI{K)I=Y1(J+1)
IF {YS{RKI-YTI{K})Y404,99,99
40 DEP=YI{K)
YI{K}=YS{K)
YS{K)=DEP
YS Y Y] REPRESENTAN SUPER Y SUBVALORES DE LA SOLUCION Y(X)
G0 10 99
15 IF{1-1/2%215(,5%,50
55 IF{TETA-1.180,85,480
85 ¥SiKl=Y1{J+l)
TETA=
¥3=¥YS{K-1)
X0=X0-H
G0 10 1
B0 Yi0=y1{J+1)
IF{YS{KI-Y103190,105,105
90 DEP=Y1D
¥10=YS{K}
YS{K)=DEP
105 Y0=YI{K-1)

50
60

X0=X0-H
GO 10 100
IFITETA-1.)65,60465
YI{ry=Y1{J+1)

s



(]

DE MIBDRIL

oy

(5]

LA UNIVERSIDAD

CALCULD DE

)

A\
i

m

FY4 -  SENTENCIA FUENTE - IFN{S) =

GD 70 1
65 Yil=¥1{Jd+1)
IF{YIK}-Y11189,75:75
75 DEP=Y1l
Yii=Y1{ K}
YI{K}=DEP
39 Yi=YS{L)
1/_K+1
100 CJV?iNJE
=X4+H
““( $¥13 /72
D3 200 L=1+N
YY{L)I=1./{1.+%0%X0)
- YY{L) REPRESENTA LA SOLUCION EXAZTA DE LA EDD
X0=%0+H
200 CONTINUE
D3 300 M=1IsN
YHIM) =53 {YS{MI+YIIM))
YM{M) SIGNIFICA LA HMEDIA ARITMETICA DE Y5
300 CONTINUE
XX{1)=X+H
CALZULD VALORES VARIABLE INDEPENDIENTE XX |
D3 400 JK=24N
XXUCIK =X {dK-1 )+
400 CONTINJE
WRITE(S SO0 Y XX Iy YT LT Y YITIT s YSUTIT ) o YMLITY,11=1,0)
500 FORMATI//40X,44HRESZLUCION NUKERICA ECUACION DY/DX=-2%X%YXY//3%X,1H
1X3? 934YI{X},7K 54VY{Y} ?XySHYS(X)g?A;DHVM{X)y/(1X 55 2 GF 12 ?)}
600 FORMATIFT.25F12.73F8.5,13)
STgP
END

m

Y1

FUNCTION D11X,Y,Z)

Dl=~X47 Y%y

RETURH

END

FUNCTION D2{X,Y,7) )
D2= =YY RZHT {1, =4 o XENEY ) /6a
RETUR?

END

FUNCTION DB31M,Ys2)

DS = { Xy 4% (=3, 416, 0 me2uY K 1, - X% K*Y3) *5)1/3.
RETURN »
END. -



‘ - RESOLUCIGON NUMERICA EZUATZION DY/DX=—2%Xx'
X YI{X) YY{x} YS{X) ' YM{X}

e
i

0.10 303900986 G.99005%90 0.9200%95 3.3300%90
0.20 229515379 02615385 3.9615392 J.9615385
0s30 329174307 0.,9174312 0:-9174319 03174313
.40 3.8520683 D.862069! 0.8620599 3.86205691
0.50 79959992 0.80003500 3.8000010 5.8000001
060 3.7352933 0.735294 £.7352951 327352942
0,70 Je6711401 06711411 C.56711418 0.6711410
0.80 0.6037554 U.809758 0.50975568 3.60975561
0.50 De 5524855 0552485 0.55248568 2.5524862
1.00 749599395 J.3000500 0.5000005 3.5080000
1.0 J. 45242883 0-,4524887 0.4524392 B.4524887
1.20 34398357 0.40983561 0.4098355 04098361
130 G 3717469 03717472 0.3717476 G.3717472
1o40 33378375 0.3378379 $.3378382 0.3378379
150 Ce3076921 03076523 Ga30769225 G-3076923
1.60 . 2808587 0.2808%89 0.2808991 3.,28308989
170 362570693 0.2570594 0-.2570696 0.2570694
1.80 752358489 022358491 5.2358492 3.2358491
1,95 U. 215691895 0.2159198 0,2163199 0.2159198
2. 30 T 1959999 0.2000000 0.,2000001 0.2000000

$IBSYS




mjemplo n? lo.

y'= % + y¢

=0

34333333332
19000000000
20666861119
24000000000
9003451524
34000000000
20135933924
4000000000
601791077177
50000000000
70244775260
6000000000
10156596826
74000000000
10740799911
3000000000
20509062267
9000000000
30502310430
14000000000
460776155160
1100000000
6410736628
1200000000
3528731316
1300000000
10133095321
1400000000
1517395995
14500000000
20076231305
12600000000

2971783686

1«700000000

Le 678302128

1800000000

-04A
-01e
-03A
«01e
"OBA:
«01le
-02A
-01le-
-02A
«01e
-02A
-01e.
-01A
-01e
-01A
-OIJ
~01A!
~01e
-01A
00
-01A
00
-01A
00e.
-01A
00,
00A
00

|

OO0A|
00
00A,
00|
00A
00,
00A'
00

Mikhlin,

y(o}) = o

Runge~ Kutta

3333348958
1«000000000
2666875369
2000000000
9003498131
24000000000
20135944732
4000000000
4179128847
5000000000

7244812484

£¢000000000
12156603048
7000000000
1740810040
8000000000
2¢509078685
9000000000
53502337418
1000000000
4776200911
1100000000
6410817979
1200000000

85288860738

1300000000
1133127647
1400000000
1517472413
1500000000
2076460833
12600000000
209727648917
1700000000
42686651004
1800000000

|
|
!

|

YN
'O"g
=03A
-01te,
-03A,
-0].‘
-02A
-01e
-02A
-01e
-02A
-Q].
-01A
-()“.i
-01A
-01e
-01A
«0te
“01A
00
-01A
00s
-01A
00e
-01A
00se,
00A|
00
00A
00,
00A,
00
00A|
00+
00A
00e,

}
{

G=1

30333388896 =04A
14000000000 =Qie
20666883393 =03A
2¢000000000 =01e
9003502116 =03A
24000000000 =01e
20135943147 =02A
4000000000 =01
4179122960 =02A
5¢000000000 =Q1le
7244799238 =02A
6000000000 =01e
1¢156600602 =01A
7¢000000000 =01
1¢740806001 =01A
8000000000 =01
20509072520 =0T1A
9000000000 =01
34502328705 =-01A
14000000000 00

4776190068 ~01A

1100000000 0Qe
6410809069 =01A
1200000000 0Qe
Be528897720 =-01A
1300000000 00«
1133138839 00A
1400000000 0O0-
1517531508 COA
1¢500000000 O0OQe
2076773909 00A
14600000000 Q0
29975025190 0O0A
1«700000000 0QCe
4719822754 00A
1«800000000



Ljewplo n® 11, "mMoore,

5 &
-
1
5

1052631589
1052631578
1052631569
5«000000000
tel11111137
Tel 11111111
le111111085
1000000000
1176470638
12176470588
1176470538
1500000000
1250000088
1250000000
10249999910
2000000000
1333333482
1 e 233333333
¢ 3333332180
2500000000
|« 428571688
| 428571428
1428571180
5« 000000000
| 538461987
1 e538461538
538461130
500000000
*66666T449
666666666
666665981
+000000000
e818183218
*818181818
818180632
500000000

y(o) =1 b= o0.05 Solucion exacta: y = 1/(1-x)

00A
00«
O00A
=020

00A
00

COA
=0 1e
GOA
00

00A

=01e
OO0A
00oe
O0A
=01e
00aA
00
00A

—O]".

O0A

00e:
00CA

=01e
00A

00
00A

=01le |

00A
00
00A

=~01e |

CO0A
00
00A
=01

24000002608
2000000000
1999997875
5000000000
20222227338
20222222222
20222218212
54500000000
2500010754
2500000000
20499991904
6000000000
20857167682
20857142857
20357125056
64500000000
30333398350
30333333333
3333289439
70000000000
42000203288
4000000000
30999873348
74500000000
5¢000826828
5000000000
49999541897
8000000000

6671823725

62666666666
62664309333
8500000000
1007398080
1000000000
9977381052
9000000000
OVERFLOWoese

O0A
00e
00A
«(te
O00A |
00
O0A .
-01le |
O0A
00s
00A
-0t1e
00A
Qe
00A |
=01e |
00A
O0Q !
00A |
-01e
00A |
00e
00A
“01le
00A
00
00A
-01e
00A
00e |
- 00A
=01
01A
O1e
00A
~01e

- e e

Runge-Kutta

14052631563
5000000000

tetl11111071

1000000000
1176470513
1500000000
16249999871
2000000000
163333331273
2¢500000000
16428571092
24000000000
1538461001
2500000000
16666665801
4000000000
1818180399
4500000000
10999997607
50000000000
2222218026
5500000000
20499992246
£¢000000000
26857127490
6500000000
3e333299869
7000000000
26999916949
7500000000
46999750820
8000000000
69665661718
8500000000
9993196615
9000000000
1985801590
9500000000
10639833954
1000000000
20020342426
1050000000

OVERFLQWeseo

00A
-02-
CJA
«0%e
COA
=0toe
COA
=~01e
OUJA
“01e
OO0A
==01e
O00A
=01e
OCA
=01
OCA
-01le
O0A
=~01e
0O0A
~01e
OCA
=01e
COA
=01
OCA
=01
03A
-C1loe
OO0A
-01e
00A
=01e
00A
-01e
01A
-01e
02A
00
12A
0Q-e

[ N ]



Ejemplo n@

y'= -y-y?
16262166859 =01A
6930987935 =01A
 + 883376042 =-01A
6041255176 =01A
0352702955 ~=01A
e 731840811 =01A
0303077710 =01A
e 897666778 =01A
«551558678 =01A
6254015664 =01A
1 e956689355 =01A
e 772990783 =01A
1 e577650034 =01A
e 406402102 =-01A
| +255758638 =-01A
¢ 122839390 -01A
6005245855 =01A
) e009653042 =-02A
e 082969568 =02A
10257945703 =02A
6522213107 =02A°
6865139433 =024
50277541592 =02A

R A

e 262103871 =01A
©930913012 =014,
+883304593 -01Aj
e041191406 =01A"
352647380 =01A

+781792768 =-01A |
«303036239 =01A
©897630925 =01A
*551527595 =01A

253988626 =01A
©996665757 =01A

©772970119 =01A

»577631884 =-01A

©406386114 -01A "
255744518 =01A |
©122826889 =014
©005234765 =014
°*009554456 =02A
«0B82881781 =Q2A
e257867408 =02A
©522143179 =02A
*B865076898 =02A

©277485604 -024 |

=1

1>, Bellman,

y(o)

8¢262128682
1000000000
60930941063
2000000000
50883330213
3000000000
500461213444
40000000000
40352665983
5000000000
30781808411
62000000000
3303049418
7000000000
20897642077
8000000000
2¢551537079
9000000000
20253996735
14000000000
10996672725
1100000000
16772976134
1200000000
16577637098
1300000000
10406390652
1400000000
10255748480
1500000000
16122830359
1600000000
14005237813
14700000000
9009581296
1800000000
82082905466

1900000000

7257888349
2000000000
60522161727
2100000000
56865093351
2200000000
50277500221
2300000000

=01
-01A

=01

-01A
-01e
-01A

Solucion exactas

“01e

-01A
=01
-01A

-0l

-01A
-01

-01A

-01e

-C1A

-01e |
~-01A

=01

00A

-01e
00A ;
-01e
00A

=01

00A |

= 1/(2¢* -1)

Runge-Kutta

Be262161534
1000000000
6930983909
20000000000
508833742173
34000000000
50041255176
44000000000
49352704249
5000000000
3781842950
62000000000
34303080366
74000000000
208597669718
8+000000000
20551561745
9000000000
20254018751
1000000000
10996692394
1100000000
16772993727
14200000000
1577652857
1300000000
10406404786
14400000000
10255761175
14500000000
10122841777
1¢600000000
16005248095
1700000000
9009673989
14800000000
8Be082989119
14900000000
76257963919
24000000000
6522230054
24100000000
50865155180
20200000000
50277556210
20300000000

-01A
=(01e
-01A
=01e
-011A
=0 1e
-01A
=01e
-01A
-01le
-CT1A
=01
-01A
-0D1e
-01A
-O].
-01A
=01
-01A
OC e
-01A
SROR
-01A
CQOo
~-01A
00
-C 1A
030 e
-01A
00 e
=01A
COe
-01A
0Qe
-02A
00
-02A
00
-02A
0QC e
-02A
0D e
-02A
GO
-02A°
00e
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mjemplo nt

y'= -y —ye

13, Bellman.

y{o) =

h=o0.,1  Sol.

ngsFelto con el algoritwo diente ce sierra,

Py

Be262166859

62930961999
50883355389
5041232624
403526843175
30781823632
3303063228
22897653880
22551547625
22254005901
1996530889

1772983305

1e577643491
12406396308
1¢25575%35373
16122834855
12005241838
92009617252
Be 082937733
76257917265
6522187728
508651156711
50277521260
4751436021
49279925137
398546927651
30477130239
31353561267
2829002453
205352914485
20304374302
20080521747
128783314136
18696987267
16533021931
13357114934

12251654022

10131196035
10022447875
9 e 2&2438270
8535 '6093

-01A
014
-01A
-~01A
-014A
-0 1A
-01A
014
~01A
=014
-C1A
~01A
-0 1A
-01A
-01A
014
-01A
-02A
-024
~02A
~02A
-02A
-02A
-02A
-02A
-02A
=02A

~02A
-02A

-02A
=-02A
=02A

=02A

=02A
=-02A
-02Z2A
=02A
=02A

=02A
=03A
o

=03 A

N:
80262128632
603309410673
5°883330233

°04121344
4°)99 69983
37318308411

10255748480
12122830359
10052378173
90009581296
82082905466
72578883249
6522161727
50865093351
52277500221
42751417080

49279908054

30855912247
3477116329
20135348709
22828991102

20552904227

23T

43465022

25080513353

12878806538
12695930390

12533015702

12385109293
12251648911
12131191405

cexactas

=0 1N

=02A

y = 1/(2 GXt—‘l)

@:;U

8262103871
69309389417
50883325245
5041213957
42352665960
57818099456

-071A
-01A
-01A
-01A
-0 1A
-01A
~01A
-01A
-01A
-01A
-01A
-01A
-01A
-01A

20897643823
20551538648
20253998388
10996674223
16772977597
105776386427
1406391908
162557496273
16122831424
1005238782
9009590244
8e082913615
76257895845
60522168558
56865099619
56277505935
4751422316
49279912830
32856916618
3477120319

-01A
-0 1A
~02A
-02A
-02A
-02A
-02A
-02A
-02A
-02A
-~02A
=02A
=02A
~02A
~Q02A
~-02A
-02A
-02A

20304367804
200805158956
12878808860
106969825173
10533017641
10385111065
12251650529
120131192884
=02A 12022445030
-03A 902242472568
-03p 80355586087

=02A
-02A
=02A
-02A

30303050721

301325852358
22828994434
22552907273

=01
=01
=01
-01
=01
=01
~01
=01
-01
-01
-01
-01
-01
=01
=01
-01,
"011
-021
-02.
-02.
=02

=02,

-02
-02,
=02,
=02

f°02i

-072
«02
=02/
-02/
-02/
=02/
-02/

=027

-027¢
=02/
0271
-02/
03/

=03/



Lgeumplo ne

y'=
&=

14037960515
14000000000
1078302294
24000000000
16121071724
34000000000
16166304125
4000000000
1214023063
5000000000
1264239895
6000000000
16316953539
7000000000
16372150497
8000000000
12429805124
9000000000
1489880125
1000000000
15523272176
1100000000

1617088321

14200000000
16684096022
1300000000
16753275325
16400000000
10824544593
1500000000
14897816874
1600000000
1¢973001162
1¢700000000
2o 050003622
14800000000
e 128728751
1900000000
20209080448
2000000000
0290962985
>+ 100000000
2e 374281863
2200000000
> e 458944550

2300000000

26544861098
>e 600000000

/" elo(x-—y)

=01

14, Lampert.

y(o) :‘0.1

_02.
-01A
-()2 Py
~01A
-()2 Ps
~01A
-{]2 e
-01A
-[}2 °
=01A
-02e.

-01

=01
-01
-01
=01
-01
-01
=01
-01
-01A

-0
~01A
-0 ,;
-01A
«01e:
-01A
=01,
~071A
-01e.
-0

- () ioe

=01 A{
'()] o;
‘{3} A§
=01e

e > @6 > e I & X ® X @

120357960514
1«000000009
14078302292
2000000000
1121071722
3000000000
12166304122
400000000C9
1214023060
5000000000
1264239892
6000000000
1316953536
7000000000
1372150495
B«¢00000000D0
104298051253
9¢000000000
1489880125
12000000000
1552327277

11000000600

12617088323
1200000000
16684096025
1300000000
16753275329
14400000000
16824544598
12500000000
1897816879
1600000000
1973001168
1700000000

22050003628

1800000000
201287281757
14900000000
20209080454
2000000000
20290962991
2100000000
20374281869
2200000000
20458944555
2300000000
20544861102

22400000000

Solucion exacta: y = 1/1o Ln(elox+ o -

| R R R |
O o oo o
P Sy S
® © @ e e

{
O
-t

o

-01e
-0 1e .

¢={

1¢e037960515
1«¢000000000
1078302294
2000000000
1121071724
3000000000
10166304125
4000000000
1214023064
5000000000
16264239895
6000000000
12316953539
7000000000
16372150497
8000000000
1429805124
9000000000
16489880126
1000000000
15523272717
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Runge-Kutta
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Lapidus and J.H. Seinteld
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sletodo de Runge-Kutta.
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