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INTRODUCCION

El presente trabajo es una contribucidn al estudio
de las ecuaciones en derivadas parciales (E.D.P.) estocis-
ticas con retardo, utilizando las técnicas hilbertianas

usuales en J.L. Lions y su escuela para el estudio de los

problemas de contorno.
Es bien conocido que el estudio de los problemas
con retardos para sistemas diferenciales (deterministas ¥y
estocdsticos) en dimensign finita, ha experimentado en los
Gtltimos decenios un notable desarrollo (ver, por ejemplo,
El'sgol'ts-Norkin [7] y su bibliografia).
Asi ﬁismo, y gracias a los trabajos de Artqla [1]
y Baiocchi [2] dichos problemas, para dimensién infinita
en el caso déterminista, han sido satisfactoriamente resuel
tos, al menos en lo que a existencia y unicidad se fefiere.
Sinyfmbargo, pese a la existencia de trabajos como
el de Metivier y Pellaumail [12], el problema del retardo
en las E.D.P. estocédsticas, a nuestro conocimiento, nunca
ha sido abordado dentro del marco variacional en que va-
mos a desenvolvernos, y ello pese a que desde 1975, merced

a los trabajos de Pardoux [17] y Viot [23], el problema de



la existencia y unicidad de soluciones, ya sean fuertes &

débiles, para E.D.P. estocdsticas sin retardos habfa sido
resuelto éafisfactoriamente.

En consecﬁencia nos hemos planteado el estudio de
una E.D.P. estocdstica lineal con retardo bastante gemneral
obteniendo un Teorema de existencia y unicidad de solucip
nes fuertes bafa la misma. Las ecuaciones que hemos consi-

derado incluyen, en particular, las del tipo

du(t)+Au(t)at+B(u(p(t)))dt+Cu(¢(t)—)thmf,f(t)dt” e

(1)

u(0) = u,

siendo A, By C operadores lineales no acotados en espa-
cios de Hilbert, Mt una martingala real no neéesariamente
continua y p, ¥ funciones de retardo satisfaciendo condicio
nes adecuadas.

De hecho, nuestra ecuacién (ver Capitulo I11I) eé
mucho mads general que (1), admitiendo, en particular, re-
tardos miiltiples y de tipo repartido, péro, incluso una
véréién tan sencilla como (1) permite ya vislumbrar las di
ficultades Eon que nos hemos encontrado.

La primera estriba en el hecho .de due el enfoque va
riacionai utilizado, y la subsiguiente consideracién de la

pareja'cliasica" de espacios de Hilbert V, H, nos lleva, pa

ra uso posterici, a lz Lisqueda de una igualdad de tipo

B

energfa para J& solucida u(t) de (1) cuando el término



‘ Cu(w(t)—)th es sustituido por una martingala con valores

lo que, obviamente, u(t)

. .

en H de 1a forma N_ = { ¢ dM , con

La ma N, = J @ df o -

: 0

no es una semi-martingala con valores en H, y no se le pue
de aplicar directamente la f£6rmula de Ito. La misma situa
cién fué resuelta por Pardoux, pero en el caso de Nt con-
tinua, y por Metivier y Pistone cuando Nt no es continua
pero toma sus valores en V; nosotros hemos extendido, pues,
ambos resultados siguiendo la técnica de Pardoux.

Pero son en realidad otras las dificultades fuertes

de (1), dificultades que pueden resumirse en dos cuestiones:

i) ¢(Cuando tiene sentido la ecuacidn (1)?
ii) (Que método seguir para demostrar la existencia

de soluciones de (1)?

Responder a la cuestidn i) nos ha exigido algiin es-
fuerzo y, en’particular, nos ha conducido a unas hipdtesis
sobre w'(derivable y estrictamente creciente) que,-aunque
puedan parecer excesivamente fuertes, son de hecho usuales
en las E.D.O. (ver, por ejemplo Kamenskii [9]).“C0necta—
do con este punto aparece también el problema de la previ-
sibilidad yfvmés afin, el sentido mismo del té€rmino Cu(y(t)-)
que hemos resuelto plenamente.

En cuanto al segundo punto, la existencia, la difi-
cultad aparecia en que el "buen método", el de Galerkin,
que di plenos fesultadds en el caso.sin retardos, no era

utilizable en nuestro caso si querfamos dejar libertad a



- p(t), mientras que el método de tipo Picard usual es bien

conocido que no sif§g;riﬁﬁi;é; §ﬁ;;d;i;6Whé§”¥;ggfé;, ;i

se quiere permitir a C ser un operador en derivadas parcia
les de primer orden. La dificultad ha sido soslayada en dos
etapas; en la primera, por Galerkin, estudiamos una versign
simplificada del problema que nos permite; a continuacién,
utilizar un'esquemér"modificado" de Picard para demostrar
aefinitivamente la existencia de solucién.

No queremos dejar de resaltar, por otra parte, que

la hipétegisbde coércividé& éféétuada sobre A encaja, a
nuestro parecer, de menera natural con las efectuadas en
las situaciones clisicas.,

El trabajo lo hemos divivido en‘tres capitulos.

En el primer capitulo se encuentrén reunidos aque-
llos elementds de integracidn estocidstica que nos seran de
utilidad para el desarrollo ulterior del trabajo. El1 pun-
to de vista adoptado es el de Meyer [16] y hemos efectuado
un esfuerzo considerable por ordenar los conceptos reali—
zando una exposicidn tan clara como nos ha sido posible.
De este capitﬁlo destacariamos la desigualdad de Burkhol
der-Gundy y sus consecuencias asi como la extensidn de la
integraciénvreal al caso hilbertiano simple que nos ocupa,
extensidn que constituye en la forma aqui presentada una
elaboracidn personal adecuada a las. necesidades del traba

jo.



En el capitulo segundo estudiamos la ecuacidn auxi-

liar antes citada. Tras unas consideraciones introductorias,
en el paridgrafo segundo, y por aplicacidn inmediata de los
resultados deterministas, demostramos la unicidad de solu-
O/V - . . -

cidn y un lema auxiliar que nos permite probar en el para-
grafo tercero la existencia de solucidn y la igualdad de la
energia para la misma, distinguiendo dos etapas,. segin ¢(t)
tome sus valores en V & en H,

Finalmente, en el capitulo tercero, que constituye

la parte fundamentéiM§ érop;éﬁ;nﬁéwgfiginaludérﬁueétrovtrg
bajo, tras dar respuesta en el pardgrafo 1 a la cuestidn i)
anteriormente expuesta, introducimos la hipdtesis de coer-
cividad adecuada a nuestro problema y probamos la unicidad
de soluciones (parégrafo 2). En‘los paragrafos 3 y 4 demos
tfamos la existencia de solucidn siguiendo el esquéma esbo
zado con anterioridad, y finalizamos dando un ejemplo de

. .
ecuacidn a la que puede aplicarse nuestro Teorema.



CAPITULO I

ELEMENTOS DE INTEGRACION ESTOCASTICA

0 . Introduccidn

En este Capitulo estdn contenidos todos los resulta-

dos sobre integracifén estocastica que necesitaremos para

‘desarrollar el presente trabajo. U S S

En nuestra opinidén, existen dos tratados fundamenta

les que ha de conocer, 6 al menos saber manejar, todo aquel

< que se interese por la construccidén y utilizacidén de la in

tegral estocastica: Meyer [16] y Metivier-Pellaumail [11].

El primero se reduce al caso real, mientras que los

segundos autores desarrollan, por mé&todos diferentes, una

'

teoria general dé integracidn estocastica que cubfe, en par
ticular, el caso de integrar un proceso yectorial respecto
de una ﬁartingala hilbertiana.

No obstante, nosotrosvnecesitaremos, tan solo, saber

¢ :

integrar procesos con valores en un espacio de Hilbert real
separable respecto de una martingala real, y ello no es di+
ficil de deducir del caso real.

Por consiguiente nos hemos iimitado a enunciar, sin
demostracidn, un conjunto de resultados que pueden encon-

trarse, con sus demostraciones, en Meyer [16], y, a conti-

nuacidn, extender estos resultados a nuestxo caso.



' Por supuesto, todos los resultados que eXponemos es-

{

tan implicitos en el trabajo de Metivier y Pellaumail, pero

-

creemos que, con el camino escogido, mos mantenemos al mi-

vel més elemental posible y facilitamos la lectura y com=-

prensidn a un lector no directamente interesado en el tema,

1 .- Definiciones vy resultados b@sicos

Consideremos, de una vez por todas, fijados los si-

guientes elementos: .

a)rUn nimero real positivo, T
b) Un espacio de probabilidad filtrado,

,P) satisfaciendo las condiciones

(Q’F’(Ft)te l:O,T:]

usuales, es decir:

(1.1) (2,F,P) es un espacio de probabilidad completo

es una familia creciente de sub- o-3l-

(1.2) (Ft)te [0,T]

gebras de F, continua por la derecha (%) y‘tal que
FO contiene todos los subconjuntos P-despreciables
de F.

Denotemos por X un espacio de Hilbert real separable
.

de broducto escalar (.,.) y norma H . H.

Definicidn 1.1

Se llama variable aleatoria(v.a.) con valores en X

a toda aplicacién x :  » X que sea F-medible, es decir,

(*) : ) - )
X Es decir, Ft+ = Ft ¥t < T, siendo Ft+ £3t Fs



o

limite P-c.s. de funciones (escalonadas) de la forma

11% donde x, ¢ X y F e F. o

i~
]

Observacidn 1.1

Es bien conocido (ver Pettis [20] ) que por ser X
separable y verificarse (l.1), x es F-medible si y s8lo si

es debilmente medible, 6, equivalentemente, si la imagen

~inversa por x de todo boreliano de X pertenece a F.

Dada una v.a. x con valores en X tal que‘lx] sea
P-integrable, se define la esperanza de x, Ex, como la in

tegral, en sentido Bochner, de x respecto de P:

(1.3) Ex = [ x(w) dP(w)
Q

y denotamos por Ll(Q,F,P;X) el'espacio de Banach de 1las
(clases de) v.a. con valorés en X de norma P—integrablg

dotado de la norma

| =l = f Ix@u)] ar(w)
! | d

Por otra parte, dados x € LI(Q,F,P;X) y G sub- o0-31

gebra de F, se puede definir (ver Scalora[}lj ) la esperan
' o G

za condicional de x respecto de G, que se denota E (x), co

mo el dnico elemento de Ll(Q,G;P;X) tal que

(1.4) f x(w) dP(w) = | [EG(X)]iw) dP (w) : ¥¢ e G,
G : G

y se verifica la siguiente desigualdad de tipo Jensen:.



(1.5) " EG(X)I < EG(|X[).

Definicidn 1.2 - - . R

Un proceso estocastico, X con valores en X es umna
famili .a. : .
agl ia (xt)tefb f] de v.a. con valores en X
El proceso de dice Ft—adaptado si, para cada te[O,T],
la v.a. x_ es F_-medible.
t t

Se dice que el proceso es medible si lo es como apli

cacidn (t,w) € [O,T]XQ > X (w) e X , cuando sobre [b,TJXQ

Fijado w € Q, la aplicacidn ¢t ¢ [O,T] > xt(w) e X,
se denomina trayectoria (correspondiente a w) del proceso

X .
t

Un proceso se dice continuo, continuo por la dere-
cha con limites por la izquierda (c.d.1l.i.), de variacidn

acotada, etc., si P-c.s. lo son sus trayectorias,

Dos procesos X,, X' con valores en X se dicen:

£t ot
a) Equivalentes, si ¥t X, = xé P-c.s.
_‘=.=1
<] = 0)

b) Indistinguibles, si Sup

L e

y se verifica que dos procesos c.d.l.i. que sean equiva-
lentes son_indistinguibles.

Hagamos constar’que todas las igualdades entre pro-
cesos que escribiremos, hay que entenderlas en el sentido

de procesos indistinguibles.



Definicidn 1.3

Un proceso estocéstico Mt con valores en X se dice

que es una martingala si

o 1
i) M e LU(,F ,P5X) Vtoe [o0,T]

F
_ s _ _
ii) E (Mt) = MS Y s <t
En el caso en que X = R, si Mt satisface i) y
F

.o s
> ¥y <
iii) E (Mt) 2 M s £t

se dice que Mt es una submartingala.

Es bien conocido el siguiente resultado (ver Meyer

\

[15])

Teorema 1.1 (Desigualdad de Doob)

Sea Mt una submartingala positiva c.d.,l.i. y tal
2 :
| < + = ¥t [O,f].

1

que EIMt

2 : L.
Entonces, Mt es una submartingala y

(1.6) E( Sup lMt|2 ) < 4 Sup AEIMt|2 = 4 EIMTIZ.
| - [o,1] [0,T]
ks
(l.6bis) P Sup |M |2 > e ) ;—i— E|MT|2 ¥e > 0.

[o,T] °

Con esto, si M_ es una martingala c.d.1.i. con valgo

res en X de cuadrado integrable, es decir, tal que

2
|

ElM |7 <+« ¥ee [0,7]



entonces, por (1.5), IMtl es una submartingala a la que

se puede aplicar el Teorema 1.1, y, por ello, tiene senti-

—do la siguiente:

Definicidn 1.4

Denotaremos por MZ(O,T;X) el espacio de-las martin
galas c.d.1l.1. con valores en X de cuadrado integrable con

el producto escalar
(1.7) (M,N) = E(MT,NT).

.MZ(O,T;X) es un espacio-de Hilbert.

Definicidn 1.5

Un tiempo de parada -es una v.a. T con valores en R+

tal que { T < t } e.Ft Yt.

-

Definicidén 1.6

Un proceso estoc@stico Mt con valores en X se dice
que es una martingala local si existe una sucesifn crecien

te'{fn} de tiempos de.parada tal que

i) T 4 A4 P-c.si--
en

ii) Mt : € MZ(O,T;X) ¥n

y se dice quev{Tn} reduce a M .
t
Al conjunto de todas las martingalas locales con

valores en X lo denotamos, por Mioc(O,T;X).



/
. Finalizamos este pardgrafo con la definicidn de dos

o-dlgebras fundamentales en la teoria de la integracién

estocéstica., —

Definicidn 1.7

Se denomina o-dlgebra de los conjuntos opcionales
6 bien medibles, y se denota por B, a la ¢g-algebra gene-

rada sobre [0,T]xQ por los conjuntos de la forma
[tor, 0= (Ce,w) e [0,1]x0 / 1, () gt < 1,(w))

donde.r1 y 1, son dos tiempos de parada cualesquiera.

Todo proceso con valores en X, medible respecto de
B como aplicacidn: de [O,T]xg en X, se dice opcional & bien

nmedible.

Definicidn 1.8

Se denomina o-3algebra de los conjuntos previsibles,
y de denota por P, a la generada sobre [O,T]xQ.por‘los con
juntos de la forma

Irpst,] = L (eyw) e [0,T]x0 / 1 (w) <t < 1,(0) )

donde T, ¥ 1, son dos tiempos de parada cualesquiera.
¢

Todo proceso con valores en X, medible respecto de P

como aplicacidn de [O,TJXQ en X se dice pre?isible.

Se verifica (ver Dellacherie [}J ) el siguiente

teorema:



2.

Teorema 1.2

a) La o-algebra P es igual a la generada por los con

juntos de la forma‘]s;t]XF"”con"O st Ty

F e Fs cualesquiera.

b) Todo proceso previsible es opcional

c) Todo proceso Ft—adaptado c.d.,1.i. (e.i.1.d.) con

valores en X es opcional (previsibie).

La integral estocdstica : caso real

Los resultados que se exponen a continuacidn pueden

encontrarse, con sus demostraciones, en Meyer [16].

En todo este pardgrafo, los procesos considerados

son con valores en R.

Denotamos, por abreviar, M = MZ(O,T;R).

Definicidn 2.1

Se denota M® el subespacio de M formado por las mar

tingalas continuas Mt tales que M0 = 0.

Al ortogonal de M® se le denota Md y se le denomina

espacio de las martingalas puramente discontinuas.

o - gc .
Se verifica que M~ es un subespacio cerrado de M y,

por tanto, toda martingala M € M es descomponible, de ma-

. . c c
nera Gnica, en la suma de una martingala M e M~ (la parte

continua de M)‘y otra Md € Md (la parte puramente disconti-

nua de M).



j Proposicidn 2.1

Dada M ¢ M existe uno y sdlo un:proceso creciente

i g
i) <M,M>O = M0

.. 2 .
ii) Mt - <M,M>t es una martingala

Definicidn 2.2

A <M,M>t se le llama primer proceso creciente aso-

ciado a M e M.

Dado un proceso X c.d.l.i. con valores en X, se

nota X, _ al proceso xt_(w) = ]lim x (w) y se nota
stt

- 2 2
Axt = (xt‘xt_) , Axt = (Axt) .

Definicidn 2.3

Dada Mt e M, se 1llama segundo proceso creciente aso

ciado a M al proceso [M,M]t definido por

, 2
(2.1) [M,M]t = <M°,M°>t + 7 AM

s<t

Observacidn 2.1

Que la definicidn 2.3 tiene sentido proviene del he

cho de que se demuestra que

(2.2) E( ) AMz J EIMle yM e M, ¥t ¢ [0,T].

s<t B

Polarizando los "corchetes" < , > y [, ] tenemos

ﬁréVisible'que“ééfdendfaifSM;M>£”Wtal'que J



Definicidn 2.4

Dadas Moy Nt e M se define

(2.3) <M’N>t

1
> ( MAN,MEN> - <M,M> - <N,N> )

(2.4) [M,v] .

L[}
S

( Doewowen] - o], - [oon] )

y se tiene

Proposicidén 2.2

Dadas Mt y Nt e M;

a) <M,N>t es el Unico proceso previsible de varia-
cidn integrable (creciente si M=N) tal que

<M,N>0 = MNg vy M. N - <M,N> .es una martingala

b)’[M,N]t es un proceso de variacidn integrable
(creciente si Mt=Nt) tal que MtNt - [M,N]t‘es una

martingala, y

c) [M,N]t o <M°,N°>t-4 1 (aM) (8N ).
s<t

iLas "formas"3§;>'y [ ] asi definidas son bilineales!

No es dificil probar el suiguiente resultado (*):

Teorema 2.1 (Kunita-Watanabe)

Si Mt vy Nt e M y H, K son dos procesos medibles,

% A . . . .
%) Las-integrales respecto de procesos.de variaciodon acots
da han de entenderse en el sentido de Stieltjes-Lebesgue
trayectoria a trayectoria. ’



éntonces P-c.s.

. T -

T 9 1/2 T 9 . 1/2
< é HD d<M,N>_ ] ( g K. d<N,N>_ )
. T
(2.6) FRENIERIEL N N

T 2 . 1/2 T 9 1/2

s (g alad, ) ([ alun, )

Con esto, podemos definir la integral estoclstica
de ciertos procesos previsibles respecto de una martinga-

la M e M,

Definicidn 2.5

Dada Mt e M, designarembs“ppr LZ(M) (respectivamen
te LZ(M)) el espacio de los procesos previsibles (resp.
opcionales) Ht tales que

| u? ='ﬁij<H2 d<M, 10>
LZ(M) 5 S s

(respectivamente || H ”?é - Ef H
0

d[M,M] ) sea finita.
(M) |

Designando por A el subespacio de LZ(M) formado por
los procesos Ht previsibles y acotados que sean escalonados,

es decir, por los Ht de la forma

;1)

(2.7) H_= ] h,
. t .
i=0

tiotienl



donde las h, son v.a. Ft -medibles acotadas y

i
0 =AF0 <AF1 < jji f tn+l = T es uni%parfifloﬁif;?lﬁa dé
'[O,il, se define
2.8) f )
(2.8) H dM = H M.+ ) h.(M -M )
o S s 0 0. o tA;i+l tati

y se verifica

Proposicidn 2,3

Sea Mt e M. Entonces:

t B T - a
a) f H_ dM_ e M VEH_ e A

b) La aplicaciénvlineal
t .

. t s
I: H. e A > [ H dM e M
0 S S

es una isometria de A dotado de la norma “'. “.2 s
' : L7 (M)

en M.

Con esto, obsé%yando qué,A es denso en iz(M), la
isometria I, se puede;éx#ender (en forma Gnica) a una iso
metria, que,seguiremos deﬁatando I, definida sobre todo
LZ(M) con valores en M,

Ast pues,‘dgdo Mt eM y Ht € iz(M), se éef;ne la
integral de Ht respecto a Mt como el proceso [I(H)]t

t

(2.9) y e L2(m) g gs aM_ = [I(ﬁ)]t



Por otra parte, es posible caracterizar la integral

estocédstica de H respecto de M, no mediante un operador

S S L] 2 S M — ; - O :,, - ,,,,: .,,.,', [ U N ww—'
de L°(M) en M, sino de manera individual; en concreto:

Teorema 2.2

Dados M€ My H e»Lz(M),

T
a) E é IHS||d<M,N>S] < + y

T ,
Ef |H ||dM,N] | <+« ,¥Ne M
0 ] S

b) El proceso integral estoc@stica de H respecto a-
M definido por (2.9) estd caracterizado como el {ni
co elemento de M tal que VYN e M
‘ T T, . T
(2.10) E(N.fH aM ) =E f H d<M,N> =E [ H_ d[M,N]
TO s s’/ o S s o S s

y se tiene entonces

t
(2.11) <j'HS aM_ , N> = é H_ d<M,N>_

. YN e M
(2.12) [fHS a_ N]t = g H_ d[M,N]S.

s

Observacidon 2.2

En la demostracién del Tecrema 2.2, el papel funda
mental lo juegan los dos hechos siguientes:

a) E1 Téorema 2.1

b) [M,N] - <M,N> es un proceso de variacidn inte~

grable que induce sobre P una medida nula.



Observacién 2.3

»

En particular, del Teorema 2.2 se obtiene que si

Me M y He iZ(M)

t 2
(2.13) [IHS am_ fHS dMS]t = é |HS| d[M,MﬂS y
t 2
(2.}4) E[fHS am_ , fH_ dMS]t = El é H, dM ' .

Observacidn 2.4

No es dificil probar que si Mt e M y, ademids, es

de variacidn integrable, y Ht € L2(M) es talque .

T
E f IHslldMs| < 4+ ®» entonces la integral estoc@stica
0

t .
/ HS dMS coincide con la de Stieltjes efectuada trayec
0 . .

toria a trayectoria.

No obstante la generalidéd de la construccidn ex-
puesta, ésta no es suficiente para nuestro objetivo.

En concreto, nosotros vamos a integrar procesos que
no pertenecen a iZ(M). En tal caso, y bajo ciertas condi-
ciones,sigue siendo posible construir la integral estocés
tica por lasrelacidn (2.12) pero obteniendo martingalas

locales, para lo que se hace preciso definir el corchete

[M,M] si M e Mioc(O,T;R).
. 2
Denotemos por MlOC al espacio MlOC(O,T,R).

Si M ¢ Mloc s, sea {Tn} una sucesidn de tiempos ‘de

parada que reducen a M; entonces es posible comprobar que



la-relacién

T T
4ﬁf4f(27l5)[M’ﬁ]tATn [M > M t ¥n
.
donde Mtn = Mt - , define en forma univoca un proceso
“n

creciente [M,M]t independientemente de la sucesidn {Tn}

escogida.-

A continuacidn, dadavat y N_ ¢ Mloc’ se define
v [M,N]t por "polarizacidn", es decir por la rela;ién (2.4),
y se verifica que [M,N]t es un proceso de variacidn acotada.
Utilizando la desigualdad de Feffermann y la teorfa
de los espacios H1 y su dual B.M.0O. se demostrarian los
siguientes importanfes Eeéultados:

’

Teorema 2.3

Dados Mtve y Ht proceso previsible tal que

loc

el proceso creciente

t, 1/2
(2.16) ( f B, d[M,M]S )
0

sea localmente integrable (*), entonces

t .
o S laDos] | <% o peeis.
0 T

k3

b) Existe un elemento de M (y s8lo uno) notado

loc
t

. f B dM tal Que
* o S s

(*)A creciente se dice localmente integrable si H{Tn},
sucesidn de tiempos de parada * T tal que
E(A. ) < + o,

Tn



' = t
(2.17) [é B dM_ ﬁ]t = é H_ d[M,N]S YN e M

Teorema 2.4 (Desigualdad de Burkholder-Gundy)

Existe c* € (0,®) tal que

(2.18) E sup_ (M |) = ex £V]u,M] Y¥Me M

[O,T] loc

Como consecuencia del Teorema 2.4, si M € Mloc y
EV[M,K]T < + ® entonces E Sup l < 4+ «®, con lo que,

[o, T]

si T reduce a M ,
n t

n n
My = MtArn €M, MI > Mt P-c.s
y I s supilu | oent(oy,

[0,T

con lo que por Lebesgue: ¥s < t

M_ = 1fm MY = 1lim E(M |F ) = E(1fm M“IF ) = E(MtlFs)

es decir:

Corolario 2.1

S5i M € Mioc ©8 tal que EV[M,MJT < 4

entonces M es una martingala.

. . 9
Entonces, si H,K ¢ LZ(M), y E Sup ]H l < 4+ o

[o,7] °

se tiene que:

. . T
, _ 2 2
[g B_K_dM_ giﬂsstMs]T = é la |7 Ix | d[M,g]S <
2 (T, 2 : |
< sup |H_| [ |k_|"d[M,M]
0 S 8

S o] C

f



con lo

Holder

que tomando raiz cuadrada y luego esperanza, por

y el Corolario 2.1 se tiene

(2.19)

Corolario 2.2

. 2
, B,k ¢ L2(0) y

Si Me M E Sup |H |7 < + =
loc ) .
: . [o0,7]
se verifica que f HsstMs es una martingala nula
' 0
en cero, y, por tanto, en particular
t ,
K = : .
E {)’ B K dM_ = 0 - vt e [0,T]

Finalmente, enunciamos el resultado fundamental del

"cdlculo estocdstico, que constituye la clave de todos los

resultados que obtendremos con posterioridad:

(2.20)

Teorema 2.'5 (Férmula de Ifo)

Sean (Xt)i n procesos de la forma:

=]l,..,n

R SR

Xt XO + Mt + Atb
donde X: es una v.a. F.-medible Mt oe M y Al
0 T 0 O loc t

es un proceso Ft—adaptado de variacidn acotada.

n

Sea F: R + R dos veces continuamente diferen~
. . O 1 n .
ciable. Si denotamos Xt = (Xt""’xt)’ se tiene

la sjiguiente identidad de procesos:

. n t .
J ’ l
F(X) = F(X) + [ [ F(x ) dM_ +
, i=1 0 i
BoE i1 F e ic je
+) [ b F(x_ daat + = V¥ f b Db F(x_ yd<u$mI%
; X, 5- 3 2 .~ X, X. 8- S
i=1 0 i i,j=1 0 i 73
n



Dos casos que seran de interés para nosotros son:

. n .-,
a) Si F(x c X ) = z %
e et e i = 1 1‘

En tal caso (2.20) queda:

n ) n i 9 n t .
(2.21) Yo(xH = Y xHht+2 Y fxr oaM +
. t . 0 . s- s
i=1 -oi=1 i=1 0
n t n i
+2 ) fx' aar+ ] [Mt,M .
i=1 0 ° i=1

b) Si F(xl,xz) = X;.X, y At = Mt = 0.

Entonces: T T e

(2.22) Xi X, =X

1 2
+ (AX7) (AXT)
O<§;t s s

O
>

P PR N .ol
y, obsérvese que el Ultimo sumando se anula si Xt ¢

es un proceso continuo,

3 . Integracibn de procesos vectoriales

Recordemos que por X denotamos un espacio de Hilbert

l.v

real separable con producto escalar (.,.) y norma ".

Definicidn 3.1

Dada Mt e M, denotamos ﬁof LZ(ng)fel subespacio de

L?((0,T)x2 , B(O,T) ® F , d[M;@]t ® dp ; X)



formado por los procesos previsibles con valores en X,

__Nuestro objetivo es construir el proceso integral

Tt e
[ ¢ dM  cuando ¢, e LZ(M;X).

s
Aunque tal pos%bilidad estd contemplada en Metivier-
Pellaumail incluso cuando Mt toma valores en un espacio de
Hilbert, en nuestro caso vamos a poder efectuar tal cons-
truccidn de una manera relativamente sencilla y natural a

partir del caso real.

En concreto vamos a probar:

Teorema 3.1

Dados M£ e M v ¢ ¢ LZ(M;X),

t
existe uno y sdlo un (salvo indistinguibilidades)
*

proceso N ¢ MZ(O,T;X) tal que VYt € [O,T]
t
(3.1) (N_,X) = [ (¢_,x) dM ¥x € X P-c.s. (*)
. t 0 s s

Dicho proceso se dirid la integral de ¢t,respecto'de

t
My serd denotado por f ¢ dM_ .
t s )
0
Ademds se verifica:

" e t
a) La aplicacién ¢t € LZ(M;X) > f ¢SdMS € MZ(O,T;X)
0 .

h

es lineal e isométrica.

b) De forma general, si (Ml)._ es una co-
t’i=1,..,

- . » i
leccién de n elementos de M y (¢t>i=1,..,n son

n procesos tales que ¢i € L2(M1;X) y denotamos

% . .
(%) Obsérvese que ¢t € LZ(M;X) ==> (¢t,x) £ L2(M) ¥Yx ¢ X



por N = f ¢1 am? entonces se tiene:
t 0 S S LT Tt U WS
n i 2 n t o . .
(3.2) Y N =2 ¥ ot o,ed) amd +
. t .9 s="'s s
i=1 i,j=10
L i
w1 en,edy et ]
.G s s
i,j=1 0
y
n 5 2 n t o s i3
(3.3) E| ] N = Y Ef r,Yy almt ] .
. t . s’’s s
i=1 i,j=1 0 2. T

Demostracidn

-

Esta claro, en primer lugar, que si Ni y Nt son

dos procesos que satisfacen todas las condiciones del

Teorema, entonces, por (3.1), Ni = Ni P-c.s. ¥t, y al
ser Ni y Ni c.d.l.i. ambos resultan indistinguibles.

AsT pues, lo que hemos de hacer es construir un
tal proceso.
- [++]
Sea {ek}k=l una base ortonormal de X.

Obviamente, para que se verifique 3.1, basta que

& .
(3.4) ¥t ¢ [O,T] Yk (Nt’ek) = é (¢S,ek) dMS P-c.s.

Pongamos, por definicidn:

~~
w
%)
N’
2z
i

I ~138

t
[
. \é (d)s,ek) dMs) ek



Fijado t ¢ [0,T], la fdrmula (3.5) define correc-

tamente un elemento qQﬁLg(Q,Ft;P;X) ya que por los Teore

mas 2.5 (Férmula de Ito) y 2.3

. m t 2
(3.6) kzn é (¢ ,e ) dM_| =
m t K : t 2
- kzn(zé NS (4 ) dMS + é |(¢S,ek)l d[M,M]S)
Yo, m

t
siendo Ni = f (¢S,ek) dMS e M , pero entonces, por el
0

Corolario 2.2, tomando E en (3.3) se obtiene

m t 2 - t m 9
(3.7) E (kzn é (¢, se, ) dM_ ) =& é kZn](cps,ek)l d[M,M]S
Pero comno
[oe] 2 .2
1 | o e |? = [0 |7 e L2,

resulta que el segundo miembro de (3.7) tiende a cero si
m,n > «®. En consecuencia la serie (3.5) define un elemento
ﬁt de LZ(Q,F,P;X) que, obviamente, satisfacg (3.4) y, en
consecuencia, (3.1), por lo que, por la ebservacidn 1.1,

~

Nt es Ft—medible con valores en X.
Por otra parte, de la misma.igualdad (3.7) se tie

ne, por paso al limite, que Nt es una martingala y el ca

racter "isomé&trico" enunciado en a).



. o
sion c,.

cado.

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

por la

resulta que ](Ntk) C:(Nz) tal

_E1l Gnico problema es que N

no es, en principio,

----------- t

c.d.l.i.; en concreto, vamos a probar que exXiste una ver

-~

de N

d.1l.1i. t

que sera, entonces, el proceso Nt bus

En efecto; sean Vn:

n
¢T = L (¢ ,e e
£t oy tTkTTk
° ’f Ut )
N, = (¢ ,e. )dM Je, .
t k=1 0 s k s Ko

Evidentemente, como ya hemos dicho,

" > ¢ en iZ(M;X) y

NI; e M2(0,T;X)

‘ n ' . .
Pero entonces, Nt es una martingala c.d.l.i. vy,

desigualdad de;DOOb,

Ve > 1
2 1 [) n .m2
P[ Sup_ |NT-N"|T 2 ] < 27 E|NP-N.]
[O,T] t 't 22, T T
Pero como
BN’ > 0 si nh oo e
N v si n,m ,

que



-

, : n n, 2
(3.12) P[ Sup |N k+1—N k] > 1 ] _lE
[o,T] 2

A

y, entonces, si denotamos

n n 2
F o= { w: Sup |N ¥Tly K| 1

| .
k [O,T] t t Zk

"l

se tiene, por Borel-Cantelli que

-
e
P
I
[ws)

| ()
=l

k>i
v v 1 ' .
va que 2 P(Fk) = z —x = 1 es finita,
k=1 k=1 2
© nk
luego F = N Fk es despreciable, y, si w ¢ F, Nt
i=1 k>i

tiende uniformemente en [O,T] a un proceso-Nt que, evi-
dentemente seri c.d.l.i. y no es sino una versidn de ﬁt'
Finalmente, las igualdades (3.2) vy (3.3) se pue-

den obtener utilizando (3.6) y pasando al limite.

ki

Observacidn

La férmula de Ito enunciada en el Tesrema 2.5 es
generalizable (aunque no haremos uso de ella sino en la
‘forma simple de (3.2)) al caso vectorial (ver Mefivier—

Pellaumail [11]).



CAPITULO II

ESTUDIO DE UNA ECUACION DE EVOLUCION

 ESTOCASTICA : IGUALDAD DE LA ENERGIA

.

0 . Notaciones e Hipdtesis

Ademds de T > 0 vy (Q’F’(Ft)téﬁO,T]’P) fijados en

I.1, consideremos dados de una vez por todas:

(0.1) V y H, dos espacios de”Hilbert reales separables

tales que

(0.2) V CH, siendo la inyeccidn de V en H continua y V

denso en H, todo-lo cual lo indicamos por

(0.3) VQH '

i
LA

Si identificamos H con su dual H' (lo que conside-

raremos siempre efectuado), tenemos:
(0.4) VGHGV'.

Por ((.,.)) s, (vyd) , <ese> , denotamos, respecti

vamente, el producto escalar en V, en H, y la dualidad V,V'



Por'” .ll, |.| y ” .II*, aenotaremos, respectiva-

““mente,

a)

(0.5)

(0.6)

b)

(0.7)

las normas en V,H y V',

Utilizaremos las siguientes notaciones:

2 . . .
M7(0,T;V) sera el espacio vectorial de los proce-
sos u(t) con valores en V, medibles y Ft—édaptados

tales que
T 2 | | 2

E f ” u(t)ll dt < 4 = (y lo mismo para M (0,T;H)
0
2 '

y M°(0,T;V")).

Se verifica. que MZ(O,T;V) es un subespacio cerrado
(y por tanto de Hilbert) de

LZ(.(O,T)XQ , B(O,T)®F , dt®dP V‘), y se tiene

M%(0,T;V) G M2(0,T;H) G M2(0,T;V")

ﬁ(O,T;H) denotaria el eSpacio de las aplicaciones

c.d.1.i. de [0,T] en H con la norma

lul = [g?%] lu(.,t_’j') |

P

Normalmente se utiliza ia notacidn D(0,T;H) para
designar este mismo espacio pero dotado de la topo
loéia de Skorohod (ver Billingsley [3] ) que es la
que hace de este espacio un éspacio separable.

La topologia que definimos por (0.7) sobre dicho

espacio, sin ser "buena" tiene una propiedad sufi -



(0.8) 5(0,T;H) es un espacio de Banach.

1 . Introduccidn ¢ Formulacidén del problema

Como paso previo al estudio de las e.d.p. estocids
ticas, analizamos el siguiente problema:
11 2
Encontrar u € M (0,T;V) tal que
t t n t

(1.1) u(t) + f A(s)u(s)ds = ug + f f(é)ds + f ¢i dMi
0 | - 0 i=1 0 °

¥t ¢ [O;T] (igualdad en V')"

donde:
a) A(t) es una familia coerciva y acotada de operadores

lineales continuos de V en V' que dependen de t en

forma medible; i.e.:

o

(1.2) A(.) € 1L7(0,T;L(V,v"))

(1.3) 2<A(t)u,u> + klu]z > a" u ”2 Yu e V , -

c.p.t. t € [O,T] , para algin X- ¢ R y algln a > O

b) f es un proceso y u, una v.a. tales que



-

(1.4) £e u2(0,13V")

2
(l..5) u, € L (Q,FO,P;H)

c) M; e M y J¢i son procesos previsibles con valo-
‘ , i 2, 1 '
res en H tales que |¢t| e L°(M ).

Nosotros vamos a probar la existencia y unicidad
de solucidén al problema asi planteado y, ademds, que
u € Lz(ﬂ,ﬁ(O,T;H)) encontrando para ello:una relacidn
(igualdad de 1la energia)_satisfechg por Iu(t)lz.

Estos resultados son debidos, en gran medida, a
Metivier y Pistone [13], que los estaﬂiecen en una situa-

cidn mas general, en concreto considerando en lugar de

j=]

t . .
s 2 o
Yy f ¢ dM> un término M, e M°(0,T;H).
s S t : i
10 _ -

No obstante, estos autores solo establecen la
igualdad de la energia cuando Mt € Mz(O,T;V), y, por con-
siguiente, no demuesfraﬁ que ia solucidn u pertenece a

2 ~ i ‘ : - . .
L"(2,0(0,T;H)) lo que para nosotros serd de vital impor-
tancia. .

Por otra parte, nuestro método de demostracidn di-
fiere del utilizado por Metivier y Pistone [13], y es si-
milar al que emplea Pardoux [191 para el casc de martin-

galas continuas.



2 . Resultados preliminares. La ﬁnicidad

Son bien conocidos los siguientes resultados detexr

ministas (Lioms [10]).

Proposicidn 2.1

Sea u una aplicacidén absolutamente continua de [O,f]

en V',
Si u ¢ LZ(O,T;V) y %% € LZ(O,T;V'), entonces

i) ue C(0,T;H)

du(t)
dt

ii) %Elu(t)lz = 2<u(t), > c.p.t. t

Proposicidn 2.2

Si A satisface 1as'condiéiones (1.2),(1.3),

fe L2(0,T;V') y u, € H, entonces el problema

0
u e L2(0‘,';I‘";VF)
(2.1) A %E—El - A‘-(‘;:)u.(tk) = f£(t) c.p.t. t e [0,T]
\ “u(oy = ﬁo o |

admite una y solo una solucién que, ademds satis-
face i) y ii) de la proposicién 2.1.
Ademds, la aplicacidn que a (f,uo) le asocia la so

: 2
lucidn u de (2.1) es continua de L (0,T;V')xH en

“C(O,T;H) y’en LZ(O,T;V).



Con estos resultados es inmediato probar la unici

tdad'dé‘solucién del problema (1.1). En concreto:

Proposicibn 2.3

Bajo las hipdtesis (1.2) y (1.3) sobre A(.),

si u ¢ MZ(O,T;V) y satisface

t . .
(2.2) u(t) + f A(s)u(s) ds = 0 Yt ¢ |0,Tl,
' 0

entonces u es el proceso idénticamente nulo.

Demostracidn

Es una consecuencia de la proposicidn 2.2 sin més

que considerar (2.2) para cada w ¢ Qlfijo.

A continuacidén, vamos a establecer un resultado que

serd de utilidad para demostrar la igualdad de la energia.

Sea Mt e My ¢t un proceso previsible con valores
en H tal que l¢t! > L%(M).

Sea u un proceso absolutamente continuo con valores

k)

en V' tal que u € MZ(O,T;V), u(0) € LZ(Q,FO,P;H) y

v = %% € MZ(O,T;V').

Entonces u € C(0,T;H) vy

' R - .
|u(t,w)|2 = lu(O,w)|2 +-2f <u(s,w),v(s,w)> ds £
. 0

1

N . |
< Juo,w 1?5 2f | uts,w) [ v(s,m |l ds
/ |



con lo que

E Sup fu(t,w)l2 <
[o,1]

2 T 2 T 2
< Elu(]+ Ef | uts) ||“ as + E S || v(s) || 5 ds
0 0

y, por tanto

(2.3) u € LZ(Q;C(O,T;H)).

Si, ademds, v = %% € MZ(O,T;H), entonces utilizando

una base ortonormal {ei} de H, y escribiendo

1 t
Xt = ,{ (¢S,ei) dMS
0
2 t
Xt = (uo,ei) + é (vs,ei) ds
obtenemos, utilizando el Teorema I.2.5 para F(xl,xz) =.X1X2
t t
1,2 1 2
XX, = [ X _(v_,e.) ds + [ X (¢_,e.) dM_

0 0

con lo que, sumando de i=1 a ' n, y haciendo tender n a infi
nito se obtiene
t

é (¢ ,uls)) dM

t .
(2.4) (u(t),N) = [ (N_,v(s))ds +
- t 0 S
t .
donde Nt = é ¢S dMS.

Si v ¢ MZ(O,T;V') la expresidn (2.4) carece de sen-

tido.



Ahora bien, si ¢t es previsible con valores en V

y Il ¢, Il ¢ t2an, entonces:

Consideremos vn(s) una sucesidn de MZ(O,T;H) que
converja a v(s) en MZ(O,T;V').

Definamos:

t
un(t) = u(0) + é vn(s) ds

Evidentemente los u satisfacen las condiciones an

teriores y, por tanto

(2.5)  (u (£),N) = é (N_,v_(s)) ds + é

(¢s’un(s)) dMS
pero como, si ” ) ” £ LZ(M) y Nt e M(V),
(2.6) (Nt,Vn(t)) = <Nt,Vn(t)>
y, por otra parte,
(2.7) u_ > u en LZ(Q;C(O,T:H)), pues
9 T
E Sup [un(t)—u(t)| < 2E f l<un—u,vn—v>| dF <

fo,T 0

T 5 1/2 T 9 1/2
£ 2(f 1 uge 1Pa) (B0 vy I Pee)

con lo que se puede pasar al limite en (2.5).
En resumen:

Proposicidn 2.4

Dada Mt e My ¢t proceso previsible con valores



en V tal que ” ¢t “ € i%(ﬁ),,si u es un proceso

e g

e . R — de MZ(O,T;V) de la forma

t
+ [ v(s) ds
0

donde v(s);e M2(O,T;V') y uy € LZ(Q,FO,P;H)

(2.8) u(r) = u,

ehtonces
2
(2.9) wuwe L(2,C(0,T;H))

y

t t
- jjea (u(e),Ny) = Jé ‘Ns’_V(S”ﬁS_*é (455u(s)) dM

donde N, es_él eleﬁento de M(V)

t
(2.11) N_ = é ¢ am_.

Observacidn

El resultado se extiende de forma obvia al caso

3 . Existencia de solucidn’

Antes de enunciar y probar el Teorema, considere-
mos el siguiente resultado cuya demostracidn puede encon

trarse en Viot [23].



Lema 3.1

Bajo nuestras hipdtesis sobre V y H, la o-&dlgebra
boreliana de V (respectivamente de H) coincide con
la traza sobre V (respectivamente H) de la o-3lge-

bra boreliana de H (respectivamente de V').

La demostracidn de este resultado usa el hecho de

que V y H son polacos.

Una consecuencia inmediata del Lema 3.1 es que, coO

mo ademds las inyecciones de V en Hy de H en V' son con

tinuas, un proceso con valores en V serad medible, previsi
i ble, etc. con valores en V sii lo es con valores en H,‘6,

equivalentemente, si lo es con valores en V',

Asi pues, cuando digamoquue un proceso con valores
en V es Ft—adaptado, previsible, medible, etc., no tendre-
mos que especificar en que espacios V, H 6 V' lo es.

Con esta observacidn enunciamos el siguiente resulta

do.

Teorema 3.1

Bajo las hipétesis a), b) y c) de §1, existe uno (y
solo un) proceso u € MZ(O,T;V) solucién de (1.1).

Dicho proceso verifica ademis:

(3.1) u e L2(2,b(0,T;8))




(3.2) (igualdad de la energfa): (*)

_— .
Iu(t)|2~+—2f'<A(s)u(s),u(s)> ds =

0
2 t ot iooi
= Jugl® + 2f <£(s),u(s)> ds + 2 ) [ (u(s-),0)am_ +
. 0 i=1 0 s
n t .‘ . . . .
+ L f er,edy alvt W]
i,j=1 0 % °° s

y

' t
(3.3) Elu(e)|® + 2B [ <A(s)u(s),u(s)> ds =

0
2 t
= E|u0| + 28 [ <f(s),u(s)> ds +
0
+ § E ft(cpi 83y a|mt,m|
i,j=1 o ° ° T

Demostracidn

Observemos, en primer lugar, que (3.3) es una con-
secuencia de (3.1),(3.2) y el Corolario I.2.2,

Para probar el resultado vamos a proceder eﬁ dos
etapas:

R

i) Si todos los ¢i toman sus valores en V y
i 9, i
ol | e 22aeh

ii) E1l caso general.

*
( )Dado un proceso u con valores en H, por u_ denotamos
siempre el proceso limite por la izquierda en H.



Caso i)

n . .
En este caso N, = ) { ¢ dM; es una (P,Ft)—mgz

tingala de MZ(O,T;V) y, por tanto Nt € MZ(O,T;V), con lo

que es inmediato éomprobar que
: 5 - '
(3.4) A(t)Nt e M7(0,T;V")
Con ello, P-c.s., fijado w € Q se verifica:

(3.5) A(ON () e L2¢0,T:v")

(3.6) £(t,w) e LC0,Tv)

y
(3.7) uy(w) e H.

Con lo que, aplicando la Proposicién 2.2, se tiene
que P-c.s., fijado w € 2, existe una y solo una funcidn

2 .
v, e L (0,T;V) que satisface:

dv (t)

(3.8) —Fr— + A()v_(£) = £(t,w) - A(E)N (w) en (0,T)

(3.9) VW(O) =vu0(w):l .

(3.10) v_ e C(O,T;H);

W@

y
dv_(t) .
d 2 w
(3.11) dtlvw(t)l = 2§ vw(t),——3€~— > en ‘Q,T)

Por otra parte, fijado t ¢ [Q,T], f(s,w) y A(s)Ns(w)
son v.a. thmedlbles paré todo s € [0,tJ, y ug es Fo—medl

ble.



Supongamos cierto el Lema siguiente:

Lema
Si ¢ es un proceso real Ft—adaptado tal que ¢ es
una aplicacidn medible de € en Ll(O,T), entonces el proce

t
so F_ = é ¢, ds es Ft—adaptado.

Con este Lema, resulta que, fijado t € [O,T], ’

Yh € H, ¥6 ¢ LZ(O,t;V) la aplicacidn

t .
we f > (ug(w),h) + [ <£(s,w)-A(s,w)N_(w),0(s)> ds
. 0 ’
es Ft-medible y, por tanto, la aplicacidn

We ® v (a0, ECL,w-AC,WN (1) & BxL(0,e5V")

es débilmente Ft—medible, y, por la separabilidad de H ¥y
L2(0,t;V'), fuertemente Ft—medible.

Pero como, por la Proposicidn 2.2, la aplicacién
(uO(w),f(.,w)—A(.,w)N‘(w)) € HXLZ(O,t;V') > v E C(O,;;H)
es continua, resulta que la igualdad
(3.12) u(t,w) = v_(t)

define un proceso Ft—adaptado con valores en V y continuo

con valores en H, y, por consiguiente, opcional.

Demostracidn del Lema

Denotemos por LO(Q;Ll(O,T)) el espacio de las cla-



seérde v.a; con valores en Ll(O,T) y sea [¢] }?ﬂ?}f?ﬁwéfw”
¢ (*).

Por-la hipdtesis de completitud hecha sobre Ft’ al
 ser ) Ft-adaptado, cualquier elemento E € [¢] es tal que
$t es Ft—medible c.p.d. t e [o,1].

t

Ademés; / $s ds es indistinguible de Ft cualquiera
5 ,

que sea la eleccidn de ¢ en [¢].

Pero, como (ver Meyer [15]) dado un proceso real ¢
medible -y Ft-adaptado, existe una modificacidn del mismo =~
E que sea progresivo, es decir, tal que $t°1[0,T] es
Ft®5(0,t)—mebible Yt € [O,T], resulta que, en nuestro
caso, existe un E € [¢] progresivo, y, entonces, por Fubi-

t
ni, ({ ES ds es F _-medible ¥t € [o,1].

Con esto queda demostrado el Lema.
Por otra parte, de (3.8), (3.9) y (3.11) se deduce
que el proceso u(t) definido por (3.12) verifica:

(3.13) la(t,w)lz = |u0<w)12‘+

L

t s
+ 2f <f(s,w)-A(s)N_(w) ~A(s)b(s,w) , @(s,w)> ds
A ,

P-c.s. w VYt ¢ [O,T].

% C =
( )Es decir, [¢] es el,conjunto de los procesos reales ¢ con
trayectorias c.s. en L (0,T) y tales que 3N € F con P(N)=0

verificando que si w ¢ N ¢t(w) = gt(w) c.p.d. t.



Pasando el término <-A(s)u(s,w),u(s,w)> al primer

miembro y teniendo en cuenta la coercividad de A(.) se

tiene

. 2 - Gt 2 2
(3.14) |u(e,w)]° +of || u(s,w) ||© ds < luo(w)! +
A 2

t t
+ |alf Iﬁ(s,w)lz ds + 2f <f(S,W)jA(S)Né(W),ﬁ(S,W)>'ds
-0 0 . '

?—c.s. Vt € [0,T].

Ahora bien,

t
2f <£(s,w)-A(s)N_(w),i(s,w)> ds <

0
t LY T
= 2f Nl £Gs,m-a()N_(0) [l w(s,w) || ds <
0 .
t o, M2k ., (/2
2 Z(f i f(s,w)-A(s)Ns(w) ”*ds) (f ” u(s,w) ” ds] Y
0 _ - 0
2 T v n2 o ¢° 2
== 0 fG,w-aeN ) |lgds + 5 [ | wls,w) || Tas

0 ' 0
P-c.s. ¥t ¢ [b,f].

Con lo que, de (3}14) se obtiene:
o .

| 2 o t 2
(3.15) lﬁ(t,w)‘ + 35 f “ i(s,w) ” ds <

0
“2 t . S 9
< Iuo(w)' + lklf __ Sup lu(s,w)l ~ds +
0 se|0,s
2 Ty . ‘ 2
+ = é " f(s,w)—A(§)§S(w) H* ds

P-c.s. VYt e [0,T].



~De aqui: R

I

t ,
(3.16)  sup _|uls,w %+ $ [ || u(s,w) || %as
se|0,t 0

2 t - 2
= 2[-lu0(w)| + | Alf __ Sup lu(s,w)| “ds +
. 0 sel|0,s

2 T 2
+ 5 f " f(s,w)—A(s)NS(w) ”*ds ]
0

P-c.s. VYt e [O,T].

Tomando esperanzas en (3.16) y teniendo en cuenta

‘que f(t)--A(t)Nt € MZ(O,T;V') Yy ug ¢ LZ(Q,FOLP;H) se

obtiene:
| 2 t 2
(3.17) E{  sup |u(s,w)]” ) + % Ef || u(s,w) ||° ds =
se[0,t . 0 ' A
¢ 2
L C + ZIA[f E( __ Sup [a(s,w) | )ds Yt e'[O,T]
0 se|0,s .

donde C es una constante positiva que no depende

de t.

Aplicando Gromwall sé .obtiene, en particular,

(3.18) B “sup lﬁ(t,w)|2 ) < CezlAiT
[o,1]

y de aqufi

T
(3.19) B [ | &Ce,w) || Pae < = (c + 2|2 ]ze2 2Ty
0 ’ .

En resumen, hemos demostrado:



Lema

El proceso ﬁ(t)”defihidémaég

2
M%(0,T;v) y a L2(;C(0,T;H)).

Pongamos, por definicidn:
(3.20) u(t) = u(e) + N,

Evidentemente u(t) asi defin

y a LZ(Q;ﬁ(O,T;H)) va que se verifi

© N_ e M°(0,T;V) es c.d.l.i. en Hy

< cte. E Sup ”

(3.21) E Suple |2
[o,1] °© [0, 1]

|2

A
I~

cte. E” NTI

Por otra parte, como U(t,w)
tisface (3.8) - (3.11), es trivial
tisface (l.1), teniendo en cuenta ¢

Solo nos queda, pues, compro

(3.3). En efecto, como:
E o

Y lu(e) % = Jacey+n [? = [ace)

de (3.13), de I.(3.9) y de la Propo

- (3.12) pertenece a

2
ido pertenece a M (0,T;V)

ca el Lema anterior,

v I <
< + o

= onde v sa-
Vw(t)’ d w i
comprobar que u(t) sa
uien es N .
t

bar que u(t) satisface

l2

12+ vl ? e 2wy,

sicién 2.4 se obtiene:



o 3.22) |u(e)]? = |u

- 2of

t
0|2 + 2[ <f(s)-A(s)NS,ﬁ(s)> ds -
S . SO S O ettt e e e 77 e A e O —
<A(s)0(s),u(s)> ds + 2 ) [ (N__,¢7) daM> +
0 . i= 1 0 S S S

+

i,

n t . . ..
i ] i 3
§=1 é e

t

+ 2f <£(s)-A(s)N_-A(s)u(s),N > ds +
0 S - S

y de aqui,
obtiene (3
Con

i
los ¢t son

t . .
~ 1, . 1
[ (asm),00) g

[ I aaar =

=1

como A(s) es lineal, reagrupando términos se
.3). ’
esto queda probado el Teorema en el cdaso en que

con valores en V talés que u ¢i ” e iz(M).

ii) E1 caso general

. i ..
Si los ¢t son previsibles con valores en H y tales

que |¢t| €

2,1 - . .
L“(M7), entonces el método consiste en aproxi-

. i
mar "convenientemente" 1los ¢t. En concreto:

Sea

g

{ek}k=1 una base hilbertiana ortonormal de H

formada por elementos de V (siempre posible por ser V G H).

Pongamos, por definicidn

im
(3.23) ¢t

i~

i
(4 redey

k=1



im ‘

m .
! Como | ¢t 2« Z ” ekll)l¢i|, es inmediato que
X k 1 " R . SOV

(3.24) I o™ | ¢ L2udy vi vm
R t

También és fédcil comprobar que
; T o3 im2 pd i
(3.25) E é [¢t—¢t |7 a[m ,M 1, =
T e im2 i1 g .
f E é\(l¢t' —l¢t_l ) d[M M ]t =+ 0 sim=~+ o, ¥i,
Por (3.24), de acuerdo con el caso i) :

. m
para cada m € N existe un proceso y solo uno, u ,

tal que

(3.26) u™ e M2(0,T;V) N L2(2,D(0,T:H))

y

: t
(3.27) u™(t) + [ A(s)u™(s) ds =
. 0 .

t S im i
+ [ £(s)y ds + J [ ¢ ™ au
0 i=

. =UO

veryificando® ademés
m 2 t m m ' ' 2
(3.28) |u™(0)|* + 2f <A(s)u"(s),u"(s)> ds = [uy | +
O .

t t

‘ n . ,
+ 2[ <f(s),um(s)> ds + 2 X f (um(s—),¢:m) dM: +
0 i=1 0

n t . . - .
+ 1 f eMel™ alut W]
i,3=1 0



y se verifica el siguiente resultado:

Lema 3.2
La sucesidn {u"} asf definida es de Cauchy en

MZ(O,T;V) y en LZ(Q,ﬁ(O,T;H)).

En efecto:

m m e
Dados mj-< mgy, u-2-u'l yerifica:

(3.29) u™-u™ e u20,T;v) N L7(2,D(0,T3H))

: . t
(3.30) u™(t)-u"l(t) + [ A(s) (u"2(s)-u"1(s)) ds =
ft(¢im2 diml) éMi_
0 s s
y, por tanto

(3.31) |a™2 (e)-u™2(e) |2 +

t .
+ 2f <A(s) (u™2(s)-u"1(s)),u"2(8)-u"1(s)> ds =
0 L .

1]
N
o~

t : : o, . )
mo . ..m ' 1mo img 1
g (u = (s=)-u""(s-),¢_ f¢s ) aM_ +

=1

t . . .. . ' . .
imp ,imp ,Jmyp  Jm 1,
AU RN e alrt ]

+
et~
]
[y

T

Pero al ser A coercivo, 4de (3.3i)fse obtiene:



. (3.32) Sup [ 2(s) -u 1(s)l2 + af | 2( ) -u 1(3) Lf@ﬁﬁé,mw”‘www
ST e ToL e e S e

< 2[a ) sup _|d™2(s)-u"1 ()] % ds +

0 s¢|0,s
f fs( m2 mi im2 iml) vi
+ 4 L Sup u “(8-)-u “(8-),$_“-¢ dM=Z | +
i=1 selo, t]'o 5 El s

n t . . . . . .
’ imp ~1TY jmp ,3mj] 1 ]
T §=1 é e A L

_Ahora bien; por la desigualdad de Burkholder-Gundy:

n . S .
4 2 E Sup f (um2(§— 1(s ), ¢1m2 ¢1m1) am>| =
i=1 se[o t]'o s
< v/} 2(s y-u 1(5 )|2|¢1m2 ¢lm1I2d[Mi,Mi]s <
1=
n —
A 40* Z E Sup l 2(s) -u l(s)lv/f 1m2 ¢1m1|2dlM1,M1| S
i=1 [|sefo0,t] -8
5 D 1 2 —q
< 4c” ] (E sup _ | u™2(s)-u"1(s)|? (f 1“‘2 ~ ™| dlM | ) J
i=1 sel0,t
t 1 mp m] 2
< 2 Ery E Sup |u (s)~-u (s)|
i=1 sef0,t

kg 5 odimp dimpg2 i i
+ 8nC “E f |¢S -4 | “a[m™,u ]S
0

Luego tomando esperanzas en (3.32) se obtiene:



se[O;tJ"w~

S t . M N . - S -
< 2|Alf E sup _|u™2(5)-u"1(5)]%as +
0 Ee|0,s
n t . . . . .
. 8nC*2 X E f I¢1m2_¢1m1|2 d[Ml,M1] +
i=1 o0 °® s S

n t . . . . . . .
SO B N K Sttt SRt T T Rl B £ o
i, j=1 0

Yt € [O,T].

y de aqui, en particular, por el Lema de Gromwall:

(3.34) E Sup lumz(s)Quml(s)l2 < C(ml,mz)el&-“\IT Yt ¢ [O;T]

SE [O ,t]
siendo

C(m,,m,) = 16ncC" > § EjT|¢im2—¢imllz afmt ']+
1°72 . s s ? s
i=1 O
n T . . . . . .
+2 ] B[ e "2-9 "t ]el"2-0M | alut ]
i,j=1 o :

y llevando (3.34) a (3.33) se obtiene

APYE

T
(3.35) Ef “ umz(s)—uml(s) ”2 ds < % (ZJAITe +1)C(ml,m2)
0

Ahora bien; de (3.25) se deduce que

T . . |
(3.36) Eé I¢;m2~¢:m1l2d[M"Ml]s > Q Vi si ml’mz > o,

X |
(3.33) 2 B Sup _|u™(s)-u"1(s)|? + oBf || w™2(s)-u" (s) ||%ds
[ e e e e e 0 - e et e, e = ,j,,,,, -

<



y de aqui, utilizando la desigualda@ de KunitaiWQﬁgnépe”w“kﬂrwwu

(Téorema I.2.1) se obtiene

T . . . . . .
(3.36bis) Eé l¢zm2—§:m1||¢im2—¢im1| a[u™,w’] _~ 0

si m;,m, > e ¥i j

con lo que, teniendo en cuenta (3.34),(3.35) y (3.36bis)

gqueda demostrado el Lema.

Asi pues: e i

(3.37) Existe u € MZ(O,T;V)f\ LZ(Q,B(O,T;H)) tal que

u > u en MZ(O,T;V) y en Lz(Q,B(O,T;H)).

Pero entonces:
(3.38) A(s)um(s) + A(s)u(s) en M2(0,T;V')

y por (3.25) y la definicidn de la integral esto-

castica

| £ < . .
(3.39) [ ¢ ™ au* + [ ¢ dM* en H, P-c.s. ¥t e [0,T].
0 S S 0 S

con lo que se puede pasar al limite en (3.27) y resulta,

pues, qﬁe u verifica (1.1).

Ademids, como por Burkholder-Gundy



' Mo ) ) t ) )
i i m im i B
o E:[éff(?f)’és?wfgsfwé(u_ff—)i?s_)_éys ] -

t — . e .
= E é (u(s—)—um(s—),¢;) M’ + E g (" (s-),02-02™) dM: <

i

t . . .
c* EV/ sup_|u(s=)-u(s)|? [ [oX[ZalMt,M'] 4
[O,t] 0 s . s

t . . . .
+ C* EV/ Sup Ium(s—)lz.f |¢1—¢1ml2d[Ml,M11
[O,t | 0 s 's s

que converge a cero si m ~+ « por (3.25) y (3.37).

Ademas, por (3.36bis):

t . . . . . .
E [(¢;m,¢gm)—(¢;,¢i)] apt ] > 0 simo e
5 ~

y se puede pasar también al limite en (3.28) obtenié&ndose

que se verifica (3.2).

Como una consecuencia del Teorema 3.1, se tieme el

siguiente

Corolario 3.1

3 i
Sean (Mt)i=l,...n My (i, i

n procesos previsibles con valores en H tales que

[¢t{ e L2ty wi.
2 : 2
Dados v ¢ M (0,T;V"') vy uy € L (Q,FO,P;H),

si u es un proceso tal que:.

(3.40) u e M2(0,T;V),




_ t : n t .
(3.41) u(t) = uy + [ v(s) ds + ] [ ¢  aml ¥t e [0,T]
' e 0=l 0 T T
entonces o
(3.42) w e 1L2(R, D(0,T;H))
' . 2 2 t
(3.43) lu(t)l = |uol + 2f <v(s),u(s)> ds +
. | A
n t . . n t . i i .
+2 ) [ (us-d,ebaMl +  § [ (el,e)d[Mt,ml]
i=1 0 ' % 4i,5=10 ° S
Yt ¢ [O,T] s ¥
2 2 t | |
(3.44) E|lu(t)|® = Eluol + 2 E f <v(s),u(s)> ds +
0
P e cled abit )
+ : E (¢,¢2) d|M ,M .
i,j=t o ° % S

Demostracidn

Basta tomar A € L(V,V') coercivo (siempre existe
pues V es de Hilbert).
Como u € MZ(O,T;V), Au(s) € MZ(O,T;V'), y .de

(3.40), (3.41) se deduce que se satisface:

(3.46) u ¢ MZ(O,T;V)

. : t t
(3.47) u(t) + f Au(s) ds = u,. + f (v(s)+Au(s)) ds +
0 0



i

y entonces basta aplicar el Teorema 3.1 con f = v+Au.

Observacidn

Dejemos constancia de que, utilizando, por ejemplo,
la teoria de integracidn expuesta en Metivier-Pellaumail,
seria posible extender los resultados aqui expuestos al

caso én gue Nt sea una martingala de MZ(O,T;H).

Ademds, utilizando la f&rmula general de Ito expues

.ta, por ejemplo, en Metivier-Pistone, seria posible exten-

der la igualdad de la energfa para-el caso de funcionales

mds generales que el cuadrado de la norma.



CAPITULO III

UN TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD

DE SOLUCIONES PARA UNA CLASE DE

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

ESTOCASTICAS LINEALES CON RETARDO

1 . Planteamiento del problema : Igualdad de la energia

Consideremos dados los siguientes elementos:

- i : . ‘

i) (Mt)i=1,...,n , n martingalas reales tales que
(1.1) M e M

iod t ®
(1.2) <M " ,M> = f m.(s) ds , conm. € L (O0,T;R,)
1 1 +
- 0
y

(1.3) [Mi;Mj]t 0 si i # j (*)

% .
( )(1.1)—(1.3) se satisfacen, por ejemplo, si Ml, i=l,...,0~1
son las n-1 componentes de un proceso de Wiener (n-l)-dimen-

. t .
sional y ME es la compensada Pt— é p(s)ds de un Poisson Pt

de intensidad p (t)



ii) £, (g.). : . Fsti u
)' R (gl}l*ls précesos“estogast}fosrz 0

LIS X

v.a., tales que:

(1.4) £ ¢ M2Co,T;v").
(1.5) g; € MZ(O,T;H) y es previsible

_ 2 '
(1.6) u, € L (Q,FO,P,H).

D) A, Ay e CBdiar, e i1, 0,

i=1 n’ familias de operadores tales que:
yo s ey »

(D)

(1.7) A, A, e L7(0,T;L(V,V"))
(1.8) Bi’ Ci e L (0,T;L(V,H))

(1.9) D, ¢ L”(0,T;L(H,H))

y

(1.10) B:l e L (0,T;L(V,H))
v

y denotaremos por a, ai, etec,, las normas

a = SIEI(;,;'SS ” A(t) “L(V’V')

a. = Sup ess ” Ai(t) ”L(V,V') , etc.

T [o,1]
iv) K vy Ki’ i=l,...,n , familias de operadores tales

que

(1.11) K € L7(0,T)%(0,T);L(V,v"))



(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

blema:

y

K. e L7 ((0,1)x(0,T);L(V,H))
y denotamos k (respectivamente ki) la norma

k = ) S K( , '
O RORURSRE TR

(resp. ki = (Ofggx?ng)” Ki(s,t) “L(V,V') ).

funciones (de re- ...

v () , ()

,N i=l,...,n

tardo) medibles y positivas, definidas sobre [O,T]

tales que:

0 =¥, (t) =t , 0<p,(r) <t ve ¢ [0,T],

verificandose ademis:

v, e ¢,

inf Y!(t) = o. > 0.
te[O,T] + *

En estas condiciones planteamos el siguiente pro-

e

Problema P

Buscar u € MZ(O,T;V)(W Lz(ﬂ;ﬁ(O,T;H))

tal que:



t
© (1.16) u(t) + [ A(s)u(s) ds +
O _ }
n t ,
+ izl é (A; (s)u(y; (s))+B;(s)ulp;(s))) ds +
t t
+ f (Ru)(s) ds + f f(s) ds = ugy +
0 0
n t 5
+i£1 é e (s)u (s)=)+D. (s)ulp (s)-)+(R,u) (s)+g, (s)} amy

Yt ¢ [0,T] (igualdad en V')

siendo:

s
(1.17) (Ru)(s) = { R(s,t)u(r) drt
0 ,

s
(Riu)(s)'= é Ki(S,T)u(T) dt

(1.18) u(wi(s)—) = 1im  u(7) (jlimite en H!)
T+¢i(8)

y analogamente u(pi(s)-).

g,

Observaciones

Antes de pasar al estudio del problema, notemos que
su formulacidén es "consistente'", es decir, que todas las

integrales que aparecen en (1.16) y (1.17) tienen sentido



=

. - » i - ’
y, ademds, en particular los términos en dMS definen

martingalas de MZ(O,T;H). En efecto:

a) Como u ¢ MZ(O,T;V), en particular es medible y Ft—
adaptado y, dadas las,hipétesis de medibilidad hechas so=- -
bre los retardos y las familias de operadores, es facil

ver qﬁe todos los integrandos (salvo los del tipo

Qi(s)u(wi(s)—) cuyo sentido aclararemos) que aparecen en

(1.16) estédn bien definidos, son medibles ¥y Ft—adaptados.

Por otra parte, como 0 < pi(t) st yoey es medible,

la aplicacidn

B, ot (t,w) e [o,T]xe - (p (t),w) e [0,T] %

es medible respecto de la o- &dlgebra previsible P.
Como u es Ft—adaptado y c¢.d.l.i. en H, el proceso
u- definido por

(u-)(t,w) = 1im u(s,w) (ilimite en HI)
s+t ’

es Ft—adaptado'y c.i.l.d. en H, y, por consiguiente previ-
- W

sible.

Ahora bien

{(u—)oﬁi](t,W) = (u—)(pi(t)sW) = s+;]??t)u(s,W)
1

luego u(pi(t)—) (v por lo mismo u(¢i(t)—)) es un proceso



. previsible con valores en H, con lo que

(1.19) Di(s)u(pi(sj—)mﬂwﬂw,ﬂw e

esta bien definido como proceso previsible con valores en H.

La dificultad para decir lo mismo de Ci(s)u(wi(s)~)
radica en el hecho de que Ci(s) aplica V en H y u(wi(s)—),
en principio, estd definido con valores en H.

Ahora bien, c¢omo u es c.d.l.i. en H ¥y wi £ Cl(O,T),
uowi.es c.d.1.,i. en H y, al ser [O,T] acotado, tiene a lo

mias un conjunto numerable de discontinuidades en cada tra-

yectoria; con lo que, en particular:

t t
f u(¢.(s),w)ds = f u(v.(s)-,w)ds, ¥Yw e Q, ¥t ¢ [O,T].
0 i 0 i

Por otra parte, u(wi)ve L2((0,T)XQ;B(O,T)®F,dt®dP;V)

ya que
o b, (D) )
(1.20) é | u.(s)) ||Pas = f ” | ue || a8

v"l~'
v, ( v, 7 (8))

fia

0.

< : fT” u(s) "zds
1% 0

y, en consecuencia, u(wi(s)—) € L2((0,T)XQ,B(O,T)®F,dt®dP;V)
siendo, ademis, el conjunto:

{(s,w) ¢ [O,T]XQ/ u(wi(s)—,w) ¢ vV}

de medida nula y previsible, pues u(wi—) 1o es con valores



en H y V es un boreliano de H (*).

7WCon ello, por el Lema II.3.1
(1.21) u(, (s)-) ¢ L% ((0,1)x2,P,dt@dP; V)

y, por consiguiente Ci(s)u(wi(s)—) estid bien definido y es
pre%isible‘con valores en H.

Finalmente, es facil comprobar que .
(1.22) (Riu)(s) es previsible con valores en H.
En efecto:
T .
(Riu)(s) = g Ki(s,r)[n[b,s](T)ugf)] dt .

y, como f(1,s,w) = 1[0 S](T)U(T) es una funcidn c.i. en s
R ' )

y c¢.d. en T, resulta ser B(O,T)®P medible (*%); con lo que

también lo es (con valoresven H)_Ki(s,T)'l[O’sJ(T)u(T)'

y basta, ahora, aplicar Fubinit

b) Como, obviamente: .

” f K(s,T)u(t)drt ‘*_; kT f ” u(T) ” dt Vs € [O,T]
0 . : B 0 4 '

se tiene que

T | T
(1.23) [ || Rwy(s) [2das < kP2 [ || uweo) | Par
0 0

(*)
(%%)

Ver, por ejemplo, Bourbaki [4] .

Ver, por ejemplo, Dynkin [6] .



y, andlogamente

., T
(1.23,bis) f | (R,w)(s)|%as < k222 [ || u(r) || %ar.
0 1 oo

También:

N

T A ‘
(1.24) é ” Ai(s)u(wi(s))llids < Ol f ” u(s) ” ds

2
C.
i

T - 2 T é .
(1.25) [ e (s)ulv, (s)-)] ds [ ues) || “as

! i 5

| A

o , L
(1.26) [ D, (s)ulp (s)-)]|ds < d7T Sup lu(s) | ?

0 ; 1 * Jo,1]

A

%
y, finalmente, como Bi satisface (1.10):

<B;(s)u(p;(s)),v> (Bi(S)u(pi(s)),V)
Sup ; = Sup =
vev-{6) | v |l vev-{6} |l v |l
(ulp . (s)),B.(s)v)
u(p. (s sB.(s)v
= Sup - = = < b* Sup |u(s)|
vev-{6} ~ g [0,T]

se tiene:

T *
(121 [ B ute (0 12 2 % sup_uls)|”
0 [0,T]

En resumen; por las observaciones de a) y b),

si u e MZ(O,T;V)(\ LZ(Q;B(O,T;H))



-

(1.28) A(s)u(s), A (s)u(¥ (s)), B (s)u(p,(s)) y (Rw(s)

son procesos de M2(0,T;V')
y

(1-29)‘Ci(s)u(¢i(8)—)f D.(s)ulp . (s)-) y (R u)(s)

son procesos de M2(0,T;H), previsibles.

Pero, por las hipdtesis (1.2) sobre los.<Mi,Mi>t,
para que un proceso previsible con valores en H pertenezca
(su norma) a iz(Mi), basta que pertenezca a MZ(O,T;H); Lue -
go todas las integrales tienen sentido y si
u € MZ(O,T;V)I\ LZ(Q;ﬁ(O,T;H)), las integrales estoc@sti-

cas en (1,16) definen martingalas de MZ(O,I;H).

Como una consecuencia inmediata de las observaciones
efectuadas, aplicando el Teorema II.3.1, con las hipdtesis

(1.2)(1.3), se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.1 (Igualdad de la energia)

Si A satisface las hipdtesis de coercividad II.(1.3),

y con las hipdtesis (1.1)-(1.15) satisfechas, todo
proceso u € MZ(O,T;V)(] LZ(Q;ﬁ(O,T;H)), solucién de

(1.16), verifica:



’ t
(1.30) Iu(t)l2 + 2f <A(s)u(s),u(s)> ds + R

0
n t
+2 ) f <A;(s)u(¥,(s)),u(s)> ds +
i=1 0
n t ' t -
+ 2 2 f (B.(s)u(p.(s)),u(s))ds + Zf <(Ru) (s) ,u(s)>ds +
i=1 0 * T 0
t ' ' 2
+ 2f <f(s),u(s)>ds = |u.]” +
0 ' 0
n t . i
t2 L Lo dutr ()04 () uley () ) +(Ryw) (o) +g, (o) ,uls)] amg

n 2 .
+ 1 e ()uli (8)-)+D; (s)ulp, (s)-)+(R u) (s)+g, ()| a[m",M']_

vt e [0,T],
Yy, en particular:
A t
(1.31) EJu(t)]|” + 2Ef <A(s)u(s),u(s)>ds +
: 0

t
Ef <A, (s)u(d.(s)),u(s)>ds +
1 0 1 1

+ 2
i

o~

n t t
+ 2 ) Ef (B, (s)ulp.(s)),u(s))ds + 2E[ <(Ru)(s),u(s)>ds +
i=1 0 0 -

¢ |
+ 2Ef <f(s),u(s)>ds = Eluol2 +
0
. n t 12
+ ZlEI C;(8)u(;(s))4D; () ulp, (s))+(Riu) (s)+g (s)| m, (s)ds
i=1 0 ‘

ve ¢ [o,T].



2 ., La hipbtesis de coercividad fuerte :

Unicidad de solucidn

1.1,

La igualdad de la energia, establecida en el Lema

constituye el punto de partida para probar la existen

cia y unicidad de solucidén del problema planteado.

No obstante, para ello nos vemos forzados a admitir

que se verifica una hipdtesis de coercividad que, ademis

~del operador A, involucra los operadores Ai y Ci’ asi como

los retardos wi y las "intensidades" m, .

Definicidn 2.1

Diremos que se verifica la hipdtesis de coercividad

fuerte para el problema P si o > 0, A £ R tales que:

(2.1)

t i n t
2f <A(s)u(s) ,u(s)>ds + 2 z f

<A.(S)U(¢-(S)),u(8)>ds
0 : i=1 0 % * S

v

t 2 t 2
+ Af lu(s)l ds 2 af ” u(s) “ ds +
0 0

t

n 2 .
+ ) Ci(s)u(wi(S))' m, (s)ds

i

/
0

1
2
Yu e M“(0,T;V), ¥t e [0,T].

Aunque esta condicidn pueda parecer alejada de la

usual en los casos sin retardo, en realidad no es mis que

la extensidn '"natural'" de ésta a nuestra situacidn. Asi, es

inmediato comprobar, por las propiedades de los wi, el si-

gulente:



Lema 2.1

Para que el problema P satisfaga la condicién de coer
cividad fuerte es suficiente que exista o' > 0 y A € R ta-
les que:

) 2 . 2
(2.2) 2<A(t)u,u> + A[ul 2 o ” ul[ +

nom (v (e)) 2

-1
) = C.(y- (t))u
=1y ity DR

c.p;&. en [O,Tj vVu e V, vy

(2.3) o' > 2 ) i

Observacidn 2.1

Con el Lema 2.1, resulta evidente que nuestra condi
cidn de coercividad fuerte queda, en el caso sin retardo,
automaticamente satisfecha si ée gatisfaée la hipltesis de
coercividad de Pardoux [19]. |

Por otra parte, las condiciones del Lema 2.1, v, pof

tanto, la coercividad'fuerte, se satisfacen si, por ejemplo:
Ja' >0 y A e R tales que

(2.2)' 2<A¢t)u,u> + X|ulzxi a'“ u”2 c.ﬁ.d. enb[O,T],Vu e V

n a. n é%”»m. ”
(2.3)" a' > 2 z 1 + z LI N 1 (%)
- i=1 /B‘; i=1 o,

1

- condiciones que ligan nuestra definicidn de coercividad con
la usual en el caso determinista.

Ahora estamos en condiciones de probar facilmente la

Tlell =g es Iyl



*

unicidad de solucidn.

Teorema 2.1

Bajo.las hipdtesis (1.1)-(1.15), si, adem@s, se satis
face la hipdtesis de coercividad fuerte (2.1), enton

ces, a lo mids, existe una solucién al problema P.

Demostracidn

Si hubiese dos soluciones uy,u la diferencia

2’
1~ %
seria un proceso de Mz(O,T;V)(\ Lz(Qiﬁ(O,T;H)) que veri-

(2.4) u=u

ficaria la ecuacidn (1.16) pero con ugs f y o8 identica-

mente nulos, y, por el Lema 1.1, se tendria:

t . .
(2.5) Elu(t)l2 + 2E f <A(s)u(s),u(s)> ds +
0

n t

+2 Y E [ <A.(s)u(y.(s)),u(s)> ds +°
i=1 o0 * *
n t

+2 J Ef (B.(s)u(p.(s)),u(s)) ds +
i=1 o 1 1

t
+ 2 E f <(Ru)(s),u(s)> ds =

\0
n t 2
= izlE g Ci(s)u(wi(s))+Di(s)u(pi(s))+(Riu)(s) mi(s) ds
ve e [0,T].

y, entonces, por la hipbétesis de coercividad fuerte:



: t .
(2.6) Elu(e)|? + orf || u(s) ||Zas +
P P 0 - ) V

n t : .
+2 § E[ (B, (s)u(p (s)),u(s)) ds +
i=1 o0 1 1 _
t - £ )
+ 28 [ <(Ra)(s),u(s)>ds = [A|E [ |u(e)]? as +
0 | 0
n t . ;
+ zizi E g [, ()u(v () D, (s)ulo (s)-) Im, (s) ds +
n t .
+ 2121 E é |Ci(s)u(¢i(s))lI(Riu)(s)lmi(s) ds +
n t
¥ zizl B é D5 (2)utey (o)) [[(Rw) (o) [my (o) as
n t ) .
+ izl E g [Di(s)u(pi(s)-)l mi(é) ds +
n t PR A |
+ 1 E L [(Ru)(s)] m, (s) as ve e [0,T].
i=1 0 1 N
Pero:
t P T
(1) -2 [ (B (s)u(p, (8)),u(s)) ds =
0 a0
t % N .
= -28f (u(p (s)),B;(s)u(s))ds < E(2b] | lu(pi<s>>|N u(s) [[ds) <
0 10

A

. t o t '
B (26} (f luCo, (0] 2as) Y/ 2(f || ues) [IPas)P/?) <
0 | 0

B~y g | uts) ||%as + -§§i3<bj>2£ lute, (s))|%ds ) =

la

o /o



t t
s garr B 1w [Pas 4 ZERGD S sup pluE | as

0 [o0,s]" S

) .
(2) 2E [ <(Ru)(s),u(s)> ds <
0

i

t .
2E é “ (Ru) (s) ”*“ u(s) “ds <

i

2E[(£t“ (Ru) (s) |2 ds)l/z(ét‘|u(s) szs)llé] <

ia

B R e

t 2 ¢ — (2
(3) IAEf |u(s)|® ds < |2l sup Elu(s)]” ds
0 0 [o,s]
t
(4) ZEg le; (&) ut (N [[p ()ulp ())-)[my(s) ds <

up, (a)-)| as <

fia

zcidi”miHEét” wCuy (o) |

A

t : 1/2 ¢t - 1/2
2cid4lmJlE[(£I|u(¢i(s)ﬂ|2ds) (g lu(pi(s)—)lzds) ] <

2¢.d f|m_[] [ t 1/2 t o, 1/2
< S . o u(s) 2ds Iu(p.(s)—)] ds) <
oy 220 2
.(3n+2)c.d.“m.\ t

el Ef |u(p,(s)-)]%as
' 0

ot
< _E%IE Ef Hu(S)”zds +
0 cia

Andlogamente:



t : '
D 21600 el B () ()  ,

2 2
t (3n+2)c_“m.“ t 9
e o e |#as + ——— 1/ [®w ()] e
1
ot ' :
(6), ZEé D ()ule; ()-) [ [ (Riu)(s)[my(s) ds <
< a2 m.‘zﬁftlu(p.(s)-)l2 ds + Eftl(R.u)(s)lzds :
= inh o1 0 1 0 1
~ . o 5
(1) B[ D (s)ule (s)-)|"m, (s) ds <
0 . .
< Hm.”zd? Eftlu(p.(s)—)lzds
- 1 1 0 1 )
ARSI < P 1R o 12
8 . ‘ . ds < . d
6 B/ (Ryw(s) m; (s) ds =:umJ|EO (R;u) (s) | “ds

Pero (por (1.22))

(9

o

o t
Eétu Ru)(s) ||2as < &’n / E<fsn u(ry || 24ty as
c 0 0

y, andlogamente

t o ) t s » .
(10)  Ef [(R,u(s)|%ds 2 x5 T E(f ” u(t) ” dt) ds
0 0o 0

Finalmente, como :-



lu(pi(S)—)l2 = 1im luce)|?

thos(s)

y, si t X pi(s) < s, !u(t)!2 < _Sup !u(Eilz € LZ(Q,FsPiﬂ)
0,s

se verifica que

Elute, (s))1% = EC1tm [u(e)]?)=
ttp . (s)
1
= 1im Elu(f)lz =z Sup Elu(§)|2
tfpi(s) selo0,s

y, por tanto

(11) [ Elutp.(s)-)|%as =/ sup_Elu(8)|"ds
0 * o [o,s

Llevando las desigualdades (1)-(11) a (2.6)_obtenemos

o
3n+2

(2.7) Elu(t)l2 + Ef ” ﬁ(é) ”st <

t " -t s
<k, [ Sup £|u(s) |2 as + x, [ (&f | weo ”z.dr) ds
0 [o,s o 0 0

Ve 8[0 ,T] ’

siendo Kl,us dos constantes positivas independientes de T.

De aqui, obviamente:



o 2 t 2
(2.8)  Sup E|u(s)|® + E [ || u(s) ||* ds <
! (s) || d

[o,t
t 9 t s 9
<K|/f Sup _E|lu(s)]|“ds + [ (Ef n u(rt) ” dt) ds
0 5e[0,s] 0 0
vt e [o0,T],
siendo K = (1+ —égiz)(Kiv‘Kz)

Aplicando ‘el Lema de Gromwall a la funcidn

; 2 t 9
¥(t) = Sup Elu(s)|” + E | ” u(s)|, ds
[0,¢t 0
se obtiene
(2.9) ¥(t) = 0 vt ¢ [0,T].

y, por tanto

, T )
(2.10) E f ” u(s) “ ds = 0 c.q.d.
0



=

3 . El método de Galerkin : un primer

teorema de existencia

Es bien conocido (ver Pardoux [19]) que en el caso

en que no hay retardos (i.e, wi‘E’pi =t ;3 Ky Ki identi-

camente nulos) un esquema de tipo Galerkin permite obte-

-

ner la existencia de solucidn de la ecuacidn (1.16).

Lamentablemente, dicho método sb6lo permite obtener

"una sucesidn que converge débilmente en MZ(O,T;V) a la po-

sible solucidén del-problema, lo que, en nuestro caso, es

insuficiente para pasar al limite en los términos qué in-

volucran los retardos generales pi(t) (6, al menos, no

sabriamos como hacerlo).
Por otra parte, un esquemg iterativo de Picard de
la forma:

- t o 4 t
(3.1) um+1(t) + é é(s)um+l(s)ds + % é um+l(s) ds + :

n t R - n £ ,
+ izi é Ag (g (¥ ())ds + izl g B (8)uy (05 (s))ds +
- t y Lt
+ é (Rum)(s)ds + é f(s)ds = uy + 5 é um(s)ds +
n t ' \ . s
+i§1 é (Ci(S)um(wi(s)-)+Di(s)um(pi(s)~)+(Rium)(s)+gi(s)) M

solo nos permitiria, partiendo de ug obtener una sucesiln



fuertemente convergente en M2(0,T;V) y en LZ(Q;B(O,T;H))

(lo cual si es suficiente, como veremos, para pasar al

limité‘en tl:éi) én el caso en que los términos en Ci fue
sen idénticamente nulos (incluso aunque no hubiese retar-
dos).

Asi pues, nos encontramos con que ninguno de los
dos métqdos aplicables al caso sin retardo resulta ser-
19 completamente a la ecuacién general (1.16).

Esta dificultad la hemos soslayado_demostrando, en
*Vﬁfiﬁérwlﬁgar,'ﬁdf Galerkin, la existencia de solucidn
cuando los pi(t) satisfacen las mismas hipdtesis de regu-
laridad (1.14)(1.15) que 1los wi(t), 0 lo que es equivalen
te, cuando los operadores Bi(t) y Di(t) son idénticamente
nulos. Este resultado lo hemos utilizado para construir,
en el caso general, una sucesién de procesos que, defini-
da por un esquema‘de Picard "modificado", converge. a la so
lucidn buscada.

En comsecuencia, en lo que queda de parigrafo, de-
mostramos el siguiente resultado: ’

e

Teorema 3.1

Supuestas verificadas las hipGtesis (1.1)-(1.8) y

(1.11)—(1.15) y la hipbtesis de coercividad fuerte

(2.1), existe un proceso u tal que:

(3.2) u e MZ(O,T;V) vy es c.d.1.i. en H




/

i

A t n t
(3.3) u(t) + f A(s)u(s)ds + ) Ai(s)u(w.(s))ds +
' Wﬁwnm"“WWOH"””W”fwi:fffiflggif,”W"”"Ml, o A
, L
4+ [ (Ru)(s)ds + [ £(s)ds = ug +
0 .0
n t ) i
* L (e ()uth ()4 (Ryw) () 4g; (o)) i
’{t £ [O,TJ.
Ademd3s, entonces, dicho proceso verifica
A 3¢b4)—u-¢€ LZ(Q;ﬁ(O,T;H)),W»V~~v~ww~~ [FES—— o

Demostracion

Ante todo observemos que la ecuacidn (3.3) tiene
sentido bajo la sola suposicidn (3.2) (basta, para cercio
rarse de ello consultar las observaciones efeétuadas tras
la formulacidn del problema P).

Por tanto, la afirmacidn (3.4) es una consecuencia
directa del Teorema II.3.4.

Para probar la existencia, procedemos por Galerkin.

una base hilbertiana de V ortonormal

Sea {v.}?
i i=1

en H, que consideramos fija en todo el razonamiento que
sigue.

Denotemos:

(3.5) Vm = [vl,vz,...,vm] cv

En estas condiciones se tiene:



Para cada m > 1 existe un (y solo un) proceso

Lema 3.1

M2(0,T;Vm){ﬂ LZ(Q;ﬁ(O,T;H)) tal que

u €
m

, t
(3.6) (um(t),vj) + é <A(s)um(s),vj> ds +
t

t
+i . é <Ai(S)um(¢i(s)),vj> ds + é <(Rum)(s),v.> ds +

o~

t
+ g <f(s),vj> ds = (uo,vj) +

t .
C;(s)uy (b (8)=)+(Ryu) (s)+g, () ,v,) M

[ (

1o

+
i

o~

'Vj = l,2,..o,m-

ve ¢ [0,T]

En efecto:
Como es evidente, la existencia de u es equivalen
, es decir, de

te a la existencia de m procesos reales u

un proceso ﬁn € M2(O,T;Rm), c.d.l.i. tal que

| t n t
(3.7) @ _(t) + g A(s)am<s)d; +izi é Ai(s)am(wi(g))ds +
‘. .
f f(s)ds = GOm +

t—
+ [ (RE_)(s)ds +
o " 0

t .
- _ = - - i
é (C,(s)T (¥, () =)+ (R, ) (s)+E, (s)) di

+
il >~

siendo:



«

a) R(s),xi(s) y Ei(s) familias de operadores de

[¢e]
L (O,T;L(Rm,Rm)) definidos, respectivamente, por las matri

ces mxm
. [<A(s)vk,vj>] , [<Ai(s)vk,vj>] y [(Ci(s)vk,vj)]
i,k = 1,...,mf

b) Ry ?i definidos por (1.17) mediante las familias
K(s,T) y Ri(S,T)AE Lm((O,T)X(O,T);L(Rm,Rm)) dadas, res-

pectivamente, por las matrices mxm

[<K(s,T)vk,vj>] y [(Ki(s,r)vk,vj)] jsk=1,.,..,n,

c) f(s) vy éi(s) procesos de MZ(O,T;Rm)x los gi(s)

previsibles, y EO v.a. de LZ(Q,FO,P;Rm), dados respecti

m

vamente, por las matrices mxl

[<£¢s)sver] s [Ce;(s)svd] v [Cug,v] j=1,...,n;.

Como se ¢omprueba por un cidlculo directo, los da-
tos definidos por a), b), c¢) de la ecuacidn (3.7) (ecua-
cidn en Rm),gverifican la hipdtesis de coercividad fuer-
te (2.1).

Con elio est@ claro que la demostracidn del Lema
se reduce a probar que bajo las hipdtesis (1.1) a (1.15)
y (2.1) , 81 V = H = Rm, existe solucidn del problema
P. Ello podria probarse utilizando los resultados finito-

dimensionales de Jacod [81 , pero, de hecho, como veremos
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posteriormente en el Teorema 4.1, también puede probadrse

por el esquema 3.1.
En resumen, el Lema se satisface gracias al Teorema

4.1 que probaremos posteriormente.

Obviamente, por el Teorema 2.1, existe, para cada.
.. m, una sola solucidn Gm de (3.7) en LZ(Q;ﬁ(O,T;Rm)), Vs
ademas dicha solucidn verifica, por el Lema 1.1, la igual

dad de la energia, vy, como el u_ que satisface (3.6), es

m
u (t) = Z ﬁk(t)v , resulta que hemos definido una su-
m° k=1 & k
cesidn
(3.8) A{u_} MZ(O T;V) LZ(Q-B(O T:H))
’ n’ m>1 213 DO, TS

tal que u_ satisface (3.6) y

v ¢ :
(3.9) Ium(t)l2 + Zg <A(s)um(s),um(s)> ds +

n t .
+ zizl é <Ai(s)9m(¢i(s)},um(s)>ds'+ zé <(Rum)(8},um(s)>ds +
t

+ Zé <f(§),um(s)> ds £< |u0|2 +

+ 2
i

i Mb

t .
1
1 é (ci<s>um<wi<s>—>+<Rium§s>+gi<s) y up(s=)) aM_ +

t
+
i

2 . .
ci(s)um(wi(s)-)+(nium>(s}+gi<s) afu*,m] .

i ~>13

/
10

vt e [0,T], ¥m 2 1.



y, de aqui :

Lema 3.2
La sucesiédn {um}m;l’ definida por (3.6) es acotada
en MZ(O,T;V).

Demostracidn

Teniendo en cuenta que por el Teorema II.3.1, los
términos en dM: son martingalas, y la hipOtesis de coer-
cividad fuerte (2.1) , se tiene (recordemos las hipd-

. i i i 3 . g
tesis sobre <M ,M >t y IM M ]t i#j) tomando esperanzas

en (3.9):

t t
(3.10) Elum(t)lz + gEé RS | %as + 2E£ <(Ru_) (s) ,u_(s)>ds+

t .
+ 2‘EfV<f(s),u (s)> ds < E]u 12 +
0 m 0 )

-

o~

t
g |(Rium)(8)+gi(s)|2mi(s) ds +

i=]1

n t '
+2 ) Ef lci<s>um<wi(s>->II(Rium><s)+gi<s>|mi<s> ds,
i=l 0

g

¥m, V¥t e [0,1].

Pero, razonando como en la demostracidon del Teorema 2.1

de aqui se llega a que:



. : t .
(3.11) Elum(t)l2 + K Ef ” um(s)ll
0

2ds < K, +

2

+ Ké [ sup Elu_ (5)|%ds + & Ef ([ “ u_(1) “ dt)

0 [0 s]

vt ¢ [0,T], siendo K, > 0,

que no dependen ni de t ni de m.

Y, por tanto

t
(3.12) Sup E|u (s)l + Ef | u (s)

t

<K + K f Sup E]u (s)l ds
0 se[O s

Yt ¢ {O,TJ, siendo K = (1+

K K3,K4 2 0 constantes

R

+ f E[ | u, (o “ dt) ds

1 -
E;)SUP(KZ’RS’K4)’

y, en consecuencia, aplicando el Lema de Gromwall a la

funcidn
¥(t) = Sup Elu (s)l + E f ” u (s) ”
[0:1]
se obtiene
(3.13) ¥(t),. = KeKt Yt , y, en particular

T
(3.14) E'é H u_(s) ”2 ds < Ke' T,

Como consecuencia inmediata del Lema 3.2, se tiene

que existe una subsucesidn de {um},

que seguiremos deno-

P 2
tando {um}, débilmente convergente en M (0,T;V) a un pro-



ceso u € MZ(O,T;V), i.e.

dades de A y K

(3.15) u_ > u en M°(0,T;V) débil.

Para probar el Teorema, nos bastaria el probar que

u es c.d.1.i. en H‘y que se puede pasar al limite en (3.6)

obteniéndose (3.3).

Desde luego, lo que estada claro, es que, coﬁo toda
aplicacidn lineal fuertemente continua entre dos espacios
normados es débilmente continua, de (3.15) y las propie-

Ki (véasewpér'ejéﬁplo (1.23)) se tiene:

L
fA(s)um(s)'+ A(s);(s) en M2(0,T;V") débil

(3.16) { (Ru)(s) =+ (Ru)(s) en ﬁz(o,T;Vf> débil
((Ryu) (0) > (Ryw) (o) en‘M?(o,T;H)' aébil

Observacion

_Si u fuese c.d.l.i. en H, utilizando (1.25) se ten
dria que um(wi(s)-) ‘40 ﬁ(wi(é)—) en MZ(O,T;V) débil;
pero, de hecho , no ﬁéhemos garantizado el caracter c.d.l.1i.

en H de u,
Ahora bien, lo que si estid garéntizado és
T 2 T 2
(3.17) B [ || u (. (s)-) [[Tas = B [ | uv () ||Tas <
0 -0 o

1
. 0.
1

Y

T, 2
E f ” u(s) H ds.
0 A .



y, por tanto, {um(wi(s)—)} es una sucesidn acotada en.
LZ(QX(O,T),P,dRth;V), con lo que se puede extraer una sub

sucesidn que seguimos denotando {um} tal que
(3.18) u_(¥.(s)=) > @ (s) en M (0,T;V) débil,

isiendo ﬁi(s) previsible!

y, de aqui
A (8)u (¥, (s)=) + A ()t (s) en M2(0,T;V') débil

(3.19)
Ci(s)um(wi(s)—) - Ci(s)ﬁi(s) en MZ(O,T;H) débil

Sea, entonces x(t) cualquier funcidén absolutamente
continua de [O,T] en R tal que x'(t) ¢ LZ(O,T) y x(T) = 0.
Aplicando la fdérmula de Ito (Teorema 1.2.5) al

proceso real x(t)(um(t),vj) con j < m, obtenemos
(3.20) d(x(e) (v () ,v))) =

= x(t) d(um(t),vj) + (um(t—),vj) dx(t)
3
y, de aqui, si ponemos

(3.21) ¥, (e) = x(O)v, ¢ 42 (0,T;V)

y utilizamos (3.6), se obtiene:



3122) (5,0 x5 (0) + [ <

t
<A(s)u (s),x (s)> ds +

" 'n t
+i£l / <Ai(s)um(wi(s)-),xj(s)> ds +
' t t
+ [ <(Ru_)(s),x.(s)> ds + [ <f(s),x.(s)> ds =
0 n J 0 J
n t . i
= (uo,xj(O)) +i£1 é (Ci(S)um(wi(S)—),xj(S)) dM_ +
n t | 5 n t i
P (e axgenang + 1] Gy (e) g (0) dng

t
+ é (u (s),x}(s)) ds

¥t ¢ [0,T].

Y, expresando (3.22) en t = T, y teniendo en cuen-
ta que x(T) = 0, podemos, por (3.16) y (3.19), pasar al

limite paré m +> o en (3.22) (*) obteniéndose:

T T
f <h;(s);(s),x (s)> ds +

n
(3.23) f <A(s)u(s),x.(s)> ds + Z
0 ] i=1 0

T T
+ f <(Ru) (s),x;(s)> ds + / <£(s),x;(s)> ds =
W 0 7

0

T .
(€4 ()t (s)+(Rym) (s)+g; () ,x, (s))dM] +

n
= (ug,x,(0)) + 7} f
0773 i=1 0

T
+ f (U(S),X3(8)> ds

0
' T

i

* ‘ . . .
( )No olvidemos que la aplicacidn ¢, € Lz(Ml).+ f ¢SdM: € LZ(Q)
0 .

es lineal y continua.



Y, por la definicién de xj, y al ser {vj} base de

“V'se tiene, de (3.23) (se utiliza de nuevo la continuidad

de la integral estocastica)

T ' . n T
(3.24) f <A(s)u(s) ,v>x(s) ds + Z f <A.(s)u.(s),v>x(s) ds +
0 | i=1 0 % * :
T ) T
+ f <(Ru)(s),v>x(s) ds + f <f(s),v>y(s) ds =

0 0
T

n : .
= (uy,v)x(0) +_Z f (Ci(S)ﬁi(S)+(Riu5(S)+gi(8),V)X(S)dM; +

i=1 0O

T ‘
+  (u(s),v)yx'(s) ds
0 ’ .

Yv ¢ V y ¥x(s) funcién absolutamente continua de

[0,T] en R tal que x'(s) ¢ L2(O,T) y  x(T) = 0.

Sea, entonces, t € (O,T)_fijado y, para m ;Al defi-~

namos :
/
1‘ si s '% t- %E
m 1, . 1 1
(3.25) x (s) = 4 7 +ﬁp(t—s) si t- ™ < s < t+ ™
0 si s > t+ %E

£

Obviamente, Xm es absolutamente continua en [O,T].
m, , 2 ‘ .. ‘ m _
(x )" € L7(0,T) y, para m suficientemente grande, ¥ (T)=0
m
y x (0)=1.
Por tanto,bpor (3.24), fijado t'e (0,T), para m

suficientemente grande se tiene:



T T

(3.26) f <A(s)u(s),v>X (s)ds + Z f <A (s)u (s) v>x (s)ds+

0 i= 1 0
T o T
+ [ <(Ru)(s),v>x"(s)ds + [ <f(s),v>x"(s)ds =
0 0
T
= (uy,v) + 1 <c (838; (o) +(Ryu) (o) +g; (o), V)x™(s)au. -
i=1 0 :
-
't+§-l_l'l-
- m f (u(s),v) ds Yv ¢ V
el L
2m

Pero, por Lebesgue, podemos pasar al limite ‘para
m *> © en el Gltimo sumando del segundo miembro de (3.26)
c.p.d. en t, obteniendo -(u(t),v).

En los otros sumandos se puede pasar al limite pa-

ra m > « por (3.16),(3.19) y ser xm - 'ﬂ[o t] obtenién-
b

dose:
(3.27) © (u(e),v) +
t n . i
+ [ A u(s)+ [ A (s)E, (s)+(Ru) (s)+E(s) , v} ds =
0 S i=1 :
Ch e _ .
= (uo,v)?+i§1 é (ci(s)ai(s)+(niu)<s)+gi(s) , v) dM_

c,p.d. t e [O,T], Yv ¢ V.

Pero, por la definicidn de la integral estocastica
de procesos vectoriales, y por ls separabilidad de V,

(3.27) es equivalente a:



t t

o ' n
0 (3.28) u(t) + [ A(s)u(s) ds .+ ) [ A.(s)u.(s) ds + . .
. . 0 o e i= l O, l - 1 e

t _ t
+ [ (Ru)(s) ds + [ £(s) ds = uy +
0 0

-}

I o~

t .
é (Ci(s)ﬁi(s)+(Riu)(s)+gi(s)) dM:

i=1

c.p.d. en [O,T] (igualdad en V').

Ahora bien, entonces, como A(s)u(s), Ai(s)ﬁi(s),

(Ru) (s) y £(s) pertenecen a M°(0,T;V') y C, (s)i,(s),

(Riu)(s) y gi(s) pertenecen a MZ(O,T;H), al ser

<M1,M1> f mi(s) ds, se puede aplicar en (3.28) el Teore

t 0 |
ma IT.3.1, y se tiene que u(t) eé c.p.d. en [O,T] igual a
un proceso (que, por tanto estid en labmisma clase de
Mz(O,T;V) que u) c.d.l.i. en H y que satisface (3.28) para
todo t ¢ [0,T].

Basta ahora redefinir u como éste proceso y, enton
ces, por la observaci6n hecha antes de-(3.17) se tieﬁe
que ﬁi(s) ='?(wi(s)) en el sentidé de ser representantes

de la misma clase de LZ(QX(O,T),P,dP®dt;V) y el Teorema

queda probado.



4 . El1 Teorema general de exXxistencia:

Con los resultados ya probados, es ahora relativa-
mente sencillo demostrar que el problema P admite solucidn.

En concreto:

Teorema 4.1

Bajo las hipdtesis (1.1)-(1.15) y de coercividad
fuerte (2.1) existe un proceso u (y sdélo uno) que

pertenezca a MZ(O,T;V)‘n Lz(ﬁ;ﬁ(O,T;H)) y sea so-

lucidn de la ecuacidn (1.16).

Demostracidn

Consideremos el siguiente esquema:

(4.1) u e w2(o,m3v) N 1230015 H))
- t A t *
(4.2) u () + é A(s?gq(s)ds t 3 é u (s)ds +
n t e t
+'i£1 g Aj(s)u (9;(s))ds + izl é By(s)u _;(p;(s))ds +
t | v t :
+ é (Ru ;) (s)ds + é f(s)ds = wu  +
A t n th dMi
= : . - +
+ 3 g ugop(sdds + izl ! ¢;(s)u (v (s)-)dm,
n t i
t LD ey (0 Ryn ) ()t () ang

¥t ¢ [O,T].'



Obviamente, para q=1, si tomamosruo(t,w)wﬁwgl<bpr”HHAWV,

el Teorema 3.1 resulta inmediato ver que existe un (y sd-
lo un) progeso.u1 que satisface, con u, =0, (4.1) v (4.2).
Por la misma razdn, y de manera gemneral, dado
uq—l € MZ(O,T;V)fW LZ(Q;ﬁ(O,T;H)), (4.1) v (4.2) determi-
naﬁ unfvocamente un proceso g

Asi pues, partiendo de ug £ 0, tenemos definida, por

(4.1) v (4.2) y a través del Teorema 3.1, una sucesidn

de procesos que vamos a ver que converge:a la so-

t q ) q21

lucidn u buscada.

Antes de pasar a ello observemos que si los opera-
dores Ci son idénticamente nulos ( lo que es el caso, por
ejemplo, si V = H = Rn) lo dicho anteriormente no depende
del Teorema 3.1, sino que es una consecuencia directa del
Teorema II.3.1. Con ello, y con lo que ahora sigue, desapa
rece el aparente circulo vicioso que alguien podrfa objetar

a nuestra demostracidn.

Continuando, pongamos, por definicidn:

(4.3 u = u -u ¥Yg > 2
) q ¢ q 1=

q-1
Resulta evidente que, con esto:

(4.4) @ e M2 (0,T;v) N L2(2;D(0,T;H)) Vq > 2



N t
(4.5) ﬁq+l(t) + f A(s)ﬁq+1(s)§§ f % f ﬁq+1(s)é?mjm

0 0 T
Dot Dot
+i£1 g Ai(s)uq+1(wi(s))ds +i£1 é Bi(s)uq(pi(s))ds +
t 5 x Lt n t 5 i
+ g (Ruq)(s)ds = 2 é uq(s)ds +i£1‘£ Ci(s)uq+1(wi(s)-)dMs +
n t . ' 5 ) i
* L Diee 6 @+ (R ) () ax
¥q > 2, ¥t e [0,T],
Yys por la igualdad de la energia (1.30)
2 t
(4.6) 'Iﬁq+l(t)[ + Zé'<A(s)ﬁq+l(s),ﬁq+l(s)>ds +
‘ ) 0 ¢
+ Aé [T (e[ 7ds + 2i§1 é <A () (B (8)) 0, (s)> ds
| n ot
+ ZiZI é (Bi(s)uq(pi(s)),uq+l(s)) ds +
t t
+ 2£ <(Ru ) (e) 580y, (s)>ds = Aé (3 (s),8 ,1(s)) ds +
.nt _ ’ ~' i
+ 2121 é (Cy ()b (W (8) =), (sm)) A +
n t ) ) 5
+ zizl g,(Di(s)uq(pi(s)-)f(niuq)(s>,uq+1(s-)] aM_ +
vt ' 2 L i
+izl é C; ()8 g (¥;(8)-)4D ()T (o (s)-)H(R T ()| a[M ]

¥q 22 ¥t e [o,T].



_Utilizando la coercividad, de (4.6) se obtienme:

[ 9.t — .
4.7 |uq+l(t)] + aé ” uq+1(s) ” ds =<

n t
< zizl é (Bi(S)ﬁq(piSS)),ﬁq+l(S))

ds +

ot

t
+ zé |<(Rﬁq)(s),ﬁq+1(s)>lds+|A|£ [ (@ (s) 50 4 (s))[as +

n .
+2 1 ] (et (i ()=)4D () B (o () =)+ (RyT ) ()50, (=) dm

| 2 o
Ci(s)ﬁq+l(wi(s)—)l (d[Ml,Ml]s—mi(s)ds) +

2 ..
afdt 0]+

é Di(s)ﬁq(oi(S)—)+(Riﬁq)(S)
n T e .
2 [ [ (a4 (0 ()-),0, ()8 (o () )+ (RyT ) ()] al ,1']

Yqg > 2 Yt e [O,T].

Con ello probamos:

Lema 4.1

| ' . 2

{uq}q>1 es una sucesidén de Cauchy en M (0,T;V)

En efecto:

Tomando esperanzas en ambos miembros de la desigual-
dad (4.7), como los té&rminocs en dM; son martingalas nulas

en t =0, vy E f. d[M] = E f. d<M> , resulta:



(s) ” ds <

. 4.®) Elu (t)|2 + aF f ” g

ia

0t o
Z Eé ](Bi(s)ﬁq(p%(s)),ﬁq+1(s))‘ ds +

t ’ : t
+ 2Ef |<(Rﬁq)(s),ﬁq+1(s)>]ds +IA[F£ l(ﬁq(s),ﬁq+l(s))|ds +

-0

2
m_ (s) ds +
i

+ o/ 'D (1 (; () -)+(R ;T ) ()
o i= l 0

+2 Z Ef (c (878 41 (;(s)=),D ()T (0 (s)=)+(R ><s>)m (s)ds
i=1 0 or o d o

ve ¢ [0,T] ¥q 2 2.

Ahora bien:

t

2 é (B; ()T (0 (), (s))|ds =

q+1

t v % )
=2 é (B (0 (s)),B()E 4 (s))| ds <
x ,t - N |
x 25 [ a5y o) flas =

* t 5 1/2 ¢ ) 9 1/2
2b (é luq(pi(s))l ds) (é | iy (9) || “as)

A
A

A

t .
= 2n:2 / ” ﬁq+1(s) “st + 2213 f lu (p. (s))l ds
0

Yy, por tanto:



t .
(4:9) 28 [ (32250525, (D) as =

A’

o _.F - 2 2n+2
Ef || u ., (s) ds (b ) f ( SUP EIU l )

Anélogamenté, por (1.23), se obtiene:

. t ‘
(4.10) 2E é [<(Ra ()50, (8)>] ds =

Por otra ﬁarte:
t
|A|£ |(ﬁq(s)%ﬁq+l(s))| ds <

1/2 t : 1/2

1 13, %es) (] laqf;<s>|2ds)

i

A

C
[A1%7 [ T (o) ] 2as + = / 54 () [ as
o 1 0

y, por tanto:

t C -
a1y e [ [ ()58 4y ()] ds <

0
312 sup_sle 8 [%s + L sup plu_,, )]
2 A Sup E|l (s) ds + + Sup E|d (s)
0 [o,s] “lo,e] 9T
ve ¢ [o0,T].

De la misma manera, y utilizando en particular la

ds

58] S0 [[7as + 250 NORERSIED

ds



desigualdad (11) de la demostracién del Teorema 2.1, se

obtie_ne:
t) ' 2
(4.12) Eéu}Di(s)ﬁq(pi(s)_)+(kiﬁq)(s) m (s) ds <
< 2| m, “(d%\ft Sup E|u (5)]%ds + k?Tft(EfS“ a (1) || 2ar) das)
oot T 0 sef0,s] ¢ Yo 0 d
ve ¢ [0,T].

y, con ello, es fadcil comprobar que

t . e e N — SR
(4.13) ZEé (ci(s)ﬁq+l(wi(s)-),Di(s)aq(pi(s)—)+(R )(s))m (s)ds<

t
B rea RO ST

s 4nth clH 22 s Blu, (3 | “astiirf <Ef sy [Parras)
0 [O s ,

Yt ¢ [O,Tl.

Llevando las desigualdades (4.9)-(4.13) a (4.8), re-

sulta obvio que:

(4.14) Existe una constante K' > 0, independiente de q ¥y

de t tal que:

t
l q-l-l(t)I nZZ Eg I[ q+l(g) ” ds =

t
2
K'(f sup Eld (s)] ds + f (Ef a (1) dt)ds)+
] e ElEg lagco |l

Ia

+ 1 Sup 'E'ﬁ (s)|2 , Yt e EO,T],

sefo,t] - 9+



»

y, de aqui

(4.15) Existe una constante K > 0 independiente de q y de

. 4!
t (por ejemplo K = ). tal que:

min(l,H%T)

. ,
[8ui Elﬁq+1(sl|2 + E é “ ﬁq+1(s) szs A
s .

t 2 s 2
<k f (_ su _Ela ()7 + 8 || & (o) | ar)ds
0 sef0,s 4 0 q

vt e [0,T], ¥q 2 2 e

Si, para cada q > 2 ponemos, por definicidn:

t
i 2 . 2
(5:16) x(0) = sup 5 ()]7 4 2| | 84y o) || %as

por aplicacién reiterada de (4.15) obtenemos

' q-1 tq—2 t
(4.17) Xq+1(t) < K '(—(1—:2—)—7 é Xz(s)ds <
q-1 , .
< Ax) - X, () , ¥t ¢ [0,T], V¥q 2 2

- (q-2)!
y, en particular:

T q-1
. 2 (KT)
(4.18) E_é | gy (o) [[Pas £ %y (M < g XD

¥y, por consiguiente:



q 177””“

‘ 2—
4.19) |'u -u ‘ < )
M2(O,T;V) =4

A

g |
1” % 0,1;v)

-1
2 q-1
KT .
2 VX, (D) ) L"‘%_T + 0  siqy,q,*®.
2 a4=q (qg-2)! 1°72
_ 1

Con lo que el Lema queda probado.

Con ello, podemos ahora probar:

Lema 4.2

{u} es de Cauchy en LZ(Q;ﬁ(O,T;H)).

q qxl

En efecto:
Volviendo a (4.7), resulta inmediato que se verifica
n

t
~ 2 . ~
(4.20) [gfgjluq+1(s)| < 2121 é (Bi(s)uq(D£S)),uq+l(s)) ds +

t t
+ 2£ <R3 ) (o), ()>] ds +|x|£ |<aq<s),aq+l<s>>l ds +

n
+2 z Sup

s .
~ ~ ~ ~ 1
Ly ! (C§s>uq+1(wl(s>—>+n]gs)uq<pl(s>-)+<qu>(s),uq+1(s-)) a

n t . .
v 3 |ci(s>aq+l<wi<s)—>l"“(d[Ml,Ml];HmiHds) +

2 . .
d[Ml,Ml]S+

n t
) f'Di<s>aq<oi<s>—>+<rziuq><s>

t: . -
P2 ) LG, 09 DT (0 () )+ R ) afet ']

ve ¢ [0,T], V¥q 2 2.

-+



Pero, por Burkholder-Gundy

| s .
~ ~ ~ ~ 1
(4.21) ZEgeiﬁft] é (q5s>uq+1<g5s>-)+Q5s>uq<pfs)—>+a§gq><s),uq+l(s—>)dMS:;
< z*E/{t(c<>~ @) -)HD(8)_(pLs)-)+Rii ) (s),i._ . ( n]zﬂﬂimﬂ <
< 2c ! {s uq+1wls “ID(s)E pls)- qu 8,8 ., (s- DM, <
| )

Y
d[Ml,M‘]S

* : L
< 2c E [Suzjlﬁq+l(sﬂv£ lqﬁs)ﬁq+l(%{s)—)+Q§s)ﬁq(pfs)-)+(agq)(s)

1 2
<7 E sup _|a ()7 +
4n se [0 ¢ g+l

2
m,(s)ds
1

t
+(C*)2E£ lqgs)aq+1<g§s>->+95s>aq<ofs>—>+o§§q><s>

Con lo que, tomandc esperanza en ambos miembros de la desi-
gualdad (4;20), y teniendo en cuenta (4.9)-(4.13) asi como (4.15) y

(4.21), es facil comprobar que

(4.22) Existe una constante K1 > 0 independiente de t € [O,T] yq22

tal que

2
E Sup |d ,.(s)]" <
[O , t] g+l

f || (o || [* suexls5)1%9)
<K (E i (s ds + up E|d (s)]| ds
1 0 4 6 {0,s 4

vq > 2, V¥t e [0,T].
y de aqui, por (4.17), el Lema queda probado.

Como consecuencia de los Lemas 4.1 y 4.2, resulta ahora evi-

dente:



-

|

~ (4.23) "Existe un proceso u € MZ(O,T;V)(\ Lz(Q;ﬁ(O,T;H))

tal que 1la suceéién"{uq} construida por (4.1),(4.2)

tiende a u en MZ(O,T;V) vy en LZ(Q;ﬁ(O,T;H)) cuando

q tiende a infinito".

Comprobar que u verifica la ecuacidn (1.16) es féa-
cil-pasando al 1limite en (4.2) ya que, por las desigualda-

des (1.23) a (1.27) es inmediato comprobar que

(4.24) u, + u en MZ(O,T;V) implica:

A(s)uq<;5m;A&;>g(s>"‘ggmzco,T;v->
A;(s)u (5) = &;(s)u(s) en uZ(0,1;v")
(Ru ) (s) + (Ru)(s) en M2(0,T;V")
C;(s)u () > € (s)uls) en'MZ(O,T;H)

(Riu ) (s) > (Ryuw)(s)  en % (0,T;H)
y
(4.25) uq > u en LZ(Q;ﬁ(O,T;H)) implica:

B (s)u (p(s)) + B (s)up;(s)) en M (0,T57")

Di(e)u (p;(s)) > D ()ulp (s)) en MP(0,T5H)

B

Observaciones

a) Nétese que la convergencia fuerte en tan solo
MZ(O,T;V) 6 Lz(ﬂ;ﬁ(O,T;H)) no hubiese sido sificiente para

poder pasar al limite en (4.2); &8 al menos, no hubiéramos

sabido como hacerlo.
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b) Si todas las martingalas Mt que aparecen en nuestra

ecuacidn son cont

inuas, las hipdtesis de previsibilidad re

sultan superfluas, y, de hecho, es inmediato comprobar que

la solucidn del problema es a trayectorias continuas.

c) Si Ai € Lw(O,T;L(V,H)) entonces, dada la regularidad

'

del retardo wi’ es facil comprobar que la presencia de

a;, = Sup ess ” Ai(t)llL(V,V')‘en la hipbtesis de coercivi-
B 3

dad fuerte resulta innecesaria para garantizar la veracidad

de los resultados enunciados, ya que en tal caso se tiene:

t
(4.26) E [ <A.(s)u(y.(8)),u(s)> ds <
ot .

t 2 t — 12
< eBf || uts) ||“ds + c(edf _ sup _(Elu(s)]")ds
0 0 se O,s

Una extensidén del Teorema 4.1

De manera obvia, podemos extender nuestros resulta
dos al caso de retardos no positivos, obteniendo una exten
sidn al caso estocadstico de los resultados de Artola [1]
para problgmas de Cauchy con dato no puntual. En concreto:

.

Teroema 4.2

Supongamos verificadas las hip&tesis del Teorema 4.1,

excepto que las funciones wf(t)’ pi(t) pueden, ahora,

tomar valores negativos.

ol



Sga‘—T >= min [ inf (wi(t))A inf (pi(t))).

O 4=1,..a [o0,1] e fo,t]
Entonces, si, ademds, se tiene dado un proceéo
W e M2 (-t,05v) N 12 (25D (-1 ,05m)),
entonces existe uno y solo un proceso u en
MZ(-TO,T;V)(W LZ(Q;B(—TO,T;H)) tal que satisface

la ecuacidn (1.16) en [O,T] y, ademis),

(4.27) u(t) = 8(t) en J-t,,0[.

Demostracidn , . e [

Es inmediata, sin méds que "redefinir'" los operadores

que intervienen en (1.16) por (por ejemplo):

~

Ai(S) =
0 si wi(s) < 0

Ai(s) si/ wi(s) 20

~
~

y de la misma forma é., C., D..
‘ i i i

t
Los términos del tipo [ l{w'<0}Ai(s)u(¢i(S)) ds
0 i
- - . t -
se incorporan al término en f’f(s) ds, y andlogamente
: 0 '
con los otros sumandos.

Con éllo se obtiene, de nuevo, un problema del tipo

tratado en el Teorema 4.1.

Observacidn

El Teorema 4.2 sigue siendo valido, si en la ecua-

cidn (1.16) sustituimos los té&rminos en



t

(Ru) (s)ds (resp. f (Riu)(s)dMi) por términos del tipo

o T g
(f K(s;T)u(T)dT) ds - (resp.-f ( Ki(S,T)u(T)dT) dM:).

o "fo “To %o

e
— 0
J




5 . Un ejemplo de ecuacidn estoc@stica con retardo

Analicemos un ejemplo "sencillo" de ecuacidén a la
que puedeé aplicarse nuestro Teorema.
. n 2
Sea 0 un abierto de R~ de frontera I' de clase C .

Sean dados: ajk, aj, b;, c; € Lw((O,T)XO) y

k; € Lw((O,T)X(O,T)XO), i=l,...,n, J,k=1,...,N
verificindose: ;
,,,,,,, edr
(5.1) ggl e L ((0,T)x0).
|
' 1 2 .
Tomemos V = HO(O), H = L°(0) y definamos para cada
u,v € V
| N Su 3y
(5.2) <A(t)u,v> = Y f a.k(t,x)3§~(x)3§—(x) dx +
0 j,k=10 3% i k
N du
+ Z f aj(t,x)ggf(x)v(x) dx

[
i1~z

(5.3) B (0)u b?(t,x>%§7(x)

N i Ju
) cj(t,x)gg“(x)

(5.4) Ci(t)u '
A 1 ]

: o i Su -
(5.5) K. (s,t)u = Z kj(s’t’x)ﬁ'{f(x,)



Sean T. n constantes p031t1vas vy p. (t) n func1ones

medlbles tales que 0 < p. (t) .
Pongamos:
(5.6) -1y = min’ (—Ti)
i=l,..:n

Los operadores‘asi definidos, y los retardos pi y
wi(t) = t-T., satisfacen todas 1aé hipétesis del paragrafo
+1; en particular, la hipétésis sobre el adjunto de Bi se
verifica gracias a (5.1).

| S ean: - S
.}WS) un (P,Ft) proceso -de Wiemner con

valores en Rd (d < n),

+ . .
Pg 1,...,P:, n-d procesos de Poisson, de (P,Ft) in
tensidades respectivas pd+1,...,pn, nGmeros > 0.

Supongamos. que se verifica la siguiente condicidn:

(5.7)  Ja > 0 tal que ¥E ¢ RN e [0,T], ¥x € 0
S B i 2
; E=1(2ajk(t,x)— 2 qj(t+ri,x)ck(t+Ti,x)p,)gjgk > alg|

i=1
donde p1=...=pd=1.

Entonces, dados u, € LZ(O) y

u e M2( TO,O H (0))(\ L (2;D(- T O;LZ(O))), como es facil
»comprobar que por (5.7) se verifica la coercividad fuerte,
por aplicacién del Teorema 4.2 se tiene que existe uno y

- 2 ‘
sdlo un proceso u en M (-1

1 2. .= 2
0+ TG (0)) (1 L(23D (-, T517(0)))



que verifique la ecuacidn (1.16) y, que,.ademds verifica

u(t)'= u(t) en ]—TO,O[.

Dado el caracter denso de D(0) en Hé(O) y la regu-
laridad de T', no resulta dificil interpretar la ecuacidn

(1.16) como:

N
(5.8) du(t,x) - ) «53 (s x) (t X):[dt +
: isk=1 “Fk 4
N
+ ) a;(t, x) (t,x)+ 2 b(e, x)——-—(p (t) ,x)+
j=1 *j i=1 3 %5 —
n | t | ) i
+ ) (c (t, x) (t-7; ,x)+f k (s,t x) (s,x)ds)p dt=
i=d+1 3 s :
d N 5 5 .
= 2 X (c.(t,x)§E~(t— _,x)+f k (s,t x) (s, x)ds) dWi +
i=1lj=1 3 *3 0 %5
+ § § (C%(t X)EB“(t-T )- X)+ftki(s t x)au (s,x)ds) dPi
i=d+1[j=1 3 ’ ij it 0 joo? T ex, t

en [O,T]XO.
(5.9) u(0,x) = uo(x) en 0, .
y la condicidén u € Hé(O) como
#,
(5.10) u(t,x) = 0 en ]—TO,T]XP.

La interpretacidon de la ecuacidn en otras condiciones,
por ejemplo V = Hl(O), requiere condiciones suplementarias
que garanticen regularidad adicional, por ejemplo de tipo
Hz(O); de la solucidn siguiéndo esquemas del tipo dgl utili.

zado en Pardoux [18].
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