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Introducción

Consideremos la ecuación de Poisson en Rn:

−∆u = f (0.0.1)

donde f es una función de Rn. La solución de esta ecuación viene dada por el potencial de
Newton

u(x) = I2f(x) = N ∗ f(x) =

∫
Rn
N(x− y)f(y) dy, (0.0.2)

donde N(x) = |x|2−n. Para probar las suavidad de las soluciones hay que derivar dos veces
(0.0.2) quedando una expresión de la forma

Tf(x) = v.p.

∫
Rn
k(x− y)f(y) dy,

donde el núcleo k tiene integral cero en la esfera unidad y satisface las siguientes condiciones

|k(y)| ≤ C

|y|n
y |∇k(y)| ≤ C

|y|n+1 y 6= 0.

A estos operadores T se les denomina integrales singulares (en [Du] se puede encontrar más
información al respecto).

Entre estas integrales singulares se encuentran operadores que sirven de modelo de la
teoría como la transformada de Hilbert:

Hf(x) = vp

∫
R

f(y)

x− y
dy,
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asociada a la teoría clásica de las series de Fourier o sus generalizaciones n–dimensionales
como las transformadas de Riesz

Rif(x) = vp

∫
Rn

xi − yi
|x− y|n+1

f(y) dy, i = 1, · · · , n

que surgen en las ecuaciones en derivadas parciales, o la transformada de Beurling que es el
operador clave de la variable compleja

Cf(z) = vp

∫
C

f(ζ)

(z − ζ)2
dζ.

Los resultados más importantes de la teoría de Calderón–Zygmund dicen que si 1 < p <∞
entonces cualquier integral singular T es un operador acotado en el espacio Lp(Rn), esto es,
existe una constante C tal que∫

Rn
|Tf(x)|p dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|p dx.

Este resultado es falso en el caso p = 1 pero hay un sustituto y se dice que el operador es de
tipo “débil−(1, 1)”:

sup
t>0
|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > t}| ≤ C

∫
Rn
|f(x)| dx. (0.0.3)

Todos estos resultados arrancan del artículo de Acta Matematica [CZ] de A. Calderón y A.
Zygmund que es sin lugar a dudas uno de los artículos más influyentes del análisis moderno.

En los años 90 empezó a haber un interés por la dependencia exacta de la norma de los
operadores en términos de la constante Ap. Esta pregunta surge de forma natural en conexión
con ciertos problemas de las ecuaciones en derivadas parciales, concretamente en el trabajo
de R. Fefferman, C. Kenig y J. Pipher [FKP], y del análisis armónico, R. Fefferman and J. Pipher
[FPi]. Más recientemente el interés ha crecido a raiz del trabajo de K. Astala, T. Iwaniec, E.
Saksman [AIS] y el inmediatamente posterior [PetV] de S. Petermichl and A. Volberg. En este
trabajo se obtiene el siguiente resultado para la transformada de Beurling B

‖B‖L2(w) ≤ c [w]2

que era el resultado clave para terminar de resolver el problema propuesto en [AIS].

Sin embargo, el primer resultado de esta índole se debe a S. Buckley, quien probó la depen-
dencia exacta de esta contante para el operador maximal (ver [Bu])

‖M‖Lp(w) ≤ c [w]
1
p−1

Ap
,
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resultado que, como veremos, juega un papel importante en el desarrollo de las pruebas clave
de esta memoria.

Los operadores protagonistas de esta memoria son los conocidos como conmutadores de
integrales singulares con funciones deBMO en espacios con pesos. Motivados por los trabajos
de A. P. Calderón sobre la transformada de Cauchy a lo largo de curvas Lipschitz, los autores R.
Coifman, R. Rochberg y G. Weiss introdujeron y estudiaron en [CRoW] otro tipo de integrales
singulares interesantes por distintas razones. Si b es una función localmente integrable en Rn,
se define el conmutador como [b, T ]f = b T (f)− T (bf).

En el caso en el que T es una integral singular tendremos entonces que

[b, T ]f(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))K(x− y)f(y) dy,

donde K es el núcleo que define la integral singular T .

Aunque inicialmente el estudio de estos operadores estuvo relacionado con las generaliza-
ciones del teorema de factorización para espacios de Hardy, se han encontrado otras muchas
aplicaciones y en particular en el estudio de ecuaciones en derivadas parciales.

Por otro lado, la teoría de pesos tiene profunda influencia en diversas áreas como la de las
ecuaciones elípticas, conexión que se muestra brevemente a continuación.

Consideremos el operador

Lu =
∑
i,j

∂i(aij∂ju) = div(A(x).∇u),

donde los coeficientes de la matriz A(x) = (ai,j(x)) son solamente medibles y satisfacen la
condición de elipticidad

c1|ξ|2 ≤ A(x)ξ.ξ ≤ c2|ξ|2.

En 1957 DiGiorgi (Nash también e independientemente pero con un método diferente) probó
que si u es una función con derivada localmente integrable tal que Lu = 0 entonces u es al
menos localmente suave en el sentido de que satisface la condición de Hölder Λα para cierto
0 < α < 1. Posteriormente Moser mejoró este resultado y lo extendió a otras ecuaciones
y, de hecho, está considerado uno de los resultados más importantes de las ecuaciones en
derivadas parciales. Este resultado se extendió a mediados de los años ochenta en distintas
direcciones. Una de ellas considera que los coeficientes satisfacen la siguiente condición de
elipticidad uniformemente “degenerada”:

|ξ|2w(x) ≤ A(x)ξ.ξ ≤ |ξ|2w(x).
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La degeneración es uniforme, pues no depende de la dirección de autovalores del operador. Se
puede probar que si el peso w ∈ A2 se recupera toda la teoría clásica que corresponde al caso
w ≡ 1.

Esta memoria está estructurada de la siguiente manera: comenzaremos introducciendo en
el capítulo 1 las herramientas y definiciones necesarias para entender el desarrollo de las prue-
bas que se presentan. En el capítulo 2 se realiza un estudio detallado de la acotación óptima
de la integral singular en Lp(w) con w ∈ A1 y el caso en el extremo, donde se recogen los tra-
bajos de A. Lerner, S. Ombrosi y C. Pérez ([LOPe1],[LOPe2] y [LOPe3]) que serán la fuente de
inspiración para el desarrollo de nuestro caso del conmutador. En el capítulo 3 se referencian
resultados previos obtenidos para los conmutadores de integrales singulares y en el capítulo 4
se presentan los resultados que hemos obtenidos (parte de ellos pueden encontrarse en [OC])
sobre el estudio del crecimiento cuadrático de la constante [w]A1

en el caso del conmutador
y su extensión a los conmutadores de orden superior, así como los casos en el extremo cor-
respondientes. Finalizaremos esta memoria presentando los resultados que hemos obtenido
sobre desigualdades de tipo buenos λ para integrales singulares, su extensión vectorial y para
el caso del conmutador y de conmutadores de orden superior, y que forman parte de un trabajo
con C. Pérez y E. Rela que actualmente se encuentra en su fase final.
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Preliminares

Queda prohibido llorar sin aprender,
levantarme un día sin saber qué hacer,

tener miedo a mis recuerdos,
sentirme sólo alguna vez.

(Alfredo Cuervo Barrero)
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En este capítulo, presentaremos los principales conceptos y herramientas que necesitare-
mos para el desarrollo de los problemas y resultados que se presentan en esta memoria con
la intención de hacer de documento lo más autocontenido posible. Utilizaremos definiciones
estándar muy bien conocidas, que podemos encontrar por ejemplo en [Du, J, GrMF].

1.1. Espacios Lp

Comenzaremos definiendo qué es el espacio de funciones Lp y algunas de las propiedades
que en él se verifican.
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DEFINICIÓN 1.1.1 Sea (X,µ) un espacio de medida. Diremos entonces que Lp(X,µ), con
1 ≤ p < ∞, es el espacio de Banach de funciones definidas de X en C, cuyas potencias de
orden p son integrables.

La norma de f ∈ Lp(X,µ) estará definida por

‖f‖p =

(∫
X

|f |p dµ
)1/p

.

En el caso p = ∞, L∞(X,µ) denota al espacio de Banach de funciones esencialmente
acotadas de X en C, más precisamente, serán las funciones f tales que para alguna c > 0 se
verifica que

µ({x ∈ X : |f(x)| > c}) = 0.

La norma f ∈ L∞(X,µ) es el ínfimo de las constantes que verifican la propiedad anterior.

En esta memoria, y siempre que no se indique lo contrario, Lp = Lp(Rn, dx), siendo dx la
medida de Lebesgue.

Dado p, p′ será el exponente conjugado de p, es decir, p′ es el exponente que verifica que

1

p
+

1

p′
= 1,

y tendremos que el espacio dual de Lp es precisamente Lp
′
. Por lo tanto, podremos escribir

la norma de una función en Lp en términos del espacio dual como sigue

‖f‖Lp = sup
‖h‖Lp′=1

∣∣∣∣∫
Rn
f(x)h(x) dx

∣∣∣∣
DEFINICIÓN 1.1.2 Sea (X,µ) un espacio de medida, y f : X −→ C una función medible. Se
llama función de distribución de f asociada a µ a la función µf : (0,∞) −→ [0,∞] definida por
la siguiente expresión:

µf (λ) = µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}).

Una vez definida la función de distribución, explicaremos cómo utilizar esta función para
poder integrar una función definida en ese espacio, utilizando la que se conoce como inte-
gración por capas, de la siguiente manera
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DEFINICIÓN 1.1.3 Sea (X,µ) un espacio de medida, y f : X −→ C una función medible.
Entonces, si ϕ es una función convexa definida de R en [0,+∞)∫

X

ϕ(f) dµ =

∫ ∞
0

ϕ′(t)µ({x ∈ X : f(x) > t}) dt (1.1.1)

Dados dos espacios de medida (X,µ) e (Y, ν), la desigualdad de Minkowski nos dice que(∫
X

|
∫
Y

f(x, y) dν(y)|p dµ(x)

)1/p

≤
∫
Y

(∫
X

|f(x, y)|p dµ(x)

)1/p

dν(y)

Y por la desigualdad de Hölder sabemos que∫
X

fg dµ(x) ≤
(∫

X

|f |p dµ(x)

)1/p(∫
X

|g|p
′
dµ(x)

)1/p′

La desigualdad de Jensen nos dice que si µ es una medida positiva en (X,µ) tal que
µ(X) = 1, y si f ∈ L1(µ) tal que a < f(x) < b, se verifica que para toda función convesa
φ en (a, b)

φ

(∫
f dµ

)
≤
∫
φ(f) dµ.

Para acabar este apartado recordaremos la desigualdad de Kolmogorov, desigualdad que
utilizaremos varias veces en esta memoria . Sea 0 < p < q <∞, entonces existe una constante
c = cp,q tal que para cualquier función medible f

‖f‖Lp(Q, dx|Q| )
≤ C ‖f‖Lq,∞(Q, dx|Q| )

. (1.1.2)

Ver por ejemplo, [GCRdF] pág. 485, o [GrCF] pág. 91, ejercicio. 2.1.5.

1.2. Operadores en espacios Lp

DEFINICIÓN 1.2.1 Diremos que un operador T de un espacio vectorial de funciones medibles
(X,µ) en otro espacio de funciones (Y, ν) es lineal si verifica que:

T (f + g)(x) = Tf(x) + Tg(x).

T (λf)(x) = λf(x).
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Diremos que un operador T de un espacio vectorial de funciones medibles (X,µ) en otro
espacio de funciones (Y, ν) es sublineal si verifica que:

|T (f + g)(x)| ≤ |Tf(x)|+ |Tg(x)|.

|T (λf)(x)| ≤ |λ||f(x)|.

DEFINICIÓN 1.2.2 Sea {Tε}ε una familia de operadores lineales en Lp(X,µ). Entonces se
define el operador maximal asociado a {Tε}ε como

T ∗f(x) = supε|Tεf(x)|.

Evidentemente, este operador no es un operador lineal, aunque sí es sublineal.

DEFINICIÓN 1.2.3 Sean (X,µ) e (Y, ν) dos espacios de medida, y sea T un operador definido
de Lp(X,µ) con 1 ≤ p, q < ∞ en el espacio de las funciones medibles de Y en C. Diremos
entonces que:

T es de tipo fuerte (p, q) si existe una constante c > 0 independiente de f tal que
‖Tf‖Lq ≤ c‖f‖Lp .

T es de tipo débil (p, q), con q < ∞, si para todo λ > 0 si existe una constante c > 0

independiente de f tal que

ν({y ∈ Y : |Tf(x)| > λ}) ≤
(
c‖f‖Lp
λ

)q
. (1.2.1)

Escribiremos que ‖Tf‖Lq,∞ = sup
λ>0

λqw({x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}).

Aunque ‖Tf‖Lq,∞ no es una norma, abusando de la notación solemos escribir en este
caso que

‖Tf‖Lq,∞ ≤ c‖f‖Lp .

Cuando (X,µ) = (Y, ν) y T es la identidad, la desigualdad (p, p)-débil es la clásica
desigualdad de Chebyshev, es decir,

µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) ≤
(
c‖f‖Lp
λ

)p
.
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A continuación, introduciremos los operadores que intervienen en esta memoria

Operador de Hardy

DEFINICIÓN 1.2.4 Si f : (0,∞)→ [0,∞), definimos el operador de Hardy como

Af(x) =
1

x

∫ x

0

f(t)dt x > 0

El operador dual del operador de Hardy es

Sf(x) =

∫ ∞
x

f(s)
ds

s
.

Funciones maximales

Aunque dado un punto x podemos definir la función maximal de Hardy–Littlewood sobre
bolas, centradas en x o no, obteniendo definiciones equivalentes a la nuestra, a lo largo de
todo el documento, y si no se indica lo contrario, la definición de la función maximal de Hardy–
Littlewood que manejaremos nosotros será la siguiente:

DEFINICIÓN 1.2.5 Dada una función localmente integrable f en Rn, el operador maximal de
Hardy–Littlewood M está definida por

Mf(x) = sup
Q 3 x

1

|Q|

∫
Q

f(y), dy, (1.2.2)

donde el supremo se toma en todos los cubos Q que contienen al punto x.

Una de las muchas razones por las que este operador es importante se halla en el hecho
que controla el teorema de diferenciación de Lebesgue. Si embargo, en el ámbito en el que
se desarrolla esta tesis, lo importante es que el operador maximal tiene una relación muy im-
portante con las integrales singulares. Esta estrecha relación forma parte de un principio más
general que suele conocerse como Principio de Calderón-Zygmund que dice lo siguiente:

Todo operador integral singular está controlado, en algún sentido, por un
operador maximal apropiado.

Más adelante formularemos este principio de forma más precisa.

M es un operador acotado en el espacio Lp(Rn) y es de tipo débil-(1, 1), esto es cumple
una desigualdad como (1.2.1).
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En esta memoria Mk = M◦ (k). . . ◦M denotará la iteración k-ésima de la función maximal de
Hardy–Littlewood.

Dado ε > 0, definimos también el siguiente operador:

Mεf(x) = (M(|f |ε)(x))1/ε.

Dada una función f ∈ L1
loc(Rn) y un cubo Q ⊂ Rn, la función maximal sharp de C. Fefferman-

Stein M#, está definida por:

M#(f)(x) = sup
Q3x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ| dy,

siendo fQ = 1
|Q|
∫
Q
f(y) dy.

Una observación interesante es que esta función maximal puede ser no localmente inte-
grable en el caso 0 < δ < 1.

Y también utilizaremos el siguiente operador

M#
δ f(x) = (M#(|f |δ)(x))1/δ

Si en cada una de las definiciones anteriores el supremo se restringe a cubos diádicos, ten-
emos la maximal diádica. Utilizaremos la siguiente notación Md, M#,d

δ y Md
δ , respectivamente.

La maximal vectorial

Utilizaremos también la extensión vectorial de la función maximal:

Mqf(x) =
( ∞∑
j=1

(Mfj)
q
)1/q

,

donde
−→
f = (fj)

∞
j=1 es una función vectorial. Este operador no lineal fue definido por C. Feffer-

man y E. Stein en [FS] como una generalización de la función maximal escalar M y la integral
clásica de Marcinkiewicz y desde entonces ha jugado un papel importante en el desarrollo del
Análisis Armónico.

Tal y como es bien conocido (ver [GCRdF]), Mq puede verse como un operador lineal ac-
tuando sobre una función vectorial f = (fj) cuando escribimos
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Mqf = ‖Mf‖`q .

Operadores de Calderón–Zygmund

Sea K(x, y) una función localmente integrable definida fuera de la diagonal {x = y} en
Rn × Rn, que satisface la siguiente condición de tamaño

|K(x, y)| ≤ c

|x− y|n
, (1.2.3)

y para cualquier ε > 0, verifica la siguiente condición de regularidad

|K(x, y)−K(z, y)|+ |K(y, x)−K(y, z)| ≤ c |x− z|
ε

|x− y|n+ε
, (1.2.4)

siempre que 2|x− z| < |x− y|.

DEFINICIÓN 1.2.6 Diremos que un operador lineal

T : C∞c (Rn) −→ L1
loc(Rn)

es un operador de Calderón–Zygmund si se extiende a un operador acotado en L2(Rn), y existe
un núcleo K que satisfaga (1.2.3) y (1.2.4) tal que

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y) dy, (1.2.5)

para cualquier f ∈ C∞c (Rn) y x /∈ supp(f).

La transformada de Hilbert es un operador de Calderón–Zygmund si k(x, y) =
1

x− y
.

El operador adjunto de un operador de Calderón–Zygmund vuelve a ser otro operador de
Calderón–Zygmund.

Dada una familia de operadores de Calderón–Zygmund T = {Tj}j definimos su extensión
vectorial T q como

T qf(x) =

 ∞∑
j=1

|Tjfj(x)|q
1/q

= ‖T f‖`q .

Conmutadores
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DEFINICIÓN 1.2.7 Sea T un operador cualquiera y sea b una función localmente integrable.
Definimos el operador conmutador [b, T ] como sigue

[b, T ]f = b T (f)− T (bf).

Veremos que cuando T es un operador de Calderón–Zygmund el conmutador es un oper-
ador acotado en Lp(Rn), con 1 < p < ∞ ([CRoW]) pero no es de tipo (1, 1) débil cuando
b ∈ BMO (ver [Pe1]).

Presentaremos más propiedades de los conmutadores en los capítulos siguientes.

El operador adjunto de un conmutador de una integral singular y una función de BMO

vuelve a ser otro conmutador.

1.3. Pesos

La teoría de pesos surge de forma natural con la siguiente cuestión: sabiendo que un op-
erador está acotado en Lp(Rn), con 1 < p < ∞, ¿se puede extender este resultado a los
espacios Lp(µ), es decir a los espacios Lp(Rn) reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida µ? Este problema tan general, es difícil de responder, pero si consideramos el caso en
que µ es una medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, es decir,
si dµ = w(x)dx, para una cierta función de densidad w no negativa y localmente integrable a la
que llamaremos peso, en este caso sí podremos encontrar respuesta a nuestro problema inicial
en el caso de algunos operadores. De hecho, aunque esta pregunta es natural, su respuesta
ha causado un gran impacto en el análisis moderno abriendo un gran área de investigación que
ha mostrado conexiones profundas en muchos ámbitos, desde la variable compleja hasta las
ecuaciones en derivadas parciales.

DEFINICIÓN 1.3.1 Diremos que f ∈ Lp(w), con 1 ≤ p <∞, si

‖f‖Lp(w) =

(∫
Rn
|f |p w(x)dx

)1/p

<∞.

Y en el caso p =∞, f ∈ L∞(w), si

‖f‖L∞(w) = ı́nf
c
{w({x ∈ Rn : |f(x)| > c}) = 0} <∞.
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La medida de un conjunto A ⊂ Rn con respecto al peso w la denotaremos como w(A) y
será igual a

w(A) =

∫
A

w(x) dx.

Fundamentalmente existen dos tipos de problemas (que evidentemente tienen sus modifi-
caciones) que podemos plantearnos en espacios con peso:

1. Problemas con un peso: Dado un operador T , estudiar para qué funciones w(x) nuestro
operador está acotado (de forma fuerte o débil) del espacio Lp(w) al espacio Lp(w).

2. Problemas con dos pesos: Dado un operador T , estudiar para qué funciones w(x) y u(x)

nuestro operador está acotado (de forma fuerte o débil) del espacio Lp(w) al espacio
Lq(u).

Pues bien, si consideramos problemas del primer tipo para la función maximal de Hardy–
Littlewood, obtenemos de manera natural las clases de pesos que a continuación se definen:

DEFINICIÓN 1.3.2 Diremos que:

Un peso w pertenece a la clase Ap, 1 < p <∞, si existe una constante c tal que(
1

|Q|

∫
Q

w(y) dy

)(
1

|Q|

∫
Q

w(y)1−p′ dy

)p−1

≤ c

para cada cubo Q.

Denotamos al ínfimo de las constantes c por [w]
Ap

y se tiene que [w]
Ap
≥ 1.

Un peso w pertence a la clase A1 si existe una constante c tal que

1

|Q|

∫
Q

w(y) dy ≤ c ı́nf
Q
w.

O lo que es lo mismo, si existe una constante finita c tal que Mw ≤ cw en casi todo
punto, y denotaremos [w]A1

a la menor de esas c.

Un peso w está en la clase A∞ si existen constantes positivas c, ε tales que

w(E)

w(Q)
≤ c

(
|E|
|Q|

)ε
, (1.3.1)

para todos los cubos Q y todos los conjuntos medibles E ⊂ Q. Denotamos por [w]A∞ al
ínfimo de estas conastantes c.
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Como las clases Ap son crecientes con respecto a p, la clase A∞ se define de forma natural
como A∞ = ∪p>1Ap.

La importancia de estas clases de pesos se debe al resultado ya clásico de Muckenhoupt
de principios de los años 70 donde se muestra la relación íntima con el operador maximal.

TEOREMA 1.3.3 [Mu]

1. Si 1 < p <∞ entonces M está acotado en Lp(w)∫
Rn
|Mf(x)|pw(x)dx ≤ C

∫
Rn
|f(x)|pw(x)dx

si, y sólo si, w ∈ Ap.

2. M es de tipo débil-(1,1), esto es

sup
t>0

t w{x ∈ Rn : Mf(x) > t} ≤ C
∫
Rn
|f(x)|w(x)dx

si, y sólo si, w ∈ A1.

Una vez dada la definición de pesos y el resultado de Muckenhoupt, hay unas cuantas
propiedades de estos pesos que son muy importantes para nosotros y que serán claves en
este documento. Vamos a verlas a continuación:

Propiedades de los pesos:

Señalaremos las siguientes propiedades ya que nos serán muy útiles en el desarrollo de
esta memoria:

1. Ap ⊂ Aq, para todo 1 ≤ p < q ≤ ∞.

2. Dado 1 < p <∞, w ∈ Ap ⇔ w1−p′ ∈ Ap′ .
3. Teorema de factorización.

Muckenhoupt observó en [Mu] que basta con utilizar la definición de un peso A1 para que
ver que si w1, w2 ∈ A1, entonces w = w1w

1−p
2 ∈ Ap, y

[w]Ap ≤ [w1]A1
[w2]p−1

A1
. (1.3.2)

Pero además, Muckenhoupt conjeturó y P. Jones demostró que, de hecho, todos los pesos
Ap se pueden construir de esta manera. Concretamente veremos el siguiente resultado:
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TEOREMA 1.3.4 Sea 1 < p <∞ y sea w ∈ Ap. Existen pesos u, v ∈ A1 que verifican que

w = u v1−p,

y tales que

[u]A1
≤ cn[w]Ap y [v]A1

≤ cn[w]
1
p−1

Ap
. (1.3.3)

De aquí se deduce que [w]Ap ≤ [u]A1
[v]p−1

A1
≤ cn [w]2Ap .

Existen diferentes maneras de demostrar este resultado. En una de ellas, se utiliza el cono-
cido Algoritmo de Rubio de Francia que escribimos a continuación. Unas variaciones de este
algoritmo serán herramientas fundamentales en las demostraciones fundamentales que se pre-
sentan en esta memoria desarrollada por A. Lerner, S. Ombrosi y C. Pérez en [LOPe2]:

LEMA 1.3.5 Sea 1 < s < ∞ y sea w un peso. Sea h ∈ Ls(w). Entonces, existe un
operador sublineal no negativo R que verifica las siguientes propiedades:

(a) 0 ≤ h ≤ R(h)

(b) ‖R(h)‖
Ls(w)

≤ 2‖h‖
Ls(w)

(c) R(h)w1/s ∈ A1 con

[R(h)w1/s]
A1

≤ cs′

4. Desigualdad de Hölder al revés.

La desigualdad que aparece a continuación es una propiedad fundamental en la teoría de
pesos:

TEOREMA 1.3.6 Sea w ∈ Ap, con 1 ≤ p <∞. Existe δ > 0 tal que(
1

|Q|

∫
Q

w1+δ

)1/(1+δ)

≤ c 1

|Q|

∫
Q

w. (1.3.4)

De esta desigualdad se deduce que q si w ∈ Ap, entonces existe algún ε > 0 tal que
w ∈ Ap−ε, y esto hace que la propiedad de inclusión de las clases Ap (propiedad 1) sea en
realidad una indentidad, es decir, Ap = ∪q<pAq.
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1.4. El principio de Calderón-Zygmund

Tal y como hemos señalado antes, el principio de Calderón-Zygmund dice que el operador
maximal controla en algún sentido las integrales singulares y quizás sea el teorema siguiente
la mejor forma de expresarlo (resultado se debe a Coifman y Fefferman [CF]):

TEOREMA 1.4.1 [CF] Sea T un operador de Calderón–Zygmund, 0 < p < ∞ y w ∈ A∞.
Entonces existe una constante Cp,w que depende de p y de w de tal manera que∫

Rn
|Tf(x)|pw(x)dx ≤ Cp,w

∫
Rn

(Mf(x))pw(x)dx. (1.4.1)

Bajo las mismas condiciones, también se verifica la estimación débil

sup
t>0

tp w({x ∈ Rn : |Tf(x)| > t}) ≤ Cp,w sup
t>0

tp w({x ∈ Rn : Mf(x) > t}). (1.4.2)

Este tipo de desigualdades engloba una gran cantidad de información sobre el compor-
tamiento de estos operadores tal y como veremos en los siguientes capítulos.

En el desarrollo de esta tesis, necesitaremos también algunas definiciones y propiedades
de las funciones de Young y los espacios de Orlicz, que recordaremos en este apartado. (Para
más información, ver [BS] o [RRe]).

DEFINICIÓN 1.4.2 Una función B : [0,∞) → [0,∞) es una función de Young si es continua,
convexa y creciente, siB(0) = 0 yB(t)→∞ cuando t→∞, y si satisface queB(2t) ≤ CB(t)

para todo t > 0.

DEFINICIÓN 1.4.3 Definimos la norma de Luxemburgo localizada por M
A

= M
A(L)

, donde
M
A(L)

denota a un tipo de función maximal definida por la expresión

M
A(L)

f(x) = sup
Q3x
‖f‖A,Q,

donde A es una función de Young cualquiera y ‖f‖A,Q denota la media–A sobre Q definida por
medias de la norma de Luxemburgo

‖f‖A,Q = ı́nf

{
λ > 0 :

1

|Q|

∫
Q

A

(
|f |
λ

)
dx ≤ 1

}
. (1.4.3)
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Una norma equivalente que se utiliza habitualmente es la siguiente (ver [RRe, p. 69]):

‖f‖A,Q ≤ ı́nf
µ>0

{
µ+

µ

|Q|

∫
Q

A

(
|f |
µ

)
dx

}
≤ 2‖f‖A,Q. (1.4.4)

Dada una función de Young A, Ā, denota la función de Young complementaria asociada a A;
tiene la propiedad de que para todo t > 0,

t ≤ A−1(t)Ā−1(t) ≤ 2t.

La propiedad que utilizaremos es la que se conoce como desigualdad de Hölder generalizada
y que es la siguiente:

1

|Q|

∫
Q

|fg| ≤ 2‖f‖A,Q‖g‖Ā,Q. (1.4.5)

1.5. La desigualdad de John-Nirenberg

DEFINICIÓN 1.5.1 Definimos el espacio de funciones de oscilación media acotada, y lo deno-
taremos por BMO como

BMO = {f ∈ L1
loc(Rn) : M#(f) ∈ L∞}, (1.5.1)

siendo M#f la función maximal sharp de Fefferman–Stein.

Definiremos la norma de f en BMO como:

‖f‖BMO =
∥∥M#f

∥∥
L∞

= sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ| dy, (1.5.2)

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q en Rn.

Realmente (1.5.2) no es propiamente una norma, ya que las funciones constantes tienen
oscilación cero. Aunque las funciones constantes son las únicas funciones con esta propiedad.
Por ello, podemos considerar BMO como el espacio cociente entre el espacio definido en
(1.5.1) y el espacio de las funciones constantes. Dicho de otra manera, dos funciones que
difieren en una constante son la misma función en BMO. Por todo esto, (1.5.2) es una norma
en este espacio cociente y además es un espacio de Banach.
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Consideremos el siguiente par de funciones de Young complementarias

Φ(t) = t (1 + log+ t) and Ψ(t) = et − 1,

que definen los clásicos espacios de Zygmund L(logL) y expL respectivamente. Se denotan
las correspondientes normas por

‖ · ‖Φ,Q = ‖ · ‖L(logL),Q y ‖ · ‖Ψ,Q = ‖ · ‖expL,Q.

Utilizando esta notación y la desigualdad de Hölder generalizada (1.4.5), obtenemos que

1

|Q|

∫
Q

|f(x) g(x)| dx ≤ c ‖f‖expL,Q ‖g‖L(logL),Q. (1.5.3)

Según la desigualdad de John-Nirenberg [J] para funciones de BMO, sabemos que existen
constantes dimensionales positivas c1 < 1 y c2 > 2 tales que

1

|Q|

∫
Q

exp

(
c1|b(y)− bQ|
‖b‖BMO

)
dy ≤ c2 (1.5.4)

Por lo tanto, por (1.5.3) y por

1

|Q|

∫
Q

|b(y)− bQ| f(y) dy ≤ c ‖b‖BMO‖f‖L(logL),Q. (1.5.5)

para cualquier función b ∈ BMO y para cualquier función no negativa f , lo que implica fácil-
mente que para una constante apropiada c > 0

‖b− bQ‖expL,Q ≤ c ‖b‖BMO. (1.5.6)

1.6. Reordenamientos decrecientes

DEFINICIÓN 1.6.1 Dada una función f ∈ Lp se define el reordenamiento decreciente de f

como la función f∗ definida en [0,+∞) por

f∗(t) = ı́nf{λ : µf (λ) ≤ t},

donde µf es la función de distribución de f. Por convención, diremos que si µf (λ) > t, ∀λ ≥ 0,
entonces f∗(t) =∞.
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Si el espacio X es de medida finita, entonces la función de distribución µf está acotada por
la medida del espacio µ(X), y f∗(t) = 0, ∀t ≥ µ(X). Podemos suponer así que f∗ es una
función definida en el intervalo [0, µ(X)).

Propiedades.

(i) f∗ es no negativa, decreciente y continua por la derecha en [0,+∞).

(ii) Si |g| ≤ |f | en c.t.p, entonces g∗ ≤ f∗.

(iii) (af∗) = |a|f∗.

(iv) (f + g)∗(t1 + t2) ≤ f∗(t1) + g∗(t2), ∀ t1, t2 ≥ 0.

(v) Si |f | ≤ ĺım inf
n→∞

|fn| c.t.p., entonces f∗ ≤ ĺım inf
n→+∞

f∗n. En particular, si

|fn| → |f |, entonces f∗n → f∗. (1.6.1)

(vi) La reordenada de una función es, en cierto modo, la inversa de la función de distribución,
ya que

f∗(µf (λ)) ≤ λ

µf (f∗(t)) ≤ t. (1.6.2)

(vii) f y f∗ son equimensurables, es decir, tienen la misma función de distribución.

(viii) (|f |p)∗ = (f∗)p, para todo 0 < p < +∞.

El siguiente resultado, cuya demostración se deduce del teorema de la convergencia monó-
tona y de las propiedades que tiene el reordenamiento decreciente y la función de distribución,
da dos descripciones alternativas de la norma Lp, en términos de la función de distribución y
en términos de los reordenamientos decrecientes.

PROPOSICIÓN 1.6.2 Sea f medible. Si 0 < p < +∞, se tiene

‖f‖pLp =

∫
X

|f |p dx = p

∫ +∞

0

λp−1µf (λ)dλ =

∫ +∞

0

(f∗(t))
p
dt.

Cuando p =∞, tenemos

‖f‖L∞ = sup
x∈X
|f(x)| = ı́nf{λ : µf (λ) = 0} = f∗(0).
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TEOREMA 1.6.3 (Desigualdad de Hardy-Littlewood) Sean f y g dos funciones medibles en
(X, dµ), entonces ∫

X

|fg| dµ ≤
∫ +∞

0

f∗(t)g∗(t) dt. (1.6.3)

Pues bien, cuando g es una función característica de un conjunto E de medida positiva t, la
desigualdad de Hardy-Littlewood se reduce a

1

µ(E)

∫
E

|f | dµ ≤ 1

t

∫ t

0

f∗(s) ds, ∀f medible . (1.6.4)

Vemos entonces que el promedio de |f | sobre cualquier conjunto de medida t está dominado
por el correspondiente promedio de f∗ en el intervalo (0, t), que resulta ser el operador de
Hardy actuando sobre f∗.
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Crecimiento lineal en A1 para integrales singulares

Queda prohibido no sonreír a los problemas,
no luchar por lo que quiero,

abandonarlo todo por tener miedo,
no convertir en realidad mis sueños.

(Alfredo Cuervo Barrero)
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En este capítulo agruparemos resultados conocidos sobre la integral singular y nos de-
tendremos en las demostraciones de aquellos que serán claves en las pruebas de los resul-
tados de los capítulos 4 y 5 de esta memoria. En 1971, C. Fefferman y E.M. Stein [FS] es-
tablecieron la siguiente extensión de la clásica desigualdad débil (1, 1) del operador maximal
de Hardy-Littlewood M :

w({x ∈ Rn : Mf(x) > λ}) ≤ c

λ
[w]

A1

‖f‖L1(w), w ∈ A1,
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que utilizando la notación explicada en el capítulo anterior, ‖·‖L1,∞ (será la que utilizaremos a
partir de ahora), se escribe como:

‖M‖
L1,∞(w)

≤ c [w]
A1

, w ∈ A1 (2.0.1)

De hecho, probaron algo mejor:

‖Mf‖
L1,∞(w)

≤ c
∫
Rn
|f(x)|Mw(x)dx, w ≥ 0, (2.0.2)

siendo c independiente de f y de w.

También demostraron que para f, w ≥ 0 y para 1 < p <∞ se verifica que∫
Rn

(Mf(x))p w(x)dx ≤ cp
∫
Rn
|f(x)|pMw(x)dx. (2.0.3)

Estas desigualdades fueron utilizadas por los autores para probar la extensión vectorial de
estimaciones clásicas para M siguiente:∥∥∥∥∥∥∥

∑
j

(Mfj)
q

1/q
∥∥∥∥∥∥∥
Lp

≤ c

∥∥∥∥∥∥∥
∑

j

|fj |q
1/q

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

. (2.0.4)

En la década de los setenta del siglo XX, B. Muckenhoupt y R. Wheeden conjeturaron que
el análogo de (2.0.1) se verifica para T , es decir,

‖Tf‖
L1,∞(w)

≤ c
∫
Rn
|f |Mwdx, w ≥ 0. (2.0.5)

Esta cuestión, conocida como la conjetura de Muckenhoupt–Wheeden, ha sido un problema
abierto hasta hace poco, ya que a finales del año 2010, M. C. Reguera y C. Thiele demostraron
con un contraejemplo que esto es falso (tal y como conjeturó C. Pérez en [Pe3]) en el caso de
la transformada de Hilbert (ver [RgT]).

C.Pérez demostró una acotación mejor (ver [Pe3]) donde M se reemplaza por ML(logL)ε

para ε > 0 con una constante cε que explota cuando ε→ 0. El resultado es el siguiente

w({x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}) ≤ Cε
λ

∫
Rn
|f(x)|M

L(logL)ε
(w)(x) dx, (2.0.6)

sin exigencia alguna sobre el peso w. Es importante señalar que, ante el resultado negativo
comprobado en [RgT], la acotación (2.0.6) es el mejor resultado conocido hasta ahora.
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Al haberse comprobado que (2.0.5) es falsa, podríamos plantearnos qué ocurre con la de-
sigualdad más débil análoga a la (2.0.1) para el caso de las integrales singulares. Es decir,
podríamos plantearnos si la que se conoce como conjetura débil de Muckenhoupt–Wheeden
es cierta o no:

sup
λ>0

λw({x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}) ≤ c [w]
A1

∫
Rn
|f(x)|w(x)dx, (2.0.7)

suponiendo que w ∈ A1.

Pues bien, ésta desigualdad tampoco se verifica para el caso de la transformada de Hilbert,
es decir la siguiente desigualdad

‖H‖
L1,∞(w)

≤ c [w]
A1

, w ∈ A1, (2.0.8)

también es falsa (para más información sobre este tema, consultar [NRVV]).

En este capítulo veremos la mejora de la desigualdad de tipo débil para el operador de
Calderón–Zygmund respecto a la dependencia de la constante en [w]A1 , que probaron A. Lern-
er, S. Ombrosi y C. Pérez en [LOPe3] y que enunciamos a continuación:

TEOREMA 2.0.4 [LOPe3] Sea T un operador de Calderón-Zygmund. Entonces

‖T‖
L1,∞(w)

≤ cΦ([w]
A1

), (2.0.9)

siendo c = cn,T y Φ(t) = t(1 + log+ t).

Veremos cómo para probar esta acotación de tipo débil los autores necesitaron afinar en
la dependencia de la constante de la desigualdad fuerte. Evidentemente, las correspondientes
estimaciones de tipo fuerte Lp tienen también muchísimo interés por ellas mismas. Vamos a
hacer un repaso por los resultados fuertes obtenidos hasta ahora.

Si consideramos de nuevo la función maximal de Hardy-Littlewood M , aplicando el teorema
de interpolación de Marcinkiewicz obtenemos que

‖M‖
Lp(w)

≤ cnp′ [w]
1/p

A1

w ∈ A1 (2.0.10)
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Estimaciones análogas a (2.0.8) para la transformada de Hilbert son más difíciles de pro-
bar tal y como muestran R. Fefferman and J. Pipher en [FPi]. En este artículo, los autores
demostraron que

‖H‖
Lp(w)

≤ cn,p [w]
A1

p ≥ 2 (2.0.11)

siendo el exponente de [w]
A1

el mejor posible. Esta estimación ha sido mejorada en diferentes
direcciones por A. Lerner, S. Ombrosy y C.Pérez, en [LOPe1] y [LOPe3] (ver también [LOPe2]
para el problema dual). Estas mejoras serán los que estudiaremos en este capítulo. Una de las
mejoras que realizan es que el resultado se extiende para cualquier 1 < p < ∞ y a cualquier
operador de Calderón-Zygmund. Para ser precisos lo que prueban es lo siguiente:

TEOREMA 2.0.5 [LOPe3] Sea T un operador de Calderón-Zygmund y sea 1 < p < ∞.
Entonces

‖T‖
Lp(w)

≤ c pp′ [w]
A1

(2.0.12)

con c = cn,T . Además este resultado es óptimo tanto en p como en [w]
A1

.

Estos resultados fueron motivados por importantes trabajos de S. Petermichl y A. Volberg
[PetV] para la trasnformada de Ahlfors-Beurling y por S. Petermichl [Pet1, Pet2] para la trans-
formada de Hilbert y las de Riesz. En estos artículos se prueba que si T es cualquiera de los
operadores señalados, entonces

‖T‖
Lp(w)

≤ cp,n [w]
máx{1, 1

p−1}

Ap
1 < p <∞, (2.0.13)

donde el exponente máx{1, 1
p−1} es el mejor posible. Es importante observar que A1 ⊂ Ap,

y [w]
Ap
≤ [w]

A1
. Tenemos entonces que (2.0.13) claramente da el exponente adecuado en

(2.0.11) cuando p ≥ 2. De cualquier manera, (2.0.13) no puede utilizarse para obtener el ex-
ponente óptimo en el rango 1 < p < 2, y se obtiene el peor exponente cuando p se acerca a
1. Las demostraciones en [Pet1, Pet2, PetV] están basadas en las técnicas de las funciones de
Bellman para p = 2. El caso p 6= 2 se deduce de la versión sharp del teorema de extrapolación
de Rubio de Francia tal y como puede verse en [DGrPPet], y no está claro si pueden extender
a la clase más extensa de los operadores de Calderón-Zygmund tal y como se consigue en
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[LOPe1, LOPe3] para el caso de pesos A1. (Ver nueva versión del teorema de extrapolación en
[HytPe]).

La acotación óptima (2.0.13) para cualquier operador de Calderón-Zygmund T ha sido
probada recientemente en [Hyt] por T. Hytönen. Como se ha señalado antes, es suficiente
considerar el caso p = 2 y después utilizar el teorema de extrapolación. La prueba de Hytönen
se se basa en aproximar T por operadores Haar shift diádicos generalizados con buenas cotas
combinados con el hecho clave de que para probar (2.0.13) es suficiente probar la desigualdad
de tipo débil (2, 2) con la misma cota lineal tal y como puede verse en [PeTV]. Existe una prue-
ba directa evitando la reducción al caso débil (2, 2) que puede encontrarse en [HytPeTV]. Un
poco antes en [L7], la estimación óptima Lp(w) para T se obtuvo para valores de p fuera del
intervalo (3/2, 3) y la prueba está basada en las estimaciones correspondientes de la función
cuadrado. Recientemente, la acotación (2.0.13) para cualquier operador de Calderón-Zygmund
ha sido mejorada por T. Hytönen y C. Pérez en [HytPe], donde una porción de la constante Ap
de w se reemplaza por la constante A∞− débil, obteniendo que

.‖T‖Lp(w) ≤ cpp
′[w]

1/p
A1

[w]
1/p′

A′infty
(2.0.14)

Antes de estudiar los dos resultados fundamentales de este capítulo, vamos a explicar los
resultados y herramientas necesarias para demostrarlos.

2.1. Optimización de la desigualdad de Hölder al revés

Recordemos que la desigualdad de Hölder al revés, presentada en el capítulo anterior nos
dice que, si w ∈ A1 entonces existe una constante r > 1 tal que(

1

|Q|

∫
Q

wr
)1/r

≤ c

|Q|

∫
Q

, w

y que como consecuencia inmediata tenemos que r > 1

Mrw(x) ≤ cw(x).

Con la prueba original, la constante c = c(r, [w]
A1

) presenta una mala dependencia. Para
probar nuestro resultado necesitamos una estimación más precisa. A. Lerner, S. Ombrosi y C.
Pérez en [LOPe1] optimizan esta constante en el siguiente lema:
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LEMA 2.1.1 [LOPe1] Sea w ∈ A1, y sea rw = 1 + 1
2n+1[w]

A1

. Entonces tenemos que

para cada Q (
1

|Q|

∫
Q

wrw
)1/rw

≤
2

|Q|

∫
Q

w

i.e. Mrww(x) ≤ 2 [w]
A1
w(x).

Demostración:

Fijemos un cubo Q y denotamos por Md
Q el operador maximal diádico restringido al cubo

Q. Denotemos también wQ = 1
|Q|
∫
Q
w. Entonces, por la fórmula de la integración por capas

(1.1.1)

1

|Q|

∫
Q

w1+δ dx =
1

|Q|

∫
Q

wδ w(x)dx

≤ 1

|Q|

∫
Q

Md
Q(w)(x)δ wdx

=
δ

|Q|

∫ ∞
0

tδ−1 w({x ∈ Q : Md
Q(w)(x) > t}) dt

≤ δ

|Q|

∫ wQ

0

tδ−1 w({x ∈ Q : Md
Q(w)(x) > t}) dt

+
δ

|Q|

∫ ∞
wQ

tδ−1 w({x ∈ Q : Md
Q(w)(x) > t}) dt

= I + II.

Estudiaremos cada sumando por separado

I =
δ

|Q|

∫ wQ

0

tδ−1 w({x ∈ Q : Md
Q(w)(x) > t}) dt

≤ δ

|Q|
w(Q)

(wQ)δ

δ
= (wQ)δ+1.

Para el caso del segundo sumando, utilizaremos una desigualdad inversa de tipo débil (1, 1)

para la maximal, (ver [GrCF])

w
{
x ∈ Q : Md

Qw(x) > t
}
≤ 2nt |{x ∈ Q : Md

Qw(x) > t}|
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Entonces tenemos que:

II =
δ

|Q|

∫ ∞
wQ

tδ−1 w({x ∈ Q : Md
Q(w)(x) > t}) dt

≤ 2n
δ

|Q|

∫ ∞
wQ

tδ−1t |{x ∈ Q : Md
Q(w)(x) > t}| dt

= 2n
δ

|Q|

∫ ∞
wQ

tδ |{x ∈ Q : Md
Q(w)(x) > t}| dt

= 2n
δ

|Q|

∫ ∞
wQ

tδ
∫
{x∈Q:Md

Q(w)(x)>t}
dx dt

≤ 2n
δ

|Q|

∫
Q

∫ Md
Q(w)(x)

wQ

tδ dt dx

≤ 2n
δ

|Q|

∫
Q

(Md
Q(w)(x))δ+1

δ + 1
dx

= 2n
δ

δ + 1

1

|Q|

∫
Q

(Md
Q(w)(x))δ+1 dx

= 2n
δ

δ + 1

1

|Q|

∫
Q

(Md
Q(w)(x))δMd

Q(w)(x)dx

≤ 2n
δ

δ + 1
[w]

A1

1

|Q|

∫
Q

(Md
Q(w)(x))δ w(x)dx,

ya que w ∈ A1.

Hemos llegado entonces a que si elegimos δ = 1
2n+1[w]

A1

tenemos que

II =
1

2

2n+1[w]
A1

1 + 2n+1[w]
A1

1

|Q|

∫
Q

(Md
Q(w)(x))δ w(x)dx

≤ 1

2

2n+1[w]
A1

1 + 2n+1[w]
A1

(wQ)δwQ

≤ (wQ)δ+1

ya que δ < 1.

Por lo tanto, hemos llegado a que

1

|Q|

∫
Q

w1+δ dx ≤ 2(wQ)δ+1, (2.1.1)
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y por lo tanto, (
1

|Q|

∫
Q

(Md
Qw(x))δ w(x)dx

)
≤ 2(wQ).

2

2.2. Desigualdad de Coifman-Rochberg

Los pesos de la forma Mrw, con 1 < r <∞, jugarán un papel fundamental en esta memo-
ria. Ya sabemos que son pesos que satisfacen la condición de A1 por el teorema de Coifman-
Rochberg (ver [CRo]), que nos dice que

LEMA 2.2.1 [CRo] Si 0 < δ < 1 y µ una medida, entonces (Mµ)δ ∈ A1, y además

[(Mµ)δ]A1 ≤
cn

1− δ
,

dependiendo la constante cn únicamente de la dimensión.

Demostración: Para comprobar que (Mµ)δ ∈ A1 tenemos que ver si existe una constante c tal
que

M((Mµ)δ) ≤ c (Mµ)δ.

Para comenzar, escribimos µ = µ1 + µ2, siendo µ1 = µχ3Q y µ2 = µχ(3Q)c . Entonces
tenemos que

1

|Q|

∫
Q

(Mµ)δ(x) dx ≤ 1

|Q|

∫
Q

(Mµ1)δ(x) dx+
1

|Q|

∫
Q

(Mµ2)δ(x) dx

= I + II.

Estudiemos cada sumando por separado. Comenzaremos por el segundo sumando II.
Fijado un x ∈ Q, este sumando está acotado por (Mµ2(x))δ claramente, ya que como
µ2(x) = µ(x)χ(3Q)c(x), se verifica que µ2(y) ' µ2(z), ∀y, z ∈ Q, es decir, es esencialmente
constante en Q.

Para el primer sumando I, utilizamos la integración por capas, y consideramos un R > 0

que fijaremos después:
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I =
1

|Q|

∫
Q

(Mµ1)δ(x) dx

=
δ

|Q|

∫ +∞

0

tδ−1|{x ∈ Q : Mµ1(x) > t}| dt

= I1 + I2,

siendo

I1 =
δ

|Q|

∫ R

0

tδ−1|{x ∈ Q : Mµ1(x) > t}| dt,

y

I2 =
δ

|Q|

∫ +∞

R

tδ−1|{x ∈ Q : Mµ1(x) > t}| dt.

La acotación de I1 es inmediata:

I1 =
δ

|Q|

∫ R

0

tδ−1|{x ∈ Q : Mµ1(x) > t}| dt ≤ δ

|Q|

∫ R

0

tδ−1|Q| dt = Rδ.

Para estudiar I2 utilizaremos el hecho de que M es (1, 1)-débil

I2 =
δ

|Q|

∫ +∞

R

tδ−1|{x ∈ Q : Mµ1(x) > t}| dt

≤ cn
δ

|Q|

∫ +∞

R

tδ−1 1

t

∫
3Q

dµ dt

≤ cn
δ

|Q|

∫ +∞

R

tδ−2

∫
3Q

dµ dt

= cn
δ

|Q|

∫
3Q

Rδ−1

1− δ
dµ

= cn
δ

1− δ
µ(3Q)

|Q|
Rδ−1.

Por lo tanto hemos llegado a que eligiendo R = µ(3Q)
|Q|

I ≤ cn
1

1− δ

(
µ(3Q)

|Q|

)δ
.
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Así que hemos llegado a que

M((Mµ)δ) ≤ cn
1

1− δ
(Mµ)δ.

2

2.3. Construir pesos A1 a partir de la dualidad

El lema que ahora presentamos es una variación del algoritmo de Rubio de Francia, que será
clave en la demostración de nuestro teorema principal. Construiremos con este algoritmo un
peso de la clase A1 que necesitaremos para demostrar nuestro resultado. La idea se desarrolló
por A. Lerner, S. Ombrosi y C. Pérez (ver [LOPe2]).

LEMA 2.3.1 [LOPe2] Sea 1 < s < ∞ y sea w un peso. Entonces, existe un operador
sublineal no negativo R que verifica las siguientes propiedades:

(a) 0 ≤ h ≤ R(h)

(b) ‖R(h)‖
Ls(w)

≤ 2‖h‖
Ls(w)

(c) R(h)w1/s ∈ A1 con
[R(h)w1/s]

A1

≤ cs′

Demostración:

Consideremos el operador

S(f) =
M(f w1/s)

w1/s

Como ‖M‖
Ls
∼ s′, tenemos que

‖S(f)‖
Ls(w)

≤ cs′‖f‖
Ls(w)

.

Definimos ahora el operador de Rubio de Francia R de la siguiente manera

R(h) =

∞∑
k=0

1

2k
Sk(h)

(‖S‖Ls(w))k
.

Veamos ahora cómo este operador R verifica las propiedades que hemos señalado antes:
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(a) 0 ≤ h ≤ R(h).

Evidentemente, esta propiedad es cierta porque las sumas parciales son todas mayores
o iguales que h(x), ya que Mh ≥ 0, para toda h.

(b) ‖R(h)‖
Ls(w)

≤ 2‖h‖
Ls(w)

.

‖Rh‖
Ls(w)

=

∥∥∥∥∥∥
∞∑
k=0

1

2k
Skh

‖S‖k
Ls(w)

∥∥∥∥∥∥
Ls(w)

≤
∞∑
k=0

1

2k
1

‖S‖k
Lq

‖Skh‖
Ls(w)

≤
∞∑
k=0

1

2k
‖h‖

Ls(w)

= ‖h‖
Ls(w)

∞∑
k=0

1

2k

= 2‖h‖
Ls(w)

.

(c) R(h)w1/s ∈ A1 con
[R(h)w1/s]

A1

≤ cs′

2

2.4. Desigualdad puntual

Una de las herramientas que utilizaremos para poder relacionar los operadores de los que
nos ocuparemos y la función maximal, serán unas desigualdades puntuales que relacionan la
maximal sharp de estos operadores con las maximales, como el siguiente resultado de Álvarez
y Carlos Pérez, [APe], que señalamos a continuación:

LEMA 2.4.1 [APe] Sea T un operador de Calderón–Zygmund y sea 0 < ε < 1. Existe una
constante cε tal que

M#
ε (Tf)(x) ≤ cεMf(x). (2.4.1)
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2.5. Constantes óptimas para la función maximal

Tal y como ya hemos señalado, el objetivo de este capítulo es “afinar” las constantes en las
desigualdades fuerte y débil de la integral singular. Por eso, antes de estudiar las demostra-
ciones de los teoremas correspondientes, en este apartado repasaremos algunos resultados
óptimos en cuanto a las constantes.

Desigualdad de Fefferman-Stein

La desigualdad de Fefferman-Stein [FS] nos dice que que dice que para cualquier peso w,

‖Mf‖
Lp(w)

≤ cn p′ ‖f‖
Lp(Mw)

(1 < p <∞), (2.5.1)

donde p′ denota, como habitualmente, al exponente dual de p, p′ = p
p−1 .

La función maximal sharp con constantes óptimas

Necesitaremos un resultado que relacione la norma Lp con peso de una función y su fun-
ción maximal sharp. Este resultado es fundamental en nuestro desarrollo. El resultado que
buscamos es un corolario del siguiente lema

LEMA 2.5.1 Sea w ∈ Aq y sean 0 < δ, γ < 1. Existe una constante c = cn,q,γ,δ, tal que para
cualquier función medible se verifica que

f∗w(t) ≤ c[w]Aq
(
M#
δ f
)∗
w

(γ t) + f∗w(2t) t > 0, (2.5.2)

donde puede entenderse el término f∗w(2t) como un término de “error”.

LEMA 2.5.2 [Pe4] Sea 0 < p <∞, 0 < δ < 1, y seaw ∈ Aq, con 1 ≤ q <∞. entonces
existe una constante c = c(n, q, δ) tal que

‖f‖
Lp(w)

≤ cp[w]Aq

∥∥∥M#,d
δ (f)

∥∥∥
Lp(w)

, (2.5.3)

para cualquier función f tal que |{x : |f(x)| > t}| <∞.

Demostración:
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Si iteramos (2.5.2) tenemos que:

f∗w(t) ≤ c [w]Aq

∞∑
k=0

(M#
δ f)∗w(2kγt) + f∗w(+∞)

≤
[w]Aq
log 2

∫ ∞
tγ/2

(M#
δ f)∗w(s)

ds

s
+ f∗w(+∞).

Si asumimos entonces que f∗w(+∞) = 0, la desigualdad que obtenemos es que

f∗w(t) ≤ c [w]Aq

∫ ∞
tγ/2

(M#
δ f)∗w(s)

ds

s
. (2.5.4)

Recordando quiénes son el operador de Hardy y su adjunto, podemos escribir la estimación
anterior de la siguiente manera:

f∗w(t) ≤ c [w]Aq S((M#
δ f)∗w)(tγ/2)

Como tanto el operador de Hardy como su adjunto están acotados en Lp(0,∞), y además
sabemos que

‖S‖Lp(0,∞) = p p ≥ 1.

tenemos que

‖f‖
Lp(w)

= ‖f∗w‖Lp(0,∞)

≤ c [w]Aq ‖S((M#
δ f)∗w)‖

Lp(0,∞)

≤ c p [w]Aq ‖(M
#
δ f)∗w‖Lp(0,∞)

= c p [w]Aq ‖M
#
δ f‖Lp(w)

.

y así demostramos el resultado para el caso 1 ≤ p < ∞. Para el caso 0 < p < 1 bastaría
utilizar la desigualdad triangular.

El teorema de Buckley

El siguiente resultado bien conocido, da la acotación óptima para la función de maximal de
Hardy-Littlewood en Lp(w), siendo por lo tanto, la versión óptima del teorema de Muckenhoupt
(1.3.3).

Hay que observar que S.M. Buckley no encontró la constante cnp′ que aparece en (2.5.5)
pero, recientemente A. Lerner en [L4] da una simple y elegante prueba de este teorema donde
sí se obtiene, y que escribimos a continuación.
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TEOREMA 2.5.3 [Bu] Sea M la función maximal de Hardy–Littlewood, p > 1 y w ∈ Ap.
Existe una constante c = cnp

′ tal que

‖M‖
Lp(w)

≤ cnp′ [w]
1

p−1

Ap

. (2.5.5)

2

Es importante hacer notar que podríamos utilizar el teorema 2.5.3, la desigualdad (1.3.2)
y después (2.2.1) para probar que ‖M‖

Lp((Mrw)1−p)
está acotada por un múltiplo de

[(Mrw)1−p]
1
p−1

Ap

≤ [Mrw]
p−1
p−1

A1

≤ c r′. De todas formas, esta estimación es peor que la de-

sigualdad que se obtiene en el siguiente lema:

LEMA 2.5.4 Sea 1 < p, r <∞, entonces

‖Mf‖
Lp((Mrw)1−p)

≤ c p′(r′)
1
p‖f‖

Lp(w1−p)
. (2.5.6)

Demostración: Es una consecuencia del lema 3.4 de [LOPe1]. En realidad con este lema se
llega a que

‖Mf‖
Lp((Mrw)1−p)

≤ c p′(r′)1− 1
rp′ ‖f‖

Lp(w1−p)
,

pero 1 − 1
rp′ = 1

p′ + 1
p −

1
rp′ = 1

p + 1
r′p′ y de aquí (r′)

1− 1
rp′ = (r′)

1
p+ 1

r′p′ ≤ c (r′)
1
p ya que

t1/t ≤ e, t ≥ 1.

2

2.6. La desigualdad fuerte: un crecimiento lineal

En este apartado demostraremos el resultado (p, p)-fuerte.
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TEOREMA 2.6.1 Sea T un operador de Calderón–Zygmund y sean 1 < p, r < ∞. En-
tonces, existe una constante c = cn,T tal que para cualquier peso w, se verifica la
siguiente desigualdad

‖Tf‖
Lp(w)

≤ c pp′ (r′)
1
p′ ‖f‖

Lp(Mrw)
. (2.6.1)

En particular, si w ∈ A1, tenemos que

‖T‖
Lp(w)

≤ c pp′[w]
A1

. (2.6.2)

Es importante indicar que este resultado es óptimo en p y en el exponente de [w]A1 .

Demostración:

Por un argumento de dualidad, demostrar (2.6.1) es equivalente a demosotrar que

‖T ∗f‖
Lp′ ((Mrw)1−p′ )

≤ cpp′ (r′)1/p′ ‖f‖
Lp′ (w1−p′ )

, (2.6.3)

o lo que es lo mismo

∥∥∥∥ T ∗fMrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

≤ c pp′ (r′)1/p′
∥∥∥∥ fw
∥∥∥∥
Lp′ (w)

, (2.6.4)

donde T ∗ es el operador adjunto de T , que vuelve a ser un operador de Calderón–Zygmund.
Por la definición de norma con respecto al espacio dual, tenemos que

∥∥∥∥ T ∗fMrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

= sup
‖h‖Lp(Mrw) = 1

∣∣∣∣∫
Rn
T ∗f(x)h(x) dx

∣∣∣∣ . (2.6.5)

Tal y como hemos señalado antes, el algoritmo de Rubio de Francia es la clave de la de-
mostración de este teorema. Observando (5.2.7), vemos que en nuestro caso, h ∈ Lp(Mrw), y
por lo tanto, por dicho algoritmo, definimos S(f) = M(f (Mrw)1/p)

Mrw)1/p
y construimos el operador

R(h) =

∞∑
k=0

1

2k
Sk(h)

(‖S‖Lp(Mrw))k
.
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Entonces, por el lema (2.3.1) podemos asegurar que:

(i) 0 ≤ h ≤ R(h) (2.6.6)

(ii) ‖R(h)‖
Lp(Mrw)

≤ 2‖h‖
Ls(Mrw)

(2.6.7)

(iii) R(h)(Mrw)1/p ∈ A1, (2.6.8)

con

[R(h)(Mrw)1/p]
A1

≤ cp′.

Por lo tanto, por el apartado (i) (2.6.6) tenemos que

I =

∣∣∣∣∫
Rn
T ∗f(x)h(x) dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|T ∗f(x)|h(x) dx

≤
∫
Rn
|T ∗f(x)|Rh(x) dx.

Además, combinando el apartado (iii) (2.6.8) con (1.3.2) y (2.2.1) obtenemos que

[Rh]
A3

= [Rh(Mrw)1/p(Mrw)−1/p]
A3

(2.6.9)

= [Rh(Mrw)1/p((Mrw)1/2p)−2]
A3

(2.6.10)

≤ [Rh(Mrw)1/p]A1
[(Mrw)1/2p]2

A1

(2.6.11)

≤ cn p
′. (2.6.12)

Como T ∗ es un operador de Calderón-Zygmund, aplicamos el lema 2.5.2 al operador T ∗

con peso w = Rh, y para q = 3 y p = 1 y llegamos a que

I ≤ cδ [Rh]
A3

∫
Rn
M#
δ (T ∗f)(x)Rh(x) dx.

Por (4.5.8) y aplicando ahora el lema (2.4.1) con 0 < δ < ε, obtenemos que

I ≤ cn,δ,εp′
∫
Rn
Mf(x)Rh(x)dx.
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Multiplicando y dividiendo por (Mrw)1/p y aplicando la desigualdad de Hölder y utilizando
el apartado (ii) (2.6.7) y (4.5.8) tenemos que

I ≤ cn,δ,εp
′
∫
Rn
Mf(x)(Mrw(x))−1/p(Mrw(x))1/pRh(x)dx

≤ cn,δ,εp
′
(∫

Rn
(Mf(x))p

′
(Mrw(x))1−p′ dx

)1/p′ (∫
Rn
Mrw(x)(Rh(x))p dx

)1/p

= 2cp′
∥∥∥∥ Mf

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

.

Multiplicando y dividiendo por w1/p y utilizando la desigualdad de Hölder con exponente pr
tenemos que

1

|Q|

∫
Q

f =
1

|Q|

∫
Q

fw−1/pw1/p ≤
(

1

|Q|

∫
Q

wr
)1/pr (

1

|Q|

∫
Q

(fw−1/p)(pr)′
)1/(pr)′

y por lo tanto, fijado x se verifica que

(Mf)p
′
(x) ≤ (Mrw)p

′/p(x)
(
M(fw−1/p)(pr)′(x)

)p′/(pr)′
.

De aquí y por la acotación clásica de la maximal en un espacio Lq sin peso, para q = p′

(pr)′

con constante óptima q′ = pr−1
r−1

∥∥∥∥ Mf

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

≤
(∫

Rn
(Mf(x))p

′
(Mrw(x))1−p′dx

)1/p′

≤
∥∥∥M((fw−1/p)(pr)′)

∥∥∥1/(pr)′

Lp′/(pr)′

≤
(
pr − 1

r − 1

)1/(pr)′ ∥∥∥(fw−1/p)(pr)′
∥∥∥1/(pr)′

Lp′/(pr)′

=

(
pr − 1

r − 1

)1/(pr)′ (∫
Rn

(f(x))p
′
(w(x))−p

′/p dx

)1/p′

≤ (pr′)1/(pr)′
∥∥∥ fw∥∥∥

Lp′ (w)

≤ c (r′)1/p′
∥∥∥ fw∥∥∥

Lp′ (w)
.
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Y así, hemos demostrado (2.6.3) y por lo tanto (2.6.1).

Para demostrar (2.6.2), basta aplicar a (2.6.1) el lema 2.5.4.

2

Como corolario de (2.6.1) tenemos la siguiente estimación que necesitaremos en un capítulo
posterior:

COROLARIO 2.6.2 [LOPe3] Sea T un operador de Calderón–Zygmund, y sea 1 < p, r <

∞. Entonces, existe una constante c = cn,T tal que

‖Tf‖L1,∞(w) ≤ c(p′)p(r′)p−1

∫
Rn

f(x)Mrw(x)dx. (2.6.13)

2.7. Crecimiento logarítmico en la desigualdad débil

El resultado correspondiente relacionado con la conjetura (2.0.8) es el siguiente:

TEOREMA 2.7.1 [LOPe3] Sea T un operador de Calderón-Zygmund. Entonces

‖T‖
L1,∞(w)

≤ cΦ([w]
A1

), (2.7.1)

siendo c = cn,T y Φ(t) = t(1 + log+ t).

Este resultado se ha mejorado recientemente por T. Hytönen y C. Pérez (ver [HytPe].

Demostración:

Dada f ∈ C∞0 (Rn) consideremos la clásica descomposición de Calderón–Zygmund de f a
nivel λ. Obtenemos así una familia de cubos diádicos {Qj} disjuntos dos a dos que verifican

λ <
1

|Qj |

∫
Qj

|f(x)| dx ≤ 2nλ. (2.7.2)

Esto implica que para Ω = ∪jQj tenemos |f(x)| ≤ λ en casi todo punto en Rn \ Ω.
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Escribimos ahora f separándola en las clásicas partes “buena” y “mala” f = g + b. Indeed,
si como habitualmente fQj denota el promedio de f en Qj , podemos escribir

g(x) =

{
f(x), x ∈ Rn \ Ω

fQj , x ∈ Qj ,

que también verifica |g(x)| ≤ 2nλ en casi todo punto. Para la parte “mala” consideramos b =∑
j

bj donde bj(x) = (f(x)−fQj )χQj (x). Importante señalar que en este caso, b es “excelente”

y g tiene un un mal comportamiento.

Para cada j denotamos

Q̃j = 2Qj , Ω̃ = ∪jQ̃j and wj(x) = w(x)χRn\2Qj

Entonces tenemos que

w{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ} ≤ w{x ∈ (Ω̃)c : |Tg(x)| > λ/2}

+ 2w(Ω̃)

+ w{x ∈ (Ω̃)c : |Tb(x)| > λ/2}

= I + II + III.

Estudiemos cada sumando por separado:

Para el primer sumando, utilizando la desigualdad de Chebyschev y (2.6.1), para cualquier
p > 1 tenemos que

I = w{x ∈ (Ω̃)c : |Tg(x)| > λ/2}

≤ c(pp′)p(r′)p/p
′ 1

λp

∫
Rn
|g|pMr(wχ(Ω̃)c)dx

≤ c(pp′)p(r′)p/p
′ 1

λ

∫
Rn
|g|Mr(wχ(Ω̃)c)dx

≤ c(pp′)p(r′)p/p
′ 1

λ

(∫
Rn\Ω

|g|Mr(wχ(Ω̃)c)dx+

∫
Ω

|g|Mr(wχ(Ω̃)c)dx

)

= c(pp′)p(r′)p/p
′ 1

λ
(I1 + I2).

Estudiemos cada sumando por separado
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I1 =

∫
Rn\Ω

|g|Mr(wχ(Ω̃)c)dx

=

∫
Rn\Ω

|f |Mrw(x)dx

≤
∫
Rn
|f |Mrw(x)dx,

claramente.

I2 =

∫
Ω

|g|Mr(wχ(Ω̃)c)dx

≤
∑
j

∫
Qj

|fQj |Mr(wχ(Ω̃)c)dx

≤
∑
j

∫
Qj

1

|Qj |

∫
Qj

|f(y)| dyMr(wχ(Ω̃)c)dx

≤ c
∑
j

∫
Qj

|f(y)| dy 1

|Qj |
ı́nf
Qj
Mr(wχRn\2Qj )|Qj |

≤ c
∑
j

∫
Qj

|f(y)|Mrw(y) dy

≤ c

∫
Rn
|f(y)|Mrw(y) dy.

Combinando las estimaciones obtenidas y eligiendo el exponente de la desigualdad inversa
de Holder óptima r = 1 + 1

2n+1[w]A1
, por el lema de la desigualdad inversa de Hölder tenemos

que

w{x ∈ (Ω̃)c : |Tg(x)| > λ/2} ≤ c(p′[w]A1
)p

λ

∫
Rn
|f |wdx.
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El segundo término, II, se estima de la manera habitual como sigue

II = w(Ω̃) ≤ c
∑
j

w(Q̃j)

|Q̃j |
|Qj |

≤ c

λ

∑
j

w(Q̃j)

|Q̃j |

∫
Qj

|f(x)| dx

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|f(x)|Mw(x) dx

≤ c

λ

∫
Rn
|f(x)|Mw(x) dx (2.7.3)

≤ c

λ
[w]A1

∫
Rn
|f(x)|w(x) dx, (2.7.4)

porque w ∈ A1.

Y el tercer término es tan “excelente” que verifica la conjetura de Muckenhoupt-Wheeden
(2.0.5) por un argumento bien conocido en el que utilizamos la cancelación de los bj :

III = w{x ∈ (Ω̃)c : |Tb(x)| > λ}

≤ c

λ

∫
Rn
|f |Mw(x)dx

≤ c

λ
[w]A1

∫
Rn
|f |w(x)dx,

por ser w ∈ A1.

Combinando las tres estimaciones obtenidas, y eligiendo

p = 1 +
1

log(1 + [w]
A1

)

obtenemos que

w{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ} ≤ c[w]A1
(1 + log[w]A1

)

λ

∫
Rn
|f |wdx.

2
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Conmutadores de integrales singulares
y funciones de BMO

Queda prohibido no hacer las cosas por mí mismo,
no creer en mi dios y hacer mi destino,
tener miedo a la vida y a sus castigos,

no vivir cada día como si fuera un último suspiro.

(Alfredo Cuervo Barrero)
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En este capítulo realizaremos un somero repaso sobre los resultados obtenidos para el
conmutador de una integral singular y una función de BMO. Recordemos que en el caso en el
que T es una integral singular tendremos entonces que

[b, T ]f(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))K(x− y)f(y) dy,

donde K es el núcleo que define la integral singular T .

Aunque inicialmente el estudio de estos operadores estuvo relacionado con las generaliza-
ciones del teorema de factorización para espacios de Hardy, se han encontrado otras muchas
aplicaciones y en particular en ecuaciones en derivadas parciales.
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El resultado principal en [CRoW] nos da una caracterización de la acotación de estos ope-
radores por medio de la clase BMO, esto es:

TEOREMA 3.0.2 [CRoW] Dada T una intergral singular y b una función localmente integrable,
se tiene que

[b, T ] : Lp(R)→ Lp(R)⇐⇒ b ∈ BMO, (3.0.1)

siempre que 1 < p <∞.

Estos operadores se comportan a menudo como los operadores de Calderón-Zygmund pero
presentan algunas diferencias sustanciales importantes como por ejemplo, que a diferencia de
lo que ocurre con los operadores integrales singulares, la prueba de la acotación en Lp no se
basa en la desigualdad débil (1, 1). De hecho, simples ejemplos muestran que en general [b, T ]

no es de tipo débil (1, 1) cuando b ∈ BMO. Así lo observó C. Pérez en [Pe1] con el siguiente
ejemplo:

Si consideramos la transformada de Hilbert

Hf(x) = v.p.

∫
R

f(y)

x− y
dy,

y la función de BMO b(x) = log |1 + x|, y eligiendo f ≈ δ, en el origen tal que
∫
R |f(y)| dy <

∞, tenemos que para λ > 0

λ |{x ∈ R : |[b, T ]f(x)| > λ}| = λ

∣∣∣∣{x ∈ R :

∣∣∣∣ log |1 + x|
x

∣∣∣∣ > λ}
∣∣∣∣

≥ λ

∣∣∣∣{x > e :
log x

x
> λ}

∣∣∣∣
= λ (ϕ−1(λ)− e),

donde ϕ es la función decreciente ϕ : (e,∞)→ (0, e−1), dada por ϕ(x) = log x
x .

Para concluir observamos que la parte derecha de la estimación no está acotada cuando
tiende a cero:

ĺım
λ→0

λϕ−1(λ) = ĺım
λ→∞

ϕ(λ)λ =∞.

.

En ese mismo artículo, C. Pérez demostró también que los conmutadores sí verifican una
apropiada desigualdad débil de tipo L(logL) y que señalaremos en este capítulo. Respecto
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al Principio de Calderón–Zygmund, Carlos Pérez observó en [Pe2] que M no es el operador
adecuado para controlar [b, T ], y sí que es muy adecuado M2 = M ◦ M . Este aspecto es
suficiente para comprobar el comportamiento diferente de los conmutadores con respecto a los
operadores de Calderón-Zygmund.

La prueba de la acotación fuerte de Coifman, Rochberg y Weiss sigue un esquema que
muestra la estrecha relación entre la existencia de desigualdades con peso para el operador
T y la acotación de los conmutadores: “una desigualdad apropiada con peso para T da una
desigualdad sin peso para [b, T ], si b ∈ BMO”.

Más tarde, J.O. Strömberg da una prueba diferente (que puede consultarse en [Tor], página
417) que tiene la ventaja de que permite probar que estos conmutadores también están acota-
dos en Lp(w) siempre que w ∈ Ap. Esta prueba está basada en el uso de la función maximal
clásica de Fefferman-Stein y no es suficientemente precisa para desarrollos más avanzados.

3.1. Relación entre M 2 y MLlogL

Tal y como acabamos de señalar, para encontrar la desigualdad de tipo débil para el con-
mutador en el caso de los espacios con peso, aparece de manera natural la relación entre el
conmutador y la M2, siendo por lo tanto M2 el operador maximal que “controla” a los conmuta-
dores verificándose así el principio de Calderón-Zygmund del que hemos hablado en el capítulo
I.

Estudiaremos entonces en esta sección a M2, y veremos cómo M2 y MLlogL son iguales
salvo constantes que dependen únicamente de la dimensión (ver [Pe1]). Para ello, veremos
previamente dos lemas necesarios para la demostración del resultado:

LEMA 3.1.1 Existe una constante positiva dimensional c tal que para cualquier cuboQ y
cualquier función medible w,

‖w‖L(logL)(Q) ≤
c

|Q|

∫
Q

M(wχQ) dx, (3.1.1)

Demostración:
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Fijemos un cubo Q. La estimación clave se sigue de la estimación de tipo débil (1, 1) inversa
siguiente: Si g es no negativa y t > gQ = 1

|Q|
∫
Q
g,

1

t

∫
{x∈Q:g(x)>t}

g dx ≤ 2n |{x ∈ Q : M(gχQ)(x) > t}|. (3.1.2)

Consideremos

λQ =
c

|Q|

∫
Q

M(wχQ) dx = c (M(wχQ))Q,

siendo c una constante que fijaremos después.

Para demostrar (3.1.1), y por la definición de ‖ · ‖L logL,Q, bastará demostrar que

1

|Q|

∫
Q

w

λQ
log(e+

w

λQ
) dx ≤ 1.

Escribimos f =
w

λQ
. Entonces

fQ =

(
w

λQ

)
Q

=
1

|Q|

∫
Q

w(x)

λQ
dx ≤ 1

c
, (3.1.3)

por el teorema de diferenciación de Lebesgue.

Por la fórmula de integración por capas, considerando φ(t) = log(e+ t) tenemos que

I =
1

|Q|

∫
Q

f log(e+ f) dx =
1

|Q|

∫ +∞

0

1

e+ t
f({x ∈ Q : f(x) > t}) dt

=
1

|Q|

(∫ fQ

0

1

e+ t
f({x ∈ Q : f(x) > t}) dt+

∫ +∞

fQ

1

e+ t
f({x ∈ Q : f(x) > t}) dt

)
= I1 + I2.

Estudiemos cada sumando por separado:
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I1 =
1

|Q|

∫ fQ

0

1

e+ t
f({x ∈ Q : f(x) > t}) dt

=
1

λQ|Q|

∫ fQ

0

1

e+ t
w({x ∈ Q : f(x) > t}) dt

≤ 1

λQ|Q|

∫ fQ

0

w(Q) dt

=
1

λQ

w(Q)

|Q|
fQ

≤ w(Q)

(M(wχQ))(Q)
fQ

≤ 1

c2
.

Para estudiar qué ocurre con el segundo sumando I2, tendremos que utilizar la desigualdad
(3.1.2)

I2 =
1

|Q|

∫ ∞
fQ

1

e+ t
f({x ∈ Q : f(x) > t}) dt

=
1

|Q|

∫ ∞
fQ

1

e+ t

∫
{x∈Q:f(x)>t}

f(x) dx dt

≤ 1

|Q|

∫ ∞
fQ

1

e+ t
2nt|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > t}| dt

≤ 2n

|Q|

∫ ∞
fQ

|{x ∈ Q : M(fχQ)(x) > t}| dt

≤ 2n

|Q|

∫ ∞
0

∫
{x∈Q:M(fχQ)(x)>t}

dx dt

=
2n

|Q|

∫
Q

∫ M(fχQ)(x)

0

dt dx

=
2n

|Q|

∫
Q

1

λQ
M(wχQ) dx

≤ 2n

c
.
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Por lo tanto tenemos que

I =
1

|Q|

∫
Q

f log(e+ f) dx ≤ 1

c2
+

2n

c
≤ 1,

si elegimos por ejemplo c = 2n+1.

2

LEMA 3.1.2 Existe una constante positiva c tal que para cualquier cubo Q y cualquier
función medible w tal que suppw ⊂ Q,

1

|Q|

∫
Q

Mwdx ≤ c ‖w‖L(logL)(Q). (3.1.4)

Demostración:

Por homogeneidad podemos asumir que ‖w‖L(logL)(Q) = 1, ya que si no es así, bastaría
con dividir por esta norma desde el comienzo. Así que demostraremos lo que queremos si
vemos que

I =
1

|Q|

∫
Q

Mwdx ≤ c. (3.1.5)

Para probarlo, utilizaremos la integración por capas y el hecho de que M es (1,1)-débil.
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Veámoslo:

I =
1

|Q|

∫
Q

Mw(x) dx

=
1

|Q|

∫ ∞
0

|{x ∈ Q : Mw(x) > t}| dt

=
1

|Q|

(∫ 1

0

|{x ∈ Q : Mw(x) > t}| dt+

∫ ∞
1

|{x ∈ Q : Mw(x) > t}| dt
)

≤ 1

|Q|

(∫ 1

0

∫
{x∈Q:Mw(x)>t}

dx dt+ c

∫ ∞
1

1

t

∫
{x∈Q:w(x)>t}

w(x) dx dt

)

=
1

|Q|

(
|Q|+ c

∫
Q

w(x)

∫ w(x)

1

dt

t
dx

)

=
1

|Q|

(
|Q|+ c

∫
Q

w(x) log+ w(x) dx

)
≤ c,

ya que por la definición de norma:

1

|Q|

∫
Q

w(x) log(e+ w(x)) dx ≤ 1.

2

Como consecuencia de los dos lemas anteriores tenemos que:
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TEOREMA 3.1.3 Dada una función w ∈ L1
loc, se verifica que:

M2w(x) ≈ML logLw(x)

con constantes geométricas. Además, si k ∈ N, k > 1, considerando

‖f‖L logk L,Q = ı́nf{λ > 0 :
1

|Q|

∫
Q

Φk(
|f |
λ

) dx ≤ 1},

siendo Φk(t) = t logk(e+ t), y definiendo

ML logk Lf(x) = sup
Q3x
‖f‖L logk L,Q

se verifica que:
Mkw(x) ≈ML logk Lw(x) (3.1.6)

con constantes geométricas.

Demostración:

La desigualdad
ML logLw(x) ≤ cM2w(x). (3.1.7)

se deduce de (3.1.1) claramente.

Para demostrar que para cualquier w

M2w(x) ≤ cML logLw(x), (3.1.8)

fijamos un cubo Q que contenga a x, y escribimos w = w1 + w2 donde w1 = wχ3Q. Entonces

1

|Q|

∫
Q

Mw ≤ 1

|Q|

∫
Q

Mw1 +
1

|Q|

∫
Q

Mw2 = I + II.

Estudiemos cada sumando por separado, comenzando por II. En este caso utilizamos
que Mw2 es esencialmente constante en Q de: Mw2(y) ≈ Mw2(z), con z, y ∈ Q por ser
w2(x) = w(x)χRn\3Q . Entonces:

II ≤ CMw2(x) ≤ CMw(x).
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Y por lo tanto, por la desigualdad generalizada de Jensen M2w2(x) ≤ML logLw(x).

Para estimar I utilizaremos (3.1.4):

I ≤ C 1

|3Q|

∫
3Q

Mw1 ≤ C‖w‖L(logL)(3Q) ≤ CML logLw(x),

por definición de ML logLw.

La demostración para el resultado de k iteraciones de M (3.1.6) se hace a través de un
argumento de inducción. 2

3.2. Desigualdades puntuales

Uno de los puntos clave en las demostraciones del los resultados del siguiente capítulo será
la aplicación del lema 2.5.2, tras lo que nos aparece M#

δ (Tf). Para continuar con el desarrollo
de la prueba, se necesita entonces un resultado que nos relacione este operador con la
Mf que es exactamente el lema (2.4.1). En los resultados relacionados con el conmutador,
necesitaremos una desigualdad puntual que relaciona a dicho operador con la M2 a través
de la función maximal sharp. Es una de las desigualdades clave de esta memoria y debido
a ello, reproduciremos aquí la demostración que de este resultado hizo C. Pérez en [Pe1].

LEMA 3.2.1 [Pe1] Sea b ∈ BMO y sea 0 < δ < ε < 1. Entonces existe una constante
positiva C = Cδ,ε tal que

M#
δ ([b, T ]f)(x) ≤ C‖b‖BMO(Mε(Tf)(x) +M2f(x))

para toda función “suave” f .

Demostración:

Sea B = B(x, r) una bola arbitraria. Como 0 < δ < 1 implica que ||α|δ − |β|δ| ≤ |α− β|δ

para α, β ∈ R, es suficiente probar que para alguna constante compleja c = cB existe C =

Cδ > 0 tal que

A =

(
1

|B|

∫
B

|[b, T ]f(y)− c|δ dy
)1/δ

≤ C ‖b‖BMO

(
Mε(Tf)(x) +M2f(x)

)
. (3.2.1)
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Sea f = f1 + f2, donde f1 = f χ2B . Para una constante arbitraria a podemos escribir

[b, T ]f = (b− a)Tf − T ((b− a)f1)− T ((b− a)f2).

Si tomamos c = (T ((b− a)f2))B , y a = b2B tenemos que

A =

(
1

|B|

∫
B

|[b, T ]f(y)− c|δ dy
)1/δ

≤ c (I + II + III),

siendo

I =

(
1

|B|

∫
B

|(b(y)− b2B)Tf(y)|δ dy
)1/δ

,

II =

(
1

|B|

∫
B

|T ((b− b2B)f1)(y)|δ dy
)1/δ

,

III =

(
1

|B|

∫
B

|T ((b− b2B)f2)− (T ((b− b2B)f2))B |δ dy
)1/δ

.

Para estimar I utilizaremos la desigualdad de Hölder con exponentes r y r′ donde 1 < r < ε
δ :

I ≤
(

1

|B|

∫
B

|b(y)− b2B)|δr
′
dy

)1/δr′ (
1

|B|

∫
B

|Tf(y)|δr dy
)1/δr

≤ C ‖b‖BMOMδr(Tf)(x)

≤ C ‖b‖BMOMε(Tf)(x).

Como T : L1(Rn) → L1,∞(Rn) y 0 < δ < 1, la desigualdad de Kolmogorov ((1.1.2)) nos
lleva a

II ≤ C

|B|

∫
B

|(b(y)− b2B)f1(y)| dy

=
C

|2B|

∫
2B

|(b(y)− b2B)f(y)| dy

≤ C ‖b− b2B‖
expL,2B

‖f‖
LlogL,2B

≤ c ‖b‖BMOML logLf(x),

por la desigualdad de Hölder generalizada (1.4.5) y la desigualdad de John-Nirenberg (1.5.5).

Para estudiar III consideremos la desigualdad de Jensen junto al teorema de Fubini



3.3. DESIGUALDAD DÉBIL PARA LOS CONMUTADORES 49

III ≤ 1

|B|

∫
B

|T ((b− b2B)f2)(y)− (T ((b− b2B)f2))B | dy

≤ 1

|B|2
∫
B

∫
B

∫
Rn−2B

|k(y − w)− k(z − w)||(b(w)− b2B)f(w)|dw dz dy

≤ 1

|B|2
∫
B

∫
B

∞∑
j=1

∫
2jr≤|w − x|<2j+1r

|y − z|
|x− w|n+1 |b(w)− b2B ||f(w)|dw dz dy

≤ C

∞∑
j=1

2−j

(2j+1r)n

∫
2j+1B

|b(w)− b2B ||f(w)| dw

≤ C

∞∑
j=1

2−j

(2j+1r)n

∫
2j+1B

|b(w)− b2j+1B ||f(w)| dw +

+C

∞∑
j=1

2−j |b2j+1B − b2B |
1

(2j+1r)n

∫
2j+1B

|f(w)| dw

≤ C

∞∑
j=1

2−j‖b− b2j+1B‖
expL,2j+1B

‖f‖
LlogL,2j+1B

+ C ‖b‖BMO

∞∑
j=1

j

2j
Mf(x)

≤ C ‖b‖BMOMLlogLf(x) + C ‖b‖BMOMf(x)

≤ C ‖b‖BMOMLlogLf(x),

donde hemos utilizado que |b2j+1B − b2B | ≤ 2j ‖b‖BMO, la desigualdad (1.5.6) y Mf(x) ≤
MLlogLf(x) por la desigualdad de Jensen generalizada. Finalmente, como M2f ≈ MLlogL

(3.1.3) hemos terminado.

2

3.3. Desigualdad débil para los conmutadores

Tal y como hemos dicho antes, el conmutador de una integral singular y una función de
BMO no verifica la desigualdad débil de tipo (1, 1). Pero, C. Pérez en [Pe1] prueba la siguiente
desigualdad que sí se verifica:

TEOREMA 3.3.1 [Pe1] Sea T un operador de Calderón–Zygmund y sea b una función de
BMO. Entonces, existe una constante positiva c tal que para toda función “suave” de soporte
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compacto f y para cada λ > 0

|{y ∈ Rn : |[b, T ]f(y)| > λ}| ≤ C‖b‖BMO

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dy, (3.3.1)

donde Φ(t) = t(1 + log+ t).

La prueba de esta estimación de tipo LlogL se basa en la íntima relación que existe entre
los conmutadores y la iteración de la función maximal de Hardy–Littlewood a través de la técnica
de los buenos λ.

En el caso de los espacios con peso w, en el mismo trabajo C. Pérez demuestra el siguiente
resultado

TEOREMA 3.3.2 [Pe1] Sean b una función en BMO, w ∈ A1 y sea T una integral singular.
Entonces existe una constante positiva C tal que para toda función con soporte compacto f y
para todo λ > 0

w({x ∈ Rn : |[b, T ]f(x)| > λ}) ≤ C‖b‖BMO,‖w‖A1

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
w(x)dx, (3.3.2)

donde Φ(t) = t(1 + log+ t).

Esta desigualdad será la que mejoraremos en el capítulo siguiente en el apartado del caso
débil.

Más tarde, G. Pradolini y C. Pérez en [PePr] mejoraron este último resultado como sigue, y
en el que es importante señalar que no se impone condición alguna sobre el peso w.

TEOREMA 3.3.3 [PePr] Dado ε > 0, se verifica que

w({x ∈ Rn : |[b, T ]f(x)| > λ}) ≤ cΦ (‖b‖BMO)

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
M
L(logL)1+ε

w(x)dx.

donde Φ(t) = t(1 + log+ t). La constante c es independiente del peso w, de la función f y de
λ > 0.

Uno de los pasos importantes para probar este resultado es dar una versión del siguiente
resultado clásico de Coifman y C. Fefferman [CF], resultado en el que se materializa el principio
de Calderón–Zygmund:
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TEOREMA 3.3.4 Sea T un operador de Calderón–Zygmund y sea 0 < p <∞, entonces existe
una constante c = cp,[w]A∞

tal que para cualquier w ∈ A∞,∫
Rn
|Tf(x)|pw(x)dx ≤ cp,[w]A∞

∫
Rn
Mf(x)pw(x)dx. (3.3.3)

La versión correspondiente para los conmutadores aparece a continuación y podemos encon-
trarla en [Pe2]. En este resultado vemos cómo el operador maximal adecuado para el conmu-
tador es M2.

TEOREMA 3.3.5 [Pe2] Sea 0 < p <∞ y sea w ∈ A∞. Entonces existe una constante positiva
c = cp,[w]A∞ ,‖b‖BMO tal que∫

Rn
|[b, T ]f(y)|p w(y) dy ≤ cp,[w]A∞ ,‖b‖BMO

∫
Rn
M2f(y)p w(y) dy. (3.3.4)

C. Pérez utilizó la dualidad para demostrar este resultado, consiguiendo recorrer todo el
rango 1 < p < ∞. Para demostrar este resultado se necesita la desigualdad puntual que
hemos estudiando en el apartado anterior y dos veces la desigualdad de Coifman–Fefferman.

3.4. Conmutadores de orden superior

Los resultados que se han revisado hasta ahora pueden extenderse a conmutadores de
orden superior. Para ello, definiremos en primer lugar a estos operadores, introducidos por R.
Coifman, R. Rochberg y G. Weiss en [CRoW]:

DEFINICIÓN 3.4.1 Sea T un operador de Calderón–Zygmund y sea b ∈ BMO. Se definen los
conmutadores de orden superior k, siendo k = 0, 1, 2, · · · a los operadores lineales siguientes

T kb f(x) =

∫
(b(x)− b(y))kK(x− y)f(y) dy.

Se observa que T 0
b = T , T kb = [b, T k−1

b ], k = 1, 2, · · · .

El resultado fuerte que demostraron R. Coifman, R. Rochberg y G. Weiss en [CRoW] es el
siguiente:
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TEOREMA 3.4.2 [CRoW] Sea 1 < p <∞ y b ∈ BMO. Entonces existe una constante c such
that

∥∥T kb f∥∥Lp(Rn)
≤ c ‖b‖kBMO ‖f‖Lp(Rn). (3.4.1)

C. Pérez demostró en [Pe2], tal y como vemos en el siguiente teorema, que el principio de
Calderón–Zygmund en el caso de los conmutadores de orden k se verifica con la iteración k+1

de la maximal, es decir, el operador maximal que controla al conmutador T kb f con b ∈ BMO

es Mk+1

TEOREMA 3.4.3 [Pe2] Sea 0 < p < ∞ y sean w ∈ A∞ y b ∈ BMO. Entonces, existe una
constante c tal que

∫
Rn
|T kb f(x)|p w(x)dx ≤ C ‖b‖kpBMO [w]

(k+1)p
A∞

∫
Rn
Mk+1f(x)p w(x)dx. (3.4.2)

Esta desigualdad contiene el hecho bien conocido de que los conmutadores de orden supe-
rior están acotados en Lp(w), w ∈ Ap, aplicando k + 1 veces el teorema de Muckenhoupt.

Necesitaremos también la versión correspondiente del lema 3.2.1, que nos dará una de-
sigualdad puntual en la que se ve perfectamente la relación entre los conmutadores de orden
superior y las iteraciones de la maximal:

LEMA 3.4.4 Dada b ∈ BMO, y 0 < δ < ε < 1, existe C = Cδ,ε > 0 tal que,

M#
δ (T kb f)(x) ≤ C‖b‖BMO

k−1∑
j=0

Mε(T
j
b )(x) + ‖b‖kBMOM

k+1f(x) (3.4.3)

para cualquier función suave f .

C. Pérez obtuvo también el resultado análogo a (3.4.5) y a (3.3.2) en [?].

TEOREMA 3.4.5 [Pe1] Sea k = 0, 1, 2, · · · , y sea b una función de BMO. Entonces, existe
una constante positiva c tal que para cada λ > 0
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|{y ∈ Rn : |T kb f(y)| > λ}| ≤ C ‖b‖kBMO

∫
Rn

|f(y)|
λ

(
1 + log+

(
|f(y)|
λ

))k
dy.

El resultado débil con pesos es el siguiente

TEOREMA 3.4.6 Sea k = 0, 1, 2, · · · , y sea b una función deBMO. Supongamos que w ∈ A1.
Entonces, existe una constante positiva c tal que para cualquier función f de soporte compacto
y para cualquier λ > 0 se verifica que

w({y ∈ Rn : |T kb f(y)| > λ}) ≤ C‖b‖kBMO [w]A1

∫
Rn

|f(y)|
λ

(1 + log+(
|f(y)|
λ

))k w(y)dy.

(3.4.4)

Y para terminar, C. Pérez y G. Pradolini en [PePr] demostraron el siguiente resultado

TEOREMA 3.4.7 [PePr] Sea T un operador de Calderón-Zygmund, b ∈ BMO y ε > 0. En-
tonces, existe una constante positiva c tal que

w({x ∈ Rn : |T kb f(x)| > λ}) ≤ c
∫
Rn

Φk(‖b‖kBMO

|f(x)|
λ

)M
L(logL)k+ε

(w)(x)dx. (3.4.5)

siendo Φk(t) = t(1 + log+ t)k. La constante c es independiente del peso w, de la función f y
de λ > 0.

De nuevo, en este resultado no se impone ningún tipo de condición sobre el peso w.
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Crecimiento cuadrático en A1 para conmutadores de
integrales singulares con funciones BMO

Queda prohibido no intentar comprender a las personas,
pensar que sus vidas valen más que la mía,
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Una vez que en el capítulo anterior hemos revisado el comportamiento del conmutador
respecto a las desigualdades de tipo débil, nuestro objetivo ahora será estudiar qué ocurre con
las constantes en las estimaciones análogas a las que hemos presentado para las integrales
singulares en los teoremas 2.6.1 y 2.7.1. Veremos aquí que los conmutadores tienen un “mal
comportamiento” extra desde el punto de vista de los pesos A1 en ambos casos. Este capítulo
puede encontrarse esencialmente en [OC]

Al igual que hemos hecho en el caso de la integral singular en el capítulo 2 de esta tesis,
comenzaremos explicando lo que se ha obtenido en el caso Ap para 1 < p < ∞ para el
conmutador, para después explicar nuestro caso especialA1, tanto en el caso de la desigualdad
fuerte como en el caso de la débil.
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4.1. Resultados en el contexto de Ap

D. Chung en su tesis del año 2010 (ver [Ch2]) probó que el conmutador [b,H], donde H es
la transformada de Hilbert y b ∈ BMO, tiene una cota cuadrática en L2(w) con respecto a la
constante A2 del peso (ver también [Ch]). El resultado que obtiene es el siguiente:

TEOREMA 4.1.1 [Ch] Sea H la transformada de Hilbert, b una función de BMO y w ∈ A2. Se
verifica el siguiente resultado óptimo respecto a la constante A2 del peso w:

‖[b,H]‖L2(w) ≤ c ‖b‖BMO[w]2A2
.

Su prueba se basa en métodos diádicos combinados con técnicas de funciones de Bellman.
En estos mismos trabajos, D. Chung también prueba los resultados análogos correspondientes
a las transformadas de Beurling y de Riesz.

Por otro lado, el propio Chung junto a Pereyra y a Pérez en [ChPP] probaron el resultado
(4.1.1) con técnicas inspiradas en el el trabajo [CRoW] (técnicas de conjugación, ver anotación
capítulo 3 [CRoW]). Este resultado es más general y establece que si un operador lineal T
con una cota que presente un crecimiento lineal en L2(w) con respecto a la constante A2 del
peso, entonces su correspondiente conmutador presentará una cota con crecimiento cuadrático
respecto a esa misma constante. El resultado obtenido es el siguiente:

TEOREMA 4.1.2 [ChPP] Sea T un operador lineal tal que

‖T‖L2(w) ≤ c [w]αA2
w ∈ A2. (4.1.1)

Entonces, existe una constante c independiente de w y b tal que

‖[b, T ]‖L2(w) ≤ c [w]2αA2
‖b‖BMO. (4.1.2)

Como una consecuencia evidente, señalamos el siguiente resultado:

COROLARIO 4.1.3 Sea T un operador lineal que verifica (4.1.1). Sea 1 < p < ∞, entonces
existe una constante cn,p tal que

‖[b, T ]‖
Lp(w)

≤ cn,p [w]
2 máx{1, 1

p−1}

Ap
‖b‖BMO. (4.1.3)
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Siguiendo el razonamiento del resultado de Hytönen esto implica que todos los conmuta-
dores de integrales singulares y funciones de BMO tienen una cota cuadrática en L2(w) lo que
puede extrapolarse a Lp(w). Estos resultados han sido generalizados por Cruz-Uribe y Moen
(ver [CrMo]) al problema de los dos pesos para integrales fraccionarias y para extensiones
vectoriales.

4.2. Resultados necesarios

Antes de demostrar nuestros resultados para el caso del conmutador, estudiaremos en esta
sección un par de cuestiones previas que serán necesarias para la demostración de los teore-
mas. El primero de ellos está inspirado en el lema 2.5.2, y el segundo sobre la acotación de
M2 de Lp(w1−p) en Lp((Mrw)1−p):

LEMA 4.2.1 [OC] Sea 0 < p <∞, 1 ≤ q <∞, 0 < ε ≤ 1 y sea w ∈ Aq. Supongamos
que f es una función tal que para t > 0, |{x : f(x) > t}| < ∞. Entonces, existe una
constante c = cn,q,ε tal que∥∥Md

ε f
∥∥
Lp(w)

≤ c p[w]Aq

∥∥M#,d
ε f

∥∥
Lp(w)

. (4.2.1)

Demostración:

(En esta prueba, y por simplificar la notación, denotaremos M = Md).

Para probar el lema 4.2.1, aplicamos el lema 2.5.2 aMεf con δ = ε0, tal que 0 < ε0 < ε < 1,
y obtenemos lo siguiente

‖Mεf‖Lp(w) ≤ cp[w]Aq
∥∥M#

ε0(Mεf)
∥∥
Lp(w)

. (4.2.2)

Por lo tanto, demostraremos lo que queremos si vemos que si 0 < ε0 < ε < 1

M#
ε0(Mεf)(x) ≤ cM#

ε f(x), (4.2.3)

recordando que si f ≥ 0

M#
ε0f(x) = M#(fε0)1/ε0(x) = sup

Q 3 x

(
1

|Q|

∫
Q

|fε0 − (fε0)Q| dy,
)1/ε0

. (4.2.4)
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Veamos entonces lo que hemos indicado. Para ello, fijamos x y un cubo diádico Q con
x ∈ Q. Tenemos entonces que

1

|Q|

∫
Q

∣∣∣(M(fε))ε0/ε(y)− ((M(fε))ε0/ε)Q

∣∣∣ dy (4.2.5)

≤ 2
1

|Q|

∫
Q

(M(fε))ε0/ε(y) dy − ı́nf
Q

(M(fε))ε0/ε, (4.2.6)

sumando y restando ı́nfQ(M(fε))ε0/ε.

Descomponemos fε, de la siguiente manera

fε(x) = g(x) + h(x), (4.2.7)

donde g(x) = (fε(x)− fεQ)χ
Q

(x) y h(x) = fεQχQ
(x) + fε(x)χ

(Q)c
(x).

Como ε0/ε < 1,

1

|Q|

∫
Q

(M(fε))ε0/ε(y) dy ≤ 1

|Q|

∫
Q

(Mg)ε0/ε(y) dy +
1

|Q|

∫
Q

(Mh)ε0/ε(y) dy (4.2.8)

Para finalizar, estudiamos por separado cada sumando. En el primero de ellos utilizamos la
desigualdad de Kolmogorov (1.1.2) con p = ε0/ε < 1 = q, y además necesitaremos utilizar que
M es de tipo débil (1, 1),

1

|Q|

∫
Q

(Mg)ε0/ε(y) dy ≤ Cε,ε0

(
1

|Q|

∫
Q

|g(y)| dy
)ε0/ε

(4.2.9)

= Cε,ε0

(
1

|Q|

∫
Q

|fε(y)− fεQ| dy
)ε0/ε

(4.2.10)

≤ Cε,ε0 (M#
ε f(x))ε0 . (4.2.11)

Esta parte es el término peor ya que el otro término es menos singular. Si asumimos que es
cierto que

1

|Q|

∫
Q

(Mh)ε0/ε(y) dy ≤ (́ınf
Q
M(fε))ε0/ε, (4.2.12)

combinando esta desigualdad junto a (4.2.11) y (4.2.5) llegamos a (4.2.2) concluyendo la de-
mostración del lema.

Para probar entonces (4.2.12) recordemos que Mh(x) = sup
R3x

1
|R|
∫
R
h(y) dy, tomando el

supremo sobre los cubos diádicos R que contienen a x. Distinguimos dos tipos de cubos:
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1. Sea R ⊂ Q.

En este caso,

1

|R|

∫
R

h(y) dy =
1

|R|

∫
R

fεQ dy = fεQ ≤ ı́nf
Q
M(fε). (4.2.13)

2. Consideremos ahora R ⊃ Q

En este otro caso,

1

|R|

∫
R

h(y) dy =
1

|R|
|R ∩Q|fεQ +

1

|R|

∫
R∩Qc

fε(y) dy

=
|Q|
|R|

fεQ +
1

|R|

∫
R∩Qc

fε(y) dy

=
1

|R|

∫
R∩Q

fε(x) dx+
1

|R|

∫
R∩Qc

fε(x) dx

=
1

|R|

∫
R

fε(x) dx ≤ ı́nf
Q
M(fε).

Por lo tanto tenemos que

1

|Q|

∫
Q

(Mh)ε0/ε(y) dy ≤ 1

|Q|

∫
Q

(́ınf
Q
M(fε))ε0/ε dy = (́ınf

Q
M(fε))ε0/ε. (4.2.14)

2

PROPOSICIÓN 4.2.2 [OC] Sea M2 la composición M ◦M , y sea 1 < p, r < ∞. En-
tonces, existe una constante c independiente de r, p tal que∥∥M2f

∥∥
Lp((Mrw)1−p)

≤ c (p′)2(r′)1+1/p‖f‖Lp(w1−p).

Demostración:
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Para probar el resultado que queremos utilizamos en primer lugar el teorema de Buckley
2.5.3 ∥∥M2f

∥∥
Lp((Mrw)1−p)

= ‖M(Mf)‖Lp((Mrw)1−p)

≤ cnp
′ [(Mrw)1−p]

1/(p−1)
Ap

‖Mf‖Lp((Mrw)1−p)

≤ cnp
′ [(Mrw)]

(p−1)/(p−1)
A1

‖Mf‖Lp((Mrw)1−p)

≤ cn r
′(p′)2(r′)1/p‖f‖Lp(w1−p)

aplicando la propiedad (1.3.2) y el lema 2.5.4.

2

4.3. Crecimiento cuadrático de la constante A1

A continuación, estudiaremos cómo se comporta la constante A1 en el caso de la acotación
fuerte del conmutador1. En la prueba de este teorema puede observase perfectamente cómo
la relación entre el conmutador y la M2 surge de manera natural y que, debido a esto la singu-
laridad del conmutador es mayor que la de la integral singular.

TEOREMA 4.3.1 [OC] Sea T un operador de Calderón–Zygmund y sea b una función de
BMO. Consideremos también los parámetros 1 < p, r < ∞. Entonces, existe una
constante c = cn,T tal que para cualquier peso w, se verifica la siguiente desigualdad

‖[b, T ]f‖Lp(w) ≤ c ‖b‖BMO (pp′)
2

(r′)
1+ 1

p′ ‖f‖Lp(Mrw). (4.3.1)

en particular, si w ∈ A1, tenemos que

‖[b, T ]‖Lp(w) ≤ c ‖b‖BMO(pp′)2[w]2A1
. (4.3.2)

Es importante indicar que este resultado es óptimo en p y en el exponente de [w]A1 .

1Recientemente hemos mejorado el resultado que aquí se presenta en el mismo sentido que lo hacen
T. Hytönen y C. Pérez en (2.0.14)
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Demostración: Probaremos que (4.3.1), es decir, veremos que se verifica que

‖[b, T ]f‖Lp(w) ≤ c(pp
′)

2 ‖b‖BMO (r′)
1+ 1

p′ ‖f‖Lp(Mrw).

Una aplicación directa de 2.1.1 con r = rw = 1 + 1
2n+1[w]A1

terminaría la demostración del
teorema 4.3.1.

Por dualidad, la desigualdad (4.3.1) es equivalente a demostrar que∥∥∥∥ [b, T ]∗f

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

≤ c (pp′)2 ‖b‖BMO (r′)
1+ 1

p′

∥∥∥∥ fw
∥∥∥∥
Lp′ (w)

, (4.3.3)

donde [b, T ]∗ es el operador adjunto de [b, T ]. Por la definición de norma con respecto al espacio
dual, tenemos que∥∥∥∥ [b, T ]∗f

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

= sup
‖h‖Lp(Mrw) = 1

∣∣∣∣∫
Rn

[b, T ]∗f(x)h(x) dx

∣∣∣∣ . (4.3.4)

En primer lugar, por el apartado (i) del lema 2.3.1 para s = p′ y v = Mrw existe un
operador R tal que

I =

∣∣∣∣∫
Rn

[b, T ]∗f(x)h(x) dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|[b, T ]∗f(x)| |h(x)| dx

≤
∫
Rn
|[b, T ]∗f(x)|Rh(x) dx.

Además, combinando el apartado (iii) del mismo lema anteriormente citado (2.3.1) para
s = p y v = Mrw con (1.3.2) y (2.2.1) obtenemos que

[Rh]A3 = [Rh(Mrw)1/p(Mrw)−1/p]A3 = [Rh(Mrw)1/p((Mrw)1/2p)−2]A3 (4.3.5)

≤ [Rh(Mrw)1/p]A1 [(Mrw)1/2p]2A1
(4.3.6)

≤ cn p
′. (4.3.7)

Aplicando ahora el lema 2.5.2 al operador [b, T ]∗ con peso w = Rh, y para q = 3 y p = 1

llegamos a que

I ≤ cδ [Rh]A3

∫
Rn
M#
δ ([b, T ]∗f)(x)Rh(x) dx.
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Como [b, T ]∗ = −[b, T ∗] también es un conmutador de Calderón-Zygmunnd con una función
de BMO, aplicamos ahora el lema 3.2.1 con 0 < δ < ε.

I ≤ cn,δ,ε‖b‖BMOp
′
∫
Rn

(
Mε(T

∗f)(x) +M2f(x)
)
Rh(x) dx

= cn,δ,ε‖b‖BMOp
′(I1 + I2).

En el caso del segundo sumando I2, por la desigualdad de Hölder y utilizando el apartado (ii)
del lema 2.3.1 y (4.5.8) tenemos que

I2 =

∫
Rn
M2f(x)Rh(x) dx

≤
(∫

Rn
|M2f(x)|p

′
(Mrw(x))1−p′ dx

)1/p′ (∫
Rn
Mrw(x)(Rh(x))p dx

)1/p

= 2

∥∥∥∥M2f

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

.

En el caso del primer sumando I1, aplicamos en primer lugar el lema 4.2.1 a Mε(T
∗f) con

peso w = Rh, y para q = 3 y p = 1, para después utilizar el lema 2.4.1 (eligiendo ahora
0 < ε < 1):

I1 =

∫
Rn
|Mε(T

∗f)(x)| |Rh(x)|dx ≤ cn,ε [Rh]A3

∫
Rn
|M#

ε (T ∗f)(x)| |Rh(x)|dx

≤ cn,ε [Rh]A3

∫
Rn
|Mf(x)| |Rh(x)|dx ≤ cn,ε p′

(∫
Rn
Mf(x)p

′
(Mrw(x))1−p′ dx

)1/p′

= cn,ε p
′
∥∥∥∥ Mf

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

,

utilizando el apartado (ii) del lema 2.3.1 y la desigualdad de Hölder, tal y como ya hemos hecho
al estimar el sumando I2.

Combinando entonces las estimaciones obtenidas tenemos que∥∥∥∥ [b, T ]∗

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

≤ cn,δ,ε ‖b‖BMO (p′)2
∥∥M2f

∥∥
Lp′ ((Mrw)1−p′ )

. (4.3.8)

Para terminar la demostración del teorema, aplicamos la proposición 4.2.2 para obtener la de-
sigualdad (4.3.3), que tal y como hemos señalado, nos lleva a (4.3.1).
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2

4.4. El caso en el extremo

Tal y como hemos visto en el capítulo anterior, el conmutador de integrales singulares y
funciones de BMO no verifica la desigualdad débil (1, 1). Pero sí una de tipo más débil, que
resulta ser una optimización de (3.3.2). En esta sección demostraremos la desigualdad débil
correspondiente que surge de la acotación fuerte del apartado anterior.

TEOREMA 4.4.1 [OC] Sea T y b como en el resto del capítulo. Entonces, existe una con-
stante c = c

n,T,‖b‖
BMO

tal que para cualquier peso w ∈ A1 y para cualquier función

f ∈ L∞c (Rn)

w({x ∈ Rn : |[b, T ]f(x)| > λ} ≤ cΦ([w]A1)2
∫
Rn

Φ

( |f(x)|
λ

)
w(x) dx, (4.4.1)

siendo Φ(t) = t(1 + log+ t).

Demostración: Dada f ∈ C∞0 (Rn) consideremos la clásica descomposición de Calderón–
Zygmund de f a nivel λ. Obtenemos así una familia de cubos diádicos {Qj} = Qj(xQj , rj)

disjuntos dos a dos que verifican

λ <
1

|Qj |

∫
Qj

|f(x)| dx ≤ 2nλ. (4.4.2)

Esto implica que para Ω = ∪jQj tenemos |f(x)| ≤ λ en casi todo punto en Rn \ Ω.

Escribimos ahora f separándola en las clásicas partes “buena” y “mala” f = g + h. Indeed,
si como habitualmente fQj denota el promedio de f en Qj , podemos escribir

g(x) =

{
f(x), x ∈ Rn \ Ω

fQj , x ∈ Qj ,

que también verifica |g(x)| ≤ 2nλ en casi todo punto. Para la parte “mala” consideramos h =∑
j

hj donde hj(x) = (f(x)− fQj )χQj (x).
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Para cada j denotamos

Q̃j = 3Qj , Ω̃ = ∪jQ̃j and wj(x) = w(x)χRn\3Qj

Así, podemos escribir

w({x ∈ Rn : |[b, T ]f(x)| > λ}) ≤ w({x ∈ Rn \ Ω̃ : |[b, T ]g(x)| > λ/2})

+ w(Ω̃)

+ w({x ∈ Rn \ Ω̃ : |[b, T ]h(x)| > λ/2})

= I + II + III.

Estudiaremos cada sumando por separado.

Para el primero utilizaremos la desigualdad de Chebyschev llamando w̃(x) =

w(x)χRn\Ω̃(x), y por la estimación Lp (4.3.1) del teorema 4.3.1 que es cierta para cualquier
peso, tenemos que

I ≤ c

λp

∫
Rn
|[b, T ]g(x)|pw̃(x) dx

≤ c

λp
‖b‖pBMO(pp′)2p(r′)

(1+ 1
p′ )p

∫
Rn
|g(x)|pMrw̃(x) dx

≤ c

λ
‖b‖pBMO(pp′)2p(r′)2p−1

∫
Rn
|g(x)|Mrw̃(x) dx

=
c

λ
‖b‖pBMO(pp′)2p(r′)2p−1

(∫
Rn\Ω

|f(x)|Mrw̃(x) dx+

∫
Ω

|g(x)|Mrw̃(x) dx

)
.

Es evidente que sólo necesitamos estimar el segundo término de la última expresión y para ello
utilizaremos el hecho de que: Para cualquier función no negativa u con Mu(x) < ∞ en casi
todo punto, a.e., para cualquier cubo Q, y cualquier R > 1 tenemos

M(χRn\RQu)(y) ≈M(χRn\RQu)(z) y, z ∈ Q (4.4.3)

con constantes dependiendo únicamente de la dimensión (ver [GCRdF] p. 159).
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Así, podemos estimar el segundo término con∫
Ω

|g(x)|Mrw̃(x) dx ≤
∑
j

∫
Qj

|fQj |Mr(wj)(x) dx

=
∑
j

(∫
Qj

|f(x)|dx

)
1

|Qj |

∫
Qj

Mrwj(x) dx

≤ c
∑
j

(∫
Qj

|f(x)| dx

)
ı́nf
x∈Qj

Mrwj

≤ c

∫
Rn
|f(x)|Mrw(x) dx.

Hasta aquí, el parámetro 1 < r < ∞ era arbitrario, pero si elegimos ahora r = rw siendo
rw el exponente óptimo de la desigualdad inversa de Hölder rw = 1 + 1

2n+1[w]A1
del lema 2.1.1

podemos continuar con

I ≤ c

λ
‖b‖pBMO(pp′)2p[w]2p−1

A1

∫
Rn
|f(x)|Mrw(x) dx

≤ c

λ
‖b‖pBMO(pp′)2p[w]2pA1

∫
Rn
|f(x)|w(x) dx.

El segundo término, II, se estima de la manera habitual como sigue

II = w(Ω̃) ≤ c
∑
j

w(Q̃j)

|Q̃j |
|Qj |

≤ c

λ

∑
j

w(Q̃j)

|Q̃j |

∫
Qj

|f(x)| dx

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|f(x)|Mw(x) dx

≤ c

λ

∫
Rn
|f(x)|Mw(x) dx (4.4.4)

≤ c

λ
[w]A1

∫
Rn
|f(x)|w(x) dx, (4.4.5)

porque w ∈ A1.

Para el tercer sumando III primero observemos que

[b, T ]h(x) =
∑
j

[b, T ]hj(x) =
∑
j

(b(x)− bQj )Thj(x)−
∑
j

T ((b− bQj )hj)(x)
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donde bQ = 1
|Q|
∫
Q
b. Entonces

III ≤ w({x ∈ Rn \ Ω̃ : |
∑
j

(b(x)− bQj )Thj(x)| > λ

4
})

+w({x ∈ Rn \ Ω̃ : |
∑
j

T ((b− bQj )hj)(x)| > λ

4
})

= A+B.

Siguiendo las estimaciones estándares del núcleo K obtenemos

A ≤ c

λ

∫
Rn\Ω̃

∑
j

|b(x)− bQj ||Thj(x)|w̃(x) dx

≤ c

λ

∑
j

∫
Rn\3Qj

|b(x)− bQj |wj(x)

∫
Qj

|hj(y)||K(x, y)−K(x, xQj )| dy dx

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|
∫
Rn\3Qj

|K(x, y)−K(x, xQj )||b(x)− bQj |wj(x) dx dy

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|
∞∑
k=1

∫
2krj≤|x−xQj |<2krj

|y − xQj |ε

|x− xQj |n+ε
|b(x)− bQj |wj(x) dx dy

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|

( ∞∑
k=1

2−kε

(2krj)n

∫
|x−xQj |<2k+1rj

|b(x)− bQj |wj(x) dx

)
dy

Para controlar la suma en k utilizamos las estimaciones estándares junto a la desigualdad de
Hölder generalizada y el teorema de John-Nirenberg. De hecho si y ∈ Qj tenemos que

∞∑
k=1

2−kε

(2k+1rj)n

∫
|x−xQj |<2k+1rj

|b(x)− bQj |wj(x) dx



4.4. EL CASO EN EL EXTREMO 67

≤ c

∞∑
k=1

2−kε

(2k+1rj)n

∫
2k+1Qj

|b(x)− b2k+1Qj |wj(x) dx

+

∞∑
k=1

2−kε

(2k+1rj)n

∫
2k+1Qj

|b2k+1Qj − bQj |wj(x) dx

≤ c

∞∑
k=1

2−kε‖b− b2k+1Qj‖ expL,2k+1Qj
‖wj‖

L logL,2k+1Qj

+

∞∑
k=1

2−kε(k + 1)‖b‖BMOMwj(y)

≤ c

∞∑
k=1

2−kε‖b‖BMOMLlogLwj(y) +

∞∑
k=1

2−kε(k + 1)‖b‖BMO [w]A1wj(y)

≤ c

∞∑
k=1

2−kε(k + 1)‖b‖BMO[w]A1
MLlogLwj(y).

Continuamos entonces la estimación de A de la siguiente manera

A ≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|‖b‖BMO[w]A1
MLlogLwj(y)dy

≤ c

λ
|‖b‖BMO[w]A1

∑
j

(∫
Qj

|f(y)|MLlogLwj(y)dy +

∫
Qj

|fQj |MLlogLwj(y)dy

)

≤ c

λ
|‖b‖BMO[w]A1

∫
Rn
|f(y)|MLlogLw(y)dy

+
c

λ
|‖b‖BMO[w]A1

∑
j

∫
Qj

|f(x)| dx 1

|Qj |

∫
Qj

MLlogLwj(y)dy

≤ c

λ
|‖b‖BMO[w]A1

∫
Rn
|f(y)|MLlogLw(y)dy +

∑
j

∫
Qj

|f(x)| ı́nf
Qj

MLlogLwj


≤ c

λ
|‖b‖BMO[w]A1

∫
Rn
|f(y)|MLlogLw(y)dy
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Para estimar B usaremos la desigualdad (2.6.13) del corolario 2.6.2 de la siguiente manera

B ≤ w̃({x ∈ Rn : |T (
∑
j

(b− bQj )hj)(x)| > λ

4
})

≤ c
(p′)p(r′)p−1

λ

∫
Rn

∣∣∣∣∣∣
∑
j

(b(x)− bQj )hj)(x)

∣∣∣∣∣∣ Mr(w̃)(x)dx

≤ c
(p′)p(r′)p−1

λ

∑
j

∫
Qj

|b(x)− bQj ||f(x)− fQj |Mrwj(x)dx

= c (p′)p(r′)p−1(B1 +B2)

≤ c (p′)p[w]p−1
A1

(B1 +B2),

siendo

B1 =
∑
j

∫
Qj

|b(x)− bQj ||f(x)|Mrwj(x)dx

B2 =

∫
Qj

|b(x)− bQj ||fQj |Mrwj(x)dx.

Para estimar B2 utilizaremos (4.5.11)

B2 =
c

λ

∑
j

∫
Qj

|b(x)− bQj ||fQj |Mrwj(x)dx

≤ c

λ

∑
j

ı́nf
Qj
Mrwj

∫
Qj

|b(x)− bQj ||fQj | dx

≤ c

λ

∑
j

1

|Qj |

∫
Qj

|b(x)− bQj |
∫
Qj

|f(y)|Mrwj(y) dy dx

≤ c‖b‖BMO

∫
Rn

|f(x)|
λ

Mrw(x) dx,

observando que c es una constante que depende únicamente de loa dimensión.

Para B1 sabemos que por la desigualdad generalizada de Hölder (1.4.5) y por el teorema
de John-Nirenberg (1.5.5) que

B1 =
c

λ

∑
j

∫
Qj

|b(x)− bQj ||f(x)|Mrwj(x)dx

≤ c‖b‖BMO

λ

∑
j

ı́nf
Qj
Mrwj |Qj |‖f‖L logL,Qj .
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Combinando entonces la fórmula (1.4.4) junto a (4.5.10) y recordando que Φ(t) = t(1 + log+ t)

tenemos que

1

λ
|Qj |‖f‖L logL,Qj ≤ 1

λ
|Qj | ı́nf

µ>0
{µ+

µ

|Qj |

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
µ

)
dx}

≤ |Qj |+
∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx

≤ 1

λ

∫
Qj

|f(x)| dx+

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx

≤ 2

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx.

Entonces

B1 ≤ c ‖b‖BMO

∑
j

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
w(x)dx

≤ c‖b‖BMO

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
w(x)dx.

Combinando lo obtenido con las estimaciones logradas para los sumandos I, II y III,
tenemos que

w(x ∈ Rn : |[b, T ]f(x)| > λ) ≤
c‖b‖pBMO

λ
(pp′)2p[w]2pA1

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
MLlogLw(x)dx.

Tomando p = 1 + 1
log(1+[w]A1

) obtenemos la desigualdad que estábamos buscando porque
1

log(1+[w]A1
) < 1, y sabemos que para A > 1 se verifica que A1/A < e.

2

4.5. Conmutadores de orden superior

Los resultados obtenidos en [OC] para el conmutador de operadores de Calderón-Zygmund
con funciones de BMO también se verifican para los conmutadores de orden superior T kb
definidos y estudiados en el último apartado del capítulo anterior. Dedicaremos este aparta-
do a estudiar el comportamiento de estos operadores tanto en la desigualdad fuerte como en
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la débil. Para ello además de la desigualdad puntual introducida en (3.4.4) necesitaremos el
resultado análogo a (4.2.2) siguiente:

PROPOSICIÓN 4.5.1 [?] SeaMk+1 la composiciónM◦M◦· · ·◦M , y sea 1 < p, r <∞.
Entonces, existe una constante c independiente de r, p tal que∥∥Mk+1f

∥∥
Lp((Mrw)1−p)

≤ c (p′)k+1(r′)k+1/p‖f‖Lp(w1−p).

Demostración:

Para probar el resultado que queremos utilizamos un algoritmo de inducción y el teorema
de Buckley 2.5.3. Sabemos que este resultado es cierto para los casos k = 0 (ver (??)) y k = 1

(ver (4.2.2)). Supongamos que es cierto para el caso k, es decir,

∥∥Mkf
∥∥
Lp((Mrw)1−p)

≤ c (p′)k(r′)k−1+1/p‖f‖Lp(w1−p), (4.5.1)

y probaremos el caso k + 1. Entonces, por el teorema de Buckley 2.5.3

∥∥Mk+1f
∥∥
Lp((Mrw)1−p)

=
∥∥M(Mkf)

∥∥
Lp((Mrw)1−p)

≤ cnp
′ [(Mrw)1−p]

1/(p−1)
Ap

∥∥Mkf
∥∥
Lp((Mrw)1−p)

≤ cnp
′ [(Mrw)]A1

∥∥Mkf
∥∥
Lp((Mrw)1−p)

≤ cn r
′(p′)k+1(r′)k−1+1/p‖f‖Lp(w1−p)

aplicando el lema 2.5.4 y por el resultado para el caso k, (4.5.1).

2

Demostraremos ahora la desigualdad fuerte para el conmutador de orden k. Veremos aquí
que el operador maximal de referencia para este operador es precisamente Mk+1.
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TEOREMA 4.5.2 [?] Sea T kb el conmutador de orden k de un operador de Calderón–
Zygmund con b función deBMO. Consideremos también los parámetros 1 < p, r <∞.
Entonces, existe una constante c = cn,T tal que para cualquier peso w, se verifica la
siguiente desigualdad∥∥T kb f∥∥Lp(w)

≤ c ‖b‖kBMO (pp′)
k+1

(r′)
k+ 1

p′ ‖f‖Lp(Mrw). (4.5.2)

en particular, si w ∈ A1, tenemos que∥∥T kb ∥∥Lp(w)
≤ c ‖b‖kBMO(pp′)k+1[w]k+1

A1
. (4.5.3)

Es importante indicar que este resultado es óptimo en p y en el exponente de [w]A1 .

Demostración: Probaremos (4.5.2), es decir, veremos que∥∥T kb f∥∥Lp(w)
≤ c(pp′)k+1 ‖b‖kBMO (r′)

k+ 1
p′ ‖f‖Lp(Mrw).

Una aplicación directa de 2.1.1 con r = rw = 1 + 1
2n+1[w]A1

terminaría la demostración 4.5.3.

Por dualidad, la desigualdad (4.5.2) es equivalente a demostrar que∥∥∥∥ (T kb )∗f

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

≤ c (pp′)k+1 ‖b‖kBMO (r′)
k+ 1

p′

∥∥∥∥ fw
∥∥∥∥
Lp′ (w)

, (4.5.4)

donde (T kb )∗ es el operador adjunto de T kb . Por la definición de norma con respecto al espacio
dual, tenemos que∥∥∥∥ (T kb )∗f

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

= sup
‖h‖Lp(Mrw) = 1

∣∣∣∣∫
Rn

(T kb )∗f(x)h(x) dx

∣∣∣∣ . (4.5.5)

En primer lugar, por el apartado (i) del lema 2.3.1 para s = p′ y v = Mrw existe un
operador R tal que

I =

∣∣∣∣∫
Rn

(T kb )∗f(x)h(x) dx

∣∣∣∣
≤

∫
Rn
|(T kb )∗f(x)| |h(x)| dx

≤
∫
Rn
|(T kb )∗f(x)|Rh(x) dx.
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Además, combinando el apartado (iii) del mismo lema anteriormente citado (2.3.1) para
s = p y v = Mrw con (1.3.2) y (2.2.1) obtenemos que

[Rh]A3
= [Rh(Mrw)1/p(Mrw)−1/p]A3

= [Rh(Mrw)1/p((Mrw)1/2p)−2]A3
(4.5.6)

≤ [Rh(Mrw)1/p]A1
[(Mrw)1/2p]2A1

(4.5.7)

≤ cn p
′. (4.5.8)

Aplicando ahora el lema 2.5.2 al operador (T kb )∗ con peso w = Rh, y para q = 3 y p = 1

llegamos a que

I ≤ cδ [Rh]A3

∫
Rn
M#
δ ((T kb )∗f)(x)Rh(x) dx.

Como (T kb )∗ = (−1)k(T kb )∗ también es un conmutador orden k de un operador Calderón-
Zygmunnd con una función de BMO, aplicamos ahora el lema 3.4.4 con 0 < δ < ε.

I ≤ cn,δ,εp
′

‖b‖BMO

∫
Rn

k−1∑
j=0

Mε((T
j
b )∗f)(x)Rh(x)dx+ ‖b‖kBMO

∫
Rn
Mk+1f(x)Rh(x)dx


= cn,δ,εp

′

k−1∑
j=0

Ij + Ik

 .

En el caso del término Ik, por la desigualdad de Hölder y utilizando el apartado (ii) del lema
2.3.1 y (4.5.8) tenemos que

Ik = ‖b‖kBMO

∫
Rn
Mk+1f(x)Rh(x) dx

≤ ‖b‖kBMO

(∫
Rn
|Mk+1f(x)|p

′
(Mrw(x))1−p′ dx

)1/p′ (∫
Rn
Mrw(x)(Rh(x))p dx

)1/p

= 2 ‖b‖kBMO

∥∥∥∥Mk+1f

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

.

En el caso del término Ik−1, aplicamos en primer lugar el lema 4.2.1 a Mε((T
k−1
b )∗f)) con

peso w = Rh, y para q = 3 y p = 1, para después utilizar el lema 3.4.4 (eligiendo ahora



4.5. CONMUTADORES DE ORDEN SUPERIOR 73

0 < ε < 1):

Ik−1 = ‖b‖BMO

∫
Rn
|Mε((T

k−1
b )∗f))(x)| |Rh(x)|dx

≤ cn,ε [Rh]A3

∫
Rn
|M#

ε ((T k−1
b )∗f))(x)| |Rh(x)|dx

≤ cn,ε p
′ ‖b‖BMO

∫
Rn

k−2∑
j=0

Mε((T
j
b )∗f)(x)Rh(x)dx

+ cn,ε p
′ ‖b‖k−1

BMO

∫
Rn
Mkf(x)Rh(x)dx

≤ cn,ε p
′ ‖b‖BMO

∑k−2
j=0

∫
Rn
Mε((T

j
b )∗f)(x)Rh(x)dx

+ 2cn,ε p
′ ‖b‖k−1

BMO

∥∥∥∥Mkf

Mrw

∥∥∥∥
Lp′ (Mrw)

,

siguiendo en el último sumando el mismo esquema que en el caso de término Ik pero para el
caso k − 1. Agrupando el sumatorio con el término Ik−2 y repitiendo el proceso con todos los
Ij , llegamos a que:

I ≤ c(p′)k‖b‖kBMO

k∑
j=0

∥∥∥Mj+1

Mrw

∥∥∥
Lp′ (Mrw)

≤ c(p′)k‖b‖kBMO

k∑
j=0

pj+1(r′)j+1/p‖f‖Lp′ (w1−p′ )

≤ c(pp′)k‖b‖kBMO(r′)k+1/p‖f‖Lp′ (w1−p′ ),

aplicando la proposición (4.5.1) para cada j, obteniendo así la desigualdad (4.5.4), que tal y
como hemos señalado, nos lleva a (4.5.2).

2

A continuación veremos el resultado de tipo débil que encontramos al utilizar la desigualdad
para p > 1 que acabamos de demostrar. Es una mejora del resultado de C. Pérez (3.4.6) que
podemos encontrar en [?].
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TEOREMA 4.5.3 [OC] Sea T y b como en el resto del capítulo. Entonces, existe una con-
stante c = c

n,T,‖b‖
BMO

tal que para cualquier peso w ∈ A1 y para cualquier función

f ∈ L∞c (Rn)

w({x ∈ Rn : |T kb f(x)| > λ} ≤ cΦ([w]A1)k+1

∫
Rn

Φ

( |f(x)|
λ

)
w(x) dx, (4.5.9)

siendo Φ(t) = t(1 + log+ t)k.

Demostración: Dada f ∈ C∞0 (Rn) consideremos la clásica descomposición de Calderón–
Zygmund de f a nivel λ. Obtenemos así una familia de cubos diádicos {Qj} = Qj(xQj , rj)

disjuntos dos a dos que verifican

λ <
1

|Qj |

∫
Qj

|f(x)| dx ≤ 2nλ. (4.5.10)

Esto implica que para Ω = ∪jQj tenemos |f(x)| ≤ λ en casi todo punto en Rn \ Ω.

Escribimos ahora f separándola en las clásicas partes “buena” y “mala” f = g + h. Indeed,
si como habitualmente fQj denota el promedio de f en Qj , podemos escribir

g(x) =

{
f(x), x ∈ Rn \ Ω

fQj , x ∈ Qj ,

que también verifica |g(x)| ≤ 2nλ en casi todo punto. Para la parte “mala” consideramos h =∑
j

hj donde hj(x) = (f(x)− fQj )χQj (x).

Para cada j denotamos

Q̃j = 3Qj , Ω̃ = ∪jQ̃j and wj(x) = w(x)χRn\3Qj

Así, podemos escribir

w({x ∈ Rn : |T kb f(x)| > λ}) ≤ w({x ∈ Rn \ Ω̃ : |T kb g(x)| > λ/2})

+ w(Ω̃)

+ w({x ∈ Rn \ Ω̃ : |T kb h(x)| > λ/2})

= I + II + III.
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Estudiaremos cada sumando por separado.

Para el primero utilizaremos la desigualdad de Chebyschev llamando w̃(x) =

w(x)χRn\Ω̃(x), y por la estimación Lp (4.5.2) del teorema 4.5.2 que es cierta para cualquier
peso, tenemos que

I ≤ c

λp

∫
Rn
|T kb g(x)|pw̃(x) dx

≤ c

λp
‖b‖kpBMO(pp′)(k+1)p(r′)

(k+ 1
p′ )p

∫
Rn
|g(x)|pMrw̃(x) dx

≤ c

λ
‖b‖kpBMO(pp′)(k+1)p(r′)kp−1

∫
Rn
|g(x)|Mrw̃(x) dx

=
c

λ
‖b‖kpBMO(pp′)(k+1)p(r′)kp−1

(∫
Rn\Ω

|f(x)|Mrw̃(x) dx+

∫
Ω

|g(x)|Mrw̃(x) dx

)
.

Es evidente que sólo necesitamos estimar el segundo término de la última expresión y para ello
utilizaremos el hecho de que: Para cualquier función no negativa u con Mu(x) < ∞ en casi
todo punto, a.e., para cualquier cubo Q, y cualquier R > 1 tenemos

M(χRn\RQu)(y) ≈M(χRn\RQu)(z) y, z ∈ Q (4.5.11)

con constantes dependiendo únicamente de la dimensión (ver [GCRdF] p. 159).

Así, podemos estimar el segundo término con∫
Ω

|g(x)|Mrw̃(x) dx ≤
∑
j

∫
Qj

|fQj |Mr(wj)(x) dx

=
∑
j

(∫
Qj

|f(x)|dx

)
1

|Qj |

∫
Qj

Mrwj(x) dx

≤ c
∑
j

(∫
Qj

|f(x)| dx

)
ı́nf
x∈Qj

Mrwj

≤ c

∫
Rn
|f(x)|Mrw(x) dx.

Hasta aquí, el parámetro 1 < r < ∞ era arbitrario, pero si elegimos ahora r = rw siendo
rw el exponente óptimo de la desigualdad inversa de Hölder rw = 1 + 1

2n+1[w]A1
del lema 2.1.1
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podemos continuar con

I ≤ c

λ
‖b‖kpBMO(pp′)(k+1)p[w]kp−1

A1

∫
Rn
|f(x)|Mrw(x) dx

≤ c

λ
‖b‖kpBMO(pp′)(k+1)p[w]kpA1

∫
Rn
|f(x)|w(x) dx.

El segundo término, II, se estima de la manera habitual como sigue

II = w(Ω̃) ≤ c
∑
j

w(Q̃j)

|Q̃j |
|Qj |

≤ c

λ

∑
j

w(Q̃j)

|Q̃j |

∫
Qj

|f(x)| dx

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|f(x)|Mw(x) dx

≤ c

λ

∫
Rn
|f(x)|Mw(x) dx (4.5.12)

≤ c

λ
[w]A1

∫
Rn
|f(x)|w(x) dx, (4.5.13)

porque w ∈ A1.

Para el tercer sumando III primero observemos que siguiendo el método de[GCHST] y de
[PePr]

T kb hj(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))kK(x, y)hj(y) dy

=

k∑
i=0

Ci,k(b(x)− bQj )k−i
∫
Rn

(b(y)− bQj )iK(x, y)hj(y) dy

= C(b(x)− bQj )kThj(x) + T ((b− bQj )khj)(x)

+

k−1∑
i=1

Ci,k(b(x)− bQj )k−i
∫
Rn

(b(y)− bQj )iK(x, y)hj(y) dy.

Consideremos por un momento el último sumando:

k−1∑
i=1

Ci,k(b(x)− bQj )k−i
∫
Rn

(b(y)− bQj )iK(x− y)hj(y) dy
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=

k−1∑
i=1

Ci,k

k−i∑
l=0

Cl,k,i

∫
Rn

(b(x)− b(y))l(b(y)− bQj )k−lK(x, y)hj(y) dy

=

k−1∑
l=0

Ck,l

∫
Rn

(b(x)− b(y))l(b(y)− bQj )k−lK(x, y)hj(y) dy

= CT ((b− bQj )khj)(x) +

k−1∑
l=1

Ck,lT
l
b((b− bQj )k−lhj)(x)

Por lo tanto, tenemos que

∑
j

T kb hj(x) = C
∑
j

(b(x)− bQj )kThj(x) +
∑
j

T ((b− bQj )khj)(x)

+

k−1∑
l=1

Ck,lT
l
b(
∑
j

(b− bQj )k−lhj)(x)

Entonces

III ≤ w({y ∈ Rn \ Ω̃ : |
∑
j

(b(y)− bQj )kThj(y)| > λ

6
})

+w({y ∈ Rn \ Ω̃ : |
∑
j

T ((b− bQj )khj)(y)| > λ

6
})

+w({y ∈ Rn \ Ω̃ : |
k−1∑
l=1

Ck,lT
l
b(
∑
j

(b− bQj )k−lhj)(y)| > λ

6
})

= A+B + C.

Siguiendo las estimaciones estándares del núcleo K obtenemos
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A ≤ c

λ

∫
Rn\Ω̃

∑
j

|b(x)− bQj |k|Thj(x)|w̃(x) dx

≤ c

λ

∑
j

∫
Rn\3Qj

|b(x)− bQj |kwj(x)

∫
Qj

|hj(y)||K(x, y)−K(x, xQj )| dy dx

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|
∫
Rn\3Qj

|K(x, y)−K(x, xQj )||b(x)− bQj |kwj(x) dx dy

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|
∞∑
i=1

∫
2irj≤|x−xQj |<2irj

|y − xQj |ε

|x− xQj |n+ε
|b(x)− bQj |kwj(x) dx dy

≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|

( ∞∑
i=1

2−iε

(2irj)n

∫
|x−xQj |<2i+1rj

|b(x)− bQj |kwj(x) dx

)
dy

Para controlar la suma en i utilizamos las estimaciones estándares junto a la desigualdad de
Hölder generalizada y el teorema de John-Nirenberg. De hecho si y ∈ Qj tenemos que

∞∑
i=1

2−iε

(2i+1rj)n

∫
|x−xQj |<2i+1rj

|b(x)− bQj |kwj(x) dx

≤ c

∞∑
i=1

2−iε

(2i+1rj)n

∫
2i+1Qj

|b(x)− b2i+1Qj |
kwj(x) dx

+

∞∑
i=1

2−iε

(2i+1rj)n

∫
2i+1Qj

|b2i+1Qj − bQj |
kwj(x) dx

≤ c

∞∑
i=1

2−iε‖(b− b2i+1Qj )
k‖

expL1/k,2i+1Qj
‖wj‖

L(logL)k,2i+1Qj

+

∞∑
i=1

2−iε(i+ 1)‖b‖kBMOMwj(y)

≤ c

∞∑
i=1

2−iε‖b‖kBMOML(logL)kwj(y) +
∞∑
i=1

2−iε(i+ 1)‖b‖kBMO [w]A1
wj(y)

≤ c

∞∑
i=1

2−iε(i+ 1)‖b‖BMO[w]A1
ML(logL)kwj(y).
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Continuamos entonces la estimación de A de la siguiente manera

A ≤ c

λ

∑
j

∫
Qj

|hj(y)|‖b‖kBMO[w]A1
ML(logL)kwj(y)dy

≤ c

λ
|‖b‖kBMO[w]A1

∑
j

(∫
Qj

|f(y)|ML(logL)kwj(y)dy +

∫
Qj

|fQj |ML(logL)kwj(y)dy

)

≤ c

λ
|‖b‖kBMO[w]A1

∫
Rn
|f(y)|ML(logL)kw(y)dy

+
c

λ
|‖b‖kBMO[w]A1

∑
j

∫
Qj

|f(x)| dx 1

|Qj |

∫
Qj

ML(logL)kwj(y)dy

≤ c

λ
|‖b‖kBMO[w]A1

∫
Rn
|f(y)|ML(logL)kw(y)dy +

∑
j

∫
Qj

|f(x)| ı́nf
Qj

ML(logL)kwj


≤ c

λ
|‖b‖kBMO[w]A1

∫
Rn
|f(y)|ML(logL)kw(y)dy

Para estimar B usaremos la desigualdad (2.6.13) del corolario 2.6.2 de la siguiente manera

B ≤ w̃({x ∈ Rn : |T (
∑
j

(b− bQj )khj)(x)| > λ

6
})

≤ c
(p′)p(r′)p−1

λ

∫
Rn

∣∣∣∣∣∣
∑
j

(b(x)− bQj )khj)(x)

∣∣∣∣∣∣ Mr(w̃)(x)dx

≤ c
(p′)p(r′)p−1

λ

∑
j

∫
Qj

|b(x)− bQj |k|f(x)− fQj |Mrwj(x)dx

= c (p′)p(r′)p−1(B1 +B2)

≤ c (p′)p[w]p−1
A1

(B1 +B2),

siendo

B1 =

∫
Qj

|b(x)− bQj |k|f(x)|Mrwj(x)dx

B2 = intQj |b(x)− bQj |k|fQj |Mrwj(x)dx
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Para estimar B2 utilizaremos (4.5.11)

B2 =
c

λ

∑
j

∫
Qj

|b(x)− bQj |k|fQj |Mrwj(x)dx

≤ c

λ

∑
j

ı́nf
Qj
Mrwj

∫
Qj

|b(x)− bQj |k|fQj | dx

≤ c

λ

∑
j

1

|Qj |

∫
Qj

|b(x)− bQj |k
∫
Qj

|f(y)|Mrwj(y) dy dx

≤ c‖b‖kBMO

∫
Rn

|f(x)|
λ

Mrw(x) dx,

observando que c es una constante que depende únicamente de loa dimensión.

Para B1 sabemos que por la desigualdad generalizada de Hölder (1.4.5) y por el teorema
de John-Nirenberg (1.5.5) que

B1 =
c

λ

∑
j

∫
Qj

|b(x)− bQj |k|f(x)|Mrwj(x)dx

≤ c‖b‖kBMO

λ

∑
j

ı́nf
Qj
Mrwj |Qj |‖f‖L(logL)k,Qj .

Combinando entonces la fórmula (1.4.4) junto a (4.5.10) y recordando que Φ(t) = t(1+log+ t)k

tenemos que

1

λ
|Qj |‖f‖L(logL)k,Qj ≤ 1

λ
|Qj | ı́nf

µ>0
{µ+

µ

|Qj |

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
µ

)
dx}

≤ |Qj |+
∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx

≤ 1

λ

∫
Qj

|f(x)| dx+

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx

≤ 2

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx.
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Entonces

B1 ≤ c ‖b‖kBMO

∑
j

∫
Qj

Φ

(
|f(x)|
λ

)
w(x)dx

≤ c‖b‖kBMO

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
w(x)dx.

Para el estudio del tercer sumando C en primer lugar, recordamos que hj(x) = (f(x) −
fQj )χQj (x) y separamos el conjunto C en dos sumandos:

w({y ∈ Rn \ Ω̃ : |
k−1∑
l=1

Ck,lT
l
b(
∑
j

(b− bQj )k−lhj)(y)| > λ

6
})

≤ w({y ∈ Rn \ Ω̃ : |
k−1∑
l=1

Ck,lT
l
b(f

∑
j

(b− bQj )k−lχQj )(y)| > λ

12
})

+w({y ∈ Rn \ Ω̃ : |
k−1∑
l=1

Ck,lT
l
b(
∑
j

(b− bQj )k−lfQjχQj )(y) >
λ

12
})

= C1 + C2.

Utilizando un argumento de inducción suponemos que el teorema es cierto para i < k,
entonces

C1 ≤ C

k−1∑
l=1

∫
Rn

Φl

 |f(x)|
λ
|
∑
j

(b(x)− bQj )k−lχQj (x)|

ML(logL)l+ε(w
∗)(x) dx

≤ C

k−1∑
l=1

∑
j

∫
Qj

Φl

(
|f(x)|
λ
|b(x)− bQj |k−l

)
ML(logL)l+ε(wj)(x) dx

≤ C

k−1∑
l=1

∑
j

ı́nf
Qj
ML(logL)l+ε(wj)

∫
Qj

Φl

(
|f(x)|
λ
|b(x)− bQj |k−l

)
dx.

Sea ψi(t) = exp t1/i − 1, entonces Φ−1
k (t).ψ−1

k−l(t) ≤ C Φ−1
l (t) ya que Φ−1

i (t) ≈ t
(log t)i y
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ψ−1
i (t) ≈ (log t)i. Combinando (??) junto al teorema de John-Nirenberg (4.5.10) obtenemos∫

Qj

Φl

(
|f(x)|
λ
|b(x)− bQj |k−l

)
dx ≤

∫
Qj

Φk

(
|f(x)|
λ

)
dx

+

∫
Qj

ψk−l
(
|b(x)− bQj |k−l

)
dx

≤
∫
Qj

Φk

(
|f(x)|
λ

)
dx+ C|Qj |

≤ C

∫
Qj

Φi

(
|f(x)|
λ

)
dx.

Por todo esto, podemos acotar C1 por

C1 ≤ C

k−1∑
l=1

∑
j

ı́nf
Qj
ML(logL)l+ε(wj)

∫
Qj

Φk

(
|f(x)|
λ

)
dx

≤ C

k−1∑
l=1

∑
j

∫
Qj

Φk

(
|f(x)|
λ

)
ML(logL)l+ε(w)(x) dx

≤ C

∫
Rn

Φk

(
|f(x)|
λ

)
ML(logL)k−1+ε(w)(x) dx.

Podemos controlar C2 de manera similar observando que por (??) y por la desigualdad de
Jensen tenemos que∫

Qj

Φl

( |fQj |
λ
|b(x)− bQj |k−l

)
dx ≤

∫
Qj

Φk

( |f |Qj
λ

)
dx+ C |Qj |

≈ |Qj | ≈
1

λ

∫
Qj

|f |

≤ C

∫
Qj

Φk

(
|f(x)|
λ

)
dx.

Combinando lo obtenido con las estimaciones logradas para los sumandos I y II, tenemos
que

w(x ∈ Rn : |[b, T ]f(x)| > λ) ≤
c‖b‖kpBMO

λ
(pp′)(k+1)p[w]

(k+1)p
A1

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
MLlogLw(x)dx.

Tomando p = 1 + 1
log(1+[w]A1

) obtenemos la desigualdad que estábamos buscando porque
1

log(1+[w]A1
) < 1, y sabemos que para A > 1 se verifica que A1/A < e.

2
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Decaimiento exponenciales de operadores

Queda prohibido no crear mi historia,
dejar de dar las gracias a mi familia por mi vida,

no tener un momento para la gente que me necesita,
no comprender que lo que la vida nos da, también nos lo quita.

(Alfredo Cuervo Barrero)
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Tal y como ya hemos comentado anteriormente, en 1.973, R. Coifman y C. Fefferman de-
mostraron el teorema (1.4.1) en el que, suponiendo que w ∈ A∞, i.e. con w verificando (1.3.1),
y siendo k un núcleo de convolución, se verifica que∫

Rn
|Tf(x)|pw(x)dx ≤ Cp

∫
Rn

(Mf(x))pw(x)dx,

para todo 0 < p <∞.

En realidad probaron algo mejor al comprobar que

‖T ∗f‖Lp(w) ≤ cp ‖Mf‖Lp(w), (5.0.1)

siendo T ∗ el operador maximal

T ∗f(x) = sup
ε>0
|Tεf(x)|.
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Para demostrar (5.0.1), R. Coifman y C. Fefferman observaron en primer lugar que se veri-
fica la siguiente desigualdad de buenos λ:

w({x ∈ Rn : T ∗f(x) > 2α,Mf(x) ≤ γα}) ≤ c γδw({x ∈ Rn : T ∗f(x) > α}), (5.0.2)

para γ suficientemente pequeña.

Combinando esta desigualdad con la propiedad de los pesos A∞ (1.3.1) observan entonces
que

w({x ∈ Rn : T ∗f > 2α}) ≤ w({x ∈ Rn : Mf ≤ γα}) + c γδw({x ∈ Rn : T ∗f > α}).

Para terminar la demostración de (5.0.1) basta con escribir la norma Lp utilizando la inte-
gración por capas y aplicar la desigualdad anterior.

El punto clave en la demostración de (5.0.2) es demostrar que dado un cubo Q de la de-
scomposición de Whitney del conjunto de nivel {T ∗f > α}, se verifica

|{x ∈ Q : T ∗f(x) > 2α,Mf(x) ≤ γα}| ≤ C γ|Q|. (5.0.3)

En 1993, S.M. Buckley en [Bu] mejoró esta desigualdad de los buenos lambdas (5.0.3),
obteniendo un decaimiento exponencial en γ tal y como puede verse en

|{x ∈ Q : T ∗f(x) > 2α,Mf(x) ≤ γα}| ≤ C e−c/γ |Q|. (5.0.4)

El objetivo de S. M. Buckley era optimizar la acotación en términos de [w]Ap de un operador
de Calderón-Zygmund (resultado demostrado recientemente por T. Hytönen en [Hyt], tal y como
ya hemos señalado en el capítulo 2 de esta memoria).

Anteriormente a S. M. Buckley, en 1972, R. Coifman observó ya un decaimiento de estas
características para el caso del operador maximal de integrales singulares con núcleos de con-
volución y R. A. Hunt hizo lo mismo para la función conjugada, este último basándose en un
resultado pobtenido por [Ca].

En 2002, G. A. Karagulyan demostró un resultado mejor que (5.0.4) para T ∗f , probando
que se verifica la siguiente desigualdad

|{x ∈ Rn : |T ∗f(x)| > λMf(x)}| ≤ ke−cλ |B|, (5.0.5)
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para toda f función soportada en una bola B. Esta desigualdad implica la anterior porque como
Mf(x) ≤ γλ, se verifica que λ ≥ Mf(x)

γ y por lo tanto

1

|Q|
|{x ∈ Q : T ∗f(x) > 2α,Mf(x) ≤ γα}| ≤ C 1

|Q|
|{x ∈ Q : T ∗f(x) >

2

γ
}|.

En este capítulo daremos una demostración alternativa de (5.0.5) que es más flexible porque
puede extenderse a otros objetos como la extensión vectorial de los operadores integrales de
Calderón–Zygmund, conmutadores de integrales singulares con funciones de BMO y conmuta-
dores de orden superior. Para las pruebas nos basaremos en la fórmula de A. Lerner (ver [L6])
y que explicamos en el siguiente apartado.

5.1. Una aplicación de la fórmula de Lerner

(A partir de aquí, y hasta final de esta memoria, ∗ representará el reordenamiento decre-
ciente de la función a la que acompañe).

En [L6] A. Lerner obtiene una fórmula que descompone una función en ..... En este apartado
daremos dicha fórmula y explicaremos los conceptos y herramientas necesarias para entender
lo que en ella aparece.

DEFINICIÓN 5.1.1 Dada una función medible f en Rn y dado un cubo Q, definimos la os-
cilación local media de f en Q por la siguiente expresión

wλ(f ;Q) = ı́nf
c∈R

((f − c)χQ)∗(λ|Q|),

para 0 < λ < 1.

Y definiremos la función maximal sharp local sobre un cubo fijado Q0 como

M#
λ;Q0

(x) = sup
x∈Q⊂Q0

wλ(f ;Q),

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q contenidos en Q0 y tales que contengan al
punto x.

Dada un cubo Q0, denotaremos por D(Q0) como el conjunto de todos los cubos diádicos
respecto al cubo Q0. Si Q ∈ D(Q0) y Q 6= Q0 denotaremos por Q̂ al cubo diádico padre de Q,
es decir, es el único cubo de D(Q0) que contiene a Q y tal que |Q̂| = 2n|Q|.
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Si f es una función medible y si Q es un cubo, podemos definir la siguiente cantidad:

(fχ
Q

)∗(λ|Q|) 0 < λ ≤ 1,

siendo g∗ el reordenamiento decreciente definido en el capítulo 1 de esta memoria.

Podemos pensar en esta expresión como otra manera de definir la media de una función.
En realidad, para cualquier δ > 0, y 0 < λ ≤ 1

(fχ
Q

)∗(λ|Q|) ≤
(

1

λ|Q|

∫
Q

|f |δ dx
)1/δ

.

Damos entonces la siguiente

DEFINICIÓN 5.1.2 Definimos el operador maximal diádicomλf para cualquier función medible
f por

mλf(x) = sup
x∈Q∈D

(fχQ)∗(λ|Q|) (0 < λ < 1),

donde f∗ denota el reordenamiento decreciente de f .

Se verifica la siguiente propiedad:

|f(x)| ≤ mλf(x) a.e.x (5.1.1)

(ver [L6, Lemma 6]).

Dado un cubo Q, definimos el valor medio mf (Q) de f sobre Q como un número, posible-
mente no único tal que 

|{x ∈ Q : |f(x)| > mf (Q)}| ≤ |Q|/2
y
|{x ∈ Q : |f(x)| < mf (Q)}| ≤ |Q|/2.

Se deduce fácilmente de la definición que |mf (Q)| ≤ (fχQ)∗
(
|Q|/2

)
.

También es fácil comprobar que si f es no negativa

mf (Q) = (fχQ)∗
(
|Q|/2)

y para cualquier constante c
mf (Q)− c = mf−c(Q) (5.1.2)
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Se verifica también que:

|mf (P )−mf (Q)| = |mf−mf (Q)(P )| (5.1.3)

≤
(
(f −mf (Q))χP

)∗(|P |/2) (5.1.4)

≤
(

2

|P |

∫
P

|f −mf (Q)|δ dx
)1/δ

. (5.1.5)

TEOREMA 5.1.3 [L6] Sea f una función medible en Rn y sea Q0 un cubo fijo. Entonces existe
una colección de cubos (puede ser vacía) Qkj ∈ D(Q0) tal que:

(i) Para a.e. x ∈ Q0,

|f(x)−mf (Q0)| ≤ 4M#
1/4;Q0

f(x) + 4

∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(f ; Q̂kj )χQkj (x); (5.1.6)

(ii) Para cada k fijo, los cubos Qkj son disjuntos dos a dos;

(iii) Si Ωk =
⋃
j

Qkj , entonces Ωk+1 ⊂ Ωk;

(iv) |Ωk+1 ∩Qkj | ≤
1

2
|Qkj |.

C. Pérez y R. Trujillo–González en [PeTG] obtuvieron una extensión vectorial de la desigual-
dad puntual (2.4.1) que explicitamos a continuación y que´nos será muy útil en la demostración
de la extensión vectorial:

LEMA 5.1.4 [PeTG] Sea T in operador de Calderón–Zygmund, sea 0 < q < ∞ y 0 < ε < 1.
Entonces existe una constante cε > 0 tal que

M#
ε (Tqf)(x) ≤ cεM (|f |q) (x), (5.1.7)

para cualquier función vectorial suave f = {fj}∞j=1, y para cada x ∈ Rn.

Se verifica entonces que
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PROPOSICIÓN 5.1.5 Sea x ∈ Q0, siendo Q0 un cubo fijo. Sea D el conjunto de todos
los cubos diádicos respecto al cubo Q0. Sea {Qkj} ∈ D(Q0) una familia de cubos que
verifican las condiciones del teorema anterior. Sea Q̂ el cubo diádico padre de Q, es
decir, es el único cubo deD(Q0) que contiene a Q y tal que |Q̂| = 2n|Q|. Entonces

(i) Si consideramos T un operador de Calderón–Zygmund, se verifica que:

|Tf(x)| ≤ cMf(x) + c
∑
k,j

ı́nf
Qk

j

MfχQk
j
(x). (5.1.8)

(ii) Si consideramos las extensiones vectoriales T q de operadores integrales de
Calderón–Zygmund, se verifica que:

|T qf(x)| ≤ cM (|f |q) (x) + c
∑
k,j

ı́nf
Qk

j

M (|f |q)χQk
j
(x). (5.1.9)

Demostración:

Para probar el primer apartado aplicando el resultado (5.1.6) a los operadores integrales de
Calderón–Zygmund, obtenemos que

|Tf(x)−mTf (Q0)| ≤ 4M#
1/4;Q0

Tf(x) + 4

∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(Tf ; Q̂kj )χQkj (x),

por lo que

|Tf(x)| ≤ 4M#
1/4;Q0

Tf(x) + 4

∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(Tf ; Q̂kj )χQkj (x) + |mTf (Q0)|.

Estudiemos cada uno de los sumandos:

M#
1/4;Q0

Tf(x) ≤Mf(x),

ya que ∀0 < λ < 1 se verifica que M#
λ;Q0

Tf(x) ≤Mf(x), por (2.4.1).

Por la definición de wλ y también por (2.4.1) tenemos que
∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(Tf ; Q̂kj )χQkj (x) ≤ c
∑
k,j

ı́nf
Qkj

MfχQkj (x).
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Y para el tercer sumando

|mTf (Q0)| ≤
(∫

Q

(Tf)δ
)1/δ

≤ cδ‖Tf‖L1,∞(Q) ≤
1

|Q|

∫
Q

f(x) dx ≤ cMf(x),

la desigualdad de Kolmogorov (1.1.2).

Por lo tanto nos queda que:

|Tf(x)| ≤ cMf(x) + c
∑
k,j

ı́nf
Qkj

MfχQkj (x).

En el caso de la extensión vectorial tenemos que aplicando el resultado (5.1.6) a T q, obten-
emos que

|T q(x)−mT q
(Q0)| ≤ 4M#

1/4;Q0
T q(x) + 4

∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(T q; Q̂
k
j )χQkj (x),

por lo que

|T q(x)| ≤ 4M#
1/4;Q0

T q(x) + 4

∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(T q; Q̂
k
j )χQkj (x) + |mT q

(Q0)|.

Estudiemos cada uno de los sumandos:

M#
1/4;Q0

T q(x) ≤M (|f |q) (x),

ya que ∀ 0 < λ < 1 se verifica que M#
λ;Q0

T q(x) ≤M (|f |q) (x), por el lema (5.1.4).

Por la definición de wλ y también por (5.1.4) tenemos que

∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(T q; Q̂
k
j )χQkj (x) ≤ c

∑
k,j

ı́nf
Qkj

M (|f |q) (x)χQkj (x).

Y para el tercer sumando

|mT q
(Q0)| ≤

(∫
Q

(T q)
δ

)1/δ

≤ cδ‖T q‖L1,∞(Q) ≤
1

|Q|

∫
Q

(|f |q) (x) dx ≤ cM (|f |q) (x),

la desigualdad de Kolmogorov (1.1.2).



90 Decaimiento exponenciales de operadores

Por lo tanto nos queda que:

|T qf(x)| ≤ cM (|f |q) (x) + c
∑
k,j

ı́nf
Qkj

M (|f |q)χQkj (x).

Aplicando el resultado (5.1.6) a las extensiones vectoriales T q de operadores integrales de
Calderón–Zygmund, obtenemos la siguiente desigualdad:

5.2. Decaimiento exponencial de la integral singular y su

extensión vectorial

Necesitaremos también probar que el resultado (1.4.1) es cierto también en su versión local.
Vamos a probarlo tanto para T operadores de Calderón–Zygmund como para su extensión
vectorial. Para ello consideremos una subclase de cubos de D, que satisface ciertas buenas
propiedades que exponemos a continuación. Para k, j, enteros, definimos Ekj = Qkj \Ωk+1.
{Ekj } es una familia de conjuntos que verifican

(i) {Ekj } es una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos.

(ii) |Ekj | ≥ 1
2 |Q

k
j |.

Además, como Ekj ⊂ Qkj , si consideramos un peso w ∈ Aq, por la definición de [w]Aq , se
verifica que (

|Ekj |
|Qkj |

)q
≤ [w]Aq

w(Ekj
Qkj

,

y por lo tanto

w(Qkj ) ≤ [w]Aq

(
|Qkj |
|Ekj |

)q
w(Ekj ) ≤ 2q[w]Aqw(Ekj ),

por (5).

Por lo tanto,

w(Qkj ) ≤ 2q[w]Aqw(Ekj ). (5.2.1)
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TEOREMA 5.2.1 Seaw ∈ Aq, con 1 ≤ q <∞. Sea T un operador integral de Calderón–
Zygmund. Sea f una función tal que supp f = Q. Entonces existe una constante c = cn

tal que
‖Tf‖L1(w,Q) ≤ c [w]Aq‖Mf‖L1(w,Q). (5.2.2)

Demostración:

Para probar este resultado,aplicamos (5.1.8) y las propiedades de Ekj definidas antes y
obtenemos que

‖Tf‖L1(w,Q) =

∫
Q

|Tf(x)|w(x)dx

≤ c

∫
Q

Mf(x)w(x)dx+ c
∑
k,j

∫
Q

MfχQkj (x)w(x)dx

≤ c

∫
Q

Mf(x)w(x)dx+ c
∑
k,j

infQkjMf [w]Aqw(Ekj )

≤ c

∫
Q

Mf(x)w(x)dx+ c[w]Aq
∑
k,j

∫
Ekj

Mf(x)w(x)dx

≤ c[w]Aq‖Mf‖L1(w,Q),

por (5.2.1) y porque {Ekj } es una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos.

2

Tenemos también la siguiente extensión vectorial de este resultado:
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TEOREMA 5.2.2 Sea w ∈ Aq, con 1 ≤ q < ∞. Sea T q la extensión vectorial de op-
eradores integrales de Calderón–Zygmund. Sea f una función tal que supp f = Q. En-
tonces existe una constante c = cn tal que∥∥T qf∥∥L1(w,Q)

≤ c [w]Aq‖M(|f |q)‖L1(w,Q). (5.2.3)

Demostración: Siguiendo el esquema de la prueba anterior tenemos que

∥∥T qf∥∥L1(w,Q)
=

∫
Q

|T qf(x)|w(x)dx

≤ c

∫
Q

M(|f |q)(x)w(x)dx+ c
∑
k,j

∫
Q

M(|f |q)χQkj (x)w(x)dx

≤ c

∫
Q

M(|f |q)(x)w(x)dx+ c
∑
k,j

infQkjM(|f |q)[w]Aqw(Ekj )

≤ c

∫
Q

M(|f |q)(x)w(x)dx+ c[w]Aq
∑
k,j

∫
Ekj

M(|f |q)(x)w(x)dx

≤ c[w]Aq‖M(|f |q)‖L1(w,Q)

2

El método utilizado por Karaguluan no puede usarse para demostrar el caso vectorial ni el
caso del conmutador que veremos en el siguiente apartado.:
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TEOREMA 5.2.3 Sea T un operador de Calderón-Zygmund y sea 1 < p < ∞. Consid-
eremos una función f tal que supp f = Q. Entonces existe t > tn > 1 siendo tn una
constante que depende únicamente de la dimensión y exiten c > 0 y k > 0 tales que

|{x ∈ Q : |Tf(x)| > tMf(x)}| ≤ ke−ct |Q|. (5.2.4)

De manera general, si consideramos la extensión vectorial de los operadores integrales
de Calderón–Zygmund T q con 0 < q < ∞, y consideramos la función vectorial f =

{fj} tal que supp fj = Q, para todo j, existen constantes c > 0 y k > 0 tales que

|{x ∈ Q : |T qf(x)| > tM(|f |q)(x)}| ≤ ke−ct |Q|. (5.2.5)

A continuación explicitaremos las dos maneras de demostrar este resultado:

Primera demostración:

|{x ∈ Q : |Tf(x)| > tMf(x)}| ≤ c
1

tp

∫
Q

|Tf(x)|p

(Mf(x))p
dx (5.2.6)

= c
1

tp

∥∥∥∥ TfMf

∥∥∥∥p
Lp(Q)

= c
1

tp

 sup
‖h‖

Lp
′
(Q)

=1

∣∣∣∣∫
Q

Tf(x)

Mf(x)
h(x) dx

∣∣∣∣
p

,

escribiendo la norma Lp en términos del espacio dual.

Por el apartado (i) de (2.3.1), y aplicando (5.2.1) para q = 3 y w = (Mf)−1Rh
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∣∣∣∣∫
Q

Tf(x)

Mf(x)
h(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Q

|Tf(x)| (Mf(x))−1|h(x)|dx

≤
∫
Q

|Tf(x)| (Mf(x))−1Rh(x)dx

≤ [(Mf)−1Rh]A3

∫
Q

Rh(x) dx

≤ [(Mf)−1Rh]A3
2 ‖h‖Lp′ (Q)|Q|

1/p

≤ p|Q|1/p,

utilizando la desigualdad de Hölder, el apartado (ii) del lema (2.3.1), y el hecho de que
[(Mf)−1Rh]A3

≤ cnp.

Combinando esta desigualdad junto a (5.2.7) obtenemos que

|{x ∈ Q : |Tf(x)| > Mf(x)}| ≤ c
1

tp
(cnp|Q|1/p)p =

(cnp
t

)p
|Q|,

concluyendo la prueba del teorema eligiendo p =
t

e cn
., que será mayor que 1 tomando Tn =

e cn

2

Segunda demostración demostración: Veamos ahora el caso de la extensión vectorial. Para ello,
utilizaremos directamente (5.1.8), obtenido al aplicar la fórmula de Lerner (5.1.6) a operador
integral singular T :

|{x ∈ Q : |Tf(x)| > tMf(x)}| ≤ |{x ∈ Q : Mf(x) + c
∑
k,j

ı́nf
Qkj

MfχQkj (x) > tMf(x)}|

= |{x ∈ Q :
∑
k,j

ı́nf
Qkj

MfχQkj (x) > c tMf(x)}|

≤ |{x ∈ Q :
∑
k,j

χQkj (x)| > c t}|,

porque t > tn > 1, y porque es evidente que para cada x ∈ Q,se verifica que ı́nf
Qkj

Mf ≤Mf(x).

Para continuar con la prueba, consideremos la familia de cubos {Ekj }.
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Estudiemos ahora
∑
j,k

χQkj (x).

∑
j,k

χQkj (x) =
∑
j,k

(
1

|Qkj |
|Qkj |

)q
χQkj (x)

≤ cqn
∑
j,k

(
1

|Qkj |
|Ekj |

)q
χQkj (x)

≤ cqn
∑
j,k

(
1

|Qkj |

∫
Qkj

χEkj (x) dx

)q
χQkj (x)

≤ cqn
∑
j,k

(M(χEkj )(x))qχQkj (x)

≤ cqn

(
Mq

(
(χEkj )q

)
(x)
)q

= cqn
(
Mqg(x)

)q
,

donde g = (χEkj )j,k. Observamos que verifica que

|g|`q =

(∑
??

(
χEkj (x) dx

)q)1/q

≤ 1, (5.2.7)

porque {Ekj } es una familia de subconjuntos disjuntos dos a dos.

Terminaremos nuestra prueba recordando que si |g|`q ∈ L∞, esto implica que Mqg(x) ∈
ExpLp. 2

Para el caso de (5.2.5) pueden reproducirse ambas demostraciones tal y como hemos hecho
para el caso del operador de Calderón–Zygmund.

5.3. El conmutador: un decaimiento subgaussiano

Para estudiar el caso del conmutador, necesitaremos comprobar que el resultado (4.3.1) se
verifica en su versión local. Y para ello estudiemos la siguiente proposición:
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PROPOSICIÓN 5.3.1 Sea f una función medible tal que supp f ⊂ Q, siendo Q un cubo
fijo. Sea δ < 1. Entonces se verifica que

‖f‖L1(w,Q) ≤ c [w]Aq‖M
#,d
δ (f)‖L1(w,Q) (5.3.1)

Demostración: Por la fórmula de A. Lerner (5.1.6) sabemos que

|f(x)−mf (Q)| ≤ 4M#
1/4;Qf(x) + 4

∞∑
k=1

∑
j

w1/2n+2(f ; Q̂kj )χQkj (x)

≤ 4M#
1/4;Qf(x) + 4

∞∑
k=1

∑
j

ı́nf
Qkj

M#

1/2n+2,Q̂kj )
χQkj (x).

Entonces

I =

∫
Q

|f(x)−mf (Q)|w(x)dx

≤
∫
Q

M#
1/4;Qf(x)w(x)dx+

∫
Q

∑
j,k

ı́nf
Qkj

M#

1/2n+2,Q̂kj )
χQkj (x)w(x)dx

≤ I1 + I2.

Nos detenemos ahora a estudiar el segundo sumando. Por (5.2.1)

I2 =

∫
Q

∑
j,k

ı́nf
Qkj

M#

1/2n+2,Q̂kj )
χQkj (x)w(x)dx

≤
∑
j,k

ı́nf
Qkj

M#

1/2n+2,Q̂kj )
w(Qkj )

≤ 2q[w]Aq
∑
j,k

ı́nf
Qkj

M#

1/2n+2,Q̂kj )
w(Ekj )

= 2q[w]Aq
∑
j,k

∫
Ekj

M#

1/2n+2,Q̂kj )
f(x)w(x)dx

≤ 2q[w]Aq

∫
Q

M#

1/2n+2,Q̂kj )
f(x)w(x)dx,
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ya que los Ekj son cubos disjuntos.

Por lo tanto, hemos demostrado lo que queríamos.

2

A partir de esta proposición podemos demostrar entonces que

TEOREMA 5.3.2 Sea w ∈ Aq, con 1 ≤ q < ∞. Sea T un operador de Calderón–
Zygmund y b ∈ BMO. Sea f una función tal que supp f = Q. Entonces existe una
constante c = cn tal que

‖[b, T ]f‖L1(w,Q) ≤ c ‖b‖BMO[w]2Aq

∥∥M2f
∥∥
L1(w,Q)

. (5.3.2)

Demostración:

Por la proposición anterior (5.3.1) y por (3.2.1) tenemos que

‖[b, T ]f‖L1(w,Q) =

∫
Q

|[b, T ]|w(x)dx

≤ 2q[w]Aq

∫
Q

M#
δ (f)w(x)dx

≤ 2q[w]Aq‖b‖BMO

∫
Q

(Mε(Tf)(x) +M2f(x))w(x)dx

≤ 2q[w]Aq‖b‖BMO

(∫
Q

Mε(Tf)(x)w(x)dx+

∫
Q

M2f(x)

)
w(x)dx

≤ 2q[w]Aq‖b‖BMO

(∫
Q

M#
ε (Tf)(x)w(x)dx+

∫
Q

M2f(x)

)
w(x)dx

≤ 2q[w]Aq‖b‖BMO

(
[w]Aq

∫
Q

Mf(x)w(x)dx+

∫
Q

M2f(x)

)
w(x)dx,

2

Por lo tanto, tenemos que
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TEOREMA 5.3.3 Sea T un operador de Calderón–Zygmund y sea b una función de
BMO. Sea 1 < p < ∞, y f una función tal que supp f = Q. Sea t > tn > 1.
Entonces existen c > 0 y k > 0, tales que

|{x ∈ Q : |[b, T ]f(x)| > tM2f(x)}| ≤ ke−
√
ct‖b‖BMO |Q|. (5.3.3)

Además, para los conmutadores de orden superior se verifica que

|{x ∈ Q : |[b, Tm]f(x)| > tMm+1f(x)}| ≤ ke−(ct‖b‖BMO)1/(m+1)

|Q|. (5.3.4)

Demostración:

|{x ∈ Q : |[b, T ]f(x)| > tM2f(x)}| ≤ c
1

tp

∫
Q

|[b, T ]f(x)|p

(M2f(x))p
dx

= c
1

tp

∥∥∥∥ [b, T ]f

M2f

∥∥∥∥
Lp(Q)

= c
1

tp

 sup
‖h‖

Lp
′
(Q)

=1

∣∣∣∣∫
Q

[b, T ]f(x)

M2f(x)
h(x) dx

∣∣∣∣
p

,(5.3.5)

ecribiendo la norma Lp en términos del espacio dual.

Por el apartado (i) de (2.3.1), y aplicando (5.3.2) para q = 3 y w = (M2f)−1Rh

∣∣∣∣∫
Q

[b, T ]f(x)

M2f(x)
h(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Q

|[b, T ]f(x)| (M2f(x))−1|h(x)|dx

≤
∫
Q

|[b, T ]f(x)| (M2f(x))−1Rh(x)dx

≤ c [(M2f)−1Rh]2A3

∫
Q

Rh(x) dx

≤ c [(M2f)−1Rh]2A3
‖h‖Lp′ (Q)|Q|

1/p

≤ cnp|Q|1/p,

utilizando la desigualdad de Hölder, el apartado (ii) del lema 2.3.1, y el hecho de que
[(M2f)−1Rh]A3 ≤ cnp.
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Combinando esta desigualdad con (5.3.5) obtenemos que

|{x ∈ Q : |[b, T ]f(x)| > γtM2f(x)}| ≤ c
1

tp
(cnp

2|Q|1/p)p =

(
cnp

2

t

)p
|Q|.

Eligiendo p =

√
t

e ‖b‖BMO

, terminamos la demostración de (5.3.3).

2
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