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INTRODUCCION

Antes de empezar a escribir un resumen del contenido
de la presente memoria, debo dejar bien claro un hecho importante
y es que éste es un trabajo abierto, en el sentido de que no resuel-
ve un problema hasta sus @iltimas consecuencias, acabando una teofia
hasta dejarla formalmente perfecta. Por supuesto que en esta memo-
ria se resuelven problemas; pero este trabajo no es sino el comien-
zo de algo, cuyas bases se establecen, que deja ante si un campo
amplio para futuros desarrollos. Se resuelven unos. problemas, pero
se plantean otros, de forma explicita o implicita, mayores quizés
a los aqui resueltos.

La idea inicial ha partido de una serie de seminarios
y lecciones sobre singularidades de superficies a los que he asis-
tido en estos filtimos afios. Como todo el mundo sabe, el prdblema
fundamental que hay ahora planteado en la teoria de singularidades
de superficies es la equisingularidad. Una vez conocido, al menos
de manera informal, que se pueden resolver las singularidades de
un esquema excelente de dimensidn 2 ( a través de las notas tomadas
por Bennett de las lecciones de Hironaka en el Bowdoin College),la
atencidn se concentra en el estudio fino de las singularidades :
mismas.

Hay varias tentativas de resolucién del problema de la
equisingularidad que, o bien producen una clasificacidn demasiado
gruesa, o bien su manejo técnico es extraordinariamente dificil, con
lo que su desarrollo no estid alin completo. Citemos algunos resulta-
dos sobre el tema.

1.- Teoria del tipo dimensional: Esta teoria se debe a Oscar Zariski

( véase [ZTD] ). En esencia se trata de asignar un nfmero (el tipo



I1

dimensional) a cada punto de una hipersuperficie(cuerpovbase alge-
braicamente cerrado), nimero que estd comprendido entre O y la
dimensidn de la variedad. Considerando un punto concreto de una va-
riedad de dimensidn 2 en un espacio de dimensidn 3 la teoria

del tipo dimensional clasifica este puﬁto en tres tipos:

a) Tipo dimensional cero: el punto es simple.

b) Tipo dimensional uno: el punto es singular y la singularidad es
"del tipo curva'", es decir, se tiene localmente un lugar singular 1i-
so de dimensidn 1, permitido en la superficie, y la seccidn plana
genérica de la superficie transversal a &1 es eqUisingular a una
seccidn especifica.

c) Tipo dimensional 2: el resto de los puntos singulares. Por ejemplo,
puntos singulares aislados y puntos singulares de curvas singulares.

2.- E1 &rbol de la singularidad. El &rbol de una singularidad fué

introducido por Tom&s S&nchez( véase [SA] ) en su tesis de doctora-
do. En esencia consiste en tomar un punto singular de una superficie,
considerar todos los que van sobre &1 por explosiones permitidas

( con centro de cualquier dimensidn), tomar cada uno dé éstos, hacer
lo mismo con €1, y asi sucesivamente. Naturalmente, hacen falta unos
teoremas de limitacidn que eviten, entre otras cosas, la presencia

de sucesiones infinitas de buntos infinitamente prdximos, sin pgrder
la informacidn global. Estos teoremas se conocen 5610 envun caso par-
ticular, el de las singularidades casi-ordinarias, que se presentan
mds adelante. E1 manejo del érbol es en extremo complicado y, por lo
que respecta a la equisingularidad, s8lo se conocen resultados con-
cluyentes bara singularidédes casi-ordinarias.

3.- Singularidades casi-ordinarias.- E1l concepto ‘de singularidad ca-

si-ordinaria es antiguo. Su utilidad en la resolucidn de singularida-
des de superficies fué puesta de relieve por Zariski( véase‘ZSCO-l]

y [ZSCO-Q] ). En esencia una singularidad de una superficie es casi-
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ordinaria cuando existe una proyeccidn plana Chyo lugar critico
reducido tiene un punto doble ordinario en la proyeccién del punto
singular. Abhyankar( véase (ACO]’) probd por métodos algebraicos

( aunque antes se conocia una demostracidn puraménte topoldgica,
véase (LA] ) que esta condicién es equivalente a la existencia de
una parametrizacidn de Puiseux de un tipb especial: las series de
Puiseux casi-ordinarias. J.Lipman( véase [LCO]') introduce en su te-
sis de doctorado la nocién de pares caracteristicos de una singula-
ridad casi-ordinaria y prueba que &stos tienen un sentido geométrico
definido. Pero es Luengo (véase {Luco) ) quien da una determinacidn
univoca y reciproca entre pares caracteristicos y arboles "reducidos"
de una singularidad casi-ordinaria, definiendo una reduccidn del
§rbol que, segin . su tesis doctoral, no significa pérdida de in
formacidn sobre el &rbol total.

En la presente memoria se vuelve a introducir la teoria
de yvaloraciones en el estudio de 1las singularidades de superficies,
siembre con la vista puesta en la equisingularidad. La teoria de va-
loraciones, aﬁlicada al estudio de las singularidades de superficies,
ha sido amﬁliamente utilizada, ?ero siempre para la resolucidn de
singularidades, nunca péra la equisingularidad. Entre los afios 1940
a 1960 aproximadamente, las valoraciones jugaron un papel fundamental.
Veamos esto brevemente.En 1939,Zariski( véase [ZRSS] ) construye los
distintos tipos de valoraciones de un cuerpo de funciones algebraicas
de dos variables(con cuerpo base de caracteristica cero) y, via un
teorema de uniformizacidn( que afirma que, dada una valoracidén de un
tal cuerpo, existe un modelo proyectivo en el cual el centro de la
valoracifn es liso) y el teorema de compacidad de las superficies de
Riemann, brueba el teorema de resolucidn de singularidades de una
suﬁerficie, a saber, esencialmente, que todo cuerpo de funciones alge-

braicas de dos variables posee un modelo proyectivo liso. Mas tarde,
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([ZU] )‘este autor prueba el teorema de uniformizacidn de valoracio-
nes de dimensidn arbitraria, lo que permite resolver las singularida-
des de variedades tridimensionales( [ZRSSJ ). Lavteoria de véloracio—
nes se desarrolla ampliamente en el estudio de 1la Geometria birracio-
nal( véase [ZCB] y [ZCSR] ), v hay que mencionar un magnifico tra-
bajo expositorio del tema, hecho por el propio Zariski([ZVJ ).

Hacia la mitad de la década de lés cincuenta, Abhyankar

reem.prende el estudio de la téoria de valoraciones, dirigido hacia
la resolucidn de singularidades en caracteristica positiva( véanse
los distintos trabajos de este autor citados en la bibliocgrafia).
Con &1 consigue la resolucidn de singularidades‘de superficies en
caracteristicas distintas de 2,3 y 5, y resultados parcialés en
variedades tridimensionales. La dé&cada de los sesenta acaba con la
teoria de valoraciones, desde el punto de vista de la resolucidn de
las singularidades, por obra de Hironaka( véase [HRS] ) quien, en
un trabajo que cambid radicalmente la Geometria Algebraica, demostrd
el teorema general de resolucidn de singularidades para variedades
algebraicas de cualquier dimensidén, siempre en caracteristica cero,
ﬁor/métodos que no tienen nada que ver con las valoraciones.Desde
entonces, no se ha publicado pridcticamente nada en cuanto a valora-
ciones se refiere.

Vamos a empezar ahora a describir el contenido de es?a
memoria, aunque de una forma un poco heterodoxa, comenkndo por el
capitulo segundo, que constituye la raz8n de ser de este trabajo,
para comentar luego breveﬁente, el primero.

La equisingulariaad de superficies es una cuestidn pun-
tual y su marco es, por consiguiente, el de las superficies algebroi-
des., Se trata pues, de estudiar las valoraciones de laé superficies
algebroides, como objetivo del capitulo segundo. Parajtodo el traba-

jo, el cuerpo base que utilizamos es algebraicamente cerrado y de



caracteristica cero. Por el estudio de las valoraciones de supérfj—
cies algebroides entendemos la construccidén aritmética explicita de
ellas y de sus propiedades, no una mera relacidn de teoremas de exis-
tencia y férmulas de ramificacidn. Este es el punto clave de nuestro
trabajo: las construcciones explicitas.

Una superficie algebroide irreducibie(sumergida o no) da
lugar a un cuerpo L de funciones meromorfas formales, que es una
extensién'algebraica finita de un cuerpo de series K = k((X¥)), a
la que se puede considerar engendrada por un elemento z € L entero
sobre R = k ﬂX,Yﬂ satisfaciendo sobre K una ecuacidn minima cu-
yos coeficientes estin en R y que es un polinomio de Weierstrass.’
La via de estudio se compone de dos partes:

a) Estudio de las valoraciones de - K/k cuyo anillo contiene a R,
que son las finicas interesantes pues, al considerar sdlo un punto de
una variedad nos interesan sdlo aquellas valoracionequue dan lﬁgar
a subvariedades que pasan por el punto.'

b) Estudio de la ramificacidn a L de estas valoraciones.

La seccidn 1 del capitulo II estd dedicada al punto a); comenzaremos
por &1,

El problema de la construccidn explicita de las valora-
ciones de K/k radica en el método. Cabria pensar que, ya que se co-
nocen las valoraciones de k(X,Y) desde 1939 ( véase[ZRSS] ) se
bodria operar de alguna forma por ampliacidén de valoraciones en él
baso al completado, pero este camino se desecha rapidamente. Como
el grado de trascendencia de k((X,Y)) sobre k(X,Y) es infinito
y, dada una base de trascendencia, la ex tensidn algebraica es asi-
mismo infinita, esa via no es posible o, cuando menos, salvaje y
carente de técnicas. Se trata pues, de crear nuevos métodos, y este
ha sido nuestro trabajo.

Sea- y una valoracidn de K/k de anillo (Rv’mv)’ de

tal forma que Rv:)R. Si el centro de v en R es (0), entonces
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RV‘= K y la valoracidn es trivial. Si el centro de v en R es
un ideal primo p de altura uno( por tanto p es principal engen-
drado por una serie f irreducible), el anillo Rp es notheriano,
de dimensidn 1 e integramente cerrado, luego es de valoracidn discre-
ta. Asi, RV = Rp y el cuerpo residual AV de v es isomorfo al
cuerpo de fracciones de R/p, que es el cuerpo de funciones meromor-
fas formales sobre una curva plana. Asi, v es discreta de rango 1
y dimensidn infinita. Nos quedan por estudiar las valoraciones cen-
tradas en el ideal maximal M = (X,Y)R de R. Uno de ios problemas
que se presentan en este caso es qﬁe, al operar con un cuerpo de gra-
dovde trascendencia infinito sobre el duerpo base, no se tienen teo-
remas clisicos de limitacidn del rango y la dimensidn de la valora-
cién, Aparece, una vez mis, la necesidad de crear niuevas té&cnicas.
Sea vy una yvaloracidn de K/k, (Rv,mv) su anillo y su-
ﬁongamos que R DR, m AR = M. Sea rR' = k [x1 (vl k' = xcexo)H

su cuerpo de fracciones, v' 1la restriccibén de v a K',(Rv,,mv,)

su anillo; se tiene que RV,D R'. Sean Fv y Tv' los grupos de
valores resbectivos de v y v'., Una idea simple, aunque clave, es
que Tv = Tv,. En efecto, tbda serie f € R se puede expresar en la
forma

£ = XTU(X,Y)P(X,Y)
donde 1 € Zo’ U(x,Y) € R, U(0,0) # 0 y P(X,Y) es un polinomio de

Weierstrass en Y. Asi v(f) = rv(X)+v(P), de donde se tiene la

ig uvualdad de los grupos bostulada.

Sea [ = Fv y TI"= Z el grupo de valores de la res~
tricecidn v" de v a k((X)). La consideracién del grupo cociente
I'/T" es muy importante para la construccidn que vamos a hacer. Puede
que en este grupo cociente haya una clase sin torsidn, entonces(véase

teorema 1.4,capitulo II), el grupo I es isomorfo, como grupo abelia-

. 2 PR .
no no necesariamente ordenado, a Z°. Pero los {nicos drdenes posibles
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sobre 72 (véase teorema 1.6) son
a) Un orden arquimediano. Entonces 22 es isomorfo, como grupo or-
denado, a un subgrupo de [R de la forma Z®ZE, § € R\~Q.
b) El orden lexicografico. En este caso 22 es un grupo discreto
de rango 2.
Transplantando el orden de I a Z2 via los isomorfismos anterio-
res se tiene que Vv es, bien una valoracidn discreta de rango 2,
bien una valoracidn de rango 1 no discreta cuyo grupo de valores (ne-
cesariamente contenido en R, salvo isomorfismos) no estd contenido
en Q.
Supongamos ahora que Tor(I'/T") = T/T". Entonces, puesto
que se puede considerar T= Z, es fécil‘ver que se puede sﬁmergir
' en- Q. En esta situacifn, si existe un entero n tal que
n(r/r") =(0), es T isomorfo a Z como grupo ordenado, y estamos
en el caso de una valoracidn discreta de rango 1. Si no existe dicho
entero n, ' es un subgrupo de Q no isomorfo a Z vy la valoracidn
es no discreta, de rango 1 con grupo de valores contenido en Q.
Estos razonamientos nos indican claramente, qué tipos
de valoraciones v de K/k ﬁodemos encontrar, cuyo anillo contenga
a R y cuyo centro en R sea M. Falta vef que estas valoraciones
exigten efectivamente; y dar descripciones explicitas de ellas.
Bmﬁecemos por las valoraciones discretas de rango 1.'Sean
a,b € 2, tales que m.c.d(a,b) = 1, Asignando.a X el grado a
y a Y el grado b‘ se tiene, de forma obvia, una funcidn de orden
vy sobre K, que es una valoracién discreta de rango 1 con centro M
en R.Esto equivale a considerar sobre ﬁ? la forma lineal L(ul,u2)
= au1+bu2 y operar de la forma siguiente. Para cada serie f € R,
se dibuja en Rg su diagrama de Newton. Se considera la recta para-
lela a la recta au,+bu, = 0, situada mids a la izquierda, y que pasa

1 2

por un punto del diagrama de Newton de f. Si esta recta es la
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au1+bu2 = v, entonces v(f) = r. E1 valor de una fraccidn de Kw-se
obtiene por difergncia entre el valor del numerador y el del denomi-
nador. No es dificil ver que toda valoracidn discreta de rango 1 cuyo
centro en R es M es de esta forma. En cuantoval cuerpo residual
AV de v, es fécil ver cuil es. Un elemento de valor cero en Vv
es una fraccién f/g tal que el orden respecto de L del numerador
es igual al del denominador. La clase de f/g mbédulo m, es igual
a la del cociente de las formas iniciales de f y g respecto de L,
y este cociente es una funcidn racional en Ya/Xb, Asi pﬁes, el cuer-
po residual 'Av de v no es otra cosa que k(Ya/Xb). Por tanto, Vv
es de dimensidn 1. |

Veamos ahora cudles son y cSmo se obtienen las valoracio-

nes discretas de rango 2. Hay de dos tipos:

Tipo 1.~ Sea v, una valoracidn discreta de rango 1 de K/k cuyo

centro en R sea un ideal primo p = (f) de altura 1, con f € R
irreducible. Su anillo RV es igual a Rp y su cuerpo residual
) ‘
Av es el cuerpo de fracciones de R/(f). Sobre AV hay una fGnica
1 1

valoracidn discreta de rango 1, que notaremos Vv que viene dada

29

por un desarrollo en serie de Puiseux

x =t , y = v(t) , x = X+(f) , Y = Y+(f),
cuyo anillo es el cierre integro de R/(f) en AV y Ccuyo cuerpo
1 .
residual es k. La composicidn de v, con v, suministra una valo-

racién v de K/k, discreta de rango 2, cuyo anillo contiene a R
y cuyo centro en &1 es M. Esta valoracidédn v se realiza asi:
Sea g/h € K; existe un entero finico r tal que
g/h = £7.(g'/h') , fXg', £Xh'.

La clase de g'/h' médu;o mVi ‘es un elemento. g'(x,y)/h'(x,y) no
nulo en Avi. Asi es

v(g/h) = (r,v,(g' (x,y)/h' (x,y))).
Ademds la valoracibdn v es de dimensidn cero, pues su cuerpo residual

es k.
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Tipo 2.- Tomemos ahora una valoracidn vy de K/k, discreta de rango

1, cuyo centro en R sea M. En este caso v, es ina .funcidén de or-

den dada por una funcidn lineal L(ui,u2) = au1+bu2, a,b e Z+,

b
1 = m.c.d(a,b) y su cuerpo residual es A, = k(Y3/X°). Sea v, una

valoracidn discreta de rango 1 de Av /k; sabemos que vV, es, bien
1
. . . : b
una funcidn de orden con respecto a un polinomio lineal (Y?/x )-u,

u€e k, bien la valoracidn correspondiente al punto del infinito de

la esfera de Riemann de k. Sea U e K un elemento tal que sea
Vi(U) = 1; por ejemplo, U = XaYB con oaat+tBb = 1. La composicidn de
vy com v, nos da una valoracidn v de K/k, discreta de rango 2,

cuyo centro en R es M, y que se realiza como sigue. Sea f/ge K-
tal que vl(f/g) = n; entonces f/g = Un(f'/g'), vl(f'/g') = 0., Asi

v(f/g) = (v, (£/g),v . ((£f' /g )+m_ ),
1 2 vy
donde, como siempre, m es el ideal maximal del anillo RV de v
: 1 ' 1
Por supuesto, el cuerpo residual de v es %k, y asi v es de dimen-

g

sidn cero.

El punto importante aquil es que todas las valoraciones
discretas de rango 2 de K/k cuyo anillo contiene a R y cuyo cen-
tro en R es M, son de uno de los dos tipos considerados. Asi pues,
tenemos una descripcifén completa y explicita de tales valoraciones.

Vamos ahora a describir las valoraciones no discretas de
rango 1 cuyo grupo esti contenido en Q. Esta descripcidn es un poco
mds complicada, y requiere métodos trascéndentes. Esta descripcidn
es, no obstante, la parte mids clisica de toda esta seccidn, toda vez
que es una generalizacidn de la correspondiente teoria en el caso de
funciones algebraicas,

Hay varios aspectos a considerar en este caso. Supongamos
en primer lugar que una tal valoracidén existe, la designamos por v
y sea AV su grupo de valores. Escritos los elementos de A en

v

su expresidn irreducible, sus denominadores no pueden formar un



conjunto acotado( pues si fuera asi, TV seria isomorfo a Z). Con-
sideremos ei conjunto de los primos que aparecen en las factoriza-
ciones de los denominadores de elementos de Fv( escritos en su
forma irreducible). En este conjunto hay dos clases: la clase P1

de agquellos que aparecen con éxponentes acotados y la clase P2‘de
los que aparecen con exponentes’acotados. Si P2 o @, entonces Pl
tiene cardinal infinito. No es dificil ver que Fv queda determina-
do por los denominadores de sus elementos ( escritos en su expresidn
irreducible); de hecho Fv es el conjunto de los nGmeros racionales

que, escritos en su expresidn irreducible, tienen un denominador de

la forma

n n,om n_

Py eeereePr Qg g
donde pl,L..,pr € Pi’ Qqs--+59, € P2, Mmy,...,m_ son enteros no ne-
gativos arbitrarios y Nys...50_  son enteros no negativos acotados.

El segundo paso a dar en este tema estd contenido en .la
propocicidn 2.17, y se puede describir de la forma siguiente. Sea
G un subgfupo de Q tal que n(G/zZ) #(0), ne Z. Existe enton-
ces una valoracidn v de K/k, no {inica en general, cuyo grupo de
valoresvesf G. Desde luego v es de rango 1 y no discreta. La demos—
tracidn dejeste hecho se hace por razonamientos tipo Puiseﬁx. El si-
guiente ?aSo a dar es la construccidn efectiva de estas Valoraqiones,
cosa que hgcemos en esta introduccidn de ﬁaﬁena‘punamemte ififormal,
haciendo las construcciones rigurosas en la memoria adjunta.

Consideremos el anillo A de las series en la variable
t, con coeficientes en k, y cuyos exponentes forman un conjunto bien
ordenado de nfimeros raéionales no negativos. Sea L el cuerbo de
fréccionesjde A; sobre L se puede considerar.la funcién'de orden
obvia. Sea TcQ un conjunto bien ordenado de nfimeros racionales

+

tales que, escritos en su expresidén irreducible, tienen denominado-

res no acotados. Sea
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=22ty .
g VeT ayt € A, a, e kN{0};

la sustitucidén de X por t e Y por  define un homomorfismo
inyectivo $:R ——3 A, La razdn de la inyectividad de ¢y es cla-
ra: la serie  no puede anular a ninguna de M\{0} porque,hablan-
do grosso modo, a las series de M\{0} sélo las anulan ias series
de Puiseux, y ¢ mno es una de ellas. Asi Yy se extiende a una
inyeccidn ¢':K——> L que, compuesta con la funcidn de orden,nos
da una valoracidn de K/k, de rango 1, no discreta y con grupo de
valores contenido en Q. Ademés, la dimensidn es cero. Hay que con-
siderar dos puntos aqui:

Punto 1.- Toda valoraciédn v de K/k, no discreta, de rango 1 y con
_grupo de valores contenido en Q se obtiene de la forma antérior.
Lg demostracidn de este hecho es técnicamente complicada, pero la

| A
K

linea se puede resumir asi. Se considera la compleccidn de KX

respecto de v; esta compleccidn se puede sumergir en L, de forma

canénica, y se encuentra que v es la composicidn de las inmersio-

nes
I

”~

K > K —> L
v

con la funcidn de orden sobre L.

Punto 2.- Sea

-2 Y
¢ yeT a'\(dc
como antes y Vv la valoracibn correspondiente. Sea o, = min(T)
y o, = min(T\Q{al,..., i—i})’ i22; a la sucesidn {ai} se le llama

gucesién inicial de T. Ademds se verifica que los elementos ai,

escritos en su expresidn irreducible, tienen denominadores no acotados.
|
Sea

| z =§ a_ t i 3

‘ 137 %

: .o - '
se verifica que la valoracidn de K/k obtenida componiendo la inmer-

-

§ién X —=2t , Y —> con la funcidén de orden sobre L es igual
|
@ v. La razbén de esto es intuitivamente fdcil, aunque técnicamente

t
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complicada. Desde luego, {ai} es una sucesidn mondtona creciente
y, si es divergente, coincide con todo T, con lo que no hay nada

que probar. Si 1lim a, = o {o© no pueden ser alcanzados mediante la

i 1->00
l

sustitucidn, toda vez que lo {inico que anula a‘'las series de MNt0}

son las series de Puiseux, y T no es una de ellas.
§Queda, por ltimo, la descripcidn de las valoraciones

de rango 1 no discretas, con grupo de valores no contenido en 'Q.En
este caso, ﬁo,es dificil ver que una tal valoracidn es, esencialmente,
la composicién con la funcidn de orden, de una sustitucidn del tipo

X =+ t, Y ; Y(t)+ tg, donde Y es una serie de Puiseux en la va-
riable t y £ € R\NQ. Estas valoraciones son, también, de dimen-
sidn cero. |

{Con esto termina la descripcidn de las valoraciones de

|
t

K/k cuyo anillo contiene a R . En la seccidn 2 del capitulo II

se estudia la ramificacién por paso a una extensidn algebraica.
\ .

!
Tomemos un pollnomlo de Weierstrass
[

: n n-1
f(X,Y,2) T Z +a1(X,Y)Z +...+an_1(X,Y)Z+an(X,Y),

irreducible!y pongamos

:D = R/(f) = Rz},
donde se han identificado X e Yb con sus imégenes candnicas en
1 v se ha #uesto z = 2 + (f). Sea m el ideal maximal de [l y
L = K(z) ei cuerpo de fracciones de U}; entonces L es una exten-
sidn algebraica finita de K. Se trata de estudiar la extensidn a

L de 1las valoraciones de K/k construidas antes y su ramificacidn.
| B

En 1la seccién 2 del capitulo II, se ha estudiado la ramificacidn de
las funciones de orden de K/k, entendiendo por tales a las valoracio-

nes discretas de rango 1 cuyo centro en R es M. Queda, pues, para
I

futuros trabajos, el estudio de la ramificacidn de los otros tipos de
valoraciones. Pero, adelantamos aqui que, aparté de las funciones de

»
[
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orden, el otro tipo de valoraciones cuya ramificaciéﬁ puede ser in-
teresahte es el de las no discretas de rango 1 con grupo de valores
‘contenido en Q. Esto nos parece asi por dos razones:

1) Es bastante intuitivo que una tal valoracidén no discreta de ran-
~go uno con grupo de valores contenido en Q, determine'una sucesién
de explosiones de puntos cerrados, sucesidn a la que va "pegada' la
Qaloracién. Asi,conodidas estas ampliaciones,se tendria la descrip-
cién de las sucesiones infinitas de puntos infinitamente prdximos

al punto cerrado de Spec([]), que se obtengan por explosiones de
puntos cerrados.

2) La ramificacidn de valoraciones discretas de rango 1 centradas

en un ideal primo de altura 1 de R es, esencialmente, la ramifi-
cacidn de ideales por paso al cierre integro, teoria bien conocida
desde Grothendieck ( SGA-IV-2 ). Las valoraciones discretas de ran-
go 2 equivalen a tomar curvas dentro de la superficie y puntos den-
tro de esas curvas, cosa que, desde el punfo de vista de las singu-
laridades, no parece tener un interés " a priori ". Las valoracio-
nes no discretas de rango 1 con grupo de valores no contenido en Q
son valoraciones trascendentes, parisitas en el sentido que es du-
dosa su imfluencia en el estudio de las singularidades.

Estas ideas geométricas, no pasan de ser intuiciones, pues la inter-
pretacidn geométrica de la relacién entre valoraciones y singulari-
dades es un campo casi inexblorado. Al autor de esta memoria lefha
parecido, no obstante, desde el punto de vista operativo, aprender
primero la estructura intima de las valoraciones para, después, con-
suficientes datos e informacién, "hacer la geometria adecuada".
Volviendo a las funciones de orden sobre K, y como se verd mas ade-
lante, el estudiar la ramificacidn de una concreta v equivale a
dar un recubrimiento de la superficie S = Spec([]) por una familia

algebraica uniparamétrica de curvas planas, recubrimiento del que se
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ignora todo salvo sus ecuaciones explicitas.Es al estudio de estas
ecuaciones que se ha dirigido la seccidn final de 'esta memoria, cuyo

contenido pasamos a explicar.

Fijemos a,be Z_ con 1 = m.c.d(a,b), sean a,B € 2
tales que 1 = an+bB y consideremos la valoracidn v de K/k,
discreta de rango 1, tal que v(X) = a, v(Y) = b; se trata de estu-

diar las ampliaciones de v a L. Para ello empleamos unos artifi-
cios del tipo Puiseux.

Sea N el conjunto de monomios en X,Y con exponentes

enteros no negativos, N el de los monomios en X,Y con exponentes
enteros,no negativos para Y y arbitrarios para X. Se tiene una

aplicacidn inyectiva

¢'(a,b,a,B):N 3 N

definida por la sustitucién de X por X
es decir,
¢'(a,b,a,8)(xyT) = x-Bitaigai+hd

Como, fijado un entero nolnegativo n , el conjunto de monomios de
im¢'(a,b,8,B) que tienen exponente de Y igual a n ‘es finito,
se tiene un homomorfismo inyectivo local

¢(a,b,0,B):R — > k(X) u?“
(cuerpo base k(X)), que se extiende a una inmersidn

$(a,b,0,B) K — 35 k(X)) ((¥))
A veces, por razones de cflculo, compondremos esta inmersidn con la
inclusidn natural k(X)((¥))S— S k((X))(¥)) vy a lalcomposicién
la notaremos con la misma letra. Por supuesto, ¢(a,b,0,B) estd de-
finida éor

B

$(a,b,a,B8)(g(X,v)) = g(x P%2.3%%%) ¢ x(x) D¢l

para cualquier g(X,Y) € R. Con estas notaciones nuestra ecuacidn

f(X,Y,Z) = 0 queda transformada en una ecuacidn
_ =/3 3 _ N, = ,5 =.,0- - s S - .5 3
0 = F(X,Y,Z) = Z +ai(X,Y)Z +...+an_1(X,Y)Z+an(X,Y)
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que es un polinomio de Weierstrass, no necesariamente irreducible,
aunque sin raices miltiples.

El paso siguiente es por supuesto resolver la ecuacidn
f(X,Y,Z) = 0. Esta resolucidn conlleva unos cdlculos muy laboriosos
que en cualquier caso estdn detallados al méximo en la correspondien-
te seccidén. En resumen, se hace lo siguiente. Se amplia el cuerpo
base a un cuerpo algebraicamente cerrado, para aplicar el teorema de
Puiseux en su forma constructiva, via diagrama de Newton, c¢omo ya
es clésico. La ampliacién del cuerpo base es obvia: se considera -
f(X,Y,Z) = 0 como una ecuacidn en Z, con coeficientes series en
Y sobre el cuefpo base k((X))* de las sefies de Puiseux en la
variable ?» sobre k. En este caso, todas las raices ;1,...,cn
de ¥(X,Y,Z) = 0 son series de Puiseux en Y con coeficientes en
k((X))* , de 8rdenes positivos, por ser f(X,Y,Z) un pélinomio de
Weierstrass., Para cada i = 1,...,n designaremos por q; al mini-
mo antero positivo tal que L; € k((i)f ﬁ?l/qin.

éQué ocurre con los coeficientes de una Ci fija? Re-
cordando el clisico algoritmo de Newton para el cdlculo de la s

sabemos que:

a) E1 primef coeficiente, Wsy de ¢

;> ©s algebraico sobre k(X)
b) E1 segundo, Wsps €8 algebraico sobre k(i)(wil), vy

c) Asi sucesivamente,

Por tanto, escribiendo

L o137 91
Ci E win s W.. # 0,

SRS H

se tiene que K; = k(i)({wij} ) es una extensidn algebraica de

j=1
k(X).Es necesario observar que las notaciones que estamos empleando
aqui no coinciden exactamente con las empleadas en el texto; la ra-
z6n es que aqui estamos dando una vista simplificada y general de

los desarrollos que, en toda su extensidn, requieren notaciones més

sofisticadas. El punto importante es que Ki es una extensidn finita
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de k(X) pues, como se sabe por los cdlculos con el diagrama de New-
ton, el nfimero de ecuaciones que hay que resolver para determinar
los coeficientes wij’ y que son de grado superior a 1, es finito.
Esto implica, en particular, que, siendo los wij series de Puiseux,
se puede encontrar un entero pi( que tomamos minimo) tal que
wis ex((XPD)),V g » 1. |

Para cada i=1,..,n, la inmersidn ¢(a,b,a,6):KC—————-——)

K((X))((Y)) se puede extender a un diagrama conmutativo de inmersio- -

nes
K C ¢(a,b,a,8) > k(X)) (1))
L C A y k(R ((D)(L,)
donde Ai(z) =T Componiendo Ai con la funciéh de'orden(fraccio—

nario) Vg, respecto de Y, en k((il/pi))((?l/qi)), se obtiene

una valoracidn v, de L/k, que amplia v, pues

- s-Bsa, _ _ sosby _
Vi(X) = VY(X Y°) = a, Vi(Y) -\)?(X Y7) = b.

En esta situacidn se plantean tres tipos de problemas:
a) ¢ Cudles de entre las valoraciones v, son distintas?
b) ¢ Cudl es el indice de ramificacidn y el grado relativo de cada
v,?

i
c) ¢ Son las A todas las ampliaciones posibles de v a L?
Estudiemos estos problemas por partes, empezando por el a).

Consideremos la ecuacidén f(X,Y¥,Z) = 0 y factoricé-

mosla sobre k((X))((¥)) y sobre k(X)((Y)); se tiene

)
S
>
S
~
"

Fl(i,?,z).......f (X,Y,2) (Sobre k((X))((Y)))

B(X,7,2) = g,(X.7,2).......g (X,¥,2)  (sobre k(X)((¥)) ).
Ndtese que estas factorizaciones no coinciden en. general, aunque
cada Fj debe dividir a un él . Es f&dcil ver que la valoracidn
2 obtenida por el procedimiento anterior a partir de Ci coinci—

de con 1la vj obtenida por ¢

50 si Qi y Ej son conjugadas
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sobre k((X))((Y¥)), es decir, si ambas son raices de un mismo factor

%l(i,?,z). La razbén de este hecho es que para conjugar {, se toman

.., _ }, las raices q -
i

Gq } y se conjuga C s wemplazando

las raices pi—ésimas de 1, digamos {81,.

ésimas de 1, digamos {61,...,

i por €,

e ) ?1/qi
m

por , para cualesquiera 1l,m.

Estd claro que, por una sustitucidn de este fipo, el orden en ;?

de una serie de k((ﬁl/pi))((?ilqi)) no puede cambiar. Pero el pro-

blema esAque puede haber dos raices Ci’ Cj’ no conjugadas sobre

k((X))((Y)), tales que den la misma valoracidn, es decir, v, ® Vj'
El resultado clave, y quizds un poco sorprehdente, es

que v, = v, siy s6lo si T, vy Cj son conjugadas sobre k(X)((Y¥)),

es decir, son raices de un mismo él(i,?,z)( véase teorema 2.7 ,capi-

tulo II). La demostracidn de este teorema es bastante sofisticada.

“El1 éroblema estriba en que, para aplicar argumentqs "tipo Puiseux"

a conjugados Ci’ Cj sobre k(X)((Y)), necesitamos previamente sa-

ber cémo conjugar sobre k(X)((Y¥)), y aqui estd la idea clave de

todo ﬁues, no sdlo sirve para demostrar dicho teorema, sino que in-

fluye en todo el resto. El detalle estd en considerar la minimo ex-

tensidn normal Ki de k(i) que contiene a la ampliacién de k(X)

con todos los coeficientes de todas las Ci; se tiene claramente que

[Kizk(i)J = p{®, Sea q un entero tal que todas las L. pertene-

cen a K1 ﬁ?l/qﬂ . Entonces se verifica

a) Kl((?i/q)) es una extensidn normal finita de vk(i)((?)), Ae gra-

do ?.q

b) Gal(k, ((F1/9))/k(X)((1))) =eal(k, ((T))/k(R)(() x
6al(k(X) (T ) /x(R)((¥))), bajo uﬁ isomorfismo que a cada
o e 6al(x, ((F¥/9)/K(R)((1))) asigna el par

o, Tty 0

Para comprender el sentido de la afirmacidn b) observemos el diagrama
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- ..1/q _ - _1/q
k(X)((Y )) = k(X)((Y))(Y ) _
- 5 p--—"““——““"'9 1
3 )
v Kl((Y)

-

Este nos dice que, para conjugar (. sobre k(X)((Y)) se conjugan

= -1
los coeficientes por un lado, sobre k(X), y la Y /4 por el otro,
sustituyéndola por E?i/q, donde € es cualquier raiz g-&sima de 1.
Asi, dos conjugados Ci y Cj " sobre k(X)((Y)) tienen los mismos

exponentes en la Y. Con esta idea como base, y mediante complicados
razonamientos tipo Puiseux se logra la demostracidn del teorema 2.7.
Esto responde totalmente a la cuestidn a).

Abordemos ahora la cuestién b), que estid intimamente
relacionada con la <¢). Tomemos una raiz fija, digamos Cl de 1la
ecuacidén Ff(X,Y,Z) = 0 y supongamos que L, es raiz de éi(i,?,z)

( que es un factor irreducible de la ecuacidn anterior sobre el cuer-
po k(X)((Y)) ). Escribamos, como antes,
r,./q
=1 1
z =E w,.¥ 3 . w,. £ 0
1 > 17 15
j21
donde se supondra que q, es el minimo entero positivo tal que Cl
. s1/4q . . :
es una serie en Y 1. Si, digamos {ql,rl,...,rt} son los expo-
nentes caracteristicos de Cl como serie de Puiseux en ?, no es
dificil ver que, para todo i=1,...,t, existe un elemento ni € L

tal que vi(ni) = ri/qi. De aqui se deduce como consecuencia que el

indice de ramificacidn de vy respecto de v es qq -

En cuanto al grado relativo, se hace el siguiente razo-
namiento. Consideremos a k(X) como cuerpo base de los anillos lo-
cales que vamos a manejar y sea

o =« 17 l2d/(x,7.20) = k@ 18.2) /72, x,7,20).
Como la factorizacidén de un polinomio de Weierstrass se hace siempre
mediante polinomios de Weierstrass, los éi son polinomios de Weiers-

trass. Sea m el ideal maximal de Ij, y designemos por ({J*,m*) al

cierre integro de {J en su cuerpo de fracciones; se tiene que [J*
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es un [J] - médulo de tipo finito y un anillo de valqracién discreta.
Sea v¥®* la valoracidn correspondiente; como ‘ﬁj = k(X) u?“ [;1] no
es dificil ver que v* es, de hecho, la funcidn de‘orden con respec-
toa Y en k(?)((?))(Cl) y que v* prolonga v (via la inmersidn

¢$(a,b,a,B) ). Sea n el grado de él(i,?,z),’e el grado relati-

1 1

vo de v* nrespecto de v; se ve fidcilmente que el indice de ramifi-
cacidn de v*® respecto de v es q, y en la proposicidn 2.9 se

prueba que n por el procedimiento de establecer que v

€194 1

es la Ginica ampliacién de v a k(i)((?))(Ci). Usando v, como
intermedio, se prueba en la proposicién 2.10 que el grado relativo

de v respecto a v es justamente e,. Esto responde perfectamen-

1

te a la cuestidn b), dando incluso un procedimiento efectivo de cil-

culo del grado relativo de vy respecto de v: este grado es nl/qi.
La cuestidn <¢) tiene ahora una respuesta afirmativa

casi automdtica. Resumamos la situacidn, cambiando ligeramente las

notaciones. Tenemos la factorizacidn de F(X,Y,Z) sobre el cuerpo

k(X)((Y)),

B(X,¥,2) = él(i,?,z).......éh(i,?,z)
y sean n. = grado(éi), i=1,...,h. Designemos por {Cil""’cini}
a las raices de gi = 0 vy sea q; el minimo entero tal que Cij
es una serie en ?1/qi, j = 1,..,ni. Asociada a cada factor véi te-

nemos una valoracidn Vs que se obtiene componiendo la inmersidn Ai

que hace conmutativo el diagrama

K ¢(a,ba58)
L

con la funcidn de orden, respecto de Y, en k((X))((?i/qi))- Esta

> k((X))(Y))

A

; 5 k((X)) (1)) (Z )

valoracidn v, mo depende de la particular eleccidn de la raiz del

factor g; Qque tomemos. M&s afin, todas las valoraciones v., i=1,.,h

1

son distintas, el indice de ramificacidén de v, es 4., ¥, designan-

do por e, al grado relativo, es q;e; = n,. Por tanto,
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e +....1e = n,+....%n = N,

191 h%h 1 h

Ahora bien, por la fdérmula general de ramificacidn de valoraciones
( véase 7Z-S II, teorema 19, p&g55), se deduce que las {Vi},i=1,..h
sontodas las ampliaciones po3ibles de v a L pues esta fdérmula
establece que la suma de los productos de los Indices de ramifica-
cidn por los grados relativos de todas las ampliaciones posibles,
no es superior a n.

Se termina esta seccidn del capitulo IT, y la memoria
con un estudio interesante, que es el siguiehte. Supongamos que la
ecuacidn de partida f£f(X,Y,Z) = 0 tiene una raiz g y, por tanfo,
todas) que es una serie de Puiseux en X,Y. Entonces, para cada
funcidén de orden v sobre K se verifica que v tiene una f{nica
ampliacidn a L. Desgraciadamente, el reciproco es falso, como se
prueba con un eéjemplo que damos a continuacidén. Digo desgraciada-
mente ?orque, de haber sido cierto, se tendria un criterio algebrai-
co para una superficie que poseyese una parametrizacidn de Puiseux.
No obstante, el reciproco es cierto casi siempre, en el sentido de
que lo es en una gran cantidad de casos particulares, que no estén
detallados por no haberse considerado adecuado un estﬁdio casuisti-
co del tema, que nos habria llevado demasiado lejos en cdlculos, con
dudoso interés tedrico. Vamos, pues, é’desarrollar ei contraejemplo
anunciado
La ecuacidn

m
2t -x3v323 v (v*-x%) = o

da lugar a una extensidn L = K(E), donde £ es una raiz de ella,
tal que la minima extensidn normal de K que coptiene a L tiene
grupo de Galois igual a Su. Asi pues, L/K no es normal, lo‘que
imﬁlica autom8ticamente que no se puede encontrar un elemento primi-
tivo que sea una serie de Puiseux. Unos cidlculos aritméticos hechos

en la memoria prueban que la extensidn L/K goza de la propiedad
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de ampliacidén finica de funciones de orden,

Sin embargo, este ejemplo es un poco'engaﬁoso, pﬁes con
81 se prueba exclusivamente que la condicidn de ampliacidn Gnica de
funciones de orden, por si sola, no basta para garantizar existencia
de parametrizacidn de Puiseux, al no implicar que la extensidn sea
normal. Pero una ecuacidn irreducible cuyas raices son todas series
de Puiseux da lugar a una extensidn normal con grupo de Galois abe-
liano. Luego el reciproco que habria que probar se enunciaria asi:
Extensidn normal con grupo de Galois abeliano mis ampliacidn dGnica
de funciones de orden, implica existencia de parametfizacién de
Puiseux. La resbuesfa a este hecho la ignoro y queda como conjetu-
ra final de esta memoria.

Para terminar, vamos a dar un repaso breve él primer ca-
pitulo. E1 motivo de la brevedad es que este primer capitulo no es
sino la fundamentacidn del segundo, desde el punto de vista del c&l-
culo explicito.

La primera seccidn de este capitulo trata de cdlculos
algebraicos con series de Puiseux en dos variables. Més concretamen-
te, se trata de, dada una serie de Puiseux en dos variables, calcu-
lar el grado de su polinomio minimo y obtener informacidn sobre su
grupo de Galois. El resultado clave de esta seccidn se describe de
la forma siguiente, Sea.

£ = a,(X,Y) X Y

donde al(X,Y) e R\{0} il’jl’p £ Z+. Entonces & es entero sobre R
v ﬁor tanto su ?olinomio minimo tiene todos sus coeficientes en R.
Suponiendo que & no sea una unidad en k “Xl/p,Yl/pﬂ este poli-
nomio minimo es un polinomio de Weierstrass. E1l problema del c&lcu-
lo del grado de est ﬁ&linomio minimo estriba en lo siguiente. Se tie-
ne que k((Xl/p,Yi/p)) es una extensidn normal de K con grupo de

Galois isomorfo a Z/Zp x Z/Zp . De hecho, la conjugacidn se obtiene
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1/p 1/p i/p 1/p

reemplazando X por ¢€X e Y por &Y ’ donde ey 6
son raices p-é&simas de la unidad. Bajo la conjugacidn de este gru-
po de Galois, pueden coincidir conjugados de &, luego no es evi-
dente a priori cual va a ser el grado del polinomio minimo de g
sobre K. El problema se resuelve usando el &dlgebra lineal sobre
Z/Zp x Z/Zp , y el calculo puede ser hecho con un‘ordenador, en el
sentido de que es finito. El resultado principal de esta seccién
consiste en demostrar que ¢l grado del polinomio minimo de § so-
2

bre K es p“/V, donde V es el mdximo comin divisor de los meno-

res de orden 2 de la matriz
(p 0 il""'ir>

0 P Jyeeessd.

La seccibén 2 de este capitulo estd dedicada al estudio de
las series de Puiseux casi-ordinarias. Estas series son Jjustamente
las’raices de polinomios de Weierstrass en Z con coeficientes en R
tales que el discriminante con respecto a Z es de la forma
XaYbU(X,Y), donde U(0,0) # 0 y a,b€e Z. En esta seccidn damos un
algoritmo finito para ver cuando una serie de Puiseux es casi-ordi-
naria. E1 algoritmo consiste en lo siguiente. Consideremos sobre Z2

la relacién de orden parcial (a,b) % (c,d) D a £ c y b ¢4

y escribamos

£ = ) a. . x¥/Py3/P o e kN {0}
(1.3) e pce) 3 T

Las condiciones necesarias y suficientes para que & sea una serie
casivordinaria son las siguientes:

1) A(f) admite un minimo (ii’jl) para la relacidn de orden anterior.
2) Sea Ai(f) el conjunto de los pares (i,j) € A(f) tales que el
médximo comiin divisor de los menores de orden 2 de la matriz

0O p 3

1
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es igual al de los de la matriz
(p 0 i1 i)
o p 3, 37 |
Entonces el conjunto Al(f) = A(F)N\ Ai(f) debe tener un minimo

(i

2’j2)'
3) Sea Aé(f) el conjunto de los elementos (i,j) € Al(f) tales
que el maximo comiin divisor de los menores de orden 2 de la matriz
(p 0 i1 i2)
0O p 3, 1
es igual al de los de la matriz
(p 0 i1 i2 i)
o p 3y 3, 37.

Entonces A2(f) = Ai(f)\‘Ai(f) debe tener un minimo (i ).

3233
Siguiendo asi sucesivamente, se debe tener un proceso finito, por
razones obvias, y asi se caracterizan las series casi-ordinarias.

La seccidn 3 trata de un problema que no detallamos aho-
ra que es el siguiente. Suponiendo que un determinado polinomio de
Weierstrass irreducible

£(X,Y,2) = zn+ai(x,y)z““1

+.....+an_1(X,Y)Z+an(X,Y)

tiene una raiz que sea una serie de Puiseux, se plantea un algoritmo
para calcular de forma efectiva esta raiz, de manera que en un nfime-
ro finito de pasos se obtengan los términos significativos, es decir,
aquellos té&rminos que vayan a determinar el grado del polinomio mi-
nimo. Este cdlculo se efectua en esencia operando con la proyeccidn
esterdogrifica del poliedro de Newton de f(X,Y,Z) deidde el punto

(0,0,n) y considerando lo que son llamados "té&rminos clave" de

esta proyeccidn.
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CAPITULO I

Seccién 1 : "Algebraicidad"

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracte-.
ristica cero, X e Y indeterminadas formalmente independientes so-

bre 'k, K = k((X,Y)), n,m € Z+ fijoé a lo largo de esta seccidn,

L = k((Xl/n’Y:l/m)) - K(Xl/n,Yl/m)

. Se tiene que L es una extensidn
normal finita de K, de grado mn, con grupo de Galois isomorfo a

G x G_, donde
n m

G, = {€1=1,82,...,en} G = {61=1,62,...,6m}

son los grupos de raices n-&simas y m-ésimas de 1, respectivamente.

Entonces

Gal(L/K)=~(2/Z_) x (Z/2_ )
o) m

Consideremos ahora el anillo R ='k‘ﬂX1/n,Y1/m” y ca-
‘da elemento f € R se podr&d escribir en la forma
f = E::::::::% f., Xl/nY]/m, £ e k

(i,3) € Zg 1] ij

y si llamamos
- . ey 2
ACE) = {(i,5) ¢ Zq/ fij # 0}
escribiremos de forma abreviada cuando convenga

F= > g, xi/nyd/m
(i,5) € acg) 13

También escribiremos f en lo sucesivo de la forma

e -1 : i/n,j/m
£ -23:%::3:: Fuy ORI, Fij(x,Y) e k [x.v]

i=0 3J=0
Analogamente al caso anterior, si llamamos
A (E) = {(i,j)/o=i=n-1,o:jzm-1,Fij(x,Y)¢o},
se podra escribir abreyiadamente

£ =D P, (x,y)xi/nyd/m
(i,5) € A'(f) 3




Nuestro primer objetivo en esta seccidn es el estu-
dio de la extensidén K(f)DK, en el caso en que f e R sea una no
unidad verificando o no una de las dos condiciones que exponemos a

continuacidn:

(a,] m.c.d(n,{i/ 33, (i,3) e A(E)}) = ’1&
A
1 im;c.d(m,{j/a i, (i,5) e A(EY}) = 1

| ‘moc.d(n,{i/35, (i,5) € A'(E)}) = 11
. |
Y 2 {m.c.d(m,{j/g i, (i,3) e A'(£)}) =1

Sea, pues, en esta situacidn,

A'(f) = {(il’jl)"""'”(it’jt)}

y ,
t i./n j./m
.S 1 1
f - — Fi ’j (X,Y)X Y 2
1=1 1°-1
F. . (x,v) e k Ix,Y}] - {0}
ll,]l )
il/n jl/m it/n jt/m
LEMA 1.1.- K(f) = K(X Y yeoeosX Y )
il/n jl/m it/n jt/m ,
Demostracidn.- Claramente f € K(X Y D 4 Y ), de donde

si designamos provisionalmente a este cuerpo por Kf, se tiene que
K(f)CZKf. Para demostrar la inclusidn contraria es necesario obser;ar,
antes que nada, que el grado de K(f) sobre k no depende de los
coeficientes Fij(X’Y) en el sentido siguiente: si

F'. . (X,Y),.uee..,F'. . (X,Y)
14234 Teody

son series de k {[X,Y] - {0} tales que F'y0(XsY) no es una unidad

si (0,0) € A'(f), entonces, poniendo
i./n j./m
SEED it A ¢ O S G

T=1 ipe9)
se tiene que {K(f'):K] = [K(f):K] . Esta observacidn es ficil de
comprobar sin més que tener‘en cuenta que [K(f):K] es igual al.
niimero devconjugados distintos de f sobre K, nlimero que nékdepen—

de de los coeficientes Fij’ siempre que é&stos sean no nulos y F

00
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sea una no unidad. Como, de otro lado, un elemento primitivo de

Kf sobre K se selecciona tomando una combinacidn lineal de

il/n jl/m it/n jt/m
X Y D 4 Y con coeficientes en K que no sa-

tisfagan un nmero finito de ecuaciones lineales, se pueden elegir

series F', P . como antes, satisfaciendo la condi-

‘ 19939 1974 ,
cidén adicional de que f' sea un elemento primitivo de Kf sobre
K. Asi

[Kf:K] =[K(f'):K] = (K(f):KJ

y como K(f)C Kf, se tiene la igualdad y el lema.

Nota 1.2 .- Consideremos la matriz

donde m.c.d(n,il,...,it) = 1 = m.c.d(m,jl,...,jt).

Como la primera fila es unimodular, se puede reducir, por trasforma-
ciones elementales, a la forma (1;0,0,...),0). Esto significa que
la matriz M puede ser reducida a la forma
(1 0 0........0 )
M =
1 o bobl"""’bt

por transformaciones exclusivamente de columnas, es decir, existe
una matriz Q1 sobre Z, de dimensiones (f+2) x (t+2), invertible,
tal que MQ1 = Mi' De otro lado es claro que

1 0 1 00.....0 . . . .
M1 = ) ¥y, por consiguiente, si designamos por
-a 1 cee ‘

o 0 bob1 bt

d al maximo comfin divisor de los menores de orden 2 de M, es

d = m'c'd(bo’bl""’bt)'

Como la fila (bo’bl""’bt) puede ser reducida a (d4,0,...,0) por

transformaciones elementales, existe una matriz Q2 sobre Z, inver-

tible, de dimensiones (t+1) x (t+1) tal que



(b_,bys.+.»>b.)Q, = (d,0,...,0)
Asi, poniendo
110
Q =Q es
1
0 Q2

Por otro lado, por el tipo de transformaciones ele-

mentales empleado para pasar de M a 'Ml’ la fila de abajo de M1

ha de ser unimodular, es decir, que

1 = m.c.d(a,bo,bl,...,bt)‘
con lo que
1 = m.c.d(a,d)
LEMA 1.3.- Sean u = Xl/nYa/m’ v = Yd/m' y supongamos que

m.c.d(ii,...,it) =1 = m.c.d(jl,...,jt)

se verifica entonces que
i,/n j,/m i, /n j_/m
K(u,v) = K(X & vy ', .....,x° v 5 )

Demostracidn.- Llamemos Kf, como en el lema 1.1, al cuerpo de 1la

derecha de la anterior igualdad, y sean

Q = (a; 3) j=1,2,...,t42
§21,2,... 142
-1
Q "= (bi )
237 o100 Lt 42
521,2, ... 142

donde Q es la misma matriz que en la nota 2.1: y Q 1 su inversa;
(1 0 0....0)
M, = .
2 \odo....0

_ {1 0 -1
M o= ( )M2Q
a 1

y de esa igualdad se deduce que

sea asimismo

Se tiene que

i
_——
Q =
[a¥ o
o o
o o
et

o
I
=



(i;,3,) = by (1,0 + b,,(0,4d)

(lt’Jt) - bl,t+2(1’d) * b2,t+2(0’d)
lo que nos dice que
i, /n j,/m b b
X 1 ¥ 1 - u 13 v 23 e K(u,v)
i /n j,_ /m b,’ b
x ¢ ¢t = u 1’t+2v‘2’t+2€ K(u,v)

y asi KeC K(u,v)
Reciprocamente, como

_f/n 0 i, ....1
M, = ( 1 t) Q
O m ]1....jt

es
(1,a) = all(n,0)+a21(0,m)+a31(il;j1)+...+at+2,1(it;jt)
(0,d) = a12(n,0)+a22(0,m)+a32(ii,j1)+...+at+2’2(it,jt)
y asi
g1/nga/m _ Xa11Yaz1(Xi1/“Yj1/m)a31...(Xit/ant/m)at+2,1
gd/m Xa12Yazz(Xi1/an1/m)asz._.(Xit/ﬁth/m)at+2,2
y ambos segundos miembros pertenecen a Kf lo que prueba el lema.

TEOREMA 1.4.- Sea f e k “Xl/n,Yl/nl“ una no unidad, verificando

la condicidn [A2L ‘
t i./n j.,/m

f :E . Fi .9 (X,Y)X Y
1=1 1°-1

donde F, . (X,Y) e k |IX,Y - 10
i, (%0 lx.vl - fo} v
AT(F) = {(il,jl),...(it,jt)]'C{O,l,..,n—l}x{o,l,..,m—l}.
Sea d> 0 el mi&ximo comin divisor de los menores de orden dos de la

matriz



Entonces d|n , dlm y

nm

[KC(X, 1) (E) sk ((x,7))] = B

Demostracidn.- De acuerdo con los lemas y nota anteriores basta pro- .

bar que {K(u,v):K] = BEE' Pero como
K CK(v) cK(u,v),
basta calcular [K(v):K] . [K(u,v):K(v)]
Observemos en primer lugar que dfn 'y d‘m. En efec-

to, como

m.c.d(n,ii,...,it) = 1 = m.c.d(m,ji,...,jt)

existen enteros B,Bl,...,Bt S P PRI tales que

t
1 = B’n+8111+...+8t1t = Ym+y131+...+Ytjt
Asi

n O 0 i 0 i
= 1 o e i = - . — e s .t
m = Bom+B i m+ B im B,O m} 81!m 31] Bt’m ]tl

. . n O n i n i
n = Ymn+Y131n+...+Ytjtn =Y|O m’+Y1 0 j1 +.....+Yt 0 jt’
t

1
de donde esti claro que dln y dlm

La primera consecuencia obvia que se deduce de“eéte
hecho es que [K(v):K] = %; queda por ver qﬁe iK(u,v):K(vﬂ = n
y para probar esto Gltimo, procedemos de 1la siguiente forma. Se
tiéne un diagrama de inclusiones de cuerpos

d/m

d/myycxyy € k(v myycexyy (x/my®/my

U
k(Y™ x))=k(v) ©  k(vyd/™ xyy(x1/ny/my

k((Y

donde Xl/nYa/m verifica la relacidn
Un _ X(Yd/m)an/d -0
d/m

con coeficientes en k((Y ))((X)). Considerando a este cuerpo como

el de fracciones de k((Yd/m)) UXH ( que es un D.F.U tomando k((Yd/m

como cuerpo base), la ecuacidn anterior es irreducible en

d/m

k((Y ))((X)) [U] por el criterio de Eisenstein. Como



T

n d/m

" - x(yd/moen/d

k(v) [u] ¢ x((v¥™)(x)) [u] , ese polinomio

serid, a fortiori, irreducible sobre K(v) [U] y asi es el polino-
X1/nY01,/m

mio minimo de sobre K(v). Esto prueba que

[K(u,v):K(v)] = ny el teorema.

Corolario 1.5.- En la situacidn del teorema 1.4, las condiciones

siguientes son equivalentes

1.5.1.- f es un elemento primitivo de L/XK

1.5.2.- 4 = 1

1.5.3.~ {(il}Zn,j1+Zm),...,(it+Zn,jt+Zm)} generan (2/2n)x(Z/Zm)

como Z-mddulo.

Demostracidn.- El1 teorema 1.4 implica de forma inmediata la equiva-

lencia de 1.5.1 y 1.5.2 y la equivalencia de 1.5.2 y 1.5.3 es

trivial.

TEOREMA 1.6.- sea f.e k Ix1/™,v/™]  una no unidaa,

i./n j,/m
f =E Fy 3 (X,Y)X 1 Y 1 s

1=1 1°°1
donde F. . (X,Y) € k hx,Yﬂ - {o} ¥y
1103
AYCE) = {(ig,3,), .. (i, CH0,1,...,n-1} x {0,1,..,m-1.

Sea d> 0 el mdximo comlin divisor de los menores de orden 2 de la

matriz

Entonces

[k((X,Y))(f):k((x,Y))] = EEE

Demostracidn.- Sean

d1= m.p.d(n,il,...,i ), d2 = m.c.d(m,jl,...,j ) , n' = n/di,m'=m/d2,
ii = il./d1 » 1 =1 =1t ,

Podemos escribir



i'/n’ jl/m'
F L (X, Y)X 1 y !

i)-33

h

1]
-
] +
-

donde, en esta forma, f verifica la condicidn [Ai}.Si d' es el
maximo comin divisor de los menores de orden 2 de la matriz
] (] ' >t
(n o ll"""lt)
13t 21
0 m Jqgeeee g
por el teorema 1.4 se tiene que [k((X,Y))(f):k((X,Y)ﬂ = n'm'/4"’

Pero, considerando la matriz

- . ' O' .'
(n 0 11.......1t} (n d1 0 11d1.. ..... 'ltdl
- 3 = 1 1 R >t
0 m ]1"""'Jt~ 0 m d2 31d2........]td2
Se tiene, claramente, que d = d1d2d'. Asi
) n'm’ n m 1 nm
\k((X,Y))(f):k((X,Y))J =, q = q.-&-;.d—, = -—a-,‘

como queriamos probar.



Seccidn 2 : "Series de Puiseux casi-ordinarias"

En esta seccidn, tras definir una serie casi-ordinaria,
exponemos algunos criterios para su caracterizacidn; en particular
estudiamos un proces constructivo, que llamamos C.0., base de esta
parte.

A lo largo de esta’seccién, usaremos las siguientes
notaciones: Para cada par de enteros n,m> 0 se considerard el ani-
llo R = k ﬁxl/n,yl/“m , ¥y se designarid por L

n,m

9
fracciones.Asimismo se pondrd R = R = k HX,YB y K =L 1=k((X,Y)
b

a su cuerpo de
n,m

1,1 1

Se tiene que Ln q ©S una extensidn galoisiana de K de grado nm.
L]

Cada serie f ¢ Rn n serid escrita siempre en una de las formas:
R :

(1) £=) £.xi/nyd/m e ek - {0}
(i,5) € A(py) ) ok »
6
(2) £= D F..(X,Y)Xl/an/m, F..(X,Y)eR-{0]
ij 1]

(i,3) e A'(F)
En estas condiciones se designard por E(f) al sﬁbconjunto de A(f)
dado por |
E(f) = {(i,j) e A(£)/ i/n,j/me Z_}
Consideraremos también sobre Qz la relacidn de orden parcial £

dada por

Definicidn 2.1.~ Sea f ¢ Rn qn una mno unidad. Se diria que f es
b

casi-ordinaria si, para todo O ¢ Gal(Ln m/K) tal que 0o(f) # f se

b

verifica qu o(f) - £ = io
que (f) Mouo, donde M0 € Rn,m es un monomio y

u, € Rn,m es una unidad. Los monomios distintos que hay en el con-
junto {Mo/ g € Gal(Ln m/K)} se llaman monomios caracteristicos de
b

f.

Observemos que, si f es casi-ordinaria, también lo es
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£1 = £ - D £, x1/nyd/m
| (i,j) € e(8) Y]

y reciprocamente. Asi pues, para estudiar las series de Puiseux

casi-ordinarias, se supondri, en general, que E(f) =P,
Nota 2.2.- Sea f € Rn n una no unidad distinta de cero. La condi-
Jota .4 . .

cidén necesaria y suficiente para que f sea casi-ordinaria es que,

para todo 0O,T € Gal(Ln m/K) tales que o0(f) # T(f) se verifique

que o(f) - 1(f) = M(G,T)u(o,T)’ donde M(0 y € R es. un monomio.

s n,m

y u € R es una unjidad. En efecto, la suficiencia de esta
(o,T) n,m ,

condicidn es o bvia; veamos que es necesaria. Sean 0,T € Gal(Ln m/K)
. ‘

tales que o(f) # 1(f). Se tienme que T_ld(f) # £ y asi

T_1G(f) - f = M u

Por tanto,

o(£) - 1(£) = 1 T () = T(H (u _, )

)t(u ) =M, &
-1 -1 -1 T o

T o T g T
donde & es una cierta raiz (nm)-&sima de 1. Esto prueba nuestro

aserto.

LEMA 2.,3.- Sea f £ R m una no unidad distinta de cero y casi-ordi-

naria. Sean '{Ml = X 7Y ""’Mr =X Y T} 1los monomios caracteris-

ticos de f. Se verifica

2
2.3.4- (al,Bl) 4 Zo s 1 = 1,...,r

2.3.2.- E1 conjunto {(“1’81)""’(“r’3r)} estd totalmente ordenado
. ,

para £.

2.3.3.- K(f) = K(Ml""’Mr)

Demostracidn. -

2.3.1 Es trivial

2.3.2 Para r = 1 es inmediato; supongamos, pues, que r) 1. En este

) &

caso, y previa renumeracidn, bastari probaf‘que‘ (a1961)<ﬁ(q2,82



( a2,82) <(a1’61)' Sean 0,T € Gal(Ln m/K) tales que o(f) - f = MU,

b

€ R son unidades. Como M, # M

T(f) - f = M,u donde u s U, n,m 1

272 1 2°
no puede ser o0(f) = t(f). Por tanto, o(f) - T(f) debe ser igual

a un monomio por una unidad. Esto prueba que (a1,81)<.(a2,82) 6

( a,,8,)<(a,B8,).

2.3.3.- Sea H el subgrupo de Gal(Ln m/K)' formado por los automor-
fismos ¢ que dejan invariante f, es decir, H = Gal(Ln m/K(f)).
. b

En estas circunstancias, K(f) es el cuerpo fijo de H vy, por la
correspondencia de Galois bastard probar que un automorfismo ¢ de-
ja invariante a f si y sdlo si deja invariante a {Mi""’Mr}'

Es claro que si o0 deja invariante a f, entonces deja invariante

a {Ml""’Mr}' Reciprocamente si o0 deja invariante a {Ml""’Mr}

entonces 0(f) = f pues si o(f) # f seria o(f) - f = Miul para

algn monomio M, € R y alguna unidad u, € R . Esto contra-
1 n,m 1 n,m

dice la hipdtesis de que todos los {Ml""’Mr} quedan invariantes

por 0.
Definicidn 2.4.- Sea f € R g uma no unidad distinta de cero vy
e - % B4

casi-ordinaria. Supongamos que f ¢ k HX,YH y sean XY “,...,
%y Br
X Y los monomios caracteristicos de f. B los pares
{(al,Bi),...,(ar,Br)} de 0,XQ, se les llama pares caracteristicqs
de f.

% By 9y By
LEMA 2.5.- Sean X 'Y 7, X 7Y € R dos monomios tales que los

n,m

pares (al’Bl)’ (a2,62) no pertenecen a ZxZ. Existe entonces un

Te Gal(L_ _/K) tal que w(x v ) #x v y rx?y?

L
o, Bi ,
Demostracidn.- Sea Hi = Gal(Ln m/K(X Y 7)), i = 1,2 y supongamos
2 .

) £ X 2Yv2.

que todo automorfismo que varie a uno de los dos monomios fija al

otro. Si G = Gal(Ln m/K), se verifica entonces
L]



12

G\ ch H2

Como (a1,61) € ZxZ, G\H1 # 0. Sea T € G\H1 y sea h Ele; enton-

ces Th € G\H1 luego h = T_iTh £ H2. Asi H2 = G, lo que contra-

dice la hipdtesis de ser (a 62) g ZxZ. Esto prueba el lema.

2’
Descripcidn del proceso C.0. .- Sea
£ =D fi.xl/nyj/m, f.. e k - {0}
(i,j) € a(5) %7 ]
y sea

Aé(f) = {(i,3) € A(£f)/ (i/n,i/m) € ZonO}

y sea Ao(f) = A(f)\\Aé(f). Si Ao(f) # § se pondria

£ = :> £, .xi/ny3/m
(i,3) e A&_(f) 1

y si Ao(f) = §, se pondri fo = 0.
Entonces, se dirid que "f admite el proceso C.0." si,
bien fo = 0, bien se verifica

1) E1 conjunto
{(i/n,j/m)/(i,j) € Ao(f)}

posee un minimo para el orden <. Designemos por (il’jl) £ Zono

al par tal que (il’jl) sea el minimo del conjunto anterior. Sea

Ai(f) el conjunto de los elementos (i,j) € Ao(f) tales que el
médximo comlin divisor de los menores dé orden 2 de la matriz
(n 0 i1)
0 m j1

coincide con el de la matriz

(n 0 11 1) .
0 m J 3 ?

I

pongamos Al(f) = Ao(f)\“Ai(f) v sea f1 =A>. : ‘ fini/an/m
: (i,3) € Al(f)
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si AJ(E) £ 6 6 £ =0 si AJ(E) - 9.

2) Supongamos construidos unos pares {(il’jl)"'"’(is’js)} , unas

series fl""’fs € Rn,m y unos subconjuntos Ai(f)""’As(f) de

A(f) de tal manera que se tenga
2-a) Para cada 1 = 1,...,s8, el conjunto

{(i/n,j/m)/(i,3) ¢ Al—i(f)}
admite un minimo que es (il/n,jl/m).

- - 1] |
2-b) Para cada 1 = 1,...,s8 , Al(f) = Al_i(f)\\Al(f), donde Al(f)

es el conjunto de los pares (i,j) € Al-i(f) tales que el maximo

comin divisor de los menores de orden 2 de la matriz

(n 0 11......11)
0O m Jqgeeereedy

coincide con el de la matriz

2-¢c) £, =<> fi.Xl/nYJ/m si Al(f) t e vy £, =0 si
(i,3) ed (£) .
Al (f) = 8.
2-d) fl""’fs-l son no nulas.
Entonces, o bien fS = 0, o bien el conjunto
{(i/n,3/m)/(i,5) € As(f)}
posee un minimo, en cuyo caso se puede construir (ls+1’]s+1)?As+1(f)’
fs+1, verificando desde 2-a) hasta 2-d) y continuar el proceso.

Observemos que el proceso C.0. es finito pues el nimero de divisores

de nm lo es.

PROPOSICION 2.6.- Sea f S‘Rn o una serie de Puiseux, no unidad.
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Entonces f es casi-ordinaria si y s8lo si admite el proceso C.O0..

Ademés; si {(i

1,j1),... ,(is,js)} sog los pares de ZxZ que

aparecen en el proceso C.0.(siendo f <casi-ordinaria), entonces

{(il/n,jl/m),....,(is/n,js/m)} son los pares caracteristicos de f.

Demostracidn.- Supongamos que f es casi-ordinaria, supongamos cons-

truida fo y supongamos que fo # 0; estid claro que entonces fo

es casi-ordinaria. Sea Yo © v(fo), el orden usual de la serie. fo
. . . - ] . £

y sea (11,31) € Ao(f) tal que 11/n + jl[m Yo Sea (i,j) € Ao( )

arbitrario; por el lema 2.5, existe T € Gal(Ln m/K) tal que
L]

i,/n j,/m i,/n j,/m e . .
tx Vvt oy g x Y vl pxd/nyd/my o x3/3m 0 oo £ es

casi-ordinaria e i/n +j/m = il/n + jl/m, debe ser (il/n,ji/m) =

(i/n,3/m), de donde se verifica que el conjunto

{(i/n,3/m)/(i,j) ¢ Ao(f)}

tiene minimo. Construyamos el conjunto Al(f) y la serie f1 como

en 1) de la descripcidn del proceso C.O.

Supongamos construidos unos pares {(il,ji),..,(is,js):

unas series fl""’fs £ Rn,m y unos subconjuntos Al(f)""As(f)

de A(f) tales que se verifican (2-a)-(2-d). Sea

iu/n ju/m
H) = Gal(Ln,m/K{X Y }u=1,..l))’ 1 =1,...,8 y supongamos que

fs # 0. Vamos a probar, en primer lugar, que

i /n i /m .
K({x * vy Y } _ ) = k({x/nyi/m
u=1,..,s

.. « A )
(i,3) € Ao(f)\ As(f)
Desde luego, el cuerpo de la izquierda estd contenido en el cuerpo

de la derecha; veamos el reciproco. Sea (i,j) € Ao(f)‘\As(f); exis-

te un 1, 1 £ 1 £ s tal que el médximo comfin divisor,d, de los meno-

res de oraen 2 de la matriz



(n 0 11....11)
0 m PR
coincide con el de la matriz
(n 0 11....1l 1)
0 m AP S

Poniendo
1 1u/n ]u/m

g, =3 x Y v Y, gy =g s x/yd/m
1 1 1 ,
u=1
se tiene, por el lema 1.1,
i,/n j_ /m i./n j./m ' . .
kg = k(x Uy L T Y, k(e]) = k(g Py My,

pero por el teorema 1.6,
k] = 20 - kegn: ]
k(g r:x] = 2 K(gl):K
de donde Xl/nY]/m‘e K(gl), lo que prueba nuestro aserto.

Vamos a probar ahora que, dados (i,j), @',j') € As(f),

existe T € HS tal que

r(xi/nyd/my oy d/mydim o (xEmy 3T my g3y 3t

En efecto, al ser As(f) # #, no puede ser H = {1} por tanto

debe existir un automorfismo en HS que mueva a Xl/an/m. Supon-
gamos que todo automorfismo qhe mueva a Xl/an/m deja igual a
| A ] .
xt /an /m. Entonces, poniendo para cada 1 = 1,...,s,
i,/n j,/m i./n j,/m . .
1 1
Kl = K(X v X 177,71 ) = K({Xl/an/m} )

(i,3) er(f)\Al(f)

se verifica que

: i'/n,3i'/m i/n,j/m
Gal(Ln m/KS(X Y ))> Gal(Ln m/Ks)\ Gal(Ln m/KS(X Y ))

9 b L)
y este iltimo no es vacio. Por un razonamiento similar al del lema2.5

se probaria en este caso que

- i'/n,j'/m
Gal(Ln,m/Ks) = Gal(Ln m/KS(X Y ))

b
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lo que no es posible. Luego existe el automorfismo T que postu-
ladbamos antes.

Sea y_ = v(f_ ) el orden usual de la serie ‘fo y

sea ( 1) £ As(f) tal que 1 /n + js+1/m = YS.'Sea ahora

ts+1°7s4 s+1
(i,9) € As(f) arbitrario; por el razonamiento anterior existe

fgee/m 3

/m i /n 3 /m
T e H tal que T(X Y s+l

1 .
st17y ¢ x stl’ 7y y tal que

T(Xl/an/m) # Xl/nY]/m. Como fO es casi-ordinaria, T EHS e

i/n +j/m = is+1/n +3 /m, debe ser ( ) =‘(i/n,j/m), de

s+1 1s+1°3s4+1

donde se deduce que el conjunto

{(i/n,3/m)/(i,5) € As(f)}

posee un minimo y el proceso C.0. puede continuar.

Veamos ahora el reciproco; supongamos entonces que
f admite el proceso C.0. y veamos que ha de ser casi-ordinaria.
Aplicando a f el proceso susodicho, sea r el entero tal que
~Ar(f) = @ y sean (il/n,ji/m),...,(ir/n,jr/m)' los minimos de los
conjuntos correspondientes. Usando las notaciones anteriores se fiene
que

H = Gal(Ln,m/K):’H1° Hy> .... H,_,2H = {1}

S . 7 P < .
ea T E Ho\ Hr’ existe 1, 0 £ 1 r-1 tal que T € Hi\ Hl+ Si

9

i, /n j,/m
1l = 0, estd claro que 7T(f) - f = X 1 Y i ul(Xl/n,Yl/m) con

1l/n jl/m

ui(0,0) # 0. Si 1> 0, entonces 7T(f) - f = X Y 1/m Yl/m)

upyq (X >

con ul+1(0,0) # 0. Esto prueba la proposicién pues la Gltima afir-

macidén es consecuencia inmediata de toda la demostracidn.
Nota 2.7.- Conviene hacer notar que, en la demostracidn del teorema

anterior, las {fl""’fr-l} no son necesariamente casi-ordinarias.

Por ejemplo, si

F o= X3/4Y1/H+XY3/4+X5/4Y6/4+XB/NY5/4
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se tiene
3/u+X5/uY6/u+X6/uY5/u

{(3,1)} , £, = XY

B) (i,,3,) = (%,3), AJ(F) = {(4,3),(5,6),(6,5)} , £, = 0,

luego f es casi-ordinaria. En cambio, f1 no lo es porque, toman-
do el automorfismo T correspondiente a (V/-1,1), se tiene qué
/H+iX5/4Y6/4+X6/4Y5/4)_(XYS/H+X5/UY6/U+X6/4Y5/U)=

_ 3
T(fl) - f1 = (XY

(1-1)x5/4y8/% _ yB/4 574 X5/1+Y5/u[(i_l)Y1/4_2X1/U,]

donde en estas expresiones i = V/-1.
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Seccidn 3 : "Cilculo de raices"

Sea

i/m,3j/m K\ {0
T e 5(0) RES > @y € KN L)

una serie de Puiseux no necesariamente casi-ordinaria y sea

_ N né1
(1) £ = 242, (X, V)27 “+...ota (X, Y)Z+a (X,Y)

su polinomio minimo sobre K = k((X,Y)). Observemos que, por el
cambio de wvariable
Z =2' - 1/n a,(X,Y),

Z,n—l

se puede anular el té&rmino en , con lo cual podemos suponer,

desde ahora, que

_ on n-2
(2) £ = 27 +a,(X,1)2° "+, .ta 4 (X,Y)Z+a (X,Y)

Notemos también que, desde el punto de vista de las raices de f
( es decir, £ y todos sus conjugados) ese cambio se traduce en sus-

tituir g por

L' =7 - O o, .xi/myi/m
(i,3) € aczy 13
(i/m,j/m) e ZxZ

Es decir, usando el polinomio (2) y siendo g como en (1) wuna
raiz de ella, se verifica que ¢ no tiene parte entera( es decir,

monomios cuyos exponentes son enteros)

Nota 3.1.- Vamos a ver que los exponentes de los monomios que in-
tervienen en la expresidn (1) de < se pueden escribir todos con
denominador igual a n. En efecto, siempre podemos escribir a g

en la forma

ot

i./p i,/q
A, . (x,v)x T vy Lo,
11233

Y
1}

1=1
donde

A'(z) = {(il,jl),....,(it,jt)}
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y donde

m.c.d(p,ii,...,it) =1 = m.c.d(q,ji,...,jt)

Sea d el miximo comGn divisor de los menores de orden 2 de la ma-

triz
(p 0 il""'it>

0 gq jl""'jt H
el teorema 1.4 nos dice entonces que d|p, dlq y =n = pq/d. Escri-
biendo

i,/p = (i;9/dMpq/d)

j;/q = (3;p/dApq/d)
estd claro que se puede escribir a [ como. una serie en Xl/n,Yi/n,
donde =n = [K(C):KJ .

El objetivo de esta seccidn es disefiar un algoritmo
que permita calcular la serie (1), conocido su polinomio minimo(2)
sobre K. Pese a que las singularidades con desarrollo de Puiseux
(en particular las casi-ordinarias) ocupan un puesto relevante en
la teoria general de singularidades de superficies, un tal algorit-
mo no se tiene a mano. E1l que nosotros vamos a dar agqui es de gran
sencillez de aplicacidn, aunque su justificacidn teédrica lo es algo
menos. Supondremos, en todo lo que viene a continuacidn, que el
polinomio (2) es un polinomio en tres variables; si sélo depen-
diera de dos, Z y otra, todo lo que sigue resultaria un caso par-

ticular de la teoria de curvas planas.

" Nota 3.2.- Se supondré, en todo lo que viene a continuacidn, que

B e ——

es una no unidad. Sea
ui/n vl/n

Y
aul’le

el término de [ de menor grado y, dentro de ellos, de menor expo-

nente de la X. Esto significa que, dibujando en el plano el diagra-

ma de Newton D(Z) de T sin tener en cuenta los denominadores
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(i.e., el monodémio Xi/an/n se representa por el punto (i,j))

se verifica que:

i) (ul,vl) es el puntd situado mds a la izquierda de todos los que
pertenecen a D(Z) que estdn sobre la paralela trazada por &l a

la recta y + x = 0.

ii) Ninguna paralela a X +y = 0 que diste del origen menos que

ta trazada por (ul,vi) contiene puntos del diagrama D(Z).

Observemos, en primer lugar, que (ul,vl) aparece

en el diagrama de Newton D(f) de f. La razdn es obvia: al formar
« . n
el producto de todos los conjugados de ¢ ( que es igual a (-1) an),

aparece en &l un término

ganvle
Ugs¥y

donde & es una raiz de la unidad, que no puede cancelar por razo-
nes de minimo. De otro lado ese es el punto de menor grado y més a
la izquierda entre los de menor grado, del nivel cero de D(f).
La recta P que une el punto (0,03n5 con el pun-
to (ﬁl,vl,o) tiene como ecuacione; paramétricas
X = uik y = vlk z = n-ni.
Consideremos ahora el nivel 1 de D(f), es decir, los puntos de

D(f) correspondientes al término

1
an_l(X,Y)Z , 0 ¢ 1<n
Si {Cl = C,CQ,..},Cn} son los conjugados de [ sobre K, por las

relaciones de Cardano, es

a L (X,Y) = (-1)™71D L ...t
n-1 (p P ) EC Py Pn-1
1°°°"°*¥n-1 n,n-1
donde Cn ,-1 Tepresenta al conjunto de las combinaciones de n
b

elementos tomados de n-1 en n-1l. Si

(ul(n-l)/n,vi(n-l)/ny € ZxZ
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entonces

Pl = (ui(n—l)/n,vi(n-l)/n)

es el punto de menor orden y menor abcisa del nivel 1 de -D(E),
siempre que el coeficiente correspondiente no sea cero, ¥y esti cla-

ro que Pl estid sobre la recta p. Cualquier otro punto (u,v,l)

del nivel 1 de D(f) verifica que, o bien

RN (u1 + vl)(n—l)
n
o bien
N (uy + v )(n-1) ; u,(n-1)
u = n y u n
Proyectando el punto (u,v,1) desde el (0,0,n) sobre el plano

X,Y se obtiene el punto
(u.n s V.n , 0)
n-1 n-1

y, 0o bien

u n vn _ (u+ v)n
n-1 ' n-1 - nT 2 Ut Yy
o bien
u n v n _ u n
n-1 T n-1 0 Y1tV y AT > U
Esto prueba que el punto PO = (ul,vl,O) es el punto de menor or-

den y mé&s a la izquierda(entre los de menor orden) de la proyeccidn

D(f) de D(f) sobre el plano X,Y, desde el punto (0,0,n).
Nota 3.3.- Sea d = m.c.d(n,ul,vl); el maximo comiin divisor de los
menores de orden dos de 1la matriz
Do u,
(0 n Vl)

es‘ nd, luego

u,/n v, /n
[K(X 1 Y 1 ):K] = n2/nd = n/d
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Sea n/d =n', u,/d = ug, v1/d = Vi, Gal(K(z)/K) = {T1=17T2""’Tn}’
z; = Ti(c), i =1,...,n, los conjugados de ¢ sobre K. En la lista
u,/n v, /n u,/n"v,/n

1" 1
{1, (X Yoyt o, (X Y )}
ul/n v1/n
estdn los n' conjugados distintos de X = Y , cada uno de

ellos repetido d veces. Sean {€1=1,€2,...,En} las raices n-ési-

mas de la unidad en k, {§ =1,52,...,6 ,} las n'-ésimas. Como pa-

1 n
ra cada 1 = 1,...,n existen i,j, 1 ¢ i,j € n tales que
u,/n v,/n u, v, u,/n v,/n
1 1 R TURE B | 1
Tl(X Y ) = Ei Ej X Y
y como
| ] ] | ] ]
(g?lgvl)n' _ gdn ulgén v1 _ gnulgnv1 ..
i 77 i 3 i ]

u,/n v,/n u,/n v, /n u,/n v,/n u,/n v.,/n
T, (X Yoyl - 5, X Yoyt o, x Yyt y s, x oyt
n n
u,/n v,/n u,/n v,/n
1 1 _ 1 1
Tnr(d-1)+1 (X Y 7 ) = T T,
u,/n v, /n u,/n v, /n
..... ,r(xlyi)-sn,xlyl

De otro lado, considerando la expresidn _(2) de f, sabemos que,
cuando

vl(n—l)

n n

u,(n-1)
=~ ’ €2x7Z , 1 £ 1 £ n

entonces el puhto

. =(u1(n—l) , vl(n-l)’ l)

1 n n

es el de menor orden y més a la izquierda en el nivel 1 de D(f),

siempre que aparezca. Todo otro punto de ese nivel, o cualquier pun-

to si

n n

(ul(n-l)’ vl(n-l))i 7%
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ul(n-l)
tiene , o bien abcisa superior a —> © bien orden superior
(u1+v1)(n—l)
a - . Pero, écudles son los niveles 1 para los que

( ul(n—l) , vl(n-l)

) € Zx2 ?
n n

Son ficiles de caracterizar. Si esa condicidn se verifica, deben

existir h,,h, € Z tales que

1°72
1 _ - '
ul(n 1) n h1
' - - '
vl(n 1) n h2
de donde se deduce que n'I(n—l). Reciprocamente, si n-1 = hn',
¢on h e Z, es
i _ ' ' |
| ul(n 1) - uldhn ‘
| = ulh e 2
n n , 1
- ] ]
v1(n 1) i vldhn i '
! = = v!h e Z
; n n : i

Por lo cual, @os niveles 1 para los cuales

(”1(n'l) V1(“’l))e 7x7

n ’ n |
son 1 = n-n',n-2n',...,n-(d-1)n',n-dn' = 0.

|

Combinando todo lo que acabamos de ver, vamos a sa-

car una consecuencia importante. Escribamos d en la forma
|

i ul/n vl/n !
T = a X Y + T

donde T es una suma de términos tales que, o bien son de orden
|

mayor gque (u1+v1)/n o bien son del mismo orden y abcisa mayor

que ul/n. Qustituyendo esa expresidén de [ ‘en (2), tenemos
u,/n v_/n u,/n v, /n
1 1 X * ] -
0 = (cxu v X Y + T)n+a2(X,Y)(a X 1 fY.l + )" 2+......
1°71 A ;
! u
coeta_ L (X,7)(a x 1/n vy/n

124 Y + T)+an(X,Y)
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En esa expresidn, los términos

u,/n v_/n
‘1 1 n'(d-p)
. T
a (X0, o X Y +T) L p=1,...d
1°°1
son tales que
i) Tienen un monomio en
pn'u,/n pn'v,/n (d-p)n'u./n (d-p)n'v, /n u, vy
X 1 Y 1 X 1 Y ! = X;lY

ii) Todo otro monomio de esa expresidn tiene orden mayor que u1+v1,%

orden igual y exponente de X superior a uy .

Mis alin, en todo otro término

an_l(X,Y)(aul,le vy o+ mt,

todo monomio tiene orden mayor que LPRASIRRY orden igual a u,tvy

y exponente de X superior a u Esto implica que, si an,,con

1°
] 1
pn ul/n pn vi/n

1 €p ¢d, ds el coeficiente de X Y en apn,(X,Y)
|
debe ser i
''n'd n'(d-1) n'
m(a ) = o +Y_,Q toeoreat Y, a +Y_, L= 0
uysvy S Wysvy Tt Tuy vy n'(d-1) u .V, 'n ,d

|
Pero esa ecuacidn debe tener como raices
I {6

1au1,v1"'f' n

cada una de ellas repetida d veces, luego

i

Comn = (AP e e

Y (-1)P (d) , 1 4p <4

pn' P
Esto prueba,?en particular, que los puntos
(pn'ul/n,pn'vl/n,n-pn')

aparecen efectivamente en D(f).
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La importancia de estos hechos radica en que repre-
sentan un algoritmo que nos permite hallar
u,/n v,/n
o X 1 Y 1
1°V1

sin utilizar méds que el diagrama de Newton de f.

Definicidén 3.4.- Llamaremos el nivel representativo de ¢ a la
suma
u,/n v.,/n
> o, o x T oy ?
i=1 i*7i

de los términos de & que verifican

ul/n vl/n
3.4.1.- X Y es el monomio de antes, y si t>» 1, para todo

u,/n v./n ,
. i i .
i=2,...,t, X Y es el monomio de menor grado y menor expo-

nente de X entre todos los de menor grado, de la serie

i-1 u./n v./n
C - auvx Y
ij=1 i’’3
u,/n v,/n u,/n v, /n
3.4.2.- K(g) =k(x ¥ vyl .. xt vyt
u,/n v,/n u /n v /n
3.4.3.- K(Z)> K(x T oy ¥ . x Y oyt o ey

Es obvio que el nivel representativo de ¢ ' estd
univocamente determinado y se compone, efectivamente, de un nfimero

finito de sumandos.

Nota 3.5.- Sea d = m.c.d(n,ul,vl); estd claro que el nivel repre-
ul/n v1/n
sentativo de ¢ se reduce al solo té&rmino o X Y siy
. u, 4V ,
: 121
sblo si d = 1. M3s generalmente, para formar el nivel representa-
ul/n vi/ﬁ
tivo de  se toma el té&rmino « X~ Y , se le afiade el
‘ Uy s vy «

término de menor grado y de menor abcisa entre los de menor grado

ul/n v1/n u2/n v
de [ - o X Y , digamos oL X Y
V4 Uy,v,

/n .

2 , Se le afiade
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el término de menor grado y de menor abcisa entre los de menor gra-
u1/n v1/n u2/n v2/n

do de ¢ - g X Y ) X Y , vy a8i sucesivamente.

ut/n vt/n
El Gltimo té&rmino oy .y X Y seri el primero para el cual
t’ 't

el médximo comfin divisor de los menores de orden dos de la matriz
(n 0 ul.........ut)
0 n v e eV
es igual a n. De aqui se deduce que, para todo i = 1,...,t, el ma-

®imo comlin divisor de los menores de orden dos de la matriz
n 0 u,.........0,
( 1 i
0 n u,...i000..v,
es divisible por n, cosa que utilizaremos en lo sucesivo.
Vamos a empezar ahora, propiamente, a describir el
algoritmo que habiamos anunciado para calcular r . La cuestidn estd

en dar un método de célculo de los sucesivos términos de g . Sea

d = m.c.d(n,ul,vl), n' = n/d, 61=1,62,...,6n, las raices n'-8si-

mas de 1 (observemos que, puesto que le quitamos ya a [ los tér-
minos enteros, es n') 1 siempre). La lista de conjugados de z

puede escribirse

ul/n Vl/n
PR Y t 5y
u,/n v,/n
- 1 '1 1]
Tq = 04X 7 ¥ tCa
e e
L. = 8.a xui/nyvl/n+ z!
24 2%1 24

.. L A R e R I N I R

ul/n Vl/n

Snr-tyast T %X T Y T 4 Tl a4

LR L I R I R I A I )
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.. ® 8 6 0 9 0 0 0 08 s e 0 s s

ul/n v1/n

A Gn,a1X Y + Cg

donde las C& son series o bien de orden mayor que el de [ o bien

de orden igual ai de ¢ pero cuyo término de menor orden y menor
exponente de X entre los de menor orden tiene abecisa mayor que
u1/n. Como la expresidn anterior se va a repetir con mucha frecuen-
cia en lo sucesivo, al término de menor ordénvy menor exponente de
X entre los de menor orden de una serie lo llamaremos té&rmino cla-
ve de la serie. Asi pues, o bien las series Ci tienen‘mayor orden
que el de T, o bien tienen igual orden que [ y su término clave

tiene exponente de X mayor que ul/n.

Efectuemos en (2) el cambio de variable

ul/n vl/n

Z = g X Y + Zl' Obtenemos el polinomio

/n’Yl/n

_ on, (1),,1/n _,i/n,_n-1
£, 0= 2iva,  (x Pyt Tzl

+...+aif;(x1 )zi+ai1)(x1/n,Y1/“)

que pertenece al anillo k ﬂxl/n,Yl/?ﬂ [Z] . Las raices de este po-

linomio quedan de la forma

Ca
ul/n vl/n

- ]

( 1+52)a1X Y * Th

u1/n vl/n

- \i
( 1+62)a1X Y Tl
w/n v, /n

- 1 :
( 1+5n,)a1X Y * C(n'-l)d+1

L R I I Y R R S S Y

u1/n vl/n
(-1+6n,)a1X Y + cé

Ahora bien, los términos claves de Ci,...,Cé ‘tienen los mismos
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u

/n vl/n
c—alx

1y

exponentes ya que Ci""’cé son conjugados de

.
]

lo que puede variar en estos términos clave son los coeficientes,

Esto, bajo el supuesto de que # 0 porque si # 0, cosa que

¢ ts

a;l)(xlln’Yl/n) = 0

sabemés si , es obvio que hemos acabado nues-

tro algoritmo.
u2/n v2/n

Sea aX Y el término clave de Ci; se ve

ail)(xi/n’Yl/n)

fadcilmente que el té&rmino clave de debe ser,

salvo coeficiente

du2/n

dv,.,/n
X 2

(n-d)u,/n
Y 1

(n-d)v,/n
X 1

Y

Como el término clave de ail)(Xl/nYl/n)

se ve por simple inspecci-

6n de esta serie, es obvio que u v son inmediatamente cal-

y Yy

2

culables. Se traté ahora de calcular el coeficiente oa. Para ello

tenemos que hacer una disgresidn larga sobre resultados numéricos.
Estos resultados que vamos a dar son mucho mds generales que los
calcular ese

que necesitamos para 0, pero los vamos a emplear,en

toda su generalidad, enseguida.

LEMA 3.6.- Sean
! n 0 u R ¢
A= 1
r 0 n v v v
1 preeeene eV
A i n O u1 O.cvveeneeee.0 ur+1
rfl 0 n v
; v1 2...........vr vP+1

dos matrices de enteros no negativos(

1 ) tales que el méximo

comin divisor de los menores de orden 2 en ambas es n. Para todo
par de ehteros a,b tales que au1+bv1 € Zn, Bv2,:..,bvr € Zn(si
ha lugar) se verifi .

gar) rifica que aur+1+bvr+1 € Zn
Demostracidmr.~ Al ser el miaximo comlin divisor de los menores de

orden 2 de Ar igual a n,

se deduce que



n m.c d(n2 nu, ,nv, ,O0V
e * 1°? 1°? 2

luego que
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.. u,v e a1,V
s 9nvr,a129 ’1!‘)

(3) 1 = m.c.d(n,ul,vl,v2,...,vr,u1v2/n,u1v1/n)
Sea A = aur+1+bvr+1; ndtese que si probamos que
An € Zn, Aul € Zn, Avl € Zn,.., Avr € Zn, Ag1v2/n € Zn,..,Auivr/nIZn
el lema estarid probado en virtud de (3).
i) Por hipdtesis au1+bv1 € Zn D auiur+1+bv1uP+1 € Zn D
auiur+1+bv1ur+1 bvr+1u1+bvr+1u1 € Zn D
u u
u,d - b 1 r+l € Zn D Aui € Zn
V1 Vp4d
porque ﬁi L)
v v € Zn
1 r+1
ii) De forma andloga se prueba que Avl € Zn
iii) Supongamos que r>1 y sea j, 1<j £ r; se verifica que
Avj = (aur+1+bvr+1)vj = aulﬂ+1vj+bvjvr+1
que pertenece a Zn pues aur+1vj € Zn por ser -ur+1vj un me-
nor de orden dos de Ar+1 y ser bvj € Zn por las hipdtesis del

lema.

iv) Sigamos suponiendo que

au1+bv1 = ntl, bvi =
au1+bv1 = n
bv, = n

se deduce que
a = n(tlvj—
b = ntjul/u

Pongamos

r>1 y sea j, 1<j £ r. Pongamos
nti; i=2,..,n. De
t1
t.
J
tjvi)/ulvj
175
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“1Vr+1 V141
Vilper T j
en virtud de lo anterior se verifica que

= au +bv = (nt

r+1 PVn41 1V3Uppq BtV UL gt U v ) Uy vy

(nt,v.u -nt.v,u

1V5%p41 31 r+1+ntj(ns +v ur+1))/u1v. =

11 J

]

) o
(ntlvjur+1-ntjv1ur+1+n tjs +ntjv1ur+1)/u1v.

1 J =

(tlvjur+1+ntjsi)/(ulvj/n)
(tinsj+ntjsl)/(u1vj/n)
de donde es claro que u vj/n € Zn, lo que prueba el lema.

1

LEMA 3.7.- Sean

r 0O n v v r ®1
1 1 V2'...lC...l.r
(n 0 Ug Upeeeoonenenel ur+1)
Ar+1 = 0 n v v

1 2...........Vr Vr+1

dos matrices de enteros no negativos tales que el mdximo comiin
divisor de los menores de orden 2 de la primera ed3 nd y el de

la segunda es nd d

-— 4 . . -
1° 1In. Sea d = dldi' Para cuaquier par de en
teros a,b tales que aui+bvi € Zn, i = 1,2,...,vr,8e verifica que-
'
(aur+1+bvr+1)d1 € Zn.

Demostracidn.- Operaremos por reducciones sucesivas. Supongamos

el lema demostrado bajo la hipdtesis adicional de que d = d1 y

vamos a ver que este resultado implica el lema en general. En e-
fecto, considerando la matriz

1
(n 0 ul..........ur uP+1 d1

A 0 N V, ieeeeeneoewV v d!
1 r

r+1

se verifica que el mé&ximo comin divisor de sus menores de orden 2
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es nd. Asi pues, para cualquier par a,b € Z tales que

. - ' '
aui+bV:.L € Zn, i = 1,..,r, se verifica que aur+1d1+bvr+1d1 € Zn,

como quérfiamos probar. Asi pues, de ahora en adelante procedere-

mos a probar el lema bajo la hipdtesis adicional de que d =vd1.

Supongamos el lema demostrado bajo la hipdtesis

adicional de que 4 = 1 (=d1). Tomando las matrices

A" =
r

<n/d 6 ul/d.........ur/d)

0 n/d vl/d.........vr/d

n/d 0 ul/d.........ur/d ur+1/d

A" = (
r+1
0 n/d vl/d.........vr/d vr+1/d

se verifica que el mi&ximo comlin divisor de los menores de orden 2
en ambas es n/d. Asi pues, para todo par de enteros a,b tales
que |

aui/d + 5vi/d € Z(n/d) , i =1,..,r, se tiene que

aur+ﬂﬂ+ bv_,,/d € Z(n/d)
Por tanto, para todos a,b € Z tales que aui+bvi € Z2n, 1 = 1,..,r,
es aui/d + bvi/d € Zn, luego aur+1/d + bvr+1/d € Z(n/d), y asi

au_ .4 + bvr+1 € Zn. Luego, supondremos a partir de ahora que

La demostracidn del lema es ya una consecuencia no
demasiado complicada del lema 3.6. Notemos que, efectuando una
permutacidn de los indices 1,2,...,r no varian ni las hipdte-
sis del lema, ni el enunciado, luego siempre se puede efectuar una
tal permutacidn sin variar las condiciones del problema. De otro

lado,supongamos que r)» 1 y consideremos las matrices

n 0 u,......u, ! e i e e
ANt = ( 1 j-1 uJ u]"’l ur)

r 0 n v !
1"""Vj~1 vj Vj+1°""vr
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y A;il obtenidas afiadiéndole a las anteriores A; y A'r'~+1

una columna formada por ué y v% entre las columnas J y Jj+1

y donde

ul u.+uu.
] 3 MUy

]
v! V.+UV,

] ] 1
Ficilmente se ve que el méximo comiin divisor de los menores de

orden 2 de A;' y el de A;;l es nd. Si suponemos probado que,

para cualesquiera a,b € Z tales que aui+bvi € Zn, 1 = 1,..,r,

. . ' ! : ; y/ verifica
i f I au]+bvj € Zn, se tiene que aur+1+bvr+1 € Zn, se

entonces que, tomando a,b € Z tales que aui+bvi € Zn,i = 1,..,r

es

au'l+bv! = a(u.+ u.,) + b(v.+ v,) =
J ] ¢ ] u;) (v] 1)
=(auj+bvj)+ (aui+bvi)

u . i .
que pertenecen a 2Zn. Asi aur+1+bvr+1 € 2n

Estos razonamientos prueban que, si r>» 1, cualquier
matriz que se obtenga de la Ar por transformaciones elementales

entre la3d columnas de
(ul u2.....ur)
V1 V2...l.vr
verifica las condiciones del lema y, mds afin, demostrado el lema
para ésta se tendri el léma en general.

Notese que el lema, para r = 1, es una consecuen-

cia trivial del lema 3.6. Si r)>1 y § m.c.d(u,,u,,...,u) por

transformaciones entre columnas, se puede reducir Ar a la forma
(n 0 8§ O0.........0 )
0 Pvrleieeeaoav!
n vy v, v,

y la demostracidn del lema e3 entonces consecuencia de 3.6.
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Con esto acaba nuestra disgresidn y volvemos a la

situacidn que teniamos antes del lema 3.6, es decir, a calcular el
‘ u2/n v2/n
coeficiente o del término clave de Ci' El monomio X Y

de este término clave lo conocemos, como vimos antes. Sea nd1

el maximo comfin divisor de los menores de orden 2 de la matriz

n
>

di\d, d = d,dj, y pongamos M

Si es

H

Gal(K(C)/K(Ml)) fT1=1,T2,.‘.,Td}

entonces, previa ordenacidn si preciso fuera, el término clave de

Cé es aTi(Mz), i=1,2,...,d. Esto indica que entre los térmi-

nos
{aTi(MQ)/ i=1,2,...,4}

hay di distintos, cada uno de ellos repetido d1 veces. Pero

sea W una raiz primitiva n-ésima de 1; para cada par a,b € Z,

0 £ a,b £ n-1, designaremos por T( el elemento del grupo

a,b)

Gal(K(Z)/K) que corresponde a las raices (wa,wb). Se verifica
au, +bv

que T(a b) € Gal(K(C)/K(Ml)) si y sdlo si w 1 1. 1, es decir,
]

si y sd%lo si au1+bv1 € Zn. En estas condiciones, el lema 3.7 nos

au2+bv2
dice que (au2+bv2)di € Zn, esto es, que W es una raiz

di-ésima de 1. Como de &stas hay justamente d!

10 si las designamos

' 1 1
por {61( )=1,5§ ),...,63%)} » Previa ordenacidn si hiciese falta,
: 1

se podri escribir

Y
> -
n
R
[y
>
<
+
Y

. LR A I B R I Y R I Y

(u)

(1), 92/2 Vo/n
a51 X Y + cd
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z! - "
d,+1 = a62 X Y + §d1+1
u,./n v,/n
t2a, * 5§1)X Pyt vy,
1 1
(4)
SRRSO R S L LA
S'ar-1)a, +1 " “Gé%)x S S Slar-1)d, +1
1 1 1 1 1
(1) U2/? Vvo/m
* - "
Cd = adi X Y + Cd
1 1 1
Consideremos el término clave de a(,) , (X /nY /n).
n—d+d1
Desde luego, salvo el signo, aiié+d,(xl/nY1/n) es la suma de los
1 ,

(nhd+di)- productos de las raices de f1. Por tanto, el monomio de

su término clave seri

(n-d)u,/n  (n-d)v,/n d'u./n d'v./n
V= x /" ESA S L A I

siempre que su coeficiente sea distinto de cero. Se trata de ver

(1)

| (1)
n—d+di

1/n’Y1/n
n—d+di

(x R ).

cudl es el coeficiente B de M en

Sean Gi € Z [xi,xQ,...,xd] ,i = 1,2,...,d 1las
funciones simétricas elementales en d variables y sea
d
B = (-148)% -1+ 8
n

Se verifica que

(1) ) n-d+d) dj (1) (1) (1) (1) (1) (1)
n-d+di (-1) Ba odi(ﬁ1 ,...,61 ,62 ,...,62 ’Gdi ,..,Gdi

Pongamos

B

(1) (1) (1) (1)
_ (1) (1) s s e s s e e s s e ey )
Y = Gdi(di ,...,61 ,62 62 | Gdi Gdi

d'
se trata de probar que Y # 0. Pero es facil ver que (-1) 1Y es

- ]
el coeficiente de Ad dl en la ecuacidn

'
dl dl

(A " -1) = 0
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luego
d!+1d d!+1
1 1\ _ 1 .
y = (-1) (1 )— (-1) dy #.O
1 1
Ahora bien, por simplé inspeccidn de a;i3+d,(x /n,Y /n) obtene-
1
1
mos Bé_;+di, luego
d'
(1) _ n-d+1 1
P-d+ay ~ (-1) Bd,a
de donde
4] (1) d+1
- _,yD-

Esta relacidn permite determinar o univocamente salvo producto
por raices di—ésimas de 1, lo que resuelve el problema de deter-
minar los coeficientes de los términos clave de gi,...;;é en

virtud de (u4). Sea a, una determinacidn de «a.

En esta situacidn, y habiendo calculado 1l6s térmi-

nos clave de Cﬂii,...,c'd,hallemos los siguientes. Pero esto es

fdcil por un razonamiento tipo Galois. Escribamos Gal(K(3)/K) = G

en la forma

G = {T11=1,T12,...,Tld,121,T22,...,T2d,...,Tn,l,....,Tn,d}
donde, para cada i = 1,2,...,n' es {Til’TiQ""’Tid} el conjun-
to de automorfismos que transforman M1 en GiMl. Estd claro que

{Til,TiQ,...,Tid} = T,;,6al(K(5)/K(M,))
es la clase adjunta de uno de ellos mddulo Gal(K(C)/K(Ml)).‘ASi
pues, para cada i = 1,2,...,n' es

{Tii(a2M2)’Ti2(a2M2)"'"Tid(aQMz)} =

(1) (1) (1) (1)
{Til(azdl_ M2),...,Ti1(a261 M, il(a262 M2),.,.,Ti1(a262 My,
(1) (1)
......,Til(aQGdi M2)""’Ti1(a26d{ MQ)}.

Esto termina de forma préctica los términos clave de {Cé+1,..,cé}.

Para ello basta elegir, para cada i = 2,..,n' un automorfismo Ti
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que transforme M, en 6.M, 'y escribir las listas

(1)

trysPamy, il Ma ), eyl a1 a,m ).

ACPTALPLPORER
Vamos a detallar un poco mads la lista

{T(a1M1+a2M2)/ T e Gal(X(3)/K)}.

En esa lista hay n/d elementos distintos, cada uno de ellos

1

repetido d1 veces. Sea na1 el miximo comlin divisor de los me-

nores de orden dos de la matriz

n O u2)
0 n v 3

2
se verifica que dlla1 y se escribird al = dlai.
LEMA 3.8.- Se verifican las siguientes propiedades:
3.8.1.- d; divide a n/a1 y ai divide a n/d.
- ! = .
3.8.2.- a] = [K(M,):K(M ) Nx(H,)]
- 4! = .
3.8.3.- d) [K(Ml).K(Mi)(\K(MQ)]
Demostracidn.- Probando que ai divide a n/d se tiene la prime-
. . - 3 - -' 3 —' - '
ra afirmacidn ya que, al ser d1 = d1d1 es di/dl = d/d1 luego
a | At
dldl = ddl’ de donde

(n/al)/di = /3,4 = n/dd; - (n/d)/ai € 7

luego d; divide a n/ai. Probemos entonces que d divide a n/d.

1
1
Poniendo Uy votu vy = hndi, h e Z, como

m.c.d(n2,nu1,nv1) = nd = nd,d
2 ‘ =
m.c.d(n ,nu2,nv2) = nd, = nd,d

es

t gt -
m.c.d(ndldl,didln,ndlh) = nd

de donde se tiene que
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-— t v
1 = m.c.d(di,dl,h)

A la vista de esta igualdad, para probar lo que deseamos, basta

demostrar que (n/d)d] e Zai y (n/d)h e Zai. Pero
= - = d /4t = d Y)a! d.!
(n/d)d; = (n/d,45)d] = n/d; = n/(d,/d}) (n/d)d} e 2d

y de u,v,-u,v, = hnd se deduce que

1'2 "2°1 1

(uy/7d)(vy/d)) - (u,/d ) (v, /d) = h(n/4d)
lo que implica que h(n/d) e Zai ya que wu,/d, v,/de Z vy

u./d

,/dys v,/d, € zd! pues ai = dlai divide a u, y v,. Esto

1 2

prueba el primer apartado.
3.8.2.- Pongamos K' = K(Mi)(\K(MQ); se trata de probar que
a; = [K(MQ):KJ . Para ello, como K(M2)) K es una extensidn ci-

clica, de grado n/d engendrada por M que satisface la ecua-

12 2

cidn pura irreducible

. d!
. s 1
basta probar que di es el minimo entero positivo tal que M, €

).

Para probar esto, hagamos una observacidn previa. Sean (al,b1

...,(ar,br),(a,b) € ZxZ. Diremos que (a,b) es combinacidn 1li-
neal de (a,,b,)s...,(a_,b ) mdédulo n si existen enteros
1°71 r’"r

A A_,h,,h tales que

1,.'., P’ 1’ 2
(a,b) = Al(al,b1)+...+Ar(ar,br)+(h1n,h2n)

o, de forma equivalente, tales que

a= a,A,+....+a_A _+nh
r’r

171 1

b

b1A1+....+bPAP+nh2.

Aplicando el teorema de Rouch&-Frobenius para sistemas diofanticos
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se tiene que (a,b) es combinacidén lineal de’ {(al’bl)""

"’(ar’br)} mddulo n si y sdlo si el maximo comln divisor

de los.menores de orden dos de la matriz
(n 0 a1.......arj
0 n bl"""'br

coincide con el de la matriz

| Usando esta observacidn estd claro que, como el
‘ ‘
|

méximo comlin divisor de los menores de orden dos de la matriz

: (n 0 u1)
! : 0O n v

es nd, y el de la matriz

es también nd, entonces (u2,di,v2di) es combinacidn lineal de

a! ,
| . o 1 X
(ul,vl) wodulo n, lo que implica que M," € K(Ml) 'y asi
d! |
M21e}<!.
. . A
Reciprocamente, si M2 € K' es M; € K(Ml) luego (UQA,VQX) es

combinacidn lineal de (ul’vl) mdédulo n,lo que implica que dill.
En efecto, si se pone

1nd1h1 = nu,, nd1h2 = NV, nd, h, = u,v,-u,v

1
se tiene que

i

[N
il

m.c.d(hl,hQ,h3,d)

,‘{
i

- | s
Asi, se verifican

I
’— — —-—
ndlhlk k nu2A, ndthA = nvzl, nd1h3k = (u

1v2—u2v1))\

de donde

|
|
i
|



ndind,h X, nd|nd hyh, nd|nd h A

luego

A, d!ln

d}|d, a!|n 1l

\
3 A, dilng)

1 2

lo que implica que dill. Esto prueba 3.8.2

3.8.3.- Este resultado es ya trivial pues

3t = A A4' = R7a
ady = 3,4) = [x@x].
Una vez probado el resultado anterior, es bastante
sencillo escribir la lista
{t(o M o M)/ T € Gal(K(C)/K)}
Para cada i = 1,2..,n' = n/d supongamos elegido

' . ' - . ’ . ' -
un  T: e 6al(K(g)/K) tal que Ti(Ml) = &M Entonces Ti(M2) Y M,

1

donde Y, es una raiz (n/al)—ésima de 1 (Y1=1) y

{Ti(a26§1)M2),...,Ti(a26§1jM2),T&(aQGél)M2),...,Ti(a26éi)M2),...
...,Ti(aQGQ%)Mz)} =

1
={a2Y16§1)M2,...,a2yi5§1)M25a26iyé1)M2,..,,azyidgl), .....
R TRt LR

Para cada entero m se designard por Gm al gru-

po de las raices m-ésimas de 1. Con esa notacidn se tiene que

Gdic Gn/al y la aplicacidn

W
]

/B Gn/d
dada por

w<si> = YiGdi = (T;.L(MQ)/MQ)Gdi

es un homomorfismo de grupos. Como Y es claramente suprayecti-

vo su nficleo consta de ai elementos(lema 3.8) y es, por tanto,
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el conjunto de raices ai-ésimas de 1. Esto describe completamen-

te la lista

(t(a, M +a,M))/ T ¢ Gal(K(g)/K)}

Para concluir esta seccidn terminando de describir
completamente nuestro algoritmo nos falta un paso fundameﬁtal.’Co-
mo pasa con todo algoritmo para construccidn de series, tenemos
que probar que, si funciona para construir r términos, funciona
también para construir r+l1 vy esto es lo que vamos a probar des-
de aqui hasta el final de la seccidn.

Naturalmente, una vez que hemos calculado los dos

primeros términos de [ efectuamos en f1 el cambio de variable

u2/n v2/n
Z1 = u2X Y +ZQ, procedemos de forma anfdloga a como hicimos

con fi’ y asi sucesivamente. La descripcidn del caso general que
vamos a efectuar ahora no es sino una traduccidn casi literdl del
cdlculo del segundo término de (.

La situacidn general es como sigue. Conocemos. los
r primeros términos de [, r * 2, a saber

u1/n vl/n ‘u /n vr/n

g = alx Y +....+arX Y + 7!
donde ' es la suma de los términos desconocidos. Disponemos
también de una. ecuacidn

AN agr)(xl/n,Yi/“)z2‘1+...+aifi(x1

- /n ,1/n (r),,1/n ,1/n,_
fr = P+ ,Y )Zr+an (x s ¥ )=
cuyas raices son del tipo
(r-1) (r-1) (r-1) (r-1)
4 e el a M +T +C e
1 3 k4 b b}
dr_1 dr_1+1 dr_1+1 dr_1+1 dr_1+1
(r-1) (r-1)
cee QO Mn+Tn+cn .

donde ndr_1 es el méximo comlin divisor de los menores de orden 2

de la matriz



Al

1 r ®
(r-1) _ _, (r-1) _(r-1) (r-1)
{z, HRARERREEEL WL DR SRRRRL }
r- r (5)
= {1(g')|1eGal(K(g)/K)}
(r-1) . .
y donde o, € k, i = dr_1+1,...,n, Mi son monomios,
oty 4,
1 1 1
son té&rminos conocidos y a(ir_i)Mi es el término clave de
afr—l)M.+T.+c€r"1).
i i i
Ademis, los Cir-l),_...’cér—l) verifican la condicidn siguien-
r-1
te: Tomando los n conjugados de T, {C=C1,C2,...,Cn} se verifi-
ca que entre ellos hay exactamente dr—l cuya sﬁma de r prime-
ros términos es
u,/n v, /n u /n v_/n
a, X 1yt tooba X YT

Pues bien, suponiendo que los {Cl,...,cn} estdn ordenados de

forma que esos conjugados son C1=C,...,Cd se verifica que
r-1
(r-1) _ :Zfi:: ug/m vy/no
Ci - C].. - - ajx Y 'y i1 = 1,..-.,dr_1
j=1 ;
Observemos que, por (5), los monomios de los tér-
R (r-1) ., _ .

minos clave de todos los Ci , 1 =1,...,n son los mismos.
“re1,Vr+t

Asi pues el cdlculo de este monomio, digamos ‘Nr+1= X Y .

dr n
es inmediato pues Nr+1 .l.Jd o1 Mi tiene que ser el monomio
TTr-1

del término clave de air)(xl/n’Ylln)

, siempre que éste sea no nu-

lo. Como siempre, el problema es calcular el coeficiente de M en
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(r-1) (r-1)
{c1 "...’Cdr;1 }

cada uno de 1los

Sea ndr el madximo comln divisor de los menores
de orden dos de la matriz
n 0 U, sso06ssessl u
( 1 r vr+1)
0 N V,ieeeeeoV \'4 H
1 r r+1/ °

naturalmente d_|d y se podri escribir d = drd;' Designe-

r‘ r-1 r-1

u;/n vi/n ;
mos por Ni el monomio X Y s, 1 = 1,...,r+1l, Puesto que

[K(C):K(Nl,...,Nr,Nr+1ﬂ =d, y lK(Nl,.f,Nr+1):K(N1,...,NrJ = 4!

y como
{C(P-1)=C',---aCér—1)} = {1(c")/T ¢ Gal(K(g)/K(Nl,...,Nr))}
1 r-1

en la lista

{T(Nr+1)/ T € Gal(K(§)/K(N1,...,Nr))}
hay d; elementos distintos, cada uno de ellos repetido dr ve-

ces. De otro lado, sea w una raiz n-ésima de 1. Para cada T

T € Gal(K(C)/K(Nl,...,Nr)) existen un par de enteros a,b,

0 £ a,b £ n-1 tales que T se corresponde con el par (wa;wb

).

En este caso, debe ser aui+bV»i € Zn,Vi=1,...,r luego, por el

t
lema 3.7, es (aur+1+bvr+1)dr € Zn. Por tnto, para todo T,

dl

) = 8N con & T=1.

T e Gal(K(Z)/K(N il

’Nr))’ debe ser T(N

1> r+i1

Este hecho, junto con lo anterior, implica que si {Gir),..,ééf)}

son las raices d;-ésimas de 1, se verifica que

{r(v_ )7 1 e Gal(K(3)/K(N,,...,N )} =

_ (r) (r) (r) (r)
- {61 r’+1’...."61‘ r+1’."°’6dr" Nr‘+1,..»."6dr'5 Nr+1}-
Designemos por o al coeficiente de N en C(P_l); cambiando

r+1 1
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el orden si preciso fuera se puede escribir

r
(r-1) - 0‘6(1‘) (r)

S(dar-1)d +1 a' Nep1t(daro1)a +1
r r r r r

(r-1) (r) (r)
4 =adyy N+,
r-1 T r-1
. P (r)
Ahora se considera el término clave de a
n-d +
; r-1
d;(Xl/n,Yl/n) y razonemos como en el caso del cdlculo de O,
. (r) i/n,1/n ‘ '
Salvo signo, an—dr_1+d;(x Y ) es la suma de los (d—dr—1+dr)

productos de las raices de fr' Por tanto, el monomio de su térmi-

no clave serd( supuesto el coeficiente distinto de cero)

dr—l n
M = Nf+1 M..
i=d +1 1
r-1
Se trata de ver cfial es el coeficiente B(P) s de M en
n-d +d
r-1 r
(r) 1/n _,1/n .
a _a +d,(X ,Y ). Sean o, € Z[xl,...,xd ] , 1 =1, ’dr~1
r-1 "r : r-1
las funciones elementales en dr-i variables y sea
n ‘
B =TT olr-1)
. i
i=d +1
r-1
Se verifica que
| -d__+d! a!
(r) | %1% 9y (r) (r) (r) (r
Bn_d +d' = (-1) Ba Od'(dl ,00,61 ,..,Gd' ,..’Gd'));
r-1 "r. r r : r

designemos por Y al filtimo factor de ese producto. Ficilmente
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-4
da! d 1 d

r . . r- r .2
se ve que (-1) "y es el coeficiente de A en la ecuacidn

ard
AT -1 T =0

O sea
d'+1

_ r
Y = (-1) dr £ 0.

(r)

1/n,1/n
o_d Y )
r

Como por simple inspeccidn de a +d,(X se obtiene
1 r

(r)

- '
n dr—1+d r

B

s lo anterior permite determinar o salvo producto por

raices d;—ésimas de 1, que es justamente lo que necesitébamos.

(r-1) (r—l)}

El calculo de los términos clave de {Cd PRI A 'se ha-

ce ya trivialmente por el mismo procedimiento que en el caso del

segundo término.

Observacidn 3.9.- El1 nivel representativo de 7 se alcanza en el

paso en que dr-l = 1. Para los términos siguientes es d% =1 y

los coeficientes o se determinan por una ecuacidén de primer gra-

do.

Como ilustracidn de todo lo anterior, veamos un
ejemplo, Sea
3

2y (14vyz+x%y®  (1ev)toxy® -

£ z”-zx¥3(1+Y)222-ux

6 2

I .
Z +(—2XY3—4XYu-2XY5)Z2+(-4X2Y -4X Y7)Z+(X2Y6

+HX2Y7+6X2Y8+

+4X2Y?+X2Y10—X3Yg),

cuyo discriminante es

p = —eux"v2 [(1er) taxy?
Por el teorema de Abhyankar f +tiene como raices series de Puiseux

casi-ordinarias, que vamos a calcular. Sean éstas, C=§1,C2,C3,Cu;

el primer monomio de ¢ es ficil de calcular y es N1 = Xz/uYs/u;

La recta del espacio que une los puntos (0,0,4) y (2,6,0) tiene

como ecuaciones



X =2A , y =6X , z = 4 - U4}

a la que pertenece el punto (1,3,2) correspondiente al monomio

XY322, por tanto, los coeficientes de N1 en [ son las raices

de la ecuacidn

Asi, podemos escribir

¢, = w2/ 4y6/4 3]
¢, - Xz/uYe/u +’§§
c, __y2/4yB/4 s
. __yx2/uy8/n )

7 = x2/4%y8/%,4

4 Se obtiene el polinomio

Haciendo el cambio

£, = zi+ux2/”Y6/”zi+(uxyl2/”-

Y16/4_ 20/4

X 2XY )zi+

(_gx8/Hy22/4_ 46/4y26/4 | (B/H 2474 | B/L 28/k

-4X )Z1+

(ux8/MYS2/4+ux8/4Y36/H+X8/4Y4O/u_uxlO/HYSQ/H_MX10/4Y34/4+

_x12/14436/4,

cuyas raices son

' _2X2/4

{ci,cé,-zxz/”ys/”+c3, v®/ M)
E1l monomio N2 ﬁel término clave de Ci esta
dado por
Ng.XY12/4 - x8/4Y32/4
Juego
N2 - X2/uY10/u.

Usando -las notaciones anteriores y considerando la matriz

se tiene que 4 = d1 = 2, di = 1. Considerando el término clave
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del coeficiente de 21 se tiene que B

1§
=
<

8 = (-0 -

luego o = 1. Asi se tienen:

X2/4Y6/H+X2/4Y10/H+

Xz/uYs/u+X2/uY10/u+

Designemos por w(w w') al automorfismo de Gal(X(Zz)/K) corres-
b . .

pondiente al par de raices de la unidad (w,w'). Como
Gal(K(C)/K) = {W(l,l)aw(l,_l)’w(l’i) ’lp(l,"'i)}
Gal(K(z)/K(N,)) {¢(1,1)’¢(1,-1)}

la Gnica clase del cociente distinta de la unidad es la que con-

tiene a w(l " Asi
]

g oo _x2/HyB/H_y2/ug10/4 L,
3 3
T g2/ B/8, g2/ ,10/4 cl
n
Haciendo en f1 el cambio Z1 = X2/uY10/ +Z2 se
obtiene el polinomio
f2 = Z;+(4X2/4Y6/”+4X2/HY10/H)Z3+(uXle/u+8XY16/u+uXY20/4)Zg
+(_uxs/uYQu/u_uXS/uYze/u)ZQ+(_qx1o/uYao/u_Bxiq/uYsu/u_
—uxio/“YSS/”-x12/”y36/”),
cuyas raices son ‘
(ey,oy,-2x2/ My B M ox2/ My 0 % pn oy 2/ By B/ o2/ 8y 20/M ry
El monomio clave N3 de CE viene dado por
Ng.Xle/u - X10/4Y30/H
luego
N3 - X3/4Y9/N

Considerando ahora la matriz
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se tiene que d1 = 2, d2 = 1, dé = 2, Fijadndonos en el término
clave del té&rmino independiente, se tiene que B = 4 'y

4 = (-1)“'2+2.u.a2(-1)2+1.1

2 + -
de donde a =1 1luego o = - 1, Asi

Cl - X2/4Y6/4+X2/QY10/4+X3/4Y9/H C"'

g2/ 4y B/ 2/ 4 10/ 4_3/4,9/4

§2 - C" ]

y aplicando ¢(1 i) Se obtiene que
b

gy - _xz/uYs/u_xz/uY10/u+iX3/4Y9/u+ c"'

, - x2/HyB/4_y2/4,10/4  3/4 9/4 oy

Haciendo el cambio de variable 22 = X3/uY9/g+Z3

en f2 se obtiene el polinomio

£ - zg+(4x2/”Y6/” 2/4,9/% | 3/4,9/4

3 +4X

)Z+

12/4 16/Y4 20/4 S/uY15/u 5/uY19'/u+ 6/u 18/4

(uxy +8XY +4XY +12X +12% )z

(8X8/HY2H/4+8X8/HY28/4+8X7/4Y21/4 7/4Y25/4+8X7/4Y29/l&+

+16X

X9/MY27/4)Za

Como ese polinomio no tiene término independiente, eso indica que
nuestro algoritmo ha terminado y que

r = Xz/uYe/u+X2/uY1o/u+X3/uY9/4

y todos sus conjugados son las raices de F.
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CAPITULO TII

Seccidn 1: "Superficie de Riemann de k{((X,Y))" |

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica <cero, X e Y variables formalmente independiﬁntes so-
bre k, X = k((X,Y)), R =x[ X,Yn . En esta seccidén nuestro
objetivo es calcular explicitamente el conjunto I de las valo-

raciones v de K/k tales que su anillo Rv contenga a R,

Hay que hacer notar dos observaciones preliminares.
La primera es relativa a la notacidn y es que, sin expl;citarla
previamente, usaremos la terminologia clidsica de valoraciones,
tal como puede encontrarse, por ejeleo, en ( 7S II ).fLa se-
gunda es que muchos de los resultados aqui expueétos son vilidos
también cuando la caracteristica de k es positiva. Siempre que
pbdamos reseflaremos explicitamente los puntos en que hagamos uso
de la hipdtesis de caracteristica cero.

Para el cdlculo de nuestro conjunto ¥ hacemos una
primera clasificacidn, que resultari bastante grosera, atendien-
do al centro de la wvaloracidn en el anillo R. Este centro puede‘
ser el ideal (0), un ideal primo de altura uno o el ideal maxi-
mal M de R. Veremos que la mayor parte de los elementos de J
tienen centro este ideal maximal;

PROPOSICION 1.1. La finica valoracidn de ¥ con centro el ideal

(0) es la valoracidn trivial.

Demostracidn.- En efecto, si v g § es tal que m,O R = (0), en-
tonces Rva R(O) = K v por lo tanto RV = K y v es la valora-

cidn trivial.

Sea I el conjunto de los ideales primos de R de
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altura uno. Cualquier p € I serid de la forma p = (f) con
f € R irreducible. El siguiente teorema nos dice cémo son los
elementos de % con centro un ideal de TI.

TEOREMA 1.2. Para cualquier v g I con.centro en R un ideal

p e I es Rv = Rp, v es discreta de rango uno y, si p = (F)
con f ¢ R irreducible, el cuerpo residual de la valoracidn es

el cuerpo de funciones meromorfas Fformales sobre la curva alge-

broide plana de ecuaciédn £ = 0, Ademds, para culquier g/h e K

i

existen enteros r y s tales que v(g/h) r-s.

Demostracidn.- Sea v g I tal que mv(\R p con p e I; en-

tonces Rv:'Rﬁ y como Rb es local, noetheriano, de dimensidn
uno e Integramente cerrado; es un anillo de valoracidn discreta
de rango uno y de aht que se ténga RV= Rp.

Si tenemos ahoré f € R irreducible tal que p = (f), el cuerpo
residual V v ’de v seréd entonces Rp/i)Rp::z Q('R/I‘J):Q(R/(f))
donde con Q(-) indicamos el cuerﬁo de fracciones. Asi V v ©S
el cuerpo de funciones meromorfas formales que postulamos en el
enunciado del teorema.

Por ﬁltimo; la realizacidn de la valoracidn se efectua, si es
g/h € K con h # 0; de lé siguiente forma:

Existen enteros r y s , asl como elementos g, Y h, eR ta-

1
les que

8 F g £, h=h, f£° , donde flgl"flhi' Enton-~

ces se tendri

u

/v(g/h) Pes

y con ello concluimos el teorema.
Con estas dos proposiciones quedan descritas todas
las valoraciones de % con centro en R distinto del ideal maxi-

mal M. Nos quedan aun el grueso de ellas que estarin en el Qlti-

mo caso antes citado. Para realizar su estudio, nos cefiiremos a



0f)

un anillo més pequéﬁo que R y demostraremos que en dicho anillo
el grupo de valores permanece el mismo.

Sea R' = k [I Xﬂ _[Y]cR, K' = k((X))(Y) su cuerpo
de fracciones. A partir de ahora todas las valoraciones Vv consi-
deradas serin centradas en el ideal maximal M de R.

LEMA 1.3. Sea v € I , v' su restriccidn a X', ' el grupo de
valores de v, TI' el de v'. Se verifica que T =T"',

Demostracidn.- Puesto que es RV:>R, se tiene también RV,> R',

Como K y K' son los cuerpos de fracciones de R y R' respec-
tivamente, para demostrar la igualdad de los grupos de val&res.
bastard probar que v(RN{0})e v(R'~N{0}), ya que al ser v' res-
triccién de v se tiene T'gT.

Sea f & RN\I{0}; siempre podemos escribir

F(X,Y) = X* g(X,Y), r >0, g(0,Y) # 0

v supongamos que n v(g(o,Y)), donde Vv representa el orden usual.

Por el Teorema Preparatorio de Weierstrass se puede expresar

F(X,Y) = X©

U(x,Y) h(X,Y)
donde U(0,0) # 0 ‘y h(X,Y) =‘Yn+a1(X)Yn—1+...+an_1(X)Y+an(X).
Como U(X,Y) es invertible en R, lo es en RV y por tanto
v(U(X,Y)) = 0 y asi se tiene

v(f) = r v(x) + v(h)

y de aquil la igualdad del grupo de valores.

Siguiendo en la situacidn del Lema 1.3, sea R" = k Hkﬂ
K" = k((Xi) vy sea ¥" 1la restricecidn de v a -K". Se tendri
taﬁbién R"Dlxﬂ, y como R" es un anillo de valoracidn discreta
de rango uno, o bien ¥" es la valoracidn trivial, lo que no es
posible por tener X valor positivo, o bien B" = Rv" y v'" es
pér tanto:discreta de rango uno. Si es TI" el grupo de valores
de v", sé tendri que; como grupos ordenades, I'" y Z  son iso-

morfos. Por ello, usaremos Z o TI" indistintamente.
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Puesto que T = T' | en cuanto a grupo de valores
se refiere, las posibilidades de valoraciones de K/k centra-
das en el ideal maximal M de. R son las mismas que las valo-
raciones de K'/k vy &stas son las que estudiaremos a continua-
cidn. Para ello jﬁega un papel fundamental el grupo cociente T /T",
El primer resultado al respecto es el siguiente:

TEOREMA 1.4. Si en T/T" existe una clase sin torsidn, entonces

rez? como grupos abelianos no ordenados.

Demostracidn.- Designemos por Tor(T/T") al conjunto de los

elementos de torsién de T/T",
Por hipdtesis, debe existir un w €R' tal que

v'(w) + T" ¢ Tor(T/T"). Sea Ky = K"(w); K' .es una extensidn

finita de K1 Yy w serad trascendente sobre K",

Llamemos v a la restriccidn de v a K tomando

1

un polinomio f € K" [w] ,

Y .
i
f'=E a, v, a,
0
de

1;

‘eKn
i 1

En la expresidn f no puede haber dos sumandos con el mismo

valor pues, si existiesen dos indices i, j ; 0 £#3i&j £ n ta-
les que w;'(ai wi) = v'(aj wj), se tendrié
v"(ai) + i Vi(W) = v"(aj) + 3 Vi(W)
y de aqui
(i-3) v(w) = v"(aj)'- v"(ai)
luego es v(w) + I'" € Tor(r /T™)
en contradiccidn con la hipdtesis.

Por este hecho, se obtiene que

(1) : vi(f) = min {v"(a.) + 1 vi(w)}
0£i¢n *

y por consiguiente
1‘1 = Z + Z viw)

Como por otro lado es ZANZ y(w) = 0, por ser v(w) sin torsidn,
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}a suma obtenida es directa.

Sea ahora n = [K'; Ki]; cualquier elemento vy eK'

verificarad una ecuacidn algebraica

m . _m-1 -
(2) Y o+ byy TH........t B gy + B =0

con m £ n. Es claro que en (2) debe haber dos sumandos distintos

con valores iguales. Llamando by =1, existirdn i,j; 0%i ¢ jfn

tales que

71y =yt (b y"T)

i
\

per tanto

Ni(bi) + (m-1) v'(y) Vl(bj) + (m-3) v'(y)

de donde

-3 ! =
(3-2) v'(y) vi(bj) ~ Vl(bi)
lo que implica que ~'(y) ¢ l-T . As? se tiene TI'C % ', . Sea t

1 1

el menor entero tal que TVc;%I'l. Como % (1,0) e T' vy %(0;1)€F'

1,2

: 2 : , '
se tendrd T! = ¥\Z = Z , como queriamos probar.

\
Yna vez probado el isomorfismo existente entre I' vy
2

o - . 2 .
Z° , si conocemos los dérdenes posibles sobre Z compatibles

con la estruyctursg de grupo abeliano, mediante un isomorfismo orde-

nado, trasladamos este orden a T y por consiguiente tendremos
una descripcidn completa, en cuanto a grupo de valores, de las va-
\ o

loraciones posibles en el caso en que (I/ I'")N\Tor(I/T") # &. Los

sigulentes resultados nos dicen exactamente los drdenes posibles

sobre ZQL

LEMA‘i;é. Sea una relacidn de orden % sobre Z2 compatible con
la estructura de gruﬁo y sea H un subgrupo aislado de Z2 dis-
tinto de {(0,0)} En estas'condicionés, existe una recta del
plano real r tal que H = r(\ZQ. Ademés, el éubconjuﬁfo H+

de los elementos positivos de H +tiene un minimo que es uno de

2
los generadores de 7r)Z como grupo ciclico.
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- e er———— i

Demostracidn.- Veamos en primer lugar que los puntos de H estan

todos sobre una recta. Supongamos lo contrario, sean (a,b) 'y

(c,d) dos puntos de H tales que bec-ad # 0. Tomemos ahora un

punto arbitrario (x,y) € ZQ. Llamando
u = ay-bx
v = cy-dx

se tiene la igualdad

(be-ad).(x,y) = v.(a,b)-u(c,d).
Por tanto, (bc-ad).(x,y) € H. Pero al ser H un subgrupo aislado
esto implica que el punto (x,y) € H y en consecuencia H seria
todo ZQ, en contradiceidn con ser un subgrupo aislado. Asi se tie-
ne la existencia de una recta r tal gque Her.
Recibrocamente, sea a € Z%\r un generador de este grupo ciclico;
como H es notrivial, existird un n € Z tal que na € H y por
ser subgrﬁbo aislado, es 0o € H. Con ello se tiene probado el lema

2 P
rfz es minimo

pues obviamente uno de los dos generadores de H

entre los positivos.

TEOREMA 1.6. Dada una relacidn de orden £ sobre 22 compati-

ble con la estructura de grupo abeliano, el grupo ordenado (Z2, £)
es isomorfo, preservando el orden, bien a (Z2,¢) donde « vre-
'presenta el orden lexicogridfico, bien a un subgrupo ordenado de

R de la forma 2Z @ ZE con £€R+\Q+

Demostracidn.- Supongamos que el orden £ que tenemos es arqui-

. 2 . . . .
mediano sobre Z°, Existirid entonces una inmersidn de grupos orde-

nados W:(ZQ, =) ¢«—3 R. Como siempre podemos elegir una base de

2 s
Z de forma que los dos elementos de dicha base sean positivos
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para ese orden, supongamos que (1,0)3 (0,0) y (0,1)>»(0,0).
Sean V¥ (1,0) = ) y(0,1) = o dondeifx Yy p son
positivos por ser ¥ un homomorfismo ordenado. Se tendrad que,
para cualquier (n,m) 5Z2 es y(n,m) = n)+omy
Restringiéndonos a su imagen, y se‘convierte en
un isomorfismo de grupos ordenados:
‘y:(z?, £) ———> ZA@ Ip
Componiendo este isomorfismo con el isomorfismo de grupos ordena-

dos
¢ 2302y —> ZOZg , g:{

que lleva n?2 + my sobre n + mf{ , obtenemos que
(z%, ©Y~(z @ 2§, ¢)

donde § € R~ Q, pues de lo contrario, si‘ g =

¢°W(-r,q)j = 0.

g € 0, tendriamos

Supongamos ahora que‘nuestro orden. ¢ no es arqui-
mediano. 'Esto nos dice que existe un subgrupo aislado ' H de 22
distinto del {(0,0}, pues ha de servde rango estrictamente mayvor
que uno.

Tomemos un plano con un sistema de coordenadas orto-
gonales e identifiquemos 22 -con los puntos de coordenadas ente-~
ras. Por el lema 1.5, H esti contenido en el conjunto de coorde-
nadas enteras de una recta ax-by = 0 , con (a,b) minimo entre
los positivos que pertenecen a H. Por ser este (a,b) minimo v
ser H un subgrubo aislado, ha de ser ei m.c.d(a,b) = 1,

Podemos imponer que el punto (-b,a) sea positivo pa-
ra el orden ? sin que ello suponga restriccidn alguna, pues de

no ser positivo razonariamos con (b,-a).
t

f
B

Consideremos la regidn del plano

|
b
A

S, = {(x,y) € 22/ y 2

oo

X ‘Y——

|
'
i
!
' i
i

v sea (x,vy) € S,- Entonces los nfimeros wu = by + ax, v = ay-bx
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son enteros no negativos y podemos obtener facilmente que

(a? + b%) (x,y) = u.(a,b) + v{-b,a)

luego (a2 + b2) (x,y) * 0 y por ser H un subgrupo aislado,
también es positivo el punto (x,vy).
Sea ahora la regibn

x - v<&- Z x}

2 b

y supongamos que existe (c,d) € §, tal que (c,d) £(0,0). Por

»

pertenecer a S es d =

oo

0 c y d(-%c, por lo tanto

(1) ad-be 2> 0
(2) bd-ac <0
Sea n>»0 tal que

2

(3) n(a” + b2) + bd + ac = 0

y consideremos la suma

1)

n (a,b) + (c,d) (na + c¢,nb + 4)

Se tiene entonces

()
b (na + ¢) = nb + be nb + d
a a
(3)
-2 - ~ha - ac ¢
5 (na + ¢) 5 nb + 4

y por consiguiente (na + c,nb'+,d) € Sl, luego es un elémento
positivo; pero en este caso (0,0) {(-c,-d)<n (a,b) vy por ser
H un subgrupo aislado tendria que ser (-c¢,-d) €¢ H en contra-
diccidn con el lema 1.5.

Estas consideraciones nos llevan a que la regidén S

2
también es positiva, con lo que el orden en 22 seria:
éy-bx) 0
(). (x,y) * (0,0) [ G
| ay-bx = 0 |y x >0
Por otro lado, vimos que habia devser m.c.d.(a,b) =

1,

luego existen a,B € Z tales que oa + Bb = 1. Asi (a,b) y (a,B)

2

constituyen una base de Z
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. ' 2 2 .
Congsideremos el isomorfismo n: 27 —> 7 defini-

do por

n(a,b) = (0,1) \ n(a,B) = (1,0)
Este isomorfismo preserva el orden pues, para cualquier (x,y)
podemos poner

(x,v) = (ax + By) (a,b) + (ay - bx) (-B8,a)

luego
n(x,y) = (ax + By) (0,1) + (ay - bx) (1,0) =
=(ay - bx,x + y)
Si ay-- bx = 0, es a(ox + By) = x, luego el signo de x y el
de ax + By coinciden. Llamando (x',y') = n(x,y), ébtenemos de (4)
x' >0
(x,v) = (0,0) P 4 8
x' = 0 e y' *o0

probando con ello que (22,5), cuando el orden ¢ no es arquime-
. . . , 2
diano, es isomorfo, como grupo totalmente ordenado, a (Z°,x), es

[ N 2 . - [ I3
decir, a 2 con el orden lexicogrifico, terminando la demostra-

cidn del teorema.

Como consecuencia inmediata de este teorema se tiene

~la siguiente

PROPOSICI®N 1.7. Sea v € L, cuyo centro en R es el ideal maxi-
malA M de R, ~" su restriccidn a K" = k((X)), T y T" los
gru?os de valores de v y +v" reséectivamente. Si F/T"‘\Tor(p/r")#
entonces,.o bien v es discreta de rango dos, o bien Vv es no
discreta de rango uno, con grubo de valores T ¢R, y T¢qQ .
Yeamos ahora qué bcurre con las valoraciones de p)

centradas en el ideal M, cuando Tor(I/T") = T/T".

LEMA 1.8, Sea G wun grupo abeliano totalmente ordenado que contiene
a Z como subgrupo ordenado y tal que Tor(G/Z) = G/Z. Existe

entonces una inmersidén ordenada Y: G C—> Q.
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Demostracidn.- S Tor(G/Z) = @/Z, para cualquier a ¢ G ha de
existir un entero n_ tal que n-a = x_ ¢ Z. Definiendo la corres-
: : %

pondencia ¢: G —— Q mediante y(a) = =", es claro que ¢y es

a

una inmersidn de G en Q como se postula en enunciado.

Definicidn 1.9.- Sea 6 wun grupo abeliano tal que Tor(G) = G;
se dird que G posee una cota uniforme de torsidén si existe n ¢ Z+

tal que nG = (0).

PROPOSICION 1.10. Sea v € I, con centro en R el ideal maximal

M, +v" su restriccidn a K" = k((X)), T y TI" 1los grupos de va-
lores de v y «~" respectivamente. Si Tor(I'/T") = TI'/T", entonces
v es de rango une convgruﬁo de valores contenido en Q. Ademéds, v

es discreta si y s8lo si T/T'" posee una cota uniforme de torsidn.

Demostracién.- Identifiquemos T[" con Z3; a la vista del lema 1.8

hay que comprobar solamente la filtima afirmacidn. Sea n>0 1la
cota uniforme de torsidén de T/I". Construyendo la inmersién del
lema 1.8 Y I «—3 Q, se tiene que imyc % Z, luego T~ Z
como gruﬁos ordenados y por tanto v es discreta.

wz‘

\ .
Reciprocamente, sea € Q y T como grupos orde-

. . a ' : ' : . .
nados. Si W(;) 1, con n> 0, entonces T es el grupo ciclico

N\

engendrado por y ast nlc¢ 7.

=3

Con las éroﬁosiciones 1,7 y 1.10 tenemos el espectro
comﬁleto de las ﬁosibles valoraciones de I cuyo centro en R es
~el ideallmaximal: Nos falta comﬁrobar s existen realmente todos
esos tiﬁos de valoraciones. Nuestra labor serd c&mﬁrobar tal.exis?
tencia y, si es ﬁosible; construir exﬁlicitamente tales valoracio-
‘ ‘ .

nes, Por razones té@cnicas empezaremos por las valoraciones discre-

tas de rango uno.

e \
Nota 1.11.- Antes de empezar nuestra construccidn obseryemos lo
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siguiente : Si tenemos una funcidén y: R\P}—> G, donde G
es un grupo abeliano totalmente ordenado, verificéndose
y(fg) = y(£f) + y(g)
Y(f + g) ¥ min { y(£),y(g)} f.g e R
entonées Y admite una extensidn y sélo’una a una valoracidn v
de K/k cuyo grupo de valores sea G; péniendo v(g) = W(f) - y(g)
Una tal aplicacidn ¥ se llama una funcidén de orden sobre R,
Para construir las valbraciones discretas de ran-
go uno empezaremos por un ejemplo, que resultard ser tan general,

que abarcarid todas las valoraciones susodichas.

Cada serie f ¢ R, f # 0 serd escrita en la forma

£ =2 £ xR, £ ek

@) e 2l a8

'y se designarad por E(f) al conjunto

E(£) = {(a.8) e 23/ f

asB-r‘ 0 }

Sea L = auy + bu2 una forma lineal en las va-
riables u; ¥y u, con coeficientes a,b ¢ Z+. Asociada a L hay

una funcidn de orden v R {0} ~—> Z definida

L
VL(f) = min {L(gs8)/ (o B e E(f)}
Geométricamente, este proceso lo pode mos inter-
pretar de la siguiente forma. Consideremos un plano con un siste-
ma de coordenadas ortogonales {ul,u;. Dentro de €l representare-
mos los elemtos del conjunto E(f) asignando a cada (g, p ¢ E(f)
el punto de coordenadas enteras (d,B), resultando una nube de
puntos. Tomandoren.ese plano la recta ‘aui + bu2 = d y despla-
zadndola paralelamente a si hisma hasta que toque el primer punto
de la nube (&, @ de E(f), se tiene que \)L(f) = L(g,B), como
se puede observar en la figura siguiente donde solo estdn di-
bujados los puntos de E(f) y las rectas que pasan por el origen

y la que toca al primer punto de E(f):
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v -0
1+bu2 .

Si £f € R\N{0}, llamaremos forma de grado ) respecto

au

de L y la representaremos por fA L al polinomio
]

£, L =2 £ g X%y

: ’ (agB) € E(f)’ L(Ot,B) =A Qs
si hay algin (o ,B8), de lo contrario se pondria- fk L ° 0. Si

\ 9

V. (f) = XA _, a £ , que siempre es distinta de cero, se la lla-
L 0 AO,L
ma forma inicial de f respecto a L. Es claro que Vi, verifi-

ca las condiciones de una funcidén de orden sobre R, es decir
AV] =
(f8) = v, (f) + v, (g)

VL(f + g) * min {VL(f),VL(g)}

y por lo tanto vL se extiende univocamente a una valoracidn

v K#=k\{o }-——-———~> Z
Hay que hacer notar que, en general, Z no es el gru-

po de valores de v_, sino Z.d, donde d = m.c.d(a,b). Pero, com-

L,
poniendo vL con el isomorfismo ordenado que lleva d n éobre n,
se obtiene la misma valoracidn y es por ello que podemos conside-
rar desde el principio que el m.c.d(a,b) es uno, sin que ello

suponga restriccidn alguna.

Estd claro que v € I y que m (R = M. Calcule-
L

mos ahora el cuerpo residual de la valoracidn, al que designa-



remos por V v

L
a a b
= X
Sea R k [lb , K = k(!b) = k(—a) y sea el k-
X X Y
homomorfismo Y: R — Vvdado por la sustitucidn
L
a a
Y Y
V(=) = 5 + m,
X X L
y? va |
donde = + m # 0 pues v _(— ) = 0. Se verifica que VY es in-
Xb vy, L b

yectivo pues si se tiene un polinomio no nulo de R

a

a a a
Y Y \n Y .n-1 Y
P(—_) o, (=) +a, (=) touoata (=)+ta_ # O
Xb 0 Xb 1 Xb n-1 Xb n
es :
v aOYna+a1XbY(n—1)a+...+ n_1x(n—1)bYa_’_manb E
S W(p) = ‘ ‘ tom
nb L

que es distinto de cero, pues numerador y denominador son formas
de grado. nab, respecto de L, y distintas de cero.
Por ser ¥ inyectivo se le puede ampliar a una

inyeccidn, designada con la misma letra Y: K —> VV ; se tra-
L

ta ahora de ver que V¥ es sobreyectiva, con lo que terminaremos

el cédlculo de Vv . Observemos, en primer lugar, lo siguiente:
L

Sean f y g pertenecientes a RNI{0} y sean

f = fr,L+ fr+1,L+°"""'°°'

g gs’L+ gs+1,L+"""""'

las respectivas descomposiciones de f y g en suma de formas.

Se puede ver fédcilmente qQue, si r 2 s, es

f _ fr,L ~
Ztm, == tm,
& L &, VL
= f \ a B
Sea ahora r = s, de tal forma que z tom # 0. Si XY es un

L
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monomio tal que ag* b= r, se tiene que
. f g
r,L ‘r,L
B y o B
x%y XY
. . y2 xP . ar B¢
son polinomios en -, ©°en —_. En efecto, dado un monomio X Y
Y

tal que aqg' + bR' = r, es

a (a' =) + b (B -B) =0

con lo que, al ser a y b primos relativos, ha de ser B' - B =A a,
a' ~a= -X, luego
1 J
x%y# Y2 A
T8 (C b )
XY X
-1 Xb

gque es un monomio en si A D)0 & en = si A {0, lo que

X Y@

prueba que nuestro V¥ es sobreyectivo. Asi hemos probado que

a
Y
V) '_‘_‘_k(— )
43 Xb
Veamos ahora que, dada una valoracidn v .de K/k
discreta de rango uno, tal que Rvs R y mvr\R = M, es la valora-

cidén asociada a alguna funcidn lineal de bdrden VL de las que he-

mos descrito. En efecto, sea v una tal valoracidnj; pongamos
v(X) = a , v(Y) = b y sea u € m, un elemento de valor uno para

v. Existen entonces uf y ug pertenecientes a R N\ m_ tales que

podemos expresar

= a %
X u uj
S R
Y = u uj
Sea L = a u, + b u, 'y consideremos la valoracidn asociada a V L’
v, Y sea
= . E
f fr,L+ fr+1,L+""""" , £ & R\ {0}
la descomposicidn de f en suma de formas respecto a L, con fr L# 0
3
Se tiene que
a,. b . r r+1
F(u“ 1™ % - E3 E3 E3 %
( %,u u2) u fr,L(ul,u2)+u fr+1,L(u ,u2)+.....
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(ur+1)

que pertenece a (u') pero no a ya que fP(uﬁaug) 70

por ser X e Y formalmente independientes sobre k. Asi r =

= v(f) = vL(f) y por tanto v = v .

Se tiene con ello probado el siguiente

TEOREMA 1.12. Supongamos cada f € R\ {0} escrita en la forma

F oo 2 £ x%yPB

(a,B) & zg a,8 B

y sea

_ 2
E(f) = {(a,B) € Zy/ fa,s Z 0}

Sea v: KN{0} ———> Z una aplicacidn. Las condiciones siguien-
tes son equivalentes:

1.12.1.- v es una valoracidn de " K/k cuyo anillo contiene a R,

euyo centro en R es My discreta de rango uno.

1.12,2.- Existe una forma lineal L = auy + bu2,

a la aplicacidn de R\{0} en Z defini-

a,b E'Z+ tal
gue, designando por v
da por

vL(f) = min {L(a,B)/ (a,B) € E(f)}

es v(g) = Vﬁf)'vL(g)’ g € K¥, En este caso, el cuerpo residual

VL ~ de la valoracidn es una extensidn trascendente de k, concre-

v
tamente k(—. ).
Xb

Este teorema deja perfectamente caracterizadas las
valoraciones de I con centro el ideal maximal - M de R, discre-
tas de rango uno. Por razones técnicas, seguiremos el estudio de
las valoraciones centradas en M con las valoraciones discretas

de rango dos. Empezamos con un resultado técnico.

LEMA 1.13.(Lipman) Sea J un dominio de integfidad local noethe~
riano y completo, con k como cuerpo de coeficientes, y sea K

el cuerpo de fracciones de I} . Para toda valoracidn v de K/k,

discreta de rango uno, se verifica que Rép[].
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Demostracidn.- Para este lema se necesita especificamente la hi-
pdtesis de caracteristica cero para k, indispensable para afir-
mar que toda unidad de U} tiene una raiz n-ésima en [l

s para

cualquier entero n.

Sea m el ideal maximal de D} , Yy sea X € m; en-

tonces 1 + x €0\ m y, a fortiori, 1 + x # 0. Sea v(1 + %) = =«

)

™

~
-t

para cada entero n)» 0 existe Yo e A\Nm tal que (yn)rl = 1 + x.
Esto implica que, para cada np» o0, r es divisible por n y por

lo tanto r = 0. Asi 1 + x € Rv’ lo que nos dice que m& R_.

\'4
Tomemos ahora x € mN {0} y sea y € [ un elemento arbitrario.
Para cada entero n)» 0 se verifica que ynx € m, es decir, que
n v(y) + v(x) = 0, luego v(y) = 0, ya que v(x) = 0. En conse-
cuencia se tendra ElCZRv, como queriamos probar.
Néta 1.14.- Vamos a construir dos casos de valoracidn discreta de
rango dos, componiendo valoraciones de rango uno y demostraremos

que cualquier valoracidn discreta de rango dos de I con centro
el ideal maximal M de R estid comprendida en uno de los dos
casos.,

Sea vi una valoracidn discreta de rango uno perte-
neciente a X, cuyo centro en R  sea un ideal primo p dé altu-

ra uno; podemos considerar que p estid engendrado por un polimo-

mio de Weirstrass iIrreducible

_ N n-1
f =Y +a1(X)Y +............+an_1(X)Y+an(X)
El cuerpo residual de vy seglin vimos en el teore-
ma 1.2, es el cuerpo de fracciones K de [] = R/(f). Sea ahora

una valoracidn v, discreta de rango uno de K/k; por el lema 1.13

—— S

RVDD , luego Rv’_'DD , cierre integro de [J "~ en K. Como [
2 2

es un anillo de valoracidn discreta de rango uno, es R ‘[]. La

valoracidn Vo puede entonces realizarse asi:
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Si x =X+ (f), y =Y + () y

Cp(t)

<«
"

son unas péramétricas de Puiseux de la curva plana Spec([]), pa-
ra cada g(x,y)/h(x,y) € K\\{O}bes
v, (g(x,y) /h(x,3)) = v(g(t™,y(£)) - vw(h(t",y(t))
Por otra parte, sabemos también como se realiza vyt
Si g(X,Y)/h(X,Y) € KN\N{0} se puede escribir de manera finica

g(X,¥) . r g'(X,Y) , .
oy - G Sy flets fiht, roe 2

v, (g(X,¥)/h(X,Y)) = r.
Sea entonces v:K*=K\ {0} ——— ZxZ dada por la re-
gla siguiente, sea

g(X,Y)

- r g'(X,Y)
h(X,Y)

0 # _—h'(x,_Y-)’

£(X,Y) Fg', £fh', v e 2

entonces
v(g/h) = (r,v2(g'(x,y)/h'(x,y)))
Esta expresidn cgincide con
(v, (g(X,¥) /h(X,Y)),v,(g(x,y)/h(x,y)))
y de ahi que sea facil comprobar que, asi definida, v es una va-
loracidn de K/k!| con grupo de valores ZxZ vy por consiguiente
v es discreta dé rango dos.

Designemos por £ al orden lexicogridfico sobre %

2
si g(X,Y) e R, g(X,¥Y) = £(X,¥)7 g'(X,Y) , r ® 0, ffg', se tendra:

si r)o, v(g(X,Y)) = (r,vz(g'(x,y)))> (0,0)

Si r =0, v(g(X,¥))= (0,v(g'(t",p(t))) 2 (0,0)
Luego R D R. Como v(X) = (0,n) y v(Y) = (0,v(p(t))), si £ # ¥
& v(Y) = (1,0) si f = Y, entonces el centro de v en R es

el ideal maximal M.
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Sea
: R R /m = K
Ny —_—
1 v1 v1 v1
1 h fism tural; se tiene que R ‘1(R ), m ='—1(m )
e omomor ;smo na ; S q v ng , > M, nq v, ’
luego la aplicacidn candnica
vily v, 5
que lleva o + m sobre (d +m_ ) +m es un isomorfismo y por
v v v
1 2
lo tanto Rv/mv =k y v es de dimensidn cero.

Respecto a e

advertencia importante. T

nerador de m como ide
1

to es f. Veamos qué pasa
Sea m, = C

1

p,(X,Y) € RNp tales que

y sea % e KN {o}; existe
g8 . ¢r g
h £ h'
luego
g' _ pl
'1'_1—' - (— )
Pa
Sea v': K%
18y -
v (h) (
se tieme que
(&) -
v (h) (
(r,v2(g'/

Asi, llamando §:ZxZ _—

§(x,y)

se tiene que vy' =

§ v

sta construccidn hecha hay que hacer una
oda ella depende de la eleccidn de un ge-

al de R_ , que en este caso hemos supues-

1

cuando se cambia de generador.

existen entonces series

R, 3 p,(X,Y),
1 .
Py
g = f—-". Sea n v, (p,(x,y)/p,(x,y))
P, 2 P1 2
un inico entero .r tal que
pr
" "
= CP gl = fr —1 g"n
h" r h
Py
r "
!
~——3 7ZxZ la aplicacidn definida por
r,vz(g"/h"));

r,v,((g'/h")(p/pl)))

h')) + (0,~-rn)
ZxZ a la aplicacidn definida por
(x, y-xn)

Pero

8

es un isomorfismo de grupos abe-
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lianos y se ve ficilmente que & es un isomorfismo ordenado.

En efecto, sea (x,y)> (0,0). 8i x93 0, entonces &(x,y) = (x,y-nx)
»(0,0) y si x = 0, entonces es y>0 y &(x,y) = (0,y))» (0,0).
Asi las valoraciones v y vVv' coinciden.

Veamos ahora el otro tipo de valoracidn discreta de
rango dos. Consideremos ahora una valoracidn vy € I discreta de
rango uno, cuyo centro en R sea el ideal maximal M. Sea vl(X) = a,
Vl(Y) = B R m.c;d(a,b) =1 y sea L = au, + bu, la forma lineal
correspondiente.

Sea u € K un elemento fijo de valor uno para Vv

X%y P

1,
por ejemplo, .u = 'con qaa + Bb = 1., Si f/g € K*¥ es tal que
vi(f/g) = n entonces f/g = u” (f'/g'), donde vl(f'/g') = 0.

Sea ahora v_:(R /m )%—> 7Z una valoracidn no tri-

| 2 vy vy
vial del cuerpo residual de Vo discreta de rango uno y dimensidn
a
cero ( Podlamos considerar que Rv /mV = k(zb) ).

1 1 X
Por {iltimo, sea

v K#% —_— ZXZ
la aplicacidn definida por

v(f/g) =k(n,v2(f'/g')) = (vl(f/g),v2((f'/g')+mv1))

Asi definida es f&cil de comprobar que v es una valoracidn de
K*/k. Veamos que v no depende de la eleccidn de u.

Sea w € K otro elemento de valor uno para Vv en-

13
tonces existe [ € K, Vl(C)

0y tal que u = wl{. Sea 1r = v2(c+mv1)

finito. Si f/g € K%, v(f/g) = n, es
" f _ nf' _ n f" _ n n f'
g =u E' - W En =w g gv
de donde
f" n f'
Eu =z gl

Sea ahora v': K¥ m——3 ZxZ la aplicacién definida
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v'(£f/g)

(v (£/g),v,((£"/g") + mvi))
entonces

(n,nr + v2((f'/g’)+m )) = v(f/g) + (0,nr)
V1

Asi, llamando Y: ZXZ w————) ZxZ a la aplicacidn definida por

v'(f/g)

¥{x,y) = (x,y + nr)
se tiene que v' = V¥w. Analogamente el caso anterior se ve que
es un isomorfismo de grupos abelianos totalmente ordenados, con
lo que Vv no depende de la elececidn de u.

En los dos casos de valoracidn discreta de rango dos
que hemos estudiado, hemos obtenido tales valoraciones como compo-
sicidn de dos valoraciones discretas de_rang§ uno. Veamos ahora lo
que avanzamos al comienzo de la nota, es decir, que toda valora-
cidn de rango dos, discreta y con centro el ideal M, se enmarca
en uno de los dos casos vistos.

Sea ﬁues v una valoracién de I discreta de rango
dos. Se verifica entoncgs que Spec(Rv) = {(0), p , mv} con
(0)<j><mv. Sea T, = (0)xZ el subgrupo aislado no trivial de T'=
ZxZ. Si Y: T —> F/I‘1 es el homomorfismo natural, la
composicidn

K 3 T

es una valoracidn no triyial, discreta de rango uno cuyo anillo

contiene a R y es, por tanto, R = (R ). ; en este caso ade-
v v, v'p :
mds m_ = p, De otro lado, sea V = R_/m el cuerpo residu-
Vi V1 Vi V1
al de v,. Para todo w e R \ m es v(w) = 0, luego v(w) e T, .
1 vy vy y 1

Asi puede establecerse una correspondencia

vor (Vo )% 5 T,

1

dada por
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v, (w+ m ) = v(w)
2 v

1
correspondencia que fdcilmente se comprueba es una valoracidn;

veremos que es una aplicacidn sobreyectiva. Se tiene que

I, = I\ (v(p~ {0 YU(- vipS o))

1
luego dado 1y, ely, y4> 0 existe we RN p (=D we¢ Rv;\ mv1)
tal que v(w) = Yy Como m > mV1 existe B € mv\ mvlr con
Vl(B) = 0. Asi v, es sobrey T, es, por tanto, su grupo de
valores.
Consideremos los homomorfismos naturales
R ﬁPi —3 R /m , R ___;51,_4> R_/m
7 rd v hs v v v
1 1 1
R, _(3_2 > R, /'mV
2 - 2 2
Como R_D R y m ¢ m_ es 3_1(R ) = R yy—l(m ) = m
v v v \4 17y v 1 v v
1 1 2 2
y asi se tiene
R /m = (R./m_)/(m_/m_ )= R _/m
vy v, viTv, vivy v v

Identificando estos dos cuerpos via ese isomorfismo se tiene que
f?2{7f£?en;el sentido de composicidn de lugares.
i

Con esta nota se ha probado el siguiente

TEOREMA 1.15. Las valoraciones de I, discretas de rango dos son

justamente las compuestas de valoraciones discretas de rango uno
vy de K/k con valoraciones ( necesariamente discretas de rango

uno) del cuerpo residual de v Hay dos tipos de valoraciones

5
discretas de rngo dos en I que se realizan asi:

1.15.1.-  Sea f € R un polinomio de Weirstrass en Y irreduci-

ble, Ll = R/(£) = X =3 [y} ==X+ (f), y =Y + (f) y sean
n j -~ . . :
x = t7, yy = ¢(t) wunas paramétricas de Puiseux de la curva plana
spec(). si g/h € K‘\{O}, escribiendo
|

: |
% = fF %, , re2, flg' , fln
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se pondri

v(g/h) = (r,v(g(t™,p(t)))~-v(R(t",p(t))))

1.15.2.- Sean a,b € Z+ tales que m.c.d(a,b) = 1 y sea v la

valoracién de K/k discreta de rango uno determinada por a vy

b, como en 1la nota anterior. Sean 0,8 € 2 tales que aa + Bb = 1,
Sea v, "una valoracidn de k(li)/k . Para éada g/h € K\{0} se
pondré g

e/h = (x3®)T(gr/mn) r = v,(g/h)

y entonces se pondrd

v(g/h) = (vl(g/h),vz(g'/h'+ mvl)).

Vamos a estudiar ahora las valoraciones de K/k
no discretas, de rango uno, con grupo de valoreS‘contenido en Q.
Este estudio es una generalizacidn de la teoria ciésica( véase,
por ejemplo, [ﬁzﬁh 1‘] Y LSC‘WQL] ) y se hace via complecciones.
Sea T un subdemigrupo de RO conteniendo al cero,
y designemos por R(I') al conjunto de las partés de I sobre las
cuales el orden de R induce una buena ordenacidn(le llamaremos
abreviadamente partes bien ordenadas de T). Para cada T' € R(T)
se designari por AF' al conjunto de las aplicaciones f:l—>k

tales que f(y) = 0, para cualquier Y €l'\I''. Como es inmediato de

comprobar, cada AP' es un grupo abeliano, cuyos elementos se lla-

|
I

man series de potencias generalizadas con exponentes en [' vy

coeficientes en k.

Sea A(T) = U Apy, y vamos a dotar a A(l) de
I''e R(T)

una estructura de anillo. La estructura de grupo abeliano no ofre-
ce problemas. Si f,f' € A(Il'), se pondri, para todo Y € T,
(£+£')(y) = f(y) + £'(y). Naturalmente, si f € Apvs £' € Apy,

entonces f+f' ¢ AF'U rw Y es obvio que T'VUT" € R(I'). La estructu-

ra multiplicativa de A(T) es, en cambio, menos evidente. Necesi-
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tamos un lema técnico

LEMA 1.16.- Sean A y B subconjuntos bien ordénados de RO.
Entonces A + B es un subconjunto bien ordenado de RO. M&s afn,
si x € A+ B , los conjuntos

{aeA/3be B, atb = x}, {b eB/Ja €A, atb = x}
son finitos.

Demostracidn.- Se apoya en un hecho simple pero importante: una

parte de R no estd bien ordenada si y sblo si se puede construir
una sucesidn de elementos de ella que sea mondtona estrictamente
decréciente.

Supongamos que A+B no fuese bien ordenado, y sea

a1+b1) a2+b2> ) an+bn> e e

una sucesidn mondtona decreciente de elementos de A + B, a_ € A,

-
b € B, n>0. Sea a_ = min {a_} vy para cada i*1 sea
n n n
1
a = min {an} 3 se tiene asi una subsucesidn mondtona decreciente
i+1 n> n :
;
a_ +b a_ + c e e e e +b e e s s e e
n n > n bn‘> > %n, n:>
1 1 2 2 i i

4

a e e s e s e s a0 s e

lo que obliga a que
B> b Yl bn>
1 2 i

lo cual significaria que en B se puede encontrar una sucesidn
mondtona decreciente, lo que contradice la hipdtesis.
El segundo aserto del lema es asi mismo ficil de pro—v
bar. Sea x €A + B y probemos que el conjunto
c ={aea/Ibe B, atb = x}
es finito, con lo que se habrd probado la finitud del otro conjunto

por simetria.
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Si ¢ fuese infinito, se podria encontrar una suce-
sidén mondtona creciente, lo que implicaria encontrar en B una su-
L - - . i k3 s . v - -> 3 h
cesidn mondtonadecréciente, en contradiccidn con las hipdotesis he-

chas sobre B. Esto concluye la demostracidn del lema.
La estructura de anillo sobre A(I') se define asi:

Si f,g € A(l'), para todo y € T se pondri

(fg)(y) =2 fly")gly™)
y'Hy" =y

Nétese que, por ei lema anterior, esta definicidn tiene perfecto‘
sentido al ser la suma de éoporte finito. Esto define una multipli-
cacidn sobre A(T), quedando dotado éste de una estructura de anillo.

Para las series de A(l') se usari 13 notacidn sigui-
ente: Si T'e R(T) y f ¢ Apy» para todo Y € I'' se pondri

3 -

fY = f(y) vy se escribiri
£ =Y £ tY,
-Y € I" Y

donde t es una indeterminada. De esta forma, se toma de nuevo la
notacidn clédsica de las series. Si f € AF" f # 0, se llamard orden
de f, y se representard por V(f) al nfimero

V(f) = min {y e T/ fY £ 0}

il

Si Yo V(f), al elemento fY € k se le llamari coefidiente ini-
0

cial de f y a fY tYo se le llamard forma inicial de f. Es cla-
‘ro que v(fg) = v(fg + v(g) y que Vv(f+g) = min{v(f),v(g)}. Como
A(T) es un dominio de integridéd, V se extiende a una valoracién
de su cuerpo de fracéiones L(T), a la que se llamard funcidn de
orden sobre L(I'). En este caso, A(T') es el anillo de v y por
tanto es local. Las unidades son qgellos elementos f €A(T) tales
que f(0) # 0. |

Sea ahora G un subgrupo aditivo de Q, que contenga

a Z y tal que G/Z no posea una cota uniforme de torsidn. Enton-

ces, escribiendo todos los elementos de G en su expresidén irredu-
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cible, se tendrian para ellos denominadores no acotadqs.Observemos

ademfis que:

1) Si G contiene a un nfimero racional a = a/B con m.c.d(a,B) = 1,
entonces G contiene a 1/Bf. En efecto, de 1 = ma+nf se deduce
que

-1-"ma+n
B_

2) S8i G contiene a dos nfimeros racionles a,-= al/Bl’ a

1 =0,/8,

2

con 1. = m.c.d(ai,Bi) , 1 =1,2, y si 1 = m.c.d(Bl,Bz) entonces

G contiene a 1/8182. En efecto

_o,B, + a.B
1+a2 = 1 271

B

a

2
B1 2

y 1 = m.c.d(alB2 +&281,8162) ,» luego por 1) se tiene la conclusidn.
Estas dos observaciones permiten describir G de
forma expli@ita, en funcidn de los denominadores de sus elementos.
Consideremo; todos los elementos de G escritos en su expresidn
irreducible, y consideremos asimismo todos los primos que aparecen
1 ‘
en todas las descomposiciones factoriales de todos los denominadores.

Dentro de eéos primos hay dos clases: la clase P de aquellos que

1

aparecen conh exponente acotado y la clase P de los que aparecen

2
con exponente no acotado. Si P2 = ¢, entonces card(Pl) =X, .Con

esto queda ya claro que G se compone de todos los nfimeros raciona-
les que, escritos en su expresidén irreducible, tienen un denominador

de 1la forma3

n n m m
pllzf....prr.qll.......qss
donde pi,.x....pr € P1 A R £ P2, ‘ml,......,ms son ente-

ros no negativos arbitrarios y ‘ni,.....nr son enteros no negati-
vos acotados. En particular, G estd univocamente determinado por
la sucesidn de los denominadores positivos de sus elementos, escri-

. tos éstds en su expresidn irreducible.

i
|
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PROPOSICION 1.17.- Sea G un subgrupo del grupo aditivo de Q,que

contenga a Z y tal que G/Z no posea una cota uniforme de torsidn.
Existe una valoracidn v de K/k cuyo anillo contiene a R y que
tiene a G como grupo de valores ( a fortiori, el centro de v en
R es el ideal maximal M).

: T
Demostracidn.- Tomemos todos los elementos de G de la forma 1/p ,

donde p € Z+ es primo y r ®* 0. Los denominadores de estos ele-
mentos forman una sucesidn mondtona creciente de enteros positivos,

a la que denotaremos por {Gn}, n> 0, con 61 = 1.

Vamos a construir una sucesidn {an}n> 0 de enteros

positivos que verifique unas propiedades especiales. Se pondra

v

a, =1, a, =6, +1 y 7w, = Y-X. Sea n

5 5 9 2‘ un entero y suponga-

mos construidos unos nfimeros A 58550000053 € Z+ y unos polino-

mios NQ(X,Y),.....,Wn(X,Y) e k((x))[¥Y] que verifiquen:

/6

A) Para cada i = 2,.....,n, es ai/6i> (ai_ ) + 1 y en este

1" 7i-1

i
caso, a fortiori a.) a. .
i ’ 1> i-1

1

B) m.c.d(ay,8,) 1, Vi =1,2,..u...,n.

C) Para cada i = 2,§...,n, poniendo Ci =:Z:::taj/6j es

j=1
m, . = . ..
V(T (£,80) = ay/8,.
D) Sea g; = grado(ﬁi(X,Y)), i=2,.....,n. Para cada i = 2,...,n
y para cada 1 , 1 £ 1 £ g;» se verifica que
al
—y T (X,Y) # 0
Y
X=t,Y=Ci
y si 2 ¢ i £ n-1, siempre que lo haya, su orden es mayor que
33705 - lag /85440

Construyamos ahora un entero y un polinomio

a
n+1
ﬂn+1(X,Y) que verifiquen anidlogas condiciones anteriores. Para ello

tomemos el polinomio ﬂn(X,Y) ; para &1 se verifica

i) v(nn(t,cn)) = an/Gn
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ii)V1 = 1,ee058) (gn = grado (ﬂn)) es
3l
— T (x Y) £ 0
2Y
X=t,Y=Cn

Sea q >0 wun entero tal que

63+ 1 “n 1
D N ’ n” )————v-—lﬂn(X,Y)
n+1 Y
X=t,Y=Cn
2 . e .
y pongamos a__, = 6n+1+ 1 ;3 estd claro que se verifican las condi
ciones A) y B) anteriores. Mis afin, para cada 1 = 1,..., g,
1 a_ a a a
E_I T (X,¥) D> TE - 6n+1 N XE _16n+1.
oY ' “n . n+1 n n+l
X=t,= n aiV
Sea V = m.c.m(Gi,GQ,...,Gn,6n+1) y sea bi =5 i = 1,...,n+1;
; i
. ps b b b .
se verifica que 1 _n n+l .son las fracciones
RIS 2l
|
%1, %2,....., %n, %041

O
O
”1
On)

1 2 n h+1

reducidas a su minimo comin denominador. Entonces

1 #;m.c.d(V, b, ,b

1 ..,b_,b

22" n’> n+1l

),

y como 6n+1 es una’potencia de un primo p, éste debe dividir a

m. c d(V b see.asb ).
2 n
n+l a /6 n+1 b./YV
Sea 2 t j =§ t j' 3 por razonamientos elementales
. j:j_ .

|

tipo Puiseux bien conocidos en teoria de curvas planas sabemos que

el polinomio minimo de Cn+1 sobre k((t)) tiene grado V y que

existe un polinomio

- ‘ V-1

The (X5Y) = O, 0tX0*0 g (Yoo g g (XY

en k((X))[Y] tal que v(ﬂn+1(t,cn+1)) = bn+1/V = an+1/6n+1.'Mas
ain, la condicidn d?lser de grado V el polinomio minimo de Cn+1

sobre k((t)) y ser g

i

n+l - grado(ﬂn+1(X,Y)) < V implican que,

i
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ot

para todo 1 = 1,....,gn+1 es
al
R’"ni‘l(x’Y) 76 0
X=t’Y=§n+1

con lo que la construccidn que nos proponiamos estd hecha.
Sea ahora T = QQ , ACD) =UF' eR(F)AT' el correspondien-
te anillo de series de potencias generalizadas, L(T) su cuerpo

de fracciones. Sea ¢ € A(T)

T = > tan/én
n) o

y ¥: R — 3 A(T) el k-homomorfismo de sustitucidn definido
por Y(X) = t, Y(Y) = L. Obsérvese que tiene sentido‘hablar de este
k-homomorfismo por la razdn siguiente. Sea fijado un nimero racional
p é Q+ ; obviamente el nfimero de monomios en X,Y, con exponentes

enteros, de grado menor que P es finito. De otro lado, si r =

parte entera(p), en el conjunto T'+.??{.+F', donde T' = {an/Gg nyo°’
hay sdlo un nfimero finito de términos, por ser [' wuna sucesidn

mondtona divergente. Esto prueba que, para cualquier f(X,Y) € R,
el nimero de términos de f(t,L) de grado menor que P es finito,
lo que significa, no sdlo que 1la sustitucidén f(t,%) tiene sentido
sino que f(t,%) € A(T) al tener bien ordenado el conjunto de expo-
nentes( todo conjunto de nfimeros racionales pésitivos verificando
la propiedad de que sdlo hay un nfimero finitp de elementos dél con-
junto , menores que un nfimero racional dado, estid bien ordenado vy,
mas concretamenfe, es, una sucesidn mondtona creciente).

Mas afin, se verifica que V¥ es inyectivo. En efecto,
'si no lo fuera, se podria encontrar un polinomio de Weierstrass

POX,1) = Y, COYM v, 00Tee (x) € k [x] [v]

irreducible tal que P(t,Z) = 0. Pero todas las raices de P(t,Y)

estdn en el cuerpo k((t))* de las series de Puiseux, el cual,
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a su vez,‘esfé contenido en L(T), y T no es una serie de Puiseux
por ser {Gn} n> 0 una sucesidn divergentef Esto significaria que
P(X,Y) tendria en L(I') m&s de n raices, lo que no es posible.
Asi Yy es inyectivo y se extiende, por tanto, a un homomorfismo,
designado con la misma letra, Y: K ———> L(I'). La composi-
cién de este homomorfismo con la funcidn de orden sobre L(T') da
una valoracidn v de K/k y vamos a probar que su grupo de valo-
res Fv es igual a G.

Sea p € Z+ un primo y r € Z+ tal que pr‘ sea

el denominador de un elemento de G escrito en su expresidn irre-

ducible; existe un entero n)> 1 tal que 6n = pr. Sea, como antes,
D a./8
= 5 3 3 ' = - ! = i
Sy o t 377, ¢ n g Cn,(v(c n) an+1/6n+1) y consideremos
el polinomio: ﬂn(X,Y) construido con anterioridad, g, = grado(nn).
La fdormula de Taylor nos permite escribir
= 1 19 ' ’
m (t,T) = Trn(t,l;n)+ Tl [W"n(X’Y)] i LT e
X=t,Y=C
n
g
L1270 o xy) .¢' Bn
gn! av8n P n

X=t,Y=§n
En esta expresidn se verifica que v(ﬂn(t,Cn)) = ah/5n y, para
cada 1 = 1,}..,gn,

1 a a. a a
v ( 3—Inn(x,y) .c'i)) 53 - 1-6-51l + 16“+1 - SE )
aY ™ X=t3Y=Cn n n+1 n+l n
Est = e T .
sto prueba que v(ﬂn(t,c)) an/Gn, luego que an/6n € TV Como

existen a,B € Z tales que 1 = aa_+BS es 1/6_ = a(=) + B el .,
, n n n § v

Esto prueba que 1/p° € T .

v
Sea ahora n ¢ Z+ un denominador de un elemento de
. ‘ ca . . T r '
G escrito en su expresidn irreducible, y sea n = p11.....pss su

descomposicifpn factorial. Como
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; o2 Us o1 Us:1

1 1 Pos . .Ps® 4. .. +P1r. .. Ps3T

— tiiie et — = e T
r'l I’s pr1 PrS v
pl ps 1 e <

y el miembro de la derecha es expresién irreducible, se tiene que
1/n € Tv. Esto prueba que GCII‘V y como la inclusidn contraria -es

trivial, se tiene la igualdad y por tanto la proposicidn.

NOTA 1.18.- La proposié¢idn anterior establece que existe una valo-
racidén v de K/k cuyo grupo de valores coincide con G, pero'no

su unicidad. E1 hecho es que esta valoracidn no es finica, en gene-
ral, como veremos en el ejemplo siguiente. Sea G el conjunto de

los nfimeros racionales que admiten una expresidn cuyo denominador

es una potencia de 2. De manera semejante a la anterior, construimos
dos series L y & cuyos dos primeros términos son, respectiva-

5/2 t+t7/2

mente, t+t y . En la valoracidén determinada por 7, el

elemento —3 tiene valor negativo, mientras que en la determinada
X

por & tiene valor positivo.
Para realizar un estudio mds detallado de las valora-
ciones de K/k no discretas de rango uno tenemos que profundizar

algo mas en el estudio de las partes bien ordenadas de Q y en del

0
anillo A(QO). Vamos a comenzar estudiando las sustituciones como
“posibles homomorfismos de R en A(QO).

Sea [ € A(QO), y sea

I(z) = {x e Q,/ t(x) # 0}

a este conjunto le llamaremos soporte de . El soporte de cualquier
elemento de ’A(QO) es, por definicidn, una parte bien ordenada de
QO y a su minimo es lo que hemos llamado antes el orden de Z. Su-
pongamos que TI(g) # ¢ 3 llamaremos denominadores de C a los deno-
minaddres de los elementos de I'(g), escritos en su expresidén irre-

ducible. Se dird que ¢ tiene denominadores acotados{(resp. no aco-

tados) si el conjunto de los denominadores de C es un subconjunto
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acotado(resp. no acotado) de Z+.

LEMA 1.19.- Sea ¢ ¢ A(QO) de orden positivo y denominadores no

acotados. Existe un Gnico k-homomorfismo $: R ——3 A tal que

P(X) = t, Y(Y) = ¢ = = z(y) t' .Mas afin, este homomorfismo
y € T(g) '

¥ es necesariamente inyectivo.

Demostracidn.- La linea de la demostracidn esti descrita en la de

la proposicidén 1.17. Consideraremos tres puntos:

Punto 1.- Sean T1,.....,Fn subconjuntos bien ordenados de QO;
entonces F1+....T+Fn es un subconjunto bien ordenado de QO por
el lema  1.16 . Sea Y € P1+....+Fn; para cada i = 1,.....,n se

designard por ﬂi(Y) al conjunto

n
Se verifica, de nuevo por el lema 1.16, que.para cada 1 = 1,...,n,

el conjunFo Wi(Y) es finito.

| Sea p € Q+} arbitrario pero fijo, y sea 0« u=v(Z);
es trivial ver que el nfimero de monomios XaY8 € R tales que
otuB = p es finito, pues és igual al nfimero de puntos de coordena-

das enteras comprendido en la regidn rayada de la figura.

B

f_ . a . .
Fijando un monomio de esos, X Y , y efectuando la sustitucidn, se

tiene que
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P(t%®)c{a} + T(Z) #ovvennes T(T)
Asi pues, P(taCB) es un conjunto bien ordenado de Q+, y el nfimero
de descomposiciones de p como suma de o mas B elementos de
'(z) es finito.

Estos razonamientos pruéban que la sustituc¢idn de X
por t e Y por [ en una serie de R tiene sentido, pues para
obtener la forma de grado p del sustituido, hay que sumar sdlo
un nfimero finito de términos.

Punto 2.-' Este apartado consiste en demostrar que, al efectuar la
sustitucidén de X por t e Y por ¢ en una serie de R, no nos
salimos de A(Qo), es decir, que obtenemos siempre una serie con
exponentes ordenados. E1l problema de demostrar esto es, casi exclu-
sivamente, reformularlo en términos mds precisos.

Sea, para cada i>» 0 , Fi =‘F(§)+.??..+F(C),
f=U Fi 3 pPara probar el enunciado anterior bastard demostrar que

r« = (F + z)HVUz
es una parte bien ordenada de QO pues resulta evidente que, para
cualquier no unidad f € R, es f(f(t,c))c (T + ZO)L)Z+. Pero, en
virtud del lema 1.16, para probar que f* estd bien ordenado, bas-
ta ver que lo estid T vy, para demostrar esto Gltimo, basta probar
que ' no puede contener a una sucesién mondtona decreciente.

Sea {a_ } una sucesidn de elementos de T; se

nnd o0

pueden presentar dos casos:

Caso 1.- Existe un entero N tal que, para todo n>» 0, es o €
T1U ..... L)FN. Entonces, por el lema 1.16, cada Fi’ i=1,...,N
estd bien ordenado, luego T1U ....\}FN lo estd, y asi la sucesibn

no puede ser mondtona decreciente.

Caso 2.- No existe el entero anterior. Esto quiere decir que, para
todo entero positivo i, existe un término oL de la sucesidn que
i

no pertenece a F1U ....lJFi. En otras palabras, para cada entero i,
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existe un o que es suma de mas de i términos de T(Z). Asi

i
{a_} tiene una subsucesidn {a_ } que es no acotada, pues

nn)>0 n, .
! ii) o0

Min T(z) ) 0, luego {an} no puede ser mondtona decreciente.
Punto 3.- Queda por probar que Y es inyectivo. Si no lo fuese,
existiria un polinomio de Weierstrass irreducible

P(X,Y) = Yn+a1(x)Yn‘1+.......+an(x) £ x [x]ly]
tal que P(t,z) = 0. En la demostracidn de 1.17 hemos visto que
esto no puede ocurrir, pues las raices de P(X,Y) son series de

Puiseux, el cuerpo de fracciones L de A contiene a k((xX))* vy

sin embargo € no es una serie de Puiseux.

COROLARIO 1.20.- Sea [ € A(Qo) con soporte finito, de orden posi-

tivo y con denominadores no a&otados. Designandohpof Y: XK —> L(QO)
a la ampliacidn del homomorfismo de la proposicidn anterior, se
tiene que la composicidn de ‘W con la funcidn de orden es una va-
loracidn v de K/k , de rango uno, con grupo de valores contenido
en- Q.

Sean . C,¥Y, v como en el enunciado del corolario 1.20.

Definamos, recurrentemente, una sucesidn de elementos de T(Z) po-
|

niendo

a, =imin{T(Q)}, ...;? a = min{F(C)\{al,....,an_l}},Vn).1

Escribiremos ' T'= I'(f) vy designaremos por T a esa sucesién{an}n>0

a la que se llamarid sucesidn inicial de T. Sea

T =S wy t g =- T
- y € T

se tiene que [ es de soporte infinito.

PROPOSICION 1.21.- Se verifican las siguientes propiedades:

- !

1.21.1.- ¢ tﬁene denominadores no acotados

1.21.2.- La vhloracién v de K/k que se obtiene componiendo la

sustitucidén de X por t e Y por ¢ con la funcidn de orden,

coincide con v.



81

Demostracidn.- Probemos el primer apartado. Podemos considerar dos

casos para T

Caso 1.- I es no acotado

Entonces, si 7y € I', existe un N)>O tal que y(ao N

con lo que, por construccidn, y € {al,.;.,aN_l}. Asi r=T vy ‘C

tiene denominadores no acotados.
Caso 2.- ' es acotado

En este caso la conclusidén de que [ tiene denomina-
dores no acotados es clara. En efecto, ' es una sucesidn mondtona
creciente y, de poderse reducir todos sus términos a un comlin deno-
minador, seria divergente.

‘Esto prueba el primer apartado; vamos a demostrar el
segundo, que tambié&n es ficil. Se trata de probar que, para toda
serie f(X,Y) € R se verifica que

VIF(t,2)) = v(£(t,T))
Este aserto es evidente si f € Rg\M; asi podemos suponer que f € M,
f # 0. Como siempre, y en virtud del teorema preparatorio de Weierstra
se podrd escribir |

£(X,Y) = U(X,Y) X¥ P(X,Y)

14

donde U(X,Y) € R\M, r 0 vy

p p-1
P(X,Y) = Yi+a, (X)Y +.....+ap_1(X)Y+ap(X),

ai(X) e kx [x] , v(ai)> 0, Vi. Bastari probar, pues, que

v(P(t,g)) = v(P(t,Z)).

1/n5,....,wp(xl/n)} las raices del poli-

‘Sean { wl(x

nomio P(X,Y) en el anillo k BXY % de las series de Puiseux ente-

ras; entonces |

] |
POX,Y) =TT (v-y, (x*/™))

i=1
y por consiguiente
‘ _ p )
P(t,2) =TT (E-y (/"

i=1

))
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¥ como Z tiene denominadores no acotados es evidente que no t?do

i
término de [ puede cancelar en esas diferencias. Como cualquier

- - . i
exponente de (- [ es mayor que cualquiera de [ estd claro que

V(P(t,Z)) = v(P(t,z))

(
. e |
lo que acaba la proposicidn. |
|
t

PROPOSICION 1.22.~- Sea v una valoracidn de K/k suyo anillo cgntiene

3

a R y cuyo centro.en R es M; las condiciones siguientes son
' |
equivalentes: ‘

1.22.1.- v es no discreta, de rango uno, con grupo de valores ¢on-

tenido en Q.

. !
1,22.2.- Existe una serie generalizada [ =§%;:6 an.tun donde |
a € kN\{o},¥n, vy {an}n> o ©S una sucesidn mondtona creciente

de nlmeros racionales positivos con denominadores,en su expresidn
irreducible, no acotados, tal que Vv es la composicidn de la sus-
titucién de X por t e Y por g con la funcidn de orden sobre

L(QO).

Demostracidn.- La implicacidn 1.22.2}::j> 1.22.1 estid contenida
casi integra en el corolario‘ 1.20; falta demostrar que Vv es no
discreta y para probarlo basta demostrar que los denominadores de.
los elementos del grupo de valores de Vv son no acotados.

Sea q, bien una potencia arbitrariamente grande de
un primo que divida( la potencia) a un denominador de un a en
su expresidén irreducible, bien un primo arbitrariamente grande que
divida a un denominador de un o en su expresidn irreducible.
Sea Oyiq el minimo exponente con denominador(en su expresidn irre-
ducible) divisible por q y sea P(X,Y) el polinomio minimo de
g' = a_ x%n sobre k ﬂxﬂ . Designando por Ci,....,cé a los

~ n
n=

conjugados de ' se tiene que

P(X,Y) =77 (v-z1)

i=1
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Sea ¢! = 3 en P(X,Z) hay exactamente un factor de orden o1

y los 6rdenes de los restantes factores dependen sdlo de al,..,aN;
Asi q divide al dénominador del orden de P(X,0) vy esto prueba
nuestro aserto.

La demostracidn de que 1.22.1 > 1.22.2 es facil
teniendo en cuenta que v es necesariamente de dimensidn cero. Se
puede sumergir K en la compleccidn '? de K con respecto a la
valoracidn v. Si T es la parte no negativa del grupo de'valoreSv
de v, se tiene que X = L(T). Supongamos qﬁe v(X) = 1, cosa que
siempre se puede hacer, y sea [ € L(T), v(g)> 0, la serie corres-
pondiente a Y. Por 1.21 nos podemos quedaf con la serie inicial

de ¢ para definir v. Esto prueba la proposicidn.

Para terminar esta seccidn, vamos a estudiar las va-
loraciones v de K/k cuyo anillo contenga a R y sean no discre-

tas de rango uno, con grupo de valores no contenido en Q. Es evi-

dente que se puede suponer siempre v(X) = 1.
Sea TV el grupo de valores de v y T el cono
positivo de TV. Sabemos que L(I') es la compleccidn de K con

respecto a la valoracidn v. Tomando las inmersiones naturales

R — e K

A(T) — L(T)
se tiene que Vv es la composicidn de K «_—» L(T) con la funcién
de orden sobre L(I). Vamos a averiguar de qué tipo es la serie

correspondiente a Y en la inmersidén anterior, a la que denotare-
i

mos por r(t) ( se supone X = t, como es usual).
Es claro que la serie Z(t) no puede tener todos sus
exponentes racionales pues, si los tuviese, v seria una valoracidn

discreta de rango uno en el caso de exponentes con denominadores
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acotados, o una valoracidn con grupo de valores contenido en Q,
no discreta en el caso de exponentes con denominador no acotado.
Asi pues, se puede suponer que (t) es de la forma

z(t) = L(t) + t'g (t)

donde Z(t) es una serie con exponentes racionales todos menorés

gue N, N € R\NQ vy Cl(t) € A(T) es una unidad. Por un razonamien-
to similar‘al hecho en la proposicidn 1.21, apartado 2, y teniendo

en cuenta que tiene que haber elementos en R con valor no racional,
se tiene que (C(t) debe tener todos sus exponentes coﬁ denominado-
res acotados, es decir, E(t) debe ser una serie de Puiseux. Sea

F(X,Y) = Yn+a1(X)Yn_1

+........+an_1(X)Y+ah(X)
el polinomio minimo de Z(t), t = X; se tiene que f(X,Y) € R
es un polipomio de Weierstrass.
Sea g(X,Y) € R; existe un entero r ®* 0 tal que
g(X,Y) = X'g"(X,Y) donde g"(0,Y) # 0. Asi
g(X,¥) = xTg'(X,Y)U(X,Y)
donde. g'(X,Y) € R es un polinomio de WeiérstrasS’y U(X,Y) € R es
tal que ‘U(0,0) # 0. Por el algoritmo de la divisién de polinomios
se puede eécribir |
| g'(X,Y) = 5?:: gi(x;Y)f(x,Y)i
i=0
dpnde los !gi(X,Y) son polinomios de Weierstrass, de grado estricta-

mente menor que n. Asi

g(X,Y)

S .
XTU(K,Y) D gi(X,Y)f(X,Y)l,
i=0

con lo que,
j

s .
vig) = v + v( 3 gi(X,Y)f(X,Y)l)

i=0 )
Pero, segfin lo‘anterior, v(gi(X,Y)) =P, € Z+.(1/n)‘, i=.0,1,..,8.
Adem3s, como
£(t,5) = f(t,i)+%4§§] _t”cl(t)+...+%‘(an£ tnncl(t)n
. X=t,Y=( « |0Y =
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y £(t,2) = 0 es

V(f(t,z)) 2 min {v( l f} )+ in}
=i=n 3Y*) _

Pero

luego es claro que, para i # j, es

. s
qi + in # o] an

luego

E = v(f(t,z)) min {Gi + in}

1£€1i%n
¥y, por supuesto, £ £ Q. Por el mismo razonamiento,

v(;izg gi(X,Y)f(X,Y)i) = mzn {pi + ig}
: 1= oz

v(g) = r + min {p. + ik}
0<i“4s 1

Esto describe completamente v.



Seccidn 2 : "Ramificacién de valoraciones: Caso de las funciones

de orden"

- Sean, como en la seccidn anterior; R = k ”X,Yﬂ .
M = (X,Y)R, K = k((X,Y)). Sea L una extensién finita de K. En
esta seccidn se trata de estudiar la ramificacidn de las. valoraci-
ones de L/k que son extensidén de valoraciones discretas de rango
uno de K/k, cuyo centro en R es M. Como estas valoraciones son
funciones de orden respecto de una cierta forma lineal, las llamare-
mos généricamente "funciones de orden'", y de ahi el titulo de 1la
seccidn. Como siempre, dedicanemos especial atencidn a los célculos
explicitos, que constituyeh el centro de interés de todo nueétro tra-
bajo. Vamos a realizar, en la primera parte de esta seccidn, unos
célculos'algebraicos, que luego aplicaremos al estudio de la ramifi-
cacidn de las valoraciones.

Sean a,b & Z+ tales que m.c.d(a,b) = 1 'y sean
a,B e Z talesﬁque aa+Bb = 1. Sean i,? nuevas variables y vamos
a construir un‘k-homomérfismo local
¢"(a,b,oc,8):R —_— x [7]

que nos sera eépecialménte itil en lo sucesivo. Sea N el conjunto

de todos los monomios en X,Y con exponentes enteros no negativos

y N el conjunto de todos los monomios en X,Y con exponentes ente-

ros arbitrarios para X y enteros no negativos para Y. Sea
¢$'(a,b,0,B):N — ——-> N
la aplicacidn definida por

¢'(a,‘b,u,3)(xiyj) = (}—(-B?a)l()-(o‘?b)] - X‘Bi+anai+bj

LEMA 2.1.- La aplicacidén ¢'(a,b,a,B) verifica las siguientes pro-

piedades

2.1.1.- E1 ﬁniqo'monomio de im¢'(a,b,a,B) que no depende de Y es

I
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1 = ¢'(agb,u,8)(1)'

[

2.1.2.- ¢'(a,b,0,B) es inyectiva.

2.1.3.- E1 conjunto de los monomios de im¢'(a,b,a,B) que tienen

un exponente de Y fijo es finito.

Demostracibn.-

2.1.1.- Es una consecuencia trivial de la definicidn dada de

¢'(a,b,a,B) y del hecho de que a> 0 y b)> 0.

; . - _ .
2.1.2.- Sean Xle,Xl Y} e N tales que ¢‘(a,b,a,8)(XlY]) =

’ I | >t
d)'(a,b,OL,B)(Xl yJ ); entonces

o RtamS o miaha aan R TR
3 Bi+tajgai+bj _ XBl taj'gal +b]j

Y
Ae donde
-B(i-i")+al(j-3') = 0
a(i-i")+b(j-3') = 0
Pero como
-8B ol
I 4 bl® -Bb-0a = -1
ese sistema tiene solucidn trivial'ﬁnicamente, es decir, i-i' = 0,
j-3j' = 0, lo que prueba la inyectividad de ¢'(a,b,a,B).
2.1.3.~- Es inmediato, pues si c € ZO es un entero fijp, el conjun-
to de los pares (i,j)ys Zi tales que ait+bj = ¢ es finito.

Como consecuencia de este lema se deduce que, tomando

una serie arbitraria f(X,Y) € R tiene sentido efectuar la sustitu-

. 2 s-Bsa gog ' S -
cidn f(X BYa,X Yb), y esta nueva serie pertenece a k(X) KYH . Asi,
poniendo

¢(a,b,0,B)(£f(X,Y)) = f(i“s?a,ia?b

)
se tiene que ¢(a,b,a,B) es un k—homomérfismo, por supuesto local,

e inyectivo por 2.1.2. Veamos ahora qué efecto produce sobre &1 el

cambio de o y B. Sean a',B' € Z tales que a'a+B'b = 1 y sea

vyd e N.
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Se tiene que

' » » R O+ o_ -+b.‘
0(a,b,a,8)(x1yd) = x-Bitaigait+b]

X—B‘i+a'j?ai+bj

i

§ ¢(a,b,a,6)(Xin)‘
Ahora bien, de 1 = ao+bB = aa'+bB' se deduce que (a'-a)a =
(B-B')b, luego existe X & Z tal que B—B' = Aa vy, por tanto,
d'—a = Ab. Consideremos el k(i)-automorfismo Yy de k(X) ¥ da-
éo por Y(Y¥) = il?. Se tiene que |

i+aj-ai+bj) - X-Bi+ajkk(ai+bj)?ai+bj

Yo (a,b,a,g)(xivd) = y(x Bitady

e . . Y ¥ T T S -
_ X( B+ra)i+(a+Ab)j _ g-B'ita'jgai+b] =v¢(a,b,a',6‘)(XlY]).
Esto prueba que ¢(a,b,a',B') = Yé(a,b,a,B).

Obsérvese que la inyectividad de ¢(a,b,a,B) le permi-

te ser ampliado a un homomorfismo de cuerpos, designado por la misma

notacidn

¢(a,b,a,B):K > k(X)((¥)).
Esto termina la descripci8n de las propiedades elementales dé
&(a,b,a,B) que necesitamos.
C Nuestro objetivo inmediato, en este momento, va a ser
?1 realizar unos c8lculos algebraicos, que explicamos a continuacidn.
Partimos de la ecuacidn

n n-1
f(X,Y,2) = 2 +a1(X,Y)Z +....+an_1(X,Y)Z+an(X,Y) = 0

irreducible sobre K, donde ai(X,Y) € M; se pondré

/5 © n. - ,= =v,n-1 - s o -
£(X,Y,2) = 27+a,(X,Y)2" "+....4a (X, V)Z+a _(X,V)
donde
a;(X,1) = 9(a,b,a,8)(a (x,1)) = a (X B32,3%%0).
Nuestro objetivo va a ser resolver la ecuacidn F(X,Y,2) =v0, hacien-

do un estudio exhaustivo de las soluciones. Las propiedades elementa-
les de esta ecuacidn estan resumidas en el

LEMA 2.2.- Se verifican las siguientes propiedades:
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2.2.1.- F(X,Y,2) es un polinomio de Weierstrass con coeficientes

en k(X) ﬂ?ﬂ (el cuerpo base es k(X)).

,Y,2) mno es necesariamente irreducible.

>l

2.2.2.- E1 polinomio ¥(

2.2.3.- La ecuacidn F(X,Y,Z) = 0 no posee raices miltiples.

Demostracidn.- El apartado 2.2.1 es muy fécil de comprobar. En efec-

to, sabemos que Ei(i,?) e k(X) H?ﬂ ,Vi=t,...,n, y como ai(X,Y) es
un elemento de M es, necesariamente, Ei(§,7) e Y.k(X) H?H .

Para demostrar el apartado 2.2.2 basta un ejemplo.
Sea a = 2, b =3, o =-1, B = 1. Un cédlculo sencillo convencerd al
lector de que existen series en k(X) HYB cuyos primeros términos

se detallan:

=2 -6 =10  -1u
vy =3% - %2 - §3 - 2§u +(términos de grado superior)
"X X X X
6 ?10 g14
Y, = —, - — - 2— +(términos de grado superior)
2 52 =3 Sh ,
tales que
=2 -8
(2 -9 =¥y = 2% - 22+ o
‘ X X
y, sin embargo, se tiene
) ! =8
Y
L e2,3,-1,1) (-%) L= $e2,3,-1,1)(xv?)
v
H . X
, 2. 2 : : . | o
vy la serie Z -XZ+XY es irreducible sobre R por el criterio de

Eisenstein,

Lg demostracidn de 2.2.3 es también ficil. Como
f(X,Y,Z) es irreducible en K[z], su discriminante D(X,Y) es
distinto de cero. En virtud de la inyectividad de ¢(a,b,a,B), es

0 # D(X,¥) = ¢(a,b,a,B)(D(X,Y))

y D(X,Y) es el discriminante de F(X,¥,2). Esto acaba el lema.

Un procedimiento grosero de resolver la ecuacidn

£(X,Y,2) = 0 consiste en ampliar el cuerpo base a las series de
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Puiseux en la variable X y resolverla ahi. Aunque para nuestros
estudios necesitamos algo mids que esta resolucidn, vamos a comentar-
la con detalle, por ser la finica forma de escribir explicitamente
las raices de la ecuacidn, cosa que, desde el punto de vista del
cdlculo numérico, es imprescindible. Este estudio se’hage en la no-

ta siguiente.

Nota 2.3.- El cuerpo base k(X) puede ser sumergido en el cuerpo de
series k((X)) y éste en el de Puiseux kK((X)) . Asi, la ecuacidn
f(X,Y,Z) = 0 puede ser considerada como una ecuacidn sobre k((X))*((Y)

que, segflin es bien conocido por algoritmos explicitos, tiene todas
sus raices en el cuerpo de series de Puiseux K((X))*((Y))*. E1
'algofitmo de resolucidn de esta ecuacidn es ya cldsico y se obtiene
via el diagrama de Newton. No vamos a reproducirlo aqui, pero iﬁtere—
sa hacer unas cuantas observaciones, que nos permitirén ver la forma
de las raices, con vistas a desarrollos siguientes.

El polinomio F(X,¥,2) e k((X))* H?F [Z] es de
Weierstrass, por tanto la factorizacidn sobre k((X))¥ “7“ se hace
mediante polinomios de Weirstrass. Esto nos indica que una raiz arbi-
traria Y de €l es de la forma

_r./q _
DY w.¥ w. € k((X))*\ o0,
ity *

donde el conjunto de indices de la suma puede ser finito o infinito,
y donde q,r, € Z+, ri( P SR 4 m.c.d(q,rl,rQ,.....) é 1. 0
sea, toda raiz tiene orden positivo(fraccionario) en Y. Vamos a ver

la forma de los coeficientes w

Recordemos c¢dmo se efectfia el algoritmo que permite
calcular Y. En este algoritmo hay dos puntos claves:
a) Eleccidn de segmentos admisibles en diagramas de Newton, segmen-

tos cuyas pendientes nos determinan los valores ri/q.
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b) Resolucibdn de ecuaciones algebraicas con coeficientes series de
Puiseux en X, que nos determinan los coeficientes W, Ahora bien,
de estas ecuaciones algebraicas, la primera tiene coeficientes en

k((X)), luego la raiz w elegida pertenecerd a un cuerpo de la

1
forma k((il/pi)). La seginda ecuacidén que nos da w,, tendré coéfi-
entes en k((il/pl)), luego W, pertenecerd a un cuerpo de la for-
ma k((ii/pQ)), y asi sucesivVamente. Como Y no es una raiz milti-
ple de f(X,Y,Z) = 0 por 2.2.3 , es bien conocido que el niimero de
ecuaciones de grado superior a uno que hay que resolver para calcu-
lar los w, es finito. Asi pues, existe un entero positivo p tal

que W, € k((Xi/P)), para todo i, y ¥ se puede escribir, entonces,

de 1la forma:f

r./q
b =Y —w (RY/P)y , w (XPy e k((xMP)HN o
o | |

Esto prueba, ademéds, que el factor irreducible de F(X,Y,Z) sobre
k((X))* “?B del cual es raiz | tiene sus coeficientes en

k(2P B7d .

Los coeficientes W, verifican ademads una condicidn
adicional y[es que todos son algebraicos sobre k(X) y engendran,
sobre &1, una extensidn algegraica finita. La razdn es bien obvia.
Como ‘5i(i,?) e k(X) ﬂ?" la primera ecuacidn que hay que resolver,
para calcular wi, tiene coeficientes en k(X). La segunda,. para
calcular wz, tiene sus coeficientes én la ampliacidn de k(X) con
Wy Y asi sucesivamente. Como solo hay que resolver un nimero fini-
to de ecuaciones de grado superior a uno, el aserto queda claro.

Volvamos a considerar las raices de Ff(X,Y,Z) = 0
como series de Puiseux en Y con coeficientes en k((X))*. Un pun-
to importante es determinar sus conjugados sobre k(X)) 1o

que nos dar3d automidticamente los factores irreducibles de f(X,Y,2)

sobre k((X))((Y)). Para ello haremos unas consideraciones previas.



Es bien conocido que el cuerpo k((il/p)), es alge-
braico sobre k((X)) de grado p. De aqui se deduce que
k((?ilp))((?)) es algebraico sobre k((X))((Y)) de grado p. En

efecto, si n ¢ k((il/p))((?)), se puede escribir

- 51/Py57 =1/p il/p
n §:cj(‘x )Y , re 7, cj(X ) £ k(( )),

Jj=r

cP(Xl/p) Z 0. Pero,'para cada j, es-

-1
e (8P -y ;DR el (B e kR,
1=0

luego

-1 ] .
n =§§:%(§;: e, (RIFHRP,
= J&r

que pertenece a k((i))((?))(ii/p). Esto prueba que k((ii/p))((?))=
k((i))((?))(ii/p), que es algebraico de grado p sobre k((X))((Y¥)).

Ahora bien, es claro que, si q € Z+, entonces
k((il/p))((?l/q)) = k((il/p))((?))(?l/q), que es algebraico de grado

q sobre k((?i/p))((?)). Asi, k((il/p))((?i/q)) es algebraico sobre
K((X))((Y)) de grado Pq. |

Nos interesa ahora estudiar el grado, sobre
K((X))((Y)), de un elemento n(X*/P, 7179y ¢ w((x1/Py) [3t/9] +a1
que n(?l/P,o) = 0. Estos elementos se pueden tratar de forma comple-
tamente andloga a las series de Puiseux en dos variables que estudia-
bamos en la seccidn 1 del capitulo I, toda vez que el permitir expo-
nentes negativos para la X no influye en aquellos razonamientos,y
que calculamos polinomios minimos y conjugados sobre k((X))((Y¥)).

Es decir, un elemento n como antes se puede escribir en la forma

T _ o _ _i./p_3,/4q
n=> bl(X,Y)Xl o,

=1

con bl(_’?) e k(X)) ¥IN\{0o} vy o0 ¢ il< p, 0 % jl( q, y todos los

pares (il,jl) distintos entre si; en esta situacidn, los razona-
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mientos hechos en el capitulo I se aplican sin variacidén. En parti-

cular, si A es el méximo comlin divisor de los menores de orden 2

(p 0 11""'1r)
0 ¢ SPTIITI

entonces [k((X))((¥))(n):k((X))((¥))] = pa/a.

de la matriz

Por aplicacidn de las técnicas desarrolladas en el ca-
pitulo I es facil ya calcular los conjugados sobre k((X))((Y)) de
las Paices de la ecuacidn Ff(X,Y,2). Teniendo estos conjugados, se
tienen los factores irreducibles de f(X,Y,Z) sobre el cuerpo
k((X))((Y¥)). Clasifiquemos las raices en tandas de conjugados sobrea
dicho cuerpo. Cada tanda de conjugados da origen a un factor irredu-

cible de f(X,Y¥,2) sobre k((X))((Y)), que es un polinomio de Weirs-

trass

donde b, j(i,?) e k((X)) Y , b, j(i,o) = 0. Asi pues, la factori-
2 2
zacidén de Ff(X,Y,Z) sobre k((X))((Y¥)) es

F(x,v,2) = fl(i,?,z)........?H(R,Y,z).

Una filtima observacidn, dentro de esta nota, es que
la factorizacién de f£(X,Y¥,Z) sobre k((X))((¥)) es distinta, en
general, de la factorizacidn sobre k(X)((¥)) debido, principalmen-

te, a la existencia de funciones algebraicas en k((X)) sobre k(X):

Consideremos el ejemplo siguiente. Sea a =1, b = 1, &= 1, Q= 0
y la ecuacidn

0 = £(X,Y,2) = 22 - x3y2(x+v),

que es irreducible sobre K por el criterio de Eisenstein. La ecua-

cidén transformada por ¢(1,1,1,0) es

0 = 2° - %23%(14+%) .,



Puesto que

P/

VY1+X & k(X), esta ecuacidn es irreducible sobre el

cuerpo k(X)((Y¥)). En cambio, si llamamos ©(X) e k {x0a 1a serie

tal que w(f()2 = 1+X, sobre k((X))((Y))

22

- ®%%v8%(1+%) = (z - XPW@ + XFP).
Esto prueba,en

son conjugadas sobre

tenemos

k(X)((Y)), pero no al revés.

particular, que raices conjugadas sobre k((X))((¥))

Para nuestros desarrollos posteriores necesitamos

un estudio mds fino de las raices de la ecuaci

é6n  F(X,Y,

Z

) 0. So-

bre todo, necesitamos estudiar los conjugados de una de ellas sobre

k(X)((Y)), cosa que haremos en la nota siguiente, para terminar esta

primera parte dedicada a c8llculos algebraicos.

Nota 2.4.- Sea

F(x,Y,2)

la factorizacidn de sobre k(X)((Y)

donde cada .h

m,-1
i
+....

{z R AN a las raices

}
im,
1

Designaremos por 100"

que supondremos pertenecen todas a un cuerpo

donde se elegiré&n, en general, los denominadores

asimismo,

2__u

1=1

Se escribiri,

s (X
ij

i,j’l

Por un razonamiento similar a uno hecho en la nota

terior se deduce que, dada una raiz C.

. de
1]

{w

pliacidn de k(X) con los coeficientes .o
1,]

finita sobre k(X) vy por tanto la ampliacién

B, (R,7.2).2,(R,7,2) .. ..5, (X,

Y,2)

),

+c (X,Y)

1

im

de

éi(i,?,z)

es un polinomio de Weierstrass

0,

k((x/Piyyct/ 4y,

P:s Qg minimqs.
_1/pi _1/pi '
(X ) e k((X I\ 0
an-
f(X,Y,2) = 0, 1a am-
’1}1:1 de Cij es
k(X)({wi ',l}) con

b
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todos los coeficientes de todas las raices cij es también finita-

sobre k(X); sea K, 1la minima ampliacidn normal de k(X) que la
contiene.

Vamos a probar que Ki((Y)) es una extensidn normal

finita de k(X)((Y)) y que {Ki((?)):k(i)((?))] = (Kizk(iﬂ..Sea

. - « , |
p = [Klzk(X)] y sea 6 € K, tal que K, = k(X)(6); entonces los
elementos {1,6,62,...,9P‘1} constituyen una base del espacio vecto-

rial K1 sobre k(X). Sea n e Kl((?)),

) p-1,gi ‘ =y .
= . . . . € 7 a.. € k(X
n %}r (alo+alle+ +al,p_16 )Y°, o s i (X);
estd claro que 1 se puede escribir en la forma

- i i p-1 i
n =2 a. Y +6__ Qe Y+, 48 . ai,p—lY R
r i=r i=r

lo que prueba que {1,9,...,6p_1}, es un sistema de generadores de
Kl((?)) sobre k(X)((Y)). Como la independencia lineal estd clara,
se verifica que Kl((?)) es una extensidn finita de k(X)((Y)), de
grado P>y @ es un elemento primitivo de ella. El polinomio mini-
mo de 6 sobre k(X) es, pues, el polinomio minimo de 6 € Kl((?))

sobre k(X)((Y¥)) vy, como K contiene a todas sus raices, es claro

1
que Ki((?))/k(i)((?)) es normal.

De otro lado sabemos que existe un entero positivo ¢

(que podemos tomar minimo) tal que todas las raices gij pertenecen

-1 - -1 -
a K, (Y /q)) = Ki((Y))(Y /q). Pero Kl((Yllq)) es una extensidn
normal finita de grado q de Kl((?)). Como el polinomio minimo gt/
sobre Kl((?)) es 2% - ¥, que tiene todos sus coeficientes en

k(X)((¥)), y es irreducible por el criterio de Eisenstein, se deduce:

o1 L
a) Ki((Y /q)) es una extensidn normal finita de k(X)((Y)), de gra-

do igual a pq.
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b) eal(K1<(?1’q>)/k<i)((?))):;eal(xl((?))/k(i)((?>>>xea1(k(i><(?1/q))

/x(X)((¥))) bajo un isomorfismo que a cada

g e Gal(Kl((?l/q))/k(i)((?))) asigna el par

’ fe} - ’ o’/ -1/q )
Cly (qayy” TROCE D)

Asi se tiene,en particular, lod hechos siguientes:
2.4.1.- Para obtener los conjugados sobre k(X)((Y)) de cada raiz

?1/q con coeficientes en Kl) basta

Cij(considerada cono serie en
. =1

conjugar por’un lado los coeficdientes y por el otro Y /q’ todo ello

sobre k(i)(‘?)).

2.4.2.- Si dos raices son conjugadas sobre k(X)((Y)) tienen exacta-

mente los mismos exponentes de Y y, expresidndolas como series en

Y vy ¥ ( dﬁndel w es la raiz de la unidad que determina la conju-
gacidn de ?1/q),»1os coeficientes son conjugados sobre k(X).

f Con esto termina lo que consideramos como primera parte
de esta seccidn, a saber, los preliminares algebraicos que nos permi-
tiran abordér el problema de la ramificacidn de valoraciones.,Vamos
ahora a entﬂar en el estudio de las valoraciones, que es el objeto
primordial de.nuestro estudio.

i El punto de partida serd una valoracidn v de K/k, dis-
creta de rango uno, cuyo centro en R es M, es decir, una funcién
de orden, como indic8bamos al principio. Sean v(X) = a, v(Y) = b,con
m.c.d(a,b) % 1 y sean 0a,B € Z tales que aa+Bb = 1. Sea L una ex-
tensidn fin#ta de K y vamos a estudiar, en primer lugar, las amplia-
ciones a Ltf de la valoracidén v. Sea =z € L un elemento primitivo

de L/kj; es un hecho claro que siempre se puede elegir =z de tal forma

que sea entero sobre R. En este caso, el polinomio minimo de 2z sobre

K,

i
F(X,Y,2) = Zn+a1(X,Y)Z

f

n-1
+"""+an—1(X’Y)Z+an(X’Y)
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tiene todos sus coeficientes en R por ser éste integramente cerrado.
Supongamos que an(X,Y) fuese una unidad en R y sea a€ k una
raiz no nula de la ecuacidn

n-1

n N —
a +a1(0,0)a +...+an_1(0,0)a+an(0,0) =0

Entonces, el elemento z' = z-a es entero sobre R y su polinomio

minimo sobre K - es

Z,n—l

£1(X,Y,2') = 2'M+al(X,Y) tooaotal L (X,Y)Z'+al (X,Y),

I
o

donde f'(X,Y,Z-a) = f(X,Y,Z). En este caso, aé(0,0) = f£(0,0,a)

y asi aA(X,Y) es una no unidad en R. Supondremos pues, desde el
principio, que an(X,Y) es no unidad en R. Por el teorema prepara-
torio de Weierstrass, ningln otro ai(X,Y) puede ser una unidad en
R, con lo que f(X,Y,Z) es un polinomio de‘Weierstrasé.Estamos ya
en la situacidn algebraica de comienzos de la nota y podemos aplicar
a nuestro problema los c&lculos algebraicos hechos.

Designamos tambié&n por ¢(a,b,0,8) a la composicidn
de la inmersidén ¢(a,b,0,B):K e— 3Kk(X)((Y)) <con la inclusién na-
tural en k((X))((Y¥)). Sea gil una raiz de la ecuacidn f(X,Y,Z)=0,

h! |
donde f(X,Y,Z)=!3;fi(i,?,Z),sobre k((X))((¥)),y veamos que la inmersidn

¢(a,b,0,B):Ké&——— k(XM (¥)) se puede ampliar a una inmersidn
Ai=K(Z) C—————ak«i»((?))(gil). En efecto, ¢(a,b,a,B) se pueae am-
pliar a una inmersidn &':K [2] c——— 3 K((X))((¥)) Z por el pro-

cedimiento de poner, para cada 2 ejZJ'€ K[Zl
@1 (X e2?) =TT ¢(a,b,0,8)(e )20,

Como ‘®’(f(X,Y,§» = F(X,Y,2), la imagen mediante &' del ideal (£)
estd contenida en el ideal (fi). Esto implica que se puede construir

un diagrama conmutativo

k(2] LA > k(N (T [z]

lu A., lui

klz) /o) g > K((R))((T))[2] /()

1
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donde uyu y ui’ don los homomorfismos naturales, y

A}{(z:ejzj)+(f)l = ¢'(Z:ejzj)+(?i). Pero sabemos . que L::KJZ]:K[Z]/(f)

bajo un isomorfismo que lleva 2z sobre Z+(f) y que

KON CIN 2]/ (F HZ KRN TIN(E,,), bajo un isomorfismo que lleva
Z+(fi) sobre Eil' Componiendo A; con estos isomorfismos se tiene
una inmersidn A, :L —_— k((i))((?))(iil) que hace conmutativo

el cuadrado

K < ¢(a,b,a,8) > K((X))(())
! N 1
L e i 5 k(X)) (T (E, )

i .
- donde las flechas verticales son las inclusiones naturales, es decir,

Xi prolonga ¢(a,b,a,B). Nbtese que Ai(z) = §

;1 Y que la imagen

de Ai estd contenida en k(?)((?))(&il).Asi pues, a veces, escribi-

remos Xi:L S k(i)((Y))(Eii). |

i
1

Sela v& la valoracidn candnica de k((ii/piﬂ)((?l/qi))
s1/p. . .
sobre k((X i)), es decir, aquella cuyo anillo es
k((il/pi)) ﬂ?l/qi] ; esta valoracidn hace corresponder a cada elemento

de k((ii/pi))((?l/qi)) su orden(fraccionario) en Y. Considerando a

Ai como una inmersidén de L en k((il/pi))((§/qi)), se compone con

dandonos una aplicacidn

v, :L\{o} ‘>z.(1/‘qi)

que es una valoracidn de L/k discreta de rango uno. La restriccidn

de v, a K. es discreta de rango uno(luego su anillo coptiene a R)
y como
- ' 5-Bga -
vi(X) vi(X "YT) = a
i
‘ soshb
Vi(Y) = vi(x Y') = b,

es Vi/K = Vv, por: construccibén de estas valoraciones discretas. Asi,
)
| i
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v. es una amplicacidn de v a L que se realiza asi: 8i n e L,
1 t

o n-1
n = DO(X,Y)+p1(X,Y)z+.....+pn_1(X,Y)z ,

es '

- s-Bsa gagh s-Bga gagshb
vin) = vifo (x7PE%, %47y (R7PER, 1Y LFTLI

| ——Bea 0= -1
oot (R BYa,x“Yb)ggl] B

Veamos ahora algunos resultados clave sobre las valora-
ciones vi.Veremos, en primer lugar, que v, mo depende de la raiz

elegida, es decir, que v, no varia al sustituir por una con-

&11
jugada sobre K((i))((?)). Esto requiere unas precisiones previas.

Supongamos elegida otra raiz gij’ conjugada con ., sobre k(X)) ()

y sea Aiszc——+——) k((i))((?))(iij) la inmersidén correspondiente,
|

construida de forma andloga a la Ai(obsérvese que Ai1=Ai). Se tiene
%
la siguiente i

PROPOSICION 2.5.- v!'A.. = v,.
: 1 1] 1
Demostracidn.-~ Sea cijeGal(k((il/pi))((?1/qi))) tal que
- lo s _ n-1 -
oij(gil) = Eij.,sl ne L, n = S L P L IPE- , €s oijki(n) :
n-1 1 n-1 1
ij(l-o ¢(a,b,a,8)(pl)€i1) = _ ¢(a,b,a,6)€ij = Aij(n), luego
= 1=0
; = i ' = ' : ) -
Oijki Aij' As;, ViAij Vicijki ys para probar lo que queremos, bas
ta ver que fvioij = vi. Pero esto es trivial, pues un elemento de

=1 -_ - - . -
k((X /pl))((Yl/ql)) no cambia de orden al sustituir Xl/pi por

z1/p. s . S . . P :
Y X /pl e Yi/ql‘ por GYi/ql, donde Y es una raiz p;,-&sima de 1

y ¢ es una raié qi—ésima de 1. Esto prueba la proposicidn.

Ya hemos visto, al final de la nota 2.3, que la factori-

zacidn de ?(i,?§z) sobre k(X)((Y¥)) no coincide, en general, con



la factorizacidn sobre k((X))((¥)). Puede ocurrir que varios facto-
res de la segunda factorizacidn me den un factor,irrecucible.sobre
la’segunda. Este hecho, desde el punto de vista de las valoraciones
. tiene unas repercusiones fundamentales, que estudiaremos en un
teorema a continuaciénf Antes, necésitamos un lema previo, cuya de-
mostracidn es muy f&cil. |
LEMA 2.6.- k(X)[¥)co(a,b,0,B8)(K).

-b,a

Demostracidn.- NOtese, antes que nada, que X 7Y es el tUnico mono-

B

-b,a . .
YY) es el Gnico monomio tal

mio tal que ¢(a,b,a,B)(X X vy x%y
que ¢(a,b,a,8)(XaYB) = Y. Con esta observacidn, la demostracidn es
ya trivial. Si n e k(?)[?l

n = no(X)+n1(X)Y+...+nt(x)Y,
se verifica que‘

n(x,Y) = no(x'bYa)mi(x'bYa)(XO‘YB)+...+nt(x'bYa)(x°‘Y8)t

pertenece a k(X,Y) 'y ¢(a,b,a,B)(n) = n. Esto termina el lema.

i,7 4 hy las condiciones

1.8

TEOREMA 2.7.- Sean 1i,j dos enteros, 1
|

siguientes son equivalentes:

2.7.1.- v, = v..
Lol i i

(le son conjugados sobre k(X)((Y)).

|

2.7.2.- T, ¥y

‘ .
Demostracidén.- Supondremos que i # j, pues en el caso igual no hay

nada que probari A lo largo de toda la demostracidn haremos un uso

|
intensivo de la nota 2.4, afin sin mencionarla explicitamente.
Vamos a probar primero que 2.7.1::9‘2.7.2; lo haremos

por reduccidn al absurdo.. Supongamos que Cil v le no 8on conju-

gadas sobre k(X)((Y¥)); existird , entonces, un entero positivo t

!

tal que i ‘
t r./q. t s,/q.
' = g 1 1 ' - 7 1 J
i1 T2 g4t vty T2 w4y

]
i

no sean conjugadas sobre k(X)((Y)). Adem&s, por existir dos elementos
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i1 Y le’ no conjugados sobre k(X)((Y)) implica que el poli-

nomio minimo de sobre k(X)((Y)) tiene grado estrictamente

Li1
menor que n. Como el polinomio minimo P(X,Y,2) de C&l sobre

k(X)((Y)) tiene grado menor o igual que el polinomio minimo de Liqe

se tiene entonces que
H
i m = grado (P(X,Y,Z)) ¢ n.

De otro lado, de la forma de C&l’ se deduce que ﬁ(i,?,Z) pertene-

ce a k(i)[?][Z], luego, por el lema 2.6, existe P(X,Y,Z) € K [z]

b

_B.a -d_ o -
tal que P(X ¥va 2%0,2) = B(R,¥,2).

Supongamos elegido el entero minimo t siguiendo la con-

dicidn de no ser conjugados Cii y y consideremos la factori-

1]
I
zacién de P(X,Y¥,Z) sobre Kl((Yl/q)) (véase nota 2.4), que serd de

la forma
m

P(X,7,2) = 1;1’1 (z-2i, )

' ' o=t ' ! . '
donde {Ciii Cii’ci12"""’ci1,m} son los conjugados de Z}, sobre

k(X)((¥)). Como m<n estd claro que ?(i,?,cil) £ 0 y P(X,Y,z., )#0.

Consideremos ahora dos casos:
|

a) t = 1 i
: = - -t =
E? este caso, para todo ¢ = 1,...m es \)Y(cj1 Cilc)

* ; . (7 _rt § .
mln{sl/qj,rl/qi}. En cambio, \)Y(?;i1 Cili) r2/qi mientras que

v?(cii—cilc) 4 ri/qi, para todo ¢ = 2,...m. Esto prueba que el

v?(ﬁ(i,?,cji))<‘v?(ﬁ(i,?,cil)) Y, por tanto, que v, # vy

b) t» 1

Como en el caso anterior, se trata de comparar v?(ﬁ(?,?,cil

con v?(P(X,Y,Eji)). Sea m' el grado del polinomio minimo de

t-1
: 2T1/9;

2 willY ~ y sea m" = m/m'. Los factores lineales que aparecen
1=1

en la descomposicidn de P(X,Y,2) se pueden dividir en m' grupos,

|
|
!



102

cada grupo conteniendo m" polinomios Z-Ciic que tengan iguales

las sumas de los t-1 primeros sumandos de ilc'
Sea Pl(Z) el producto de los polinomios del grupo que
' s./q.
. = =1
tenga la suma de los t-1 primeros términos igual a §§%wjily J

r./q.
. E — s 1" *1
y P2(Z) el correspondiente a ?: weq Y . Entonces VY(Pl(le)L

- " ] ' - > "_
= m" x mln{st/qj,rt/qi} y VY(PQ(Cil)) rt+1/qi + (m 1)rt/qi. Sea

C el conjunto de los productos de los términos correspondientes a
cada grupo; C tiene m' elementos, y cada uno de ellos es un poli-
nomio de grado m". Entonces es claro que existe una biyeccidn de

C\ Pl(Z) sobre C \.PQ(Z) tal que té&rminos correspondientes
Ql(Z) y Q2(Z) verifiquen que v?(Qi(Cji)) = v?(QQ(Cii))' Esto
prueba que v?(ﬁ(f,?,gji))('v?(ﬁ(i,?,gil)) y, por tanto, que

v, # v..
1 ]

Para demostrar el reciproco basta probar que, si
P(X,7,2) € x(X)((¥))[2) es un polinomio irreducible de grado m¢ n,

es vg(B(R,7,2,,0) =vg(B(R,7,05,0). Sean {ug,.oou,} ek((0Y(D)

j1
las raices de P(X,¥,2) = 0 y escribamos
.= ~Uu /q| B
L %21 pclY 1 c =1,...m. , Mog F

donde los coeficientes son algebraicos sobre k(X) y q'

cl

-~ » . > ": > '
es el minimo denominador tal que u, € k((X))?((Yl‘/q )).Sea Ki la

minima extensidn normal de k(X) que contiene a K1 y a todos los

coeficientes H,y»> ¥ sea q" = m.c.m(g,q'); con la extensidn

~1/q" .
Ki((Y 97))  se puede operar de forma andloga a como hicimos en 1la

nota 2.4 con Kl((?l/q)).

El ser conjugados i Y le implica que existe un



o Gal(ky (PN /KR (D)) tal que oo, T 5 D) =0y, T T

en particular, r /qi = sl/qj,V 1 21, 8i rl/qi # ul/q' entonces

es claro que v?(ﬁ(i,?,cil)) = ?(ﬁ(i,?,cjl)) = m x min{rl/qi,ui/q'}-
. : gt/ %)((1)))
Si rl/qi = ul/q' pero no existe 0O € Gal(Kl((Y )/ k(X)) ((Y
—rl/qi _u /q' ‘ IR
tal que O(willY ) = uy,Y entonces V?(P(X’Y’Cil)) =
\)?(P(X’Y’le)) = m.ri/qi.

Supongamos que existe un entero t» 1 tal que

;_:

[N

;._n
p

y S ull? son conjugados sobre k(X)((Y)) Yy
1

‘: l_—_
. _ul/q'
4 y uilY no lo son. De aqui se deduce que
1=
. t-1 _ul/q' _ _
E %3 y E LPER son conjugados sobre k(X)((Y))
1=1

_s./q. t u,/q' |
mientras que 5 Wa,,Y 173 y E u, .Y 1 no lo son. El razo-
=31 jil = 11

namiento a seguir ahora es parecido el hecho en la demostracidn

directa. Dividimos los factores lineales (Z-uc), c=1,...,m en

"

m grupos, cada uno de los cuales tiene m' factores, que son to-

dos aquellos que tienen igual la suma de los t-1 términos primeros.
Sea Pi(Z) el producto de todos los factores del grupo tal que la su-

ma de los t-1 primeros términos es igual a Ef% lllY ri/4; y PQ(Z)
1=1
=1 —Sl/qj

1 .
el correspondiente a 1=1wj11Y .

Entonces
v?(Pi(Cil)) = m' x min{rt/qi,ut/q'} = m' x min{st/qj,ut/q'} =
= V?(P(Cji))'

Sea C el conjunto de los productos de los términos correspondientes

a cada grupo. Existe una biyeccidn de ¢ \~P1(Z) sobre C \ P2(Z)
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tal que términos correspondientes Q,(Z) vy QQ(Z) verifican que

7,000 = vg(P(X,T,¢

>

V(2 ) = vg(Qy(Ly ). asi vg(BC 1)

esto concluye la demostracidn del teorema.

Nuestro estudio va a proseguir en dos direcciones. En
primer lugar sé trata de probar que las valoraciones vi construi-
das hasta el momento son todas las ampliaciones posibles de v a L.
En segundo lugar se trata de hacer cdlculos explicitos sobre indices
de ramificacidn y grados relativos de las valoraciones v, Estos
dos problemas, veremos que se intercohectan de tal forma que es impo-
sible separarlos. Estudiémoslos, pues, en conjunto.

Estudiaremos una valoracidn en concreto, por ejemplo vy
pues el estudio de las demis es paralelo a este caso. Para ello usa-
remos las notaciones que hemos introducido con anterioridad. Conside-
remos la.raiz 511 de F(X,Y,2) = o0 y como serie de Puiseux en la
variable Y con coeficientes algebraicos‘sobre k(X) y sea, como
siempre, Py ei minimo entero tal que todos los coeficientes de

S11 .

pertenecen a k((?l/pl)) y sea gq el minimo entero tal que

1 ©11

: . > | . .
es una serie en Y /ql. Como siempre, escribiremos

1/p r./q 1/p 1/p
- S 1,717 %1 S 1 s 1
cii-jg;;will<x )¥ »owy (X e k(X NN o}
Desde luego estd claro que existe un elemento wy € L
tal que Vi(wi) = r1/q1; dicho elemento es, por ejemplo, w, = z. Sea

t 2 1 un entero y supongamos probado que, para todo 1, 1 £ 1 £ t

existe un elemento w, € L tal que vl(wl) = rl/ql. Consideremos el
elemento f
1 t 1/p r./q 1/p 1/q,
; o 1.= - -
el t2_w, (X HE P ez e hy
11 11 111 -

|

¢
H

ese elemento es claramente algebraico sobre k(X)((Y)). Sea

ﬁ(i,Y,z) = zS+ai(i,?)zS'1+...+as_1<x,Y)2+as(x,?)
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el polinomio minimo de sobre k(X)((Y)). Por los resultados

]
11
obtenidos en la nota 2.4 y la forma de

Cil se tiene que

ai(i,?) € k(?)[?] ,V¥i=1,..,s. Por el lema 2.6 existen unas

{di(x’Y)}i’ € K tales que

=1,..,

$(a,b,a,8)(d,(X,¥)) = & (X,T), i = 1,...,s.

Sea
P(X,Y,Z) = zs+d1(x,Y)zS‘1+....+ds_1(x,Y)z+ds(x,Y)
y consideremos el elemento w%¥1 = P(X,Y,z) € L; vamos a estudiar el
!
valor de Wi,q Por v,. |
' =r! ' . .
Sean {Clil Cil""’cllc} los conjugados diferentes de

Cil sobre k(X)((Y)); se tiene que

P(X,Y,2) =¥T (z-7), ).
i=1

Asi,

n

vi(w' )

C
t+1 v?(gji(511‘5i1i))

Yy, en esta situacidn, se tiene

a)

Ve(Ly1-8i11) = Prye/9y

b) P = 2,... (L, -
) Para todo ; 2, sCs vY(Cll Clli) es de la‘forma rl./ql’

i
- donde 1 = li £ t.
Por tanto, se tiene que
c
! -
vilwig) (rt+1+§::”1.)/q1
i=2 1
Consid ' = 3 = w! £ H
sideremos el elemento 17[ wl. € L; entonces wt+1 wt+1/TT wl.EL’
i=2 i i=2 ~i
en consecuencia
, ._. ' (£ _ c _ & -
V(Wryad T valog v (e ) = (v vy Ve - YTry fay =
! 1=2 i ] 1=2 i- , 1=2 i
= T/

Esto prueba que, para todo 1 ® 1 existe un elemento W,y € L tal

que vi(wl) = rl/qi.



Sea t un entero tal que m.c.d(ql,rl,...,rt) =1 y

sean O e300, € Z tales que 1 = aoq1+a r.+...+o,r,_ . Sea

O’al’. t 1 1 tt

- a,B ao~f—T “1 .
w = (X7Y") w,” € L;
1=1

se tiene que

t t
_ 500 _ -
v (w) = ve (¥4 25a v (w)) = o+ }_—lzloolrl/ql 1/q,.

Como, de otro lado, es claro que vl(L\{ODC:Z.(i/ql),,es

vl(L\{@) = Z.(1/q1), con lo que se ha probado el

TEOREMA 2.8.- Para cada valoracidén v, el indice de ramificacidén

de V. es q., donde q; es el minimo entero positivo tal que
. . =1/q.
Cil es una serie de Puiseux en Y i.
Continuemos con el estudio de.la valoracidn vy Sea
F(X,Y,2) = gi(i,?,z).QQ(i,?,z).....éh(i,?,z)

'Ia factorizacién de F(X,Y,Z) sobre k(?)((?)), donde supondremos
que ., es raiz de él(i,?,Z) ¥ deéde luego, éi(i,?,z) € k(i)ﬁ?]h]
y son polinomios de Weierstrass.

Una de las primeras cuestiones que se pueden formular a

’

priori es si existe siempre un elemento ‘w de valor 1/q1 y que
sea primitivo. La respuesta negativa nos la da el siguiente ejemplo:
Sea a =1, b=1, a0 =1, B = 0 y sea f(X,Y,Z) el polinomio mini-

mo, sobre K, de la serie de Puiseux

Y2/6+X3/2Y5/6

z = X
"El1 grado de f(X,Y,Z) es 18 pues el miximo comfin divisor de los me-

nores de orden 2 de la matriz
(3 0 3 2)
0 6 2 5
es 1. La sustitucidn X~>Y, Y—3>» XY nos permite tomar

Cii - 22/6?8/6+§5/6?9/6.



_2/6< o 3 ool
El polinomio minimo de X2/6Y8/6 sobre k(X)((Y)) es 2 -XY Vo
poniendo ' = Cii-i?q se tiene que

o 329/6?25/6+3212/6?26/6+215/6?27/6
De otro lado, se tiene que llamando w" = zs—XaY, este elemento va
sobre ' en la inmersidn. Asi, v(w') = 25/6. Pongamos W = w'/Xu;’
entonces v(w) = 1/6y

w = 3y%/0yay12/6,y2/6,y15/6 y4/0

Ahora bien, el polinomio minimo de w sobre K tiene grado igual
a 6 porque el miximo comlin divisor de los menores de orden 2 de
6 0 0 -2 -4
(O 6 9 12 15\
es 6. Asi W no puede ser un elemento primitivo de L/K y, obvia-
mente, ninglin otro elemenfo de valor1/§ puede serlo. Este ejemplo

también prueba, que un tal W no es necesariamente entero sobre R.

Hecho este inciso, consideremos el diagrama conmutativo

de Inmersiones

K ¢(a9b9a38)
4 A

c M s k(X)) ((1))(Z, ) 3

3 k(X)) (D))

puesto que ¢(a,b,a,B)KJek(X)se puede restringir al diagrama siguien-
te, donde las inmersiones las notamos igual

K € ¢Ca,by8) y K(X)((¥))

! 1

A I
k(X (1)) (T,)

Lc¢ 1

A 4

Por consideraciones anteriores sabemos que el polinomio minimo

éi(i,?,Z) de Cil sobre k(X)((Y¥)) pertenece a k(X) H?B[Z] y
es un polinomio de Weierstrass. Asi, de hecho, k(i)((?))(cll)‘ es
el cuerpo de fracciones del anillo local completo

LEERICIN i REIVICHC R NMAPEINSIN S 28 IITHER NI
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Este es un dominio de integridad local notheriano completo de di-

mensién 1 con ideal maximal M =(Y )}, donde se ha identificado

,E 11

Y con su imagen candnica en (J.
' Sea [J* el cierre integro de [J en k(?)((?))(cll);
es un hecho bien conocido que [O%* es un [5—m6dﬁlo de tipo finito.

Recordemos brevemente la demostracidn de este hecho. Sea ni=gr(éi)

i=1,..,h, sean {Cll 3Gqgsnees Tqo } 1los conjugados de Z4q sobre
1

k(X)((Y)) y sea K' = k(i)((?))(Cll,..,Qin ) la minima extensidn
; 1

normal de %k(X)((Y)) que contiene a k(?)((Y))(éil). Sean, por otra

parte {Ol;id,...,o } los k(X)((Y))- homomorfismos de k(X)((¥))(z,.,)
1 n1 . 11

] » - ’ . . . - S O
en K', Gifc;i) =T,; y sea A el discriminante de gi(X,Y,Z).

1
o n1—1 ; '
Sea también % = R)((¥
ea también 'p e D%, o po+01?;11+...+on1_1(,11 » P, € k(X)((Y?)-
Poniendo pli= Oi(p), i= 1,...,n1 se tiene el sistema
6 =pt - 0,0, .+ + .
P Po®abagt Py 4y
pn1= p_+p,LC + +0 Cnl—i
o 1 1n1 ‘nl_i‘lnl
Como p es entero sobre k(X)) [I¥] y éste es integramente cerrado,

el polinomio minimo de p sobre k(X)((¥)) tiene todos sus coefi-

cientes en k(X) ma . En particular,los conjugados de P son ente-

i

ros sobre k(X) H?ﬂ y asi lo son todos los p , i ii,...,nl. Como
n, -1 2
1
L ERRRRL PP
..I.....l.".'. =A1#O
n,~1
1
1z R
in1 «1n1
la regla de Cramer nos permite escribir, para todo j = O,1,...,n1-1
§ j-1 1 j+1 n,-1
; Cli"'gll o] C11 .......C1}
Aipj Bl B T
. . -1
; -1 n +1 71
1 ¢ °'C] 1 J
o '] e
1n1 1n1 1n1 C1n1
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Como todos los términos de este 1ltimo determinante son enteros

sobre k(X) U?H , lo es el propio determinante. Asi, Alpj e k(X)((Y))

es entero sobre k(X) q?u y, al ser éste integramente cerrado, es

Alpj e k(X) “?B , Vi = 0,1,;..,n1—1. Esto implica que [1%  estéd con-
tenido en el Ersubmédulo de k(?)((?))(til) engendrado por
‘ n,-1 ’
1 ! = . FOR
{1/A1,C11/A1,...,C11 /Al} y, por ser 0 noetheriano, [J*¥ es un

{J-mdédulo de tipo finito.
En estas condiciones es bien conocido que [1* es un do-
minio de integridad local completo de dimensidén 1(ZA-II,Th 15,Pg276

y Cor.2,Pg283). Como []* es integramente cerrado, es un anillo de

oo
o

valoracidn discreta de rango 1; sea Vv la valoracidén de anillo U *
y sea M#% el ideal maximal de (O} *.

N3

Hay diversos métodos para ver que v* es igual a la
p

P

funcidn de orden es decir, que v¥* es la valoracidn que a todo

vy
elemento de k(i)((?))(cil) le hace corresponder su orden(fracciona-
rio) com serie en Y. El més cbmodo en nuestra situacidn consiste en
ver que [J* es justamente el conjunto de los elementos de

?1/q1 tienen orden

k(i)((?))(cil) que, expresados como series en
‘no negativo. Que un tal elemento pertenece a {J* es consecuencia de
de la forma de calcular los conjugados y de las relaciones de Carda-

noj veamos el reciproco. Sea n € k(i)((Y))(Cll) un eltemento cuyo

orden, como serie en ?1/q1) sea negativo,
- 1/q
n = zlasn‘l? 1 » 840, n_#0

Fdcilmente se ve que, si r es el grado de su polinomio minimo sobre
k(X)((¥)), entonces r.(s/qi) € Z. Como todos los conjugados de n
sobre k(X)((Y¥)) tienen orden en ¥ igual a s/ci1 (nota 2.4) y el
broducto de todos ellos debe pertenecer a k(X)((Y)), se tiene que
r;(s/ql) € Z y el término independiente delkpolinomio minimo de n

sobre k(X)((Y)) tiene orden r.(s/q1)< 0. Si n fuese entero sobre



(ﬁ, lo seria sobre k(%) ¥l y como k(X) Izl es integfamente cerra-
doy el polinomio minimo de n sobre k(X)((Y)) tendria sus coefi-
cientes en k(X) ﬂ?ﬂ . Como esto no ocurre, N no es entero sobre [i,
lo gque prueba nuestro aserto.

Sea v la funcidn de orden en ¥ sobre k(X)((¥)); estd
claro que v¥® prolonga Vv a k(i)((?))(Cli). Como en el teorema 2.8
encontramos un elemento w € L de valor 1/q1, estd claro que el

indice de ramificacidn de v* con respecto a Vv es qq - Sea e, el

grado relativo de v¥* respecto de v; se tiene la

PROPOSICION 2.9.- V¥ es la finica ampliacidn de v a k(i)((?))(Cii).

En particular q,ey = Dy

Demostracidn.- La segunda afirmacidn es consecuencia trivial de la

primera y de la fdérmula de la ramificacidn de.valoraciones(ZA-II,

Th 20,Pg 60). Demostremos entonces la primera afirmacidn. Sea
- n, _ o n1—1 _ o _ o
gi(X,Y,Z) = Z +g11(x,y)z toootgy _1(X,Y)Z+g1n (X,Y)

1 1

y consideremos el diagrama de Newton de este polinomio. En &l hay
un inico segmento admisible I que contiene a los puntos

1),...,(ti , T
s

-3 LY
1T ls)} s S 1

{(O,nl),(tii,n 1

0<t, ce . £ = vol(g, . ). i 16
con < 11< <tls n, vy til vY(gill) En esta situacidn I

tiene como ecuacidn
q1x+r1y—q1n1 = 0
¥y, para todo otro punto, 8i existe, de la forma (ti,nl—i), ti=V§(é1i)

i# il, 1 = 1,0..,8, €8

qiti+rl(n1v1)—r1n1) 0

Sea v** una ampliacidn arbitraria de v a k(i)((?))(cliz
vamos a buscar todos los valores posibles de v**(Cll). Para ello
consideramos la igualdad

n, o n1—1 _
0 = g i+8,(X,¥Y)T tooveatgy (X, DT e, (XY 3

1 1
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para que esta igualdad sea posible es claro que debe haber, al me-
nos, dos sumandos con valor minimo entre todos ellos. Los valores
de los sumandos son

nlvz':z':(z;il),\)?(gll)+(n1-1)v=“:(cll), ... ’V?(g1n1'1)+v=:~“(cll) ,\)?(glnl)

y se trata de encontrar todas las posibilidades de & menos dos va-

lores iguales y minimos. Pongamos (X,Y) = 1, luego el valor del

E10
primer sumando se puede escribir en la forma vY(g10)+n1v**(C11).
Encontrar dos términos de valor minimo es, pues, encontrar dos indi-

ces 1i,j 0 £ i j ¢ n, ‘tales que

V?(éli)+(n1—i)v**(C11) = v?(éij)+(nj-j)v**(cll) = u

y tales que, para todo otro indice 1 # i,j sea

) ¥ u

vglgyd+(ng -1)vEs(g, o

Dibujando en el plano todos los puntos {(v?(éli),nl—i)} i=0,1,..,n,
se trata de encontrar todas las posibles rectas del tipo

(Eli) = u_  que contengan al menos2puntos de los anteriores y

tales que para todo punto (v?(éii),nl—i) de ellas sea

(g % 2 -3 Y
vY(gii)+v “(Cil)(nl i) u_.

Pero en virtud de las consideraciones hechas sobre el diagrama de

Newton de éi s6lo hay una posibilidad, la recta
x+(r1/q1)y = ni/qi’

Asi pues, s8lo hay un valor posible v#*(g,,), que es r,/q,> O.

Esto prueba que, si (R** ,M%%*) es el anillo de v¥#%, es € Mu%,

S11

Ahora bien, como todo elemento n € [0 es de la fdrma
o - oo n1-1
con ni(i,?) e k(X) 0%l , como v¥** prolonga v(lo que implica que

k(X) H?D C R*%) y como Cli € M**, es [JeR** y, por tanto

M**A ] = M. Esto implica que R**D* y como &ste filtimo es un



’ KA s
anillo de valoracidn discreta de rango 1, debe ser R®% = 0= y
ats

asi, v*% = v¥*, Esto prueba la proposicidn.

Vamos a estudiar ahora cdmo es el cuerpo residual de 1la

valoracidn v¥*, Como T* 0 k(X) n?ﬂ (Y), existe una inmersidén cand-

nica k(X) «—5 A% = O%/M*, ya que A = k(X) es el cuerpo residual
de la valoracidn v. M&s afin, es bien conocido que A% es una exten-
‘sién algebraica finita de A. Por el teorema de estruqtura,dé los
anillos locales completos, existe un subcuerpo L*c[}* que va bi-
yeétivamente sobre A* por la aplicacidén canénica O% — > A%,

De otro lado, observemos un hecho claro. Sea n € k(i)((?))(Cll)

y escribamos

n,-1
_ - - - = - - 1 - - e -
n = no(X,Y)+n1(X,Y)C11+....+nn1_1(X,Y)§11 » N (X, Y) e k(X)((Y))
Sabemos que los coeficientes de Nyq SON algebraicos sobre k(X)

y engendran sobre 81 una extensidén finita. Como los coeficientes de

n  son funciones polindmicas de los de con coeficientes en

11
k(X) resulta que, en cualquier caso, los coeficientes de cualquier

elemento de k(i)((?))(Cll) estdn todos contenidos en el cuerpo

k(X)) ({w }

111 121) que, repetimos, es una extensidn algebraica finita
de k(X).

Consideremos la aplicacién Y': J% ——> k(i)({wlll}lzl)

que a cada elemento n(?,?i/ql) e 0% hace corresponder su término

independiente n(X,0); esta notacidn tiene sentido puesto que sabe-

mos que los elementos de [0* tienen orden no negativo en Y. También
esta aplicacidén ¢' es una k(X)- aplicacidn y, por Gltimo, es cla-
ramente un homomorfismo de anillos cuyo nficleo es justamente M*., Asi

se tiene una aplicacidn inyectiva

Yor A% = TE/ME e k(X)) ({w,y,}yaq)

que permite identificar A* con un subcuerpo de k(?)({wlll}l‘l

Esta identificacidn se hace, en la practica, asociando a la clase de

).
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de un elemento de [0* mddulo M* el coeficiente de su término
independiente en gl/ay
Se trata ahora de volver a nuestra Valoracién‘ v1. Ya

sabemos que el indice de ramificacidn de v con respecto a Vv es

1
q, e igual al indice de ramificacién de v¥* con respecto a v. Pero

se tiene adem8s la

1

PROPOSICION 2,10.- El1 grado relativo de v respecto de v es

igual a e esto es, al grado relativo de v¥* respecto de v.

1)

Demostracidn.- Consideremos el diagrama conmutativo de inmersiones

que usdbamos antes

Ke ¢(a,b,a,8) , k(X (1))
S 3
L ¢ 1 , k(R (1)) (5,,)

y sea K = ¢(a,b,a,B)(K); estd claro que Al(L) = K(cll) y que

-1

- - -1 :
K : = n. "= vy, = "=ov,. 7 3
(Cii) K n Sea v v (d)(a,baaas)/}() y vV Vl (Al/K(Cll)) *
se trata de calcular el grado relativo de v" respecto de v'.
Es claro que v" hace corresponder a cada elemento de

»E(Cii) su. orden como serie en ?1/q1. Esto significa que v* es
una amplicacidn a k(i)((?))(gii) - de +v". Asi pues, el cuerpo resi-
dual de v" es un subcuerpo del de v*, Esta identificacidén se hace

como sigue. Sea (R",M") el anillo de la valoracidn v"; estd claro

que R" * y M*¥ R" = M" ., Asi, se tiene una inmersidn candnica
A" = R"/M"C > Of/M% =A%
que a la clase de un elemento n' € R" 1le hace corresponder n'+M%,

Basta entonces, para demostrar la proposicidn, el probar que, dado
un elemento 1N € 1% existe ﬁn elemento n' € R" . tal que

n'+M%¥ = n+M*. Sea, pues, dado n € %, escrito como en la pagina an-
terior. Observemos que las series ni(i,?) pueden tener orden nega-

tivo pero C11 siempre tiene orden positivo. Ademéds, notemos un
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hecho que es fundamental para nuestro razonamiento. Tomando un tér-

. ) _1
Cil €éste no es sino el procucto de dos series en Y /ql.

mino ni(X,Y)
Si nos interesan sb8lo los términos de este procucto de un grado infe-
rior o igual a uno determinado( cero en nuestro caso), los coeficien-

tes de esos términos no dependen sino de los coeficientes de ni(i,?)

hasta un grado fijo. Esto quiere decir que existe un entero s, tal

[

que, llamando n&(?,?) a la suma de 1los silmtérminos de ni(i,?)

los coeficientes de ni(i,?) hasta el grado cero son exactamente

Y
B e
[N

los mismos que los 'de n hasta el grado cero. Pongamos

‘n, -1

n' = né(?,?)m

?1/q1 tiene exactamente los

entonges n',considerada como serie en
mismos coeficientes, hasta el grado cero, que n. Por tanto, los co-
eficientes‘de los términos eventuales de n' de grado negafivo son
nulos y el coeficiente del término de grado 0 de n' es el mismo
que el de n. Asi pues n'+M% =n+M*. Como los ni(i,?) son funcio-
nes racionales en Y con coeficientes en k(X), el leﬁa 2.6 nos
dice que n%(?,?) € K luego n' e K(Cil)’ lo que termina de probar
la broﬁosicién.

Como lé hecho para vy es‘vélido para cualquier amplia-
cidn v, de v a L, llegamos a un resultado clave en esta séccién,
que vamos é enunciar y demostrar propiamente. Tenemos, de un lado,

la factorizacidn de Ff(X,Y,2) sobre k(X)((¥)),

F(X,¥,2) = gi(R,Y,z).....gh(i,?,z)

y para cada i = 1,...,h, elijamos una raiz Ci > Kl((?l/q)) (véase
nota 2.4) de éi(i,?,z) = 0. Se tiene asi, un diagrama conmutativo
devinmersiones, para cada i = 1,...,h

c ~ ¢(a,b,a,B)

e %

- =
=
v
=
~~
>
S
~~
~~
<1
A
N’
~~
Y
e
N’
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donde Ai(z) =T,. Asi se tienen las valoraciones v. que resultan
de componer Ai con la fqncién de orden respecto de Y y‘sabemos
por el teorema 2.7 que las valoraciones v, no dependen de la raiz
Ci elegida de éi(i,?,z) y que todas son distintas entre si. Con

esto. se tiene el

TEOREMA 2.11.- Las valoraciones {Vl’v2”"vh} son todas las ampli-

aciones distintas de v a L.

Demostracidn.- Sea q; el indice de ramificacidn de v, respecto
de v, e, el grado relativo;Vpor la proposgicidn 2.9 y por la 2.10

se tiene que q.e. = n,, i = 1,..,h. Por consiguiente, se tiene

i i i
q1e1+....+qheh = n1+...+nh = n = L:K .
Este hecho, junto con la férmula general de ramificacidn de valora-

ciones( véase,por ejemplo, Zariski-Samuel II, teorema 19, pig 55),

implica que {vi,...,vh} son todas las ampliaciones de v a VL.

Como filtima cuestidén de esta seccidn estudiaremos la re-
lacién entre la ampliacidn de valoraciones y las superficies que admi-
ten un desarrollo en serié de Puiseux. Partimos para ello de una si-
tuacidn como la siguiente. Sea; f(X,Y,Z) € k HX,YE [Z] un polinomio
de Weirstrass irreducible tal que todas sus raices son series de Pui-

1 1 P :
X /p,Y /p(_por tanto son todas conjugadas sobre K). Sea

seux en
0 = x “X,Y,Z“ /(f); M el ideal maximal defd, n = grado(f) y 'L el
cuerpo de fracciones de E‘. Entonces L es una extensidn algeéraica
finita de K de grado n.

Sea v:KN{0} —> 2 ‘una valoracidén discreta de rango
1(por tanto su aniilo contiene a k ﬂx,YD ) vy cuyo centro en ﬁ HX,Yﬂ
sea el idéal maximél m = (X,Y). Sea v(X) = a, v(Y) = b, tales que

m.c.d(a,b) = 1, y sean o,B € Z  tales que ao0+bB = 1. Por las raz0-

nes expuestas al principio de esta seccidn existe un diagrama conmu-



‘tativo de inmersiones

K ¢(a,b,0,8) Y 1((R)) ((F))
k((x2/P,y1/Pyy  ¢'(a,b.a,B) y K((RL/Py)((71/P))

correspondiente a las sustituciones ¢'(a,b,a,B)(Xl/pY]/p) =

i(-8i+aj)/p?(ai+bj)/P_y ¢

Sea

i,/p j./p i /p 3 /P €k Y
£ = ¢, (X,Y)X 177y too.te (X,Y)X r’TyTrt T (X,Y) Ix,v]

una raiz de  f(X,Y,Z) = 0 donde 0 £ il( p,0 ¥ j,<{p. En esta si-
tuacidn se tiene que
(-8i1+ajl)/p_(ai1+bj1)/p

Z = c (X, ])X ¢ toveoaot
f

| _ (-Bi_+aj_)/p (ai_+bj_)/p

ot e (X,1)X roor oy T

donde Ei(?,?) = ¢(a,b,a,B)(ci(X,Y)) es una raiz de Ff(X,¥,2)

i
o
e

teniendo esta iltima ecuacibn el significado que se le ha dado ante-

riormente. .

i
- -
' Yamos a calcular el grado del polinomio minimo de 3%
sobre k((X))((¥)). Sea 6 el miximo comin divison de los menores

de orden dos; de la matriz

A - (p 0 11""""1r)
\NO0 p jl""""jr
y &' el de los menores de orden dos de la matriz
/D 0 -Bi. 403........ -Bi i
s :(p 811 a]l 61P+ajr
0 p ai1+bj1 e ee aif+bjr

Los menores de orden dos de A son(salvo signo)
2 , e . . . . . .
P apji,'--,Ppr,Pll:PJ-Qav’,P1r9 {11:'1! llvjlglsl‘lvsr'
P .

Los menores cruzados de A' son

iljl,(~Bb—aa?+il,jl(aa+8b) —iljl,+il,jl

Por tanto, los menores de orden dos de A' son (salvo signo)
|
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92,pai1+pbj1,..,pair+pbjr,—p8i1+paj1,..—pBir+pajr, {iljlY - il'jll
De aqui se deduce facilmente que §|8'; veamos que, reciprocamente,
6'|6. Desde luego &' divide a los menores cruzados de A, luego

por esa parte no hay problema. Sea 1 - un entero 1=1l=r; se tiene que

pi, = (pa11+pb]l)+a(—p811+pajl)
pi= (pa11+pbjl) —b(—p811+pajl)

de donde se deduce que 6'|pjl y 6'|pil. Asi pues §' =6 y el

grado del polinomio minimo de % sobre k((X))((Y¥)) es igual a

n = p2/5. Como E(X,¥,2) e k((X)) [¥] [Z] es un polinomio de Weierstras
que admite a £ como raiz, entonces es el polinomio minimo de- z
sobre k((X))((Y)). Esto implica, en particular, que f(X,Y,2)

es irreducible sobre k(X)((Y¥)) y asi, por todo lo anterior, Vv

tiene una {inica ampliacién a L. Esto prueba la

PROPOSTICION 2.12.~ En la situaéibdn anterior, cualquier funcidn de

orden sobre K admite una @inica ampliacidn a L.

El reciproco de la proposiciBn anterior no es cierto, co-
mo vamos a ver con el ejemplo que sigue.

Ejemplo 2.13.~ Sea la superficie algebroide de ecuacién

0 = f(X,Y,Z) = ZueX3Y3ZS+Y(Yu-X5

)3
ﬁongamos

O = x bx,v,20 7¢e) = x Ox,vl €27
donde se han identificado X e Y con sus imigenes candnicas en
y se ha designado por z a la clase de Z mdédulo (f). Sea m
el ideal maximal de U vy pongamos, como de coétumbre, K = k((X,Y)),
L - K(z), que es el cuerbo de fracciones de .

Sean a,b € Z+ tales que 1 = m.c.dka,b) y sean a,B € 2

tales que 1 = da+Bb, elegidos de tal forma que a » 0 y B<0. Se

tiene que

B(X,7,2) = Zu_?-36+3u?3a+3bz3+?5a?5b_2—56+a?5a+b
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y se trata de ver que, para cualgquiera valores a,b,a,8 <como antes,
este polinomio es irreducible sobre k(X)((Y)). Para este estudio

nos vemos obligados a considerar tres casos:

Caso 1.- 5b = 5a+b
En este caso, 4b = 5a y la (nica solucidn posible de
esta ecuacidn, con las condiciones anteriores, es a = U4,b = 5. To-
memos o = 4, B = -3; se tiene, entonces, la ecuacidn
0 = E(X,7,2) = z°-%21927234(x2%_51%)325.

Las cuatro raices de esta ecuacidn son del tipo

_ . 519/uz25/u
Cq = N4X Y T
_ . 5i9/u-25/4
Lo = MyX Y T,
— - N - ' -

c. o= X19/uY25/u+C, vY(ci)> 25/4 , i 1,2,3,4
3 3 3
_ =19/4-25/4 ,
Cq = nux Y +§4

donde {n.} son las cuatro raices cuartas distintas de

i'i=1,2,3,u

1-X. Con estas expresiones es ya mids que obvio que

Hhi

(X,Y,2) es
irreducible sobre k(X)((Y)).
Caso 2.~ 5b £ 5a+b

En este caso el finico segmento admisible del diagrama de
Newton de f es el que une los puntos (0,4) vy (5 b.0). En efecto,
la ecuacidn de la recta que pasa por esos dos puntos es
4x+5by = 20b. Considerando los puntos (3a+3b,3) vy (Sa;b;O); es
i) 4(3a+3b)+15b = 12a+27b> 20b
ii) 4(5a+b) > 4.5b = 20b,
lo que prueba nuestro aserto. Asi, las raices de F(X,¥,2) = 0

son de la forma

- z5a/4-5b/4 :
_ 5a/4_5b/u

Ty = NyX Y tL,
- 5a/4=5b/4L

C3 = n3X Y +Cé
_ z50/4=5b/u

Cy = EuX Y +CL



119

donde {n.,}. representa en este caso las cuatro raices cuar-
i"i=1,2,3,4 '

»

tas de 1la -1+ 31 b es impar, de la expresidn de las ralces zrve-
riores se ve claro que f(X,Y,Z) es irreducible sobre k(X)((Y)). si
b es par, o debe ser impar por la relacidén 1 = aa+bB y ocurre
exactamente lo mismo.
Caso 3.~ 5a+bd{ 5b

En este caso, el finico segmento admisible del diagrama de
newton de f es el que une los puntos (0,4) y (5a+b,0). En efeéto,
la ecuacidn de la recta que pasa por esos doé puntos es
4x+(5a+b)y = u4(5a+b). Considérando los puntos (3a+3b,3) y (5b,0),
es
i) 4(3a+b)+(5a+b)3 = 27a+15b> 20a+uib
ii 4.5b) 4(5a+b);
lo que prueba nuestro aserto. Asi, las raices de ?(i,?,z) = 0 son

de la forma

. (-5B+a)/bg(5a+b)/u,

Cl - Ci
¢, = -x(TSBY)ig(Sarv)/u,
C3 =/:ii(-53+a)/4?(5a+b)/u+cé

z, =_/:ii(—58+a)/4?(5a4b)/4+cd

Si D5a+b es impar, de la expresidn de las raices se ve claro que
F(X,¥,2) es irreducible sobre k(X)((Y¥)). Si 5a+b es par, veamos
que <5B+0 es impar, con lo que nuestro razonamiento queda termina-

do por analogia con el caso 2. En efecto, si fuese

5a+b

H

2¢

~5B8+a 2d

-
seria

u

5aB+Rb 2¢cB

~5aB+aa 2da

luego



120

1 = ga+Bb = 2(cB+da),
lo que no es posible.

Estos razonamientos prueban que toda valoracidn discreta
de rango 1 de K/k <cuyo centro en R = k ﬂX,Y” sea M = (X,Y)R,
tiene uné ampliacidn y sélo una a L. Resta por probar que L no
puede estar engendrado sobre K por una serie de‘Puiseux. Para ello
basta probar que L no es una extensidn normal de K, pues las
extensiones de K por series de Puiseux son normales, como ya vimos
en la seccidn 1 del capitulo I.

N6tese que la irreducibilidad de F(X,Y,Z) sobre
k(X)((¥)) para cualquier valoracidn implica la de f(X,Y,Z) sobre ’K.
Asi pues, se tiene una ecuacidn culrtica irreducible cuya resolveﬁte
clibica es

3

g(X,Y,Z) = Z -uY(Yu—xs)z-an”(Y”-x5

)
la cual es, a su vez, irreducible, por el criterio de Eisestein. E1l
discriminante de g(X,Y,Z) es

D(g) = vo(v*-x)2 [256(Y”-x5)-27x6Y5]

y, evyidentemente D(g) & K. Asi el grupo de Galois de g sobre K
es 83’ luego el de f es Su‘ lo que implica, automiticamente, que
L no es normal sobre K.

Naturalmente, este contraejemplo no es définitivo. Lo
inico que prueba es que la condicidn de ampliacidn ﬁnica para funcio-
nes de orden, ﬁor si sola, no implica desarrollo en serie de Puiseux.
Pero una ecuacidn irreducible cuyas raices son series de Puiseux da -
lugar a una extensidn normal con gruﬁo de Galois abeliano. El1 recipro-
co que habria que probar seria: Extensidn normal con grupo de Galois
abeliano mds ampliacidn @inica de funciones de orden,éimplica’desarro—
los en serie de Puiseux? La respuesta la ignoramos, éunque, por 1los
estudios realizados hasta el momento, parece ser afirmativa. Termina,

pues, esta memoria con una conjetura.
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