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Introduccion

El Anélisis Algebraico, o teoria de D-mddulos, trata el estudio
de los sistemas de ecuaciones lineales en derivadas parciales desde
el punto de vista del Algebra y la Geometria. Esta teoria generaliza la
teoria clasica de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes
holomorfos en una variable real o compleja x.

En nuestro estudio, que describiremos mas adelante tanto en
los conceptos clasicos (en una variable) como la generalizacién a sis-
temas de ecuaciones lineales en derivadas parciales es necesario un
fuerte uso del algebra computacional. Los anillos de operadores dife-
renciales en los que trabajamos A,, Dy, ,13,, son no conmutativos, lo
que en general dificulta la aplicacion de estos métodos constructivos
de calculo. -

Un concepto basico en ecuaciones diferenciales ordinarias con
coeficientes holomorfos es el de punto singular regular. El Teorema
de Fuchs [29] nos proporciona un método algoritmico que determina
cuando un punto es singular regular.

La generalizacién de la nocién de punto singular regular en
sistemas de ecuaciones diferenciales es el haz irregularidad de un
moédulo M con respecto a una hipersuperficie Y, que notamaos Irry(M).
Este concepto lo introdujo Z. Mebkhout [39], generalizando un resul-



tado de B. Malgrange [35], que asegura que una ecuacion diferencial
ordinaria tiene un punto singular regular en 0 € C si y sélo si toda
solucién formal de la ecuacién es convergente.

La nocion de pendiente algebraica de un D-modulo coheren-
te M a lo largo de una hipersuperficie lisa Y fue introducida por Y.
Laurent bajo el nombre de indice critico en [31]. En el contexto ge-
neral del anillo de los operadores microdiferenciales, se consideraban
dos filtraciones: la filtracién F por el orden de los operadores vy la fil-
traciéon V de Malgrange-Kashiwara a la largo de la hipersuperficie. A
partir de ellas se definen las filtraciones intermedias L, = pF + gV pa-
ra cualquier namero racional r = p/q > 0. Los indices criticos son
los valores de r para los que la variedad caracteristica de M relativa a
L, no es bihomogénea respecto de las graduaciones inducidas por Fy
V. Usando operadores 2-microdiferenciales, Y. Laurent prob6 que soélo
hay un nimero finito de indices criticos. C. Sabbah y F. Castro dieron
otra prueba en [44], utilizando el concepto de platificador local de una
deformacién.

Z. Mebkhout introdujo en [41] el concepto de pendiente tras-
cendente de un médulo holénomo, a lo largo de una hipersuperficie Y,
como el salto en la filtracién de Gevrey del haz irregularidad. Laurent
y Mebkhout prueban en [32] que las pendientes algebraicas coinciden
con las trascendentes.

En [2] se estudian por primera vez estas nociones desde un pun-
to de vista efectivo: se prueba con métodos elementales que el niimero
de pendientes es finito. Si A, es el algebra de Weyl de orden n, se da
un algoritmo de calculo de pendientes para A,-médulos ciclicos A,/I,
donde I es un ideal a izquierda de A,. Lo denominaremos algoritmo
ACG. En [47] y [49] ]J. M. Ucha generaliza estos resultados a un modulo
finitamente generado arbitrario. Estos algoritmos han sido implemen-
tados en diferentes sistemas: kan (N. Takayama [46]), CLISP (J. M. Ucha
[{48]), Macaulay?2 (A. Leykin, M. Stillman y H. Tsai [34]),...

Gracias a los resultados de [32], el algoritmo ACG proporciona



xi

una manera de comprobar la regularidad de un D-médulo a lo largo
de una hipersuperficie lisa. El algoritmo ACG utiliza el concepto de L,-
base estandar o de Grébner que necesita, en general, un procedimiento
de homogeneizacion para su calculo efectivo. Dicha homogeneizacién
ha sido descrita en [14] (ver también [43]) y hace uso del algebra de
Rees. Otra homogeneizacién ha sido descrita en [2].

Un tipo especial de sistemas de ecuaciones lineales en deriva-
das parciales son los llamados sistemas hipergeométricos o de Gel'fand-
Kapranov-Zelevinski [24]. El calculo de pendientes de dichos sistemas
usando el algoritmo ACG puede llegar a ser muy costoso.

En[15] se calculan las pendientes de sistemas hipergeométricos
definidos por una matriz de una fila,

A=(i1i2 P in) i1=1<i2<"'<in.

En este trabajo se determinan todas las pendientes del sistema median-
te la restriccion respecto de las variables x; =0, x3 =0,...x,., =0,y
haciendo uso de un teorema de Laurent y Mebkhout [33] sobre la con-
servacion de pendientes por restriccién, en este punto (para poder
aplicar dicho teorema) parece inevitable la hip6tesis i; = 1. Finalmen-
te el calculo general queda reducido al de las pendientes del sistema
definido por la matriz (i; i, i), para ello se utiliza un principio que
se deduce de [2] y[3], si un mdédulo no tiene pendientes respecto de
una hipersuperficie, entonces su L-variedad caracteristica no depende
de L.

Los sistemas hipergeométricos han generado un gran interés
cientfico en los ultimos aos, desde la obra fundacional de Gelfand, Ka-
pranov vy Zelevinski ([24]). Se trata de una familia de objetos suscep-
tibles de ser estudiados desde diversos puntos de vista: algebraico,
geométrico, combinatorio, analitico ...Por ejemplo, el estudio de de-
terminados tipos de soluciones de estos sistemas ha sido abordado en
numerosos trabajos. Sin pretender ser exhaustivos citemos, ademas
de [43] los trabajos [17] vy [18].



Es claro que el estudio de las soluciones de los sistemas hiper-
geomtricos irregulares es un trabajo que deber ser abordado en un
futuro prximo.

RESULTADOS ORIGINALES DE ESTA MEMORIA

Los resultados originales mas relevantes de esta memoria son:

1. Consideramos un sistema hipergeomeétrico definido por una
matriz A de enteros (n—-1) x n. En este caso el ideal térico que
contiene dicho sistema es principal, generado por P. Estudian-
do el poligono de Newton del generador del ideal torico P(P),
definimos todas las pendientes del sistema.

En el caso en que el ideal térico provenga de un semigrupo
reducido, obtenemos unos generadores del sistema, tales que
sus F-simbolos principales forman una sucesién regular (teo-
remas II-A.2 y II-B.1). Esto nos permite determinar la variedad
caracteristica del sistema. Determinamos el conjunto de hiper-
planos coordenados para los que el sistema no tiene pendien-
tes. Fijada un hiperplano coordenado, que describe alguna
pendiente de P(P), calculamos un nuevo conjunto de genera-
dores del sistema, tales que sus L-simbolos principales forman
una sucesion regular (donde L es una forma lineal cualquiera
no descrita por P(P)), probamos que dicha filtracién define la
unica pendiente del sistema y calculamos la L-variedad carac-
teristica.

En el caso en que el ideal térico venga definido por un semi-
grupo no reducido, demostramos que dicho sistema no tiene
pendientes respecto de los hiperplanos coordenados (teorema
[I-B.2). Haciendo un cambio de variables calculamos las pen-
dientes en el infinito, donde desarrollamos un método similar
al del caso reducido (teorema II1-B.4).

2. Dada una matriz con una sola fila, con todas sus componen-
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tes positivas (semigrupo reducido) y no repetidos calculamos
todas las pendientes del sistema asociado. Suponiendo que la
matriz esta escrita de forma creciente, demostramos que no
hay pendientes respecto de las n—1 primeras variables (lema
III-A.1). Usando un teorema de [43] vemos que el F-graduado
del sistema es el falso ideal inicial, asi calculamos la F-variedad
caracteristica, y determinamos la tinica pendiente del sistema
(teorema III-A.3). Estos resultados generalizan [15].

. Si A es un matriz con una sola fila, sin elementos repetidos
(no necesariamente semigrupo reducido), suponiendo escri-
ta la matriz de forma creciente, hay una tnica pendiente res-
pecto de la hipersuperficie x, = 0 si y sélo si hay mas de un
elemento positivo, y hay una inica pendiente respecto de la
hipersuperficie x; = 0 si y s6lo si hay mas de un elemento ne-
gativo en A (teoremas I1I-C.2 y 1l[-C.4). Si tenemos elementos
repetidos, mediante un cambio de variable siempre podemos
reducirnos a uno de los casos anteriores.

. Consideramos A una matriz con dos filas con todos sus ele-
mentos positivos o nulos, de rango 2 y tal que todos los bino-
mios del ideal torico con soporte en tres 0 menos variables son
no homogéneos. Representamos las columnas de A sobre R®y
- Jlamamos I a la envolvente convexadel origeny las columnas
de A, entonces el sistema hipergeométrico asociado sélo tiene
pendientes respecto de los vértices de I (proposiciones IV-D.1
y IV-E.2).

Si consideramos un vértice j de [, el sistema tiene pendientes
respecto de x; = 0 si y sélo si el nuevo convexo que se obtiene
al quitarle a T el vértice j tiene nuevas caras que no contienen
al origen (teoremas IV-D.3 y IV-D.5 y proposiciones IV-E.5 y
IV-E.7).
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CONTENIDOS

En el capitulo “Preliminares” recordamos las nociones basicas de filtra-
ciones para los anillos de operadores diferenciales. Se describen los
conceptos de irregularidad, variedad caracteristica y se recuerda un
tipo especial de filtraciones, aquéllas que definen las pendientes.

En una segunda parte nos trasladamos al dlgebra conmutativa
y definimos los ideales toéricos, describimos algunos mecanismos de
calculo de generadores y estudiamos propiedades basicas. Recorda-
mos el Complejo de Koszul y las nociones de sucesion regular, ideal
perfecto, anillo Cohen-Macaulay,...

' Volviendo al algebra no conmutativa definimos los sistemas hi-

pergeométricos y los relacionamos con el complejo de Koszul. Damos
también un teorema que nos proporciona la regularidad de dichos sis-
temas. Las referencias basicas para este capitulo son [2], [7], [6], [45]
y {43].

En el capitulo “Sistemas hipergeométricos con codimensiéon uno”
se parte de una matriz A, (n — 1) x n, tal que su ideal térico proviene
de un semigrupo reducido. Se tiene asi que el ideal térico es principal,
generado por P. Las pendientes del sistema asociado a A se describen
en funcién del poligono de Newton de P, P(P). Para ello construimos
conjuntos de generadores del sistema cuyos L-simbolos principales
forman sucesiones regulares, esto nos permite calcular las diferentes
L-variedades caracteristicas.

En el caso en que el ideal torico no esté definido por un semi-
grupo reducido, mediante un cambio de variable calculamos las pen-
dientes del sistema en el infinito.

En el capitulo “Sistemas hipergeomeétricos definidos por una fi-
la” se parte, en primer lugar, de una matriz con todas sus componentes
positivas y no repetidas. Si consideramos que la matriz A esta escrita
de forma creciente, no hay pendientes respecto de x; =0 con j<n. La
unica pendiente que describe el sistema viene dada precisamente por
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el circuito en las variables n — 1 y n. Esto generaliza el caso tratado
en [15], es de notar que el método descrito aqui es combinatorio y no
hace uso, como en [15], de ningin resultado sobre comportamiento de
pendientes por restriccion.

Si la matriz A tiene componentes de cualquier signo, sin ele-
mentos repetidos, suponiendo también que estan escritos de forma
creciente, no tenemos ninguna pendiente parax; =0 conl <j < n.
Tendremos alguna pendiente para x; = 0 si hay mas de un elemento
negativo en A, en este caso el circuito descrito por las variables 1 y 2
nos dan dicha tinica pendiente. Con respecto a las pendientes respecto
de x, = 0, hay un resultado simetrico, si hay mas de un elemento posi-
tivo, entonces hay una unica pendiente que es la dada por el circuito
en las variables n—-1y n.

En el caso en que A tenga elementos repetidos, se puede ha-
cer un cambio de variables, que nos permite reducir nuestro calculo
a uno del tipo anterior. En el caso en que A tenga todas sus compo-
nentes positivas y la mayor no repetida, calculamos sus pendientes
directamente y determinamos sus variedades caracteristicas.

En el capitulo “Sistemas hipergeométricos definidos por dos fi-
las” partimos de una matriz A con todos los menores 2 x 2 diferentes
de cero, suponemos que el ideal toérico proviene de un semigrupo re-
ducido, lo que nos permite suponer que todos los elementos de A son
positivos o nulos. Afiadimos una nueva hip@tesis, todos los circuitos
de A son no homogéneos. Demostramos q.ue las tnicas pendientes que
puede tener el sistema asociado a A son las descritas por los circuitos
de A.

Tomamos la representacion de las columnas de A en R?, y llama-
mos I a la envolvente convexa del origen y las columnas de A. Proba-
mos que el sistema sélo puede tener pendientes respecto de las hiper-
superficies x; = 0, tales que j es vértice de I'. Usando triangulaciones
regulares de A determinamos la F-variedad caracteristica del sistema.

Para un vértice j de I' probamos (distinguiendo si el vértice esta
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sobre algiin eje o no) que hay pendientes respecto de x; = 0 si y s6lo si
hay nuevas caras en el convexo I, que no contengan al origen; donde
I es el convexo obtenido al quitar el vértice j de I, y ademas hay tantas
pendientes como caras nuevas.

Finalmente, prescindiendo de la hipétesis “todos los menores
2 x 2 distintos de cero”, y obtenemos unos resultados analogos a los
anteriores.

Los resultados de esta memoria se refieren a sistemas hiper-
geométricos definidos sobre el Algebra de Weyl A,. En el caso formal,
i.e. el caso del anillo 5,. (o en el caso convergente, i.e. el caso del
anillo D, si k =R 6 k = C), todos los resultados probados siguen sien-
do validos sin mas que tener en cuenta que la extension A4, c ID\,, (o
A, « Dy) es plana. Los casos formal y convergente tienen sin embargo
resultados propios (ver por ejemplo [4] o [13]).

PROBLEMAS ABIERTOS

Obviamente quedan muchos casos abiertos en el calculo de pendientes
de sistemas hipergeométricos. En particular, en el caso de matrices con
2 filas quedaria por resolver el caso en que todos los circuitos no son
homogéneos. Es claro, que quedan muchos otros tipos de sistemas por
tratar.

Ademas, es interesante el calculo de las L-variedades carac-
teristicas de los sistemas hipergeomeétricos, siguiendo el estudio de
A. Adolphson [1] en el caso de la F-variedad caracteristica.

Asimismo el calculo del Grébner fan de estos sistemas hiper-
geomeétricos irregulares puede aplicarse al estudio de soluciones de
tipo Gevrey (continuando los resultados de [43])

En el terreno computacional seria deseable mejores (mas efi-
cientes) implementaciones del calculo de pendientes.



CAPITULO |

Preliminares

Dedicaremos estos preliminares a recordar algunas nociones y
resultados que seran usados a lo largo de esta memoria.

I-A ANILLOS DE OPERADORES DIFERENCIALES

Sea Kk un cuerpo de caracteristica 0 y n un entero mayor o igual que
cero. Denotaremos:

» An(K) = K[xy,...,Xn,01,...,0n], el dlgebra de Weyl, es decir el
anillo de operadores diferenciales lineales con coeficientes po-
linémicos.

= Dn(k) = K[[x1,..., %4]1[31, ..., 3], el anillo de operadores dife-
renciales lineales cuyos coeficientes son series formales en n
variables.

» Dp(k) = k{xy,...,Xn}[01,...,9n], el anillo de operadores diferen-
ciales lineales cuyos coeficientes son series convergentes en
n variables,conk=R6 k=C.

Para simplificar la notacién, a partir de ahora, si no hay confu-
sién con Kk, el cuerpo base, escribiremos A,, D, Y D, respectivamente.



Anillos de operadores diferenciales

La accién natural de estos anillos sobre f, un polinomio en n
variables, una serie formal o una serie convergente dependiendo del
anillo que estemos considerando es:

of
xi o f=xf, ai’f=$-

Para mayor brevedad notaremos a partir de ahora R a cualquie-
ra de los anillos anteriores, y se haran notar las diferencias que surjan.

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficien-
tes polinémicos (o series formales o convergentes, dependiendo del
anillo) se puede identificar con un ideal en el algebra R. Si N'es un
R-médulo a la izquierda, si u € N es una solucién del sistema de
ecuaciones definido por los operadores Py,..., Py,

Pieu=0,...,Ppeu=0
entonces u también satisface cualquier ecuacion de la forma:
m
> QPieu=0 QeR
i=1
Por lo que el sistema de partida se puede expresar como:
Peu=0 Pel

con ] el ideal a izquierda de R generado por los operadores Py,..., Pp,.
El algebra de Weyl es isomorfa [20] a la k-algebra libre definida
por los simbolos xi,...,Xn, ¥1,..., ¥n modulo el ideal bilatero de rela-
ciones:
X, x1=0, [y,yil=0 Iyuxl=26;;

(donde §;; son los simbolos de Kronecker).

Por lo que todos los anillos que estamos considerando son ani-
llos no conmutativos, si n > 0.

Notaremos las n-uplas x = (x;,...,xXs) y 0 = (34,...,0y). Dado
P un operador lo escribiremos indistintamente de cualquiera de las
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Definicion I-A.1 m

siguientes formas:

P= > a,m**=3 f°

(o, B)eN2" BeNnr

donde ayg € K, fg € K[x], K[[x]], k{x}.

Definimos el diagrama de Newton de un operador P

P= Z aa’ﬂx“a B,
(o, B)EN2n

y lo denotaremos MP), al subconjunto de N*":
MP) = {(x, B) € N'"|ag,g # O},

Por convenio MO0) = 2.

I-B FILTRACIONES

Definicion |-B.1 m

En esta seccion estudiaremos diferentes filtraciones sobre los anillos
anteriormente definidos. Para este tema hemos seguido la referencia
[10].

Consideremos una forma lineal L : Q*" — Q con coeficientes no
negativos y cuya restriccion L, a 0xQ" tiene coeficientes estrictamente
positivos. (Esta condicién sélo es necesaria en el caso de coeficientes
en los anillos de series).

Sea P = 3 genn fﬁaﬁ # 0 un elemento de R. Definimos el L,-orden de P,

como
ord;,(P) = max{L,(B)Ifs # O}

El L,-orden del operador 0 es —c.

Es claro que ord;,(PQ) = ord,(P) + ord.,(Q), para cualesquiera
P,Qe R
Para k € L,(Q") definimos el conjunto:

Fiz('R) = [-‘iz ={Pe Rlord,,(P) < k}.



Filtraciones

Definicion 1-B.2 m

La familia F-2(R) es una filtracién creciente del anillo R ya que:
1. Fiz cFif, con k, k' € L,(Q") y k < K.
2. F2F2 cF2,, conk K € L(@").
3. Ukenyon F2 = R
Al tener definida una filtracién sobre R podemos definir un ani-
llo graduado asociado a dicha filtracién. Notamos:

F2(R) = {P € R|ord,,(P) < k}
asi los elementos de grado k en el anillo vendran definidos por:
gri?(R) = F2(R)/F22(R),
si la forma lineal L, tiene coeficientes (wy,..., w,), notaremos a las cla-
ses de nuestros generadores:

Ei=0;+F2

N 2
<w;’ Xi = X +FI;O

y al anillo graduado:

g (R = P grp®.
keL,(@Q™)

A la proyeccion o2 : F3(R) — gri?(R) la llamaremos funcién simbolo
de orden k relativamente a L;.

Dado un elemento P € FZ(R\F22(R), definimos el Ly-simbolo
principal de P y lo notaremos ¢'?(P), a la proyeccién de P mediante
.

Asi dado

P=3 fd*, dp = Y fE.

B eN? Lz (ﬂ)=k

Supongamos que los coeficientes de L, son estrictamente posi-
tivos. El anillo graduado es conmutativo e isomorfo a:

= Kkix, &] en el caso de A,(k).
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Proposicion |-B.3 =

Proposicién -B.4 m

Definicién 1-B.5 m

« K[[X]I[E], en el caso de Dy(K).
« k{x}[E], en el caso de D,(Kk),

donde & =(&,,...,&n).
Dado I un ideal a izquierda de R, notaremos

F2(D =INFX(R),
a la filtracion inducida sobre I y

gr*(D= @ FrO/FED

kELz(Q")

al graduado asociado. Se tienen los siguientes resultados:

gri2(l) es un ideal de gr'?(R).

gr*(l) = gr'*(R) - (0"2(P)| P € D).

Demostracién. Usando la proposicion I-B.3 y la definicién de gr'z()), la
inclusién de derecha a izquierda es inmediata.
Si P € gr?(I), entonces:

P=P +---+P,

con cada P; homogéneo, por tanto P; € grl’;?(l) =1In Fi?/l N F’;i Por
lo tanto existen Q; € I, con orsz(Q;) = k; y 0(Q;) = P;. Finalmente
P=0d"(Q)+ - - - +o2(Q). "

En el caso en que trabajemos en A, podemos tratar al mismo

nivel a las variables x y 0. La siguiente definicién de orden da lugar a
la llamada filtracion de Bernstein:

Dado P = Z(a,B)ENz,, aa,ﬁx"‘aﬁ € A,, llamaremos L-orden de P, y lo nota-
remos ord;(P) al nimero racional:

ord (P) = max{L(c, B)la,g # O}



Irregularidad y pendientes

Definicién 1-B.6 m

El L-orden nos define una nueva filtracién, por ello, podemos
definir el anillo graduado gr*(A,). Ademas definimos el L-simbolo prin-
cipal de P como la proyeccion de P en el anillo graduado gri(4,):

P = > a.x"E ekixEl

L(o,By=ord, (P)

Si consideramos I un ideal a izquierda de R, podemos asociarle
un objeto geométrico, la L,-variedad caracteristica. Sobre A, podemos
definir ademads la L-variedad caracteristica.

Dado I'unideal a izquierda de R llamaremos L,-variedad caracteristica
del R-médulo R/I al conjunto:

ChR(R/I) ={(x, &) € kK*"|o"2(P)(x,E) =0, paratodo Pe€ I

I-C IRREGULARIDAD Y PENDIENTES

En esta seccién recordaremos la nocién de punto singular regular, de
una ecuacién diferencial ordinaria y el concepto de pendiente, que nos
permite mediante un objeto combinatorio determinar si un punto sin-
gular es regular o irregular. Mas adelante veremos coOmo se generalizan
estos conceptos para sistemas de ecuaciones en derivadas parciales li-
neales.

En lo que sigue supondremos que el cuerpo base k = C. Co-
mo vimos anteriormente una ecuacién diferencial ordinaria con coe-
ficientes polinéomicos es un operador de A;, (el caso D; es analogo)
consideremos la ecuacion definida por el operador:

P=am(x)0™ + - - - +a;(x)0 +ag(x), am(x) #0.

El conjunto de raices de an(x) es el lugar singular de la ecuacién que
define dicho operador. Sea U un dominio simplemente conexo sobre C
disjunto con el conjunto de puntos singulares. Una funcién f holomor-
fa sobre U es solucion de Psi Pe f = 0. El teorema de Cauchy de existen-
cia de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales (ver
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[29]§12.22) nos asegura que la dimension del C-espacio vectorial de
soluciones holomorfas sobre U es m.

Los puntos singulares de una ecuacién diferencial ordinaria se
distinguen entre puntos singulares regulares y puntos singulares irre-
gulares (ver [29] §7.21), esta distincién determina si las soluciones so-
bre estos puntos tienen un crecimiento moderado.

Existe una forma muy sencilla de determinar si un punto sin-
gular es regular o irregular, es el Teorema de Fuchs (ver [29] §15.3).

Teorema [-C.1 m Las siguientes condiciones son equivalentes, en un entorno U del ori-
gen suficientemente pequefio:

1. val(am(x)) — val(a;(x)) < m —i para todo i = 0,..., m, donde, si
ai(x) = Z;:,’ a;;x, con a;, # 0, entonces val(a;(x)) =r.

2. (Condiciéon de crecimiento moderado) Existe un N tal que para
toda solucién f holomorfa sobre el recubrimiento universal
de U satisface |x|V|f(ix)] — 0 cuando x tiende al origen con un
angulo fijo 8y < arg(x) < 6.

3. (Extension logaritmica de series) Toda solucién f holomorfa
sobre el recubrimiento universal de U se puede expresar como
combinacion lineal de funciones de la forma:

m-1 X
XY gix) (log(x))'
i=0

con A € Cy g;(x) funciones holomorfas sobre U.

Definicion 1-C.2 m Dado P = 37 a;(x)3', con am(x) # 0, y am(0) = 0, diremos que el punto
0 € C es un punto singular regular de la ecuacion P e f = 0 si se verifica
alguna de las condiciones equivalentes del teorema I-C.1.

El teorema de Fuchs nos da condiciones equivalentes para que
el origen sea un punto singular regular. Precisamente la primera con-



Mds pendientes

Definicion 1-C.3 m

Ejemplo I-C.4 m

dicién del teorema nos da una condicién meramente combinatoria que
podemos estudiar mediante el poligono de Newton de P:

SeaP e A conP =3, a;(x)d’, definimos el poligono de Newton del
operador P, y lo denotaremos 2(P) al conjunto:

i~0

PP) =T (U (G - val(a () + (—N)Z)) :

donde I representa la envolvente convexa.

Combinando el Teorema de Fuchs y el concepto que acabamos
de definir tenemos que la ecuacién diferencial ordinaria definida por
el operador P tiene un punto singular irregular en el origen si y sélo si
P(P) tiene alguna pendiente.

Si consideramos el operador P = x%3 + 1, tendremos que P(P) es:

Que tiene una pendiente, por lo tanto el origen es un punto singular

irregular.

I-D MAS PENDIENTES

La generalizacion del concepto de irregularidad a sistemas de ecua-
ciones en derivadas parciales no es sencillo. Como vimos antes (ver
I-A) un sistema se puede identificar con un ideal a izquierda. La no-
cién de modulos regulares holonomos sera la generalizacién de punto
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singular regular, este concepto es muy complejo, podemos encontrar
reducciones al caso dimension uno en [7], [9] y [40]. En esta seccién
notaremos R a cualquiera de los anillos A,, D, 0 1/)\,1 todos ellos con
cuerpo base C.

Nuestro interés se centra en poder determinar de forma efecti-
va si un modulo es o no regular en un punto. Es aqui donde tenemos
la generalizacion del concepto de pendiente. El concepto de pendiente
para un R-moédulo finitamente generado M fue introducido por Lau-
rent [31] con el nombre de indice critico. Laurent considera, en un
contexto mas general de operadores microdiferenciales, una familia
de filtraciones L, = pF + gV, una interpolacion entre la filtracién por el
orden Fy la V-filtracion de Malgrange-Kashiwara (ver [36] y [30]). Los
indices criticos son aquéllos para los que la L,-variedad caracteristica
de M no es bihomogénea para las filtraciones F y V. Laurent probd
que el numero de indices criticos es finito, este mismo resultado fue
probado por C. Sabbah y F. Castro en [44].

Z. Mebkhout introdujo en [41] la nocién de pendiente trascen-
dente de un D-médulo holénomo M respecto de una hipersuperficie Y,
como el salto en la filtracién de Gevrey Irrg,"(.’M) del haz irregularidad
Irry(M). Precisamente el haz irregularidad es el complejo de solucio-
nes de M sobre el cociente Qy de las series formales relativamente a Y
sobre el haz O de funciones holomorfas. En una variable compleja x,
Irro(IM) representa el espacio de las soluciones formales de la ecuacion
diferencial (i.e. las series formales f € C[[x]], P s f = 0) que no son con-
vergentes [35]. Finalmente en [32] Laurent y Mebkhout prueban que las
pendientes trascendentes de un D-mddulo holénomo son las mismas
pendientes que describe Laurent como pendientes algebraicas.

Por lo tanto si somos capaces de encontrar una pendiente alge-
braica de un médulo respecto de una hipersuperficie, tendremos que
dicho moédulo es irregular. Ahora describiremos con mas detalle las fil-
traciones que consideraremos, y daremos la definicién de pendiente.
Las referencias basicas para estos conceptos son [2], [31].
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Mas pendientes

Definicién 1-D.1 m

Nota I-D.2 m

Sea Y la hipersuperficie de C" definida por x; = 0. Considerare-
mos la forma lineal
L: @ — Q
(a,b) — pa+qgb
con p,q € Ny primos entre si. Si L(a, b) = a, a esta forma la denotare-

mos F y en el caso L(a, b) = b, la denotaremos V. Precisamente por esta
notacion algunas veces escribiremos, en lugar de L, L = pF+gV.

Definimos el L-orden de un operador P =3, aa,Bx"‘aB, y lo notaremos
ord;(P), como

ord; (P) = max{L(|Bl, B, — a1)l(e, B) € NP)}.

En la seccion I-B notabamos también L a formas definidas de Q*" en
Q, las nuevas filtraciones que estamos definiendo con la notacién de

la seccién I-B serian:
L, B) =LUBL By —o)) =(p+ @IBl —a(B2 + - - - + Bn +X1)

en lo sucesivo utilizaremos la notacién aqui introducida.

Tenemos definida una filtracién F5(R) en R, por lo que podemos
definir un anillo graduado asociado a dicha filtracién. Notamos para
kez:

Fi(R) = F; = {P € Rlord,(P) < k}

los elementos de grado k en el anillo graduado vendran definidos por:
gri(R) = Fy/Fi_y,
notaremos a las clases de nuestros generadores:

Ei=0i+Fsy, X=x+F, i#L

L
§1=01+Fp gy, X1=X] +F£q-l'
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Definicion I-D.3 m

Definicion 1-D.4 m

el anillo graduado es:

gr'(R) = @ gri(R.
keZ

A la proyeccién of, : Fi(R) — gri(R) la llamaremos funcién simbolo de
orden k relativamente a L.

Dado un elemento P € Fy(R)\F;_,(R), el L-simbolo principal de
P lo notaremos o*(P), y vendra dado por:

P=Sa,px"0f o*P)= 3 anx*El.
B L(BLB oty )=k

Por extensi6n si la forma L = F, también llamaremos F a la filtra-
cion que define, que en ese caso es la filtracion definida por el orden
en las parciales 9; de los operadores, y de forma analoga para V, que
también se denomina filtracion de Malgrange-Kashiwara.

Si L # V el anillo graduado grt(R) es isomorfo a alguno de los
anillos graduados conmutativos siguientes: C[x, €], 6 C{xa, ..., xn}xy, &l
O Cllxy, ..., xnlllx;, &), donde & = (&4, ..., &x) y el grado del monomio x*EP
es L(IB, By — oy).

Dado [ un ideal a izquierda de R notaremos

Fi(n =InFY(R), grt() = @ F()/Fy_ ).

-k€Z

Definamos qué entendemos por pendiente de un médulo M =
R/I, segun [31].

Sea I un ideal a izquierda de Ry sea L(a,b) = pa + gqb, con (p,q € N
y primos entre si) una forma lineal L # F,V. Diremos que L es una

pendiente de M = R/I si
Vgt

no es un ideal bihomogéneo respecto de las graduaciones Fy V.
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Mas pendientes

Nota I-D.5 =

Definicion [-D.6 m

Nota I-D.7 m

Dada una filtracién L = pF+ gV diremos que tiene pendiente :q-’l, lo que
nos permite ordenar el conjunto de filtraciones definidas respecto de
una hipersuperficie, siendo la menor Fy la mayor de entre ellas V. En
general abusaremos de la notacién y hablaremos indistintamente de
filtraciones y de las formas lineales que las definen.

Generalicemos también el concepto de poligono de Newton de

un operador de R.

Sea P € R, llamaremos poligono de Newton de P, y lo denotaremos

P(P): .
:P(P)=F( U ((IBI.Bl—a1)+(—N)2))

(e, e NP)
donde I representa la envolvente convexa y MP) el diagrama de New-

ton de P (ver I-A.1).

Es inmediato que las definiciones de poligono de Newton 2(P)
coinciden en el caso anterior y el anteriormente definido para A,.

Dado un R-médulo M finitamente generado, las pendientes de dicho
moédulo respecto de una hipersuperficie lisa son finitas [31] (ver tam-
bién [3] y [44]). La gran ventaja que tienen estos invariantes es que se
pueden calcular de forma efectiva [2]. En general, la herramienta prin-
cipal usada en el calculo de pendientes de un R-médulo son las bases
de Grobner sobre estos anillos con respecto a 6rdenes que respeten la
L-filtracién, donde L es una filtracion que va barriendo, de forma or-
denada, todas las posibilidades. A este respecto usaremos libremente
las nociones y resultados de la teoria de las bases de Grobner para D-
modulos. En particular usaremos algunos resultados de [9], [10], [11],

[12], [13] y [43].

Como antes, podemos definir la L-variedad caracteristica del
R-mbdulo R/I.
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Definicion I-D.8 m

Definicion -D.9 =

Proposicién I-D.10 m

Dado I un ideal a izquierda de R llamaremos L-variedad caracteristica
del R-médulo R/I al conjunto:

ChHR/D = {(x, §) € K*"|c*(P)(x, E) =0, paratodo Pe€l.

Dado M = R/I un R-méddulo, un resultado clasico (ver [5]) ase-
gura que si I # R se tiene dim(Chf(M)) > n.

Dado M = R/l un R-mébdulo, diremos que es holénomo si verifica que
o bien es (0) o bien la variedad Chf(M) tiene dimensién n.

Cuando estudiamos una variedad caracteristica, para describir-
la se hace su descomposiciéon como unién de variedades irreducibles.
En el caso en que el médulo R/I sea holénomo, esta descomposicién
siempre esta formada por componentes de dimensiéon n. Cada una de
las componentes son conormales a las proyecciones de estas compo-
nentes. Recordamos a continuacién la definicién de conormal a una
variedad lineal.

Notemos X = k" con coordenadas (xy,...,X,) Yy notemos T"X =
k2" con coordenadas (X1,-.., Xn, &1,--., En), asi mismo tenemos la pro-

yeccion canénica:
g "X — X
(X1,-e ey Xn, &1y &) — (X1,..., Xn).
Si consideramos Y < X la variedad lineal definida por (x, =x; = - - - =

x; = 0), entonces Ty(X), es la variedad definida por (x; =x; = - - - =
Xi=8u=---=85,=0)

Si M es un R-modulo holénomo y L es una filtracion L # V entonces
cht(m = J 17,0
o

donde V4 son las proyecciones mediante 1r de las componentes irre-
ducibles de Cht(M) y T(,a es el conormal a V4 en X (ver [20], [31] ¥
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Ideales iniciales en general

Proposicion I-D.11 m

[26]).

Dados un R-modulo holénomo R/I, y una filtracién L # F, V tales que

{181, %282, ..., XnEn} = yBrH(D).

Entonces L no es pendiente del R-moéodulo R/I.

Demostracién. Gracias a las hipotesis, es claro que
CH R/ Ty () U~ - - UT, () UT o) U -UT, (XU

T* =0(X) u---uU T:1=---=x,,=0(X)'

X)=X2=X3
Por lo que, las componentes en conormales de Ch'(R/I) tienen que

estar incluidas en alguna de éstas, y todas ellas son bihomogéneas,
por lo que L no es pendiente del modulo R/I. =

I-E IDEALES INICIALES EN GENERAL

Hasta ahora hemos estudiado filtraciones sobre cualquiera de nuestros
anillos, lo que finalmente nos proporcionaba anillos graduados. A par-
tir de esto siempre se pueden definir buenos 6rdenes que refinen los
ordenes que nos inducen dichas filtraciones (siempre que la filtracién
no sea V).

En general, nos interesa calcular ideales iniciales de ideales a
izquierda de R, para 6rdenes cualesquiera, que no tienen por qué ser
buenos 6rdenes.

Si tenemos un vector (u, v) € R*" con u; +v; > 0, el orden sobre
N?" que induce este vector (considerandolo vector de peso) no es un
buen orden en general, pero la condicién u; + v; > 0 nos asegura que
respeta la relacién de no conmutacion del anillo R. Dado P € R, con

P= Z a“’Bxaaﬂ,
a.B
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Definicién I-E.1 m

definimos su orden como
ord,,)(P) = max{ou + Bv, la,g # O}

para que el ord, ,, esté siempre definido, necesitamos estar en el algebra
de Weyl. Si u; < 0, entonces ordy,,, también esta definido en D, y Dy.
Haremos la construccion en el primer caso, aunque si u; < 0, se hace
de forma analoga.

En el caso en que u;, v; sean enteros (para simplificar la nota-
cion), gr"(A,) es el anillo graduado asociado a la filtracion

FU(An) = ¥ = {P € Ay |ordy,y,(P) < k}
asi los elementos de grado k en el anillo vendran definidos por:
g1y (An) = F(An)/FD (An),
notaremos a las clases de nuestros generadores:

, TRY u,v)
§,~=8,~+F<V':_Vl), Ll,'+V,'>0, 3i=a,'+F(V‘_1), u,'+V,'=O, X,'=X,'+F(ui_l

y al anillo graduado:

gr(u,v)(ﬂn) — @ gr;(u'V)(ﬂn)-

keZ

El anillo graduado asociado a (u, v), gr(“"’)(ﬂ\n), es la k-algebra generada
por
{Xl,...,xn}U{a,' DUtV =O}U{§i DUtV > 0}

todas las variables conmutan entre si salvo la relacion 0;x; = x;0; + 1.

A la proyeccion infulv) : Ff(”"’)(.ﬂ,,,) - gr}(“"’)(ﬂl,,) la llamaremos forma
inicial de orden k relativamente a (i, v).

Dado un elemento P € Fi”"’)(ﬂ,.)\ﬁk‘f;’)(ﬂ"), definimos la forma
inicial de P y lo notaremos in,,)(P), a la proyeccién de P mediante

in(ulv).
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Asi dado

P=> a,px*d%, ing,(P) = > awsg [1 *xM€ [ xo%.
B

au+Bv=ord, ,,(P) iiu+v;>0 iutv=0

Definicién |-E.2 m Dado I un ideal a izquierda de A, definimos el ideal inicial de I para el
vector (u,v) € R*", con u; +v; > 0, como

in(u,v)(l) = (in(u,v)(P); Pe 1).

En general el cdlculo de bases de Grobner que respeten estos
6rdenes no es inmediato, pero existe una técnica de homogeneizacion
de operadores diferenciales [14] (ver también [43]), que nos permite
calcularlas.

A continuacién daremos una proposicién técnica proveniente
de [43], en la que usaremos los conceptos de sucesion regular y com-
plejo de Koszul, que seran definidos mas adelante en la seccién I-H.

Proposicion I-E.3 m Sean Py,...,P, € Apn, (u,v) € R*" con u; + v; > 0. Si las formas iniciales
ing,,(P1), - .., 0., (P,), forman una sucesién regular en S = gr'"(A4,)
(como u; +v; > 0, S es un anillo conmutativo), entonces {P,..., P/} es
una base de Grébner del ideal {Py,..., P,) con respecto al vector de peso

(u, v).

Demostracién. Supongamos que P € (P;,... P,), pero no tiene una repre-
sentacion estandar con respecto a {Py,..., P/}, es decir:

P=QiP1+- - - +QP,
de forma que max{ord,,)(Q;)+ord, (P, i =1,...r} = qy q > ordy,,(P),
supongamos que sobre el conjunto de expresiones de este tipo g es

minimal.
Por lo tanto,

ing, »(Q)ing,,(P;) =0
ordy, ,y(Qi)+ord, ) (P)=q
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asi, el elemento

ing,.)(Qe; € ker(d)
ordg,)(Qi)+ordg,, (P)=q

donde d, es la aplicacién del complejo de cadena definido por el com-
plejo de Koszul K.(ing.)(Py), ..., iny,,(Pr); S), usando el teorema [-H.3,
tenemos que ker(d;) = Im(d,), por lo que existen hy € S tales que:

ing ., (Qpe; = dZ(Z hyey) =

ordg, ,,(Q)+ordy, ,,(P)=q J<k
= Z hjk(in(u,v)(Pj)ek - in(u,v)(Pk)ej) =
Jj<k

=> <“‘ D hying,(P)+ > hkiin(u,v)(Pk)) e;.
T\ i k<i

Asi, podemos tomar elementos Fz,-j € A, homogéneos para (u, v) tales
que ing,,(h;) = h;;, entonces

Ord(u,v) (Q, - (— Z F’I_]P_] + Z i:lkipk)) < Ord(u,v)(Qj)

i<j k<i
para aquellos indices i tales que ord,,)(Q;) + ord,,,(P;) = g. Si ahora

sustituimos Q; por

Q; +ZFliij—ZFlk,-Pk

i<j k<i
en la expresion inicial, obtenemos una nueva expresion de P que con-
tradice la minimalidad de g. u

I-F IDEALES TORICOS

En esta seccién estudiaremos qué entendemos por un ideal térico. Ve-
remos resultados generales de dichos ideales, la referencia basica para
este tema es [45].

Los ideales toricos son una clase especial de ideales. Sea A una
n-upla cualquiera (a;,...,a,) € (Zd)n. Cada vector a; podemos identi-
ficarlo con el monomio t* dentro del anillo de polinomios de Laurent
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Ideales toricos

Definicién I-F.1 m

Lema I-F.2 m

k[t!] = k[ty,..., t4 t]',..., t;']. Consideremos el homomorfismo de se-
migrupos:
! Nt — 24

u=(uy,...,u,) — uja;+- - C+Upan
El conjunto 1r(N") es el semigrupo:
Nl4 ={)\131+ - +Anan IA,EN}.

La aplicaciéon T tiene asociado un homomorfismo de algebras
de semigrupos:
fro k[d] — Kk[t*']
0; +— t
donde Kk[0] = Kk[01,...,0,] es un anillo de polinomios en las variables
0=(1,..-,0n).

Sea A=(ay,...,a,) una n-upla de (Zd)n, llamamos ideal torico asociado
a A, v lo denotamos por I4, al ideal definido por el nicleo del homo-
morfismo de algebras de semigrupos 7r.

En el caso, en que el semigrupo NA verifique que (NA)N(-NA) =0
diremos que el semigrupo es reducido (ver {42]). Esta condici6n equi-
vale a que en el ideal térico I no haya elementos de la forma: 0% - 1,
conu € N,

El ideal torico I, esta generado como k-espacio vectorial por el con-

junto de binomios:

" -02Y : u,ve N con mr(u) = t(V)}.

Demostracién. Es claro que un binomio 9" — 3" esta en I, si y soélo si
m(u) = 1r(v). Por lo tanto lo que tenemos que probar es que todo poli-
nomio en I, se puede poner como combinacion lineal de binomios.
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Lema I-F.3 m

Sea < un orden monomial sobre k[d] (ver capitulo 1 de [45]).
Supongamos que f € I, y que no se puede escribir como combina-
cién lineal de elementos de la forma anterior. Escojamos de entre
los polinomios que verifican esta propiedad, aquel, tal que su for-
ma inicial inc(f) = 9" es minimal con respecto a <. Evidentemente
f(t™, ..., t*) = 0, en particular, el término t™™ = 71(d") se cancela en
la expresion anterior, es decir, existe otro monomio 3¥ < 9%, tal que
1r(v) = mr(w). Si ahora consideramos el polinomio f = f-2%+09", se tiene
f € 1, éste no se puede escribir como una combinacién de binomios
de I,, y ademas in<(f) < in«(f), lo que contradice la minimalidad de

in.<(f). ]

A continuacién calculamos la dimension de la variedad térica
W(,). Notaremos por QA, el subespacio vectorial generado por los
elementos de A y dim(A) a la dimensioén de QA.

La dimension de Krull del anillo k[2]/14 es igual a dim(A).

Demostracion. El anillo k[3]/I, es isomorfo al subanillo k[t*,..., t*] de
k[t*!]. La dimensién de Krull de este dominio de integridad es el ma-
yor nimero de monomios t* algebraicamente independientes. Pero un
conjunto de monomios es algebraicamente independiente si y so6lo si
sus exponentes son vectores linealmente independientes por el lema
I-F.2. : "

Abusaremos de la notacién y notaremos, como antes, como 1
a la extension de nuestra aplicacion, es decir, ™ : Z" — 79 definida
como antes.

Todo vector u € Z" se puede expresar de forma unica como
u=u"—u conu',u € Ny con soporte disjunto (entendemos por
soporte de un vector al conjunto de indices no nulos de dicho vector).
Asi:

ker(mr) = {u € 2", m(u®) = (u")}.
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Corolario I-F.4A m

Corolario I-F.5 =

Definicion |-F.6 =

A partir de esto se puede reescribir el lema I-F.2:

I =@" -3 :ue ker(m).

Para todo orden monomial < existe un conjunto finito de vectores G« <
ker(mr) tal que la base de Grobner reducida de I, con respecto a < es
igual a 9 -9% : w e Gl

Para los conceptos de orden monomial, base de Grobner en ani-
Hos de polinomios,...ver por ejemplo [21].

Demostracion. Por el teorema de la base de Hilbert siempre podemos
escoger un conjunto finito de ker(rr), tal que sus binomios correspon-
dientes generen I4. Apliquemos ahora el algoritmo de Buchberger a
estos binomios. La operacién de reduccién mediante el calculo de S-
polinomios respeta la estructura binomial, es decir, cualquier nuevo
polinomio obtenido al aplicar el algoritmo cae de nuevo en el conjun-
to {0 —-9% : u € ker(m)}. -

Dentro del ideal térico y de entre el conjunto de binomios des-

tacaremos un conjunto: los circuitos.

Dado u € ker(rr), u # 0, diremos que es un circuito si el soporte de u
es minimal respecto de la inclusion y las coordenadas de u son primas

entre si.

I-G GENERADORES DEL IDEAL TORICO

Hemos definido lo que es el ideal torico asociado a una matriz A, pero
aun no tenemos nigin mecanismo que nos proporcione un conjunto
finito de generadores de nuestro ideal /5. Seguiremos teniendo como

referencia basica [45].
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Lema I-G.1 m

Recordemos en primer lugar la definicién de ideal cociente para
un ideal / en el anillo de polinomios k[0] y saturado con respecto a un
polinomio f:

(I:H={gek@] :fgeh
(I:f°)=1{g € k[0] : existe s € N tal que f’g €I}

Por ser K[0] noetheriano, sabemos que existe un s € N tal que
(I: f°)=(I: ). Ademas estos ideales seran binomiales si I es binomial
y f es un monomio (ver {23]).

Dado C.c ker(17), notamos:

Jc=(a"+.—8“- - ue

Un subconjunto C genera ker(rr) como Z-moédulo si y s6lo si

Uc: @1+ -0n)")=la

Demostracién. Supongamos en primer lugar que C = {u,,..., us} genera
ker(7t) como Z-modulo, probaremos por doble inclusién

Uc: @y -0n)7) =14

Sea u € ker(ir), con u = u* —u". Puesto que suponemos que
C genera ker(mr) como Z-médulo, entonces existen «j,..., &s € Z tales
que u = Y5, &;u;. Por lo tanto,
al.l+ s au+ %
— 1= — | -1
w11l (a )
Sin pérdida de generalidad podemos siempre suponer que «;
0, cambiando, si hace falta, u; por el generador —u,.
Reduciendo los denominadores, llegamos a que existe un cierto

monomio 8 tal que

aB(au* ___au‘) — v (aZa,-u;' _aZa,ui‘).
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Nota I-G.2 m

Nos basta ver que plom _ gl ¢ Jc, para obtener Iy < (J¢ :
@, - - -0n)7).
Si suponemos que o; > 0, podemos considerar

gl oy _ aX oy _ glen-DueXL, o gul _ gloa-lui+3 L, aur pur
Para simplificar la notacién tomemos w} = (a; — )ut + 31, ou?
y Wi = (0 — Duj + i, ouy. Asi:

g _pleu  _ awigW _avigw
= d™IdW —3™igY + 3% —3%ig%W
™M (6 -2)+a% (awi —awf).

Evidentemente 2" — 3% € J, asi, repitiendo el proceso para
™ —9™, en los diferentes o; hasta hacerlos cero, obtenemos g2y _
LM ¢ ..

La otra inclusién es trivial, ya que todos los binomios de J.
estdn en I4 y haciendo cocientes siguen estandolo.

Supongamos ahora que
Uc: @1+ - 0n)7) =1y
sea u € ker(rr), entonces existira un cierto 8 tal que,
ofE™ -o") e Jo

Por lo tanto,u=8+u" - B -u" € (0, y asi C genera ker(m). .

Sea C < ker(rr) tal que genere ker(rr) como Q-espacio vectorial. Si con-
sideramos J., claramente,

Jecly =0 =Uc: @1+ 0™ cly

Podemos afirmar bastante mas, para todo v -9Y € I, existe v €
ker(r), tal que v -3¥ € I,,yv=aucona€N.
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Nota I-G.3 =

Es decir, cuando consideremos este saturado, estaremos obte-
niendo un nuevo ideal, a partir del cual se pueden obtener todos los
binomios de I, tomando las componentes primas entre si.

Siel ideal térico I, viene definido a partir de un semigrupo no reducido,
y tenemos un conjunto de generadores del semigrupo, como Z-médulo
C, en este caso, no necesitamos saturar. Puesto que esta condicién
equivale a que en el torico tenemos elementos de la forma 9" — 1, con
u € N, entonces este elemento nos asegura que todas la variables 0;
son invertibles médulo J.. Este resultado es el lema 12.4 de [45].

B 1-G.1 Ideales téricos homogéneos

Lema |-G.4 m

Dentro del conjunto formado por los ideales toricos destacaremos un
subconjunto, se trata de aquellos ideales que provienen de n-uplas A
que tiene todas sus componentes positivas o nulas. En este caso, los
ideales toricos asi definidos son ideales homogéneos para una gradua-
cién positiva en todas las variables. Para obtener el vector de peso que
hace que nuestro ideal sea homogéneo, nos basta con tomar, para la
variable 9;, peso Z,il ay;, es decir, sumando las coordenadas del vector
a;.

En este caso especial tenemos algunos resultados que nos per-
miten calcular unos generadores del ideal torico de forma mucho mas
sencilla. Enunciemos el lema 12.1 de {45]:

Fijado el orden graduado inverso lexicografico (para la graduacion que
hace homogéneo al ideal) tal que 3; > - - - > 95, sea G una base de
Grobner reducida de un ideal homogéneo para una graduacion positiva
en todas las variables J <« k{0,,...,0,]. Entonces el conjunto:

G ={feG : 9, nodividea flu{f/on : f€ Gy 8, divide a f}

es una base de Grobner de (J : 9,).
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Una base de Grobner de (J : 2;) se obtiene dividiendo cada
elemento f € G por la mayor potencia de 3, que divide a f.

El orden monomial usado en el lema anterior tiene sentido cuan-
do el ideal es homogéneo respecto de una graduacién positiva. Ite-
rando el proceso n veces respecto de diferentes érdenes graduados
lexicograficos inversos podemos calcular:

U:@102- - <0n)")=((- - -(J:07):03)- - -):07)

I-H COMPLEJO DE KOSZUL Y SISTEMAS HIPERGEOMETRICOS

Definicién I-H.1 m

Nota I-H.2 m

Comenzaremos esta seccion recordando la definicion del complejo de
Koszul sobre un anillo conmutativo graduado para un ideal homogéneo
y un conjunto de polinomios homogéneos de grados positivos. Tam-
bién vamos a definir en esta seccion qué es un sistema hipergeométrico
y estudiaremos una condicién que nos servira para calcular ideales ini-
ciales de sistemas hipergeométricos al relacionarlos con un complejo
de Koszul.

Antes de definir el complejo de Koszul recordemos qué enten-

demos por sucesion regular en un anillo conmutativo.

Sea S un anillo conmutativo, M un S-médulo y ay, ..., a, una familia de
elementos de §, diremos que a,..., a, forman una M-sucesion regular

si se verifican:
1. V1 £i<vr, a;noes un divisor de cero en M/(ay,...,a;_;)M.

2. M#(ay,...,a M.

Si tomamos S como S-moédulo, simplemente diremos que a,,..., a, for-

man una sucesion regular.
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B I-H.1 Complejo de Koszul

Teorema IFH.3 m

Trataremos en esta parte un concepto clasico, el complejo de Koszul,
la referencia clasica es [37], esta aplicacion es de [43].

Sea S un anillo conmutativo graduado, I un ideal homogéneo y
hy,..., h, € S polinomios homogéneos de grados positivos. Definimos
el complejo de Koszul, que notamos K.(h, ..., hy; S/I) como el complejo
de S/I-mo6dulos libres:

0—Ky(hy,...,hn S/ID%S - ..

& K.,y S/D S Ko(hy, ..., By S/D) = 0

donde
Koy, ... hiiS/ID= @ (S/De, ., = (S/DW

1<ij<- - -<ipsr

definimos d, en funcién de la base, como

p
dplei,,..i,) = Z(—l)k" hie ~ .,
k=1 P P~
donde 71-,: denota la clase del elemento h;, en el anillo S/1.
Asi, por ejemplo, se tiene que

r r ____
dl(z gie)) = Z gihi.
i=1 i=1

Denotamos el p-ésimo grupo de homologia del complejo de
Koszul como Hy(hy,..., hy; S/D. El primer grupo de homologia del com-
plejo de Koszul, H;(hy, ..., h,; S/I) = ker(d,)/im(d,), juega un papel sin-
gular, como lo muestra el siguiente teorema [37]:

Si ;1_1-,...,;17 forman una sucesién regular en el anillo cociente S/1, en-
tonces Hp(hy,...,h,;S/I) = 0 para todo p > 0y Hy(hy,..., hy; S/D) =
S/U + (hy,..., h). Reciprocamente si Hy(hy,..., hy; S/D) = 0, entonces
E_,...,h—, forman una sucesion regular en S/I.
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Finalizaremos esta seccién dando un resultado que mas ade-
lante nos sera de gran utilidad proveniente de [8].

Teorema I-H.4 m Sea S = @,5,S; un anillo graduado Cohen-Macaulay con S, un cuerpo,
de dimensi6n de Krull dim(S) = n y sean ay,..., a, elementos de grado
estrictamente positivos tales que

V@a,...,an) =P S.

>0

Entonces aj,...,an es una sucesién regular en S.

Para poder caracterizar los anillos Cohen-Macaulay usaremos
el siguiente resultado que se pueden encontrar en [22], en esta misma
referencia podemos encontrar las definiciones basicas de algebra con-
mutativa (Cohen-Macaulay, profundidad, codimension,...) utilizadas

aqui.

Proposicién |-H.5 m Sea S un anillo Cohen-Macaulay. Si I = (fi,..., fs) es un ideal generado
por n elementos en un anillo Cohen-Macaulay tal que codim(l) = n,
entonces R/I es un anillo Cohen-Macaulay.

Dado un anillo R Cohen-Macaulay, R/I es Cohen-Macaulay si y
sOlo si prof(l) = codim(l), en este caso se dice que I es perfecto. El si-
guiente resultado de [27] nos proporciona un criterio para determinar
si la interseccion de ideales perfectos es perfecto.

Proposicién I-H.6 m Sean P, Q ideales perfectos de un anillo S tales que codim(P) = codim(Q) =
nyademds P£Qy Q¢ P.

= Si P+ Q es perfecto y codim(P+ Q) < n+ 1 entonces PnQ es
perfecto y codim(Pn Q) = n.

» Si codim(P+ Q) =n+ 1, entonces P+ Q es perfecto si y sblo si

Pn Q es perfecto.
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M |-H.2 Sistemas Hipergeométricos

Definicion I-H.7 m

Nota I-H.8 m

En esta secciéon volvemos a tener elementos en anillos no conmutati-
vos, concretamente, a partir de ahora, consideraremos el algebra de
Weyl, A,(C), para simplificar la notacién escribiremos A,. La referen-
cia basica de esta seccion es [43].

Sea A = (a;;) una matriz de enteros de dimensiones d xn con rango d,y
sea B =(By,...,B4) € €, llamamos sistema hipergeométrico (o sistema
de Gel’'fand, Kapranov y Zelevinski) al sistema definido por el ideal a
izquierda

Hp(B) = Iy +{a@11X101 + - - +A1nXn0n — B1,’

X101+ - - - +ApXnOn— P2, - - - , A0 X101+ + = + +AgnXnOn — Bg)

Para simplificar la notacién, escribiremos 6; = x;0; y notaremos
por A6 — B al ideal a izquierda generado por las filas de A:

AB—-B=(a;101+ - - - +a1n0n— B1,
a6+ - - +a30n—PBo - -+ ,a501+ - - - +Agy6n—Ba)
y al operador proveniente de la fila i-ésima, lo notaremos:
(A@—B)i=an6,+ - - - +Ainbn— B

El ideal a izquierda Hu(B) nos define también un modulo que

denotaremos Hy(B):
FHa(B) = An/Ha(B).

Dadas dos matrices A, A’ d x n, tales que existe una matriz invertible
Q € GI4(Q), que verifica A’ = QA, entonces I, =1, y por lo tanto Hy(B) =
Hx(QB).

Por lo tanto, podemos considerar matrices mas sencillas, cam-
biando después las correspondientes 8. Concretamente, al poder mul-
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Definicién 1-H.9 m

tiplicar a izquierda por matrices invertibles sobre Q podemos consi-
derar la forma reducida por filas de A, es decir, una matriz con d po-
siciones pivotales (una posicion pivotal es el Gnico elemento no nulo
en su columna).

Ademas el modulo Hy,(B), es holénomo, este resultado, pode-
mos encontrarlo en [24] y en [1] para el caso general.

Nuestro interés se centra en el calculo de los ideales iniciales
de Hy(B), para unos ciertos vectores (u,v) € Q*", tales que u; + v; > 0.
Intentaremos relacionar iny,,)(H4(B)), con otro ideal mas sencillo, que
llamaremos el falso ideal inicial (siguiendo la notacién de [43]).

Sea A = (a;)) una matriz de enteros de dimensiones d X n con rango
d,yseafB =(Bi,...,Bs) € C? llamamos falso ideal inicial del sistema
hipergeomeétrico al ideal a izquierda

fing,,)(Ha(B)) = (iny(l4), iny, ,y(@11 61 + - - - +a1,00 — B1),

<o ingyan 01+ - - - +ay,6n — By

Consideramos el algebra gr'(A4,)/gr*"(A,)in,(,), donde por
gr'*V(A,)in,(,), entendemos el ideal extendido de iny{l,) sobre el ani-
llo graduado, que por la condicién u+v > 0, es conmutativo. Tenemos
la siguiente sucesion exacta de modulos sobre este algebra:

(e (An/iny(1y)) - € L gr(An)/iny (1) —

d
=1

— gr®(A,)/fing, ,,(Ha(B)) — O.

Con p .,
d, (Z Piei) => Ping,,) (@01 + - -+ + 1,0 — By).
i=1 i=1
Sabemos por la teoria de anillos graduados e ideales iniciales
que

gr("'v)(IA) = gr(u.v)(ﬂn)inv(l,q)y
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asi la sucesion exacta anterior la podemos escribir como:
2 o) dy _(uy)
D gr"(An/ Anlp)e; = gr*" (An/ Anly) —
i=1

— gr(A)/fing, ,)(Ha(B) — O.

Puesto que
in(ulv)(ajlel + - - - +aj,,9,, —Bj)e,' —il’l(ulv)(a“el + - - - +a,-,,9,1 —B,-)ej

esta en ker(d;), podemos extender la sucesidon exacta mediante el si-
guiente complejo de Koszul, que notaremos K2(gr( A,/ Aul4)):

c e B KB B/ Al ) D KE(Gr Y A/ Anda)) = O
donde

KAt (An/Aala)) = @D gr"V(An/Anleny, . i,

1<iy<- - - <ipzd

i p
dples,,... i) = X (~1) ing,, (A0 - Bije -
=1 IPRRIRI |

:n"'.ip

Puesto que u +v > 0 este complejo de Koszul es sobre un anillo gra-
duado conmutativo y esta bien definido ya que todos los elementos
son homogéneos respecto del vector de peso (u, v).

También podemos definir un complejo de Koszul sobre un ani-
llo no conmutativo, a este lo denotaremos K‘f(ﬂ,./ﬂl,,IA):

<o = KE(An/ Anla) B KE( B/ Anla) 2 KE(An/ Anls) — 0.
donde

Ko(An/Anl) = @D An/Anlseyy,... i,

1<y <+ - - <ip<d

p
dples,... ;) =D (-1 (A6 -Bre -
2 -

.r."',ip
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Teorema |I-H.10 m

Nota I-H.11 m

Teorema I-H.12 m

Definamos a continuacién una filtracion {F¢"VK5( A,/ Aal4)} en
el complejo K3(An/Anl,), mediante:

KA/ Al = @D FEL, (Aa/Ralpen,

1<ij<- « -<ip<d 9= 2k=1 Cig

donde c; = ord,,,,((A8 — B);). Claramente se tiene que:
KE(@r"Y (An/ Anlp)) = gr K (An/ Anly).

Con todo lo anterior podemos enunciar el siguiente teorema de
[43]:

Si Hy (KB(gr®"(An/Anly)) = 0 entonces:

in(u,v)(HA(B)) = ﬂn(u,v)(HA (B)

En general, nos interesa el calculo de pendientes de los médulos Hy(B),
por lo que para simplificar la notacion, si tenemos una filtracion L =

pF +qV;, notaremos

..........

A continuacidén enunciamos un teorema de Hotta [28], que nos

da la regularidad de nuestro sistema.

Sea A € " con rango(A) = d. Si el vector (1,...,1) esta en el Q-espacio
vectorial definido por las filas de A, entonces H,(B) es holonomo regu-

lar para todo B € .




CAPITULO II

Sistemas
hipergeometricos con
codimension uno

En este capitulo trataremos el caso de un sistema hipergeomé-
trico definido por una matriz (n — 1) x n de rango n - 1. En primer
lugar, supondremos que todos los menores (n —1) x (n — 1) son distin-
tos de cero y que el ideal torico proviene de un semigrupo reducido,
a continuaciéon veremos que siempre que el semigrupo sea reducido
podemos incluir nuestro caso en uno del tipo anterior. También estu-
diaremos las pendientes de sistemas provenientes de ideales toricos
que provengan de semigrupos no reducidos, en este caso las pendien-

tes estaran en el infinito.

II-A SISTEMAS HIPERGEOMETRICOS ESPECIALES

Sea A una matriz (n — 1) x n de enteros con rango n —1 y tal que todos
los menores (n—1)x(n—1) son distintos de cero. Ademas supondremos
que el ideal térico definido por A proviene de un semigrupo reducido,
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Proposicion |1-A.1 m

es decir, no existen en I, elementos de la forma “ — 1 (o lo que es
equivalente no existen elementos en ker(rr) con todas las componentes
positivas).

El sistema hipergeométrico en A, que vamos a considerar sera
irregular, es decir, el vector (1,..., 1) no esta en el Q-espacio vectorial
definido por las filas de A. Puesto que el nicleo definido por las colum-
nas de A tiene dimensién uno, el ideal torico I, es principal. Por la con-
dicion de irregularidad que estamos suponiendo el generador no pue-
de ser homogéneo para la graduacién usual, por lo tanto renombrando
las variables siempre podemos suponer que este elemento es de la for-
maP=9"- - - azk—a"‘“l ce s O0UT COn U s F U > U+t - F U

k+1
El generador del ideal térico define mediante P(P) la pendiente:

uj
Sj=
Ugpr + 2 - = +Up—Up— - - - — Uy

respecto de las variables x; = 0, cuando j = k+ 1,...,n y no tiene
pendientes para el resto de las variables.
El diagrama de Newton de P respecto de V; nos queda:

Sea A una matriz de enteros (n—1)xn con todos los menores (n—-1)x(n-1)

distintos de cero, y con el ideal torico I, generado por P = 8‘1’1 SR 6;’*—
a;‘f;; <. - 0Un conuy+- ¢ +Ug > Upy - - - +Up. Las Gnicas pendientes

que puede tener H;(B) son las definidas por el generador.
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Demostracion. Sea L una filtraciéon cualquiera distinta de la de pendien-

te:
uj

Sj=
Uppp+ - - +Up—Uy— -+ - —Uy

respecto de las variables x; = 0, cuando j = k+1,..., n. Distinguiremos
dos casos segtin o*(P) sea:

P =E BN, 6 dHPY =-Fk - B

Kk’ k+1

Supongamos primero que o-(P) = gt - EI‘("‘, se tiene

gy - - - &g € grH(HAB)).

Tomemos una forma reducida por filas de A de forma que las posicio-
nes pivotales las ocupen las variables x,,..., X, asi:

(@2%285 + byx, &1, a3x3E3 + b3x1 &1, ..., AnXnEn + bnX1§1) < yEIH(HA(B)).

Para ver que L no es pendiente de H,(B), usando la proposiciéon

I-D.11, nos basta ver:

(%181, X282, ..., Xn&n) < {BIL(HA(B)).

Consideremos la siguiente sucesion de elementos en ,/grL(HA(B)):

Py = —ax%y - - - Ex+51&3 - - - Ex(@xx2€y + bax1 &)
= ble§f§3 SR 3
Py = —azx3byx E3E;3 - - - &k '*jbzxv@%& -« - Erlazx3E; + b3xi &)

= byb3xiEE, - - - &

Py = by - b XTPENIE
Py = —axiPiy +by - - - b X8 N apx By + bixi §y)
= by - .bkxl-lg’f,

Por lo tanto x,&, € 4/grt(H,(B)), usando la forma de nuestros
.elementos en la forma reducida:

(xlgll XZEZI srey Xngn) < VgrL(HA(ﬁ))
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Teorema [IFA.2 m

En segundo lugar podria ocurrir que

UL(P) =§“k+l e :n,

k+1
en este caso la prueba es analoga, s6lo que tomaremos la forma redu-
cida de A con pivotes en las posiciones x;,..., Xg, Xg42,- - -, Xn- n

Hemos obtenido que sélo puede haber pendientes con respecto
a las variables x;,1,..., Xn, Y para cada una de estas variables tan sélo
puede haber una pendiente, veamos que éstas son realmente pendien-

tes de H,(B).

Sea A una matriz de enteros (n — 1) x n con todos los menores (n —
1) x (n — 1) distintos de cero, y con el ideal térico I, generado por

P=9 .. -6,':"—8"::*11 s QU conuUp+ - UK D> Uy + - - - U La
filtracion Lj = u;F+(uy + - - - +Ug—Uyg, — - - - —Up)Vrespecto de x; =0

con j > k es pendiente de FH,(B).

Demostracion. Ya sabemos que no hay pendientes respecto de las k pri-

meras variables.
Puesto que, para el resto de las variables, tan s6lo tenemos una

pendiente como maximo por variable, supongamos que para xg,; =0
no hubiese pendiente. Entonces, la L-variedad caracteristica Ch(Hu(B))
debe ser invariante (gracias a [3] v [31]), para toda L filtracién respecto
de la variable x;,; = 0.

Consideremos el conjunto de elementos:

1 - - - 0x=0 1 - - - 0y, ApX02+b3X101=P1, ., AnXnOn+DnX101~Pp-1}

que generan Hy(B), si consideremos sus F-simbolos principales obte-

nemos:
{5‘1‘1 .- g;’k, A2X282 +b2x181,..., AnXn&n + bnx1 &1}

Veamos que este conjunto forma una sucesiéon regular en el anillo
Clxy,..., Xn, E1,---, &nl, ya que en ese caso, usando la proposicion I-E.3,

generaran gr' (Hs(B)).
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Si logramos probar que la extension de estos elementos forman
una sucesién regular en el anillo C(xy, ..., xn)[E}, ..., &nl, tendremos que
también forman una sucesion regular en el anillo C[x, E].

Por lo tanto, consideremos el conjunto de elementos:

{Elf‘ A E:k, 612X2§2 +b2x1§1,...,a,,x,,§,. +an1§1},

en el anillo C(xy, ..., Xa)[E1, ..., Enl. Si consideramos la graduacion usual
en este anillo, i.e. graduado en las ;, nuestros elementos son todos
homogéneos y son n elementos en un anillo Cohen-Macaulay que tiene
dimensién n, por lo tanto si probamos que

\/E!ill e Zk, 02X2§2 +b2x1§1,...,anxn‘g’n+b,,x1§1 =m

donde m representa el ideal maximal en el anillo graduado C(x)[&], ten-

dremos el resultado buscado gracias a I-H.4.
Pero ya vimos en la demostracion de la proposicion II-A.1 que:

m= (X181, XnEn} € L - - - Bk, d2x2E2 + DaXiE1, . .) AnXnEn + buxi 81
por lo tanto, nuestros elementos forman una sucesion regular, y asi:
@€ E:k: A2X282 + X1 &1, - ., AnXnEn + bnX181) = gr' (Ha(B))-

Claramente:
€ - - - a8 + baxi By, ., Ankndn + X 81) <
<& - - - X181 --s Xnnd,
usando de nuevo la prueba de la proposicion II-A.1:
€1+ EwXi81,--- xn€n)
c \[Ell“ -+ & ArxEr + baxi &1, AnXnEn +bnx &)

c€ -t - EuXi81,.- s XnEn),

por lo tanto,

ChF(HLB) = V&) - - - ExX1E1s- e, XnEn)-
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Consideremos ahora la L-variedad caracteristica para una filtra-
cion L tal que L > Ly,,. Consideremos el siguiente conjunto de genera-
dores de H,(B):

u Uy u Un /1 / /
{al .- .ak —5k:“1’ . -an",alxlal+b1xk+lak+1—,81,...

! ! /
cees An_1XnOn + by Xke10441 — By}

cuyos L-simbolos principales son:

e -+ - B ayxi &1 + Dy Xen Ekets -+ g XnBn + By X1 Bt

Igual que antes podemos probar que estos elementos forman una su-
cesion regular en el anillo graduado Clx; ..., x4)[&1,..., Ex], ¥ por tanto"
generan gr-(H,(B)).

Con un razonamiento analogo al anterior obtenemos que:

WVEpi1 - - Em X181, ..., XnEn) = ChH(HL(B)).

Claramente las variedades caracteristicas cambian, es facil ver
que la componente:

T,

{x1=. o =Xy =

o X) & Ch (31,(B)).

II-B CASO GENERAL EN CODIMENSION UNO

Sea ahora A una matriz (n—1)xn de enteros con rango n—1 y tal que el
ideal térico proviene de un semigrupo reducido, escribamos nuestra
matriz de forma que las primeras n—1 columnas tengan rango maximal,
y tomemos la forma reducida por filas de A. En el caso en que exista
un menor (n — 1) x (n — 1) que valga cero, por la forma en que hemos
tomado nuestra matriz, este menor tiene forzosamente que contener
la columna n-ésima. Llamemos j a la columna que no forma parte de
nuestro menor, puesto que el resto de las columnas implicadas tienen
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Teorema |1-B.1 m

todas las posiciones iguales a cero salvo una, desarrollando nuestro
menor obtenemos que el elemento j-ésimo de la columna n-ésima tiene
que valer cero.

De esta forma, es claro que si u € ker 7t y tenemos un menor
(n - 1) x (n — 1) que vale cero, con las primeras n — 1 columnas de A
con rango maximal, entonces u; = 0 donde j es la columna que falta
en el menor nulo. Renombremos nuestras variables, de forma que las
s primeras sean aquellas que no forman parte del generador del ideal
torico, asi:

I'IA(B)=(auH‘1 b a:k_auk“ L a:n,al)(lal "‘Bl,-..,asxsas—'ﬁs,

s+1 k+1

A541X5410 541 + Dy1Xn0n — Bssls oo oy Ane1Xn-10n-1 + Bp_1Xn0n — Bn-1)

Sea A una matriz (n — 1) x n de enteros, tal que el ideal térico proviene
de un semigrupo reducido. Ordenemos las variables de forma que el
generador del ideal térico se escriba: 9%:% - - - O =0kt - - - o," con
Ugy) + -+ + U > Uy + - - - + Uy Entonces H,(B) solo tiene las pen-
dientes definidas por las filtraciones L; = ujF + (Ugey + - - - +Up —Upy —

- - —up)Vjconj>k.

Demostracién. En primer lugar debemos ver que éstas son las unicas
posibles pendientes que puede tener nuestro modulo. Sea L una filtra-
cion distinta de las descritas y tal que:

UL(aus+1 ... a:k L a:n)__:gusﬂ ... E”k.

s+1 k+1 $+1 k

Ya vimos en la prueba de la proposicion 1I-A.1 que
(Xs+1&s+1,---» Xn&n) <

< (E?rll T E:k: as+1xs+1§s+l + bs+lxn§m teny an-lxn—lgn—l + bn—lxngn):

claramente:
1 E1,..., XsEs) < gri(Ha(B)).
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Si hubiésemos tomado una filtracion L tal que

ustl - JU _ gl QUny = Flka , ., ElUn
O'L(as+1 ak a1<++1 0p") = §k+1 ns

el razonamiento es analogo. Por lo tanto, éstas son las anicas posibles
pendientes.

Veamos que realmente son pendientes de HH,(B), como antes
sélo tenemos una pendiente para cada hiperplano x; = 0, con j > k,
estudiemos como cambia la variedad caracteristica, en primer lugar
calculemos Chf(FH,(8)).

Usando la prueba del teorema II-A.2 tenemos que

{‘s';'ff o E:k: As41X5+18541 + Dsi1Xn&ny - ooy An-1Xn-1En-1 + Pp-1Xn&n}

forman una sucesion regular en ClXs) ..., Xn, Ese1,---» &nl, por lo tanto
u u
{Esjfll e Ekky xlgh---;xSESl

As11X5418541 + Dse1XnEny ooy An_1Xn-18&n-1 + Dn_1Xn&n}

son una sucesion regular en C[x; ..., xn, &1,...,En] Y ademas

(E“s-&l e e E:k,xlgl,..-,xsgﬁ

s+1
As41Xs541E5+1 + Dse1Xn&ns oo, Ano1Xn-18n-1 + Doy Xnn) = ng(HA(B))-

Por lo tanto,
ChY(HLPB) = V(Es1 - + * Exy X1E1s- .., XnEn).

Repitiendo el razonamiento y tomando L una filtracién L > L; obtene-

mos:

ChH(HAB) = VExs1 - - - EnX1EL,- .., XnEn).

Obtenemos por tanto que las variedades caracteristicas cambian, y por

ello necesariamente hay pendientes para x; = 0 con j > k. ™
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Teorema |I-B.2 =

Tratemos ahora el ultimo caso, es decir, cuando el ideal térico
proviene de un semigrupo que no es reducido, por lo tanto reduciendo
como hemos hecho en esta seccion podemos suponer que las primeras
s variables son aquéllas que no forman parte del generador del térico,
por tanto nuestro sistema sera de la forma:

u u
(aS:T A 'an"—‘l,aIXIa]__Bl,...,asxsas—ﬁs,

As+1X5410 541 + Ds11Xn0n — Bsaly -+ s An-1Xn-10p—1 + Ppn_1Xn0n — Bn-1) = Hx(B).

Sea A una matriz (n — 1) x n de enteros, tal que el ideal térico proviene
de un semigrupo no reducido, y tal que las s primeras variables son
aquéllas que no aparecen en el generador del ideal térico. Entonces
Ha(B) no tiene ninguna pendiente para x;=0, conj=1,...,n.

Demostracion. Es claro que dada L # V una filtracién cualquiera para
todo hiperplano x; = 0, se tiene que:

o@% . .. dUn 1) =Fn . .. s

s+l s+1

No sélo vamos a ver que L no es pendiente de nuestro sistema, ademas
calcularemos la L-variedad caracteristica. A partir de nuestros genera-
dores, si tomamos los L-simbolos principales obtenemos el conjunto
de elementos:

{Euhl e . E:", xlgl,...,xsgs:

s+1
As41X5418541 + Dse1Xn&ns v ooy Ano1Xn-18n-1 + Bn1Xn&n}

queremos ver que estos elementos forman una sucesiéon regular en
el anillo C[xy,..., Xn, &1,..., Enl, si consideramos su extension al anillo
graduado C(xy,..., Xn)[&1,...,En], con respecto a la graduacién usual,
tenemos que nuestros elementos son todos homogéneos y queremos
probar que

u u =
‘/ S-:+ll < s Ep, Ay Xsr1 61 +b51XnEny - oo An-1Xn-18n-1 + Dp-1Xn&n =
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(Es1s--2 End

Claramente,
{Ese1 -+« En A1 X541 8541 + D51 XnEny .. ., An1Xn-18n-1 + b1 Xn&n}
c \/ ;lfll s & s X541 8541 + D1 X8, An1Xn_1Epoy + D1 XnEn.

Si consideramos la sucesidén de elementos

P = —aguxs&s v - - En
+ &2 v Enl@s1 X541 8541 + Dsy1XnEn)
2
= bs+1xn§s+2 e En
: 2
Py = —QgpXabs1Xn&si - - - &
+ bs1&sz - - - EnlAsaXsi28542 + DsyoXnEn)
2 3
= b 1bsoxp€az - - - &y
52 —s-1
Pn—s—2 = bs+1 et bn—sz s EHEZ s
Pogy = —an—lxn-—lpn—s—Z
—s-2pn-5-1
+ bs+1 e b,,-zXﬁ s Eﬁ s (an—lxn—lgn—l +bn—1xn§n)
= bgp- - - bn—IXg—S_IEZ_S~
Con lo que,
Xn&n € \/§s+1 « v En s Xs1Esi1 + Dse1Xnn, oo, Apo1 Xno1Enoy + Py Xn&n
y asi obtenemos el resultado buscado. "

Nota 11-B.3 m Si A es una matriz (n—1)xn de enteros, tal que su ideal torico proviene
de un semigrupo no reducido, y tal que las s primeras variables son
las que no aparecen en el generador del ideal térico, usando la prueba
anterior obtenemos, que para toda filtraciéon L:

ChHHA(B) = V(Esur + + = Em X1E1s-- -, XnEn).
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Lo que ocurre en este ultimo caso es que las pendientes se en-
cuentran en el infinito. Si hacemos el cambio de variables:

/o /o / _ 1
X, = Xu X, = X2, ey Xgyq = y
Xsel
/ __ / —
Xepo = Xsp2r oo Xn = Xn,
9, = 9, 9, = @ e = Xsnd!
) 17 2 = 25 cers s+l = s+10 110
/ /
dgiz = gy ooy O = O

Para simplificar la notacidon escribimos
T =0 +1)- - - (0 +i-1),
nuestro sistema, mediante el cambio anterior nos queda:

1Yn

HA(B)’ = (XI:-:-? [0;+1]us+la/::-4éz ¢t a n - 1, alell - B]_y---r ase.ls _BS;

/ / / /
—Us+1 9s+1 + bs+1 9,, - Bs+1: <eeydp 9n—1 + bn-l en - Bn—1)~

A partir de ahora, y para simplificar la notacién obviaremos las
primas tras el cambio de variables.

Teorema I1-B.4 m Sea A una matriz (n - 1) x n de enteros tal que el ideal torico proviene
de un semigrupo no reducido, y tal que el generador de dicho ideal
tiene la forma 8;‘;*1’ - - - 0y" - 1. Haciendo el cambio de variables antes
descrito, tenemos que el nuevo modulo H(B) solo tiene la pendiente
Loy = Uge FH(Ug ++ - - +Up)Vsy respecto de la hipersuperficie xg,; = 0.

Demostracién. Lo primero que tenemos que probar es que si L # Lg,,
entonces L no es pendiente de nuestro médulo respecto de x5 = 0.

Si desarrollamos la escritura a izquierda del primer elemento,
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obtenemos:
Ussy Use1 JUse2 , | . AlUn __ _ Uy Y Use) AUse2 . . . AlUn
xs+l [9”1] as+2 a" 1 xs+1 as+1 as+2 a" +
+ C x2”s+1'la”s+l_la”x+2 ... QUng
1841 s+l U542 n
Ugyy +1 Usez . . . Aln
T Cug-1X as+1asi§ On
- 1.

Todos ellos apoyados sobre la misma pendiente, por lo que si
tomamos una pendiente L # Lg,;, s6lo tenemos dos posibilidades:

O-L(X"s+l [95+1]us+la”s+2 .. . a:" —_ 1) =1

s+1 s+2
6
Usyl UssiqalUse2 | | | AlUn _ = 2Ugy gl g2 | . | TUn
UL(xs+1 [95+1] as+2 5,, 1) Xs+1 §s+1 5+2 n:

En el primer caso es evidente que L nunca serd pendiente de
nuestro sistema. En el segundo, podemos, mediante un cambio en
nuestra matriz inicial considerar que las posiciones pivotales estan en
{s+2,...,n}, es decir, el sistema queda:

Ha(B) = X051 1"0%52 - - - 0" = 1,101 = By, ..., as0s — Bs,

s+1 542
a1 050 +b., 01 — B a _0n+b _0.0—-B_))
s+1Ys+2 s+1Vs+l stlrresUp1Yn n-1Ys+l n-1/

Vamos a ver que

Xs+1&s541s- -5 Xn&n) y gri(Ha(BY),

ya tenemos que Xg 18518542 - -+ &n € 4/gri(H4(BY), consideremos la su-

cesion de elementos:

Py = —a, XuoX1Ess18s42 - -+ - En
+ Xer1Es418543 0 - - En(a;+1xs+2§s+2 +b;+1xs+1§s+1)
= b;+1x§+l§§+lgs+3 -+ - &n

P, = _a;+2x3+3b;+le+l§§+1§S+3 <+ &n

+

/ 2 2 / /
h5+1x5+1§S+1§s+4 e En(as+2xs+3§s+3 +b5+2xs+lgs+1)

/ 3 3
Is+1 s+2xs+1§s+1§S+4 - &n
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Ppsy = by - 'bln—zxglls_l g:ls—l'g"

Pps = —a,_1XnPp_s2
+ by - b Xe ;';f'l(a’n_lx,,‘g’,, + Dy, 1 Xs418541)
= Py o B X g

Por lo tanto L no es pendiente de nuestro modulo. Queremos ver ahora
que realmente es pendiente de nuestro sistema, como tan sélo tene-
mos una posible pendiente nos basta con ver que la L-variedad carac-
teristica no queda invariante. Si L > Ly, es claro que

ChH(Hu(B)) = @,
mientras que si L < Lgy,;

ChH(HA(B)) = VIX1 &1, .-, XnEn)-



CAPITULO 11l

Sistemas
hipergeometricos
definidos por una fila

En este capitulo estudiaremos las pendientes de sistemas hiper-
geométricos definidos por matrices con una tnica fila. En primer lugar,
supondremos que todos los elementos de nuestra matriz son positivos
y que no estan repetidos, después estudiaremos el caso en que pue-
dan repetirse y acabaremos el capitulo estudiando las pendientes de
los sistemas definidos por ideales toricos provenientes de semigrupos
no reducidos.

II-A SISTEMAS DEFINIDOS POR UNA FILA SIN REPETICION

En esta seccidén consideraremos sistemas hipergeométricos definidos
por matrices con una sola fila. Supongamos en primer lugar que el
ideal térico que define proviene de un semigrupo reducido, es decir,
que todas las componentes de nuestra matriz son positivas. Si hubie-
se alguna componente igual a cero, podemos considerar la submatriz



46

Lema lll-A.1 m

Sistemas definidos por una fila sin repeticion

que tiene todas las posiciones salvo las que valen cero, ya que define
el mismo sistema que la matriz de inicio. Supondremos que el sistema
que define nuestra matriz es irregular, es decir, nuestra matriz no es
maultiplo escalar de la matriz (1...1), en esta secci6én ademas supon-
dremos que todos los elementos de nuestra matriz son distintos.

Sea la matriz

A= iy ... Iy) con O0<ij<ip<...<ip

Sea 8 € C, definimos el sistema hipergeométrico H4(8) que viene defini-
do por el ideal torico I, y el operador Q = i1x10+ipX20 2+ + - +ipXp0n—P.
Nuestro ideal térico contiene los binomios:

C1,2 = 8'12 —8’2‘
C1,3=8"13—-a;‘ C213=ai23—a;2

C1_4=8§4—82 C2,4=8;“—aif C3,4=ai34—a;3

— Ain _ah = Al _Ah —Ain_Als .. _Aln _ Ain
Cin=0-030 Cpp=00-02% Cy,=0"0-0" Chotn =0 — 0

que definen los circuitos de A, siempre que todas las parejas (iy, ig)

sean primas entre si.

Sea A una matriz de enteros positivos distintos y B € C, y supongamos
que A = (iy i ... ip), con0 < i; <iy < -+ < I,. Entonces el modulo
FH,(B) no tiene ninguna pendiente respecto de las hipersuperficies Xj=

0, conj<n.

Demostracién. Sea j < n'y sea L # V una filtracién respecto de x; = 0.
De entre los generadores descritos anteriormente tomamos C, con
k < n. Si k = j tenemos que o (Cj,) = Ej." por lo tanto o*(C;,) = Ej.". Si
k # j claramente oJ'(Ck,,,) = O'F(Ck,,,) = EL".

Por lo tanto acabamos de obtener que:

&, B} e gt (HAB) = (Euy-.., Enoi} < EIHHAB)).
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Tomando ahora el operador Q = i1x,0; + ix2X02 + + + + + inXnOn — B,
tenemos

O'L(Q) = o‘L(ilxlal +i2X282 + - - +inxnan ‘B) =
= 11X, &1 +i2%2Ep + -+ + - +inXnEn € gr(Ha(B) et (Ha(B)).

Y por lo tanto,
{Ell reey Erl-—l: xngn} < \/ grL(HA(B)):

lo que implica que L no es pendiente del médulo H,(B). n

Ahora nos disponemos a estudiar las posibles pendientes de
FH,(B) respecto de x, = 0, en primer lugar veremos que so6lo hay una
posibilidad de pendiente.

Lema IlI-A.2 m Sea A una matriz de enteros positivos distintos y € C, y supongamos
que A =(iy I ... ip), con 0 < iy <iy < -+ - < i,. La filtracién descrita
por 9 — 3™ respecto de la hipersuperficie x, = 0, es decir, L, =
in_1F + (in — in-1)Vn es la Unica pendiente que puede tener el médulo
H,(B), respecto de esta hipersuperficie.

Demostracion. Sea L, = i,_F + (i — i,1)V» que describe la pendiente
=l consideremos L, filtracion cualquiera respecto de x, = 0 tal que

in—l'in i
Ll < Ln.
Si tomamos el conjunto de binomios de I {Cyn, Cops--+s Cn-1,n}

obtenemos que
(ErED, .. B} e g (Ha(B) = B By Ent} < yBER(HAB).
Tomando el operador Q = i} x,01 +i2X28, + - - - +inXn0n — P, Obtenemos
oM (Q) = 01 (i1 %10, +izXp05 + + + + +inXnOn — B) =
= i1y +igXoEs + - - -+ inXnEn € I (HA(B)) < y/grM (HA(B)).

{81,--- En-1, Xn&nk \/gr"‘ (Ha(B)),

Asi:



48

Sistemas definidos por una fila sin repeticion

Teorema l{I-A.3 =

Nota llI-A.4 m

lo que implica que L; no es pendiente del médulo H,(B).

Si ahora consideramos una filtracion cualquiera, L,, respecto de
xp =0, tal que L, > L, L, # V. Nos bastara considerar el conjunto de
binomios: {C; 3, C23,.--, Chz2.n-1, Cn-1.n}, €llo nos proporciona:

{El: Xy En—-Zl En} < VgrLZ(HA(B))

De la misma forma que antes, usando el operador Q, finalmente

obtenemos:
{EI; EZ; seny EH—ZI Em xn—lgn—l} (= V grLz (HA(ﬁ));
por lo que L, no es pendiente de nuestro sistema. »

Sea A una matriz de enteros positivos distintos y € C, y supongamos
que A =(iy i, ... Ip),con 0 <i; <iy < - - - < i, La filtraciéon descrita
por af;'_l - ai;'-l respecto de la hipersuperficie x, = 0, es decir, L, =
in_1F + (in —i,-1)Vy es la Ginica pendiente tiene el modulo H;(B), con
respecto a los hiperplanos coordenados.

El caso i; = 1 ha sido probado en [15], ciertas ideas de la prueba del
teorema III-A.3 han sido inspiradas en este trabajo. Hemos de sefalar
que el método empleado en [15] utiliza de forma esencial un teorema
de Laurent-Mebkhout sobre el comportamiento de las pendientes por
restriccion y se reduce el caso general al caso (1 i,_; iy) con 1 <i,j <
ip. Sin embargo, esta reduccion no parece inmediata si iy > 1 y si
el semigrupo que define A no es reducido, por lo que el argumento
introducido, de tipo combinatorio, aqui sustituye ventajosamente al
teorema de Laurent-Mebkhout.

Demostracion. Gracias a los lemas anteriores, sabemos que el médulo
FH,(B), no tiene ninguna pendiente respecto de las n — 1 primeras va-
riables, y que la Gnica posibilidad respecto de la hipersuperficie x, =0
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es la pendiente L,. Supongamos que L, no es pendiente de nuestro
sistema, en ese caso la L-variedad caracteristica queda invariante al
cambiar de pendiente L respecto de la hipersuperficie x, = 0.

Calculemos en primer lugar Chf(#,(B)). Si consideramos el con-
junto de binomios:

{CrLp=0"-00,Cpp =00 ~0%,...,Cpyp=00 -0}

es claro que el conjunto de exponentes {u;} c ker(rr) que definen C;,
en I, generan como Q-espacio vectorial a ker(rr). Usando la nota I-G.2,
si tomamos el saturado respecto de 8, - - - 9, del ideal generado por
estos elementos, obtendremos un nuevo ideal I:, tal que, para todo
binomio 3™ —3% de I, se verifica que siempre existe un binomio 8V -3V
de I: ya€eNtalesqueagu* =viyagqu =v_.

Sea

Je=@n-08b,00~02,...,00 -0,

puesto que estos generadores estan incluidos en I, y este ideal es
homogéneo respecto del vector (iy,..., iy), asi también es homogéneo
Jc-

Queremos calcular

Uc: @y - - -8n)%)

para ello usaremos el lema I-G.4. Si estamos interesados en calcular
Uc: 0% tenemos que calcular una base de Grébner de J¢ para un orden
graduado (para la graduaciéon que hace homogéneo a nuestro ideal),
inverso lexicografico de forma que la ultima variable sea d,,. Tomemos
por tanto un tal orden de forma que 8, >0, > - - - > 0, €n este caso
los monomios lideres de nuestros generadores seran:

in il i,,_ i2 in - in—l
o —oh, 0k ~0k,... 0 —ab

que definen siempre exponentes disjuntos, por lo que este conjunto
es una base de Grébner de J. para dicho orden. Ademdas como nin-
guno de estos elementos tiene a ninguna potencia de 3, como factor,
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estos elementos forman una base de Grébner de (J¢-: 95). Por lo tanto,
acabamos de obtener que J-=(Jc: 35).

Calculemos ahora (J¢ : 97) con k # n. Volvemos a hacer uso del
lema 1-G.4, ya que J¢ es un ideal homogéneo, consideremos un orden
graduado lexicografico inverso, de forma que d; > - - - > 0y > 041 >

- > 0p > 04, obtendremos que los monomios lideres de nuestros
generadores son:

in _ah in _ Ala Aln _ Al Aln Al in _ Ainm
0y =0p,..., 0, =0y, 0} gi,akﬂ 0,,..., 0, —0p

de nuevo estos exponentes son disjuntos, por lo que forman una base
de Grobner de /- para dicho orden. Ningin elemento de la base es
dividido por 9, por lo que forman también base de (J¢ : 97). Por lo
tanto,

Je=( - -(Uc:07):03) - - - :0n)=Uc: @1 - -3n)7)

En primer lugar estamos interesados en calcular ing(l4), si con-
sideramos las formas iniciales de los generadores anteriores obtene-

mos:
in in
&, )
que siempre forman una sucesion regular sobre C[&,,...,&,], por lo
tanto, gracias a la proposicion I-E.3

.(Ei": ey Ez’-—l) = lnF(I,;)

Puesto que nuestro ideal torico I, verifica que dado 9% -3% € I,,
con of(@% - 3%) = £, siempre existen ¥ -3¥ € I,, ya € N con
of@¥ -3¥) =" y au* = v*, por lo tanto

Ving() = ing(ly) = &y, ..., Enai)

Nuestro objetivo es probar que se verifica ng(HA(B)) = finp(H,(B))
usando el teorema I-H.10, nos basta ver que o7 (i;X;01++ + - +inXn0n—p)
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es una sucesion regular sobre el anillo C[x,..., Xn, &1, .., &Enl/Ing(l,), pe-
ro ver que una sucesion regular lo es sobre este anillo es equivalente
a ver que lo es sobre el anillo Clxy, ..., Xn, &1, ..., Enl/Ving(ly).

Si conseguimos probar que nuestro elemento es una sucesion
regular sobre Clxy,...,xy)[&1,..., £.1/Ving(I,) tendremos que también
forma una sucesion regular en el anillo C[x, El/ying(l,).

El anillo C(xy,..., xn)&1,. .-, En]/\[in_gm es graduado por ser nues-
tro ideal \/ing(I,) graduado, ademas es Cohen-Macaulay, ya que ving(I,) =
(E1,..., Ep) es un ideal generado por n—1 elementos y codim(y/ing(ly)) =
n-1. Aplicando el teorema I-H.4, tenemos claramente que sobre el ani-

llo CX)[E]/Ving(Ty):
F(i(1%01 + + + = +inXnBn — B) = 1X1E1 + + + + +inXnEn = InXnEn,
por lo que, ya tenemos que
gr" (HA(B) = finp(HA(B) = (inplla), X,y + - - - + inXnEn)
Por lo tanto,

CH BN = V(inella) iixiEr+ - - -+ inxaEn)) =

V(\/JinF(IA), \/(i1x1§1 4o +inxn§n)) -

V(\/(glx---:gn—l)n \/(ilxlgl +- - +inxn§n)) =
V&1, En1, Xnn).

Si ahora consideramos una filtraciéon L > L, respecto de la hiper-
superficie x, =0, con L # V, de la misma forma que antes, si tomamos

los L-simbolos principales de los mismos generadores de I, obtenemos
el conjunto de elementos

{Ell",v Teey E::_z: Elr;'-l }:
que siguen siendo una sucesién regular en el anillo C[&;,..., Exl, asi:

En,... B Em1y=ing(ly),
1 n-2
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de la misma forma que antes

Ving(y) = in (L)) = &y, Enas En):

Para calcular la L-variedad caracteristica, veamos que el ele-
mento oL (i1 X101+ - - - +inXndn —B) es una sucesién regular en el anillo
C(X1,..., Xn)[EL, ..., Enl/in,(I4), podemos usar el mismo razonamiento
que antes ya que nuestro nuevo anillo sigue siendo graduado y Cohen-
Macaulay por las mismas razonas, ademas, en este anillo claramente:

X181+« ~ - +inXn&n =Xp18n1
y obtenemos el resultado buscado:
g (Ha(B)) = fin (Ha(B)) = (in (L), hxa &1 + - - + +inXnEn)
Facilmente obtenemos que
Ch™(Hu(B) = V&1, -+, En-2, Em Xn-1En1)

por lo que hay cambio en las variedades caracteristicas y por tanto L,
es pendiente de nuestro médulo F,(B). n

I1I-B SISTEMAS DEFINIDOS POR UNA FILA CON REPETICION

Consideremos que tenemos la matrizA =(a b b) con m.c.d(a,b) =1, no
suponemos que los elementos sean positivos. En primer lugar, supon-
gamos que ambos tienen el mismo signo, por lo que si 8 € C tenemos
que

Ha(B) = (08 —0%,0, —03,ax,01 + bx,0, + bx3d3 — B).

Si consideramos el cambio de variables:
7 / 7
Xy =X, Xp=X;+X3 X;=Xj3

se tiene que,
9, =0}, 0, =20, 03 =a’2+ag.
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Asi el ideal a izquierda Hu(B), se transforma en
Ha(B) = @,” -8,%, 8%, ax,d) + bx,d - B).

Para simplificar la notacién, renombramos las variables y no escribi-
remos mas primas. Si llamamos, por tanto al ideal a izquieda J:

J=(0%-05,93,ax,9, + bx,0, — B).

Tenemos que el médulo A;/J no tiene pendientes respecto de la hiper-
superficie x3 = 0, ya que,
A Az
J Han(B) +@3)
Si los signos de a y b son diferentes entonces (suponiendo a <
0, si a > 0 se hace de forma analoga)

Ha(B) = (0505% — 1,0, —03,ax,01 + bx,07 + bx393 — B).

Haciendo el mismo cambio de variables y tras quitar las primas,
tenemos:
J=(0%05"—1,03,ax,8, +bx,0, — B).
Tenemos que el médulo A3/J no tiene pendientes respecto de la hiper-
superficie x3 = 0, ya que,
As A3
J Hap(B) +@3)
" Volviendo a considerar sistemas, provenientes de semigrupos
reducidos, s consideramos una matriz

A=(iyiy - - iy Iy « o dpe - il o Dl T 00 k)

o

;r .;zr T Jrst
con0<i; <ip < - - - <i,. Repitiendo el proceso anterior de cambio
de variables, podemos considerar un moédulo isomorfo, que en este
caso seria:

An
Hi iy o) B 02,02, 05, 0,425+ Qjyajpr o2 On)
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que no tiene pendientes respecto de ninguna hipersuperficie, x; = 0
J#Jj1+ - - - +ji+ 1. Precisamente el indice j; + - - - +ji + 1 (siguien-
do la notacién de nuestros cambios de variables) representa la ultima
variable en juego, en el sistema hipergeométrico dado por la matriz
A" = (iy i, ... Iyy;), por lo tanto, hay una pendiente respecto de esta
hipersuperficie como hemos visto en la seccién anterior.

Deshaciendo el cambio de variables, obtenemos que la matriz
de inicio tiene pendiente respecto de la hipersuperficie x;,...4j 41 +

- +x, = 0 y no tiene pendientes respecto de las hipersuperficies
Xit- - X =0, X0+ 0 X, =0, X e X, =
0.

Si tenemos una matriz de naturales con elementos repetidos
salvo el mayor, podemos repetir el proceso de la seccién anterior con
pequefas variaciones, esto nos permite calcular las variedades carac-
teristicas, y calcular las pendientes sin el cambio de variables anterior.

Supondremos que nuestra matriz es de la forma:

A=(f11'1 i{fziz iZJ"'ikik S |
e Y i
tal que iy < ... < iy < ix4; Y es de dimensiones 1 x n, es decir, j; +

- - +jir +1 = n. Dentro del ideal torico que define consideremos los

siguientes elementos:

ke _ ph k1 _ ol ... fka1 — Ak
al a” a.fl a" aj]‘f' skt a"
a1 —az aj1+1 “aj1+2 aj1+---+j,<_1+1 _ajl+---+jk+2
q1-1 : -1 : : -1 :
019, 0ji+1 = 0jy4), Oyt 4 #1 = Ot

De la misma forma que antes, nuestro médulo no tiene ninguna
pendiente respecto de las n—1 primeras variables (no s6lo respecto de
las hipersuperficies definidas por la suma de las componentes iguales).

Lema llI-B.1 m Sea A una matriz de enteros positivos definida por una fila tal que el
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mayor de entre ellos no esta repetido y sea B € C. Si consideramos
que en la escritura de A los elementos estin de menor a mayor, en-
tonces el mddulo #H,(B) no tiene ninguna pendiente respecto de las
hipersuperficies x; = 0 con j < n.

Demostracion. Sea j < ny sea L # V una filtracién respecto de x; = 0. Si
tomamos los elementos del ideal térico que hemos descrito anterior-
mente, obtenemos que gracias a los no homogéneos

ket _qly o Tikn kn _3ly % . .-
0@ ~0) =F, oM@~ =Fk, ,
Iga1 —7lky = Flen
G-L(ajl*"' - g+l a") §J'H" g+

por lo tanto
1 8j+15-- 0 Gjia- - ajiy 41} = VBIH(HAB))

Sin embargo, para cualquier elemento homogéneo obtenemos
que -, - 9;) = & — &;, pero como nuestros elementos homogéneos
siempre tienen alguno de los descritos anteriormente, finalmente ob-

{Ell EZ: LERE] En—l} c V grL(HA(B))

Tomando ahora

tenemos que:

Oy x10) + - -+ F i Xndn— B) = 1X1E1 + + - - +igy1XnEn

obtenemos
{81, 82+, &n-1, XnEn} = y/gr-(Ha(B))

por lo que L no es pendiente de nuestro sistema. n

Nos interesaremos ahora por las posibles pendientes del médulo
FH,(B) respecto de la hipersuperficie x, = 0, ya sabemos por la cons-
truccién anterior que nuestro médulo tiene pendientes respecto de
esta hipersuperficie, veamos cual es, sin el cambio y estudiemos tam-
bién las diferentes variedades caracteristicas.
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Lema I11-B.2 m Sea A una matriz de enteros positivos definida por una fila tal que el
mayor de entre ellos no esta repetido y sea B € C. Si consideramos
que en la escritura de A los elementos estan de menor a mayor, enton-
ces la unica posibilidad de pendiente del modulo #,(B) respecto de la
hipersuperficie x, = 0 es la pendiente L, = iy F + (i;y — ix)Va.

Demostracién. Sea L, filtracion respecto de la hipersuperficie x,, = 0, tal
que L; <L,.
Tomando los elementos del ideal térico antes definidos no ho-

mogéneos obtenemos que:

{Eilm’ Eikﬂ Eikﬂ } e grL‘(HA B

7100 MR ' TR VR

de la misma forma que en el lema anterior 6"1(3; ~9,) = §; ~ §;, asf

{Ell EZ! reey En—l} < Vgr’-l (HA(B))

Tomando ahora el L;-simbolo principal del operador que nos completa
es sistema hipergeométrico, obtenemos

{Eli §27 (KRS En—lr xngn} < VgrLl (H, (B))

asi L; no es pendiente de nuestro sistema.

Sea ahora L, filtracién respecto de la hipersuperficie x, = 0 tal
que L, > Lo, y L, # V, ahora consideraremos el siguiente conjunto de
operadores en el ideal torico:

aiz_aix iy _ai L. aik _Alk iga1 _Alk
L T4+l T i+l T ikl RIS AREE Y USSR IR TRREY AT LY [T RNy MRS S

Ademas tomemos los elementos
0102 0jmi=0jis2 == Djiweetjpytl = Ojpneeay 42

01—03 ajl+1 - ajl+3 T ajl"‘" e+l T ajl+' - Hjg 43

01=0j, Ojs1=0jy, = - Ojis - tje#1 = On-1



Capitulo Ill: Sistemas hipergeométricos definidos por una fila __ 57

Es claro que si consideramos el conjunto de exponentes u €
ker(rr) que definen todos los binomios antes descritos del ideal térico,
obtenemos que este conjunto es base como Q-espacio vectorial de
ker(rr). Llamemos C al conjunto de exponentes y calculemos (J¢ :
(@1 - + - 0,)%). Puesto que nuestro ideal I, es homogéneo y J¢ es un
subideal suyo también es homogéneo, por ello podemos usar el lema
I-G.4, considerando 6rdenes adecuados, finalmente:

Je=Uc: @1+ - -0n)7).
Si ahora consideramos los L,-simbolos principales de los ele-
mentos anteriores conseguimos, por una parte:

L8 e r B Ei} < gr2(Hy(B))

ittt

que claramente forman una sucesion regular sobre C[&,,...,&4], si a
continuacion consideramos el elemento 0%2(3; — 9,) = &, - &,, que-
remos ver que si unimos este elemento al conjunto anterior obtene-
mos una sucesion regular, es decir &, — &, no es divisor de cero sobre
ClE,,..., E,,]/(’g”f,‘g’}i,..., E}“ ), pero esto es equivalente a ver

1+ '+jk—2+1,
que no lo es sobre C[&y,...,Enl/G1, &js- -1 Eji+- - - 4jp+1s En)y dOnde cla-

ramente & - &, = —-&,. Si continuamos repitiendo este proceso ob-
tenemos que el siguiente conjunto forma una sucesion regular sobre
ClEy,.--, Enl:

{E'lzy E}?H' cesy §"§+~ g’ EZ‘, 51 -8,81-&,...,851 - Ej“ §j1+l .

J
revy Ejl‘f-l - Ejz!' “rs §j1+' - '+jk_2+1 - §j1+' cetfpat2reces §j1+‘ cobfeatl T §j1+' . '+.jk—l}

Para tomar los L,-simbolos de los restantes generadores de J,
tomamos en primer lugar

GLZ(ajl+' Ctfeatl T a]1+' : '+jk-1+2) = Ejﬁ" st T EJ'H" g1 +2

que claramente no es divisor de cero en el anillo cociente C[&;,..., Exl/]
donde I es el ideal generado por la sucesién regular que hemos descrito
anteriormente.
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Si le afiadimos a I el elemento &j .. .4j,_+1 —&jj+. . .4j,_ +2, Y @hora
consideramos

O 2@ttt = Dty 43) = B iyl = B a3

sobre nuestro anillo tenemos claramente que este elemento que no es
divisor de cero, iterando el proceso sobre los L,-simbolos principales
del resto de generadores de J- obtenemos una sucesion regular y por

ello
ing,(Jo) = €7, §1+1, Ejl+ +jk—2+1,§ w81 -8,81-83...,81 &, -

§j1+1 - §j1+2: ceny §j1+l - Ejzy vy §j1+' s otfpatl T §j1+- st frpt2r -t
i Ejl*" Crtftl T §j1+’ By §j1+' g+l T Ejl*' Cotfeaa#2r

.y §j1+~ e+l T Ejl-l- +_]k

Sabemos que Jc < I4 pero por la condicion sobre los exponente
de los binomios de I, (siempre hay uno en J- que es multiplo suyo)

tenemos que

\/ian(]C) = \/ian(IA) =€ 821 &yt tjpyr Snr

§j1+- st tl T EJ'H" R PRE VIR Ejl"“ el T EJl"' +Jk

Queremos calcular {/grt2(H,(B)) para ver que no es bihomogéneo
y por tanto L, no es pendiente de nuestro sistema, para ello vamos a

ver que gri2(H,(B)) = fin;,(H4(B)), usando el teorema I-H.10, por lo tanto
queremos ver que

O'L?(il(xlal + - +leajl)+ SR +ik+1xnan—ﬂ)=

X &+ - - - +Xx,&)+ -+ -+ Xndn

es una sucesion regular sobre el anillo Cxy,..., Xn, &1,..., Enl/ing, (14),
equivalentemente, podemos ver que es sucesion regular en el anillo

C[xl;---.xm El:---:gn]/ ian(IA)-
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Nota l[I-B.3 =

Teorema I1I-B.4 m

Vamos a ver que nuestro elemento es sucesion regular sobre
el anillo graduado C(xy,..., X»)[E,..., Enl/y/in,,(I4) lo que implicara el
resultado buscado. Para ello utilizaremos el teorema I-H.4, es facil ver
que el ideal ,/in,,(I4) es perfecto (esta generado por n -1 elementos y
su codimension es n — 1), por lo que reduciendo nuestro elemento en
nuestro anillo obtenemos:

il(xlgl + - .. +le§j1)+ R
Xja oy 1 Sje a1 F 0 F X S ) T Ix41Xn&n =
(xfl+' cotfarl T T Xy ‘+jk)§jl+' gt

y conseguimos el resultado buscado.
Por lo tanto:

gr2(Ha(B) = (in, (La), 0*2(i1 %181 + « + + +igy1Xn0n = B))

\erk(Ha(B) =\/\/inL2(IA)y \/i1X1§1 + s+l Xn€n =

(El: ey §j1+- cedfpr Em §j1+- cebfratl T Ej,+- cebfr1+2

creg §j1+~ cetfratl T §j1+- s fir (xj1+- st +l +-- -+ xj1+- . ‘+jk)§jl+- . -+jk_1+1)

que es homogéneo para la filtracion Fy para V,. =

Si A es una matriz de enteros positivos, tal que el mayor de ellos no
esta repetido, y B € C, seguimos la notacion del lema anterior. Usando
la demostracion del lema anterior acabamos de ver que si considera-
mos una pendiente L, > L,, L, # V, entonces:

ChLz(g‘[;x(ﬁ)) = V(El: reey §j1+- -yt Ens Ej,+- cotfeatl T §j1+- e ¥2

o B otgirst = B oo B tirt + 0 F X i B o)

Sea A una matriz de enteros positivos definida por una fila tal que el
mayor de entre ellos no esta repetido y sea B € C. Si consideramos que
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en la escritura de A los elementos estan de menor a mayor, entonces
nuestro médulo H,(B) tiene una pendiente respecto de la hipersuper-
ficie x, =0, es L, = itF + (i1 — i) V.

Demostracién. Ya sabemos que el médulo H4(8) no tiene pendientes
respecto de las hipersuperficies x; = 0 para j < n, ademas en el lema
anterior obtuvimos que la unica posibilidad de pendiente respecto del
hiperplano x, = 0 es la pendiente L,.

Supongamos por tanto que nuestro sistema no tuviese ninguna
pendiente respecto de x, = 0, en este caso la L-variedad caracteristica
queda invariante mediante cambio en la pendiente L. Estudiemos la
F-variedad caracteristica.

Volviendo a la prueba del lema I1I-B.2, si consideramos el con-
junto de operadores:

I i) iz _ai ... iy _ Ak fks1 _alk
02-0" ; 0 .
L7+l T+l T i+l R S SR Y e BV ' TREE Y AT S Y 'S SERE Y M W
51—32 aj1+1 _aj1+2 . aj1+~--+jjk_1+l "aj1+--~+jjk_1+2
51—33 aj1+1 "aj,+3 Tt aj1+-~+jjk_l+1 _aj1+"'+jfk-1+3
01=0j, Oj1=0jusp, =~ -~ Ojite oty +1 = On-1

ya sabemos que generan ker(rr) como Q-espacio vectorial, ademas si
llamamos J¢ al ideal generado por dichos operadores, también obtuvi-

mos en la prueba anterior que
Je=Uc: @1+ -0x)").

Consideremos ahora sus F-simbolos principales, obtenemos el

siguiente conjunto de elementos:

{4 E}i+1:"'l§j1+- it 81 =82 81 = & Gl — Sy i)

que forman una sucesién regular sobre el anillo C[,,..., £,] (de forma
idéntica a la prueba del lema IiI-B.2). Ademas el ideal I que definen -
estos operadores es un ideal perfecto, ya que esta generado por n—1
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elementos y tiene codimension n - 1. Este ideal es graduado, para ver
que
UF(ilxlal + i Xn0n—B) =1 X181 + - - - + Ige1Xn&n

es una sucesion regular en el anillo C[xy,...,Xn, &1,---, Enl/l, nos basta
ver que es una sucesion regular sobre el anillo Clx,, ..., xn, &1,..., E.1/VIL
Veremos que es una sucesion regular en C(xy, ..., Xn)[&1,.-., Enl/V1, para
lo que nos basta ver que la raiz del ideal generado por este elemento
es el ideal maximal del anillo graduado. Nuestro ideal V7 sigue siendo
perfecto y graduado. Es claro que sobre este anillo:
X181+« -« + g1 XnEn = Xn&n,
con lo que obtenemos qhe

grf (Ha(B) = (inp(ly), iX &1 + « = + + g1 XnEn)

\/ng(HA(ﬁ)) = \/(El: ey En—l: ann) = (Eln ceey En-l; Xngn)
Ch (Hu(B)) = V(&L - -, En-1, XnEn)).

Antes obtuvimos que si tenemos una pendiente L, tal que L, >

L, vy L, # V, entonces:
ChLz(g‘[:‘x(ﬁ)) = V(El: eey §j1+- LR N L Em §j1+- et T §j1+- s efy 27

Ty EJ'1+' ot tl T Ejl“" Y (le+‘ il T T X ‘+jk)§jl+' . '+jk—1+1) :
Con lo que es claro que la L-variedad caracteristica no queda invarian-
te. . . »

I11-C SISTEMAS DEFINIDOS POR UNA FILA EN GENERAL

Acabamos nuestro capitulo de sistemas hipergeométricos definidos
por una fila, considerando los sistemas que provienen de ideales toricos
definidos por semigrupos no reducidos, es decir, que la matriz que de-
fine dicho ideal tenga algtin elemento negativo y alguno positivo. Po-
dremos suponer siempre que nuestra matriz tiene mas de dos elemen-
tos, ya que este caso (codimensién uno) ya se estudi6 en el capitulo
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Lemalli-C.1m

anterior. Para estudiar las pendientes en estos casos, en primer lu-
gar supondremos que s6lo tenemos un elemento negativo y todos los
elementos distintos entre si.
Sea la matriz
A=(=ij iy iy - - - ip).
coni; >0ei, <izg < --- <i, Veamos en primer lugar que no hay
ninguna pendiente respecto de las hipersuperficies x; = 0 con j < n.

Sea A una matriz 1 x n de enteros con sélo una componente negativa
que situamos en primera posicién, a continuacién ordenamos el resto
de las posiciones de forma creciente y suponemos que nuestra matriz
no tiene elementos repetidos, sea B € C. Entonces el médulo H,(B) no
tiene pendientes respecto de las hipersuperficies x; = 0 con j < n.

Demostracion. Sea L una filtraciéon cualquiera respecto de la hipersu-
perficie x; = 0, con L # V. Tenemos en I, el siguiente conjunto de

binomios:
fnnil _ in _ai2 s _ Ak in_ ain=l
070, ~1, 05 -0%, 0 -07, ..., 0, , =0, .
si consideramos sus L-simbolos principales obtenemos:

{EIIHE;‘:’ ;"! i;l sy Ei;'—l} [ gI‘L(HA(B))

{Elgm EZ! §3r sens gn—l} < VgrL(HA(B))

Si ahora consideramos el elemento de gri(H,(B)):

por lo tanto:

O'L(-ilxlal +i2X282 4+ - .- +i,,x,,an —B) = _ilxlgl +i2X2§2 + - - - +I‘an§n
obtenemos que
€18n 82,835, Enor, 11 X181 + X285 + - - - +inXp&n) =

=(E18n &2, &3, Enm1, =11 X181 + inXnEn) < \/ETE(HA()).
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Teorema III-C.2 m

Si tomamos el elemento de /gri(H,(B)),
E1(=i1 %1 &) + inXnEn) = —1 X, E} + inXnE1En = {X1 E1, XnEn} € /SIL(HA(B)).

Por lo tanto L no es pendiente del modulo F,(B). a

En estos sistemas solo tenemos una pendiente respecto de los
hiperplanos coordenados, la dada por el operador 82‘_1 - 82’“.

Sea A una matriz 1 x n de enteros con s6lo una componente negativa
que situamos en primera posicion, a continuacién ordenamos el resto
de las posiciones de forma creciente y suponemos que nuestra matriz
no tiene elementos repetidos, sea B € C. Entonces el médulo FH;(B)
tiene una unica pendiente respecto de la hipersuperficie x, = 0, la
definida por la filtracién L, = i, F+ (in — ip—1)Va.

Demostracién. En primer lugar veamos que la unica posible pendiente
es L. SiL; es una filtracion respecto de la hipersuperficie x, = 0 tal que
L, < L, entonces tomando los mismos operadores en el ideal torico
que en la prueba del lema anterior obtenemos que sus L;-simbolos

principales son:
inyil pin ¢ i L
{Elngnly 2"1 3";~--,§,:_1}Cgr l(I_[A(B))
estos elementos forman claramente una sucesion regular en el anillo

C[Elr---: En]

Ademas los exponentes de los operadores del ideal torico ge-
neran ker(1r) como Q-espacio vectorial. El hecho de que halla un expo-
nente u € ker(1) con todas las componentes positivas nos proporciona
que Je=Uc: @, - - - 3,)%), por lo que no tenemos que saturar. De for-
ma idéntica a las pruebas de las secciones anteriores obtenemos que

€18n &2, &35, Eno1) = fing (L4).

Queremos estudiar grLl (H4(B)), para ello usaremos el teorema
[-H.10, es decir queremos ver que el elemento

—i1 X181 + X8 + - - - +inXn&n
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forma una sucesion regular sobre el anillo Clxy,..., Xn, &1,..., &nl/ing, (L4),
veamos que es sucesion regular sobre Clxy,..., Xn, 51,...,§n]/,/in,_l(lA),
con lo que obtendremos el resultado buscado. Si probamos que forma
una sucesion regular sobre C(xy,..., xs)[&1,...,Enl/4/ing (I4), tendremos

que es sucesion regular sobre C[x, £]//ing, (4).

El ideal /in;, (I4) es graduado sobre C(x, ..., X4)[&1,..., Enl. Ade-
mas es un ideal perfecto, ya que esta generado por n — 1 elementos y
tiene codimensiéon n — 1. Por ello, nos basta ver que la raiz del ideal
generado por nuestro elemento es el ideal maximal de nuestro ani-
llo graduado, asi obtendremos el resultado buscado. Sobre el anillo

CX)[E]/4fing, (1y):

—i1 %18y + + - - +inXnEn = ~[1X181 + InXnn

. . . 2 . s : 2
(i1 x181 + inxn&n) = —i1X181,  En(—i1 X181 + inXn&n) = InXn&hn

por lo que

{€1,&n} = \/(—Hxlfl +inXn&n)
ideal maximal sobre el anillo C(x1,..., Xn)[E1, .., Enl/4/ing, (Ta).

Acabamos de obtener que
gr (Ha(B)) = (ing (L), = X1 &1 + - - + + inXnEp)

lo que implica,

Verii(Ha(B) = \/\/inLl(IA); \/('—i1X1§1 + o +inXnEn)

yeri (Ha(B)) = \/‘Exfm 521---,5,1—1,\/(“"1?‘151 +inXnEn)
VErh (Ha(B) = €18n &2, -+, En-1, X181, Xn&n)

ideal homogéneo para las filtraciones F y V,. Ademas obtenemos que

ChF(}l:A(B)) = V(El gm §21 ey En—l: xlEl: xngn) .
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Consideremos ahora una filtracién L, respecto de la hipersu-
perficie x, =0, tal que L, > L, y L, # V, tomemos los elementos dentro
del ideal térico siguientes:

(PR I3 _ iz niy _ i3 inr1 _ aln2nin _ Ain-1
aimiah  — 1,05 —9%,0% —0B,...,3im —gi2gin g,

los exponentes que nos dan estos binomios generan ker(rr) como Q-
espacio vectorial, y como antes, al tener un elemento en ker(r) con to-
das sus componentes positivas no necesitamos saturar nuestro ideal
respecto de 9; - - - d,. Tomando los L,-simbolos principales obtene-
mos: '

ipep Tl i in— i
{EI" lEnl-—l’ 523, vees E,:_sz fn-1}
que son una sucesion regular sobre C[E,,...,&,]. Lo que nos propor-
ciona,

(EIEH—IJ EZ: ) En—Zr En) = ian (IA)-

Como antes, nuestro interés se centra en calcular gri2(H,(B)),
para ello nos basta ver que —i;x;&; + - + - +inXs&n forma una sucesion
regular sobre C[x,,..., Xn, &1,..., Enl/ing, (L4).

En vez de esta condicion podemos ver que es una sucesion re-
gular sobre el anillo C[x,,...,xn, &1,...,Enl/4/in,(I4). Si conseguimos
probar que es sucesion regular sobre C(xy,..., xn)[&1,..., &Enl/y/ing,(14),
esto implicara nuestro resultado.

El ideal /in;,(I,) es graduado, ademas es perfecto por estar ge-
nerado por n—1 elementos y tener codimension n—1. Asi para ver que
nuestro elemento es una sucesién regular nos basta ver que la raiz del
ideal generado por él es el ideal maximal de nuestro anillo graduado.

En el anillo C(x)[&]/,/in.,(I,)

—1 X181+« + « +inXn&n = -1 X181 + In-1Xn-18n-1

. . . 2
E1(=i1x1&1 +in-1Xp-18n21) = —i1 X181,

, . , 2
En-1(—1 X181 + In-1Xn-18n-1) = In-1Xn-18p_1-
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Lema {I-C.3 m

Por lo tanto

gr2(Hu(B)) = (iny, (L), =i, X1 &) + - + - + inXnEn)

Veriz(Ha(B) =\/\/inL2(1A): \/(—i1X1§1 + v« +1nXnn)

Vgrlz(HA(,B) = \/Elgn—l: EZ: seey En—Z: En: \/(—i1X1§1 + inxngn)
Verta(Hu(B) = €18n-1,82,- -+ En-2, & X181, Xn18n1)

ideal homogéneo para las filtraciones Fy V,. Ademas obtenemos que

y asi,

Ch"(Hu(B) = V(E1En-1,E2r -1 Enzs Em X1EL Xn1 Enct)-

Si L, no fuese pendiente de nuestro sistema la L-variedad ca-
racteristica permaneceria invariante para toda pendiente L, lo que cla-

ramente no ocurre. ]

Consideramos ahora matrices sin elementos repetidos, pero de
forma que haya mas de un elemento de cada signo. Si tuviésemos una
matriz con todas las componentes negativas salvo una, multiplicando
toda la matriz por —1 obtenemos una del tipo ya estudiado. Suponga-
mos por tanto que nuestra matriz es

A=(ojt =z -+ =jniviz -+ - im)

conj,>0i,>0yademdsji>j,> - ->jpeij<iz<-- - <ip.

Sea A una matriz 1 X (m+n) de enteros sin términos repetidos ordena-
dos de menor a mayor, sea 8 € C. El moédulo H,(B) no tiene ninguna
pendiente respecto de las hipersuperficies x;=0con 1 <j<n+m.

Demostracién. Sea L una filtracion cualquiera respecto de la hipersu-
perficie x;=0con 1l <j<n+m,yL #V.Si consideramos el siguiente

conjunto de elementos en el ideal térico:

Ja _ah als_ale ... Jn _adna iz _ Aol
a1 az’ az a3’ ’ an—l aﬂ ! an+1 an+2’
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G

n+2 n+3’

Claramente el conjunto de exponentes de los binomios anteriores ge-

i T imaj1
Tt an’:-m—l _an’lrln' almam+n_l'
neran ker(rr) como Q-espacio vectorial, ademas hay un exponente con
todas sus coordenadas positivas, por lo que no necesitamos saturar
respecto del monomio 8, - - - dp4m. Llamemos Jc al ideal generado
por estos operadores en el anillo C[01,..., 0m+nl-

Si consideramos sus L-simbolos principales obtenemos el con-
junto

j j - i i i i j
{Eh’ E132’ Tt E’l," Y Enz1-1’ §n3+2, Tt Er'n"+n—1’ lm r;!+n}
que es una sucesion regular en el anillo C[d;,..., O m+n], por lo tanto,
ji j fn— i i i i j :
(E’ll 321 “ccy E:“" l, §;+11 E,:_'_z; ceey Er’r';+n—1’ lm r:1+n) = lnLUC)-

Por la propiedad de ser nuestro conjunto de exponentes Q-base, tene-
mos que,

(521 §3: ey En: §n+1: §n+21 (R Em+n—1: Elgm-ﬂl) = VlnL(IA)

Nuestro interés se centra en el calculo de gri(Hu(B)), para ello
veamos que el elemento

OL(_jlxlal = = jnXnOn + i1Xn410pe1 + © + ¢ +imXminOmen — B) =

—ix181 =+« —JjnXnEn + 1Xp18na1 + ¢ - ¢+ imXminEman
es una sucesion regular en el anillo C[xy,..., Xm+n, &1, - - -, Emenl/in (4).
Para obtener este resultado nos basta que sea una sucesion regular en
el anillo C[Xy, ..., Xmen, 1. .., Emenl/VINLTy).

Como anteriormente veremos que nuestro elemento forma una
sucesién regular sobre el anillo C(xy, ..., Xmn)[&1s- -+, §m+n]/m, don-
de in,(I,) es un ideal graduado, y perfecto, ya que esta generado por
n —1 elementos y tiene codimension n — 1. Para ver que nuestro ele-
mento es una sucesion regular nos basta ver que la raiz del ideal que
genera es el ideal maximal de nuestro anillo graduado. Sobre el anillo

Cx)[&E)/Vin(ly):

—1X1&1 + + -+ + +imXmenEmen = —1X181 + ImXmenEman
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, , . 2 .
E1(=1X181 + ImXmenEmsn) = —J1X1§1 +imXmsn&1Emen =

{181, XminEmen} < \/(“j1X1§1 + imXmsnSmn)

Asi obtenemos el resultado buscado. Esto implica que

grL(HA(B)) =(in (lx), =1 x:& + - - - + ImXm+nEman)

VErL(Ha(B) = \/\/inLuA), VENKEL + - - -+ imXemenEmen)

VgrL(HA(B)) =(82, 83,4, & Enals Ens2s -+ s Emin15 E18mens X181, XmanEmen).

Este ideal claramente es homogéneo para las filtraciones Fy V;, por lo
tanto L no es pendiente del modulo H,(B). Ademas hemos obtenido

que, en particular,

ChF(-’H:A(ﬂ)) = V(EZ: E3ree s En Enels Enszs oo o Eman=1, E1Emens X1 &1, XmanSman) -

Vamos a ver ahora que estos médulos tienen pendientes res-
pecto de las hipersuperficies x; = 0 y Xn = 0.

Teorema 11I-C.4 m Sea A una matriz 1x(m+n) de enteros sin términos repetidos ordenados
de menor a mayor, con mas de un término de cada signo, sea 8 € C. El
modulo H,(B) tiene una uinica pendiente respecto de la hipersuperficie
x; =0, la definida por la filtraciéon L, = j,F+(j; —j,)V;. Nuestro sistema
tiene una séla pendiente respecto de xm+n = 0, es la definida por la

flltraCl()n Lm+n = im_lF+ (Im - im..l)Vm+n.

Demostracién. Es claro, siguiendo la prueba del lema anterior, que si
consideramos una posible pendiente de nuestro sistema respecto de la
hipersuperficie x, = 0, de forma que L' < L;, entonces no es pendiente

de nuestro modulo y ademas

ChLI(}[A(B)) = V(&Z: §3: ) ‘gm §n+1: §n+2; ceny §m+n—lr §1§m+m XIEI: xm+n§m+n) .
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Consideremos ahora una filtracién L” respecto de la hipersuper-
ficie x; = 0, tal que L" > L; y L" # V, en este caso tomamos el conjunto
de binomios del ideal torico:

Jo_ahv Az _pi2 L L. Jn _ pdn-1 i _ah
al a2’ aZ a3’ ! an—l a" an+1 an+2’
i3 _ i2 . im — ,m— im .]2
an+2 an+3’ an+m 1 an+m’ 0 am+n 1,

que generan ker(rr) como Q-espacio vectorial, llamemos J¢ al ideal que
generan estos operadores. Si tomamos sus L”-simbolos principales ob-
tenemos el conjunto:

{Elzl 321 EI"—X §n+1’ §n+m 1’ 2 nz+m}

que claramente forman una sucesion regular en el anillo C[&,, ..., Em+nl,
por lo tanto

(Ez’ EJH En+1"” §n+m 1’ 12,,. r|2+m)= inL”UC)

como nuestros exponentes generan ker(rr) como Q-espacio vectorial,
obtenemos que;

(El! 53! seey Enl §n+l' [XRY §n+m—l! §2§n+m) = \/inL”(JC) = \/EL”(IA)-

Para calcular gr"”(HA(B)), veamos que el elemento:

n .
o (=1X101 =+ * * —jnXnOn + 1 Xps10ps1 + - - - + imXm+nO m+n — B) =

~j1X1&1 =+ + © —JnXnEn + hXp1Epa1 + - - - + imXm+nEmn

es una sucesion regular en C[Xy, ..., Xm+n &1s- -+ » Em+n)/ina(l4). Para ello

nos basta ver que lo es en el anillo Clxy, ..., Xmsn, E1 - - Emenl/VINTa).
Es suficiente ver que nuestro elemento es sucesién regular en

C(X1,. e, Xman)EL, -, Emen)/\iN(a), donde el ideal +fin () es gradua-

do y perfecto, por lo que nos basta que nuestro elemento genere un

ideal, tal que su raiz sea el ideal maximal del anillo C(X)[E]/y/inp(Ty).
En nuestro anillo:

—1x181 =+ + - —JnXn&n + W Xp1&pe1 + - - - + imXmsnEmen =
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. . , . , 2
= —Jj2X2&2 + ImXmenSmen, Eol—jax282 + ImXmenEmen) = “J2X2§2.
. . . 2
Emin(—J2X282 + imXminEman) = ImXmenSmans

por lo tanto

{282, XminEman} \/(—jzxzfz + imXmenSman)-
Asi obtenemos,

g (Ha(B) = (npplLy), =1 X181 + -+ + + imXoenErman)

\/gr’-"(HA(ﬂ)) = \/\/in,_”(]A), \/(—j1X1§1 + - +imXmenEmen)
y gr'(Ha(B) = €1, 83, -+ -» Eman-1, E2Emens X282, XmenEman)

Este ideal es homogéneo para las filtraciones Fy V, por lo que L”
no es pendiente. Ademas es claro que las L-variedades caracteristicas
sufren cambio al variar la pendiente, por lo que L; es pendiente de
nuestro sistema. Ademas hemos visto que si L” >L; con L" £ V,

ChL”(j'[;x(B)) = V(Elu §3: RN §m+n—1: §2§m+m X2 52: Xm+n§m+n) .

Estudiemos ahora las pendientes de nuestro médulo respecto
de la hipersuperficie Xy, = 0. Como antes, si tomamos una filtracion
L < Lp4n, usando la prueba del lema anterior, obtenemos que,

ChL(j—[;\(ﬁ)) = V(EZI E3l [RRN En; §n+lr §n+2: [ERS §m+n—lr §1§m+m XIEII xm+n§m+")

por lo tanto L no es pendiente de nuestro sistema.

Consideremos ahora una filtracién L' respecto de la hipersu-
perficie Xpm4n = 0, tal que L' > L.y y L # V, tomando el conjunto de
elementos del ideal térico:

Jo_ah Al _ak .. Jn _aln i _ah
al a2’ aZ a3’ ’ an—l a" ’ an+1 an+2’
i _ ia ... im . im-1 im-14.1 —_
an+2 an+3’ ’ an+m—1 an+m' a] am+n_1 1,

este conjunto de exponentes generan ker(rr) como Q-espacio vectorial,
como hay un elemento con todas las componentes positivas no tene-
mos que saturar. Llamemos J al ideal generado por estos elementos.
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Si consideramos sus L’-simbolos principales obtenemos el con-
junto

i jn1 i - imel imo1 )

{Ellr 51321 sy E{: ! gr‘z+1; ey En':.,‘n_z’ gn"-'i-rln' Elm ' r:|+n—l}
que claramente son una sucesién regular sobre C[E,..., Emsnl, Por lo
que

& B By Eln or Bt BT S = 100U0)

por la condicién de generadores de nuestros exponentes,

(52: ESI (R Em §n+lr reey §n+m—2: §n+m, §1§m+n_1) = \/in,_,(_]c) = \/inLl(lA).
Para calcular grL'(HA(B)), veamos que el elemento
OL,(_JIXIal - _jnx"an + i]Xn+1a,,+1 + - - - + ime+nam+n _’B) =

—j1X181 =+ * * —JnXnn + 1 Xp1Snsr + - - - + imXm+nEman

es una sucesion regular en ClXy, ..., Xm+n &1, - -, Em+nl/ing(I4). Para ello

nos basta ver que lo es en el anillo Clxy,..., Xmin, &1, - - - s Emenl/Vinp(ly).
Es suficiente ver que nuestro elemento es sucesion regular en

CXy1, ..., Xmen)[E1L ..., Emsn)/A/inp(Iy), donde el ideal yiny(I,) es graduado
y perfecto, por lo que nos basta que nuestro elemento genere un ideal
tal que su raiz sea el ideal maximal de nuestro anillo graduado.

Asi:

—1X181 — + + - —JjnXn&n + 1 Xpe1Epa + - - - + imXminEmen =

, , ) . L g2
—1X1E + i1 Xmen-1Emen-1,  E1(=1X1E1 + Im-1Xman-1Eman-1) = —1X1 &1,
. . . 2
§m+n—1(—']1x1§1 + Ip-1Xm+n-1 §m+n—1) = lm—lxm+n—1§m+n—1x

por lo tanto,

gr* (Ha(B)) = (inp(ls), =1 X1E1 + + = * + imXmenEmen)

Vet (Ha(B) = \/\/inu(m, JEIxE + - - ¢ F imXmanEmen)
VgrLI(HA(B)) = (52' 53: ey §m+n—21 Em+n§l Em+n—1: X1 El: Xm+n-1 §m+n—1)-
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Nota lI-C.5 m

Este ideal es homogéneo para Fy V, por lo que L' no es pendiente del

modulo, ademas,
ChL’(}[;x(B)) = V(EZ: €3, -1 Eman=2s Emsn&1Emen-1, X181 Xmin-18Emen-1) -

por lo que hay cambio en la L-variedad caracteristica, y Lm.n €s pen-
diente de nuestro modulo. »

Si tenemos una matriz cuyo ideal torico proviene de un semigrupo no
reducido, y con elementos repetidos, utilizando el cambio de variables
de I1I-B podemos reducirlo siempre a uno de los casos anteriores.




CAPITULO IV

Sistemas
hipergeometricos
definidos por dos filas

En este capitulo trataremos el problema del calculo de pendien-
tes en sistemas hipergeométricos definidos por una matriz de enteros
con dos filas. Supondremos que el sistema proviene de un ideal torico
definido por un semigrupo reducido, esto nos proporcionara la ven-
taja de suponer siempre que todos los elementos de nuestra matriz
son positivos o nulos y por lo tanto, que existe una graduacion positi-
va del ideal térico correspondiente. En general, haremos también dos
hipotesis adicionales: (a) todos los menores 2x2 son distintos de cero,
y (b) todos los circuitos son no homogéneos.
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IV-A ECUACIONES DE LA VARIEDAD TORICA

Sea A una matriz de enteros 2 xn con n > 3, ya que el caso 2 x 3 se ha
estudiado en el capitulo II.

ap dp - - din
A= a;; € L.
a1 Az -+ d2n

Podemos identificar cada columna de A con el monomio t%is? del ani-
llo de polinomios de Laurent k[t s, ™}, s7!].
Consideremos el homomorfismo de algebras de semigrupos:

r: Klxy,...,xa] — K[ts 557

X; (s

proveniente del homomorfismo de semigrupos:
! N' — 72
u=(Uy...,un) — Uyay +- - - +Updyp, Udoy + + - - + Upday).
El niucleo de 7r es el ideal térico I, cuya variedad algebraica
asociada W) viene dada por la parametrizacion:

x; =t x, = ¢2572 X, = tTingOn,

Buscamos una nueva parametrizacion de la variedad W) de
forma que todos los elementos de A sean positivos o nulos. Para ello
usamos las ideas de [19]. Representemos sobre R? las columnas de 4, si
consideramos el cono que definen, como suponemos que el ideal térico
proviene de un semigrupo reducido, la condicion (NA) n (-NA) = O,
implica que hay dos columnas que delimitan el cono, que notaremos
a;,a,, y como a; con i = 3,...,n a todas las columnas interiores. Para

todas ellas existen naturales g;, r;, p; tales que:
gia; = ria; + p;a;.

Sea g = m.c.migs,...,qnt Y G = qim;, y reescribamos las expresiones

anteriores:
qa; = nyria; + mpp;as.
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Esto nos permite tomar una nueva parametrizacién de nuestra
variedad:

— gyMntn

x1=ut x; =V x5 =u™BV™P L xy = Um0,

Por lo tanto a partir de ahora podemos suponer que nuestra
matriz tiene todos los elementos naturales y nuestro ideal térico es
graduado para una graduacion (en grados positivos) de K[2].

IV-B POSIBLES PENDIENTES

Hasta ahora la Gnica hipotesis adicional que habiamos tomado era que
nuestro ideal torico provenia de un semigrupo reducido, también va-
mos a suponer, a partir de ahora, no s6lo que nuestra matriz tiene
rango 2, sino que todos los menores 2 x 2 son diferentes de cero.

Puesto que estamos suponiendo que todos los menores 2x2 de
A son diferentes de cero, esto implica que todos los circuitos tienen
tres coordenadas diferentes de cero, y que hay ('3') circuitos.

Si cada columna de A representa un punto de R?, el hecho de
que todos los menores 2 x 2 sean distintos de cero se traduce en que
no hay dos puntos alineados con el origen de R?.

Nuestro interés se centra en el calculo de pendientes, por lo
que suponemos que el sistema que estamos estudiando es irregular,
es decir que el (1,...,1) no estd en el Q-espacio vectorial definido por
las filas de A, o equivalentemente que el ideal torico no es graduado
para la graduacion usual (ver I-H.12).

Cada circuito C no homogéneo, nos describe una pendiente pa-
ra alguna variable, concretamente para aquéllas que estan en el mono-
mio de menor grado. A partir de ahora afitadiremos una nueva hipoétesis,
supondremos no sélo que el sistema es irregular, sino que todos sus
circuitos son no homogéneos, con ello tendremos que las tnicas po-
sibles pendientes de nuestro sistema son las descritas por nuestros
circuitos (ver IV-B.1).



76 Posibles pendientes

Si suponemos que todos los circuitos son no homogéneos, la
representacion de las columnas de A en R® no tiene tres elementos
alineados.

Representemos sobre R? los vectores definidos por las colum-
nas de A, esto nos proporciona un nuevo orden, diferente al dado en
la seccioén IV-A, en nuestras columnas:

Puesto que la columna 2, esta en el cono engendrado por la co-
lumna 1 y cualquier otra columna k eso implica que existen gy, g2, gx €
N tales que

q2(a12, az;) = q1(d11, az1) + GiAyg, Azp),

con lo que tenemos el circuito:

N Ak _ A9
07 9% — 9%,

Proposicion [V-B.1 m Dada A una matriz de enteros 2xn con todos los menores 2x2 distintos
de cero y tal que todos su circuitos son no homogéneos, entonces las
unicas posibles pendientes que puede tener el sistema Hy(B) asociado

son las descritas por los circuitos.

Demostracién. Gracias a la hipotesis, que nos da todos los circuitos no
homogéneos, cada vez que consideremos una filtracion L, que no sea
descrita por ninguno de nuestros circuitos, obtendremos que o (C) es
un monomio para cualquier circuito C.

Hagamos la prueba por induccién sobre el nimero de colum-
nas n. Supongamos en primer lugar que n = 4. Y sea L # V una fil-
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tracion cualquiera no descrita por ningin circuito. Para ver que L no
es pendiente de nuestro sistema nos basta con demostrar usando la
proposiciéon I-D.11 que:

{x181, X2&2, X3&3, X4E4} < /gr(Ha(B)).

Asi supongamos que tenemos la numeracién dada anteriormente. En-
tonces los circuitos son de la forma:

— q174941 q2,1
c; = 3Maf 27

= 129942 _ q32
C; = 99291 K

Por lo tanto, podemos estar, dependiendo de la pendiente L, en una de
los siguientes casos:

= 2,83 € y/gri(HA(B)).

Tomando una forma reducida de A obtenemos los elementos;

anx, &1 +a12x,8; + dy3x3€3 € ygri(Ha(B)),
A22%E + A23X383 + A4X484 € \/ETH(H4(B)),

de forma inmediata {x; 1, &5, &3, X4€4} = y/grH(HA(B)).
» £, 5184 € 4/grl(Ha(B)) (andlogamente para &3, £, &4 € 4/grt(Ha(B))).

Tomando una forma reducida de A obtenemos el elemento:

a11X1 &1 + A12%282 + A14X484 € GIH(HAB)), =
a11X181 +a14X4E4 € \/grH(Ha(B)),

Ei@nxi &y +a1axaEs) = anxi &5 + araxs&184 € y/gri(Ha(B) =
x181 € \gri(Ha(B)) = {x181, &2, X3&3, X484} Vert(Ha(B)).
= £184 € \/grt(Ha(B)).

Tomando el circuito C con soporte en {1, 2, 3}, podemos obte-
ner o-(C) = g6 ol(C) = g%, en el primer caso repetimos

el razonamiento del apartado anterior.
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Si ahora consideramos el circuito C' con soporte en {2, 3, 4},
y si su L-simbolo principal viniese dado por una variable, es
decir oX(C') = Eg“, como antes, seria un caso ya estudiado.
Por lo tanto, el Ginico caso no descrito seria si Cy C' tuvie-
sen sus L-simbolos principales descritos por dos variables, es
decir 0M(C) = E]EP* y o1(C') = ET2 g,

Considerando una forma reducida de A obtenemos los elemen-

anXxi8y +asxz8s +ajxa&y € m,
A21X181 +A22X87 + Ap4X484 € \/m, =
E1(@11X:81 + a13x383 +d14X484) € \/m,
x18) € gri(Ha(B), =
E4(a X181 + Arx285 + Apgx484) € \/m, =
X4&4 € \/M, =
X181, X282, X383, X484} < m-

Supongamos probado el resultado para matrices A con menos
de k columnas. Sea por tanto A una matriz 2 x k. Y sea L # V una
filtracion no proveniente de ninguno de los circuitos descritos por A.

tos

Supongamos que exista un circuito C tal que o*(C) = E?. To-
mamos la submatriz A’ de A, obtenida eliminando la columna i-ésima
de A. Obtenemos que todos los circuitos de A’ lo son también de A,

ademas x;&; € 1/gr-(H,(B)), por lo que

Jert(Ha(B) < \/art(Ha(B)),

por hipétesis de induccién,

X181, X1 &t Xin1 vy - - X Bk} < /BIH(HA(B)),

por lo que, finalmente

{X181,- ., Xk &} = 8rH(HA(B)).
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Estudiemos el caso, por tanto, en que todos los L-simbolos prin-
cipales de nuestros circuitos son monomios dependientes de dos va-
riables. Nos basta tomar, siguiendo nuestra notacion los siguientes

k — 1 circuitos:
— q,173931 _ 7921
C; = al 63 62

C2 - 6?1,2824,2 - agz,z
Ck—l = a‘zl,k-laZk,k-I _ agz,k-l
para los que suponemos que:
O'L(Cl) = Ezl,l Egll, O'L(Cz) — E?x,zg;h,z, s UL(Ck—l) = g‘lh.k-l EZk,k—l.

Mediante una forma reducida de A siempre podemos obtener el

elemento:
anxi & +aisxss + ajaxa8a +... + aXiEx € 8ri(Ha(B)

E1(anx1&1 +ai3xs8s + A1axe&s +... +apXx&y) =

2
an X181 + a13x38183 + a14X45184 + ... + apxi 818k

x181 € y/gri(Ha(B)).

Consideramos ahora la submatriz A’, obtenida al quitarle la pri-
mera columna a A. Tenemos que todos los circuitos de A’ lo son tam-
bién de A, y con la condicién que acabamos de obtener y con nuestra

por lo que,

hipotesis de induccién,

{x282,..., Xy} <« ygrH(H(B))
{181, %282, ..., X Ex} < /8rH(HA(B)).

por lo tanto,
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IV-C TRIANGULACIONES REGULARES

Ejemplo IV-C.1 m

En esta seccion expondremos las ideas de Sturmfels [45], que nos per-
miten determinar los ideales iniciales de un ideal térico.

Sealunidealenk[0y,...,0,] Y sea < un orden monomial, tal que
in<(I) es un ideal monomial. Podemos identificar el conjunto de ceros
de in<()) con un complejo simplicial.

El complejo inicial A<(l), de I respecto de <, es el complejo sim-
plicial sobre el conjunto de vértices{1,..., n}, definido segun la siguien-
te regla: Un subconjunto F = {1,..., n} es cara de A(I), si no hay ningin
polinomio f € I, tal que monomio inicial in<(f) tiene soporte igual a F.
De forma equivalente; A<(l), es el complejo simplicial cuyo ideal de
Stanley-Reisner es el radical de inL()).

Si consideramos un ideal térico I4 definido por una matriz A dxn
con columnas A = {ay,...,a,}. Si o es un subconjunto de A, escribire-
mos pos(o), para describir el cono generado por o. Una triangulacion
de A es una coleccién A de subconjuntos de A, tal que {pos(o) : o € A},
es el conjunto de conos de un abanico simplicial cuyo soporte es igual
a pos(A).

Identificaremos nuestro conjunto A = {a;,...,a,} < z4 con el

conjunto de indices {1,..., n}.

Consideremos la matriz

{3 2 10
A=
(2337

entonces tenemos cuatro triangulaciones:

Al = {{1,2}{2,3}13, 4}
A% = {1,2},{2, 4}

A = {{1,3}13,4}

A* = {{1,4}8
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Ejemplo IV-C.2 m

Teorema IV-C.3 m

Si consideramos w € R" un vector genérico, éste define una
triangulacién A, de la siguiente forma: Un subconjunto {ij,..., i;} es
cara de Ay, si existe un vector ¢ =(cy,...,Cy) € R4 tal que

a;j-€C = wj si je{il,...,ir}
aj-c < w; si jg{i,..., 0}

Una triangulacién A de A se dice regular si A = A, para algiun
w e R,

Una triangulacion regular A, se puede construir geométrica-
mente:

» Usando las coordenadas de w como alturas, elevamos la confi-
guracion de A a una dimensién mayor. Consideramos la nueva
configuracion A = {(a;, w,),..., @n, wn)} < RA.

= Las“caras bajas” del cono pos(ﬁ) forman un complejo poliedral
de dimension d. (Diremos que una cara es “baja” si su vector
normal tiene la Gltima coordenada negativa). Finalmente, la
triangulacién A, es la imagen de este complejo mediante la
proyeccion sobre las primeras d coordenadas.

Si volvemos a nuestro ejemplo IV-C.1, vemos que todas sus triangula-
ciones son regulares:

1 2 3 4
A =Ag001p A =Dpony A =D80101 A =B801,1,0r

Sin embargo existen triangulaciones que no son regulares.

El resultado principal, cuya prueba la encontramos en [45], es
el siguiente:

Las triangulaciones regulares de A, son los complejos iniciales del ideal
toérico I4. Mas concretamente, si w € R, representa un orden mono-
mial < para I, entonces A<(ly) = Ay.
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Corolario IV-C.4 m Para w € R?, genérico, el radical del ideal inicial de I, es igual a

Ving(ly) = (0,0 - - - 0; : {i1,Ip,...,Is} es no-cara minimal de Ag)
(©i:igo)

0€Ay

IV-D TRIANGULACIONES Y PENDIENTES

En primer lugar, nos centraremos en un caso ya conocido, el caso de
matrices 2x3, utilizando el hecho de que conocemaos el ideal térico que
define (que es principal), y usando los resultados de triangulaciones
regulares sobre éstos, obtendremos una condicién geométrica sobre
la representacion de las columnas de A, para determinar el F-simbolo
principal de un circuito. A partir de esto encontraremos una condicién
que nos determinara con respecto a qué hipersuperficies x; = 0, no hay
pendientes.

Consideremos una matriz 2 X 3, de rango 2, con todos los me-
nores 2 x 2 distintos de cero. Sabemos que siempre podemos suponer
que los elementos de A son positivos, usando nuestra construcccion,
incluso podemos tomar dos de ellos sobre los ejes coordenados. Su-
pongamos que tenemos una configuraciéon de la forma:

dz

Nuestros puntos no estan alineados ya que estamos conside-
rando que el sistema no es regular. Si estamos interesados en calcular
ing,11y(Ia), utilizando las triangulaciones regulares definidas anterior-
mente, tenemos que considerar el cono generado por los elementos
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{(a;1,0, 1), (@y2, az2, 1), (0, a»3, 1)}, que por la forma que hemos tomado
nuestra configuracion nos proporciona, la siguiente figura:

'
1
'
'
7
.
4
/
™ 1 3
. v 2
s
. s
\ I
SEE
~ 0
Sl

Claramente, sus “caras bajas” son dos, la definida por {1, 2} y la
definida por {2, 3}, por lo tanto usando el corolario IV-C.4, obtenemos

que, en este caso:

Ving,pUa) = ©@1)N(03) = (2103

Es claro que el ideal térico estd generado por un binomio de la
forma I, = (8‘1718‘;3 —agZ), acabamos de obtener una configuracién sobre
R? que nos proporciona la condicién g; +4g3 > g»-

Si consideramos ahora que nuestra matriz tiene una configura-
cion de la forma:

03
A

.
>

01

De la misma forma que antes obtenemos un nuevo cono sobre
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Ahora es claro que so6lo tenemos una “cara baja”, la definida por
{1, 3}, por lo que utilizando de nuevo el corolario IV-C.4, en este caso

tenemos que

ing,,1(la) =(02).

Si el ideal torico esta generado por un elemento I, = (6‘1713‘;3 -
8‘272), nuestra configuracion implica que g, > g, +g3.

Por lo tanto acabamos de obtener, un resultado general para
ideales toricos definidos por matrices con dos filas con todos sus me-
nores 2 x 2 distintos de cero. Si tenemos un circuito definido por co-
lumnas i < j < k ordenadas como antes, si el convexo definido por
estas columnas vy el punto (0, 0), tiene tres caras, entonces este circui-
to B?fazk - ajf, verifica que: g; + g, < gq;. Sin embargo, si este convexo
tiene cuatro caras, entonces este circuito verifica que g; + g, > q;.

A partir de ahora, notaremos I, a la envolvente convexa del con-
junto formado por las columnas de A y el punto (0, 0). Cambiaremos
de nuevo la numeracion de las variables, dando los primeros indices
a los vértices de I, definidos por las columnas de A, siguiendo el mis-
mos orden entre ellos que antes, a continuaciéon numeraremos con un
orden arbitrario todas las columnas que quedan en el interior deT.
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Proposicion IV-D.1 m Sea A una matriz de enteros positivos 2 xn con todos los menores 2x2
distintos de cero, y tal que todos sus circuitos sean no homogéneos
para la graduacién usual, y sea 8 € C%. Consideramos el convexo I
supongamos que este convexo tiene k + 1 vértices, incluido el (0, 0),
numeremos los vértices provenientes de las columnas de A como las
k primeras variables, entonces el sistema Hy(B) no tiene pendientes
respecto de la hipersuperficie x; = 0, con j > k.

Demostracién. Sea L # V una filtracién cualquiera, respecto de la hiper-
superficie x; = 0, con j > k. Puesto que la columna j-ésima es interior a
I, existen dos vértices consecutivos r, ¥ + 1 del convexo de forma que
nos proporcionan un circuito:

ofrg — 8;_”, con g;> qr +qra1-

Por lo tanto

oH@¥% ~0%) = EY, = E; € \gr(Ha(B)).

Notamos A’ a la submatriz de A obtenida al quitarle la columna
Jj-ésima. Puesto que L es una filtracion respecto de la hipersuperfi-
cie x; = 0, la restriccién de L al sistema Ha(B) es la filtracion F. F no
es una pendiente definida por ningtn circuito, ya que todos son no
homogéneos, por lo que usando la prueba de la proposicién IV-B.1,
tenemos que:

X180+ Xj-1Eo1, X1 8t - - - » XnEn} < 8T (Ha(B)).

Con la condicion anterior obtenemos que:

JerF(Ha(B) < y/grt(Ha(B).

Asi:
X181 X181, i X1 Ejats - - -» XnEn} © yETHHA(B))

y por lo tanto L no es pendiente del modulo Hy(B). "
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Ahora nos interesamos por las pendientes de nuestro sistema.
Ya sabemos que las columnas interiores a I' no definen pendientes de
nuestro modulo. Para buscar las pendientes veamos en primer lugar
como es Chf(H,(B)).

Proposicién IV-D.2 m Sea A una matriz de enteros positivos 2xn con todos los menores 2 x2
distintos de cero, y tal que todos sus circuitos sean no homogéneos
para la graduaciéon usual, y sea § € C?. Consideramos el convexo I’
supongamos que este convexo tiene k + 1 vértices, incluido el (0, 0),
numeremos los vértices provenientes de las columnas de A como las
k primeras variables. Entonces:

ChF(g-[;l(ﬁ)) = V(((§3’ sy En) N (Ell §41 reey Erl) N (El: §21 Es: [ERD) En)n

o NChe s Sk Skt En)) + (181, -, XnEn)) =
V(§l§3t 51541"'! Elgkl §2§41 EZES!“'! §2§kl'--:
coos Ex28k Eiats - En X181, -5 Xk Ex)

.....

Q

%

0

N
\i
N
N

§\\\\\\\\ \\

Si queremos calcular Ay, con w =(1,..., 1), considerariamos el
cono en R definido por los puntos (a;3, 0, 1), (412, azy, 1), ..., (0, Aoy, 1), ...,
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(ain, azp, 1), todos ellos sobre el mismo plano z = 1, cuyo corte nos pro-

porcionaria la figura:
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Queremos determinar cuales seran las “caras bajas” del cono

antes definido, la figura anterior nos define todas las caras, y por su

situacion con respecto al punto (0, 0, 0), nos proporciona que las “caras

bajas” son las descritas por:

Esto es, las “caras bajas” corresponden a las caras que no con-
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tienen al (0, 0) de I'. Es decir:

Nos interesamos por el calculo de la F-variedad caracteristica
del sistema Hy(B), para ello vamos a usar el teorema I-H.10. Quere-
mos demostrar que los elementos dados por las filas de A forman una
sucesion regular sobre el anillo Clx,, ..., xn, ..., Enl/ing(ly). Si forma-
sen una sucesion regular sobre el anillo C[xy, ..., X, £, ..., £x1/vinFTs),
obtendriamos el resultado buscado. Incluso si vemos que son una su-
cesion regular sobre C(x,, ..., x,)[E1, ..., £,]/4/inf(,) nos bastaria.

Veamos en primer lugar que el anillo C[E,,..., ,)//ing0,), es
Cohen-Macaulay, lo que equivale a ver que el ideal Ving(I,) es perfecto,
para ello usaremos la proposicion I-H.6.

Haremos la prueba por inducciéon. Es claro, que los ideales
(§3,..-,&n) Y (E1,&4,-.., En) son perfectos sobre el anillo ClE:1,...,&n], ya
que estan generados por sucesiones regulares. Ademas

codim((&s, ..., 5n)) = codim((,&y,...,En) =n—2,

Claramente (53: sy En) ¢ (§1, §4I ey En), Y (Elr §4: seey En) é (EE}! ey En) El

ideal:

(53:'--:En)+(§ll§4t'--7§n)=(§17§3"-'l§n)

es evidentemente perfecto, por estar generado por una sucesion regu-
lar y tiene codimensioén n—1 es decir codim(&s, ..., &n)+1, por lo tanto:
la interseccién de estos ideales es perfecto, y ademas

Codim((§3, feey En) N (EI, §4, ceey EH)) =pn-2.
Supongamos ahora que el ideal

(537-'”5")n(El:E‘ir"'rgn)n T n(glr---:Ej—l:§j+2:---1§n)
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es perfecto y de codimension n — 2.
Vamos a probar que

(§3x---:§n)n(§1:§4;---,§n)n st n(glr---:Ej—l:§j+2n---n§n)n
n(gll"'!.&j! §j+3:---:§n)-

es perfecto y de codimensién n-2. Acabamos de ver que la interseccion
de los j primeros ideales es un ideal perfecto y de codimension n ~ 2.
Igual que antes, (§i,...,&, Ej3,...,&n) €s perfecto por estar generado
por una sucesion regular y su codimensién es n — 2. Ademas

£ ¢ (s B NELEaeas B0 - 0B Bt Bz En))

2 € C1rensEjp Ejazs-e s En)

por lo que estamos en las hipotesis de la proposicién I-H.6.
Si estudiamos la suma de estos dos ideales obtenemos:

((§3"",§n)n(Ell§4l""§n)n st n(glx---:Ej—1:§j+2:---:§n))+

+(§l! ey Ejl §j+31 ey En) =
(Ell ey Ejl §j+21 veey En)

Este ideal es perfecto y su codimensién es n—1, por lo que obtenemos
el resultado buscado.

Es claro que el anillo C(xy, ..., xn)[&1,-.., E,,]/\/i—ERIA—) es un ideal
graduado, acabamos de ver que es Cohen-Macaulay, para ver que los F-
simbolos principales de elementos generados por las filas de A forman
una sucesion sobre este anillo nos basta ver:

\/(allxlgl ++ o+ +AipXnEn, A2 X181 + ¢ ¢ - +d2pXnEn) =M

donde m representa el ideal maximal de nuestro anillo graduado, pero
precisamente en la prueba de la proposicién IV-B.1 obtuvimos que

{XIEII LR xngn} < \/(AXE) + v inF(IA)
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Teorema IV-D.3 m

donde
AXE)=(anxi&1 + - + « +A1pXnn, Ap X &1 + - - - + A2pXn&n)

es claro que (0,...,0) € VIAXE), por lo que no es el total, y asi obtene-
mos el resultado buscado. Por lo tanto

gt (Ha(B)) = inp(I,) + (AXE).

Para determinar la F-variedad caracteristica:

VEr(HaB) = |ins(hy) + laxg)

\/ng(HA(B)) = \/((53! ey En) N (Ell §41 ey En) N (Elr EZI ES! sres gn)n

© N & 8o Eraty e -0 En)) + JAXE.
VB HAB) = (s E) N 1B, E) 0 (B B B, ., Bl
NGy Eez B, En) + (E L, aE).
Por lo tanto usando el corolario 1V-C.4:

ChA(HAB) = V(§,E3, E1Es..., E18k §254, 8285, B2, -,
ey Ek«zgkl §k+l' rees Em xlglx Ty xkgk)'

Centrémonos en el calculo de pendientes para las hipersuper-
ficies x; = 0 con j < k. Empecemos con x; =0.

Sea A una matriz de enteros positivos 2xn con todos los menores 2 x 2
distintos de cero, y tal que todos sus circuitos sean no homogéneos
para la graduacién usual, y sea 8 € C?. Consideramos el convexo I
Supongamos que este convexo tiene k + 1 vértices, incluido el (0, 0),
numeremos los vértices provenientes de las columnas de A como las
k primeras variables.
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Entonces existe alguna pendiente respecto de la hipersuperficie
X, = 0 si y s6lo si existe alguna columna de A que se situe entre la
primera y la segunda columna (con el orden descrito en la seccién IV-
B).

En las condiciones anteriores, consideramos el convexo I, en-
volvente convexa de (0, 0) y todas las columnas de A salvo la primera.
Cada cara de I, {j, h}, que no lo sea de I' y que no contenga a (0, 0),
nos proporciona un circuito que describe una pendiente respecto de
x; = 0. Y no hay mas pendientes respecto de x; = 0.

Demostracién. Antes vimos que cuando consideramos la filtracién F,
esto se corresporidia en el ideal torico con el estudio de ing,_1y([a).

Si tenemos una pendiente cualquiera L = pF + gV respecto de
la hipersuperficie x; = 0, entonces tenemos que considerar el ideal
inicial ing,,, p, ) (4). Para estudiar estos ideales iniciales usando trian-
gulaciones regulares, lo que haremos sera dejar fijas las coordenadas
distintas de 1, es decir, considerar el cono generado por (a;; az;, 1) y
al punto correspondiente a la primera columna darle altura 3‘3;-‘1.

Supongamos que no existe ninguna columna de A de forma que
se sitle entre las columnas 1 y 2, en este caso dada L = pF+qV filtracién
respecto de x; = 0, considerariamos la triangulacion dada por:

p+q
z==
j p

z=1

Por lo que claramente, para todo p, g € N obtenemos:

Apap..n = Bq,..n =L 24{2,3}..., (k=1L k}}
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Asi tenemos que

\/in(l,...,l)(lA) = \/in(p+q,p ..... p)(IA)'

Por todo esto, repitiendo la prueba de la proposicion IV-D.2, no hay
cambio en la L-variedad caracteristica por lo que no hay pendientes
respecto de la hipersuperficie x; = 0.

Supongamos ahora que tenemos un unico elemento entre las
columnas 1 y 2, al que notaremos j. Lo que implicaria que I" tiene a
la cara {2, j}, que no lo es de I, y no contiene al (0, 0). Veamos que en
este caso nuestro sistema tiene la pendiente para x; = 0 descrita por
el circuito en las va}iables {1, 2, j}.

Por nuestras hipétesis esto significa que existe un elemento en
el ideal torico de la forma:

0707 ~07, aqi+dz<a;

Si suponemos que los elementos de nuestra matriz verifican

que a,14,; —a;»d,; < 0. Entonces, teniendo en cuenta que:

aj; 4djy dapy ayj a; a2

q = qj=-—

dzy dyj ap; dyj ap; dp;

Es sencillo ver que si consideramos el cono generado por los
elementos (a;, 53, ﬂL;lf’i), (ayz, az, 1),...,(ayp, az,, 1), entonces tenemos
a(0,0,0), (a1, az, %_:7—2), (@12, Az, 1) y (a4, a3, 1) sobre un mismo plano.

Si la matriz A verificase la condicién ay;a,, —a;2a,; > 0, en ese

caso tenemos

aypy Ay ay aij ay dp

qi =-— q2 = qj=

azy dpzz

dzy; Qpj az)y dpj

y obtenemos que (0, 0, 0), (a1, a1, %_Iﬂ), (@y2, A2, 1),...,(@1p, A2p, 1), €Stan
apoyados en un mismo plano.

Si llamamos L, = q,F +(q; — g1 — g2)V, filtracién respecto de la
hipersuperficie x; = 0, es claro que esta filtracion restringida al anillo
C[E;,..., Exl, no nos proporciona un ideal monomial. Pero de la misma
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forma que antes es facil ver que si L < L;, y notamos w al vector en
R", que denota el orden monomial definido por L, tenemos que j es
interior al cono definido:

/

Asi obtenemos:

Si tomamos ahora L' > L;, y notamos w'’ al vector de R" que
representa la restriccion de L' al anillo conmutativo, en este caso tene-
mos de nuevo un ideal inicial monomial. Si consideramos la triangu-
lacién que este orden nos proporciona para el ideal térico, obtenemos

Es decir

Aw' = {{]-,J}; UJ 2}1 {2; 3}r tey {k - 1, k}}l
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por lo tanto

Vinw’(lA) = (EZ: 531'- L) Ej—ll §j+lr" L] En) N (El: E?ﬂ LX) Ej—ll §j+ll- ey En)ﬂ
n(§1,§4,...,§n)ﬂ st ﬁ(El,...,Ek_z,§k+1,...,§,,).

Analogamente a la proposicién IV-D.2 se prueba que este ideal
es perfecto. Queremos estudiar la I/-variedad caracteristica del sis-
tema Hy(B), para ello veamos, como en la prueba de IV-D.2, que los
elementos dados por las filas de A son una sucesién regular sobre el
anillo graduado C(xy, ..., xx)[E},. .., Exl/v/inp(Ty), siguiendo la demostra-
cidn de la proposicién IV-B.1, tenemos que

X181,..., xnEn} \/<Ax‘§) +4/iny(ly)

- que generan el ideal maximal del anillo graduado C)IE)/VinL(I,), por

lo que obtenemos que
gt (Ha(B)) = iny (1) +(AxE),

repitiendo el proceso de la demostracién de la proposicién IV-D.2, ob-

tenemos

VeI (Ha(B) = (5152.---, 5180 &83, .-, Ei8k E284y ..., ExEp. .,

coor &k 28k Satr -y &1 &l s En X1 &1, - -, X ngj):
ChE LB = V(E1Ear- BB EEs, o, BB Eoa ) s,
s &k28l Epat e &l Bt Em X0 ELL L, X B Xjfj)-

Es evidente que las variedades caracteristicas han variado con
las filtraciones, por lo que L; describe una pendiente de nuestro siste-
ma.

Si tuviésemos alguna columna, entre 1 y 2, de forma que fuese
interior al convexo I, es claro que toda la prueba anterior es valida, y
que por tanto este elemento no proporcionaria ningtin cambio en los
calculos de las L-variedades caracteristicas, por lo que no proporciona
ninguna pendiente respecto de x; = 0.
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Supongamos ahora que el convexo I’ tenga mas de una cara no
contenida en I, que no contenga a (0, 0). Para simplificar la notacion
consideremos que los vértices de I” estan numerados de forma conse-
cutiva, siendo j el més cercano a 2 y notemos j+ m al ultimo de estos
vértices.

Fijada esta notacion, nuestro objetivo es probar que dada una
cara de I, {r,r + 1} que no contenga a (0, 0) y que esté situada entre
(0,0) y 2, entonces, el circuito con soporte en las variables {1,r,r + 1}
describe una pendiente respecto de la hipersuperficie x; = 0, que es
pendiente de nuestro sistema. .

Si tenemos la configuracion:

G

Ojs1

0 Jj+m
— -

01

En I, existen elementos de la forma:

_ q1,1 792, 4qj,
Q = 010" = 9%, dj1 > q1,1 a2
= q1294j2 qj+1,2
Q, = 0, 8j’ - ajfl , qjs1,2 > d1,2 T 4j2
Qm = 341,m+1a‘1j+m—2,m+1 _ aqj+m-1,m+l . > +4d;
+1= 0] 2 jem—1 7 dirm-Lmsl di,m+1 T qjrm-2,m+1-

Donde g;; son naturales que se definen como menores de A, de forma
analoga al caso con s6lo un nuevo vértice.

A continuacién veamos que las pendientes que describen su-
cesivamente estos elementos respecto de la hipersuperficie x; = 0,
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forman una sucesion creciente.
Dados dos elementos consecutivos de entre los anteriores, eli-
minando la primera coordenada obtenemos nuevo elemento de ker(m):

(O: L) O, ql,r+lqj+r—2,r: —q1,r+1 Qj+r—1,r —q1,r9j+r-1,r+1 41,rj+r,r+1, O: [ERY O),

RN 7 -
" "\~ '

JHr-2 J4r-1 JHr
que nos proporciona un elemento del ideal torico, que por la forma de
la configuracion es de la forma:

Ar,r+1Gjer-2,r 3 41,rDj4rr+l A1,r61 Djr-1,r 1, r Qjtr-1,r41
0 0’ -0
JHr-2 J+r Jr=1 ’

con
A1,r+19jsr-1,r T A1rGj4r-1,r41 < ALre19jsr-2,r T G119 j4r,r+1
y esta condicion equivale a
qir d1,r+1

< s
Avr H Gjer-2r ~Yjsr-1r AL+l T djsr-1,r+1 =~ Gjsrr+l

es decir, que la pendiente, respecto de x; = 0 definida por Q, es menor
que la definida por Q4.

A partir de ahora, notaremos L; a la filtracion respecto de la
hipersuperficie x; = 0, que nos proporciona el operador Q;, es decir,

Ly =g, ,F+(q;; —q11 ~q21)V

Li=q1iF +(Guic1,i = q1,i = Qi )V, 12 2.

También notaremos w; a los vectores de R” que nos describen la res-
triccion de dichas filtraciones al anillo conmutativo C[E], es decir,

w; = (qj,l -qd21,911,---.91,1) Y W;= (qj+i—-1,i_qj+i—2,i:ql,i:---:q1,i) i22.

Nuestro interés se centra en demostrar que las pendientes definidas
por las filtraciones L; son pendientes del sistema hipergeométrico. Pa-
ra ello estudiaremos las triangulaciones regulares de A. Las diferentes
alturas que tomaremos las notaremos:

s = dj1 — 4921 = hy, _ djri-1,i — qjri-2,i
di11 ai,i
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Gracias a la proposicion 1V-D.2, sabemos que

ChF(g-[;Q(B)) = V(((§3’ rees En) n (El! §4r ey En) N (El: EZ’ ES: ey En)n
© N Ereeeys Ek2s Ekrtr -2 En)) (X181, -, XnEn)) =

V(§1§31 §l§41"-: glgk' 5254: EZES!"'! §2§k:---r
coer Ex28ko Ekals s Em X1 E1h -, XucEi)
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y siguiendo la misma idea, que cuando sélo teniamos una columna

entre la primera y la segunda, obtenemos que no hay ningin cambio

en la variedad caracteristica si no sobrepasamos la altura z = h;.

Si tenemos una filtracion L' talque L; < L’ < L,, y sea w’ el vector

de R” que denota este orden sobre el anillo conmutativo C[E], en este

caso si i > 2, tenemos que:

3 N,indjvi-2i _ 3 Aj+i-Liy o _Edj+i~Li
m‘“'(al 0 =2 aj+i—1) il

Por lo tanto, para toda esta familia de filtraciones los puntos corres-

pondientes a las columnas j + 1,...,j + m son interiores al cono. Te-
nemos, por tanto, el mismo ideal perfecto que antes, y los elementos

proporcionados por las filas de A son una sucesion regular sobre el

anillo.
Por lo tanto, tenemos que:

ChLI(}lA(B)) = ‘Y(EI_EZI cens Elgkl §j§3l seey Ejgk' §2§41 rees §2§k1 “eey

oo Ek-28k Ekalr - §j—1, §j+l: e Em X181, Xk Xj§j: )

Claramente la variedad caracteristica ha cambiado, por lo que

L, es pendiente de nuestro sistema.

Demostraremos el enunciado por induccién. Supongamos que

todas las filtraciones L, con p < r definen pendientes de nuestro siste-

ma y que si L es una filtracion tal que L,_; <L <L,conp<r,y w es el

vector que representa dicho orden sobre el anillo conmutativo:

V inw(IA) = (El §j+p—3l reey El Ej: El EZI s El Ekl §j+p—2§j+p—4' ey §j+p—2 EJJ
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§j+p—-2 EZ! crey §j+p—2 Ekl §j+p—3 §j+p-51 seey Ek-z Ek: §k+ll ey Ej—ll §j+p-ll LR Eﬂ)

Y
Ch*(H,(B)) = V(§1§j+p—3l 0 818, 8182, 818k Ejip28jap-as - -

coes Eup28j Ejrp-2821+ s Ejap-28ks Sjap-35jap=51- -+ Ek-25ks
§k+lr (AR Ej—lr Ej-fp—ll erey Em xlgl! X2§2, LER] ngk, ijj: srey Xj+p—-2§j+p—2) -

Queremos probar que L, define una pendiente del sistema hi-
pergeométrico respecto de x; = 0. Por hipotesis de induccion tenemos
que si L’ es una filtraciéon tal que L,_; < L' < L, y w' es el vector que nos
da este orden en el anillo conmutativo, entonces:

Ving(la) = (§1§j+r-3: 18185 8182, .0 E18k Ejar—28jrats s Sjar—28)

Eitr—2820 -1 Ejar28kr Sjar-38jarss v s Ek28ks Ekalr s Ejls Ejar=lsv s En)
Y
Ch (HA(B)) = V(§1§j+r—3, 0 818581820+, 818k Ejur—28jrr—as - -
cors Ejir28 Ejrr282 - o1 Ejar-28k Ejur-38jr-ss - s Ex-28ks
Ekalrr -1 5jls Ejprmtre s Em X180, X282, o, X8k X,Eji o - Xj+r—2§j+r-2)-

Si tomamos la altura z, ésta nos proporciona un plano que con-
tiene a la vez al origen, a los puntos dados por las columnas 1, j+r—2
y j+r—1. Si consideramos L” tal que L, < L" < L,,;, y notamos w"
al vector que nos da el orden en el anillo conmutativo, de la misma
forma que en la prueba de la proposicion 1V-D.2 obtendremos que:

Ving(ls) = (§1§j+r—2. E18r-3--, 8185 8182, 818k Ejar-1&jar-3:+ - -5 Ejar1 s
§j+r—1§2’ LR §j+r—l§k) §j+r—-2€j+r—4: rey gk—ngl §k+ll T Ej—ll §j+pl resy En)

que es, claramente, un ideal perfecto. Nos basta repetir {a prueba de
la proposiciéon 1V-D.2.

Ademas los elementos del sistema dados por las filas de A for-
man una sucesion regular por lo tanto:

Ch'(Ha(B)) = V(§1§j+r—2: E18jer3r- 8185 8182+, 818k Ejrr-1Ejur-30- -
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Nota IV-D.4 m

Teorema IV-D.5 m

oes Siar1&j Ejr-182s -+ o jur1Ekr Sjrr—28jur—ts o1 Ex-281s

Ekalrenes Ej—l: §j+pr v Em X181, X282, -1, Xk ijj: vany Xj+p—1§j+p—1) .
Claramente tenemos de nuevo un cambio en la L-variedad caracteristica,
por lo tanto L, es pendiente de nuestro sistema. ™

En el teorema anterior hemos estudiado las pendientes del sistema hi-
pergeométrico respecto de la hipersuperficie x; = 0, que corresponde
al primer vértice del convexo I'. Este resultado también nos describe
las pendientes del sistema con respecto a la hipersuperficie x, = 0, es
decir, el ultimo vértice del convexo I. Siguiendo la prueba del resulta-
do anterior, es claro, que si no hay ninguna columna entre la (k - 1)-
ésimay la k-ésima, entonces no hay pendientes respecto de la hipersu-
perficie x; = 0. Si hay alguna columna de esta forma, nos basta tomar
el convexo I formado por las columnas de A, salvo la k-ésima y el ori-
gen, cada cara de [ que no contenga al origen y no sea cara de I', nos
proporciona una pendiente del sistema respecto de x; = 0.

Nos quedan por determinar las pendientes del sistema Hu(B)
respecto de las hipersuperficies x; = 0 con 1 < j < k. En este caso, siem-
pre tendremos pendientes, la mayor diferencia con el caso anterior,
sera que cada nueva cara no proporciona necesariamente pendientes
diferentes.

Sea A una matriz de enteros positivos 2 xn con todos los menores 2 x2
distintos de cero, y tal que todos sus circuitos sean no homogéneos
para la graduacién usual, y sea B € C*>. Consideramos el convexo T,
supongamos que este convexo tiene k + 1 vértices, incluido el (0, 0),
numeremos los vértices provenientes de las columnas de A como las
k primeras variables.

Siempre existen pendientes respecto de la hipersuperficie x; = 0
conl < j < k. Consideramos el convexo I, envolvente convexa de (0, 0)
y todas las columnas de A salvo la j-ésima. Cada cara de I, {r, h}, que
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no lo sea de I, nos proporciona un circuito que describe una pendiente
respecto de x; = 0, y son las unicas.

Demostracion. Fijamos a partir de ahora el indice j, 1 < j < k. Vamos a
estudiar las pendientes del sistema Hy(p) respecto de x; = 0.

Consideraremos en primer lugar que [’ no tiene vértices que
no lo sean de I', en este caso la tinica cara de I que no es cara de
I es la formada por {j — 1,j + 1}. Queremos probar que la pendiente
respecto de la variable j-ésima definida por el circuito en {j—1,j, j+ 1},
es pendiente de nuestro sistema. Sabemos, gracias a la proposicién
IV-D.2 que la F-variedad caracteristica viene dada por:

ChA(H(B) = V(E1E3, E1&4, .-, E1Ek E2Bar E2Esre s B2
LR Ek-ZEkl §k+11 LRy Enr X1§1,- ) xkgk)'

Veamos cOmo cambia la variedad caracteristica al variar la filtracion
respecto de la hipersuperficie x; = 0.
Por la disposicién de dichos vértices tenemos un circuito de la
forma:
dji-134+1 __ A49; . . .
aj—l aj+1 aj y Gj-1t 41 >4

Si suponemos que A verifica ay;a,;1 — ay+142; > 0, entonces:

ay; Ayl ayi-1 dijn

i

41 = i+l =

a1 Ay l

dzj-1 Az

ayj azj“‘. | Azj-1 Azj41-
Si consideramos el cono generado por los elementos
dj-1 +qdjs1
(0,0,0), (ayy,az, 1),..., (@3-, a1, 1), (ayj, azj, —),
4aj
(A1, 21 1)y ooy (@yn, dops 1),

tenemos que los puntos
dj-1 + g0

J

(Ol Oy 0): (alj—lr a2j—ll ]-); (aljl aZjl ) V4 (alj+li a2j+1; 1)

estan situados sobre un mismo plano.
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Si la matriz A verifica a,;aj.1 — d1j+142; < 0, entonces:

ayj-1 Aijel

_ ay; diq
qj-1 =~
ayj dzjn

dzj-1  Azjs1
y de nuevo tenemos que si tomamos el cono generado por los mismos

elementos, los puntos:
dj-1 +qj1
————) ¥ (ayjs1, G241, 1)

(0,0,0), (ayj-1,azj-1, 1), (a1, azp
dj
siguen situados sobre un mismo plano.
Si llamamos L, = g;F +(qj-1 +4+1 —q,)V}, filtracion respecto de la
hipersuperficie x; = 0, es claro que el orden que induce sobre el anillo
C[&,,..., Enl, que notaremos mediante el vector w,, no nos proporciona

un ideal inicial monomial para el ideal térico I,.
Si tomamos una filtracion L' tal que F < L’ < L, y llamamos «’ al

vector que nos define el orden inducido por dicha filtracién sobre el

anillo C[E,,..., ], nos proporciona la triangulacion regular:

N7

7,
///}

R
N

|

Asi:
Awl = A(l,...,l) = {{1, 2}; {21 3}1' ey {k - 11 k}}

Por lo tanto no hay variaciones en el ideal viny(l,) que es perfecto, y

la I’-variedad caracteristica coincide con la F-variedad caracteristica.
Sin embargo, si tomamos una filtracion L tal que L; < L"y

denotamos por w” al vector de R" que representa sobre Cl&y,...,&nl el
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orden inducido por dicha filtracion, en este caso volvemos a tener un
vector genérico y la triangulacion regular sobre I4:

0;

aj—l aj+l
/ "

hemos cuadriculado las “caras” que quedan dentro del cono. Asi:

Awr ={{1,2}{2,3},..., -2, j- 1L -1, j+ 1L {j+1,j+2},...,{k-1,k}}
Por lo tanto /ing.(I;) ha variado y ahora es:
Vine(s) = (B85 EiEar o B 1B, BB EoBare ) BB,
E281-- - 828k 1 Ej2Bio 1 Epnare e Ejr B+ B2k B Eetr - En) -

De la misma forma que en la prueba de la proposicién IV-D.2, tenemos
que éste es un ideal perfecto, y usando la demostracién de la propo-
sicién IV-B.1 podemos ver que los L”-simbolos principales de los ele-
mentos dados por las filas de A forman una sucesioén regular sobre el

anillo C(xy, ..., xn)[E1,..., Eal/Vinp(l,), por lo tanto:
gr' (Ha(B) = inpu(ly) +(0* (A6 ~ B)1), 0 (A6 - B,)),
lo que implica que
CH'(Ha(B) = V(E183 E1E0r-, ErEiot, ErBjurs- - ErBio Eoar- o B2,
E28j1 s 8ok EioBio EjrtEpvr- s Bt Bk -s ErcaBio Ej Bkt s B

X181, X1 Ejmts X G, Xk‘fk)-
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Por lo tanto, hay cambio en la variedad caracteristica, y L; define una
pendiente del sistema H,(f).

Supongamos ahora que I tiene vértices que no lo son del con-
vexo I'. Numeraremos dichos nuevos vértices, para simplificar la no-
taciéon, de forma que los nuevos vértices situados entre j—1 vy j co-
mienzan en c y finalizan en ¢ + m, siendo ¢ el mas cercanoa j-1, a
continuacién numeramos los nuevos vértices situados entre jy j+1,
desde c+ m + 1 hasta c + r. Como se muestra en la siguiente figura:

Esto nos proporciona una serie de circuitos. Los dados por los
vértices de [ entre j— 1y j:

— 4j-1.1739;1 qc,
Q= oo — o 4j-11 * 4j1 < el
— dc2/49)2 Ges1,
Q = 0.;%0" — 07, A2+ dj2 <dcer,2s
— Gcem-1, 4j, de+m,
Qm+1 = ac_c:n"_llml aj/mx = 0.5m™, Germ-1,me1 + Ajmi1 < deemmel-

los vértices de [ entre jy j+ 1:

'
o qjr11 q',l Gesrt /
Q = ajfl ajj - acz” , qjs1,1 +4d;; <Geerls
g
/ = derr2n T2 Gesr-1,2 /
Q= acrrr aj_/ - ac-::—l ’ eir2 +dj5 < Geir-1,25
/ q ql q.
- 2,r—1 jr=1 - !
Q-m = c:'n"lz’ maj“ "= aci::':_ll’ "y desmi2,r-m T djr-m < dcim+l,r-me

y un circuito:

v
Y A Geam1 24 ) 91 "
Q= aci;’r’,'laci;',';:ll —ajj s derml Y Gcemell > 4j1-
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Donde los g, q:.J y qi’J se pueden obtener como menores de A tal como
se hizo, al principio de esta demostracién cuando no habia nuevos
vértices.

Vamos a ver a continuacion que las pendientes respecto de la
hipersuperficie x; = 0 que definen los circuitos {Qy, ..., Qms1} €stan es-
critas de forma creciente.

Dados dos elementos consecutivos de entre {Qy,..., Qms1}, Ob-

tenemos los elementos de ker(m):

0,...,0, G, 0,...,0, Geru—2u —deru-1w 0, 0,...,0)
©,...,0, dju+ls 0,...,0 0, deru-Lu+ls  —Geruurls 0,..., 0)

eliminando la coordenada j-ésima obtenemos:

0,...,0, Gjur19csu-2u ~Qjus19cru-1,u — Qjudcru-1u+rls Djuldcruu+ls 0,...,0)

J
N~ = N

c+u—2 c+u-1 c+u

este elemento nos proporciona un elemento del ideal térico, que gra-

cias a nuestra configuracion verifica:

a qj,u+l qc+u—2,u a qj,u qc+u,u+l — a qj,u+l qc+u—l,u+qj,uqc+u—1,u+l
c+u-2 c+u c+u~1 !

Aju+rtderu-1u T Gjudcru-1,usl < Gjur19etu-2,u * Qjuldcruurl

vy esta condicién equivale a:

Qju qju+l
J < J,

dju * Geru-2u —Geru-1u  Dju+l T deru-1usl — Geruu+l

es decir a que la pendiente respecto de x; = 0 definida por Qy sea
menor que la definida, respecto de x; = 0 por Q..

Veamos ahora que ademas la pendiente respecto de x; = 0 de-
finida por el elemento Q,,;; es menor que la definida por Qf. Si consi-
deramos los elementos de ker(mr) que los definen obtenemos:

(O,...,O, djm+ls 01"'101 Getrm-1,m+1s  —Gcrmm+1s Ox 0;---10)
©,...,0, ¢, 0,...,0 0, esmts  ~Geomsits Oreens0)
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eliminando la coordenada j-ésima obtenemos:

" "
,...,0, dj19c+m-1,m+1: 4 19crmm+l + Qjme19cem,1s Ajm+19cim+l, 1 0,...,0).

7 J

- P

Vo

c+m-1 c+m c+m+l
Vector que nos define un elemento del ideal torico, que gracias a la
forma de la configuracioén, es:

u "
) q; 1 9ctm-1,m+1 ) Qjm+1Gesmsll _ 3 q;19c+mm+1=4jm19cem,]
c+m-1 c+m+l c+m

con
" "
qj1dcemm+1 = Ajme19cim1 < 4j19cem-1,m+1 + Gjmi19cme1,1

lo que equivale a

qjm+1 qj:

djm+1 t esm-1,m+1 — Gcemma] q/-ll = qctm1 — erm+1,1

es decir, que la pendiente respecto de x; = 0 definida por Qs+1 €s menor
que la definida por Qf.

Con una prueba analoga a la anterior se prueba que las pen-
dientes respecto de x; = 0 definidas por los elementos {Q},..., Q_m}
también son crecientes, y que la pendiente respecto de x; = 0 definida
por Q,_, es menor que la definida por Q.

Nuestro objetivo es demostrar que todas estas pendientes son
pendientes del sistema H,(f). La diferencia con el calculo de pendien-
tes respecto de la hipersuperficie x, =0 0 x; = 0, es que no podemos
asegurar que las pendientes definidas por los circuitos {Qy,..., Qm+1}
sean distintas de las definidas por los circuitos {Q’l,...,Q’,_m}. Hemos
probado que todas las pendientes definidas por los {Qy,..., Qms1}, sON
diferentes entre si y menores que la definida por @, y de la misma for-
ma las pendientes definidas por los circuitos {Q},..., Q-n} son todas
diferentes entre si y son también menores que la definida por Q).

Por lo tanto si consideramos el conjunto de todas las filtracio-
nes definidas por {Qy, ..., Quu} {Q, ..., Q@-m} Y Q}, y las ordenamos de
menor a mayor con el orden usual {L;,...,L,} con F <Ly < -+ - <Lp,
es claro que siempre tendremos que la filtracién L, es la dada por Q.
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Probemos que L, es pendiente de H,(B).

Distingamos un primer caso, L; filtracion definida por Q;, me-
nor que la pendiente definida por Q.

Sabemos por la proposicion IV-D.2 que la F-variedad caracteristica
es:

Ch (HA(B) = V(£183, 184, .-, E1Ek E284, E2Eso-..) o2& -,

coer Ek28k Ekals o S X1 &1,y XiE)

Si consideramos una filtracion L' tal que F < L' < L; y llamamos
w' al vector de R" que representa este orden en el anillo C[&,..., &4l
es claro que

ing(Q) =&, inw(Q2) =&, .., 104 (Qms) = Elomm,

. . / = . ! —
e (Q)) = s inw(@) = ELT - Na( Qo) = E .

Por lo tanto, todos los vértices de I que no son vértices de I’
son interiores al cono que define esta triangulacion regular. Como no
hay variacién en +/ing(l,), tampoco hay cambio en la variedad carac-
teristica, por lo tanto:

CH*(Hu(B) = V(E1E3, E18u-.., E1Ero E2E0, ExEs, . BB,

ceny ‘g'k_2§k, §k+lr ceny §n,rx1§1.--4-: xkgk)'

Sabemos que la filtracion L, que nos da Q,, al considerar la
restriccion de este orden sobre C[&,,..., &y, su triangulacion regular
nos situa al origen, y a los vértices j— 1, ¢ y j sobre el mismo plano.

Asi, si tomamos una filtracion L” tal que L, < L" < L,, y de-
notamos por w” al vector que representa este orden sobre el anillo
conmutativo C[&], tenemos que

ing(Q) = EXHEN,

J
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y todos los demas quedan como antes, la triangulacion regular que-
daria:

Es decir
Apr ={{1,2}...,0-2,j-1L{U~1,ckic U j+1h....ik—1,k}
por lo tanto
Vinw () = (EiEs ... E1n BiBe 18- 1B BoB - Eobi,
B EoEy - BaBore o Bkl Ertroos Bty Ber oo )

que es un ideal perfecto, como en la prueba de la proposicion IV-D.2 y
usando la demostracion de la proposicién IV-B.1 tenemos que los L"-
simbolos principales de los operadores del sistema definidos por las
filas de A forman una sucesién regular sobre el anillo C(X)[E]/vinu(Ts),
por tanto

ChY (Hy(B) = V(&1Es,-- -, E1Ejn, EiZer Ea&s- - EiEio o -
ey EZE]—-I’ EZEC: EZEj: ey EZEkl ey Ek—ZEk! §k+11 ey gc—lr §C+ll ey En:

X181, X282, .+, X XcEc) -
La variedad caracteristica ha cambiado por lo que L, es pendiente del
sistema H,(B).
Si la pendiente L, viniese definida por Q] y menor que la pen-
diente definida por Q;, con una prueba analoga a la anterior obtenemos
que L; es pendiente del sistema.



108

Triangulaciones y pendientes

Supongamos que la pendiente L; es la definida por Q; y Q},
como Q¥ Q’2 definen pendientes mayores que las dadas por Q; y Q},
no puede haber ninglin otro circuito que la comparta.

Si consideramos una filtracién L’ tal que F < L' < L, como antes
obtenemos que:

ChE(H(B) = V(E1E3, E1E4,..., E1Es E2E4, EaEsrevv0 E2Eip -,
seey Ek—2§k’ §k+11 rees En; xlgll' tey xkgk)'

Por nuestras hipoétesis si consideramos la triangulacién regu-
lar dada por w;, vector que nos da el orden inducido por L; sobre
C[&,...,&n], tendremos que el origen, y los vértices j—1,c¢, j,c+ry
j+1 estan situados sobre un mismo plano.

Sea ahora L" una filtracion tal que L; < L" < L,, y denominemos
w" al vector que nos da este orden sobre el anillo conmutativo C[&], en
este caso: ,

ine(Qr) = EVMEM,  ing(Q)) =ENMEHN

es decir la triangulacion regular:

Asi
Ay =1{1,2412,3},...,0-2,j-1L{-Lc{c i Uctrriic+rj+1},

J+1,j+2}...,.tk=1,k}}
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por lo tanto,

Vinge(ly) = (5153, cer 8181 8180 8181 818 E1&j1s -5 81800 - -+ Ej1 8

Eir1&ctn &jm18jr1 -+ -1 §jo18ks EcBetrs Ecjrts -+ EcBio Ej&jr1s- -1 EjEko

§c+r§j+2: RN §c+r§kt LERE] Ek-—zgk: §k+1r LER) Ec—l: §c+1: R §c+r-1x §c+r+l: ey En)

que es un ideal perfecto. Sabemos, gracias a la prueba de la proposi-
cion IV-B.1, que los L"-simbolos principales de los operadores prove-
nientes de las filas de A forman una sucesion regular sobre el anillo
Cxy, .-, X)EL, ..., Enl/\ing:(I}), asi el ideal graduado para la filtracién
L" de H4(B) es el “falso” ideal inicial para esta filtracion, asi obtenemos
que:

ChY (Hu(B) = V(E1Es ..., B1Ejo1 E1Ee 185 EBean ErEptre- o E1Eio- -

Ej—l Eji Ej—l §c+r: Ej—l§j+ll vy Ej—lgki EC‘ECH’: §C§j+11 ey ECEk! §j§j+ll reey Ejgkl
Ec+r§j+2: ceey §c+r§k, seey Ek-—z Ek: §k+1’ ey gc—l: §c+1: rey §c+r—1: §c+r+lr seey gn

X181, X282, -+, Xjm1 &1, XcEes X8y XerrEear Xjp1 St -+ s ngk) .

Por lo tanto ha cambiado la variedad caracteristica, y L, es pendiente
del sistema Hy(B).

Repitiendo este razonamiento para todas las filtraciones L;, con
i < p, obtendremos que todas ellas definen pendientes del sistema
H4(B), como antes distinguiendo si viene definida por un circuito o
por dos. El caso de la filtracion L,, se hace, una vez conocida la L,_;-
variedad caracteristica, exactamente como en el caso en que no habian
nuevos vértices en .

Asi obtenemos que todas las pendientes definidas por las caras
de I que no lo son de I' son pendientes del sistema Ha(B). .



110

Pendientes en un caso mads general

IV-E PENDIENTES EN UN CASO MAS GENERAL

Proposicion IV-E.1 =

En esta seccion estudiaremos las pendientes de sistemas hipergeomé-
tricos H4(B), provenientes de matrices 2 x n, con rango 2, pero en este
caso no exigiremos que todos los menores 2 x 2 sean distintos de ce-
ro. Seguiremos exigiendo que todos los circuitos sean no homogéneos
(ahora los circuitos, si tenemos algiin menor 2 x 2 igual a cero, seran
binomios con soporte en dos variables), y también que los binomios
del ideal térico con soporte en 3 variables sean no homogéneos (los an-
tiguos circuitos). También seguiremos suponiendo que el ideal térico
I, proviene de un semigrupo reducido.

Sea A una matriz de enteros positivos 2 x n, con rango(4) = 2, con
todos los binomios de I, con soporte en tres o menos variables no
homogéneos y sea § € C. Entonces, las unicas pendientes que puede
tener el sistema H,(B) son las descritas por los binomios de I, con
soporte en tres o menos variables.

Demostracién. La demostracion de esta proposicién es muy parecida a
la que se hizo en IV-B.1. Es claro que, si todos los menores 2 x 2 son
distintos de cero, ya se prob6 este resultado en la proposiciéon IV-B.1,
por ello supondremos que hay al menos un menor 2 x 2 igual a cero,
lo que implica que hay un circuito con soporte en dos variables.

Si consideramos una filtraciéon L # V, que no sea descrita por
ningun binomio de I, con soporte en tres o menos variables, obtendre-
mos que o-(C) es un monomio para cualquier binomio C con soporte
en tres o menos variables.

Hagamos la prueba por induccion en el nimero de columnas de
A. El primer caso a estudiar es n = 4. Sea L # V una filtracién cualquiera
no descrita por ningiin binomio con soporte en tres o menos variables.
Queremos ver que L no es pendiente del sistema H,(B), para ello nos
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basta demostrar que

{X181, X2&2, X383, X484} = /8T (HA(B)).

Si representamos las columnas de A sobre R® y numeramos las
variables desde el eje X hasta el Y, puesto que A tiene rango 2, siempre
tendremos con el orden dado en IV-B, que las columnas 1 y 4 son lineal-
mente independientes. En cualquier caso la representacion siempre se
puede reducir a uno de estos tipos:

Ll

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 Tipo 4

Si estamos en el tipo 1 encontramos que los circuitos son de la
forma:

= 391 _ 3921 = A%z _ 5932 = 3923 _ 34933
Ci=0M -0, Cp=072-0%2, C3=00-27",

Por lo tanto en cualquier caso siempre tenemos dos indices i, j

con 1 <i,j<3tal que §,&; € ygrt(Ha(B)), por la forma de las colum-
nas de nuestra matriz, tenemos los siguientes elementos en el sistema

HA(B):
anxi&y +dixa5r + a13x3&3 € /gri(Ha(B)),

A24X4E4 € \gTH(HA(B)),
{x1€1, 282, X3&3, X484} < /grH(HA(B)).

Si estamos en el tipo 2 tenemos los siguientes circuitos:

asi siempre

=T _ 3921 = A932 _ p442
Cp =037 -3%, Cp=0%2-9%
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Por ello siempre tenemos dos indices i,jcon1 <i<2y3 <j<4tales
que &;, &; € /grt(H,(B)), también tenemos los siguientes elementos:

anxi1&1 +anx,&, € gri(Hy(B)),
A23X383 + dr4X4E4 € \EIH(HA(B)),

(X181, %287, 383, X484} < \gTL(HA(B)).

Si estamos en el tipo 3 encontramos elementos de la forma:

como antes,

— 3911 _ 7921 = A%123942 _ 3432 — 9237943 _ 3933
Cir =01 3%, C;=072M2 —9%2, Cy =370 9%,

Si tenemos &; € /gri(Ha(B)), con 1 <i < 2 y ademas &5 € /gri(H,(B)),

entonces, tomando posiciones pivotales en 1 y 4:

anxi &1 +apx8; +ay3x383 € ygri(Hy(p)),
A23X383 + d24X484 € ErH(HA(B)),

obteniendo finalmente,

{181, X282, X383, X4E4} < y/grE(HA(B)).

Si suponemos que &, € ygri(Ha(B)) y £2&4 € {/grt(Ha(B)) (de for-

ma analoga para {&;, £184} < v/gri(H,(B))), tomando posiciones pivota-
lesenly3:

a1 x181+a12X282+a14X484 € grHHAB)) = a12%282+a14X4E4 € |/ErH(HA(B))
alzngg +d14X48284 € \BIE(HA(B) = {x282, X484} < /grE(HA(B)).

Asi:
{181, 282, X383, X4 &4} = y/grH(Ha(B)).

Si estamos en el tipo 4 tenemos elementos:

— A921 _ 34931 — A%N.273942 _ 3922 — 39373943 _ 3433
Cr =0 3%, C;=0%M2 3%, (3 =070 9%,
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Si tenemos {&;, &3} < 1/gr-(H,(B)), tomando posiciones pivotales en 1y

4.
a11x181 +a12X,5, + d13X383 € \gri(Ha(B)),
A22X282 + Ar3X383 + A24X454 € \EIH(HA(B)),

obteniendo finalmente,

(X181, X282, X383, X484} = /grt(HA(B))-

Si suponemos que &; € +/gri(Ha(B)), con 2 < i <3y & €
\/gr’--(HA(B)), tomando posiciones pivotalesen 1 e i:

anx1 &1 +a14X454 € \grH(HA(B)) = ay %1 E; +a14x4E1E4 € /grHHAB) =
{X181, X484} = \/grt(HA(B)).

(X181, X282, X3&3, X4€4} = gL (HA(B)).

Supongamos el resultado probado para matrices A con menos

Asi:

de k columnas. Sea por tanto, A una matriz de enteros positivos 2 xk,
y sea L # V una filtracion no proveniente de ninguno de sus binomios
con soporte en tres o menos variables.

Puesto que suponemos que nuestra matriz tiene algin menor
2 x 2 igual a cero podemos suponer que tenemos un circuito C tal que
ol(C) = ’g‘?. Si tomamos la submatriz de A, que llamaremos A’ resultante
de eliminar la columna i-ésima de A. Es claro que todos los binomios de
I, también lo son de Iy, puesto que x;&; € 4/grt(Ha(B)), los elementos
generados por las filas de A’ también estan incluidos en +/gri(Ha(B)),
por lo que, con la hipétesis de induccién,

181, Xic1 81 X Sivry - - XeEid < Vgr'-(HA,(B))
por lo tanto,
{xlgll reey xkgk} < VgrL(HA(ﬂ))
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Proposicion IV-E.2 m

Representamos todas las columnas de A sobre R?, puesto que
rango(A) = 2, si consideramos el convexo I envolvente convexa de
todas las columnas de A y del origen, tenemos que I' siempre es un
poligono. Siguiendo la notacion anterior numeraremos como las k pri-
meras variables aquéllas que son vértices de I distintos del origen y
tanto sobre el eje X como sobre el Y s6lo numeramos un vértice por
eje (en cada caso el mas exterior). Estas son las tinicas variables que
nos pueden proporcionar pendientes del sistema H,4(B).

Sea A una matriz de enteros positivos 2 X n con rango(A) = 2, y tal
que todos los binomios de I, con soporte en tres o menos variables
son no homogéneos, y sea § € C>. Consideramos el convexo T, supon-
gamos que este convexo tiene k + 1 vértices, incluido el origen y no
incluidos los vértices sobre los ejes coordenados que sean interiores a
alguna cara, numeremos los vértices provenientes de las columnas de
A como las k primeras variables. Entonces, el sistema H,(B) no tiene
pendientes respecto de las hipersuperficies x; = 0, con j > k.

Demostracién. Sea L una pendiente cualquiera, L # V respecto de la hi-
persuperficie x; = 0, con j > k. Podemos distinguir dos casos: que la
columna j-ésima sea interior al convexo I' y existan dos vértices con-
secutivos r y r+ 1 de I, tal que j esté en el interior de su cono o un
segundo caso en que exista un vértice de I r, linealmente dependiente
con la columna j-ésima.

En el primer caso, tenemos un binomio:

ar54 g
arrar:]l - aj./' con gq;>qr+4qp
y en el segundo caso un circuito:

9} -2, con g;>ar.

En cualquiera de los casos obtenemos que

& € \ert(Ha(B)
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Nota IV-E.3 m

Proposiciéon IV-E.4 m

Notamos A’ ala submatriz de A obtenida al eliminar la columna j-ésima.
Puesto que L es L = pF+qV}, al restringir L al sistema Hy () obtenemos
la filtracién F. F no es ninguna pendiente definida por ningan binomio
de I4 con soporte en tres o menos variables, usando la proposicién
IV-E.1 obtenemos que:

X181y X181, X1 81y - -+ XnEn} < /BT (HA(B))

X181 Xm18jo1, iy X1 Ejats - - XnEn} < /BTH(HA(B))

y L no es pendiente del sistema H,(B). ]

y asi:

Nos centramos ahora en el calculo de las pendientes respecto
de las hipersuperficies x; = 0, con j < k.

Consideramos la hipersuperficie x; = 0, con j < k y tal que la colum-
na j-ésima no es linealmente dependiente con ninguna otra columna.
Si estamos interesados en calcular las pendientes del sistema H,(f),
respecto de la hipersuperficie x; = 0, usamos los teoremas IV-D.3 y
IV-D.5.

Si 1 <j <k, al quitar la columna j-ésima en el convexo [ no po-
demos encontrar vértices nuevos que sean linealmente dependientes
por lo que la prueba completa de IV-D.5 es valida.

Si tratamos de calcular las pendientes respecto de x; = 0, puede
ocurrir que los ultimos nuevos vértices de I sean linealmente depen-
dientes, como en la numeraciéon que hemos tomado en I, sélo tene-
mos en cuenta el vértice (de entre estos) mas exterior, que define la
ultima cara que no contiene al origen, que no es cara de I'. Revisando
la prueba del teorema IV-D.3 es claro que esta cara nos define la Gltima
pendiente respecto de x; = 0.

Sea A una matriz de enteros positivos 2 x n con rango(4) = 2, y tal que
todos los binomios de I, con soporte en tres 0 menos variables sean no
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homogéneos para la graduacién usual, y sea B € C2. Consideramos el
convexo [, supongamos que este convexo tiene k+ 1 vértices, incluido
el (0, 0), enumeremos los vértices provenientes de las columnas de A
como las k primeras variables. Entonces:

ChF(j-[A(B)) = V(((§3l ceny En) N (Ell 541 ey En) n (glr 52! ES! ey En)n

“ N1 ke Ekatr e s En)) F (X1 1L, XnEp)) =
V(EIEBI §I§4t"'! Elgk! 5254! gZES!"'! §2§k1---y
coor Ek-28k Ekptr e Em X181, -, XiE).

Demostracién. Ver la demostracién de la proposicién IV-D.2, donde no
se usa que todos los menores 2x2 sean diferentes de cero, salvo por la
suposicién de que no hay caras del cono en R® apoyadas sobre el plano
y=00x=0, pero en esos casos estas caras tienen vector normal con
ultima componente igual a cero, por lo que no son “caras bajas”. "

Supongamos ahora que la primera columna es linealmente de-
pendiente con alguna otra, de entre éstas nos quedamos con la mas
cercana a la representacién en R? de la primera columna, que siempre
nos proporcionara una pendiente para la hipersuperficie x, = 0.

Sea A una matriz de enteros positivos 2 x n con rango(4) = 2, y tal que
todos los binomios de I, con soporte en tres o menos variables sean
no homogeéneos, y sea § € C2. Consideramos el convexo T, supon-
gamos que este convexo tiene k + 1 vértices, incluido el origen y no
incluidos los vértices sobre los ejes coordenados que sean interiores
a alguna cara, numeremos los vértices provenientes de las columnas
de A como las k primeras variables. Supongamos que hay columnas li-
nealmente dependientes con la primera columna de A. Numeremos los
vértices sobre el eje x, siendo 1 el més exterior, y k+ 1 el més cercano
a éste. Llamemos [" al convexo formado por las columnas de A salvo
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la primera, entonces el sistema H,(B) tendra una pendiente por cada
cara de I’ que no contenga al vértice k + 1 y no sea cara de I'. Ademas
el vértice k + 1 define una pendiente de H,(B) respecto de x; = 0.

Demostracion. Estamos suponiendo por tanto que la matriz A verifica
que el menor 2 x 2 formado por las columnas 1 y k+1 es cero. Es claro
que si llamamos I" al convexo formado por todas las columnas de A
salvo la primera, k + 1 es vértice de I, y ademas ningun otro vértice
apoyado sobre el eje x sera vértice de I

Supongamos en primer lugar que el Gnico vértice de [’ que no
es deT es k+ 1. Sabemos por la proposicién IV-E.4, que

Ch (Hu(B) = V(E1E3, E184, .-, E1Ek E284, E28su -, E2Eo- -+
ey Ek—ZEk! Ek+11' rey En, XIEIJ . "lxkgk)'

Suponemos que la primera columna y la k + 1-ésima son lineal-
mente dependientes, por construccién tenemos que la primera colum-
na es (a;, 0), por lo tanto la k + 1-ésima es (a1, 0), con ay; > Ay,
por ser la primera columna la mas exterior. Esto implica que existe un
elemento en el ideal térico de la forma:

Arks1 _ A911
al ak+l'

Si llamamos L, a la filtracion respecto de la hipersuperficie x; =
0, Ly = a1 F+ (@11 — ajee)Vi, es claro que esta filtracion restringi-
da al anillo C[E;,..., 1] no nos proporciona un ideal inicial monomial
para I4. Si L' es una filtracion respecto de la hipersuperficie x, = 0,
tal que F < L' < L, y notamos w' al vector de R” que representa este
orden en el anillo conmutativo, entonces A, es la misma triangula-
cién que teniamos para (1,..., 1). Entonces es claro, que la L' variedad
caracteristica queda invariante:

ChE(H,(B) = V(E1E3, E1Es- -1 E1Ek E2Ba E2Esren s EaEko- o)
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coor &2k Ekats -1 Em X181, -0, Xk ).

Si tomasemos el cono definido por los elementos
an
)l (a12: ajo, l)r---r(alny Azn, 1),
A1k41

tenemos que el origen y los puntos (a;;, 0, ﬁ‘—l) y (a1xs1, 0, 1) estan ali-

(a1, 0,

neados.

Si ahora consideramos una filtracion L” tal que L, < L”, y nota-
mos w" al vector de R" que representa sobre el anillo conmutativo C[E]
este orden, obtenemos la triangulacién regular:

0y

ak+1

0>

/

Ay ={{k+1,2}1{2,3},...,{k-1,k}},

Por lo tanto,

asi:
ViNgr(Ta) = (Exi183 Ekr18as v+ s Ekn1 Enr E284, E2Es, ..., E2Ey,
coor Ek280 &1, Epaar -+ En).
Este ideal es perfecto, podemos verlo con una prueba analoga a la dada
en la proposicion IV-D.2,

Es facil ver, como en pruebas anteriores, que los L”-simbolos
principales de los elementos provenientes de las filas de A forman una
sucesion regular sobre el anillo C(x,, ..., xn)[E1,..., Eal/Vinwu(,), asi ob-
tenemos que

ChY (H3(B) = V(Exa1E3 Exr1Ear--os Exa1 B 284 ExEs, ..., E2Ep,
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veer Ek25kr &1y Eka2r v o1 B X282s -+ o Xk Xk+1Sk+1) -

La variedad caracteristica ha cambiado por lo que L; define una pen-
diente del sistema Hy(f).

Supongamos ahora que estamos en el caso general. Numeremos
los vértices de [ entre 2 y k + 1, siendo el mas cercano a 2 el j-ésimo
y el mas cercano a k + 1 el j + m-ésimo:

ak+1 al

Nuestro objetivo es probar que cada una de las caras de I, que no es
cara de I'y no contiene al vértice k+ 1, nos proporciona una pendiente
del sistema H,(B).

Por como hemos tomado la configuracién existen elementos de

la forma:
— qi5d21 4
Q = 070" = 9o, dj1 > qi,1 + 42,1
= 91,2942 qj+1,2 .
Q= 070" = 9,07 djr1,2 > q1,2 +qj2
Qm _ am,mua%‘m-z,mu _ aqj+m-'l.m+l X > +4;
+1 = 0 jrm=2 Jem-1 ! djsm-1,m+1 2 d1,m+1 + jsm-2,m+1
a a
Q2 = ot = 9N, an > A

A continuacién veamos que las pendientes que describen su-
cesivamente estos elementos respecto de la hipersuperficie x; = 0,
forman una sucesién creciente. Ya se vio, en la demostracion del teo-
rema IV-D.3 que las pendientes descritas por {Qy,..., Qmu+«1}, formaban
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Nota IV-E.6 m

una sucesion creciente veamos que la pendiente definida por Q. €s
mayor que la definida por Q,,,;. Los elementos Q.1 ¥ Qu42, NOS pro-
porcionan los siguientes elementos de ker(r):

(ql,m+b O;---:O; 0: qj+m—1,m+l: '"qj+m,m+1: O,...,O)
(a1k+1, O,...,O, -Aaii, O, 0, 0,,0)

eliminando la primera coordenada obtenemos:

0,...,0,91,ma1a11, 0,.. ., 0, 1541 Gjem-1,m+1, =1k 9 jemm+1, 0, - .., 0)
N, st ~ N~ s N = 4
k+1 Jtm-1 Jj+m

este elemento nos proporciona un elemento del ideal torico, que por
cémo es la configuraciéon verifica:

a q1,m+1411 a A1k+19j+m-1,m+1 __ a A\ kel Djrmm+1
k+1 Jtm-1 J+m

s
con

A p+1dmmel < J1,m+1911 + 119 jrm-1m+1
y esta condicion equivale a:

A k+1 > d1,m+1

kel — 11 Gim+l Y Gjem=-1,m+1 — qj+mm+1
es decir, la pendiente respecto de x; = 0, definida por Q,,,» es mayor
que la definida por Q4.

Para ver que todos estos elementos dan pendientes respecto
de la hipersuperficie x; = 0, del sistema H4(B), para las primeras m+1
caras de I’ tenemos que repetir la prueba del teorema IV-D.3, para ver
que Q,,.» define una pendiente del sistema respecto de x; = 0, nos
remitimos a la primera parte de esta demostracion. "

Usando la proposicion anterior podemos calcular las pendientes del
sistema Hy(B) respecto de la hipersuperficie x, = 0. Si la columna k-
ésima no es linealmente dependiente con ninguna otra, ya se estudi6
en la seccidon anterior. En caso de que haya alguna linealmente depen-
diente, nos basta, como antes, considerar el convexo " formado por
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Proposiciéon IV-E.7 m

todas las columnas de A salvo la k-ésima, y cada cara de I que no lo
sea de I, y no contenga al vértice k + 1 nos da una pendiente del sis-
tema respecto de x;, = 0, ademas el vértice k + 1 nos proporciona un
circuito, que nos define la mayor pendiente del sistema respecto de
X, = 0.

Nos queda por determinar las pendientes del sistema Hs(B), pa-
ra la hipersuperficie x; =0, con 1 <j < k.

Sea A una matriz de enteros positivos 2 X n con rango(4) = 2, y tal que
todos los binomios de I, con soporte en tres o menos variables sean no
homogéneos, y sea 8 € C?. Consideramos el convexo I', supongamos
que este convexo tiene k + 1 vértices, incluido el origen y no incluidos
los vértices sobre los ejes coordenados que sean interiores a alguna
cara, numeremos los vértices provenientes de las columnas de A como
las k primeras variables. Sea 1 <j < k y supongamos que hay columnas
linealmente dependientes con la columna j-ésima de A. Llamemos I”
al convexo formado por las columnas de A salvo la j-ésima, entonces
el sistema Hy(B) tendrd una pendiente por cada cara de [ que no sea
cara de I'y no contenga una columna linealmente dependiente con j. Si
tenemos un vértice k + 1 de I linealmente dependiente de j entonces
define una pendiente de H,(B) respecto de x; = 0.

Demostracién. Fijaremos el indice j, con 1 < j < k. Si tenemos que
el convexo I no tiene ningan vértice linealmente dependiente con J,
entonces repitiendo la prueba del teorema IV-D.5 tenemos que cada
cara de I que no sea cara de I nos proporciona una pendiente del
sistema H,(B) respecto de la hipersuperficie x; = 0.

Por lo tanto supondremos que [ tiene un vértice linealmente
dependiente con j al que llamaremos k + 1. En primer lugar, supon-
dremos que éste es el unico vértice de I'” que no es vértice de I'y
probaremos que nos proporciona una pendiente de Hy(B) respecto de
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la hipersuperficie x; = 0. Sabemos por la proposicién IV-E.4 que:
ChA(H4(B) = V(E:E3, E1Esr-. ., E1Ek E2E4, EoEs, ..., E28ks -+,
coos Ek28ko Ekatr - S X1 &1, X E)).

Por hipotesis, si la columna j-ésima es (ayj, ay;), entonces la columna
P ‘s _q 9

k + 1-ésima (a,x,1, azx41) verifica que aj = ialkﬂ y ayj = E§a2k+1 con

g—;— > 1, lo que nos proporciona el elemento en el ideal térico:

con g > gs.

qz _ad:
aj ak+1’

Si consideremos el cono definido por los elementos
a1
(Ol Ol O)y (aljy aij ;—)J (a1k+1l a2k+11 1)7 (alli aZ]_i 1)7'--r(a1n1 a2nl 1)
2

tenemos que el origen, y los puntos (ay, a, -%) Y (A1e1, A2k41, 1) €StAN
alineados.

Llamamos L; = g,F + (9, —q,)V; a la filtracién definida respecto
de la hipersuperficie x; = 0, el orden que define dicha filtracién sobre
el anillo C[&,,...,&x], no nos proporciona un ideal monomial para el
ideal inicial del ideal torico I,.

Si consideramos una filtracién respecto de la hipersuperficie
x, =0, L' tal que F< L' <L, y notamos w' al vector que representa dicho
orden sobre el anillo conmutativo C[&], obtenemos que la triangulacion
regular no cambia, por lo que,

.....

asi

Ch* (3,(B)) = V(&183, 8184+, 8181 8284, E2Es, .., E2Es - -,
ey Ek—ZEk! Ek-l—l!" ¥ Em xlgl:'- .y xkgk)'

Si ahora consideramos una filtracién L” respecto de la hipersu-
perficie x, = 0, tal que L; < L" # V, y denotamos w” al vector que
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representa dicho orden en el anillo conmutativo C[E], entonces obte-
nemos la siguiente triangulacion regular:

a,./

aj+1

a-l-l a Jel

donde el punto j-ésimo es interior al cono, por ello
Agr ={{1,2},...,i-2,j=1L{i-Lk+1}L{k+1,j+1},...,{k—-1,k}}
Asi

Vinge(ls) = (El £3, 8184, 81851, E18ke, S181s -+, E180 E28as e,

EZEj—l: §2§k+1: §2§j+11 RN §2 Ekr rery gj—ng! gj—l §j+1: revy Ej—lgkr §k+1§j+2:
oo Bkt » Ek2Eio B Ervar -1 En)

De la misma forma que en la prueba de la proposicién IV-D.2, tenemos
que éste es un ideal perfecto, y usando la demostracion de la propo-
sicién IV-B.1 podemos ver que los L"-simbolos principales de los ele-
mentos dados por las filas de A forman una sucesion regular sobre el

anillo C(xy, ..., X)EL,..., Ea/V/inu(,), por lo tanto:
grt (Ha(B)) = iny(la) + (@ (A0 — B)1), 0* (A6 = BY2))
lo que implica que
ChY(Ha(B) = V(6185 8184, E1Ej1, E1Bien 1Bty s 1B E2Bar -
E28j-1, E2&ke1s E2&jts e E2kr o+ s Ej2 B Ejr1 Bty -1 &1 8o B2 B
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Ejr Eker oo EM X181, .., Xj—1§j—1, Xj+1§j+1: Xk Eks Xk+1§k+1) .

Por lo tanto, hay cambio en la variedad caracteristica, y L; define una

pendiente del sistema H,(B).
Consideremos ahora el caso general, es decir, I’ tiene mas de

un vértice que no lo es de I' y uno de ellos es linealmente dependiente

con j, los numeramos de la siguiente forma:

0;

aJ_l

Esto nos proporciona una serie de binomios con soporte en tres varia-
bles. Los dados por los vértices de I entre j—1y k+ 1:

— 4j-1,1 34951 qc,
Ql = 81_11 ajj - acc‘, qj'._l'l +qj,1 <dc1,
— de2749j2 des,
Q= aCCZajI - acf:fz: ez +4dj2 <dee1,2s
Q”' — a Germ-1,m+1 a djmsl a dctmm+1 +4; <
15 Ym1 Y ctm 2 Germ=-1m+1 T qjm+1 < deemmal-

los vértices de I entre k+ 1y j+ 1:

'
/ qi114%0 e+nl /
Q = 0;0"0;" = o i1+ 41 < deirls
'
= Aesr2 392 Geer-1,2 '
Q= acrrr ajj - ac.:r_l , evr2 ¥ G55 < Gcvr-1,25
q a; q
/ - jri - /
Qf—m = c;’n"fér maj” "= aC:'n":_l{ ", dcym+2,r-m + qj,r—m < qc+m+1,r—m-

y un circuito:

s
i _ 3% k41,1 4
Ql ...aJ/ —ak++1 y qk+1,l >q_],l'
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Vimos en la prueba del teorema IV-D.5 que las pendientes res-
pecto de la hipersuperficie que definen los elementos {Q, ..., Qnq1} for-
man una sucesién creciente, asi como las pendientes definidas por los
elementos {Q),..., Q-m}. Veamos ahora que la pendiente respecto de
la hipersuperficie x; = 0 definida por el circuito | es mayor que la que
define Q4.

Los elementos del ideal torico, Qm4; Y Q] nos proporcionan los
elementos de ker(mr) siguientes:

©,.... qjmsrs -oer. 0, 0,...,0, gcim-1,m+1» —Gctmmsls ---,0)
(O,..., qg{:l’ ceey ~Qrs1,15 0,...,0, 0, 0, ...,0)

eliminando la coordenada j-ésima obtenemos:

" "
0,...,0,k41,19jm+1, 0, - - -, 0, G} 1 Acem—1,m+1: =41 Gcrmme1 0,...,0)
\——,—-—d - - J ~ J

k+1 c+m-1 c+m

Vector que nos define un elemento del ideal térico, que gracias a la
forma de la configuracion, es:

i v
d Tier1,19m+1 2 qj1desm=Lmr1 2 q; 9ecmmsi
k+1 c+m-1 c+m

con

! I
d;19c+mm+1 < 41 Gcem-1,m+1 t dra1,19jm+1

lo que equivale a

"
ajm+1 qj1
J < J

1
djm+1 T derm-1,m+1 — dermmsl qull —qk+1,1

es decir, que la pendiente respecto de x; = 0 definida por Qm.; es
menor que la definida por Q]. De forma anéloga podemos ver que la
pendiente respecto x; = 0 definida por Q,_,, es menor que la definida
por Q.

Queremos ver que todos estos elementos dan pendientes res-
pecto de la hipersuperficie x; = 0, del sistema Hy(B), para las caras
de I que no contienen al vértice k + 1 tenemos que repetir la prueba
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del teorema IV-D.5, para ver que Q] define una pendiente del sistema

respecto de x; = 0, nos remitimos a la primera parte de esta demostra-

cion. .
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