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Introduccion

La Aritmética de Peano, PA, es la teoria de primer orden cuyos axiomas

_ no ldgicos son, basicamente, de dos tipos:

e los que corresponden a la parte no negativa de los anillos ordenados
discretos (P~),

e y un esquema de axiomas de induccién I:

{V5(#(0,9) AVz(¢(2,9) = ¢(z +1,9)) = Vep(z,7)) : ¢ € Form(L)}

Es decir, un axioma de induccién, I, para cada férmula ¢ € Form(L).

En la anterior descripcion de PA, el esquema de axiomas de induccion -
puede ser sustituido por otros esquemas alternativos. Entre éstos hay que
resaltar los esquemas cldsicos de minimizacién, coleccion y coleccion fuerte,
que provienen de ciertos procesos en el estudio de conjuntos recursivos
y recursivamente enumerables. Dichos esquemas traducen las siguientes

propiedades:

1. Todo conjunto definible no vacio posee elemento minimo (esquema de

axiomas de minimizacién L).

2. La imagen de un conjunto acotado por una funcién definible es un

conjunto acotado (esquema de axiomas de coleccién B).

3. Si una funcién parcial definible tiene dominio acotado, entonces existe
una acotacién uniforme de todas las imagenes de los subconjuntos del

dominio (esquema de coleccién fuerte S).



y corresponden, en la teoria de la recursién, a los procesos de u—recursién o
minimizacién (esquema L) y de alternancia entre cuantificadores acotados
y no acotados (esquemas B y S).

En 1977, J. Paris y L. Kirby [25] establecen las relaciones fundamentales
entre los esquemas cldsicos I, B y L (ver teorema 1.3.13). A principios de la
decada de los 80, P. Hijek [13] obtuvo las relaciones de estos esquemas con
el de coleccion fuerte, por ello, el diagrama de Paris-Kirby puede expresarse

en funcién de los esquemas de coleccién y de coleccién fuerte:

M, <= IT, < 'S5,
i

B2n+1 = BHn
i

IIIy1w <& 18,4 < SI,. < SII,

El estudio de los modelos de P~ se realiza a través del analisis de sus
extensiones. Debido a las propiedades del predicado <, dado un modelo 2

de P~ existen, basicamente, tres tipos de extensiones, B, de A:

1. Extensiones finales: A es un segmento inicial de B (en la terminologfa

de Smorynski [27], cada elemento de B — A es A-infinito).

2. Extensiones cofinales: 2 es una subestructura cofinal de B (cada
elemento de B — A es A-finito).

3. Extensiones mixtas: B no es una extensién final ni cofinal de A

(B — A contiene elementos A-finitos y A-infinitos).

Dado un modelo no esténdar de PA, jexiste una extension cofinal, final o
mixta que, ademds, sea propia y elemental (por tanto, modelo de PA)?. En
los tres casos, la respuesta es afirmativa.

Utilizando un argumento similar al empleado por T. Skolem, en 1934, para

dar el primer ejemplo de modelo no estindar, se prueba:
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1. la existencia de tales extensiones mixtas, para modelos no estandar

de PA;

2. la existencia de extensiones cofinales, propias y elementales, para
modelos no estindar de P~ : es obvio que N carece de extensiones
cofinales propias que sean modelos de P~. Este resultado fue genera-

lizado por M. Rabin para modelos no estindar de PA.

Los teoremas “splitting” establecen que una extensién mixta se descompone
en una parte final y otra cofinal, que, ademas, es elemental.

El estudio de las extensiones finales ha tenido un lugar preferente en la
teoria de modelos de la Aritmética, lo cual se debe, en gran medida, al
hecho de que cualquier modelo no estindar de PA es una extensién final y
propia del modelo estandar N. ‘

En 1961, R. Mac Dowell y E. Specker prueban que todo modelo no esténdar
de PA posee una extension final, propia y elemental. Aligual que T. Skolem,
hicieron la construccién de la extensién mediante ultraproductos.

En 1976, H. Gaifman [11] plantea la siguiente cuestién: si T es una extensién
completa de PA sobre un lenguaje arbitrario L jcada modelo de T tiene
" una extensién final, propia y elemental?.

En 1980, G. Mills [22] responde negativamente a esa pregunta proporcio-
- nando una extensién completa T de PA sobre un lenguaje de cardinal R,
que posee modelos que carecen-de tales extensiones.

En 1977, J. Paris y L. Kirby [25] refinan el teorema de Mac Dowell-Specker
estableciendo una correlacién entre fragmentos de la Aritmética y la exis-

tencia de extensiones finales, propias, n—elementales:

Sea A |= IX, numerable y n > 2. Entonces 2% = B, si y sélo si 2

posee una extensidn final, propia y n-elemental, que es modelo de IZ,.

En consecuencia, para cada modelo, 2, de IL,, 2 [=PA si y sélo si posee
una extension final, propia y elemental.
A diferencia de la prueba de R. Mac Dowell y E. Specker, la prueba del

refinamiento de Paris y Kirby utiliza de forma explicita la numerabilidad
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del modelo. No obstante, como sugirié A.J. Wilkie, era presumible que
dicho resultado fuese valido para modelos arbitrarios.

En 1986, P.G. Clote [3] demuestra que la hipétesis de numerabilidad es
superflua en el refinamiento de Paris y Kirby del teorema de Mac Dowell-
Specker, utilizando, para ello, elementos de la teoria de la recursién forma-

lizada.

El objetivo fundamental de esta memoria es el estudio de unos nuevos
esquemas de axiomas, que denominaremos esquemas del méximo, desde

los siguientes puntos de vista:

1. Relaciones con los esquemas clasicos de induccién, minimizacion, co-
leccién y coleccion fuerte, para los conjuntos de férmulas ¥, y II,

(capitulo 2).
2. Aplicaciones de los esquemas del maximo:

(a) ala obtencién de nuevas pruebas de resultados conocidos

(SEpt1 = IX, 41, IE0(Ant1) <= LA 41, ...) (capitulos 2 ¥ 3);

(b) al anélisis de una conjetura de Friedman (IA,;; = LA.4;)
(capitulo 3);

(c) ala obtencién de estructuras maximales I,~definibles, es decir,
subestructuras propias, B, de X tales que K,(¥; B) = B; que,

ademds, son segmentos iniciales (capitulo 4);
(d) al estudio de la T,~definibilidad en K, () (capitulo 4).

(e) para establecer teoremas “splitting” en ciertos fragmentos de la

Aritmética (capitulo 5).

La introduccién de estos esquemas tiene por finalidad analizar el compor-
tamiento del crecimiento de funciones definibles (recordemos que en IZ,,
toda funcidn definible esta acotada por un polinomio y, por tanto, la funcién

exponencial no es definible).
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A continuacién, hacemos una breve exposicién de los resultados més inte-

resantes obtenidos en los distintos capitulos del presente trabajo.

Capitulo 2 : Esquemas del maximo.

Los esquemas del méximo F, F* y M, que introducimos en este capitulo,

traducen las siguientes propiedades:

1. Si el dominio de una funcién definible es no vacio, entonces el rango

posee elemento maximo (esquema F*).

2. Si el dominio de una funcién definible esta acotado, entonces también

lo estd el rango (esquema F).

3. Todo conjunto definible no vacio y acotado, posee elemento maximo

(esquema M).

Las relaciones fundamentales entre estos esquemas y los esquemas clésicos

(I, L, B, S) quedan resumidas en la siguiente figura.

SI, & FI, & FI, b BI, bk MI, <« II,
i i i i i i
SE,,,.H < FEn-H = F* Sn-é-l }=> B2n+1 4——1 M2n+1 = IETH.]

i t ) i 3 i
S,y; & Fll,,;, & F*l, B BH,, B M., < I,

En ella, hemos considerado oportuno cambiar el orden de colocacién de los
esquemas, respécto de la figura 6, especialmente pafa resaltar la equivalencia
entre S, F, y F*.

El gran mimero de relaciones que se iban obteniendo entre los esquemas
del mdximo y los cldsicos motivaron la necesidad de buscar un sistema de
exposicion diferente al de ir probando secuencialmente un teorema tras otro.

En esta linea, pensamos en una configuracién grafica inicial de los esquemas



(figura 1) que, gradualmente, iriamos rellenando con las implicaciones de-
ducidas en cada paso, hasta determinar completamente todas las posibles
relaciones entre los esquemas considerados (figura 6).

Si bien el objetivo inicial del capitulo 2 era el estudio de las relaciones entre
los distintos esquemas para los conjuntos de férmulas T, y II,,, pronto hubo
que analizar también el comportamiento de dichos esquemas respecto del
conjunto A,, de formulas que son conjuncién de una ¥, y de una II,,. Todo
ello debido a la necesidad, en determinadas pruebas, de hacer funcional una
férmula ¢(z,y), £, 6 II,, lo cual puede lograrse mediante un proceso de
minimizacién (Y(z,y) = ¢(z,y) AVz < y-ccp(m;z)), siempre que se opere
en una teoria adecuada (BX,, si n > 0). Al final (figura 6) se observa que
los esquemas EA,;; son equivalentes a EIl,,, siendo E cualquiera de los
esquemas considerados. Lo cual ratifica que su estudio, debido a necesidades
impuestas por las pruebas, no aporta sustancialmente nada nuevo.

La equivalencia entre los fragmentos MTI" e IT

e para I' = II,;, se obtiene directamente a través del esquema de mini-
mizacién LE, (2.3.2);

e para I' = ¥, se obtiene utilizando el esquema de coleccion BX,, como

paso intermedio (2.3.3 y 2.3.4).

Por otra parte, la equivalencia entre F*I" y ¥T' 4+ MT, para los conjuntos de
férmulas considerados, era previsible (si una funcién definible tiéne dominio
acotado no vacio, entonces del esquema F resulta que el rango esta acotado
¥y, como es no vacio, del esquema M resulta que posee elemento maximo). No
obstante, la dificultad para probar este resultado radica en conseguir que
las férmulas que se manejan tengan una determinada complejidad. Pues

bien
e para I' = %,, II, la prueba es directa ( 2.4.1 y 2.4.4).

e para el conjunto I' = V,,, férmulas que son disjuncién de una X, y

de una II,, se da una prueba, utilizando la codificacién de conjuntos
finitos 2.7.3.
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La equivalencia entre F*T" y FT, para I' = X,, II,, se deduce de las
relaciones establecidas anteriormente y de la implicacion FA, = SY,
(2.4.3).

En la seccion 6 del capitulo 2, los resultados fundamentales son:
FHn+1 I:==$ BH,H.] y FHn+1 = an+2

Para establecer la implicaciéon FII,,; = BIl, 4, utilizamos el axioma de
regularidad RT (la unién de un nidmero finito de conjuntos finitos es finita),
y probamos que FII,;; = RII, (2.6.3). Entonces, la implicacién se sigue -
de un resultado de Mills y Paris [23] (R II,, &= BIl,4,). ,
Utilizando propiedades de las estructuras K,(%;a) e In(m;d) (teoremas

1.5.2 y 1.5.3), hallamos un modelo de BII,,; que no lo es de FII,;; (la

estructura I 42(%; a), con 2 =PA no estandar y a € A — w).

Para establecer la equivalencia FIl,.; <= F¥, ;2 nos apoyamos nuevamente
en el esquerﬁa de coleccién fuerte, probando que FII,;; = S¥, 41 (2.6.4),

para lo cual utilizamos un teorema de Mills y Paris (2.5.3).

Terminamos el capitulo 2 probando que los esquemas EA,, son equivalentes

a los correspondientes esquemas relativos a V,. En consecuencia, en la

figura 6 podemos intercambiar dichos conjuntos de férmulas.

Capitulo 3 : Conjetura de Friedman.

Del teorema 1.3.13 de Paris-Kirby y del teorema 2.2.1 se deduce que los
fragmentos LT e IT' son equivalentes para los conjuntos de férmulas T’ =
Y, I, An, Vy. Porello, no hemos considerado necesario incluir el esquema

de minimizacién LI en la figura inicial (figura 1), que hemos rellenado en

pasos sucesivos en el capitulo 2.
La situacién cambia radicalmente para I’ = A, 41 ya que, si bien del teorema
de R. Gandy 3.1.2 y del teorema de P. Hajek 3.1.3 resulta que LA, ;; =
IA, 41, no se sabe si la implicacién reciproca es o no cierta, aunque H.
Friedman [13] conjetura que si.

En el capitulo 3 se prueba la equivalencia entre MA,,;; y LA, 41 utilizando
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para ello el esquema de coleccién BE,,;; como paso intermedio, y se obtienen
las siguientes relaciones entre los esquemas del maximo y los esquemas

clasicos para X, II,,, A,.

SI, b BI, kb LI & MI, & IO < S,
3 i i 1t TT 3
SAn+1 t=> BAn+l <~ LAn+1 < MAn.H = IAn-H ¢=| SAn+l

i T Tt ft t i
SZwt1 B BInn o LIy & MIn, & IZ,n & SE.,

Como se puede observar en la figura anterior, el diagrama no esta cerrado

completamente. Existen dos implicaciones abiertas
M, == IA.. == MAu

entre las cuales hay una cierta correlacién.

En la dltima seccién de dicho capitulo, se prueba una reduccién de la
conjetura de Friedman, comunicada personalmente por P. Hajek, utilizando
el esquema del maximo MA, ;;. Esta reduccién permite expresar la conje-

tura de Friedman en los siguientes términos:

En la teoria IA, 4, el conjunto de formulas A, 44

es cerrado bajo cuantificacion acotada.

Capitulo 4 : Estructhras En—deﬁnibles.‘_

Antes de probar que FII,,; = FX,,,, nos planteamos la posibilidad
de que dicha implicacién fuese falsa. Para ello, intentamos encontrar un
modelo de FII,.4; que no fuese modelo de FX, ;. Bajo esta perspectiva,
introducimos la estructura J,(%; a), asociada a una estructura, 2 = F*II,,
y un elemento, a, de su universo. Un elemento de A pertenece a J,(2;a) si

esta acotado superiormente por el méximo de una funcién II,~definible, con
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parametros que verifican unas ciertas condiciones de tipo recurrente. Si bien,
bajo ciertas hipétesis, dicha estructura es modelo de FII,,,, (concretamente,
probamos que si A = F*II,,,, entonces J,42(%;a) es modelo de BE, ;3 y,
por tanto, de FII,4;), no pudimos probar, porque era imposible, que no
fuese modelo de FX,; (recordemos que BX, .3 => FZ, . ,, ver figura 7).
No obstante, nos encontramos con una sorpresa: los elementos de J,,(%; a)
eran los tinicos de A que son X,-definibles con pardmetros en J,(%;a).
‘Este descubrimiento nos sugirié el estudio de subestructuras propias de
una estructura 2 que verificasen la propiedad anterior (y que denominamos
‘estructura maximal £,~definible en 21). El teorema de Friedman 1.8.1, nos
permitié demostrar que si 2 es un modelo numerable no estidndar de PA y
a € A, entonces J,(¥; a) es una subestructura propia, maximal ¥, ~definible
en 2. Ademds, es un segmento inicial y contiene a K,(2; a).

En tal situacion, parecia 16gico analizar la estructura J:(2; a), similar a
Jn(%4; a), pero relativa a funciones X,~definibles. Asi probamos que J3(2;a)

verifica propiedades andlogas de maximalidad X,-definible.

En el estudio de este tipo de estructuras probamos que:

1. Si®A = I¥,_ es una extensién no estandar n-elemental de N, entonces

N es una estructura maximal X, ~definible | consecuencia del ejemplo
4121

2. Si A es una estructura y a € A son tales que K.(%;a) # A , entonces
K, (%; a) es maximal £,-definible [ ejemplo 4.1.4 ].

3. Sean 2 |=IX,41 y a € Atales que I,+1(%; a) es no estdndar. Entonces

I, +1(%4; a) no es maximal ¥,~definible [ teorema 4.1.6 ].

Asi pues, si una estructura 2 posee elementos que no son X,-definibles,
entonces la estructura K,(2; a) es maximal en 2, pero no es, en general,
un segmento inicial de 2.

En esta situacién, nos preguntamos:
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A. ;Existen subestructuras de 2 maximales I,~definibles que sean seg-

mentos iniciales de 2 y contengan a K, (; a)?

B. En caso afirmativo, jexiste la menor de tales estructuras?

De la observacién 3 hecha anteriormente, se sigue que la estructura I,,(U; a)
no resuelve, en general, la cuestién A. En cambio, si J,(%;a) y J(2;a)
son subestructuras propias de 2 (en particular, si 2 |= PA es numerable
no estandar), entonces dichas estructuras responden afirmativamente a esta
cuestion.

La busqueda de una estructura qué diera una respuesta positiva a la cuestién
B, nos llevé a introducir la estructura I;(A; X), con X C A. Dicha
estructura se construye recurrentemente : en el paso 0 consideramos I,,(2; X)
y en el paso k + 1 el n-segmento inicial de A deéerminado por el conjunto
de elementos X, ~definibles con pérémetros en el conjunto construido en el
paso k.

En 4.2.12 probamos que si 2 = PA es numerable no estindar y a €
A, entonces I7(2;a) es un segmento inicial que contiene a K, (%A;a) y es
maximal ¥,—definible en ™. Mas aln, en 4.2.13 probamos que I);(;a)
es la menor de tales subestructuras. De esta forma, damos una respuesta‘
afirmativa a la cuestién B.

Con posterioridad al estudio de I;(2; X), observamos que P. Héjek y P.
Pudlék [15] introducen dicha estructura sin pardmetro inicial, y la notan
H™(). Ademds, prueban que si & }= I¥, 41 y Kn41() es no esténdar,
entonces I (%A a) £ IX, 4,. Consecuentemente, si afiadimos la condicién
I;,,(%;a) # AU, entonces la estructura I, (%;a) proporciona un nuevo
ejemplo de modelo de B, qué no lo es de I¥,;5. No obstante, y a
diferencia del ejemplo clasico de Paris y Kirby, dicha estructura satisface,
ademas, la propiedad de maximalidad X, —definible anteriormente descrita.
En la seccion 3 del capitulo 4, estudiamos varias cuestiones relativas a la
Y,—definibilidad en K,(2). En primer lugar, probamos que para modelos
no estandar de IX,,,, las estructuras K,,;_l(Ql) e I+1(A) no son X,4q1—

definibles. Para ello, usando férmulas especiales, utilizamos la caracteriza-



cién de Héjek y Pudlak ([15], lema 1.36 del capitulo 4) de los elementos
de K,4+1(2) en modelos de IX,,, y probamos que K, () estd acotado
superiormente en . Por tanto, de la X,4,-definibilidad de K, 1+:(2), se
seguiria que A = MX, 4.

Finalmente, se generalizan unos resultados de H. Lessan ([19], teorema
3.1.17, apartados (i), (ii)) relativos a la caracterizacién de K, (%) en términos

de ¥, ;1-definibilidad entre los modelos de la teoria
Thut2(Kn (™)) = {0 € (Znt2 Uly2) N Sent(L) : K,.(A) = o}

Para ello, se introducen, de manera natural, los conceptos de equivalencia
n—elemental entre estructuras (%A =, B si para cada () € I,, : A E
¢(Z) <= B = p(&)) y de teorias n—completas (una teoria consistente T es
n—completa si para cada o € II,NSent(L): T+ ¢ 6 T | -¢), analizando

~ algunas de sus propiedades elementales.

. Las caracterizaciones de K,(2) que damos son las siguientes:

o Es el tnico modelo de la teoria Th, o(K,(2)) en el que el conjunto
w es Y,y1—definible (4.4.12).

o Es el unico modelo, B, de la teoria Th,..(K,(A)) tal que K,(‘B) es
cofinal en B (4.4.13).

Capitulo 5 : Teoremas “splitting”.

En 1972, Gaifman [10] prueba que:

1. Si A = PA y B es una extensién O-elemental cofinal de 2 que es
modelo de P, entonces 2 < B.

2. Si 2 = PA y B es una extensién cofinal de 2 que es modelo de P,

entonces

A< B BEPA = A<D
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de donde se deducen dos resultados interesantes:

3. Todo modelo no estindar de PA, tiene una extensién cofinal, propia
y elemental (resultado de M. Rabin).

4. Si % y B son modelos de PA, tales que 2 C B, entonces existe una
tunica estructura € tal que A C, € C. B. Ademds, 2 < € (teorema
“splitting” de Gaifman).

Por tanto, en modelos de PA, toda extensién puede considerarse como el
resultado de una extension cofinal seguido de una extensidn final. Més adn,
la parte cofinal es elemental.

De esta forma, el anélisis de las extensiones mixtas se reduce al de las
extensiones finales y cofinales.

El desarrollo del capitulo 5 se enmarca dentro del estudio de extensiones
finales y cofinales de ciertos fragmentos de la Aritmética.

Siguiendo la linea de J. Paris {24], para demostrar que todo modelo de IX,
posee una extensién cofinal (n + 1)-elemental que es modelo de BX, 44,

aportamos un teorema “splitting” (5.1.7) para los esquemas del méximo

F*%,:

Si A es una estructura, entonces toda extension (n + 1)-elemental
que sea modelo de F*X, es, as{ mismo,.modelo de BY,,,. Ademds,

coincide con la ertension n—elemental final de una extension (n + 1)-
elemental cofinal de .

A fin de establecer este resultado, obtenemos, previamente, condiciones su-
ficientes para que una extensién cofinal n-elemental de un modelo de BX,
sea (n + 1)-elemental. Con ello es posible, en ciertos casos, refinar la cota
n—elemental de la parte cofinal correspondiente. Con lo cual se obtiene una
mejora del teorema 5.0.14 de J. Paris, ya que BE,4; < BII, = F*I,
(ver figura 7).

Asi mismo, en el capitulo 5 obtenemos:
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e la versién en F*E, de un resultado de Gaifman [10], relativo a estruc-

turas mutuamente cofinales (5.1.11).

e teoremas “splitting” para otros fragmentos de la Aritmética (IX; , IXq+
exp ,I¥, y BY,;) (5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 y 5.2.4).

Problemas.

No queremos terminar sin enunciar, de forma explicita, una serie de cuestio-
nes que, o bien son continuaciones naturales de las técnicas introducidas en

el presente trabajo [ 1 ], o bien han quedado aqui sin respuesta [ 2,3 y 4 ].

1. En el estudio de las relaciones entre los esquemas del méximo y los
esquemas clasicos hemos considerado como teoria base IXy y como
jerarquia de formulas %,, II,,. Quedarian pendientes el estudio de

estas relaciones:
e Tomando como base una teoria mas débil, por ejemplo P, y
respecto de la jerarquia de férmulas acotadas E,, y U,([16], pag.4).

e Paralajerarquia X, y II,,, pero relativa a férmulas sin parametros
(en una linea similar a la seguida por R. Kaye [16] con los fragmentos

clasicos).
e Considerando los esquemas F y F*-relativos a funciones totales.

2. El anélisis de las implicaciones
O, = IAg = MA.,

teniendo presente que de la respuesta afirmativa a una de ellas, se
sigue la respuesta negativa a la otra. En cambio, de la respuesta
negativa de una de ellas no podemos sacar ninguna conclusién acerca
de la otra. (Recordemos que la solucién de la conjetura de Friedman

[13], resuelve dichas implicaciones).
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3. ;Qué relaciones de inclusién existen entre las estructuras Jo(Asa) y
Jx(A;a)?. Puesto que las dos son segmentos iniciales de 2, debe
existir una relacidn entre ellas, y, teniendo presente que F*II, =
F*%,, parece que debe verificarse J*(®;a) C J.(™;a). Mis aln,

nuestra conjetura es que J;;(2; ¢) = J,(%; a), para modelos de F*II,,.

4. En 4.2.4 y la nota que le sigue, hemos probado que I;(;a) F BX 4
e I(2; a) J= IZ,. 41, lo cual situa completamente la estructura I (2; a)
en el diagrama de Paris-Kirby. Asi mismo, hemos probado en 4.3.9.
que J,(A;a), Ji(A;a) E BX,41. La cuestién pendiente es : jcuél
es la ubicacién exacta de las estructuras J,(2;a) y J,‘;(Ql; a) en el

diagrama de Paris-Kirby?.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 La teoria P~

El lenguaje L de la Aritmética es un lenguaje de primer orden con igualdad,
que consta de los siguientes simbolos no l6gicos: un simbolo de constante (0),
uno de funcién 1-aria (S), dos de funciones binarias (+ , -) y un predicado

binario (<).

Notaremos
z <y para significar z<yVz=y
Jz < to(z) para significar Jz(z <t Ap(z))
Vz < tp(z) para significar Vz(z < t = ¢(z))

siendo t un término en el que no ocurre z y ¢(z) una férmula del lenguaje
L de la Aritmética.

Notaremos por Form(L) al conjunto de todas las férmulas del lenguaje L
y Sent(L) al conjunto de todas las férmulas cerradas.

P~ es la L-teoria de primer orden cuyos modelos son la parte no-negativa
de los anillos ordenados discretos (ver [17], seccién 1 del capitulo 2).
Notaremos N, modelo estandar, a la L-estructura cuyo universo es el con-
junto w de los niimeros naturales, con las interpretaciones usuales de los

simbolos no 16gicos de L.



1.2 La jerarquia %,, II,
1.2.1 Definicién.

1. El conjunto de las formulas acotadas, Ay, es el menor conjunto I' C

Form(L) tal que

(a) ¢ abierta = €T
(b)) pel, vell = ¢VYeET, =pel
(c) pel = Fz<tp(z)€eT, Vz<tp(z)€eT

2. Las jerarquias de formulas ¥, y II,, se definen como sigue:

20 = Ho = Ao .
Sopn = I, U{350(F,9) : ¢ € II,}
Moy = Z,U{VZp(Z,9) : p € I}

3. Los conjuntos de formulas A, y V, se definen como sigue:
A={pAb:p€L,¢ell}

Vo={pVY:peZ,vell}

4. Diremos que una formula pertenece a A,y si es equivalente a una

formula £,11 y a una formula I, 4,.

1.2.2 Definicién. Sea I' C Form(L).
1. Si T es una teoria, eﬁtonces
I(T)={p: Eziste p € T tal que T F ¢ & 9}

2. S5i U es una estructura, entonces

[(A) = {p: Existe p €T tal que A = ¢ « ¢}



1.2.3 Notacién : Si una estructura 2 es modelo de una teoria T, entonces
notaremos A |= T. Caso contrario, notaremos A = T.

Si T y T' son dos teorias tales que todo modelo de T es modelo de T',
entonces notaremos T = T".

Si T = T' y existe un modelo de T' que no es modelo de T, entonces
notaremos T = T".

Notas

1. Toda férmula es equivalente a una X, o a una II,,.

2. Se verifica que :
Env Hn _C.. An g En-l-la Hn+1 y En, Hn g Vn g Z“l71,+1,I:['n.-§-]
E'n. g A'n+1 g 2n+1 y v Hn g An-i-l g Hn+1

3. La negacién de una férmula %, (respectivamente, II,,) es II, (respec-

tivamente, %,).

4. En el siguiente diagrama representamos las propiedades de cierre de los
conjuntos de férmulas ¥, II,,A, (n > 0), bajo distintas conectivas

y cuantificadores.

NMEEARAERR
i

Y. lsi|si|noj s

II, | si|si|no|six| si |no| si

A, {si|si| si|si*]|si*|no|no

Los resultados marcados con * se verifican en la teoria BE, (ver
teorema 1.3.12).



1.3 Las teorias IT' , LT' ,BI' , ST

1.3.1 Definicién. (Esquema de aziomas de induccién)
Si o(z,¥) € Form(L), entonces L,(¥) es la formula

©(0, %) AVz(p(z,7) — o(z +1,§)) = Vzp(z,7)

L, es el cierre de L,(3).

1.3.2 Definicién. (Esquema de aziomas de minimizacién)
Si o(z,§) € Form(L), entonces L (%) es la férmula

Jzp(z,y) — Jz(e(z, ) AVz < z-9(2,9))

L, es el cierre de L, (7).

1.3.3 Notacién : Notaremos ¢ = (pz)p(z,¥) para designar la formula
o(z,5) AVz < z29(2,7)

1.3.4 Definicién. (Esquema de aziomas de coleccién)
Si o(z,y,Z) € Form(L), entonces B,(2,t) es la formula

Vz < tdyp(z, y, ) — JuVz < tdy < up(z,y, 2)

B, es el cierre de B,(Z)t).

1.3.5 Definicién. (Esquema de aziomas de coleccién fuerte)
Si p(z,y,2) € Form(L), entonces Sy(Z,t) es la formula ‘

JuVz < ¢(yp(z,y,7) — Jy < up(z,y, £))

S, es el cierre de S,(Z,1).

1.3.6 Definicién. La Aritmética de Peano, PA, | tiene como conjunto de

aziomas no légicos P~ + {I, : ¢ € Form(L)}.



1.3.7 Definicién. Si ' C Form(L), entonces

Il = P +{L:peTl}
LT = P 4+ {L,:p€T}
Bl = ISo+{B,:p€T)}
ST = .IZ+{S,:p €T}

Nota

Las correspondientes teorias relativas a A, se definirdn posteriormente de

forma explicita.

1.3.8 Lema. Si E es uno de los esquemas I, L, B, S y I’y C I'; C
Form(L), entonces EI'; = ET;.

1.3.9 Lema. La teoria 1Xy es II;-aziomatizable y, si n > 1, entonces las

teorias I1X, y BX, son Il,  ,—axiomatizables.

1.3.10 Definicién.
IA, = P~ + {ViVz(p(z, @) « ¥(z,%)) = L(z,%)]: ¢ € T, € I1,}

BA, = IZg+{Vi, t[Vz, y(e(z,y, %) & (2, y,d)) = By(d,t)] 1 ¢ € En, ¢ € 11}
Anélogamente se definen las teorias LA, y SA.,.

1.3.11 Teorema. (de la funcién par) ([13], seccién 2 del capitulo 5)
(z+y)(z+y+1)
5 ,

Si definimos < z,y >= + y, entonces I3 prueba

1. Vz3dz,y(< z,y >= z).
2. Vz,y,u,v(< z,y >=< u,v > c=uAy =)

3. Vz,y(mdz{z,y} << z,y >).



Si < z,y >= z, entonces notaremos (z)o =z y (2); = ¥.

La funcién par se extiende de manera natural a n—tuplas (n > 2), como
sigue: < Ty,...,Zp >=< 1,< Ty, Ty >,
Esta nueva funcién verifica propiedades analogas a las de la funcién par del

teorema anterior. _
Usando estas funciones, resulta que en IX,, es posible contraer cuantifica-

dores, es decir, toda férmula X, es equivalente a una férmula del tipo

3"""l‘v’372 T an‘P(xlv ceey mn)

donde Q es V & 3 seglin n sea par o impar, respectivamente, y ¢(Z) € Ao.

Un resultado analogo resultado es valido para formulas II,.

1.3.12 Teorema. ([25], lema 3)

Sin > 0, entonces
1. ¢(z,9) € T, yt(y) es un término = Vz < t(9)¢(z,7) € Tn(Bllno1)
2. ¢(z,7) € I, y t(7) es un término = Iz < t(Fp(z,y) € M,(BI,-1)

Las relaciones entre las teorias IT', L'y BT, para I' = X,, II,, fueron
establecidas en 1977 por J. Paris y L. Kirby en [25] y se resume en el

siguiente teorema.

1.3.13 Teorema. (Paris-Kirby [25]teorema A)

I3, = 1T, = LY, = LII,

t

BY, = BII,

t

IEn-&-l

Los modelos que prueban que las implicaciones verticales son estrictas, se

introducen en la seccién 1.5 (ver teoremas 1.5.2 y 1.5.3).
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1.4 Subestructuras

Las estructuras seran designadas por letras géticas (4, B, . ..) y sus universos
por las letras latinas mayisculas correspondientes (A, B, ...). Siai,...,a, €

A, entonces notaremos @ = (a1,...,a,) € A.

1.4.1 Definicién. (Subestructura I'-elemental)
Sean A, B estructuras y I' C Form(L).

1. Diremos que 2 es una subestructura I'-elemental de B, y notaremos

A <r B, st
(ae) ACB
(b) Para toda o(Z) € T yd € A se verifica que

AE (@) <= BEed)

2. Diremos que 2 es una subestructura de B (o bien, que B es una
extension de ), y notaremos A C B, st A es una subestructura I'-

elemental de B, donde T' el conjunto de las formulas atdmicas de L.

Si T' = X, entonces notaremos A <, B en lugar de A <z, B y diremos

que 2 es una subestructura n-elemental de 8.

1.4.2 Lema. Sean A, B, € estructuras tales que A <, B, € <, B y
A C €C B. Entonces U <,, €.

1.4.3 Definicién. Sean A y B estructuras tales que A C *B.
1. Diremos que I C B es un segmento inicial de B si

VacIVbe B (b<a==bel)

Si, ademds, § # I # B, entonces diremos que I es un segmento inicial

propio de B.



2. Diremos que B es una eztension final de 2, y notaremos A C. B, si

A es un segmento inicial de B.

3. Diremos que B es una extensidn cofinal de A, y notaremos A C. B,
st

Vb€ Bda € A(b< a)
4. La estructura
I(;B)={zeB:3yc ABkz<y)

se denomina éegmento inictal de B determinado por A.

1.4.4 Notacién : Si A <, B y A C. B, entonces notaremos A <& B.
SiA <, B yAC. B, entonces notaremos A << B.

1.4.5 Teorema. (Test de Tarski-Vaught)
Sean A, B L-estructuras tales que A C B yn > 0. Las condiciones

siguientes son equivalentes
1. A<, B
2. Para cada ¢(z,¥) € U,—1 y cada @ € A se verifica que

B k& Jrp(z,d) = 'Hc €A: Bk pad)

1.4.6 Teorema. ([17], proposicién 10.5)
Sean A |= 1X, e I un segmento inicial propio de A, cerrado bajo las
operaciones {+,-}. St I <, 2, entonces [ =B 41.



1.5 Elementos ¥,—definibles

1.5.1 Definicién. Sean ™A una L-estructura y X C A.

1. Si o(z,y) € Form(L) y @,b € A son tales que
A | ¢(b,d) AVz(p(z,d) > z =b)

entonces diremos que b es definible en A con pardmetros d, y notaremos

% | o(e,d) w b
2. K.(U; X)={be A: Ezisten p(z,7) € £, yd € X tal que
% k= o(z,3) ~ b)

8. L(A;X) = {b € A: FEmistec € K,(%X) tal que A b < ¢
= (K. (% X); ).

Notaremos K, (2;0) = K,(2A) e I.(2;0) = L.(A).

1.5.2 Teorema. ([17], capitulo 10)
Si A =18, y X C A, entonces

1 I{n_{,_}(m,X) ~<n+1 A.
2 Knpi(%; X) E IS,
3. In+1(2[; X) =<n Q[.

4. In+1(m; X) '= 'B2n+1 .

1.5.3 Teorema. ([17], capitulo 10)
Si A = PA y X es un subconjunto finito de A, entonces

1. Kn+1(Ql;X) # w = I{n.H(Q(,X) bé B2n+1-

2. In+1(2l; X) 74- w = In+1(21; X) % IE,H.].
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1.6 Codificaciéon de conjuntos finitos

En [12], Gaifman y Dimitracopoulos proporcionan una férmula n(z,y, z) €
Ao que representa el grafo de la funcién exponencial y tal que la mayor
parte de las propiedades “usuales” de dicha funcién se pueden probar en
I¥o. En cambio, la férmula cerrada exp = Vz,y3zn(z,y, 2) no se puede
_ probar en I, es decir, en I¥, 7(z,y,2) no define una funcién total.
Ademads, prueban que el teorema de Matijasevi¢ acerca de la representacion
diofantica de conjuntos recursivamente enumerables se puede probar en la
teoria IXy + exp. Es decir :

1.6.1 Teorema. (Gaifman-Dimitracopoulos)

Si p(Z) € L1, entonces existe un polinomio p(Z,¥) con coeficientes en Z tal

que

IY, + exp F VE(p(Z) & 37(p(Z,7) = 0))
1.6.2 Definicién. z €t esla formula Jy,v < t(y < 2°At = y+2°4271.z),
Es decir: = € t expresa que 2% aparece en el desarrollo de t en base 2.

1.6.3 Teorema. ([7], proposicion 1.3)

1. Para cada ¢(z,9) € ¥y se verifica:

I, +exp F Vz, 7 3t < 2°Vz < z(p(z,§) & z € 1)
2. Para cadan >0 yo(z,9) € Xn,,, Vo, An, se verjiﬁca:
IE, b Vz, 7 3t < 2°Vz < 2(p(z,9) @ z € 1)
Esquema de la demostracion

1. SiAEIZo+exp,a€ A, EEAycp(:c,ﬁ')EEo, entonces
AEVz<a(zre2®-1)

10



Luego, A |= Vz < a(p(z,b) — z € 22 — 1).

Por tanto, existe ¢ € A tal que
c=min{t € A: A=t < 2° AVz < a(p(z,b) — z € 1)}
Este elemento satisface las condiciones exigidas.

2. La prueba es analoga a la de (1), basta observar que IX, |- exp y que
si ¢(z,9) € X,, entonces la férmula Vz < r(p(z,¥) — = € t) es II,.

1.6.4 Corolario. (7], corolario 1.4)

Se verifica:

1. Para cada ¢(z,y,2,4) € X :

IZg+exp F Vz,@,v3t < 2°Vr,y(< z,y >< v — (p(z,y,2,8) o< z,y >E 1))

2. Para cadan >0 y o(z,y,2,4) € £,,11,,Vn , Ay ¢

IXo+exp F Vz,#,v3t < 2°Vaz,y(< z,y >< v — (cp(x,y,é, @) o< z,y >E L))

1.7 Validez parcial

Considerando una de las aritmetizaciones usuales de la sintaxis, podemos
asociar a cada férmula, (&), un niimero natural, "¢(Z)", denominado nimero -
de Godel de dicha férmula, A veces, identificaremos una férmula con su

numero de Godel.

1.7.1 Teorema. ([17], teorema 9.13)
Eziste una formula Vo(z,y) € A1(IX,) tal que, para cada ¢(T) € Ao se

verifica

IE; F V5(Vo("e(2)7, () « #(#))

1.7.2 Teorema. ([17], teorema 9.14)
Para cada n > 0 ezisten formulas V,(z,7) € T,(IX;) y V*(z,7) € II,(IX:)

tales que :

11



1. Si p(Z) € L, entonces
IZ, ViV (e(2), [5]) < »(9))
2. Si o(Z) € II,,, entonces

I%, FVE(V*(Te(2), [5]) « #(9))

Para la definicién de la funcién [y1, ...,yn] = z, que codifica sucesiones, ver

la seccién 1 del capitulo 9 de [17] . [y1,...,¥n] = 2

Las férmulas V, (z,7) y V*(z, %), a veces, se notan por Sats, (z,¥) y Satn, (z, %),

respectivamente.

1.7.3 Corolario. ([17], teorema 9.15)
Si A = PA, entonces para cada n > 1, la formula =V, (z,[z]) es I1,(A)

pero no L,(A) (es decir, las jerarquias ¥, y I1,, no colapsan).

1.8 Otros resultados

1.8.1 Teorema. (H. Friedman) ([17], teorema 9.15)
Sean A = PA numerable no-estindar, a € A yn € w. Ezxiste un segmento

inicial propio B de U -tal que

a€B , B

R

A y B <, A
1.8.2 Teorema. (P.G. Clote) ([2], proposicién 3)

Sean U = IX, y B un segmento inicial propio de U tal que B <11 .
Entonces B = BX, ;2.
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Capitulo 2

Esquemas del maximo

2.1 Las teorfas F*I', FT' y MT

En lo que sigue, y salvo que se diga lo contrario, todas las férmulas que se

consideren las supondremos con parametros aunque no los explicitemos.

2.1.1 Definicién. Si 6(z,y) € Form(L), entonces FUN(8(z,y),2) es la

formula

Ve < 2Vy1, y2(0(z, 1) A 0(z,y2) —= 11 = ¥2)

Es decir, la férmula FUN(6(z,y), z) expresa que 0(z,y) es funcional en la

primera variable, para elementos z < z.

2.1.2 Definicién. Sean A una L-estructura, a € A y 6(z,y) € ' C
Form(L). -Diremos que 0(z,y) define sobre 2 una T-aplicacién en un

subconjunto no vacio de a + 1, si
A &= FUN(6(z,y),a) A Jz < aFyb(z,y)
2.1.3 Definicién. Si 6(z,y) € Form(L), entonces Fj(z) es la férmula:
FUN(0(z,y),2) Az < z3yb(z,y) —

13



— Im(3z < 20(z,m) AV < 2Vy(0(z,y) = y < m))

F;‘ es el cierre de F’;(z).

Es decir, la férmula Fj traduce la siguiente propiedad: si 8(z,y) define
una aplicacién en un subconjunto no vacio de z + 1, entonces el rango
de 6(z,y) posee elemento miximo (que, obviamente, es tnico). En tal

situacién, notaremos m = (max y )s<.0(x,y).

2.1.4 Definicidn. Si 0(z,y) € Form(L), entonces Fy(2) es la formula:
FUN(6(z,y),z) — (3tVz < 2Vy(0(z,y) — y < 1))

Fy es el cierre. de Fy(z).

Es decir, la férmula Fy traduce la siguiente propiedad: si 6(z,y) define
una aplicacién en un subconjunto de z + 1, entonces el rango de 8(z, y) esta
acotado superiormente. En tal situacién, diremos que ¢ es una cota superior

de los y tales que 8(z,y), con z < =z.

2.1.5 Definicién. Si ¢(z) € Form(L), entonces M,(z) es la féormula:
Jz < zp(z) = Im < z(p(m) AVz < z(p(z) = £ < m))

M, es el cierre de M (z).

Es decir, la férmula M, traduce la siguiente propiedad: todo subconjunto
no vacio y acotado superiormente posee elemento maximo (que, obviamente,

es tnico). En tal situacién, notaremos m = (max = );<.(z).

2.1.6 Definicién. Si ' C Form(L), entonces

FT = IS, + {Ff:0€Tl}
FT = IS, + {Fs:0€T}
MI = IS, + {M,:¢€Tl}
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Los esquemas de axiomas introducidos en 2.1.6 los denominarenos esquemas

del maximo.

En las siguientes secciones del presente capitulo, estableceremos las relacio-
nes que existen entre los esquemas del maximo y los esquemas de induccién,
coleccién y coleccién fuerté, para los conjuntos de férmulas £,,, I, Ay ¥ V.
Las relaciones que se vayan obteniendo se presentaran en distintas figuras
(desde la figura 1 a la figura 7), partiendo de una figura base (figura 1)
que se ira completando en pasos sucesivos. Con el fin de distinguir en cada
figura los resultados nuevos, respecto de la figura anterior, notaremos <
para indicar que el simbolo <= se establece por primera vez, y S para
indicar que sélo la implicacién <= es novedad en la figura (anilogamente
procederemos con los restantes simbolos metalégico‘s).

Si bien, las relaciones se prueban con toda la generalidad posible, en las
figuras s6lo mostraremos las relaciones para los primeros niveles de la jerar-
quia ¥, IL,, A, V,. Saly'o para el caso n = 0, que presenta particularidades
especiales, en todas las figuras es posible sustituir 1 porn y 2 porn+1 (n >

0), de manera que las relaciones descritas en estas siguen siendo validas.

A continuacion, proporcionamos unos primeros ejemplos de estructuras que

son modelos de esquemas del maximo y de estructuras que no lo son.
2.1.7 Ejemplo. Si 2 |= PA, entonces para cadan € w : A= F*L,.

e Sean 0(z,y) € £, y a € A tales que
A = FUN(0(z,y),a) A3z < ayd(z,y)
Consideremos la férmula
o(z,y) = 6(z,y) V (-3t O(z,t) Ay = 0)

Entonces
% k= FUN(p(z,9),a) AVe < a yp(z,y)
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Luego 2 |= 3tVz < a 3y < t p(z,y), por tanto
% k= 3tVz < a Vy(O(z,y) —» y < 1)
Sea p € A tal que
p=min{t: A = Vz < a Vy(8(z,y) - y < t)}
Veamos que 2 = p = (max),<, 0(z, y). En efecto :

1. AEVz <aVy(b(z,y) = y < p)). Trivial.

2. A3z <ab(z,p
Caso contrario, 2 = Vz < a -8(z,p) y p # 0.

Por tanto
AE=Ve <aVy(b(z,y) ~y<p-1)

lo que contradice la definicién de p.

2.1.8 Ejemplo. Si 2 |= PA no estdndar y a € A — w, entonces

K,.(A a) = FA,

o Consideremos la A,~férmula
0(u, v, w) = V,(u,[v,w]) AVz(V,(u,[z,w]) — z = v)

Es decir, si b € K,(%;a) y ¢(z,w) € I, define b en (%;a), entonces
9 asigna a "p(z,y)" el elemento que define, b. A

Obviamente K,(2;a) = FUN(6(u,v,a),a). Teniendo presente que
el rango de la aplicacion 6(u,v,a) es K,(2;a), deducimos que dicha

An—aplicacién no esta acotada superiormente.
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2.1.9 Ejemplo. Si A = PA no estdndar, a € A—w yn > 0, entonces
K,.(2U,a)  MZ, ;2.

e Consideremos la A,~férmula
0(t,2) = Vo (t,2) AVu(Vu(t,u) = u = 2)
y la ¥, o—férmula
Y(z) = IyVaVi < z(0(t,2) — 2 < y)

Entonces la férmula () define w en K,(;a) [ Es decir, para cada
b € Kn(%;a) se verifica que Kn(%;a)  9(b) <= b€ w] En
consecuencia, w es un subconjunto no vacio de K,(2;a) acotado
superiormente que carece de elemento maximo. ,

(La complejidad de la férmula que define w en K,,(2l; a) puede mejorarse.
Ver Mc Aloon [20], seccién 3, pag.260)

2.1.10 Ejemplo. Sean A = PA no estdndar, a € A—w yn > 0, tales que
I.(2,a) # w. Se verifica que I,(A,a) £ ML,

o Lessan ([19], observacién a la proposicién 3.1.13) prueba que, en las
hipétesis del ejemplo, existen ¢(z,u) € L, y b € I,(%,a) tales que
©(z,b) define w en I,(A,a). Por tanto, w es un subconjunto no vacio

de I.(%; a) acotado superiormente que carece de elemento maximo.
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2.2 Relaciones entre los esquemas de induc-

cidén, coleccion y coleccion fuerte

Las relaciones que se establecen entre los esquemas de induccidn, coleccién

y coleccién fuerte son las indicadas en la siguiente figura.

BX,

)

B,

)

BII,

)

BA,

B%,

FX,

F%,

FII,

Fa,

F¥,

F*%,

F*z,

F*IT,

F*A,

F*%,

MZ,

MX,

MII,

MA,

MY,

Figura 1

IX,

T

IX,

111,

In,

1%,

]

S,

SL,

(=4

S1I; -

Sny

S%,

BX,

BX,

=

BIl 1

BA,

BX,

Los resultados que permiten establecer las relaciones que aparecen en la

figura 1 son los siguientes:

l.a) El teorema 1.3.13 de Paris-Kirby.

1.b) SiI' C Form(L), entonces ST = BI.
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1.c) SII, <= SE,,.1.

1.d) BIl,,; —> SII,..

le) IX, 41 <> SE,41.
1.£) I, <= IA,.

l.g) BXy, == SZ,.
1.h) ST, k= IS,

1i) BSay ==  SZap.
1j) Blliy1 = SEny1.
1X) SI,u1 b= SZnss.
11) SM,,y = IM,,,.

11’11) SAn+l¢#> IAn+1'

El apartado 1.b es consecuencia inmediata de las definiciones de ST y de BT'.
El apartado 1.c se obtiene mediante una contraccién de cuantificadores. El

apartado 1.d resulta de considerar la férmula légicamente valida

Vz < 23v(Jye(z,y) — o(z,v))

observando que si ¢(z,y) € II,,, entonces la férmula siguiente es I1,41.

0(z,v) = Iye(,y) — ¢(z,v)

La implicacién IX,,; => SX,;; del apartado l.e, resulta aplicando el
teorema 1.6.3 a la ¥, ,—f6rmula Jye(z,y), donde ¢(z, y). € II,,, observando
que si n > 0, entonces la férmula z € t — ¢(z,y) es II,, y que A = Bll,.
En el caso n = 0, dicha férmuia es¥; y AR B, _
P. Hijek ([13], lema 13 del teorema 2.7) establece la implicacién reciproca
de 1.e, directamente por induccién sobre n.

Teniendo presente 1.c y usando el resultado IE, <= MX, <= MII, (que

19



sera probado en 2.3.2 y 2.3.8), damos a continuacién una prueba alternativa
de S¥,; = I¥, 1, utilizando esquemas del maximo. La prueba se obtiene

como consecuencia de los siguientes asertos

e Aserto1: MIL, +SII, = MZX,;.

e Aserto 2: SII, = MII,.

Prueba del aserto 1°

Sean ™A | MII, + SII,, , o(z) € Tpt1, ¥(z,y) € I,y a € A tales que
e(z) = y(z,y) y A E Iz < a (). '

Puesto que A |= SII, existe g € A tal que

ARV <a(Fyh(z,y) = Iy < g d(z,y)) (%)
Por tanto

A= 3z < oy < g ¥(z,y)
Ahora bien Jy <t P(z,y) € TL,(A), ya que

e si n = 0, el resultado es trivial.

e sin > 0, entonces de los teoremas 2.3.5, 2.3.8 y de U |= MII,, se sigue
que 2 = BIL,.

Por tanto, existe m € A tal que m = (max z),<.(3y < ¢ P(z,y)). .Luego,.
de (*) deducimos que m = (max z).<.(y(z,y)).

Es decir, m = (max z).<.(z).

O
Prueba del aserto 2
Basta tener presente que
SI, &5 8%, =% BY,,; 2213, 222 M1I,
. -

A continuacién, vamos a probar el resultado 1.f.
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2.2.1 Teorema. IY, <= LA, <= LV, < I\, & 1V,,.

Demostracion:

Para n = 0, el teorema es obvio. Supongamos que n > 0.

(IS, < LA, |

Obviamente LA, => LY, = I%,. Veamos que I¥, => LA,.

Para ello, sean A = IX, y ¥(z) € A, tales que ™ |= 3z(x).

Si ¢ € A es tal que A = ¢(c), entonces A | 3z < ¢ P(z).

Puesto que 2 | IZ, (n > 0) y ¢(z) € A, del teorema 1.6.3 resulta que

existe to < 2°t! tal que

AEVe<c+1(p(z) oz €ty)  (¥)

Por tanto : A = 3z < ¢ (z € 1), ya que A = Jz < ¢ P(z).

Teniendo presente que z < rAz € t € 5,(IZ;) yque A =I%,, existed € A
tal que d = (pz)(z <c Az € ty).

Luego, de (*) deducimos que % = d = (pz)y(z).

|IZ, <= LV, |

La prueba es analoga a la anterior.

LV, <= IA, | |

La prueba de LV, = IA,, es similar a la de Paris y Kirby de LY, = III,

en ([25]) , basta tener presente que

o(z) €A, =  -—p(z) € Vy

LA, <1V, |

La prueba es analoga a la anterior.

Prueba de 1.g) : BX, =& SX,

Caso contrario resultaria que
BS, =% Sy, &% sz, % 1IN

lo cual contradice el teorema 1.3.13 de Paris—Kirby.
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Prueba de 1.h) : S%;, = I,

Por una parte

ST, =5 sy, = I, 2 1%,
Por otra parte, st I¥ => S, entonces

5, =& sy, 28 sy, 48 In

lo cual contradice el teorema 1;3.13 de Paris—Kirby.

Prueba de 1.i) : BX,,; 5= SZ.n

Caso contrario resultaria que
hip, .
BX,, =5 ST, =5 IZ..

lo cual contradice el teorema 1.3.13 de Paris—Kirby.

Pruebade 1.j): Bll,,;, B SZ..
Por una parte

Bll,,. =% SO, 2% ST,

Por otra parte, si S¥,,, = BII, ,,, entonces
IS =% ST, 2% Bl =2 BS..

lo cual contradice el teorema 1.3.13 de Paris—Kirby.

"Pruebade 1.k): SII,;; = SI.u

Por una parte
1.4 1.5
Snn+1 = BHn+1 == SZ,.+1
Por otra parte, si S¥,,; => SIl,,;, entonces
 hip, .
IS, =% S, =5 Sl =2 B, =%

22
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lo cual contradice el teorema 1.3.13 de Paris—Kirby.

Pruebade 1.1): SII,,, = I,

Basta tener presente que

IS <5 SI.4

1.
IE'n+1 <=é> IHn+l
1.k

SHn.H 'ﬁ Sz'n+l

Prueba de 1.m): SA,.1 = IAa
En primer lugar, observemos que SII, ., <= SA,;1 <> S¥, 42, ya que

SEn+2 & SArH—l g SHn+i = SE,H.Q
Luego 1.m se deduce de

SIy1 €% SAnn

1.f
Inn+1 f== IAn+1

1.1

SII, 41 = Il 4
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2.3 Relaciones entre los esquemas del maximo

Las primeras relaciones que se establecen son las siguientes:

BX,

0

BX,

i

BII,

BA,

BX,

y de induccién para X, , II, , A,

F, <= F*5, = ME, <= I, < S5

e

|

F¥,

e

F*%,

{le

ME,

Be

MII,

M2,

Figura 2

i

1%,

0

puf

In,

=

1%,

Las nuevas relaciones que aparecen en la figura 2 son :

2.a) Para cada I' C Form(L) se verifica F*I' = FT' (2.3.1). 7

2.b) Si E designa uno de los esquemas del maximo y I'y C I'; € Form(L)
entonces ET'; = EI'; (2.3.1).

2.c) SiT =%, II,, A,, entonces F*I' = MT (2.3.1).

g

S,

t

SII,

SA;

S¥,

BX,

BX,

BII,

BA,

BX,



2.d) SiT =X, I, A,, entonces MI' <= IT' (2.3.2,2.3.5 y 2.3.6).
2.8) le ’=> ME() (2.3.7).
2.f) MZ, < MII, < MA, (2.3.8).

. 2-g) M2n+2 F:::} MAn-l-l (2.3.9).

Seguidamente, vamos a probar dichas relaciones.

- 2.3.1 Teorema. Se verifica:

1. SiT C Form(L), entonces F*I' = FT.

2. Si E designa uno de los esquemas del mdzimo y I'y C T’y C Form(L),
entonces EI'y = ET';.

3. 5T =%,, M, A,, entonces F*I' == M.

- Demostracion:

De las definiciones correspbndientes, se deduce inmediatamente 1 y 2. Pro-
bemos 3 para I' = £,, (en los restantes casos, la prueba es analoga).

Para ello,. sean A = F*%,, | p(z) € T, y a € A tales que % = 3z < a ¢(z).
Sea ¢ € A tal que A = ¢ < a A ¢(c).

Consideremos la ¥,—férmula

O(z,y) =z =y Ap(x)

Entonces

A = FUN(8(z,y),a) A Iz < aFy(z,y)
Puesto que A = F*TL,, deducimos que existe p € A tal que
A = p = (max y).<q 0(z,y)

Luego p < a y, ademds, % = ¢(p) AVz < a (p(z) — 2 < p).
Es decir: & = MEL,.

25



2.3.2 Teorema. MII, <<= LL,.

Demostracion:

IMII, = L%, |

Sean A | MII,, vy ¥(z) € X, tales que A |= Jzyp(z). Sea a € A tal que
2A | ¥(a). Consideremos la II,~férmula p(z) =Vt < z ().

Puesto que A = p(0) y A = MII,, existep€ Atalquep<ay

Ql]:w(p)AVqu(cp(x)*fS?)

Entonces

o AVt <p-(t), ya que A = o(p).

e A | ¥(p) ya que, caso contrario, resultaria que % |= ¢(p + 1).

Por tanto, A = LY,.

ILE, = MIL | _

Sean A =LY, , o(z) €I, y a € Atales que A =z < a p(z).
Si A | ¢(a), entonces es obvio que ™ = @ = (max z)z<a0().

Si U F~ ¢(a), entonces consideramos la férmula
Y(t,2) =t < zAVe <z (t <z — —p(x))

(es decir, la férmula ¢(t,z) indica que en todos los puntos dei intervalo
cerrado de extremos t y z se verifica ~(z)).

Se verifica que ¥(t,z) € £,(2A), ya que para n = 0 el resultado es obvio y
si n > 0, entonces IX,, = BX, y ¢¥(t, z) € X,.(BX,).

Teniendo presente que 2 k= 3ty(t, a) [ basta considerar t = a ] deducimos
que existe ¢ € A tal que % |= ¢ = (ut)y(t,a).

Ahora bien, ¢ # 0, ya que A E Jr < a ¢(z). Por tanto, ¢ — 1 =
(max 2)egat(c).

O
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2.3.3 Lema. MY, + BY,,, < I¥,.,.

Demostracidn:
MI, 1+ BE = IE.4
Por el teorema 1.3.13, basta demostrar que MY, ,;, + BX,,; = LII, 4.

La prueba de este resultado es analoga a la de MII, = LY, en 2.3.2.

Basta tener presente que si () € II,.41, entonces

o(z) = Vi < z79(t) € Bny1(BEns1)

Izn-{-l = M2n+1 + BEn+1
Por el teorema 1.3.13, basta demostrar que LII,,; => MZX,,,. La prueba

de este resultado es andloga a la de LY, == MII, en 2.3.2 . Basta tener

presente que si ¢(z) € L,41, entonces

h(t,z) =t <zAVe <z (t <z — —p(z)) € Mgy

2.3.4 Lema. ~M2n+1 - BE,H.].

Demostracién:

Por induccién sobre n.

n=20

Sean A =MEX; , p(z,y) €EZpy a € Atales que A |= Vz <ady p(z,y)-

Consideremos la ¥;~férmula:
P(w) = FtVr < wiy S t o(z,y)

Se verifica que A k= 1(0), luego A = Fw < a ¥(w). Por tanto, existe p € A
tal que p < a y p = (max w)y<P(w).
Basta probar que p = a. Para ello, sea t; tal que

A = Vz < p Iy <t p(z,y)
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e Supongamos que p # a. Entonces p+ 1 < a, luego existe yo € A tal
que A = ¢o(p+1,y0). Por tanto, si t; = midx {to,yo}, entonces

AEVe <p+1 3y <t o(z,y)

Es decir, A |= ¥(p+ 1). Lo cual contradice la definicién de p.

Supongamos que MX, ., => BX, ;.
La prueba de M, ., = BIl,,; es anéloga a la anterior, basta observar

que

o(z,y) €y =  P(w) € Lpy2(BEnya)
M2n+2 = M2n+1 - B2n+1

O
2.3.5 Teorema. MY, < 1IX,
Demostracion: - ,
El teorema es cierto para n = 0, ya que
Mz, 2 Lz, &% 15,
Si n > 0, entonces
Iz, £ Mz, +Bp, £ Mz,
0

2.3.6 Teorema. MA, <= LA,.

Demostracion: _
El teorema es inmediato para n = 0. Supongamos que n > 0.
IMA, = LA, |

Se verifica
MA, - = MZ, [Z.CA]
= IX, [235]
= LA, [221]
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ILA. = MA, | |
Sean A = LA, , o(z) € A,y a € Atales que A |= 3z < a ¢(z). Puesto que
A = LA, FIZ, y n > 0, del teorema 1.6.3 deducimos que existe ¢, < 2°*?
tal que |

AEVr <a+1l(p(z) & z €y

Por tanto : A =3z < a (z € ty), ya que A | 3z < a p(z).
Teniendo presente que ™A |= LA, y que

LA, 3 13, 2 Mz, 2 My,
deducimos que existe p € A talquep<ay
AEpetoAVz<a(z€tg—z<p)

Por tanto

A k= o(p) AVz < a(p(z) — z < p)

O
2.3.7 Teorema. MZI = M,
Demostracién:
Basta tener presente que
Mz, 2 I3,
Mz, E3 I3
- 1313
¥, = I3, _
-0

2.3.8 Teorema. MY, <= MIl, <<= MA,.

Demostraciéon:

Es consecuencia de los teoremas 2.3.2, 2.3.5, 2.3.6, 2.2.1 y del teorema de
Paris-Kirby 1.3.13.

a
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2.3.9 Teorema. MY, ., = MA,,.

Demostracidn:

Por una parte

M2n+2 - IE,,_,.g [ 2.3.5 ﬂ
== I/\n+1 [ﬁgl ] ‘
=> MAu [235y221]

Por otra parte, si MA,4; => MZX, o, enfconcés :

¥y = IAa [figl]
—  MAu [235y221]
—  MS., [hip.]
— IS, [235]

lo cual contradice el teorema 1.3.13 de Paris-Kirby.
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2.4 Relaciones entre los esquemas del maximo

y de coleccion fuerte para X, I, A,

Las primeras relaciones que establecemos en la presente seccidn, son las

indicadas en la siguiente figura

BZ, FL, < F*'L, = M, <= I, < SI, = BIL,
§ f ﬂ f f t $
BX, le*. = F*'L, & M, < I8, < SI, = BI,
T ¢ fre i 3 T 5
BII, FII, < F*, = MIl, <= IlI; < SI = BII
) R 8 ) U
BA; FAr < F'A, = MA; <= IA < SA;, = BA;
g i f I i i i
BX, F, < F*'3, & M3, < I5, < S%, = B,
Figura 3

Los resultados que permiten obtener la figura 3, a partir de la figura 2, son

los siguientes:
3.8.) M2n+1 == F*E,H_] .
3.b) Bll,y; = FZ...
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3.0) F*Hn+1 = F*2n+1-
Dichos resultados se deducen de los siguientes teoremas

2.4.1 Teorema. F*Y, <<= FI,+MZ,
2.4.2 Teorema. Si ' C Form(L), entonces ST = FT'.

Veamos que los resultados citados se deducen de estos teoremas.
Prueba de 3.a) : MZ,,;, = F*I,,,.

M2n+l == M2n+1 + SE,,.H I[ﬁg 2 ]
= ME,H.] + FEﬂ+l ﬂ: 2.4.2 ]
= F*Z. [24.1]

Prueba de 3.b): BIl,,;, = FX,u.
Por una parte
Bll,,;i = MZ,u [fig2]
= F* En+1 [ 3.a ]
== F2n+1 ) [ ﬁg2 ]

Por otra parte, F¥,,, == BIl,;; ya que, caso contrario

IX,n, = M, [fig2]
= F*3,, [3a]
= FZ..; [fig2]
=>  BIl,4; [ hipét. ]
=  BX,4; [1.313]

lo cual contradice el teorema 1.3.13 de Paris-Kirby.

Prueba de 3.c) : F*II,,;, = F*I.,,.

Basta tener presente que

F*Hn+1 = M2n+1 ﬂ ﬁg. 2 ]
= F*Zn+1 II 3.a ]
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Finalmente, vamos a demostrar los teoremas 2.4.1 y 2.4.2.
Prueba del teorema 2.4.1: F*Y, <« FX,+MZ,
F*Y, = F%, + M,
Resulta inmediatamente de la figura 2.
FI, + MX, = F*3,
Sean A | FX, + M, , 6(z,y) € o y a € A tales que 0(z,y) define
sobre 2 una Y .-aplicacion en un subconjunto no vacio de a+ 1. Puesto que
AEFI, existe ¢ € A tal que

A Ve <aVy(b(z,y) 2 y<c)

Por tanto :
Ak 3e <ady<ch(z,y)

Consideremos la ¥,~-férmula
o(y,2) =3z < 2 0(z,y)

Teniendo presente que 2 = MX, y que 2% £ 3y < ¢ (¥, a) deducimos que
existe p € A tal que p < cy A = p = (max y)y<cp(y, a).
Veamos que 2 |= p = (max y),<.0(z,y). En efecto:

o %k 3z < a b(z,p), ya que % E ¢(p,a).

e Sean d,e € A son tales qued < ay U |=6(d,e). Entonces A = e <

c A p(e,a). Por tanto e < p. '

a

Prueba del teorema 2.4.2 : Si T C Form(L), entonces SI' = FT'.
Sean 2 = ST, 0(z,y) € T y a € A tales que 6(z,y) define sobre A una
I'-aplicacién en un subconjunto no vacio de a + 1.

Puesto que A |= ST deducimos que existe g € A tal que
A=V <a (Fyb(z,y) — Iy < ¢ 6(z,y))
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Por tanto, si ¢ < a,d € A verifican que ™A |= 6(c, d), entonces existe e < ¢

tal que A |= 6(c, e). Luego d = e < ¢. Es decir :

AEVz<aVyb(z,y) >y <q)

0

A continuacidn, se establecen nuevas relaciones entre los esquemas del maximo

y de coleccion fuerte.

B, <& F3I, <
g |

[ ®
B, <« FI <<
t & fre
BII, FII, <>
¢ ft

"BA, € FA &

BY, <4 FL, <

La figura 4 se deduce de la figura 3, a partir de los siguientes resultados

4.2) FA, => FZ,,,.

F*L, |::> MEZ, ‘
e i
F*E, <= M5,
fr )
F*II, = MI],
l 0
F*n, F:v MA,
T i
F*Y, < M3,
Figura 4
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=
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g

> S},
o

< SII,

ﬁ .

BX,
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BA,

B,



4.b) SiT =X%,, II,, A,, entonces FI' = F*T.
4.c) FII,,, = FI...

4.d) F*A, = F*I.,;.

4e) FX,,, = BI,...

4f) FA, = BA,.

4.2) MA, == F*A,.
Estos resultados se obtienen de los siguientes teoremas:

2.4.3 Teorema. FA, = SI,,.
2.4.4 Teorema. F*II, <« FII, + MII,.

Veamos que los resultados citados son consecuencias de estos teoremas.
Prueba de 4.a) : FA, = FX,,. -

Basta tener presente que

FA, 28 sz, £ Fs,,

Prueba de 4.b) : Si[' =X, II,, A,, entonces FIT = F*I.

Se verifica

e FA, X s3., £ P 2 OFA. (4b)
o« F,pn L% FA, 2 F*T,,,  (4b2)
¢ Finalmente .
FHn+1 == FHn+l + FATL

= FHn+1 + an-l;l [ 4.a ]

- FHn+1 + F*Zn_,.] [ 4.b2 B

= FH,H.] + MHn+1 [ ﬁg.3 ]

= F*Hn+1 [ 244 ]

35



Prueba de 4.c) : FII,,; = FX, 1.

Fll... 28 FA, 2 Pz, 2 Fo.,

Prueba de 4.d) : F*A, = F*I,,,.

F*A., 28 FA, 2 Fr.

Prueba de 4.e) : FX,.;, = BX.u.

~ Por una parte
FT,., 22 FA, 22 sz, £2 Bz,
Por otra parte, si BX,,; => FX,,,, entonces resultarfa que

B2n+1 = F2n+1 [ hlp ]
= F*En-l—l [ 4b2 ]
- IE,,.H [ ﬁg3 ]]

lo cual contradice el teorema 1.3.13 de Paris-Kirby.

Prueba de 4.f) : FA, - = BA,.

Basta tener presente que :

F/\n g F2n+1 = F/\n
BA, 42 Bz,

4.e

F£... = BZ.,

Prueba de 4.g) : MA, == F*A,.
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Caso contrario, resultaria que

MA, = F*A, [hip.]
- F*Zn+1 [ 4.d ]
= ME,,_H [ ﬁg3 :ﬂ

lo que contradice a la figura 3.

Probemos seguidamente los teoremas 2.4.3 y 2.4.4.

Prueba del teorema 2.4.3 : FA, = )
Este teorema es consecuencia del siguiente aserto: |
Aserto 3: FA,+1I¥, = S¥.;.

En efecto: Por induccién sobre n.

n=>0

FAo = F Ag + I, 223 ¥,

Supongamos que FA, => SX¥..;. Entonces

FAny Z8 FA, = SZ,.;1 [hipét. ind. ]

= T [fig3]
Por tanto
FAnpr = F Appy + I8 222 85,4,

Prueba del Aserto 3: FA,+1IX, = SX, ..
Sean A E=F A, + 1%, , ¢(z,y) €I, ya € A.

o Si A= Vz < aVy—p(z,y), entonces

A EVz < a(Jyp(z,y) — Jy <0 ¢(z,y))

e Supongamos que A E Iz < adyp(z, y).
Puesto que A = I, y ¢(z,y) € II,, deducimos que

A k= 3z < aJy(y = (po)p(z,v))
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Consideremos la formula

0(.’1),y) = So(xay) AVv < y_'()o(xav))

Entonces 6(z,y) € A.(2), ya que para n = 0 el resultado es obvio, y
si n > 0, entonces I¥, = BL,.

Teniendo presente que A | Iz < adyp(z,y), se tiene que 0(z,y)
define sobre 2 una A,-aplicacién en un subconjunto no vacio de a +1.

Luego como % = FA,, deducimos que existe ¢ € A tal que
A | Vz < aVy(0(z,y) 2y < q) |
Veamos finalmente que
%= Ve < o(Jyp(z,y) — 3y < ¢ 9(z,9))

Para ello, sea d < a tal que ™ = Jyp(d,y). Puesto que A = LII,
y o(z,y) € I, existe b € A tal que A = 6(d,b). Entonces b< gy
A k= ¢(d, b). Es decir, 2 | Jy < q o(d,y).

Prueba del teorema 2.4.4 : F*II, <« FII, + MIl,.

De la figura 3 resulta que F*II, = FII,, + MII,.

La demostracién de FII, + MII, = F*II, es anéloga a la de FX, +
MEZ, = F*Z, (teorema 2.4.1). Basta tener presente, siguiendo dicha

prueba, que si §(z,y) € II,,, entonces

g?(y, z)=3z < z-O(x,y) € IL,(2)

(pues para n = 0 el resultado es obvio y si n > 0, entonces basta observar
que MII,, fisd BX,).

a
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2.5 El axioma de regularidad

Para completar las relaciones que faltan en la figura 4, vamos a utilizar el

esquema de axiomas de regularidad (G. Mills y J. Paris [23], pigina 275).

2.5.1 Definicién. Si ¢(z,y) € Form(L), entonces R,(z) es la formula
Yty > t3z < zp(z,y) — Iz < 2Vidy > te(z,y)

R, es el cierre de R,(z).

Es decir, el esquema de axiomas R, traduce la siguiente propiedad: si el
dominio de una relacién esta acotado y el rango no, entonces existe, al
menos, un elemento del dominio que esta relacionado con un conjunto no
acotado de elementos. Dicho con otras palabras, si una unién finita de
conjuntos es no acotada, entonces, al menos uno de esos conjuntos es no
acotado (o, equivalentemente, la unién de un niimero finito de conjuntos

finitos es finita).

2.5.2 Definicién. Si I' C Form(L), entonces

RI =1+ {R,:p €T}

2.5.3 Teorema. (Mills—Paris ([23], teorema 1)
Para cada ¢(y, z) € I, eziste ¥(u) € I, tal que

1. BE, 1 FVy < szcp(y, z) — Ju > wip(u)

2. BYpy1 F Vy3ze(y, z) « Vidu > tih(u)

Esquema de la prueba
Sin>0y 2 = BX,,, entonces

A = Vy3zo(y, 2) & VyIzea(y, 2) « Vidy > t320:1(y, 2)
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siendo ¢4(y,2) = y < z AVu < y3v < 2¢(u,v). Si My,z,w) € L, es tal

que ¢, (y, 2) = Yw(y, z, w), entonces se considera la II,—formula

PY(t) = o, t; <t {t =< to,t1 > A to,t; codifican aplicaciones A 0 € dom(to)A
Vs,u € dom(to)(s < u — to(s) € dom(to) A to(s) < u) A
dom(t;) = {< z,z >: z € dom(tp) A z < to(z)} A
V<z,2>[<z,2>€ dom(t;) — (=\(z, 2, ta(< z,2 >))A
AVu < (< 2,2 >) Mz, 2,u))]}

Teniendo presente que A = IX, , dado ¢ € A se prueba que existe p € A
tal que:

Vu[(3t < p ¥(t) A Iz € dom(to)(z > u)) Vu >

de donde se concluye que
A = Vy < cdzp(y,z) — Ju > ¢ P(u)

Para establecer la implicacién reciproca de (2), se prueba que si ¢ € A,
entonces )

A = Ft(P(t) A 3z € dom(to)(c < z))

El caso n = 0 tiene la ventaja de que la negaciéon de una II;-formula es
una [o—férmula, pero, en cambio, tiene la desventaja de no poder utilizar
la funcion exponencial, ya que A no tiene porqué ser modelo de I¥;. Para
mas detalles relativos a la féormula ¥(u) correspondiente a este caso, ver
[23], pagina 274.

‘ O

2.5.4 Teorema.

B2n+2 = RE-,,,+1 p— RHn == BHn+1

Esquema de la prueba

El teorema es consecuencia inmediata de los siguientes resultados:

1. an...z —— R2n+1
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2. RHn = BIIn+1

Para probar (1), basta tener presente que si A = BX, 3, ¢(z,y) vy a € A
son tales que

A= Vz < a 3tVy >t - p(z,y)
entonces existe ¢ € A tal que
ALVe<adt<cVy>t-p(e,y)

Luego :
AEVy >c -3z < ap(z,y)

Para probar (2) se demuestra en primer lugar que Rl = IX,;.

o Para ello, si A = Rl ,p(z,y) € Iy y a € A son tales que A =
dye(a,y), entonces

A Ve <o JuVu > w[y < up(z,y) « Jy <u+1 ¢(z,y)]
Luego existe p € A tal que
A Vr < a (Jyp(z,y) « Jy < p p(z,y)]

de donde resulta que existe ¢ € A tal que

¢=min{z: Ay <p o(z,y)}

-

utilizando que AU = IZ,.

Finalmente RII, = BII,,, se demuestra por induccién sobre n.
n=20

Sean 2 |= Rlly , ¢(z,y,2) € Loy a € A tales que
%k Ve < a JVep(z,y,2)

Puesto que A = BX,, del teorema de Mills-Paris deducimos que existe
P(z,t) € Il tal que
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1. A EVy < wdz— ¢(z,y,2) = Ju> wp(z,u)

2. A EVy3dz- p(z,y, z) « ViIu > t(z,u)

Puesto que A = RIlp y A | Vz < a ItVu > ¢t~ 9(z,u), deducimos que
existe ¢ € A tal que

AEYu>gVz <a-Y(z,u)
Entonces se verifica

AL Ve <ady<g+lVep(ey,s)

n>0yVk<n : RII,; = Bl

Si % = RII,, entonces se prueba que 2 |= BIl, 4, razonando como en el caso

n = 0, observando que, por hipétesis de induccidén, se verifica %A | BX, ;.

a
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2.6 Relaciones entre los esquemas del maximo

y de coleccion para

Las nuevas relaciones que se establecen entre los esquemas del maximo y

los esquemas de coleccién, aparecen en la siguiente figura.

BZ, <«
8

BY, ¢={

BII; <

BA, <

BY, <

Los resultados que permiten obtener la figura 5 a partir de la figura 4, son

los siguientes

5.8.) an+1

FE,

i

F¥,

=
°

FII,

Fn,

F¥, .

=

F* 20 ’ﬁ Mzo

0

F*3,

e

F*I,

F*A,

F*3%,

BIL,,,.

5b) FE,y == Fll,,..

t

M%,

MII,

0

MA,

)

- MY,

Figura 5

Ena Hm /\n

IS, < STy =

i i
Iz, S%,
0 i
11, SII,
) )
1A, SA;
i i
Iz, S%,

BX,

BX,

BII,

BA,

BX,



5.C) F*En-{-l # F*Hn+1.

5d) MIl,., == F*,..
Dichos resultados se deducen de los siguientes teoremas

2.6.1 Teorema. FII,,,;, = BIl,

2.6.2. Teorema. Si A |= PA no estindar y a € A — w, entonces

I+1(™U;e) £ FII,

Veamos que los resultados citados son consecuencias de estos teoremas.
Prueba de 5.a) : “FII,,;, = Bll,..

Por una parte, el teorema 2.6.1 afirma que FII,.,;, == Bl 4.

Por otra parte, del teorema 2.6.2 resulta que si A | PA no estandar y
a € A —w, entonces I,12(%; a) & Fll,41. Puesto que I,42(%;a) = Bll,y
(teorema 1.5.2), deducimos que Bll,4; == Fll 4.

.
Prueba de 5.b) : FX,.., = FII, ;.
Caso contrario, resultaria que
Bll,,y 2£ FS.n 25 Fllg
lo cual contradice el resultado 5.a. O
Prueba de 5.c) : F*Z,.,; == F*I,,,.
Basta tener presente que '
an-{-l = F* 2"+1 [ ﬁg.4 ]
FHn.H A F*Hn+l [ ﬁg4 ]
FYop1 = Fl,.u [5Db]
| O
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Prueba de 5.d) : MIl,,; &= F*l,.;,.

Caso contrario resultaria que
* fig4 hip. *
F En+1 = MHn+1 = F Hn+1 .

lo cual contradice el resultado 5.c.

A continuacién, vamos a demostrar los teoremas 2.6.1 y 2.6.2.

Prueba del teorema 2.6.1: FII,,;, = BH;,H
Teniendo presente que RII, = BIl,;; (teorema 2.5.4), la prueba del

teorema se reduce al siguiente lema.
2.6.3 Lema. FII,,;, = RII,

Prueba del lema 2.6.3
Sean A = FIl, 41, o(z,y) € II, y a € A tales que

AEVz <aItVy2>t-op(z,y)
Consideremos la II,,11-férmula
O(z,t) = (Vy ~ o(z,y) At =0) V (t #0AVY >t = p(2,y) Ap(z,t — 1))
La férmula 6(z,t) asocia a z el elemento |
o t =0, siVy - p(z,y).
o el menor ¢ # 0 tal que Vy > t = ¢(z,y), caso contrafio.

Veamos que U = FUN(0(z,1),a). Para ello, sean b < a,¢;,c2 € A tales que
A ‘= H(b, C]) A H(b, 02).

o Si A = Vy ~p(b,y), entonces ¢; =0 = c,.
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o Si 2 = Jyp(b,y), entonces existe ¢y > 0 tal que

A E=Vy > to~ ¢(b,y)

Puesto que A | Flluy , Fllay 225 I,y y LIy <> 4
(teorema 1.3.13), resulta que existe d € A tal que

d=min{t>0: AEVy >t - ¢(by)}
Entonces deducimos que
d>0 A AEVy>debd A AEpbd—1)
Por tanto: ¢, = d = c,. |
Teniendo presente que A | FII,;; deducimos que existe p € A tal que
A }%-Vx < a Vt(6(z,t) —» t < p)
Veamos que 2 | Vz < a'Vy(Lp(a:,.g;/) — y < p). En efecto:
o Sean b < a,c € A tales que 2 |= (b, c). Entonces resulta que
AE3I>0Vy >t-¢(b,y)
Por tanto, existe to € A tal que
to=min{t>0:AEVy >1t- by}

Entonces 2 = ¢(b,to — 1). Luego A [= 0(b,tp). Por tanto ¢ < p.

Ahora bien, por definicién de t, resulta que
AEplbe) = c<t—1

En consecuencia: ¢ < p.

Asi pues, hemos probado que
AEVz<a 3ty >t - o(z,y)] — [t Vz < a Vy(p(z,y) — y < t)]
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Es decir
A EVtdy >tz < a p(z,y) — Jz < a Yty > to(z,y)
O

Prueba del teorema 2.6.2 : Si 2 = PA no estdndar ya € A — w,
entonces I,,1(2U;a) |~ FII,.
Sean 2 |= PA no estindar y a € A — w. Notemos

Koty = Knp1(%50) e Loy = L (% 0)
Se verifica que

Ko EIS, [152-(2)]
Knp1 BIL, [153—(1)y1.3.13]
Ly EBIL, [152-(4)y1.313]

Ahora bien
[Kns1 & BIL, y FII, => BII,] = Kn4 [ FII,
Por tanto, existen 8(z,y) € II,, y b € K, tales que
K, = FUN(0(z,y),0) vy Knp1 EVi3z<b3y>to(z,y)

Veamos que I,; F FUN(6(z,y),b)

e Caso contrario, existen d < b, ¢y, ¢; € 1,4, tales que
In+1 |= 0((1, Cl) A O(d, Cg) A C ;é Co
‘Sea e € K, tal que e > max{c,,c;}. Entonces

Int1 = 32 <0 3y1,y2 < e [0(z,41) A O(z, y2) A yr # ¥2]
Ahora bien

Knp1 <o A
In+1 =<n A éz Kn+1 =n In+1
KepinClhimCcd '
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Por tanto, teniendo presente que

3z < 23y1,y2 < H0(z, 1) AO(z,¥2) Ays # 2] € Ma(Jng1) N Tn(SKnpr)

resultaria que

Koy =32 < b 3y,y2 < e [0(z,11) AO(z,92) Ay # 32

lo cual contradice que K,y = FUN(6(z,y),b).

Finalmente, ‘deducimos que I4; = Vidz < b Iy > t0(z,y), ya que K, 4, es

una subestructura cofinal n—elemental de I,

En consecuencia, I, | FII,.

Finalmente, completamos la figura 5

BXo
BI,
ft
BII,

0

BA,

g

BZ,

| Fx
8
« Fz,
¢ 1
« FI,
B

< FA,

< F*%,
|
> F.*E,
t
<> F*II,
e
< F*A

)

< F*5,

=

M%,

Mz,

MII,

MA;

t

ME,

Figura 6
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Los resultados que permiten obtener la figura 6 a partir de la figura 5, son

los siguientes :

6.a) Fll,;., = FA..
6.b) F*Il,.;, = F*Anu.
Dichos resultados se deducen del siguieﬁte teorema:
2.6.4 Teorema. FIl,,;, = Sll,.4;.
En efecto : |
Prueba de 6.a) : FII,,;, = FAnsr.

Se verifica:
FHn+1 =4 Snn+1 [ 2.6.4 ]]

— IS, [fig5]
- F/\n+1 [ﬁg5 ]

O
Prueba de 6.b) : F*II,,, => F*A,.
Basta tener presente que
FHn+1 = F*Hn+1 l[ ﬁg5 ]
FAn1 < F*A,a [figb]
FH,,H.] - FAn+1 I[ 6.a ]
O

Prueba del teorema 2.6.4: FIl,,,; = Sll,.
Sean A = FIl,,4; , ¢(z,y,2) €,y a € A. Puesto que FII,.;; = B, .,
del teorema de Mills-Paris (2.5.3), deducimos que existe ¢(z,u) € II, tal

que

1. A = Vy < wiz— ¢(z,y,2) = Ju > wip(z,u)
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2. A = Vydz- p(z,y, 2) « Vidu > ty(z,u)

Por tanto

A | IyVze(z,y,2) & IitVu > t- P(z,u)

Consideremos la II,, ;—férmula
0(z,t) = Vu > t— Y(z,u) A ¢(z,t)

Es decir, t es el menor elemento v tal que Yu > v— ¢(z,u).
Veamos que A = FUN((z,t),a).

o Sean b < a,¢;,c; € A tales que U = 0(b, ;) A 6(b, c;).

Si ¢; < ¢,, entonces
AE0bc) = Fd<c: d>ayAEP(Dd
lo que contradice que A |= 6(b, ¢;).
Teniéndo presente que A = FII,.,;, deducirﬁos que e;xiste p € A tal que
A k= Vo < aVi(0(z,t) = t < p)
Veamos, ﬁnaimente, que
A = Vo < a(FyVze(z,y,2) = Ty < p+1 Vzp(z,y,2))
e Caso contrario, existe b < a tal que
% k= Iy¥rp(b,y, z) AVy < p+132- o(b,y, 2)
Por una parte
A E IVep(by,z) = A ItVu> t-9p(b,u))

Puesto que Vu > t-4(b,u) € 41 y Fll 41 => LII,4; resulta que
existe 1y € A tal que

to = min{t : A | Yu > t- ¥(b,u)}
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Es decir: 2 | 6(b,%5). Luego ty < p, ya que b < a. Luego sic € A
verifica 2 = 0(b, ¢) entonces ¢ < ¢y < p.

Por otra parte, del teorema de Mills-Paris (2.5.3), resulta que
AEVy>pIzmplby,2) = AEJu>pih(dbu)

lo que es una contradiccién.

2.7 Relaciones de los esquemas del maximo
con los esquemas de induccidn, coleccion

y coleccion fuerte, para V,

En las secciones anteriores, los esquemas relativos al conjunto de fé6rmulas
A, se han introducido ante la necesidad de considerar ciertas férmulaé An,
generalmente del tipo ¢(z) AVy < z-¢(y), asociada a una férmula ¥, o I,
(o(2)). | |

En esta seccién se trata de probar que en la figura 6, podemos sustituir
el conjunto de férmulas A, por el conjunto de férmulas V,. Para ello es
suficiente -probar que EA, <= EV,,, siendo E cualquiera de los esquemas
I B, S, F, F¥, M. |
Observemos en primer iugar que, del teorema 2.2.1, resulta IA, < 1V,,.
La validez de la relacién EA, < EV,, para los esquemas B, .S, Fy F*

se deduce del siguiente lema.
2.7.1 Lema. Seal'=A,, V, y E=B, S, F, F*,

1. EY,;; = ET' = EII,.

2. EX, 41 < El < EII,.
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Demostracién:
El apartado 1 es consecuencia inmediata del teorema 2.3.1-(2).

El apartado 2 es consecuencia del apartado 1 y de

E2n+1 = EH,. [ ﬁg6 ]

Finalmente, veamos que MA, <= MV,,.

2.7.2 Teorema. MA, <<= My,.

Demostracidon:

Por una parte se verifica -

Mv, = MEZ, [Z,CV.]
= IX, [fig6] .
=> LA, [221]
= MAa, [236]

Por otra parte, se prueba que LV, => MV, (x), de forma anéloga a la
prueba de LA, => M A, (ver teorema 2.3.6). Por tanto

MA, = LA, [236]
= Lv, [221]
= My, [*]

Terminamos la presente seccion, dando una prueba directa de
F'T <« Fr+ MI

para I' = V, (Andlogamente vale para I' = A,,).

52



2.7.3 Teorema. F*v,,;, <= FV,,,+ MV,

Demostracidén:

Obviamente F*V,,; => FV,;;. La prueba de F*V,,; => MV, es
andloga a la de F*E, => MX,, (teorema 2.3.1-(3)).

Veamos, a continuacién, que F V,41 + MV, => F*V,;,. Para ello, sean
A F Vo + MVayr, 0(2,y) € Vayr y a € A tales que 8(z,y) define
sobre A una V,;—aplicacién en un subconjunto no vacio de a + 1.

Puesto que 2 |= FV,,, existe c € A tal que

AEVe <aVy(l(z,y) >y <c) (*)

Por tanto, 2 |= 3z < a 3y < ¢ (z, y).
Como MV, ;; = MZ, ;1 = IX,.,1, del corolario 2.3.1 deducimos que
existe to < 2<°+1e+1> ta] que

AEVe,y(< z,y ><<a+1l,c+1>> (0(z,y) << z,y >€ 1))

Entonces A 3z <ady <c < z,y >€ 1.

Ahora bien, 3z < z < z,y >€ t es una férmula %, (I%,) y A E ML,.
Luego, existe p € A tal que p = (max y)y<.(3z < a < z,y >E 1o).
Por tanto, de (*) concluimos que 2 |= p = (max y).<.0(z, y).
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2.8 Consideraciones finales

Los resultados obtenidos en las secciones anteriores de este capitulo, pueden

resumirse en el siguiente teorema.
2.8.1 Teorema. Se verifica:

1. SiT=%,, II,, Vo, A, entonces

(a) FT <= F*T <= ST
(b)) MI' < 1T’

2. 85T =%, II,, V., A,, entonces
(¢) FI' = 1II.
() ST k= MI.

8. F o1 <= F*S1 <= I8, <= S5, <= MZ, 4.

Notas

1. Sabemos que si n > 0, entonces toda funcién total ¥,-definible es
II,.—definible

e En efecto: si §(z,y) es una ¥,~funcién total , entonces la II,—

férmula
Y(z,y) =V2(0(z,2) = 2 =y)

define la misma funcién que 8(z, y).

Pues bien, teniendo presente que FX,,; =& FII, ,, deducimos que

existen funciones parciales II,,—definibles que no son X,—definibles.

2. En [7], C. Dimitracopoulos y J. Paris establecen que el esquema IX, 4,
es equivalente a los esquemas del palomar (PigeonHole Principle)

PHP;V, ;. Pues bien, en el presente trabajo se prueba que

I, <= FV, < F*V, < F*A, < FA,
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Finalmente, resumimos en una nueva figura, las relaciones obtenidas en este

capitulo para los esquemas de axiomas considerados, relativos a X, y II,.

S

S,

=

SII,

S¥,

En esta figura:

e Hemos prescindido de los esquemas relativos a A, que, recordémoslo,

FZ,

F%,

=

FII,

F%,

F2,
F*%,
R
F*II,
g

F*3%,

=4

Figura 7

fueron introducidos por necesidades técnicas.

M3,

Mz,

MII,

=

M3,

1%,

=

XY

I,

=

B2

S¥o

S¥,

=

SII;

S5,

e Hemos cambiado el orden de los esquemas, a fin de resaltar la equivalencia

entre S, F, F*.
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Capitulo 3

Sobre una conjetura de

Friedman

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior se ha probado que los fragmentos MT', II' y LI son
equivalentes para los conjuntos de férmulas I' = 2,1, V., Ay.

Definiendo la teoria MA,,; de manera “natural”, es decir,

MA 4y = IS0 + {V2]Va(e(2) o $(2)) = My(2)] ¢ € Engr, % € Mg}

nos preguntamos si las relaciones anteriores son, asi mismo, validas para
'=A.4.

Pues bien, por una parte, teniendo presente los resultados de R. Gandy
(LAnt1 <= BE,;1) y de P. Hajek (BE,,.H = IA,41), se deduce que
LA,z = IA,,.H

Por otra parte, Friedman conjetura ([13]) que IA,;; = LA, ;1.

Ademds, en el presente capitulo probaremos que MA, 41 < BY, ;1. En

consecuencia:

1. Los fragmentos MI' y LI' coinciden para los conjuntos de férmulas
= ZnaHn’Vna/\n y An
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2. Se verifica que MA, ;; = IA, ;.

3. Mediante esquemas del méaximo, la citada conjetura de Friedman

puede expresarse asi : IA,;; => MA,41.

4. Admitiendo dicha conjetura, podemos responder afirmativamente a
la cuestion planteada, es decir, los fragmentos MA,, € IA,,; son

equivalentes.

Resultados previos

Para establecer los resultados de R. Gandy y de P. Hajek necesitamos el

siguiente lema:

3.1.1 Lema. Sean 2 |= BIL,, ¢(z) € Zpi1, 01y, ) € I, pa(y,z) € B,

tales que

e o(z) = ypi(y, z)
o A= Vz(o(z) & Vyps(y, z))

En tal situacion, se verifica:

1. A = Vz3tVz < z(p(z) « Jy < tei(y, 7))

2. A V3tV < z(p(z) & Yy < tpo(y, z))

Demostracién:

Se verifica que
A = VaIy(p2(y, ) — ¢1(y, 7))
Por tanto, si a € A, entonces

A Ve < a Jy(pa(y,2) = a(y,2))

Teniendo presente que la férmula ¢3(y, ) — 1y, z) es II,, deducimos que

existe p € A tal que
A k= Ve < a Jy < p (e2(y, 2) = ¢1(y, 2))
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Entonces resulta que
AEVe <a(p(z) =y <pely,z))

A E=Ve <a(p(z) & Yy < p 2y, z))

3.1.2 Teorema. (R. Gandy) ([13], teorema 2b.19)

LA,s7 &< BI,..,

Demostracidén:
LA,y1 = BX,1
(La idea de la prueba es de J. Paris, comunicada a P. Hajek).

Sean A |= LA, ¢(z,y) € II,,, a € A tales que A = Vz < a Jyp(z,y).

Consideremos el conjunto

C={z<a:¥ E Jv(v = (pw)p(z, w) AVz < a(z >z — Jy < v p(z,)))}

Entonces C esta definido por una Z,4+;(2A)-férmula. Ademas
C={z<a:% E Yo(p(z,v) »Vz <a(z 2z — 3y <vp(zy)))}

Luego el conjunto C tambien est4 definido por una I, 41 (2A)-férmula.
Por tanto, existe m = min(C). |

Sip € Aes tal que

AE=p=(pw)p(m,w)AVz< a(z2m— Iy < p ¢(z,y))

entonces resulta que

U =V < a3y < po(z,y)

BY,.;1 = LA
(La idea de la prueba es una variante de la de Paris-Kirby de BY,,,; =
Is,)

Sean A |= BE 41, ¢(z) € Zut1, 01(y,7) €L y w2y, z) € B, tales que
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* ¢(z) = Jypu(y, z)
o A = Vz(p(z) © Vypaly, )

o 2A k= Jzp(z)

Sea a € A tal que 2 = ¢(a). Del lema 3.1.1 deducimos que existe p € A
tal que

A =V < a(p(z) « Fy < p ea(y, z))

Consideremos la II,,(BE, )-férmula

P(z,t) =y <t y(y, z)

Entonces

AE<pp(y,ea) = AEI<ay(s,p)

Por tanto, existe m € A tal que m < ay m = (pzx)y¥(z, p).
Luego ,

A k= p(m,p) = A=y < p u(y,m) => A = o(m)

Ademas, si ¢ < m, entonces

AE —9Y(c,p) = AL -y <ppi(y,c) = A = —¢(c)

3.1.3 Teorema. (P. Hdjek) ([13], lema 10 de la seccion 2)

BE,,,.H = IAn+1

Demostracion:

Sean 2 |= BY, .11, ¢(z) € Tpy1, wi(y,z) €,y oy, z) € X, tales que
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¢ ¢(z) = Jypi(y, z)
o % Va(p(z) o Vypaly, 2))

o A= ¢(0) AVz(p(z) — p(z +1))

Supongamos que existiera a € A tal que 2 | - ¢(a). Del lema 3.1.1

deducimos que existe p € A tal que

A= Vz < a(p(z) & 3y < p ei(y,2))
Consideremos la II,,(BX, )-férmula
b(z,t) =z <uATy <t ei(y,z)

Se verifica que ¢(z,t) € II,(A) y

o A= P(0,p), ya que A = p(0) = A = 3y < p ¢1(y,0)

o A= ~9(a,p), ya que % k= - p(a) => A k= - 3?/ <peily,a)

Por tanto, teniendo presente que A E BX,;; y que BX,,; = III,,

deducimos que existe ¢ € A tal que

A = P(q,p) A~ (g +1,p)
Luegog<ay
AEI<peoi(gy) A=y <pei(g+1,y)

Es decir

AR e(g) A p(gt+1)

lo que contradice el supuesto inicial.
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3.2 Las teorias FA, i, F*A, 1, MA,

3.2.1 Definicion.

FAnp1 =1%o + {Vz[Vz,y(0:(z,y) © 02(,y)) — Fo,(2)] : 01 € Tny1,02 € pa}
F*App1 = I8 + {Vz[Vz,y(0:(z, y) « O5(z,y)) — Fg (2)]: 01 € Bpy1,02 € o}
MA, 41 = I% + {V2[Vz(p(z) & $(2)) = My(2)] : ¢ € Bpya, % € oy}

Nota
Si bien en las definiciones anteriores se han utilizado los esquemas relativos
a las férmulas ¥,,, podriamos igualmente haber considerados los esquemas

correspondientes a las formulas II,,.

Es decir, si, por ejemplo, notamos F; A4, a la teoria
I¥o + {Vz[Vz,y(01(z,y) & O2(z,y)) = Fo,(2)] : 61 € Brt1, 02 € Wt }

entonces se verifica que F1 A<= FAn 1.
Un resultado analogo se verifica para las restantes teorias.

Seguidamente, enunciamos para A, un lema similar al 2.7.1.

3.2.2 Lema. Si designamos por E uno de los esquemasI, B,S, F, F* M,

entonces se verifica que

1. E2n+1 = EAn+1 e EHn

2. S5i EX, < Ell,, entonces Ell, <= EAq41.

Demostracién:
La prueba del lema es consecuencia inmediata de las definiciones correspon-
dientes.

a
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3.2.3 Lema. SA’H'I > FAn+1 = F*An+1 S SE"H'I'

Demostracidon:

La prueba es consecuencia inmediata del lema anterior y de la figura 7.

O

3.2.4 Teorema. MA,,,; <= BY,

Demostracidn:
MA,;; = BX,
(La idea de la prueba es una variante de la demostracién de Paris de
LA, = BX, ). ,

Sean A = MA+1,9(z,y) € II,a € A tales que A |= Vz < a Jyp(z,y).

Consideremos la férmula

P(z,t) =z <t AJv(v = (pw)p(z,w) AVz2 < zdy <v go(z,y))
Resulta que ¥(z,t) € ,41(A) ya que
e Sin =0 el resultado es obvio.

e Sin > 0, entonces ¥(z,t) € E,41(BE,) y MA,41 = ME, =
I¥, = BX,.

Consideremos la II,4+1(2)-férmula

é(z,t) =z <t AVo(p(z,v) = Vz < z3y < v p(z,y))
Veamos que A = Vz(i(z,a) « é(z, a))> |

@ Sibe Aes tal que A |= 9(b,a), entonces b < a. Sea c € A tal que
A c= (pw)o(bw) AVz < b Iy < cp(z,y)
Si d € A verifica 2 = (b, d), entonces ¢ < d. Luego
ARV <bIy<d ¢(z,y)
Es decir, 2 = §(b,a).
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o Sibe Aestal que A |=6(b,a), entonces b<ay
A = Vo(e(b,v) = V2 < b Jy < c p(z,9))

Pero b < a = A | Jyp(b,y). Puesto que p(z,y) € I, y MA,4; =
IX, = LII,, deducimos que existe e € A tal que A = e = (pw)p(b, w).
Ademids ™A = Vz < b Jy < e ¢(z,y). Por tanto A = (b, a).

Ahora bien 2 |= 3z < a ¥(z, a), ya que A |= (0, a).
Por tanto, teniendo presente que 2 = MA,,;;, deducimos que existe m € A

talquem<ay
A E ¢¥(m,a) AVz < a (P(z,a) = ¢ < m)
Luego existe p € A tal que |
A e(m,p) AVw < p -'cp(?n,w) AVz <m 3y < pp(2,y)
Veamos que 21 EVr <ady <po(z,y).

e Caso contrario, % = 3z < a Vy < p - ¢(z,y).

Teniendo presente que la férmula
g <tAVy <1 —p(z,y)
es 5,(BZ, ) deducu‘nos que existe a € A tal que
a=min{z<a:%U |= Vy < p ~p(z,y)}
Entonces a < a y a > m. Ademas
r<a = AEFIy<pe(z,y)

Sea e € A tal que 2 |= e = (min y)¢(e,y) Entonces se verifica que

AE Ve < aJy<ep(,y)
Es decir, & = ¢¥(a, a), lo que es una contradiccion.
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BX,;1 = MA,. 4
(La idea de la prueba es similar a la de Paris-Kirby de BX,; = I%,,)
Sean A | BX,i1, ¢(z) € Topr, 1(y,z) € I, @2(y,z2) € ., ya € A
tales que ‘

* ¢(z) = Jypu(y, )

o A= Vz(p(2) & Vyply, )

e Az <ay(z)
Puesto que  |= BII,, del lema 3.1.1 resulta que existe c € A tai que

AEVz <a(p(z) oy < cpily, z))
Consideremos la I1,,(BX,, )-férmula
P(z,v) =y < v iy, )

Entonces se verifica

o (z,v) € lI,(BE,) = ¢(z,v) € ().

e AEIr<ap(z) = AEIr<Lay(z,c)

e A BY, ., yaque de la figura 7 resulta que BX,,; => MII,,.

Por tanto, existe m € A tal quem < ay
A & p(m,c) AVw < a (Y(w,c) = w < m)

Entonces _
ARy <cei(ly,m) = AR ¢(m)

Ademas, si d < a es tal que U = ¢(d), entonces

2A = 3y <cpaly,d)

Luego 2 |= v(d, ¢) y, por tanto, d < m.
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3.2.5 Corolario. MA,,; = IA,,

Demostracién:

Basta tener presente que

313

MA,H.] g B2n+1 ﬁ IA.,,.H

3.2.6 Corolario. MA,;; <= BA,,

Demostracién:

Del lema 3.2.2 resulta BX, ; <= BA,4; (%), ya que
B2n+1 - BAn+1 = BHn

Por tanto : MA, 1, 224 BY,. 1 < BAn+1.

3.3 Relaciones entre los esquemas del ma-

ximo, induccién , coleccién y coleccion

fuerte para Anp+1

En esta seccién, se trata de afiadir al diagrama obtenido en el capitulo

anterior (Figura 7), una nueva fila que corresponda a los esquemas relativos

a A, 4. Por razones obvias, tenemos que afiadir una nueva columna relativa

al esquema de minimizacién L.

El lema 3.2.3 nos permite suprimir de dicha figura las columnas relativas a

los esquemas F y F*,

A partir de la figura 7, las primeras relaciones que obtenemos se deducen

del

e Lema 3.2.2.
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¢ Teorema 3.1.2 de R. Gandy (LA,;; <= B, ).

e Teorema 3.2.4 (MA,4; < BX,).

e Corolario 3.2.5 (MAn4; = IA,4,).

e Corolario 3.2.6 (MA,4; <= BA, ;).

y las presentamos en la siguiente figura.

S

=

BX,

B,

= L%
fe
< LA,
e
< L%,
)
= LI
T
e LA,
fte
< LI

ME,

e

MA,

M,

MII,

MX,

Figura 8
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En donde

e La relacion SA, ;3 => IA, ;1 se obtiene asi

SA,,, ¥y, . By L PV AL,

e La relacion SA,,; = BA, ; resulta de observar que

SII, <« SA.1 [322-(2)]
BII, < BA,,; [322-(2)]
SE, =  BI, [fig7]

A continuacién, completamos la figura 8 con los siguientes resultados.

8.a) MII, = MA,4.
8b) LI, =% LA,

8.C) 'LAn+1 # LG+1.

8.d) MAny == MEZ,..

8.6) IAn+1 =,&> IEn-{—l-

Los resultados 8.a y 8.b son ciertos ya que, caso contrario, a partir de la
figura 8 resultaria que IX,, => B, 4.

Los resultados 8.c, 8.d y 8. son ciertos ya que, caso contrario, a partir de
la figura 8 resultaria que BX,;; = I¥, ;.

Estos resultados se resumen en la figura 9 de la pagina siguiente.

Analizando la figura 9, observamos que tinicamente quedan dos relaciones
por conocer
? 7 ]
I, = IA,4yn = MApn

Obsérvese que'si admitimos la conjetura de Friedman (IA,; = MA,41),
entonces la primera interrogacién tiene una respuesta negativa y la segunda,

obviamente, una respuesta positiva. Mas aitin, la respuesta afirmativa a una
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de las cuestiones implica la respuesta negativa de la otra. En cambio, la

respuesta negativa a una de ellas no permite afirmar nada acerca de la otra.

S¥e

SA;

S,

=

SII,

SA,

SZ,

= B,

'==> BA,

= BIL,

=

= BIL,

LY, <=
1.
LA, <«
1,
LY, <=
i
Lll, <=
e
LA, <
1,
LY,
Figura 9
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1o

MA,

=
o

Mx,

MII,

e

MA,

=
[ ]

M3,

IXo

IA,

=
®

1%,

III,

1A,

=
°

IX,

SXo

SA

S¥,

=

SII,

SA;

S¥,



3.4 Reduccion de la conjetura de Friedman

Siguiendo la notacién de P. Hijek ([13]), introducimos a continuacién los

conjuntos de férmulas ¥4(I'), siendo I' C Form(L).

3.4.1 Definicidn.
Si o0 € Form(L), entonces Xo(c) es el conjunto de formulas obtenidas de
o y de formulas atémicas, mediante conectivos légicos y cuantificadores

acotados.

Si T C Form(L), entonces Zo(T') = | EO(a). '

cel

3.4;2 Definicién. La teoria IXo(A,) es
P + {Va(p(a) o ¥(z) — ((6(0) AVa(8(z) - 8(z + 1)) — Ya8(z))]

9 € Xn, Y €Il, 6 € To(p)}

Segin P. Hajek, las teorias LA,H_IV e I¥o(An41) son equivalentes (comu-
nicacién personal [14]). En consecuencia, la conjetura de Friedman es
equivalente a IA,; = IXy(A.4+1) (es decir, equivale a afirmar que en
IAn+1, el conjunto de férmulas A, ,; es cerrado bajo cuantificacién acotada).
En la presente seccién se trata de probar el resultado de Hijek utilizando

los esquemas del maximo.

3.4.3 Lema. En BY,41, toda Xo(An1)-fodrmula es equivalente a una Apyq-
Jformula (es decir, en BX,y; el conjunto de formulas A,y es cerrado bajo

-cuantificacion acotada)

Demostracién:

Basta tener presente que si ¢1(z) € En41 y @2(z) € II,41, entonces

Vz <ypi(z) € Bat1(BEnt1) v 3z < ypa(z) € Tt (BEay1)
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3.4.4 Teorema. MA,,, < I%(A.41)

Demostracidn:
MAn.H = IZo(An.H)

Basta tener presente el lema anterior y que

MAn.H e B2n+1 [ 3.2.4 ]
= IA,H.] [ 3.13 ]

IZo(Any1) => MA, 44
Caso contrario, existe A | IXg(Aq41) + - MA,4,.
Sean p(z) € A1 (A) y a € A tales que

A | Jdz < a (z) AVm(p(m) — 3z < a(z > m A p(z)))
Consideremos la Yo(A,41)-f6rmula
P(y,2z) =3z < 2(z 2 y A p(z))

Se verifica

1. A ¢(0,av), ya que Ql E 3z < a ().

2. A = Vr < a(¥(z) — ¥(z + 1), ya que si ¢ < a es tal que ™ = (c),

entonces

e O bien 2 = ¢(c), en cuyo caso existe d < a tal qued > cy
% p(d). |

¢ O bien 91l= = ¢(c), en cuyo caso , teniendo presente qﬁe A E
P(c), existe e < a tal que e > cy A |= p(e).

En ambos casos, concluimos que & = ¢¥(c + 1).

Por tanto, resulta que % |= Vz < a ¢(z). En particular & = ¢(a).
Es decir 2 |= a = (max z),<.0(z).
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3.4.5 Corolario. La conjetura de Friedman es equivalente a

IAn+1 — IEQ(A.,H.I)

Demostracion:
Basta tener presente que MA,4; <= IXo(An41) ¥ que la conjetura de
Friedman es equivalente a IA, ; = MA, ;.

O
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Capitulo 4

Estructuras En—deﬁnibles

4.1 Estructuras maximales »,—definibles

4.1.1 Definicién. Si U es una estructura y X C A, entonces diremos que
X es un conjunto mazimal ¥, ~definible, si K,(%X) =X y X # A.

Es decir, si los tinicos elementos de A, ¥,-definibles con parametros en X,

son los del conjunto X.

4.1.2 Ejemplo. Sin > 1 y A  IX,_,, entonces K;(%w) =w <
N <, A ’

Supongamos que K, (%;w) = w y sean ¢(z,y) € lI,—1 y p € w tales
que A |= 3zp(z,p). Puesto que A |= LII,_,, existe b € A tal que '

b= min{z : A = ¢(z,p)}

Consideremos la férmula ¥(z,u) = ¢(z,u) AVy < z- ¢(y,u). Entonces
Y(z,u) € L,(BE,_;), ya que si n = 1 la férmula es ¥ y si n > 1, entonces
la férmula es ¥,(BX,_;) e IX,_; 1313 gy .. Por tanto, se verifica que
A = (z, p) ~ b. Es decir, b € K, (AU;w).
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Supongamos que N <, 2 y sea ¢ € K,(2;w). Entonces existen
Y(z,u) € T, ¥ q € w tales que A |= ¥(z,q) ~ c. Por tanto, N |= zi(z, q).
Sir € w es tal que N | ¢(r, q), entonces A = ¥(r,q). Luego c =r € w.

4.1.3 Ejemplo. Eziste A = PA tal que Ko(2A;w) # w.

Del primer teorema de incompletitud de Godel deducimos que existe una

II,-férmula cerrada o tal que
PA Fo y PA ¥ —co

Sea ¢(z) € Xy tal que o = Vzp(z). Puesto que la teoria PA + Jz-p(z) es

consistente, existe un modelo 2 de dicha teoria. Sea a € A tal que

a = min{z : A | —¢(z)}

SiyY(z) = —w,o(:z:) AVy < zp(y), entonces a € Ko(2), ya que A |= 9(z) ~ a.

Veamos que a ¢ w.

o Caso contrario : a € w. Entonces

N = ¥(a) => N | Jz-¢(z) => PA F Jz-¢(z)

4.1.4 Ejemplo. Si 2 es una estructura y a € A, entonces

K. (U K. (%;0)) = K.(H;a)

Si b e K.(%U; K.(%;a)), entonces existen p(z,%) € X, y € € Kn(;a) tales
que A = p(z,8) ~ b. Si ¢ = (c,...,c,), entonces existen ¥;(z,v) (1 <
¢ < p) tales que para cada ¢ (1 < i < p) se verifica que A | ¥;(z,a) ~ ¢;.
Consideremos la X, —férmula
P
0(z,v) = Juy, ..., u((z, @) A A\p(us,v))
=1

Entonces 2 |= 6(z,a) ~ b. Por tanto : b € K,(%;a).
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El ejemplo 4.1.4 proporciona subestructuras de 2% maximales X, —definibles
que, en general, no serdn segmentos iniciales de 2. Entonces, parece natural
preguntarse si I,(%; ) es una estructura maximal ¥, —definible de 2. Segui-
damente damos una condicidn suficiente para que la respuesta sea negativa.

Para ello, establecemos previamente el siguiente lema.

4.1.5 Lema. Sean 2 EIX.+1 ya € A tales que I,41(2;a) es no estdndar.
Entonces I,41(%; a) £n41 L.

Demostracidon:
- Supongamos que I,4+1(2U; a) <n41 A. Teniendo presente que A = I1X, 41 y
que I,,11(2; a) es no estdndar, de 1.5.2-(4) y 1.5.3-(2) resulta que I,,41 (%;a) =
BY.11 e I (% a) £ -IZ, ;. En particular I,,,1(2; a¢) # 2. Por tanto,
del teorema 1.8.2 de Clote resultaria que I,4+1(2; a) E BE,42.

O

4.1.6 Teorema. Sean A = IX, ;1 ya € A tales que I,11(Z;a) es no
estindar. Entonces I,41(2; a) # Knp1(U; L1 (% a)).

Demostracién:

Por el teorema 1.5.2 resulta que K41 (2; [,41(2; a)) <n41 ™. Por tanto, si
Ii1(ZU5a) = Knp1 (U 1,41(Y; a)), entonces que I, 11 (A;a) <n41 A. Lo cual
_contradice el lema 4.1.5.

O
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4.2 La estructura I}(2;a)

En esta seccién, proporcionamos un primer ejemplo de subestructura que
es maximal X,-definible en una estructura 2 y, ademas, es un segmento

inicial de 2.

4.2.1 Definicién. Sean A E P, X C Ayn € w. Para cada k € w
definimos Sp(A; X) y Sp(™A) como sigue:

S X) = (A X) m (2% X) = L(%; SH(; X))
S = L(Y)  Sha() = L(% SH))

Obviamente se verifica que, para cada n,k € w: SP(™;a) C S2,,(%;a).

Cuando no haya lugar a confusién, suprimiremos el superindice n.

4.2.2 Definicién. La estructura I;(%; X) es | Sp(%; X)

k€Ew

Nota o
P. Hajek y P. Pudldk ([15], definicién 1.3.2 del capitulo 4) introducen la

estructura I*(2A) con la notacién H™(2).

En el estudio de la estructura I;(2; ¢) analizamos, basicamente, las siguientes

cuestiones:

1. Relacién con la estructura 2 (4.2.3).

2. Condiciones para que sea modelo de un fragmento de la Aritmética
(4.2.4).

3. Relaciones con K,(2;a) e I.(2;a), optimizando los resultados en
ciertos casos (4.2.5, 4.2.6 y 4.2.7).

4. Condiciones para que I (2; a) sea la menor estructura maximal X,

definible (4.2.12) que es segmento inicial y contiene a K,,(%4; a) (4.2.13).
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4.2.3 Teorema. Sean A =P~ ya € A. Entonces

1. I(¥%;a) C. A

2. Sin>0y AR LI, ., entonces I;(A;a) < A.
Demostracién:

1. Sean by,b; € I:(2U;a) y k € w tales que by, by € Sk41(U; a). Entonces
existen ¢;,¢3 € Sk(U;a) y dy € Kn(W; &), dz € Ko(W;6) tales que
by <dyy b, <d;. Sié=(é,6), entonces dy + day,dy - dy y 1‘+ d, €
K, (%;¢). Ahora bien

bi+b<di+dy, by b2 <dy-dy, 1 +1<dy +1

Por tanto :
by + bz, by b2, b1+ 1€ Sik1(Y;a)

2. Sean ¢(z,y) € lI,_1 y b € I;(AU;a) tales que A | Fzp(z,b). Puesto
que 2 |= LII,,_,, existe ¢ € A tal que ¢ = (pz)p(z,b).

Consideremos la ¥, (BX, _;)-férmula
P(z,u) = oz, u) AVy < z79(y, u)
Entonces 2 | ¢(z,b) ~ c. Luego ¢ € K,(2;b). Por tanto
be Si(A;a) => c € Sip1(A;a) C I,’;(Qi;’a) '

Del test de Tarski-Vaught concluimos que I;(%; a) < 2.

"4.2.4 Corolario. Si A E1IX, ya € A, entonces
1. Iy (% a) EIE,.
2. I (W 0) # A= I}, (% a) F BEnya.
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Demostracion:
Basta tener presente que del teorema 4.2.3 resulta I}, (%, a) <5, «. Por
tanto, si I}, (;a) # A, entonces del teorema 1.8.2 de Clote deducimos
que I3, (%; @) = BErsoa.

O

Nota

 P. Hijek y P. Pudlak ([15], teorema 1.3.3 del capitulo 4) prueban que si
A b= 1041 ¥ Kn41(2) es no estdndar, entonces I} (™) & IXq4a.

Por tanto, del corolario 4.2.4 deducimos que si 2 = IX,41 , Kn41(2) es no
estdndar e I, (A) # 2, entonces I ;(A) E BT,z e I,’:+i (A) ¥ 1842,
propiedad que verifica la estructura I,,,(2), pero, a diferencia de ésta,

I, () es, ademas, maximal X,—definible en 2.

4.2.5 Corolario. Si A I, ya € A, entonces

Knii(%0) <np1 I3 (Wa) e Lya(W50) <0 I514(5 )

Demostracion:

Basta tener presente que
1. ARIE, = Kppi(J0) <1 A e | L1 (Z2;a) <, A
2. I (A a) <nyr A
3 K, 1(%a) C In+1(§2i; a)C I} (A a) C A
O

A continuacién, se trata de probar que los resultados obtenidos en el corolario

4.2.5 son Optimos en ciertos casos.

- 4.2.6 Teorema. Sean A = IX,,; ya € A tales que I,41(; a) es no es-
tandar. Entonces Ii41(2U; a) £np1 In (s a).
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Demostracion:
Caso contrario, resultaria que I,4;(%U;a) <41 2.

O

4.2.7 Teorema. Sean A = PA ya € A tales que K, 41(%; a) es no estin-
dar. Entonces Kny1(%;a) £ni2 I, (U5 a).

Demostracidén:
Supongamos que K, 11(2; a) <ny2 I, ,(%; a). Entonces, teniendo presente

que

o I' (% 0) £ B, (4.24-(2)).

e BY, ., es Il 3—axiomatizable.

concluimos que K, 4+1(2;a) = BX, ;. Lo cual contradice el apartado 1 del

teorema 1.5.3.

O

A continuacidn, se obtienen condiciones suficientes para que la estructura
I:(2; a) sea maximal ¥, —definible en 2 (teorema 4.2.12).

4.2.8 Teorema. Si A =P~ ya € A, entonces

Ko (%; I3(%; a)) = I(A; a) = L(A; I5(Y; a))

Demostracidn:

Se verifica
be K,(A; I:(U;a)) = Ik €w:be K.(U; Sk(%;a))
= Jk€wIce Si(U;a):be K,(U; )
=> Jk€w:b€ Si1(Y;a)
= be I*(%;a))
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4.2.9 Lema. Sean A, B P~ ya € A tales que A <5, B. Se verifica
I(%0) = I(B;.0)

Demostracion:

Probemos por induccién sobre k que Si(%;a) = Si(B; a).

o So(2A;a) Q'So(g;a).
'Si b € .55(2; a), entonces existe ¢ € K,(2; a) tal que b < c. Entonces
c € K.(B;a) [ pues A <, B ]y, por tanto, b € So(B;a).

o So(B;a) C So(A;a).
Si b € So(B;a), entonces existe ¢ € K,(B;a) tal que b < c. Sea
¢(z,u) € T, tal que B | p(z,a) ~ c. Entonces A = ¢(z,a) ~» c,
ya que A <, B. Luego c € K,.(%U;a) y, por tanto, b € So(%; a).

o Siy1(2;a) © Ske1(B5 a).
Si b € Sky1(2;a), entonces existen ¢ € Sk(Y;a), d € K,(%;C) tales
que b < d. Sea ¢(z,%) € L, tal que A |= ¢(z,c) ~» d. Entonces

A<, B=BEp(,d~d

Luego d € K,(B;¢). Teniendo presente que por hipdtesis de induccion
¢ € Si(2; a) = Sk(*B;a), concluimos que b € Si4+1(B;a).

* Se+1(B;a) C Se1(2; a).

La prueba es anéloga a la anterior.

4.2.10 Corolario. Si 2= P~ ya € A, entonces
I, (%; a) = I;(I3(%; a); a)
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Demostracion:
Basta tener presente que I3 (2;a) <, ™ y aplicar el lema 4.2.9.
O

4.2.11 Teorema. Sea A = PA numerable no estindar y a € A. Para
cada n € w se verifica que I}(A;a) # A.

Demostracién:

Por el teorema de Friedman (1.8.1), existe una L—estructura % tal que
aeB , B=A , B+L£A , B A
Del lema 4.2.9, deducimos que I:(%;a) = I;(B; a). En consecuencia
I(%0) = [(B;0) C, B # 2

a

4.2.12 Teorema. Si A = PA es numerable no estindar y a € A, entonces
la estructura I:(2U;a) es mazimal ¥,-definible en 2 que, ademds, es un

segmento inicial de .

Demostracién:
Es consecuencia inmediata de los teoremas 4.2.8 y 4.2.11.

O

Acabamos de ver que si 2 = PA es numerable no estindar y a € A,
entonces la estructura I’(2; a) es maximal ¥,~definible en ™ que, ademas,
es un segmento inicial de 2 y contiene a K,(%;a). A continuacién, vamos a

probar que I*(2; a) es la menor estructura que safisface dichas condiciones.

4.2.13 Teorema. Sean U = P~ y a € A tales que I:(%;a) # A. Entonces
I*(2; a) es la menor estructura mazimal £, ~definible en 2 que es un segmento

inicial de ™A y contiene a K,.(%;a).
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Demostracién:

Sea ‘B un segmento inicial de 2 que contiene a K,(2; a) y tal que es maximal
Yn,—definible en A. Para probar que I}(2;a) C B, basta ver que para cada
kew : Sk(A;a) € B. Vedmoslo por induccién.

Para k = 0 es obvio, ya que K,(2;a) C By, por tanto

So(™A;a) = I,(A;04) C B

Si S(A;a) € By b € Sip1(N;a), entonces existen € € Si(HA;a) y d €
K. (%; &) tales que b < d. Luego d € K,(2; B) = B y, por tanto, b € B.
O

4.3 Las estructuras J,(%;a) y J;(;a)

Como indicabamos en la introduccién de esta memoria, la bisqueda de
un modelo de FII,;; que no lo fuese de FX, 5 nos condujo al estudio
de la estructura J,(A;a). Los elementos de J,(2;a) son los de A que
estan acotados superiormente por el maximo de una funcién II,,—definible
con unos ciertos pardmetros y un cierto dominio no vacfo. Describiremos
la estructura mediante un proceso recurrente: en el paso 0, unicamente
admitimos al elemento @ como pardmetro y como dominio. En el paso
k + 1, los parametros y el dominio pueden ser elementos cualesquiera del
conjunto construido en el paso k.

La estructura J;(%; a) se construye mediante un proceso similar al de J,,(%; a),

considerando funciones Zn—deﬁniblés en lugar de II,,—definibles.

En el estudio de las estructuras J,(2; a) y J1(2; a) analizamos, bisicamente,

las siguientes cuestiones:

1. Relaciones con las estructuras 2 e I:(2; a) (4.3.6 y 4.3.8).

2. Condiciones para dichas estructuras sean modelos de un fragmento de
la Aritmética (4.3.9).
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3. Relaciones con K,(%;a) e I,(%;a), optimizando los resultados en
ciertos casos (4.3.10, 4.3.11 y 4.3.12).

4. Condiciones para que sean maximales ¥, —definibles en 2 (4.3.17).

En muchos casos, omitiremos las pruebas de los resultados correspondientes

para J:(2; a), por ser similares a las de J,(2; a).

4.3.1 Notacién : Si(z,y, %) € Form(L), entonces notaremos p(z,y,4) €
FUN(v) para designar que @(z,y,%) es una aplicacién con dominio no vacio,

contenido en v. Es decir:
¢(z,y,%) € FUN(v) = FUN(¢(z,y,4),v) A Iz < v Jyp(z,y,d)
Sean A una estructura, a, be A y cp(m,y,g) € FUN(a). Entonces notaremos
[p,a,8] = {c € A: ¢ < (maz y),<ap(2,y, b)}

4.3.2 Definicién. Sean % = F*II,, a € A, yn € w. Para cada k € w

definimos cl;(U; a) como sigue:

cg(%a) = U lp,a,q]

Wenn
CI:+1(2l; a) = U{[‘P,C,d-] R d € Cl;:(m;a), ‘P("l"aya ﬁ) € Hn}
Obviamente se verifica que, para cada n,k € w: clf(%;a) C cli,,(A;a).

Cuando no haya lugar a confusién, suprimiremos el superindice n.

4.3.3 Definicién. La estructura J,(%;a) es | cli(%; a)
kew

4.3.4 Definicién. Sean A = F*%,, a € A, yn € w. Para cada k € w

definimos cf"(2U; a) como sigue:

' (%e) = U lp,a,q]

‘Pezn
dita(%a) = Ule,ed: e,d € i*(H;0), p(z,y, @) € Ta}
Obviamente se verifica que, para cada n,k € w: clf"(;a) C c}h,(%; a).

Cuando no haya lugar a confusién, suprimiremos el superindice n.
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4.3.5 Definicién. La estructura J3(%;a) es | J ci™(%;a)
k€w

Notas

1. A continuacién veremos que, como se ha afirmado anteriormente,

Jo(2;a) y J5(2; a) son subestructuras de 2.

Sean by, b, € J,(™;4a). Sik € wes tal que by, by € cly41(; a), entonces
existen pu(z,9,) € Ty 92(2,3,9) € oy <1, @3, s, &3 € cls(20)
tales que ‘

2 |= FUN(¢1(2,9,d1), e1)A3e < 1 Fyp(e,y, di)Aby < (max Y)z<a (2,9, 1)
AL FUN(cpz(:z:,y,d-;),cz)/\Ew <ec Hycp(x,y,ci;)/\bg < (max y)zSQcp(a:,y,J;)
Podemos suponer que ¢; = c; ya que |
e si ¢; < ¢, entonces basta considerar la férmula
Bz, y,e1,d1) = (2 < el Apa(,9,d1)) V (2 > e Ay = 0)
en lugar de la férmula ¢;(z, y, @). |

Asi mismo, podemos suponer que dy = d>.
Supongamos, pues, que ¢; =C; =CY dy = dy = d.
Sim; = (max y)z<c(, ¥, J) > (max y)z<co(, Y, aT), entonces consideramos
la I1,,(BX,)-férmula
0(z,y, %) = 3t < y(pa(, b, @) Ay =t* +1)
Entonces
A = FUN(O(z,y, J),c) Am? +1 = (max y)xSCO(x,y,cﬁ
Por tanto
by + by < my4+mg<2my <mi+1

by by <my-my <mi+1

bi+1<m+1<mi+1.
Es decir: by + by, by - by, by + 1 € clpyy (A a) C Jo(A; a).

La prueba para J(2; a) es similar.
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2. De las definiciones anteriores resulta inmediatamente que

(a) Si % = F*II, y a € A, entonces J,(%;a) C J;,,(%; a).
(b) Si &% | F*II,.41 y a € A, entonces J;(%; a) C Jn41(; a).

Seguidamente, vamos a estudiar otras relaciones entre J,,(2;a), J;(%;a) y

las estructuras ™A e I:(2; a).
4.3.6 Teorema.

1. SiAE=F*II, ya € A, entonces Jn(Y;a) <2 A.

2. Si U= F*T, ya € A, entonces JX(A;a) <& A.
Demostracién:

1. Si n = 0, entonces J,(U;a) C. A. Por tanto, J,(A;a) <§ A
Supongamos que n > 0 y sean ¢(z,y) € Il,—1 y b € J.(; a) tales que
A k= Jzp(z,b). Sea k € w tal que b € cli(X; a).
Teniendo presente que FII, = LII,,, deducimos que existe ¢ € A tal
que ¢ = (uz)p(z,b).
Consideremos la II,~férmula

0(z,y,u) = @(y,u) AVt < y= p(t-u)
Entonces
A = FUN(0(z,y,b),a) A c = (max y).<.0(z,y,b)

Es decir: ¢ € clg41(U;a) C Jo(H50) y A = (¢, b).
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4.3.7 Teorema.

1. Si A = F*II, ya € A, entonces I;(%U;a) C Jo(¥;a) C I ,(%;a).

2. SiA = F*T, ya € A, entonces I;(%;a) C J3(%;0) C I, (% a).
Demostracién:

1. Veamos que S3(2;a) C clg(2A; a).

e Sin>0ybe S} a), entonces existe ¢ € K,(2; a) tal que
b < c Sea p(y,u) € X, tal que A = ¢(y,a) ~ c. Entonces la
II,—férmula

Y(y,u) = V(2 # y — ~p(z,u))

verifica que 2 |= (y,a) ~» c. Pues bien, si consideramos la
I1,-aplicacién 6(z,y, u) = ¥(y,u), entonces resulta que ™A = c =
(max y)z<.0(z, y, a). Por tanto b € clj(2; a).

e Si n =0, entonces el razonamiento es analogo. Basta considerar

en este caso 0(z,y,u) = @(y, u).

De manera andloga se prueba que S7.,(%;a) C clf,;(%; a).

Veamos que J,(%;a) C I, ,(%; a), probando, por induccién sobre k,
que clp(;a) C SpH3(Y; a).

|

Si b € clg(2; a), entonces existe ¢(z,y,u) € II, tal que b € [p,aqa,a).

Consideremos la II,,.;—férmula
$(m,u) = 3o < u p(z,m, u) AVo < u Vy(p(e,y,u) oy Sm)

Si ¢ = (max y)z<.p(z,y,a), entonces resulta que A = ¥Pp(m,a) ~
c. Luego ¢ € K,12(™U;a) [ y, en general, no podemos asegurar que
¢ € K,11(%;a), ya que un elemento II,—definible no tiene porqué ser
¥,—definible ]. Por tanto, b € I,42(;a) = S§T*(A; a).
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k—k+1
Supongamos que clp(%;a) C Spt?(Y; a).
Si b € cIi,,(A; a), entonces existen ¢(z,y,%) € I, , c, d € c1(%;a)

tales que b € [y, ¢, Jj . Consideremos la II,,4,—férmula
Y(m,v,4) = Jz < v p(z,m, @) AVz < v Vy(p(z,y,%) = ¥ Sm)

Si e = (max y)xSccp(a:,y,J), entonces A = ¢(m,c,J) ~+ e. Luego
e € Kny2(2;c,d). Portanto, b€ Set2(%;a), yaquec, de cd}(U;a) C

Sp+2(2; a), por hipétesis de induccién.

‘2. La prueba es similar a la anterior. Basta observar, por ejemplo en el

caso k = 0, que si ¢(z,y,u) € ¥,, entonces la férmula
P(m,u) = 3z < u p(z,m,u) AVz < u Vy(o(z,y,u) = y <m)

es L,41 ¥, en consecuencia, ¢ € Kn41(2U; a).

4.3.8 Corolario.

1. Si A= F*, ya € A, entonces I:(U;a) <2 J.(A;a) <& I},

2. Si A= F*T, ya € A, entonces I:(YU;a) <& J2(Y;a) <& I,‘:H(Q(; a).
Demostracién:

1. Basta aplicar el lema 1.4.2, teniendo presente Que:

I;‘(Ql; a) =<n A y I;+2(‘21; a) '<n+2 A [ 4.2.3 ]
Jo(A;a) <, A [43.6]
L(™%a) C T (Rs0) C Iy (Usa) C A

O

A continuacién, establecemos condiciones suficientes para que las estructuras

Jo(A; a), Ji(2;a) sean modelos de ciertos fragmentos de la Aritmética.
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4.3.9 Teorema.

1. Si A =F*M,,1 ya € A, entonces
Jn+l(m; a) '= BX.y2

2. Sean A = F*X,,1 ya € A. Entonces

() T24s(%:0) b 5.
(b) Ji(Hsa) # A= J;,,(%;a) = BIpy,.

Demostracion:

1. Si J.41(%;a) # U, entonces basta aplicar el teorema 1.8.2 de Clote,

teniendo presente que

o J.41(%;a) es un segmento inicial propio de 2.
® n+1(m; a) '<n+1 2[ [ 4.3.6 ]. _
o A ‘:’ F*Hn-H y F*Hn+1 = I%,.

O

Las relaciones entre J,(%;a), J:(AU;a) y las estructuras de elementos ¥,

definibles K,(%;a) e I,(%; a) resultan del siguiente teorema.
4.3.10 Teorema.

1. Si A = F*,,; v a € A, entonces

Kn11(%5a) <ny1 Jnga (%, a) € In+l(m§ a) <n Jn+1(m; a)

2. SiAEF*T, ;1 ya € A, entonces

Knr1(2;a) <n41 Jopa (5 a) ¢ L1 (Y5 a) <a J511 (25 0)
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Demostracion:

1. Por una parte:

Kn+1(m; a) '<n+1 221|[ 1.5.2 — (1) ]’
Tns1 (W @) <nsr A[436— (1) ] ¢ 222 Kupr(%;0) <nia A
K1 (%50) C L (R;a)C A

Por otra parte:

Lii(%0) <, A[ 1.5.2—(3) ]
Jns1(F;0) <1 A[4.36—(1)] § =22 LaZa)<. 2
Koi(%0) C Lian(A;e) C A

O

Veamos que, en ciertos casos, los resultados obtenidos en el teorema anterior

son Optimos.

4.3.11 Teorema. Sean A = PA ya € A tales que K,11(%;a) es no es-

tandar. Entonces
Ko (X a) Knt2 Jn+1(91; a) ) Kn+1(m; a) Ent2 J;:.H (Ql; a)

Demostracioén:
Supongamos que K,41(2;a) <n42 Jn41(%U; a). Entonces, teniendo presente

que
o J.11(%;a) EBE, [ corolario 4.3.9 ]

e BX, . es Il 3-axiomatizable [ lema 1.3.9 }

deducimos que K,;1(%;a) = BE, ;. Lo cual contradice que K,41(%; a) #
w (teorema 1.5.3-(1)).

De manera similar, se prueba que K,1+1(%;a) 4nt2 Jopi (™ a).
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4.3.12 Teorema.

1. Sean A | F*Il,4y ya € A tales que I,.,(%;a) es no estindar.
Entonces I11(2; a) £ns1 Jnp1(H; a).

2._ Sean A E F*L,,; ya € A tales que I,41(A;a) es no estdndar.
Entonces I, 11(%; a) £n41 Jo (% a). '

Demostracién:

1. Caso contrario resultaria que I+1(%; a) <n41 A. Lo cual contradice
el lema 4.1.5. ‘

a

A continuacién, se obtienen condiciones suficientes para que las estructuras
Jo(H;a) y J:(; a) sean maximales ¥,~definibles en 2.

4.3.13 Teorema.

1. Sean A |= F*II, ya € A. Si existe k € w tal que X C ch(U;a),
entonces K, (2, X) C Jo(%;a). '

2. Sean A |= F*L, ya € A. Si eziste k € w tal que X C cl(Y;a),
entonces K,(U; X) C Jx(Y;a).

Demostracidén:

1. Supongamos que n > 0.

e Si b € K,(%; X), entonces existen ¢(z,%) € L,y € X C
cli(U; a) tales que

A b= o(b,3) AVa(p(e,d) >z =b)

Entonces, la II,~f6rmula

Yz, %) = Vy(y # = — — o(y, %))
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tambien define en 2 el elemento b con paradmetro c.

Consideremos la II,—férmula 6(z,y, %) = ¥(y, @). Obviamente
2 |= FUN(6(z,y,©),a) A b= (max y)s<af(z,y,7)

Luego b € clp41(H;a) C J.(%; X).

En el caso n = 0, el razonamiento es analogo al anterior. Basta

considerar 8(z,y, %) = p(z, ¥).

4.3.14 Teorema.

1. Si A |= F*II,, ya € A, entonces
Ko (Y; Jo(2; a)) = Jo(U;a) = L(Y; Jo(YU; a))
2. 5i U |=F*T, ya€ A, entonces
Kn(%; J2(%; 0)) = J5(2; 0) = L(%; J3(%; 0))
Demostracién:

1. Sibe K,(%; J.(%; a)), entonces existe k € w tal que b € K, (2; cli(2; a)).
Por tanto, del teorema 4.3.13-(1), resulta que b € J,(%; a).
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4.3.15 Lema.

1. Sean A, B | F*1I, ya € A tales que % <2, B. Entonces

Jn(%; @) = Ju(B;a)

2. Sean A, B = F*E, ya € A tales que A < B. Entonces

J2(%;a) = J3(B; )
Demostracidén:

1. Probemos por induccién sobre k que clx(2; a) = clx(B; a).

o clo(A;a) C clo(B; a). |
Si b € clo(; a), entonces existe 8(z,y) € II,, tal que
A = FUN(0(z, y),a) A Iz < a Fyb(z,y) A b < (max y)s<ad(2,y)
~ Ahora bien, de la relacién 2 <,41 B resulta que
2A |= FUN((z,y),a) = B |= FUN(0(z,y),q)
Por otra parte, de ™ <%, B resulta que
AEFIJr<adyl(z,y) <= BEI< a. dyb(z,y)
- En consecuencia, si p € A, entonces
A k= p = (max y)ecad(@,4) = B = p = (max y)agsb(z, 1)
Por tanto b € clo(B; a).
o clo(B;a) C clo(A; a).
Si b € clo(*B; a), entonces existe §(z,y) € II, tal que
- B E=FUN(0(z,y),a) A Jz < a 3yf(z,y) A b < (max y).<.0(z,y)
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Ahora bien, por una parte
B = FUN(4(z, y), ) = 2 = FUN(8(z,),)

ya que &% <. B.

Por otra parte
Az <aJyl(z,y) < B3Iz <aIyl(z,y)

ya que A <% ., B.

Sea p € B tal que B | p = (max y).<.0(z,y). Sic < aes tal
que ‘B k= 0(c,p), entonces B |= Jyb(c,y). Luego A k= Fyb(c,y),
ya que ¢ € A. Por tanto, si ¢ € A es tal que 2 = 0(c, q), entonces
B k= 0(c,q) y, por tanto, p = q. Es decir: % |= 3z < a I(z, p).
Puesto que B = Vz < a Vy(0(z,y) — y < p), resulta que

A & Vz < aVy(b(z,y) = y < p)
Luego b € clo(2; a).

Supongamos que cli(U;a) = cly(Bja) y veamos que clpy1(A;a) =
clis1(B; a).

o clit:1(2A;a) C cli1 (B a).
Si b € cli41(2; a), entonces existen 8(z,y,4) € I, o, de
cli(2; a) = cly(B; a) tales que

A k= FUN(0(z,y,d),c)Adz < ¢ Iyb(z, y,d)Ab < (max Y)z<c(z, y,(i)
Ahora bien, de la relacién A <4, B resulta que

A = FUN(6(z, y,d), c) => B = FUN(6(z,y, d), c)
Por otra parte, de 2 <;,; B resulta que

A3z <cI(z,y,d) < B Iz<cIyl(e,y,d)
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En consecuencia, si p € A, entonces
2A ’= P= (ma'x y)zgca(xa Y, J) = B '= p= (ma‘x y)zsca(-"’,y,@
Por tanto b € cliy,(B;a).

o clit1(Bja) C cliyr(H; a).

Prueba analoga a la anterior.

2. Siguiendo la prueba de 1, basta tener presente que si 6(z,y) € Z,,

entonces es suficiente la condicién ™A <2 B para que se verifique
A = FUN(8(z,y,d),¢) < B = FUN(4(z,y,d),c)

Az <cIyb(z,y,d) < BE3x<cI(z,y,d)

4.3.16 Corolario.

1. Si %A = F* 41 y a € A, entonces J;(U;a) = Jo(Jnt1(%; a); a).

2. SiUAEF* T, ya € A, entonces Ji(N;a) = J5(J541(2;a); a).
Demostracién:

1. Del corolario 4.3.9, resulta que J,41(%U;a) = BE,42. Ahora bien,
Jot1(%;0) | F*I0,, ya que BE, o = F*3,; = F*II, [ figura 7].
Por tanto, teniendo presente que Jn41(%;a) <&, A, que A = F*II,
y que a € J,41(2A;a), del lema 4.3.15 deducimos que

Jo (2 0) = Jo(Jnp1(™; a);a)
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4.3.17 Teorema. Sean A = PA numerable no-estindar y a € A. Para

cada n € w se verifica
Jn(Hia) # Ay J5(A;0) £ A

Demostracion:
Por el teorema de Friedman (1.8.1), existe una L-estructura 9B tal que
ea€B , B=A , BAA , B, 2
Del lema 4.3.15, deducimos que Jn(%;a) = Ju(B;a). En consecuencia
Jn(%;0) = Ju(B;a) C, B £ A

Un razonamiento anélogo es valido para la estructura J;(2; a).

4.4 Y,—definibilidad en K,(2)

En esta seccion se pretende

o Obtener condiciones suficientes para que la estructura K,(2) no sea

Y ,—definible en .

e Caracterizar K, (1) en términos de X,—definibilidad, entre los modelos
de la teoria Thy42( K, (2A)) (generalizando unos resultados de Lessan
[19], teorema 3.1.17).

4.4.1 Definicién. Diremos que una formula p(z,%) es especial si

IS, F Yi(p(z, @) A p(y, @) — z = y)

Es decir, si en cada modelo de I¥, existe, a lo sumo, un elemento que

satisface ¢(z, %), considerando & como pardmetro de la férmula.
P. Héjek y P. Pudldk ([15], lema 1.3.6 del capitulo 4) prueban que si % =

IX, 1 ya € A, entonces a € K, 1(2) siy sélo si existe una férmula especial
w(z) € Tpt1 tal que A = p(z) ~» a.
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4.4.2 Teorema. Si A | IX, ., es no estdndar, entonces las estructuras
K.nr1(2A) € I 1(”A) no son X, -definibles en .

Demostracion:
Para probar que K,41(?) no es ¥,4;-definible en 2, veamos en primer
lugar que esta acotada superiormente en 2.

Para ello, consideremos la férmula
0(z,y) = “r es una X,41-formula especial e y satisface z”

Para explicitar la férmula 8(z,y), notemos Fp, (z,y) la A;(IE,)-aplicacion

que asocia a cada X, ,—férmula su “parte” II,,. Es decir

Fn,(z,y) = formg,,, (z) A 3s {formseqy,,, (s"[z]) Ay = [s]o)}

(para mds detalles acerca de los elementos que aparecen en la definicion
anterior, ver Kaye [17], capitulo 9).

Entonces
0(2,y) = Vara(2,9) A Fo{Fra(2,2) A Bty u (V2(53 3 ) Au =< ¢ > A

AV < u=V™(z, (00, (0)i]))]

Sia € A— w, entonces A = FUN(6(z,y),a), ya que A = I¥, ;1. Puesto
que A = FX, ., existe p € A tal que

A Ve < a Vy(d(z,y) = y < p)

Veamos que p es una cota superior de Kn41(2A) en 2A. En efecto:

o Si b € Kp1(2), existe una férmula especial p(x) € Ln41 tal que
A = o(z) ~+ b. Sea e = "p(z)" € w. Entonces A |= O(e,d) y, por
tanto b < p.

Hemos probado que K, (%), estd acotado superiormente en 2. Teniendo
presente que carece de elemento maximo, si Kny1(A) fuese ¥, ,—definible

en 2, resultaria que A j= MX, 1, lo cual contradice que A = I, ;.
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Anidlogamente, se prueba que I,,;;(2) no es ¥, ;—definible en 2.
O

Para caracterizar K, (%) en términos de ¥,—definibilidad, entre los modelos

de la teoria Thy42(K,(2)), vamos a introducir unos conceptos previos.

Estructuras n—elementalmente equivalentes

4.4.3 Definicién. Diremos que dos estructuras 2 y ‘B son n—elementalmente

equivalentes,l y notaremos A =, B , st para cada p(Z) € 11, se verifica
Ak o) = B o)
4.4.4 Teorema. Sean A y B estructuras. Son equivalentes
1. A=, B.

2. Para cada o € (5, UIL,)N Sent(L) : A0 & B 0.

Demostracidn:
Si o € ¥, N Sent(L), entonces A |= -0 <= B = 0.
Si (&) € I1,,, entonces

A o(7F) TEZ® A | Vip(7) &5 B |= Vip(7) T&:» B k= o(5)
’ O

Teorias n—completas

4.4.5 Definicidn. Una teoria consistente T diremos que es n—-completa si
para cada o € II,, N Sent(L) se verifica que TFo 6T F —o.

4.4.6 Teorema. Sea T una teoria consistente. Son equivalentes

1. T es n—completa.

2. Para cada A, BT : A=, B.
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Demostracién:
Sean A, BT yoell,NSent(L). SiT ¥ o, entonces T F —o.

Luego del teorema de la validez resulta que 2 |= ~o. Por tanto
Ao < Ttlo

Anélogamente se prueba que B | 0 <= T } 4. Luego
Ako <<= BEo

Un razonamiento anilogo prueba que si 6 € &, N Sent(L), entonces -
ARl = B0

[=] Seao €1II, NSent(L). Puesto que T es consistente, existe A = T.

Por tanto

o Si 2 = o, entonces para cada B = T se verifica A =, B. Luego
B | 0..Del teorema de completitud resulta que T I o.

e Si 2 | o, entonces para cada B = T se verifica A =, B. Luego
B 0.

La teoria Th,(2)

4.4.7 Definicién. Si 2 es un estructura, entonces Th,(2A) es la teoria

cuyos aziomas no logicos son

{o € (£, UIl,) N Sent(L) : A |= o}

Obsérvese que la teoria Th,, () es n—completa ya que es consistente | 2 =
Th, () ] y, ademas, si o € II,, N Sent(L), entonces Th,(A) F o 6 Th,(A)
-7, ya que o bien o o bien —¢ es una axioma de dicha teoria.

Asi pues, teniendo presente que la teoria Th,(2) es n-completa, resulta que
B Th,(A) <= B=,2A
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A continuacién, vamos a caracterizar K, (1) en términos de ¥, —definibilidad,
entre los modelos de la teoria Thyy2(Kn(2A)).

4.4.8 Teorema. Sea A = IT, + IX,_; (n > 0) tal que K,() es cofinal
en A. Entonces w es L, 1-definible en 2.

Demostracién:

Consideremos la férmula
6(z,y) = “z es una L,—férmula especial e y satisface =”

Sea Fy,_,(z,y) la A;(IX,)-aplicacién que asocia a cada X,-férmula su
“parte” II,_,.

Entonces
0(z,y) = Val(z,y) A3z{Fn,_,(z,2) AJt,u (V"'l(z; ) Au=<y,t>A

AVv < u=V™ (2, [(v)o, (Wh]))}

Obviamente 6(z,y) € E,.(A). | ;
Veamos que la Snp1 (A)férmula P(z) = IyVzVt < z(8(t,z) — z < y)

define w en A.

e Sea p € w. Sip =0, entonces A = ¥(0). Supongamos que p > 0
y para cada t < p notamos z; al nico elemento z € A tal que A
0(t, z), si existe, y 0 en caso contrario. Entonces a = max{zy, ..., 2p-1}

verifica que

A = Va2Vt < p(0(t,2) = z< a)
Es decir : 2 E ¥(p).

e Sea p € A tal que A = ¥(p). Sea a € A tal que
A k= V2Vt < p(0(t,2) = 2z < a)

Si p € A—w, entonces de la cofinalidad de K, () en A deducimos
que existe b € K,(2) tal que a < b. Sean §(z) € X, una férmula
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especial tal que 2 |= §(z) ~» b, y e = "6(z)" € w. Entonces e < p.

Luego 2 = 0(e, b) y, por tanto, b < a, lo cual es una contradiccion .

g

4.4.9 Corolario. Seann >0 y A |=I¥,4; no estdndar. Entonces K,(2A)

no es cofinal en *U.

Demostracidn:
Caso contrario, del teorema 4.4.8 resultaria que w es T, —definible en 2.
En consecuencia 2 &£ MY, ,;, lo cual es una contradiccion.

O

4.4.10 Corolario. Seann > 1 yA 13, _;. Entoncesw es ¥, -definible
en K,(2).

Demostracién:
Basta aplicar el teorema 4.4.8, teniendo presente que, en las hipdtesis del
corolario, se verifica K,(K,(2)) = K.(™) y que K,(2) | IS, +I;.

O

4.4.11 Teorema. Seann > 0, A =18, ; y B =,,; K.(A). Sip(z) €
Tn+1 define w en B, entonces p(z) define w en K, ().

Demostracién: ‘

Sea p € w. Entonces B = ¢(p). Identificando p € w con el término S*0,
resulta que ¢(p) es una X,4;-férmula cerrada y, por tanto, K,() E ¢(p).
Supongamos ahora que p € K,.(2) es tal que K,.(®) = ¢(p). Sea 8(z) € X,
tal que 2 |= 6(z) ~» p. Entonces K,,() = 0(z) ~ p, ya que K,(2A) <, &

Consideremos la ¥, ;-férmula
6(z) = p(z) AN O(z) AVY(B(y) = y = )
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Entonces
Ka() k= 8(p) = Kn(®) | 3o8(z) = B |- Job(a)

Sea ¢ € B tal que B |= §(q). Entonces B = ¢(q) y, por tanto, ¢ € w.

Finalmente, observemos que

q€EwAB = 0(q) = Ku(%) = 6(q)
Porta.nto:p=q€w.> - .D

4.4.12 Teorema. Seann > 1 y A | I¥, ;. Salvo isomorfismos, K,(2A)
es el inico modelo de Th,1o(K,(2)) en el que w es L,y -definible.

Demostracién: :

Del corolario 4.4.10 resulta que w es X, ;—definible en K,(2). Sea B
Thn42(Kr(2)) tal que w es X, ,,-definible en B. Si p(z) € Tp4q define w
en B, del teorema 4.4.11 resulta que ¢(z) define w en K,(2). Por tanto

Ka (%) = Vy3z[p(z) A Va(z,y) AVz(Va(z,2) = 2 =y)]
Puesto que B =,;2 K,(2A) resulta que
%.}: Vy3z[p(z) A Va(z,y) AV2(Va(z,2) — 2 = y)]

Definimos la aplicacién ®,.: K,(2) — B como sigue

o Sean c € K,(A) y 6(z) € L, tales que A |= 0(z) ~» b. Teniendo
presente que K, (2) <, ¥, se verifica

Ko () | 326(z) AVz,y(6(z) A O(y) — = = y)
" Luego
B =, K,(%) = B & Jz6(z) AVz, y(8(z) A 8(y) — = = y)
Si b€ B es tal que B |= 0(z) ~ b, entonces definimos &;(c) = b.
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Definimos la aplicacién ®; : B — K, () como sigue
e Sean b€ B y p € B tales que

B |= ¢(p) A Va(p, b)) AVy(Valp,y) = y = b)
Pero p € w, ya que ¢(z) define w en B. Luego
B k= yValp,y) AVz, t(Va(p, 2) A Va(p,t) = 2 =1t)
Teqiend; presente que B =, K,(%) deducimos que
K.(2) & JyVa(p,y) A Vz,t(V,;(p, 2) A Vu(p,t) = 2 =1t)
Si ¢ € Kq(%) es tal que
K.(2A) = Va(p, ©) AVz, 4(Va(p, 2) A Va(p,t) = 2 =¢)

definimos ®,(b) = c.

Entonces, ®; y ®, son aplicaciones biyectivas, una la inversa de la otra y

ambas son isomorfismos. Es decir: B8 = K, (2). O

4.4.13 Teorema. Seann > 1 y A = 1, _;. Salvo isomorfismos, K, ()
es el inico modelo, B, de Thy2( K. (A)) tal que K,(*B) es cofinal en B.

Demostracion: . ‘

En primer lugar, observemos que K, (2) es un modelo de Thy, (K, (1)) tal
que K, (K,(2)) es cofinal en K, (), ya que, en las hipotesis del teorema se
verifica K, (K. (2)) = K.(2).

Sea B |= Thuto (K, (2)) tal que K,(B) es cofinal en B.

Por una parte, B EIX,_;, yaque A EIX,; ¥y B =41 Kn.(™A). Luego,
del teorema 4.4.8 resulta que existe p(z) € T,41 tal que (z) define w en
B. Por tanto, ¢(z) define w en K,(2) [ teor.4.4.11 ]. Razonando como en
el teorema 4.4.12, concluimos que B = K, ().

O
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Capitulo 5
Teoremas splitting

J. Paris ([24]) prueba que las teorias IX, y BX,,; poseen las mismas
Il ,—sentencias verdaderas (résultado obtenido, independientemente, por
H. Friedman). Como consecuencia, establece que todo modelo de IX, posee
una extension cofinal (n + 1)-elemental que es modelo de BX,.41, para lo

cual establece el siguiente teorema “splitting”.

5.0.14 Teorema. Sean A = IX, B E BX,;; taes que A <,y B.
Entonces eriste una tunica estructura, € = J(2A;B), tal que € = B 4
y, ademds, ™A <, € <2 B,

En el presente capitulo, se trata de establecer unos teoremas “splitting”

para F*X, y para otros fragmentos de la Aritmética.

5.1 Splitting en F*Y,

5.1.1 Definicién. Si ™ es una L-estructura y I' C Form(L), entonces
[ A ] es el conjunto de las férmulas cerradas de T' que son vdlidas en 2.

512Lema. A<, B = AERII4[B]

Demostracion:

Sean o € Il41] B ] y ¢(&) € I, tales que o = VZp(Z). Si @ € A, entonces
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B k= ¢(a). Luego A = (@), ya que A <, By ¢(Z) € Z,.. En consecuencia:
A | Vip(Z).
O

5.1.3 Corolario. Si 2 <41 B y B = BX,, entonces A |= BX,..

Demostracidén:
Basta tener presente el teorema anterior y que la teoria BE, es Il 4o

axiomatizable.

a

A continuacién, se establecen condiciones suficientes para que una extensién

cofinal n—elemental de una estructura sea (n + 1)—elemental.

5.1.4 Teorema. Seann > 1, A = BE,,y B E BX,_; tales que ™A <5 B.
Se verifica que ™A <5, B

Demostracion:

Sean ¢(z,y) € Il,,, Y(z,y,2) € L,_1 ¥ a € A tales que
o(z,9) =Ved(z,0,2) ¥ Bk IaVab(a,a,2)

Puesto que A C. B, existe b € A tal que B | Iz < b Vz(z, a, 2).
Es decir :

B = Vide < bVz < ty(z,a,2)

Ahora bien
B £ Vidr < b Vz < ty(z, a,z)
Vidz < u Vz < ti(z,y,2) € II,(BEa-1)
AEBE.1, BEBI.
m*nga aeA, bEA

= A |=Vitdz < bVz < tyY(z, a,2)

Por otra parte, teniendo presente que A |= BX,, y que -nﬁ(:t,y, z) € Hpy

resulta que
A Ve <b3Iz vp(z,a,2) — ItV < b Iz <t Y(z,a,z2)
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Luego
A= Vidz < bVz < ty(z,a,2) = Iz < b Vzyi(z, q,z2)
Es decir
A |= 3z < b Vzy(z,q,z)
Sea c € A tal que c < by A | Vz¢(c, a,z). Entonces B | Vz¢(c,a,2) y,
por tanto, B = ¢(c,a).
Del test de Tarski-Vaught, concluimos que U <,,;; B.

(]
5.1.5 Teorema. Si A <{ B y A = B, entonces A <5 B.
Demostracidn:
La prueba es anéaloga a la del teorema anterior.

a

5.1.6 Teorema. A <5 B = A< B.

Demostracidn: ‘ o
Sean ¢(z,y) € Ilg y a € A tales que B = Jz¢(z,a). Puesto que A C. B,
existe b € A tal que B = Iz < b p(z,a).
Teniendo presente que la férmula 3z < t ¢(z,y) es Ty resulta que A
3z <b @(z,a). Por tanto, si ¢ € A es tal que c < by A k= ¢(c,a), entonces
B k= o(c,a).

O

5.1.7 Teorema. (Teorema “splitting” en F*X,)

Sean A y B estructuras tales que A <411 By B F*E"‘. FEziste una
inica estructura € tal que A <2, € <2 B,

Ademds, si € # B, entonces € = BT, ;.

Demostracién:

Consideremos € = J(A; B) el segmento inicial de B determinado por «A.
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3(%; B) << B

Si n = 0 el resultado es obvio ya que

JA,B)C. B=I(A;B) <o B

Supongamos que n > 0. Sean ¢(z,y) € .-y y a € J(A; B) tales que
B k= Jyp(a,y). Se verifica

a€JUB)=IbecA:BEa<b

Consideremos la X,(BX,_;)-féormula 0(z,y) = o(z,y) AVt <y —p(z,1t).

Entonces

o 0(z,y) € ,.(B) ya que B | F*L, y F*L, = BL,.

o 0(z,y) € Tn(2) ya que [A <41 By B E BT, 1] = [% = B4,

Por otra parte

B k= Jyp(a,y) |
o(z,y) € Moy § => B Eyb(a,y) = B | 3z < bJyb(z,y)
Bk F*S, = B LI,

Teniendo presente que B = F*X,, y que 8(z,y) define sobre B una ¥,-
aplicacién en un subconjunto no vacio de b+ 1, deducimos que existe ¢ € B
tal que B | ¢ = (max y).<8(z, y).

Consideremos la ¥, 41 (BEn_l)*férmula

P(m,z) =3z < z 0(z, m) AVz < 2Vy(0(z,y) — y < m) ‘

Puesto que B = Imp(m,b) , A <41 By b € A resulta que 2 E
dm(m, b). :
Si p € A es tal que A = ¥(p, b), entonces B = ¥(p, b).
Es decir
B k= 3z < b 8(z,p) AVz < bVy(0(z,y) - y < p)
Por tanto
%B k& 3yb(a,y)

= B | Jy < p §(a,
agb} E 3y <pb(a,y)
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Luego, si c € B tal que c < py B [ 6(a,c), entonces B = ¢(a,c).

La prueba concluye a partir del test de Tarski-Vaught, observando que

(ceB,p€eA, c<p)==ce IYB)

A <5, I(A; B) ,
Sean ¢(z,y) € II, y a € A tales que I(A; B) | Jyp(a,y). Sea b e I(A; B)
tal que J(AU; B) = ¢(a,b). Entonces B | Jyp(a,b), ya que I(A;B) <, B
y ¢(z,y) € II,. Luego B = Jyp(a,y) y, por tanto,

B = yp(a,y)
Jyp(z,y) € Bnpa
A<, B

ac A

= Ak Jyp(a,y)

Si ¢ € A tal que 2 = ¢(a,c), entonces B = ¢(a,c), ya que A <, B. Luego

B p(a,0)
e(z,y) € 11,

I(%; B) <, B

a,c € AC I B)

— 3(%;B) | p(a, )

I(%; B) £ B — I(% B) | BEoupy

Se deduce del teorema 1.4.6, observando que

1. J(2; B) es un segmento inicial propio de B cerrado bajo {+,}.
2. J(%; B) < *B.

3. Bk F*T, — B £ IT,.
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5.1.8 Corolario. Si A <, B y B = F*L,, entonces existe una inica
estructura € tal que A <5 € < B. Ademds, si € # B, entonces € |= BE;.

Demostracion:

Del teorema 5.1.7, resulta que existe una itnica estructura € tal que & <
€ <t By € }=BI,. Luego, del corolario 5.1.3 resulta que ™ = BX y del

teorema 5.1.4 concluimos que A < €.

5.1.9 Corolario. Seann >0 y A, B estructuras tales que

® Ql '<n+1 %

e BF*T, yAE BT,

Entonces existe una inica estructura € tal que A <5, € <7, B.
Ademds, si € £ B, entonces € = B, ;.

Demostracidén:

Del teorema 5.1.7 resulta que existe una tnica estructura € tal que

A< L, C€<B  y ¢ =BE,

Por tanto
A<, C A
CUAEBS. p A< B
¢ E BT,

d

O

Finalmente, vamos a ver en los esquemas F*X,, la versién de un resultado
de H. Gaifman ([10]: Si 2, %, D son modelos de PA tales que 2 y B son

subestructuras de ® mutuamente cofinales, entonces A y B poseen una

extension elemental comiin que es subestructura de D)
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5.1.10 Definicién. Sean A, B, D estructurastales que A C D y B C D.

Diremos que 2 y B son subestructuras de © mutuamente cofinales si

1.Vze AJyeB : DEz<y.

2.VzeB3teA: DEz<t.

5.1.11 Corolario. Seann >0 y A, B, D estructuras tales que

e A< 1D y B9
o Ay ‘B son mutuarﬁente cofinales en ®.
o A BEBI. Y D F*L,.
Entonces eziste una tnica estructura € tal que
A< LD y BL,C<D

Ademds, si € # D, entonces € = B, 1.

Demostracién:

Del corolario 5.1.9 resulta que existen estructuras €;, €; tales que
A< G =D vy BL,06<0D
Ademas |
G#D=CEBS.u vy G#D=&EBL.y

Como 2 y B son mutuamente cofinales en D, resulta que C; = C,.
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5.2 Otros teoremas splitting en fragmentos

de la aritmética

5.2.1 Teorema. (Splitting en I%;)

Si A <o B y B | IT,, entonces existe una unica estructura € tal que
A< C<5B

Ademds, si € # B, entonces € |= BE; y A <5 €.

Demostracién:
Consideremos € = J(2; B). Entonces € C. B = € <, B. Ahora bien

A <o B
€< B } =A< C= A<, € [AC. C]
Acc

Si € # B, entonces € es un segmento propio de ‘B, cerrado bajo {+,-},.
tal que € <o B y B |z I¥,. Luego € = BE;. Supongamos que ¢ # B.
Entonces 2 = BXy, ya que A <; € y € |= BE,. Como, ademas, & C. €,
por 5.1.4 deducimos que 2 <5 €.

O

5.2.2 Teorema. (Splitting en.IZO + exp)

SiAEIL, + exp, BEIZ, + exp y ™A C B, entonces eziste una
inica estructura € tal que A <5 € <5 B.

Ademds, si € # B, entonces € = BE; y A <5 €.

Demostracién:

Teniendo presente el teorema 5.2.1, basta probar que 2 <o %B. Para ello,
sean ¢(Z) € Yoy @ € A tales que A = »(@). Por el teorema 1.6.1 de
Gaifman-Dimitracopoulos, existe un polinomio p(Z,¥) con coeficientes en

Z tal que
I%, + expt VZ(p() « 37 (p(2,9) = 0))
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Luego

A (@) = A | 3§(p(d,7) = 0) = B k= (p(d,7) = 0) = B = »(a)
Si (&) € Lo y @ € A son tales que B | 9(a), entonces A = ¢(d), ya que,
caso contrario, A = —(@) = B | - ¢(a).

O

'5.2.3 Teorema. (Splitting en IZ,) ;
SiAEIE,, BEIS + exp y A C B, entonces existe una tnica
estructura € tal que A <5 € < B.

Ademds, si € # B, entonces € = BL;.

Demostracién:

Del teorema 5.2.2, resulta que existe una tnica estructura € tal que % <
€ < B ysi € # B, entonces € = B,

Ahora bien

% << ¢
ol age

5.2.4 Teorema. (Splitting en BX,;)
Si A = BY; , B E BX; y A <o B, entonces existe una unica estructura
¢ tal‘ que ,

¢ = BL,; y A <3 €< B

Demostracién:

Del teorema 5.2.3, resulta que existe una inica estructura € tal que
¢ E B, y A< EC<EB

Ahora bien
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Apéndice

Relaciones entre los esquemas de induccion,

coleccién y coleccién fuerte para X, , II, , A,

‘BEO FXo F*%o M3, IZ, < S% = B,
i | i g 3
B3, F3, F*%, M, ¥, < Sﬁ)l = B,
1 X r 5 f
BII, FIL, F*11, MII, I, < SI; = BIL
i ) )3 3
BA, FAo Fi'n MA,; N <=| SA1 = B)\l'_
0 i T i
BXY, FX, F*%, Mz, I, < S¥; = B,

Figura 1
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Relaciones entre los esquemas del maximo y

de inducciéon para ¥, , II, , A,

B, FZ, <= F*3, = M35, <= IL, < S% |=> B,
3 fre e e i (3 3
BX, F.z1 &= F*'Y;, == M, <= izl < S%, = B,
il Qe 3 r 5 #f
BII, FII, <& F'I;, = MI, <= I, < SI, = BIL
i fre It Qo ) ) ¢
BA; FA, <= F*A, =% MA, <& IA, < SA, = BA
T fre fre e T g i
B, FE, <= F*L, == M5, <= I5, < SI; = BI,

Figura 2
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Relaciones entre los esquemas del maximo y

de coleccion fuerte para

B,

B,

=

BII,

BA,

B,

/§.

FX,

FX,

FII,

FA

FX¥,

F*%,

F*%,

F*I1,

F*A,

F*%,

Ly Ty An (T)
ME, ISy 52; =N
i i T
Mz, I, ST, =
i 3 LI
MII, L < SI, =
) ) 3
MA, I SAI =
Bl 1t ¥
MY, IS, §%; =

Figura 3
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BX,

By,

BII,

BA,

BXY,



Relaciones entre los esquemas del maximo y

de coleccion fuerte para

B2,

BX;

=

BII,

BA

B,

A

FXo

To

F%,;

FlI,

FA,

T

FX,

F*3,

To

F*%,;

F*I,

F*A;

To

F*Y,

Yy My A (II)

MX,

=

MZ,

MII,

M,

=

M3,

Figura 4

114

I%,

=

1%,

111,

In

=

IX,

=

SII;

SA

S¥,

B,

BY,

=

BII,

BA;

BX,



Relaciones entre los esquemas del maximo y

de coleccién para I,, I,, A, (I)

BY, @4 FYy < F*Eo }==> Mzo <= I¥p {=‘ S¥o. h} BY,

BY, & FI; < F*%, &= M5, < I5; < 83, &= B

=
A
=
[ ]
=
[ ]
=
=N
=
&
=

BII, < FII; < F*I, = MI; < I, <« SI, = BI

BA, < FA, < F*A; = MA, < IA, < SA, = Ba

BY; < FI, < F'%- & ML, < IS, <= ST, = B,

Figura 5
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Relaciones entre los esquemas del maximo y

de coleccién para

=

BII,

BA;

BY,

A

FX,

Fx,

=

F1I,

o

FAy

F%,

F*Eo '

F*%,

=4

F*II,

T

F*A;

F*%,

Zny Iy An (1)

MZ%,

ME,

MIL,

M,

=

My,

Figura 6
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1%,

1%,

In

=

1%,

SZo

Sy,

BX,

BY,

BII,

BA,

BX,



Relaciones entre los esquemas del mdximo y

de coleccién para %,, II,, A, (III)

SY <= FY, < F'%L; &= B, = M, <= I, < S,

ST, <= F%; <= F*3%, = BY, « ML, <« II, < S5,

=
=
=
=
>
<
=

SII;, <= FII;, < F*I; = BI, = MI, <<= III, < SII,

SEZ S FEz < F*EQ ':> BEQ <'—"—=i MZz R = 122 > Szg

Figura 7
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Relaciones entre los esquemas del ma-

ximo, induccién , coleccién y coleccién

fuerte para A,;; (I)

L3,

LII,

M3,

M%,

MII,

MX,

Figura 8-
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1%,

111,



S¥,

SA,

S,

=

SII,

SA,

S,

Relaciones entre los esquemas del ma-

ximo, induccién , coleccién y coleccién

fuerte para A,,; (II)

= BA,

=

= BI,

= BA,

= BXI,

LY,

o

LA,

=
.

L%,

L1,

T
LA,

1o

LY,

Figura 9
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M2,

e

MA,

1.

M3,

MII,
e
MA,
1o

Mz,

1%,

IA,

=
°

IEI '

11,

IA,

IS

1%,

S3

SA,

S,

=

S,

SA,

S¥,
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