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Introduccion

A finales de la década de los 70 se producen dos descubri-
mientos independientes de enormes consecuencias en la Teoria Co-
homologica de Variedades:

Por una parte, M. Goresky y R. MacPherson, movidos por la ge-
neralizaciéon de la dualidad de Poincaré al caso de los espacios singu-
lares, introdujeron una variante de la (co)homologia singular sobre las
seudovariedades estratificadas que consistia esencialmente en tomar
aquellas cadenas singulares que verificasen ciertas condiciones de in-
cidencia con los distintos estratos. Estas condiciones se expresaban
numéricamente a través de la asignacion a cada uno de los estratos de
un nimero entero, que bautizaron como “perversidades”. A la teoria
de (co)homologia resultante la bautizaron como “(co)homologia de in-
terseccion”.

A imagen de lo que ocurria con la cohomologia singular, Deligne
y Verdier propusieron la construccién de un complejo de haces cuya
hipercohomologia calculase la (co)homologia de interseccién. Dicho
complejo de haces, bautizado como complejo de interseccion, era
constructible y estaba univocamente determinado como objeto de la
correspondiente categoria derivada mediante ciertas propiedades de
soporte y de anulacion que guardaban sentido en situaciones mas
generales, como por ejemplo las variedades algebraicas en carac-
teristica positiva con la topologia étale y los coeficientes £-adicos
constructibles. Ademas, el complejo de interseccién era autodual
en el sentido de la dualidad de Verdier, lo que explicaba que la
(co)homologia de interseccion satisfaciera el formalismo de la duali-
dad de Poincaré.

Por otra parte, la teoria de los modulos holénomos sobre



el haz Dy de los operadores diferenciales lineales en una variedad
analitica compleja lisa X habia logrado el suficiente desarrollo como
para que Mebkhout y Kashiwara, apoyados en los resultados previos
de Grothendieck y Deligne (teoremas de comparacion), lograran probar
la denominada “correspondencia de Riemann-Hilbert”. Este resultado
afirma que el funtor “de Rham”:

DRy : Dﬁr(Dx) — D?ons(CX)

definido en la categoria derivada de los complejos acotados de Dx-
modulos con cohomologia holénoma regular, y con valores en la cate-
goria derivada de los complejos acotados de haces de C-espacios vec-
toriales con cohomologia analiticamente constructible, es una equiva-
lencia de categorias (trianguladas).

Dado que cada una de las categorias derivadas anteriores
contiene como subcategoria plena a la categoria abeliana de los
Dx-modulos holénomos regulares, Holreg(X), vy a la de los haces
analiticamente constructibles de C-espacios vectoriales, Cons(Cy), res-
pectivamente, y dado que el funtor de Rham no envia Holreg(X) en
Cons(Cy), se plantea la cuestion de caracterizar la imagen esencial
por DRy de Holreg(X), que sera una subcategoria abeliana “nueva” de
Dlons(Cx)-

Deligne, apoyandose en resultados previos de Mebkhout sobre
la dualidad, dio una caracterizacion de los objetos de la imagen esen-
cial anterior en términos de condiciones de soporte y de dualidad. Es
aqui donde se conectan las dos lineas de investigacion al constatarse el
hecho sorprendente de que las propiedades descubiertas por Deligne
eran satisfechas por los complejos de interseccién de cualquier subes-
pacio analitico (eventualmente singular) de X, convenientemente des-
plazado. Aparecian asi los primeros ejemplos no triviales de objetos
de la imagen esencial anterior. De aqui proviene la denominacion de
“haces perversos” para estos objetos, y de Perv(X) para la imagen esen-
cial de Holreg(X)
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Puesto que los funtores de Rham conmutan con las restric-
ciones a un abierto, la categoria Perv(X), ademas de ser abeliana, esta
formada por objetos de caracter local, i.e. por objetos que se pueden
reconstruir a partir de sus restricciones a los abiertos de un recubri-
miento, o si se quiere, se comportan como si de haces se tratara, aun
siendo objetos de una categoria derivada.

La cuestion ahora era comprender directamente, con indepen-
dencia del problema de Riemann-Hilbert, las propiedades de los haces
perversos y de la categoria Perv(X), y poder asi extender la teoria al
contexto general de las categorias trianguladas, y en particular al de
variedades algebraicas en caracteristica positiva, donde no existia una
teoria satisfactoria de D-moédulos. Este proyecto se materializa en la
nocion de t-estructura sobre una categoria triangulada, de manera que
las condiciones que caracterizan a los haces perversos resultan ser un
caso particular del proceso de “pegado” de t-estructuras, todos ellos
recogidos en la obra [BBD83].

Una vez establecida la importancia de los haces perversos como
objetos de una categoria abeliana muy especial, surge de manera na-
tural el interés por su manipulacion explicita, intentando describir las
distintas operaciones geométricas y calcular los invariantes numéricos
que le estan asociados. La propia correspondencia de Riemann-Hilbert
podria aportar un camino para ello, pero nos topamos con la dificultad
de que, aunque los D-modulos holonomos regulares admitan repre-
sentaciones y tratamientos efectivos mediante los calculos de bases
de Grobner, la aplicacién del funtor De Rham conlleva de una forma u
otra la resolucion de SELDP con coeficientes polinomiales o analiticos,
que dista mucho de ser un problema efectivo.

Los esfuerzos se dirigen, pues, a la descripcion de los haces
perversos, y mas generalmente, de las distintas categorias de haces
perversos, mediante objetos o categorias mas “explicitas”, como por
ejemplo categorias de representaciones de “carcajes” (“quivers” en in-
glés, “carquois” en francés). Esto se produce desde principios de los



80 en numerosos trabajos, aunque todos ellos se concentran en distin-
tas situaciones geomeétricas mas o menos sencillas donde la topologia
de las singularidades es bien conocida (ver [Del], [GM84], [GGM85],
[NM84], [NM85], [GK85], [MV86], [Mai87], [Mai88], [NM88], [MV88],
[NM94], [GMV9I6], [BGI9], [Pol97], etc.)

A titulo de ejemplo recordemos el caso revelador del disco
[Del]: la categoria de los haces perversos sobre la recta compleja C (o
sobre un disco abierto centrado en el origen) que son analiticamente
constructibles respecto de la estratificacion formada por el origen {0} y
por el complementario del origen C-{0} es equivalente a la categoria de
los diagramas de espacios vectoriales complejos de dimensioén finita

tales que 1¢ + vu es un automorfismo de E.

En el presente trabajo abordamos la cuestion anterior de la des-
cripcién de las categorias de haces perversos desde un punto de vista
general y puramente topologico, desarrollando el método iniciado en
[NM94], y poniendo pues el acento en el proceso de “pegamiento” de
t-estructuras.

Aunque los resultados y técnicas son claramente generalizables
al caso de un nimero cualquiera de estratos, nos hemos centrado en
el caso de dos estratos, i.e. consideramos un espacio topolégico X,
F « X un cerrado y U = X — F el abierto complementario. En determi-
nadas ocasiones, en especial aquellas en las que se consideran condi-
ciones de finitud o constructibilidad sobre los haces en juego, hemos
de suponer que los datos topologicos satisfacen propiedades de trivia-
lidad topologica local, aunque todo guarda sentido en el caso abstracto
y general, donde X es una variedad analitica compleja y F =« X es un
subespacio analitico cerrado de codimension d.

Dados, * = X,U,F = X- U y un haz de anillos 0, sean D, la
subcategoria plena de complejos con cohomologia en A, de la cate-



goria derivada de haces de O-moddulos sobre x, donde A, son unas
subcategorias espesas adecuadas. Dado un entero d consideremos la
subcategoria de haces d-perversos sobre X con respecto a la estratifi-
cacién {F, U}, notada Perv’(X) como el corazén de la t-estructura sobre
Dy obtenida por pegamiento de la t-estructura natural sobre Dy y la
t-estructura natural desplazada d lugares sobre Dy.

Nos planteamos la siguiente cuestién: dado que nuestros obje-
tos restringidos a U son haces en el sentido clasico, qué datos se nece-
sitan para describirlos de manera que el caracter de categoria abeliana
salte a la vista.

Para responder a esta cuestion, y como hemos dicho ante-
riormente, analizamos en detalle el proceso de pegamiento de t-
estructuras.

ANTECEDENTES

[DK73] donde se aborda el formalismo de los ciclos evanes-
centes y, en particular, la construcciéon del funtor Q.

= [BBD83] en el que se estudian las t-estructuras y el modo de
obtenerlas por pegamiento de otras definidas en los estratos.

» [MV86] donde se construye la categoria de los haces perversos
en el marco de la Geometria Analitica Compleja.

= [Ver85] donde se reescriben los haces perversos con el forma-
lismo de los ciclos evanescentes.

» [NM94] donde se estudia el caso de la t-estructura conica, pun-
to de partida de esta memoria e inspiracion de muchas de las
técnicas utilizadas.
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RESULTADOS ORIGINALES CONTENIDOS EN LA MEMORIA

» Generalizamos las construcciones de [NM94], definiendo un
funtor ¢ que nos una caracterizacion inductiva de los haces
perversos, X € Perv?! < ®(XK) € Perv" 1(X) , que “reduce”
la perversidad del haz inicial. Esto, unido a que Perv’(X) se
identifica a la categoria de los haces usuales sobre el espacio
X, nos permitird expresar los haces perversos de manera mas
sencilla.

» A partir de la descripcién inductiva anterior, construimos unas
categorias abelianas en términos de haces usuales definidos
sobre los estratos y unos funtores (exactos) entre dichas cate-
gorias y demostramos que dichas categorias son equivalentes
a la de los haces perversos. En particular obtenemos unos
modelos concretos de complejos que representan los haces

perversos y con los que se puede trabajar explicitamente.

« La prueba de los resultados anteriores se basa en una induc-
cion sobre la perversidad de los haces y la relacion entre los
diversos funtores “reconstructores” de haces perversos.

= Se discute la funtorialidad del cono de un morfismo, para al-
gunas categorias de las manejadas (cuando en principio no se
puede definir en la categoria derivada). Se incluye un contra-
ejemplo para hacer notar que, incluso en nuestro caso, en el
que esta definido, no esta univocamente determinado.

» Se estudia el caso de los haces perversos "negativos”, donde (si
bien nuestra construccion es igualmente valida) la descripciéon
de los haces perversos es tan trivial, que el resultado es mas
general, de lo que se adjunta una prueba.

» Retomando la situacién de [NM94], se describen los haces per-
versos conicos sobre un espacio K(rr, 1) (para llegar al mismo
resultado de alli que para el caso d = 1), e incluso generalizar-



lo para un d cualquiera.

= Se estudia un espacio que no es K(m, 1), dando una de-
mostracion de un resultado de Kashiwara-Kawai para el caso
de que X sea el cono sobre un espacio con 1, h' y h? nulos.

DESARROLLOS POSTERIORES

A pesar de habernos centrado en el caso de dos estratos los resultados
y construcciones son generalizables al caso de un nimero cualquiera
de estratos, en el que intervendran otras inclusiones que verifican las
mismas condiciones que las consideradas.

Otro aspecto interesante es poder describir operaciones en-
tre haces perversos utilizando su descripcion en términos de haces
usuales, mucho mas simples de estudiar y donde hay trabajo adelan-
tado.

Otro paso a dar seria colocarnos en el marco de la Geometria
Analitica Compleja, aplicando los resultados a estratificaciones con-
cretas.

DESCRIPCION DEL CONTENIDO DE LA MEMORIA

El capitulo 1 esta dedicado a recordar las definiciones y resultados
basicos de la teoria de categorias trianguladas, necesarios para la
definicién de categoria derivada de una categoria abeliana cualquiera,
lo que se lleva a cabo en el capitulo II.

La nocidén de t-estructura sobre una categoria y el proceso de
obtencion de t-estructuras sobre espacios topologicos a partir de otras
definidas sobre sus estratos siguiendo [BBD83] se introduce en el
capitulo l1il, prestando especial atencion al caso de los haces perver-
sos constructibles con respecto a una estratificacién del espacio en un
cerrado y su complementario; caso particular de la situacién en que
nos encontramos.



La construccion de los funtores y categorias necesarias para
describir las t-estructuras en términos “clasicos” y las propiedades que
verifican se realiza en el capitulo IV.

En el capitulo V se define estudia el funtor cono en una cierta
subcategoria donde tiene sentido, se muestra un contraejemplo para
ver que no es unico, y se exhibe un funtor casi-inverso del construido
en el capitulo anterior, y se prueba la equivalencia de categorias por
recurrencia sobre la perversidad.

El capitulo VI trata el caso en que la perversidad del cerrado
es menor que la del abierto, obteniéndose una descripciéon analoga al
caso tratado anteriormente.

Por altimo, y como aplicacion de los resultados obtenidos se
describen, por una parte los haces perversos sobre espacios K(m, 1),
obteniéndose el resultado de [NM94], y por otra un caso particular del
teorema de Kashiwara-Kawai para el cono sobre un espacio compacto,
de grupo fundamental nulo, y con h' y h? nulos, se establece que los
haces 2-perversos conicos definidos sobre él son suma directa de un
espacio vectorial y un-haz definido en el cerrado.
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CAPITULO |

Categorias trianguladas

En esta seccion recordaremos el concepto de categoria triangu-
lada, ademas de algunas propiedades. Se omitird lo referente a fun-
tores contravariantes y categoria opuesta. Unas referencias para esta
parte [Ver96, Wei94, Gri87, Ive86, KS90l.

I-A PRIMERAS DEFINICIONES

Definicion 1-A.1 m Una categoria D consiste en los siguientes datos:
1. Una clase no vacia Ob(D), cuyos elementos se llaman objetos
de D.

2. Para cada par de objetos X, Y € Ob(D), un conjunto Homp(X, Y),
llamado conjunto de morfismos de X en Y.

3. Para cada tres objetos X,Y,Z € Ob(D) una aplicaciéon de
Hom(X, Y) x Hom(Y, Z) — Hom(X, Z), llamada composicién de
morfismos que, a cada par (¢, ¢) leasociapo g : X — Z

Este conjunto de datos debe satisfacer las condiciones siguientes:

» Cualquier morfismo ¢, determina los objetos de salida y lle-
gada (es decir, los conjuntos de morfismos son disjuntos).
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Primeras definiciones

Definicién I-A.2 m

Definicion IFA.3 m

Definicion |-A.4 m

Definicion I-A5 m

= Para todo X € Ob(D), 1x € Hom(X, X)
» La composicion de morfismos es asociativa.

Al conjunto de todos los morfismos entre objetos de una categoria lo
notaremos Mor(D).

Si D es una categoria, se define la categoria opuesta, notada D, cuyos
objetos son los mismos que los de D y Homp.»(A, B) es Homp(B,A) vy la
composicion de ¢ y ¢ en D se define como la composicion de ¢ y ¢
enD.

Un funtor covariante F entre dos categorias C y D consiste en dos
aplicaciones Ob(C) — Ob(D) y Mor(C) — Mor(D) tales que si ¢ €
Hom(X,Y) = F(¢p) € Homp(F(X), F(Y)), de tal modo que F(ly) = lgx
y F(¢p o @) = F(¢p) o F(y) cuando la composicion tenga sentido.

Sean FFG : (C — D funtores entre categorias. Una
transformacion natural n : F — G es una coleccion de morfis-

mos {Nalscopic), €On na : F(A) — G(A), de tal forma que para todo
f € Homc(A, B) el diagrama siguiente es conmutativo

Fa) <2 FB)

T)Al l’?s
G(H

G(A) — G(B)

Si, ademas, cada n, s un isomorfismo, diremos que n es un
isomorfismo natural.

Diremos que un funtor F : C — D es una equivalencia de categorias si

existe un funtor G : D — C y unos isomorfismos naturales verificando
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Definicién I-A.6 m

Definicion I-A.7 m

Definicion I-A.8 m

Definicion I-A9 m

queidc=GoFyidp=FoQG.

Sea C una categoria, diremos que un O € Ob(C) es objeto nulo de la
categoria si y solo si es inicial y final a la vez, es decir, si VB € Ob(C)
se tiene que Hom(O, B) = {0} = Hom(B, O) (aunque dicho objeto no sea
tnico, todos son isomorfos, pues entre cada dos de ellos s6lo existe
un homomorfismo, uno inverso del otro).

Definimos la suma directa de dos objetos P, Q de una categoria como
otro objeto PeQ junto con unos morfismosi: P — PeQyj: Q — PeQ
tales que para todo objeto X y todo par de morfismos f : P — Xy
g : Q — X se puede completar el siguiente diagrama de manera unica
de tal forma que sea conmutativo

esto es, existe un inicoh:PeQ — Xtalque hoi=fyhoj=g.

Se dice que una categoria es aditiva si para todo par de objetos A, B,
Hom(A, B) tiene estructura de grupo abeliano, la composiciéon de mor-
fismos es bilineal, existe un objeto nulo y la suma directa de objetos
de la categoria existe.

La categoria opuesta de una categoria aditiva lo es.

Sea un morfismo f : A — B; un nuacleo, notado Ker f, es un par (X, i)
donde K es un objeto, i es un monomorfismo con f o i = 0 y tal que



14 Primeras definiciones

si g : X — A verifica f o g = 0, entonces factoriza de manera unica a
través de i, es decir, existe un inico h: X — Ktalqueg=io h.

Un conucleo, notado Coker f, es un par (C, p), donde C es un objeto, p
es un epimorfismo con pof=0ytal quesi h: B— Y verificahof=0,
entonces factoriza de manera Gnica a través de p, es decir, existe un
unicol: C— Ytalque h=1o0p.

A f p

Definicién 1-A.10 m Una categoria D aditiva se dice abeliana si verifica ademas las condi-
ciones siguientes:

1. Todo morfismo admite un nticleo y un conucleo.

2. Para todo u € Mor(D), se verifica el teorema de iso-
morfia: podemos considerar el ndcleo (Ker u, i) y el contcleo
(Coker u, p) de u y también el nicleo de p, que llamaremos
imagen de u, Imu, quedando un diagrama como el siguiente:

Coker u

A—2 -
Ti . Tl
uol
Ker u Ker p =: Imu

pou=0=pouci=0
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Definicion |-A.11 m

Definicion 1-A.12 m

Proposicién I-FA.13 =

El teorema de isomorfia dice que el inico u : Ker u — Ker p
que hace conmutativo el tridngulo inferior es un isomorfismo.

Para cualquier categoria D podemos definir la categoria de las flechas
de D, notada FI(D), cuyos objetos son ternas (4, B, u) donde A, B € Ob(D)
y u € Homp(A, B), y cuyos morfismos (A, B,u) — (A, B, u') son pares
(f1, f») € Homp(A, A') x Homp(B, B'), que hacen conmutativo el diagrama

A—>B

S

AI“L’BI

Para cualquier categoria D, podemos definir unos funtores “source” y
“end” de FI(D) en D, definidos de la forma siguiente:

s(A,B,uy=A e{A B, u) =B

Si una categoria es aditiva (resp. abeliana) la categoria de sus flechas
también es aditiva (resp. abeliana).

Demostracion.

D aditiva = FI(D) aditiva .

Para ello debemos probar que Hompyp, es grupo abeliano, la
bilinealidad de la composicion de morfismos, la existencia de elemento
nulo y la de la suma directa de objetos;

= Homgy (4, B, u), (A, B, u')) tiene estructura de grupo abeliano,
sin mas que definir la suma componente a componente y tener
en cuenta que D es aditiva, (fi, f2) + (g1, 92) = (f1 + g1, > + g2).
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Primeras definiciones

« La composicion de morfismos viene dada por el diagrama: si
(fi,f2) : (A B uy — (A,B,u") vy (g1,92) : A, B, u) — (A", B", u")
tendriamos

A——B

b, b

A/ _u> Bl

lgl lgz

A u’ ~ B
la composicidn seria (g, o f1, g2 f2) : (4, B, u) — (A", B", u"), que
es un morfismo en la categoria de las flechas ya que se verifica
u'ogyofi =g,ou of; =g,of,ou. Ahora, como la composicién
se hace componente a componente y la categoria D es aditiva,
se tiene la bilinealidad de la composicion de morfismos.

« Como D es aditiva, la terna (0, 0, u), donde 0 es el objeto nulo
de D vy u el Gnico morfismo entre 0 y si mismo, es el objeto
nulo de la categoria de las flechas, ya que cualquier morfismo
que parta o llegue a este par es iinico en cada componente, y la
condicién de conmutatividad se tiene de manera automatica,
ya que cualquier composicién que tomemos partira o llegara
al objeto nulo de D.

= Suma directa de objetos. Sean (4, B, u), (A, B, u’) dos objetos de
FI(D)y veamos que existe su suma directa; como D es categoria
aditiva se tiene garantizada la existencia de AeA’ y de B&B/, con
sus correspondientes iy, ju, ip, jz, cOnsideremos el diagrama

u

B

por la propiedad universal de la suma directa existe un tinico
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w:Ae A — BeB, que hace conmutativo el diagrama, con
lo que tenemos definido un objeto de la categoria de flechas
(Ae A, Be B, w), y unos morfismos (i, i), (a, jpr) que verifican
Woliy=igoUyWwojsu=jgou, que probaremos verifican la
propiedad universal de la suma directa.

Sean (C, D, v) otro objeto de FI(D) y (fi, f>) : (A, B,u) — (C, D, v),
(g1, g2) : A,B,u) — (C,D,v) dos morfismos de objetos, se
tiene

(A, B, u)

(fr.f2)
(ia.18)

AeA,BeB,w) (C,D,v)

(jA/r.jBI)
(91.92)

(A, B, u')

La propiedad universal de la suma directa nos garantiza la uni-
cidad y existenciade h; :A®A' — Cy h, : BeB — D con
hyoig=f1, hy o ju =gy, hy oig=f2y hy o jg = go; s0lo queda
ver que (h;, h,) es un morfismo de la categoria de las flechas,
es decir, que hace conmutativo el diagrama

(f1, f>) es un morfismo de flechas, conlo que f,ou = vof}, luego
hyoigou=voh,oisy, portanto, hpowoisy=voh)oiy:=p,
y de manera analoga se deduce hy, o Wo jy = Vo hy o jy =g,
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ahora si consideramos

y tanto h; o w como v o h; completan el diagrama a uno con-
mutativo, luego deben ser iguales por la propiedad universal
de la suma directa de objetos. ‘

D abeliana = FI(D) abeliana .

Para ello debemos probar la existencia de nucleo y contcleo de
cada morfismo y el teorema de isomorfia:

» Sea (fy, f2) : (A, B, u) — (A, B, v') un morfismo de flechas, pode-
mos considerar el diagrama

h A —P2 Coker f; — 0

A
b
B f2

B — 2 Coker f, —=0

0—Kerfi i

0 —= Ker f, =

para definir el nicleo consideramos « : Ker f; — Ker f; defini-
da de la siguiente manera; sea u o i; : Ker f; — B, su composi-
cion con f, es nula, pues fpbouoiy = U o fy ouy = u o0,
luego este morfismo factoriza a través del nucleo de {5, es de-
cir, existe o : Ker f; — Ker f, tal que i, o @ = u o iy, luego
el candidato a nucleo seria ((Ker fi, Ker f,, &), (i1, i), la com-
posiciéon con f es nula, falta ver la propiedad universal; sea
(g1, g2) : (U, V,v) — (A, B, u) tal que f; o g; = 0, la propiedad uni-
versal del nucleo garantiza la existencia de (hy, h,) verificando
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queioh=g

Ker fy —— Ker f,

A

U——>Vih Iz

ST

A———>B

h f2

A —L sp

queda ver que (hy, h,) es un morfismo de flechas, es decir que
& o hy = h, o v; sabemos, por ser (g1, g2) morfismo de flechas,
queg,ov =uogp,loque implicaiohyov =uoijohy =ioxoh
que, unido a que i, es monomorfismo, nos da hy o v=o o h;.
Para el conucleo, consideramos B : Coker f; — Coker f;
definida como sigue: sea p, o u’ : A’ — Coker f3, su com-
posicion con f; es 0, por pp o U o fy = ppofrou =0,
luego por la propiedad universal del conucleo, este mor-
fismo factoriza a través del Coker f;, es decir existe B tal
que p, o u' = B o p;, luego el candidato a conticleo sera
((Coker fy, Coker f5, B), (p1, p2)), la composicion con f es nu-
la, veamos que verifica la propiedad universal, sea (hy, hy) :
(A" B, u') — (U,V,v) tal que h o f = 0, la propiedad universal
del contucleo garantiza la existencia de (Iy, I2) talesqueh=lop

Coker f3 ., Coker f>
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queda ver que (I}, ,) es un morfismo de flechas, es decir que
I o B=vol; sabemosvo h; = h, o U/, pero esto significa que
Vol op; =Izop2ou’=12oBopl,loqueunidoaquepz es
epimorfismonos dal, o B=vo ;.

= Teorema de isomorfia. Si consideramos f: (4, B, u) — (4'B, u')
y el diagrama

Coker f;
P1
fi A 8
Ker f; — - - +u- — = Ker p; W Coker f;

Las flechas discontinuas resultan ser isomorfismos porque el
teorema de isomorfia se verifica en D.

Definicién I-A.14 m Sea D una categoria aditivay T : D — D un automorfismo. Un triangulo
(paraT) en D de vértices (X, Y, Z) € D es una terna de morfismos (u, v, w),
dondeu:X—»Y,v:Y——»Zyw:Z-——»T(X).

Definicién 1-A.15 m Un morfismo entre triangulos (X, Y, Z) y (X, Y, Z') es una terna (f, g, h)

v w

X—>y Z TX
A
X Loy Yo g Yoy

que hace conmutativos todos los cuadrados del diagrama.
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Un tal morfismo se dice isomorfismo si los f, g, h lo son.

Definicion 1-A.16 m ([Wei94] 10.2.1. p. 374) Una categoria aditiva D se dice triangulada

si esta

provista de un automorfismo T : D — D (llamado funtor

de traslaciéon) y de una familia de tridngulos distinguidos (llamados

tridngulos exactos de D), verificando los siguientes axiomas:

(TR 1)

(TR 2)

(TR 3)

(TR 4)

Todo morfismo u : A — B de objetos de D se puede in-
cluir en un tridngulo exacto. Si A = By C = 0, entonces el
triangulo (id4, 0, 0) es exacto. Si (u,v,w) es un triangulo de
vértices (A, B, C) isomorfo a un triangulo exacto (v, V,w) de
vértices (A, B, C'), entonces (u, v, w) también es exacto.

(Rotacion) Si (u, v, w) es un triangulo exacto de vértices (4, B, C),
sus dos rotados (v, w,—Tu) vy (-<T"'w, u, v) de vértices (B, C, TA)
y (T'C, A, B) también son exactos.

(Morfismos) Dados dos triangulos exactos (u,v,w) y (U, v, w)
de vértices respectivos (4, B,C) y (A, B, C') y unos morfismos
f:A— A'yg:B— B tales que gu = U'f, existe un morfismo
h: C — (' tal que (f, g, h) es un morfismo de triangulos.

(Octaedro) Dados tres triangulos exactos (u,j,d) de vértices
(A, B, C"); (v,x,i) de vértices (B,C,A") y (vu,y,8) de vértices
(A4, C, B), existe un cuarto triangulo exacto (f, g, (Tj)i) de vértices
(C',B,A") de tal manera que las caras del octaedro cuyos
vértices son los objetos anteriores son triangulos distingui-
dos y conmutativos alternadamente; es decir 0 = 6f: C' — TA
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yx=gy:C—A,yv=fj:B— B yud=ig:B — B.

Nota I-A.17 m Obsérvese que

1. La unicidad (o mejor dicho, la no unicidad) del morfismo h
mencionado en el axioma (TR 3), es fuente de problemas en el
estudio de las categorias trianguladas; de hecho, muchas ve-
ces nos conformaremos con que dicho morfismo sea natural,
en lugar de tnico. Esto serd fundamental a la hora de definir
una equivalencia de categorias en V-B.

2. Una forma de visualizar el axioma (TR 4) es considerar
B——mmm>
A C

A/

el axioma (TR 4) nos asegura que (C,B,A’) resulta ser un

CI

B/

triangulo distinguido.
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Definicion 1-A.18 m Sean D una categoria triangulada y A una categoria abeliana. Un fun-
tor H: D — A se llama funtor cohomolégico si para todo triangulo
distinguido

x5yS 7z X

el diagrama

HX 2% gy 2 nz 2% gy

es una sucesién exacta en A.

Definicion |-A.19 m Sean D y D' categorias trianguladas. Un §-funtor de D en D' es un fun-
tor covariante que conmuta con el automorfismo de traslacion y envia
triangulos exactos de D en triangulos exactos de D',

Proposicion I-A.20 m (Propiedades de las categorias trianguladas) ([Ver96] 11.1.2 p. 97)

1. La composicibn de dos morfismos consecutivos en un
triangulo es nula.

2. Si D es una categoria triangulada y M es un objeto de D, en-
tonces Homp(M, =) y Homp(—, M) son funtores cohomoloégicos
sobre D.

3. Si (f,g, h) es un morfismo de tridngulos distinguidos y f, g son
isomorfismos, también lo es h.

I-B LA CATEGORIA K(A)

Definicion |1-B.1 m Sea A categoria abeliana. Un complejo de objetos de A es una colec-
cién X* = (X"),ezde objetos de A junto con unos morfismos entre ellos
d" . X" — X™! (que llamaremos derivaciones) tales que d"*'d" = 0
para todo n. Un morfismo de complejos f° : X* — Y* consiste en una



24

La categoria K(A)

Nota I-B.2 m

Definicion I-B.3 m

Definicion I-B.4 m

coleccion de morfismos 7 : X" — Y" que conmutan con las deriva-
ciones,

f"“d; - d;l,fﬂ

para todo n. Definimos la categoria C(A) como aquella que tiene como
objetos los complejos de objetos de A y como morfismos los morfis-
mos de complejos de objetos de A. Notaremos C*(4), C"(A), C(A) las
subcategorias plenas de C(A) firmadas por los complejos acotados in-
feriormente, superiormente y acotados, respectivamente.

La categoria de las flechas de complejos de A se identifica a la de los
complejos de flechas de A.

Dos morfismos f,g : X* — Y® se dicen homotépicos si existe una
coleccion de morfismos k" : X" — Y"! tales que

fﬂ _gn — d;l,—lkn + kn+1d;

para todo n. Ser homotopico es una relacién de equivalencia y las
composiciones de morfismos homoto6picos son homotopicas.

Definimos K(A) como la categoria cuyos objetos son los complejos de
objetos de A, y cuyos morfismos son clases de equivalencia de morfis-
mos de complejos moédulo homotopia. Un complejo X° se dice acotado
inferiormente (resp. superiormente) si X" = 0 para n suficientemente
pequefio (resp. grande), y acotado a secas si lo es superior e inferior-
mente. Notaremos K*(A), K"(4), K?(A) las subcategorias plenas de K(4)
formadas por los complejos acotados inferiormente, superiormente y
acotados respectivamente.

Vamos a definir una estructura de categoria triangulada en cada una
de las categorias anteriores, y para ello definimos el funtor traslacion
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Definicion I-B.5 m

Nota I-B.6 m

Definicion I-B.7 m

Proposicion |-B.8 m

Nota I-B9m

como T(X)" = X" y dpx = —dx, mientras que para definir los tridngulos
necesitaremos utilizar el llamado cono de un morfismo, definido de la
siguiente manera:

Sea f: X* — Y® un morfismo de complejos. Definimos el complejo
cono (f) como aquel cuyos objetos son Y @ X*! en grado i y cuyas
d fi+1 _ _ ‘ .
Y ) . Y' @XHI N YH-I @X'+2
0 —di!
Esta construcciéon nos proporciona una sucesion exacta, por in-

derivaciones son (

clusién y proyeccién
0— Y — cono(f) — X' [1]— O

y por tanto un tridngulo X — Y — cono (f).

Podemos considerar esta construccion del cono de un morfismo de
complejos como un funtor de FI(C(A)) — C(A)

Un triangulo X -5 Y = 7 2% X[1] se dice que es distinguido en K(A),
si existe un morfismo f: X' — Y de objetos de K(A) y un isomorfismo
de tridngulos (X, Y, Z2) =~ (X, Y, cono (f)).

Con esta definicion de triangulos distinguidos, K(A) (y sus subcate-
gorias plenas de complejos acotados definidas anteriormente) es una
categoria tridngulada ([Ver96] 1.3.1 p. 78-83)

Aunque todas estas categorias son trianguladas, no todas las triangu-
ladas son de esta forma. Para un ejemplo, la categoria triangulada de
los A-médulos ([(GM96] 1V.3 p. 267).
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Definicién 1-B.10 m Una subcategoria de una categoria triangulada se dice espesa si para
cualquier f € Hom(X, Y) se tiene que el tercer vértice del triangulo dis-
tinguido que se puede construir sobre este homomorfismo pertenece
también a dicha subcategoria.




CAPITULO 1l

Categorias derivadas

En esta seccion recordamos la construccion de la categoria
derivada de una categoria abeliana arbitraria, comenzando por loca-
lizacion en categorias abelianas. Las referencias [Har66, Gri87, Bor87,
Ver96].

II-A LOCALIZACION EN CATEGORIAS TRIANGULADAS

Definicién I1-A.1 m ([Gri87]1.1.1 p. 7) Sea A una categoria. Un conjunto S de morfismos de
A se dira que es un sistema multiplicativo si verifica las propiedades

siguientes:
(SM1) S cerrado para la composicidon. 1y € S para todo X € Ob(A).
(SM2) Dados C,D,E € Ob(A), f : D — E morfismoenAys: C — E
morfismo de S, existen B € Ob(A),g : B— C morfismoen Ay
t : B— D tal que el diagrama siguiente es conmutativo

f.c

B
tl ;
D—F

con las flechas verticales en S. Andlogamente si los datos de



28

Localizacion en categorias trianguladas

Definicién I1I-A.2 m

Teorema lI-A3 m

Nota ll-FA.4 m

partida son g, t.

(SM3) Para todo par de morfismos f,g : X — Y, se tiene que existe un
s:Y— ZenStal que sf=5sg siysolosiexisteunt: W — X
en S tal que ft = gt

Un tal sistema multiplicativo se dice saturado si verifica

(SM4) Si f, g, h morfismos con fg, gh € S entonces se tiene que g € S

([Gri8711.1.2 p. 8-14) Si A es una categoria y S un sistema multiplicativo
en ella, entonces existen una categoria Ag y un funtor Ps : A — Ag
verificando

1. Si s € S entonces Pg(s) es un isomorfismo en Ags.

2. Si F: A — B es un funtor que lleva elementos de S en iso-
morfismos de B, entonces existe un unico funtor G : A; — B
verificando F = G o Ps

La categoria Ag se llama la localizacion de A relativa al sistema multi-
plicativo S.

Los objetos de la categoria As son los de A, mientras que los morfismos
entre objetos X, Y € Ob(A) son las clases de equivalencia de diagramas
del tipo X << « - Y donde s € Sy dos diagramas (Z, s, t), (Z, s, t') son
equivalentes si existe un tercer diagrama (7, s”, t") y unos morfismos
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a:T— Z,b: T— Z que hacen conmutativo el diagrama siguiente

II-B LA CATEGORIA DERIVADA

Definicién 1I-B.1 m ([Gri87] 1.2.14 p. 32) Sea A una categoria triangulada, diremos que
un sistema multiplicativo S de A es compatible con la triangulacion si

verifica las siguientes propiedades:
(SM5) S es estable por traslacion, es decir, s € S & s[n] € S Vn.

(SM6) Paratodopar (X, Y, Z u,v,w), (X,Y, Z,u', vV, Z') de tridngulos dis-
tinguidos y todo par de morfismos de S, s : X — X,s : Y— Y
verificando s'u = u's, existe un morfismo s” : Z— Z' en S, que
completa un morfismo de triangulos.

Nota 11-B.2 m 'Si A es una categoria triangulada y S un sistema multiplicativo com-
patible con la triangulacion, la localizacion de A relativa a S también
es triangulada.
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Proposicién 1I-B.3 =

Definicion lI-B.4 =

Teorema I[I-B.5 m

Proposicién [1-B.6 m

La categoria derivada

([Gri87] 1.6.2 p. 52) Sea A una categoria abeliana, y K(A) la categoria
de complejos de objetos de A modulo homotopia. Consideremos la
familia de morfismos en K(A) que inducen isomorfismo en homologia;
esta familia es un sistema multiplicativo saturado, compatible con la
estructura triangulada de K(4).

Definimos la categoria derivada de una categoria abeliana A como la
localizacion de K(A) respecto del sistema multiplicativo de los morfis-

mos de complejos que inducen isomorfismo en homologia. Notaremos
dicha categoria por D(A), y llamaremos casi-isomorfismos a los morfis-
mos con respecto a los cuales localizamos.

([Gri87] 1.6.5 p. 54) La categoria D(A) es aditiva y triangulada. El fun-
tor canonico de paso al cociente P : K(A) — D(A) es aditivo y es un
o-funtor, que transforma los isomorfismos homoloégicos de K(A) en iso-
morfismos de D(A) y es universal para esta propiedad.

Toda sucesion exacta corta de complejos de objetos de una categoria
abeliana 0 — C; =~ C; - C; — 0 nos da un tridngulo en la categoria
derivada:

o u .« VvV . .

Demostracién. Consideremos el siguiente morfismo de complejos:

0 ;s —Y 0

L, b

C; -~ ¢; —% cono (u*) T— C; 1]

donde cono (u’) =K* con K" = Ch @ C7*' y p"(x) = (x,0).
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Consideremos sucesiones exactas largas

R(C)) — H(C) — Ky 2 A*NC) — WG

| # I # 1 It # |
h(C) — h(C) — hEK — h(C[) — k(G

Si probamos que el tercer cuadrado es conmutativo, aplicando
el lema de los cinco, obtendremos isomorfismos en homologia, esto
es, p* casi-isomorfismo y tendremos un morfismo C; — Cj[1].

De hecho, es suficiente ver que los morfismos inducidos por p*
en homologia son compatibles con el morfismo de conexién é

i i+l di i+l i+2
G,eCy" — e ()

ol , h'(K*) = Kerd,/Imd,_,
(‘xr ﬁ) - (” (B) - d,’ X, di+1B)

Sean (a, B) € h'(K*), m.(o, B) = B € h™*!(C}). Por otra parte,
p'(a, B) = vi(x) € h'(C3), pero

0 ct——( i 0
d‘zl

0 Cil+l Ci2+l Ci3+1 0
B d? (o)
i+1
u™(B)

Luego el morfismo de conexibén envia v(x) sobre 8 y la clase de (&, B)
va sobre E a traveés de los dos caminos.
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Proposicion (lI-.7 m

t-estructuras

En esta seccion recordamos el concepto de t-estructura sobre
una categoria triangulada y recordaremos la construccion de Beilin-
son, Bernstein y Deligne para obtener t-estructuras sobre un espacio
topologico por pegamiento de otras definidas sobre los estratos de di-
cho espacio. La referencia fundamental es [BBD83]

([BBD83] 1.1.9) Sean (X, Y, Z), (X, Y, Z') triangulos distinguidos en una
categoria triangulada y g : Y — Y morfismo

X 4 v XL oz A
(1) gl (2)

x 4 oy X oz 4,
Las condiciones siguientes son equivalentes:
(@ Vogou=0

(b) Existe f € Hom(X, X"} que hace conmutativo el cuadrado (1)
(resp. h € Hom(Z, Z') que hace conmutativo el cuadrado (2)).

(c) Existe un morfismo de triangulos (f, g, h).

Si estas condiciones se verifican y Hom (X, Z)) = 0, el morfismo
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t-estructuras

Corolario I11-.8 m

f (resp. h) es Unico.

Demostracion. (a)  (b)Consideremos la sucesion exacta
— Hom™'(X, Z') — Hom(X, X} 2% Hom(X, ') 2% Hom(X, Z') —

y el morfismo g o u € Hom(X, Y'); si V. o g o u = 0, se tiene que existe un
f € Hom(X, X') del que procede g o u. Este f es Ginico si Hom™(X,Z') =0,
por inyectividad del morfismo composicioén con v’

(b) & (c) Aplicando el axioma (TR2) de las categorias trian-
guladas, dadas (f, g) se puede extender a un morfismo de triangulos
(f, g, h).

(c) & (b) Trivial.

((BBD83] 1.1.10) Sea X - v L z -4 tridngulo distinguido. Si
Hom™ (X, Z) = 0 , entonces:

(1) El cono de u es inico salvo isomorfismo uinico.

(2) d es el inico morfismo x : Z — X[1] tal que el triangulo
X=>y5LzSes distinguido.

Demostracidn.

(1) Consideremos el siguiente diagrama de triAngulos

X L Y — conou)

1] 1}

X 4 vy X VA
la proposicién anterior nos asegura la existencia y unicidad de un mor-
fismo cono(u) — Z, que resulta ser isomorfismo porque las dos iden-
tidades de X e Y lo son.

(2) Supongamos que existe otro x : Z — X[1] que haga distin-
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guido al triangulo en cuestién y comparemos

X — Y — z 4

11 1]

u \4 X

X — Y — Z —

la existencia y unicidad de un morfismo Z — Z esta garantizada como
antes, y la identidad es un buen candidato, luego d = x forzosamente.

Definicién 111-.9 m ([BBD83] 1.3.1) Una t-categoria es una categoria triangulada D, provista
de dos subcategorias estrictamente plenas D0 y D*° tales que, si no-
tamos

D" .= D%[-n] y D*" := D*°[-n], se tiene:
(i) paraX e D%, Y e D*!, Homp(X,Y) = 0.
(i) D° < D*' y D*° 5 D!,

(iii) para todo X € D, existe un triangulo distinguido (A, X, B) con
A e D°yBeD*.

Se dira también que (D<°, D*°) es una t-estructura sobre D. Su
corazon es la categoria plena C := D0 n D>

Definicién i1I-.10 m Sea A una categoria abeliana cualquiera. La t-estructura natural sobre

la categoria derivada de A es aquella tal que D(A)*" (respectivamente
D(A*") es la subcategoria de complejos K tales que WK =0sii>n
(respectivamente i < n).

Definicién 111-.11 m ([Wei94] 1.2.7. p. 9) Para todo complejoC:... — ¢! — C® — C'...
de objetos de una categoria abeliana, notaremos T»,C al subcomplejo
de C definido por

0 i<n
(T2nC) =1 Kerd. i=n

! i>n
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Se tiene que H(TsyC) = O para i < n, mientras que H(1>,C) = H'(C)
para i < n. El complejo 7»,C se denomina la (buena) truncacién de C
por debajo de n, y el complejo cociente 7.,C = C/(T>,C) se llama la
(buena) truncacion de C por encima de n; H(1.,C) = H(C) parai<ny
0 parai> n.

Otras  truncaciones de menos utilidad son las
truncaciones brutales 0.,C y 0>,C = C/(0<,C). Por definicion (0<nC)
es C'sii<nyO0 en el resto.

Nota IlI-.12 m Algunos ejemplos:

1. Si (DSO, DZO) es una t-estructura sobre D, para todo entero n, se
tiene que (D", D>") es otra. Se dice que la segunda se obtiene
de la primera por traslacion.

2. Si (D%, D*) es t-estructura sobre D, entonces (D<° %7, D*° %)
también es una t-estructura (llamada dual), sobre la categoria
triangulada opuesta D°.

Proposicion t11-.13 m ([BBD83] 1.3.3) Sea D una t-categoria
1) La inclusion D" — D admite un adjunto a derecha <.
2) La inclusién D*" — D admite un adjunto a izquierda Tsp.

3) Para todo X € D hay un unico morfismo d € Hom' (151X, T<oX),
tal que el tridngulo T (X — X — 751X 2, es distinguido.
Este tridngulo es (salvo isomorfismo tnico) el tinico distingui-
do (A, X,B) con A € D y B e D*..

Demostracién.

Por dualidad y traslacion, basta probar (1) para n = 0 y ten-
dremos los dos primeros apartados probados.
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Teorema ll1-.14 m

Dado X € D, tenemos que encontrar un A € D=, tal que para
todo T € D0 se tenga Hom(T, A) — Hom(T, X). Sea (4, X, B) un triangulo
distinguido con A € D= y B € D*!, definimos T (X) := A, pues la suce-
sién exacta Hom (T, B) — Hom(T,A) — Hom(T,X) — Hom(T, B) —
vale 0 en sus extremos, ya que T € D*C y B € D!, luego los otros dos
términos son isomorfos. Esta definicion del truncado es consistente,
porque aungque el triangulo distinguido (4, X, B) no es (inico, si hay otro
de este tipo, digamos (4, X, B'), por la proposicion, el diagrama

A — X — B —

I
A — X — B —

se puede completar de manera inica a un morfismo de triangulos, tan-
to en sentido ascendente como descendente, asi existiran « : A — A’
y B :B— B porunapartey o : A — Ay B : B — B todas Unicas, y
que resultan ser isomorfismos, pues el diagrama

A — X — B —

ol I B
A —- X — B —
o' | I [

A — X — B —

nos da un morfismo de triangulos unico, mientras que la identidad
también lo es, con lo que &, B son isomorfismos y sus inversos respec-
tivamente o/, 8.

De igual modo definimos 75;(X) :=B

(3) La unicidad de d viene dada por la aplicacion directa del
corolario 11I-.8.

(IBBD83] 1.3.6) El corazon C = D° n D*° de la t-categoria D es una
subcategoria abeliana admisible de D, estable por extensiones.
El funtor H® := T,T< : D — C es un funtor cohomologico.
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I1I-A LOS HACES PERVERSOS

Los haces perversos sobre un espacio topologico son un ejemplo
basico de corazon de una t-estructura obtenida por pegamiento, sigu-
iendo el procedimiento descrito anteriormente.

Sea X un espacio topolégico, provisto de un haz de anillos, que
notaremos O, U < X un abierto y F =X - U el cerrado complementario,
con las inclusiones

i

FLxZlu

Notaremos M(—, ©) la categoria de haces de @-mo6dulos sobre —.
Las categorias M(X, ©), M(U, ®) y M(U, ©) estan relacionadas a
través de los funtores:
M(U, ®) — M(X, 0) prolongacion por 0 (exacto).
J =j*: M(X, ©) — M(U, 0) restriccion (exacto).
Js : M(U, ©O) — M(X, ©) imagen directa (exacto a izquierda).
M(X, ©) — M(F, ©) restriccién {exacto).
iy =1, : M(F, ®) — M(X, ©®) imagen directa (exacto).

M(X, ®) — M(F, ®) secciones con soporte en F (exacto).

=i j* =
M(F, ©) M(X 0) S M(U 0)
TR b

Dentro de cada una de estas categorias consideramos unas sub-
categorias abelianas espesas A, c M(x, 0), entre las que los funtores
anteriores también estan definidos y ademas los funtores derivados
también definidos entre las categorias derivadas correspondientes.

Si ahora notamos D, a la subcategoria plena D7, (M(x, 0)) de la
categoria derivada de M(*, ©) de los complejos con cohomologia en A,,
subcategoria que tiene como objetos a los complejos acotados inferior-
mente, o incluso a la subcategoria de complejos acotados (caso de que
los funtores tengan dimensién cohomolégica finita), tenemos:
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Bv=iy i=
_— s
Dr Dy Dy
-~ <~
iR Rjay

Estos funtores satisfacen:
a) Los pares (j, j*), G*, Rjx), (i*, iy), (i, Ri') son funtores adjuntos.
b) j*is = i*ji = RI'Rj. = 0.
¢) Si A € Dg, B € Dy, entonces Hom(jB, i.A) = Hom(i.A4, j.B) = 0.

d) Para todo X € D, existen d : i.i*K — jij*X][1] (respectiva-
mente d' : Rj,j*K — i,Ri'K[1] ) tnicas tales que el triangulo
JJPK — K — LK % (respectivamente i,iK — K —
Rj.j* K iI») sean distinguidos.

e) isxji Yy j* son plenamente fieles: los morfismos de adjuncion
i*iy, — Id — Ri'i, ¥ j*Rj. — Id — j*ji son isomorfismos.

Luego verifican las condiciones para poder efectuar el
pegamiento de t-estructuras

Nota llI-A.1 m Algunos ejemplos:

» si la subcategoria espesa elegida es la propia M(x, ©), no hay
condiciones, la subcategoria elegida es la de los complejos
acotados inferiormente, o la de complejos acotados.

« si el haz de anillos es el haz constante en cada espacio
topoloégico y elegimos la subcategoria de haces constructibles
(aquellos cuya cohomologia es de dimension finita en cada es-
trato), en el caso de que la estratificacion {F, U} hace de X una
seudovariedad ((MNM93] trivialidad topologica de X)

Definicion 111-A.2 m Consideremos en el espacio topolégico X, la estratificacién = = {F, U}.
Consideramos la t-estructura natural sobre Dy y la t-estructura sobre
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Definicion HI-A.3 =

Proposiciéon [II-A.4 m

Dr obtenida de la natural trasladandonos d lugares (con 4 > 0). El
pegamiento de ambas t-estructuras nos da una sobre Dy. Esta defini-
cion generaliza la de t-estructura cénica de [NM94] 2.1. p. 292), que
daba lugar a los haces perversos conicos sobre X, en el caso de que X
fuera un cono.

[BBD83] Consideremos en el espacio topolégico X, la estratificacion X
que consiste en {F, U}. Definimos la categoria de los haces d-perversos

(con d > 0) sobre X con respecto a la estratificacion X, notada
Perv®(X, ) como el corazon de la t-estructura definida sobre Dy en
la definicién anterior.

En primer lugar vamos a caracterizar los d-haces perversos con
respecto a la estratificacion X = {F, U} (cf [BBD83] 2.1.2).

(de caracterizacién) Un objeto XK € D pertenece a Perv®(X,3) siy sélo
si el complejo XK estd concentrado en grados [0, d], j*K concentrado
engrado 0y h"iX=0sin<d.

Demostracién. Sillamamos is : S & X a la inclusion de cada estrato S en
X tenemos, aplicando [BBD83] que X € Perv'¥(X) equivale a

h'igK=0 n> p(S)

{ i K =0 n<p(S)

En nuestro caso, tenemos dos estratos, el abierto U, de perver-

VS estrato

sidad O y el cerrado F de perversidad d, con lo que se deduce:

h"j* XK = 0
« S=U h”J'*jz g nZO « h'(j*X) = 0Vn # 0, luego
J = h

J* X concentrado en grado 0.

hWi*X=0 n>d

hix=0 n<d

Si consideramos las sucesiones largas de cohomologia de los

« S=F



Capitulo llI: t-estructuras 41

triangulos distinguidos definidos por X tendremos
1. jj*K— K — i.i* XK induce
hl(jlj*jo . hl(:]o — hl(i*i*jo — hl+l(jlj*g<)
para todo I > 1 se tiene que h'(K) = h'(i.i* X), que vale
0 si I > p(F), por definicion.
2. i"ifK— K — j.j*Kinduce

WY (g 30 — b0, 3 — (K — h' ()" K)

para todo I < O se tiene que h'(i,i'K) =~ h'(X) y la parte
de la izquierda vale O para todos los I < p(F), que es

positivo, luego h'(K) es nulo para valores negativos
de I.

Luego esto equivale a que el complejo X esta concentrado en
grados [0, d], j* X concentrado en grado 0 y h"iK=0sin <d.

Corolario I1I-A.5 m La categoria Perv'?(X, =) coincide con la de los complejos cuya coho-
mologia esta concentrada en grado cero, y por tanto es equivalente a
la categoria de los haces sobre X, Ay.




CAPITULO IV

Categorias y funtores en
juego

La idea fundamental es proyectar lo hecho en [NM94] a una
situacion mas general que la de alli, utilizando unas categorias y fun-
tores que pasamos a definir. Por coherencia mantendremos la notacién
y los objetos utilizados, aunque vamos a prescindir de algunos, como
por ejemplo de la accion del grupo H, que puede ser recuperada a par-
tir de otros datos.

IV-A CONSTRUCCIONES GENERALES

De ahora en adelante H es un grupo y A una categoria aditiva.

Definicion IV-A.1 m La categoria ¢y(A;H) es la categoria cuyos objetos son 4-uplas
(U V,«,p), donde UV € Ob(A), @ : U — V es un morfismo en A
y p . H — Aut(V) son morfismos de grupos (representaciones) con
p(h)ox = & Vh € H. Los morfismos entre objetos de €4(.A; H) se definen
de la siguiente forma, un morfismo f: (U, V, &, p) — (U, V, &, p') entre
dos objetos de esta categoria es un par de morfismos de A4, f; : U — U
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Definiciéon IV-A.2 m

Definicion IV-A.3 m

Proposicion IV-A.4 m

y f> : V— V' verificando
oo fi=foa

s froph)=p(h)ef, VheH.

Si H es el grupo trivial, podemos considerar la categoria ¢y(A) como
la categoria de flechas entre objetos de A, FI(A), como en I-A.11 y
considerar unas aplicaciones “source” y “end” de ¢y(A) — A, y ala

flecha como una transformacion arrow : source — end.

La categoria ¢(A; H) es la categoria cuyos objetos son (E, F, u, {Vy}nen),
donde E, F € Ob(A), u : E— F, v, : F— E morfismos de A verificando:

" Vpyp =VpoUoVy+Vy+Vy.
» 1+ v, o u automorfismo.
v 1p+u o v, automorfismo.

para todos h,h’ € H. Los morfismos entre objetos se definen de la
forma siguiente: dados dos objetos (E, F, u, {Vplyen) v (E, F, U, {V} }nen),
un morfismo entre ellos esunparf; : E— FE, f> : F— F de morfismos
en A verificando:

U ofi=fou

lflth=Vlh0f2 VhEH

Las categorias anteriormente definidas son aditivas, y también
abelianas si A lo es.

Demostracion.
A aditiva = €,(A; H) aditiva .

Para ello debemos probar que Homg 4.y €5 grupo abeliano, la
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bilinealidad de la composicién de morfismos, la existencia de elemento
nulo y la de la suma directa de objetos;

» Homg,(an)((U, V, &, p), (U, V, &, p')) tiene estructura de grupo
abeliano, sin mas que definir la suma componente a compo-

nente (1, f>) + (g1, g2) = (fi + g1, f> + g2) Y tener en cuenta que
A es aditiva.

s La composicion de morfismos viene dada por el diagrama, si
(fuf) U V,a,p) — U, V, &, p) y (@1,92) : U, V, &, p)) —
(U", v', o, p"y tendriamos

Uy —2 - _p_>v

vV
lfl lfz fa
vy 2

lgl lgz lgz
" v

Uﬂ_"‘__>v//_p_>vﬂ

i

la composicién (g ° fi, g2 © f2) : UV, &, p) — (U, V', ", p")
es un morfismo en la categoria de las flechas ya que se tiene
o"ogiofi=gyoa'cofi=grofyox,yporotrapartegyofrop =
grop ofy=p"og,of,. Ahora, como la composicién se hace
componente a componente y la categoria A es aditiva, se tiene
la bilinealidad de la composicién de morfismos.

= Como A es aditiva, la cuaterna (0, 0, u, u), donde 0 es el ob-
jeto nulo de A y u el inico morfismo entre 0 y si mismo, es
el objeto nulo de la categoria de las flechas, ya que cualquier
morfismo que parta o llegue a este par es tnico en cada com-
ponente, y la condicién de conmutatividad se tiene de manera
automatica, ya que cualquier composicién que tomemos par-
tird o llegara al objeto nulo de A.

» Sean (U, V, o, p), (U, V, &, p') dos objetos de €y(A; H) y veamos
que existe su suma directa; como A es categoria aditiva se
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tiene garantizada la existencia de Ue U' y de V@ V/, con sus
correspondientes iy, jy, iy, jy», consideremos el diagrama

por la propiedad universal de la suma directa existe un tinico
p': VeV — VeV, que hace conmutativo la parte derecha del
diagrama, y un &’ : Ue U — V@ V' que hace conmutativa la
parte izquierda, con lo que tenemos definido un objeto de la
categoria (Ue U, VeV, &, p"), y unos morfismos (iy, iy), Uy, jw)
con &’ oiy =iyooy & o jy = jy o, ytambién iy o p =
p’ oiyy jyop = p"oj, porla definicion de p (a partir de
la propiedad universal de la suma directa), que probaremos
verifican la propiedad universal de la suma directa.

Sean (C, D, B, n) otro objeto y (f1,f2) : (U, V, &, p) — (C,D, B, n),
(g1, g,) : (U, V, &, p) — (C,D, B, n) dos morfismos de objetos,
se tiene

UV, ap)

(fi.f2)
{iy,iy)

UelU,Ve V, o p") (C,D,Bm

(jul:jv/)
(91.92)

(U, Vv, o, p'

La propiedad universal de la suma directa nos garantiza la uni-
cidad y existenciade h; : Us U — Cy h, : VeV — D con
hy o iy =f1, hy o jy =gy, hy o iy =f2y hy o jy = g», s6lo queda
ver que (hy, h;) es un morfismo de la categoria, es decir, que
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hace conmutativo el diagrama

UeU’LVeV’LVeV’

L )

C—F—>D——>D

(f1, f>) es un morfismo de flechas, luego f, o x =B o f}, con lo
que hyoiyox = Bohyeiyy, portanto, hyo"ciy =Bohyciy ==p,
y de manera analoga se deduce h, o o’ o jyy =B o hy o jy =4,
ahora si consideramos

UI

y tanto h, o " como B o h; completan el diagrama a uno con-
mutativo, luego deben ser iguales por la propiedad universal
de la suma directa de objetos. Razonamiento analogo para
hyeop" =noh, yaquef,op =nof, perola parte de la
izquierda vale h, o iy o p = hy o p” o iy, y la de la derecha vale
n o h, o iy y volviendo a aplicar la propiedad universal de la
suma directa se tiene el resultado.

A abeliana = ¢y(A4, H) abeliana.
Para ello debemos probar la existencia de niicleo y conucleo de
cada morfismo y el teorema de isomorfia:

» Sea (fi, f2) 1 (U, V, &, p) — (U, V, &, p') un morfismo, podemos
considerar el diagrama

0—>Ker f; 2> U h, v —*% coker f, —>0

24 o

0 —>Ker f 2> y —L2> y» — & Coker f, —> 0
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para definir el niicleo consideramos y : Ker f; — Ker f; defini-
da de la siguiente manera; sea o o i; : Ker f; — V, la com-
posicion de este morfismo con f, es nula, pues f; o & o i} =
& o f; o = ' o 0, luego este morfismo factoriza a través
del nucleo de f,, es decir, existe y : Ker f; — Ker f; tal que
i oy = o o iy, y un razonamiento analogo nos daria la ex-
istencia de 6 : Ker f, — Ker f>luego el candidato a nucleo
seria ((Ker fi, Ker fo,y, 8), (i1, i), la composicién con f es nu-
la, falta ver la propiedad universal; sea (g, g,) : (4, B, B, n) —
(U, V, o, p) tal que f; o g; = 0, la propiedad universal del nicleo
garantiza la existencia de (hy, h,) verificando que io h=g

Ker f} —s Ker f> —0 5 Ker f>

e

f f, lfz
Uy ———V %

queda ver que (hy, h,) es un morfismo de flechas, es decir que

yoh; = hyoB; sabemos g, o = oogy, lo que implicaiohyof =
& oij ohy =i,oyohy,loque unido a que i; es monomorfismo
nosdah,ofB=yoh.

Para el contcleo, consideramos € : Coker fj — Coker f;
definida de la siguiente manera; sea p, o o : U — Coker f5, la
composiciéon con f; es nula, pues pyo’ofy =profroax =00,
luego por la propiedad universal del conucleo, este morfis-
mo factoriza a través del Coker f;, es decir existe € tal que
p> oo =€opy,ylomismo con u: Coker f, — Coker f5 ,luego
el candidato a conucleo sera ((Coker f;, Coker f5, € 1), (p1, p2)),
la composicién con f es nula, veamos la propiedad universal,
sea (h, hy) : (U,V,o,p) — (A BB talque hof=0,la
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propiedad universal del coniicleo garantiza la existencia de

(I, L) talesque h=1op

U Vv 1%
fi fa f2

A Bim B P2

Coker f; —= Coker f, — Coker f,

queda ver que (I, I;) es un morfismo, es decirque l, o €= o1,
y que ol =1, o u; sabemos B o h; = hp o &, lo que implica
Boliop,=1l,0p,oa =1, 0B o p,loqueunidoaque p, es

epimorfismonosdal, ce=fo1;.

» Teorema de isomorfia. Sea f : (U, V, &, p) — (U,V, 0, p) y el
diagrama

Coker f; —£ Coker fi

U n U U .
-

Ker f; — — — +o — > Ker p; o Cokef f, — Coker f,

T
Y 1% ?’ 1% 1%
e

Kerf,-—-—-——--— > Ker p, —— Ker p»

Las flechas discontinuas resultan ser isomorfismos porque el

teorema de isomorfia se verifica en A.

Donde pone p se quiere decir cada p;, para cada h € H, asi que
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Nota IV-A.5 =

Proposicién IV-A.0 m

Construcciones generales

la demostracién de la otra es igual, sélo que poniendo v, =V — U en
lugar de V.

Si H es el grupo trivial las dos categorias ¢(A) y €,(A) son la misma,
pues debe verificarse vi{ = viouov;+v;+Vv;, estoes, (1+uovy)ov, =0,
con lo que vy =0 por ser (1 + u o v;) automorfismo.

Si H es el grupo trivial, los objetos inyectivos de ¢(A4) son los (U, V, @)
con A, B inyectivos en A y tal que « admite una escision (3 : V— U
tal que B o o = 1y).

Demostracion. Un objeto E = (U, V, «t) es inyectivo si el funtor Hom(-, E)
es exacto; consideremos pues una sucesion exacta

0—A—B—C—0

y apliquémosle este funtor

0 Ua U Uc 0
lO(A io(g lO(C
iz P2
0 Va Vg Ve 0

» exactitud a la izquierda

El morfismo Hom(C, E) — Hom(B, E) viene dado por

UC_)U

o
fi

UB Xc o

VCL)V

o
f

Vi
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donde E = f; o pi, que realmente definen un morfismo de obje-
tos,yaqueaofy =aefiopy=freacopr=fropreap= f20 &g,
luego (f1, f») € Hom(B, E)

Ahora, si 0 = E = f; o p;, COMO p; es sobreyectiva, se tiene que
fi =0, de donde la inyectividad del morfismo.

« exactitud a la derecha

De forma analoga, el morfismo Hom(B, E) — Hom(A, E) viene
dado por (fi, f2) — (fy ° i1, f> ¢ i), que también define un mor-
fismo de objetos, yaque ot o f) o iy =f5 o g o iy = f7 0 iy o Ky.
Queda ver la sobreyectividad de este morfismo, asi que sea
(91, g2) € Hom(A, E)

por inyectividad de V, existe f, : V3 — V/f, o i; = g, ahora
debemos completar el tridngulo de arriba (por inyectividad de
U), de tal forma que obtengamos un morfismo de objetos, es
decir, que f, o o = « o f;, lo que equivale a la existencia de
B:V — Utal que B o xx =1y ya que quedaria f; = B o af) =
B o f, o o, que define un morfismo de objetos junto con f, y
ademas verifica fy oy = Bof o xgoip = Bofroiro0y =

UMIVER ILLA
WHATIGAS

EAGU
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Bogrooxy=Bocxog=4g.

Corolario IV-A.7 m Si la categoria A tiene suficientes inyectivos, ¢(A) también.

Demostracion. Sea (U, V, ®) un objeto, veamos que se puede inyectar
en uno inyectivo de la categoria, por tener A suficientes inyectivos,
existen (C, f1) Y (4, f>) con

<O

0
U—2>

fxl f2
C

> e—

el problema ahora es construir un objeto inyectivo de la categoria ¢€(A4),
para ello utilizaremos la propiedad universal del producto; asi pode-
mos considerar el diagrama

U 1%
fi CoA f2
2
™
C A
si ahora ponemos
C
fi
m
U CoA
>
from
A

la propiedad universal del producto nos garantiza la existencia y uni-
cidad de h : U — C & A que hace conmutativo el diagrama. Como
m o h = fy y f, es inyectivo, también debe serlo h; por otra parte
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T o h = [, o o, luego tenemos un morfismo inyectivo de objetos de

<(A)
(l)
Vv

lfz
A

donde el objeto de llegada es inyectivo.

—é

<—-——Q<———-—O

CeA———>

Nota IV-A.8 m Obsérvese que, si H = 1 la categoria de complejos de objetos de
(A H) (resp. €(A; H)) se identifica a la categoria ¢, (resp. ¢) de los
complejos de objetos de A

C(Co(A) = €(C(A))

Nota IV-A.9 m Todo funtor aditivo f : /A — B induce funtores aditivos ¢y(f) y €(f)
entre las categorias correspondientes. Esto se aplica por ejemplo al
funtor traslacion y a los funtores de cohomologia h’, sobre las cate-
gorias de complejos de objetos de A

IV-B EL FUNTOR ¥

Vamos a definir el funtor ¥ ([INM94]) como composiciéon de dos fun-
tores, un Q4 : D(€y(A; H)) — ¢(D(A); H) y un Ry : D(A) — D(€y(A; H)).

B El funtor Q

Definicién IV-B.1 m Si A es una categoria abeliana, definimos un funtor aditivo
a : D(€y(A; H)) — ¢(K(A), H)

siguiendo la construccion de [NM94, DK73] de la siguiente forma:



54

El funtor Y

Dado un complejo F = (U, V ,«, p) € C(¢y(A; H)) Con los morfis-
mos o : U— Vyp:H— Aut(V) verificando p(h) o x = aVh € H.

Sea ahora & : U — V @ cono (U) el monomorfismo inducido
por « y la inclusiéon de U en el cono U

Seaii: Ve cono U — Q el contcleo de este monomorfismo y
consideremos ¥, : Q — V& cono (U) verificando lye cono y+Vy ot =

p(h)e 1 conou

0—>U— Ve conoUﬁ———>Q—>0

(pm)ml
£
V& cono (U)

A

utilizando la propiedad universal del conucleo.

Veamos que se verifica ¥y, =V, otio V), +V,+V,, Vh h €H,
sin mas que componer a la derecha con ii, que es sobreyectiva.

Por una parte ¥, c i = (p(hh)~1)® 1 cono u-

Por otra (v, ot oV, +V,+V,)olt = V,olio V), oli+V, c1+Vy ol =
[(p(h)—1) o (p(N)=1)+(p(h)— 1)+ (p(K')— 1)], pero esto vale (p(h)p(h')—1)
que es igual a lo anterior por ser p automorfismo.

La idea es hacer que « se “haga” inyectivo sin serlo al princi-
pio, anadiendo un objeto nulo en la categoria derivada, en este caso el
cono , lo que se hace de manera funtorial.

Ahora

u:vVve~ve cono(U)—ﬁ+Q

v, Q2 Ve cono (U) — V

con lo que Q4(F) := (V,Q u, v,) es un objeto de ¢(K(A); H) (la
categoria de complejos de objetos de A modulo homotopia), y esta
correspondencia se extiende naturalmente a un funtor aditivo

Q4 C(€y(A; H)) — ¢(K(A); H)
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Proposicién IV-B.2 m Este funtor pasa al cociente moédulo homotopia, es decir, induce

Q. : K(€(A; H)) — €(K(A); H)

Demostracion.
CEo( A, H)) 22> e(K(A))
T

K(€o(A, H))
Veamos que si dos objetos son homotOpicos entonces sus
imagenes también lo son; si (f1, f2) : (U, V, &, p) — (U, V, &, p') es un
morfismo en la categoria

U—2>y—Lsv

I

Ul_a>vl_>vl

verificando f} o " = o o 1y P o fh=1;0 p”l. Como este morflismo
- - N

es homotopicamente nulo, sean h" : U" — Uty vt — v dos

operadores de homotopia, verificando

dith" + k"™ = f]
dvtrm 1y =

Calculando la imagen de estos objetos por el funtor tendriamos

__(Xn
que i1 : Vo cono U— Qviene dado por ( 0 0o 1) mientras que
el ¥, que cumple la condicidon lye conou +Vro @ = p(h) ® 1 cono v
ph)y—1 0
viene dado por 0 0
0 0

Ahora
u:vV—vVe cono (U —Q
\7 Q- Ve cono(U) —V
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con lo que Q4(F) :=(V,Q u,v,)

t —
Vn (1 0) V" ® Un+1 (p(h)-1 0)

Por otra parte, el morfismo (f, f») induce un morfismo entre los
conos respectivos (en este caso, entre los conos de los opuestos de los
morfismos), que coinciden con los contcleos que estamos calculando;

fn Sn+1
2

1+1

cualquier morfismo de matriz (
1

) de tal forma que s verifique

la relacion

s, Aitt +dlos™ =0 vn

ya que

fg+1 Sn+2 d(’, ‘Xn+1 ~ fgﬂdr‘i/ f;21+10(n+1 _ Sn+2 d?,“
0 f?+2 0 __d:+1 - 0 _fr11+2d{|}+1
dc’ a/”“ fg gn+l B dr"ﬁfg dr\l/lsm-l + O(/”+1f111+1
0 _dU1n+1 0 ff“ - 0 ~d8/“ 1+1
Las dos composiciones son iguales, con las condiciones exigi-

das a s, asi que se define un morfismo entre los conos, digamos f5, con
lo que tendriamos

t
Vn —.—% Vn o Un+1

[fz]l [fa]l [fz]l

(1 0y el D=1 0) o

Vi———v"s U

(pthy-1 0) v

un morfismo en la categoria ¢(K(A); H) (de hecho seria un morfismo en
C(C(A); H) si (p'(h) — 1) o s valiese cero).

Ahora, el operador de homotopia seria I" : V? — v para
(f>] como al principio, y I" ® =™ : v @ U™ — V" & U", pues

( " ) ( "0 )_ ( it~ )
0 —dj, 0 -h™! 0 dnh!

ln+1 0 dr\; o(n+l In+ldr& 1n+1 ‘Xn+l
0 __hn+2 0 —d:+1 = 0 hn+2 dz+l

Sumando estas dos expresiones, tendremos
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Proposicién IV-B.3 m

< fg —o!/T L 4 el et )
0 fr11+1

con lo que el resultado estara probado si —&'" h™! + "1 g™
verifica las condiciones exigidas a s™*!, pero esta suma es nula por ser
morfismo de pares, luego esta en las condiciones requeridas.

El funtor construido anteriormente induce un funtor aditivo entre las
categorias derivadas, que notaremos también

Qa : D(€y(A; H)) — &(D(A); H)

Demostracién. Para probar este resultado, utilizaremos la propiedad
universal de las categorias derivadas, cualquier funtor que transforme
casi-isomorfismos en isomorfismos factoriza de manera nica a través
del paso a la categoria derivada.

K(@o(A H)) —2> ¢(K(A))

l“
D(Co(A H)) v > €(D(A))
Si(fi,f2): (U, V, &, p) — (U, V, o, p') es un morfismo en la cate-
goria C(€y(A, H)) que induce isomorfismo en homologia, podemos con-

siderar los triangulos distinguidos asociados a las sucesiones exactas
gue construimos tendremos

U——V—>Q

[fl]l [fZ]l

U—V —Q

aplicando el axioma (TR 3) de las categorias trianguladas, existe un
If3] : Q — Q que completa un morfismo de tridngulos. Este morfismo
induce isomorfismo en homologia aplicando el lema de los cinco a las
sucesiones exactas largas de homologia, de donde el resultado.



58

El funtor ¥

Nota IV-B.4 m

Definicién IV-B.5 =

Proposicién IV-B.6 m

Nota IV-B.7 m

Proposicién 1IV-B.8 m

Obsérvese que si F = (U, V, &, p) € D(Cy(A; H) vy Qa(F) = (V,Qu,vp),
se tiene un triangulo funtorial con respecto a F en la categoria D(A),
utilizando I1-B.6

udyMqg

Cuando el grupo H sea el grupo trivial, podemos definir otro funtor Q
de manera mas sencilla, asi Q¢(U, V, o) := (V, Q u) donde Q es el cono
de —«, y u la inclusion de V en Q.

Cuando el grupo H sea el trivial, los funtores Q 5 y Qg son equivalentes.

Demostracion. El conucleo que calculamos para construir Q4 es, apli-
cando IV-B.8 precisamente el cono de —« el el paso al conucleo la
inclusién. Cuando el grupo H sea el grupo trivial, no tiene sentido
definir las v, (variaciones), que es para lo que nos hacia falta aplicar
la propiedad universal del conucleo.

Como ya dijimos al principio, utilizaremos ambos funtores indistin-
tamente, pues la accion de H podra ser recuperada en los casos que
vamos a tratar.

Sea ot : A* — B® un morfismo de complejosy & : A* — B* @ cono (A")
el monomorfismo inducido por « y la inclusién A® « cono (A®). En-
tonces el conucleo de & es el cono de —«.
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Demostracion.

(04
0 — A" —] 1 |— B'eA"eA™

0

1
A

o(n+1

0 — Al 1 - Bn+1 €BA"+1 ®A"+2
0

El conticleo en el nivel n es B® @ A™!, siendo la aplicacion de

. 1 - 0
paso al contcleo 0

0 1
0 — A" — B'gA"eA™! — B'eA™ — 0
a1
A
O A}’H-l N BI’H-I ®/§n+1 eA}'l+2 SN BI’H-I @An+2 . 0
(bn’ 0, an+1) N (bn, an+1)
| :< dg _O(n+1 )
) 1
0 —dm

(dg(bn)y an, —d2+l) N (dg(bn), _an+l(an+1 ), —d;“(a"“)

B El funtor Ry
Recordemos que habiamos considerado unas subcategorias abelianas
A. < B. = M(x, 0) y unos funtores que estaban definidos entre ellas.

Para construir este funtor Ry nos haran falta;
1. un funtor F : By — By exacto y una transformacién natural

o : 1S F, con « inyectiva.

2. que (Rj,)(F(A)) = 0 parai>0,A € Ay.
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Definicion IV-B.9 m

Definicién IV-B.10 m

Nota IV-B.11 m

Teorema IV-B.12 m

El funtor ¥

3. para H grupo una accion de H sobre el grupo de los automor-
fismos de F, es decir h — T, € Aut(F) tales que T, e & = .

En el caso de los haces perversos como en IlI-A.1 podemos, por
ejemplo:

a) Considerar F = p,p* como la composicion de los funtores im-
agen directa e imagen inversa por el revestimiento universal
p:U—U.

b) ConsiderarF = A,A* como la composiciéon de laimagen directa
e imagen inversa por el morfismo A : Uys — U, que es la

identidad de U con la topologia discreta en U (en este caso lo
gue se obtiene es la resolucion de Godement del haz) [God58].

Definimos ¢ : A — ¢y(A, H) [NM94] como w(K) = (K, j.Fj*K, adjg, p),
donde adjr es la adjuncioén, p : H — Autj.Fj*K la accion inducida por
la de H en Aut(F), y sea Ry su derivado a la derecha.

La composiciéon del funtor Q con el Ry nos da un funtor, que notare-
mos Yr : Dy — ¢&(Dy), y cuya restriccién a la categoria de los haces
perversos resultara ser una equivalencia de categorias.

Se tiene una equivalencia s o ¥f =~ Rj. o F o j*, y ademas un triangulo
funtorial 1 — s o ¥ — e o VY.

(de relacion entre diferentes tipos de perversidad)(cf. [NM94] 2.3.3)

Y. DA — C(D(A
Sea K € D(A) y A (DA como antes. Son

KX = (EFuvy)
equivalentes:

1.- K€ Perv'¥(X).
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Nota IV-B.13 m

Nota IV-B.14 m

2.- E € Perv'® y Fe€ Perv\d1(x).

Demostracion.

Consideremos el triangulo funtorial
K— S 7

inducido por la sucesién corta 0 — U — V@ conoU — Q — 0, su
sucesion exacta larga de cohomologia asociada es

— hH{(F) — H'(I) — h{(E) — H'(F) — " (K) —

E = Rj,Fj* K = j,Fj* h°(X); como h'(F) = 0 para todo i # 0 <=
h'(F) = h*1(X) si i # 0, entonces, en principio F estaria concentrado
en grados [~1,d-1]. Si i = ~1 tenemos h™}(F) — h°(K) — h°(B), luego
WY (P = 0 (h°(X) se inyecta en j,j*h°(K) porque X no tiene secciones
en el cerrado; a su vez j,j*h%(X) lo hace en h°(F), por inyectividad de
la transformacion o), luego Festa concentrado en grados [0, d—1]. Por
otra parte j*(f) esta concentrado en grado 0 por estarlo tanto j*(X)
como j*(F). Finalmente, aplicando el funtor i al triangulo tendriamos

PK— I"E=0) — I'F—

luego h"i K =~ h" ' F, con lo que h'(i' F) = 0 sii <d—-1, lo que hace que
F € Pervi® D,

Se tiene, pues, que al aplicar nuestro funtor a un haz d-perverso obten-
emos unos datos que son, un haz 0-perverso y uno d — 1-perverso, lo
que simplifica la situacion.

Si £ es un haz sobre U, entonces j,FL = Rj.FL € Perv?(X) para todo
d>0,
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IV-C CONSTRUCCION DE CATEGORIAS ABELIANAS

Proposicion IV-C.1 m

Vamos a considerar un funtor conucleo, notado Q, que completa la
sucesion

0—135FrLgog—o0

este funtor verifica la siguiente propiedad:

Sean Fy Q funtores definidos como al principio. Entonces F es exacto
si y solo si Q lo es.

Demostracién. Consideremos una sucesiéon exacta de objetos
0—L-5r5 1 —0

y el diagrama siguiente

Kp Oy X
F .C/ Fu r Fv F ”
qp qac A

Qﬁl Qu Ya Qv @//

0 0 0
Veamos que la segunda fila es exacta si y sélo si la tercera lo es:
=)
= Qu inyectivo.
Sea x € QL tal que Qu(x) = 0, por ser g, sobreyectivo tenemos
que existira un y € FL verificando go(y) = x; asi 0 = Quqg(y) =
qFu(y), con lo que Fu(y) € Ima,, por tanto hay un z € £ con
o (z) = Fu(y).
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Ahora o pv(z) = Fva(z) = 0 lo que, por inyectividad de o
implica que v(z) = 0 y existira un unico w € £ tal que u(w) = z.
Fuox p(w) = o cu(w) = Fu(y) que, por inyectividad de Fu, implica
y = «s(w) € Imax, con lo que su imagen por g (que vale x)
es cero.

» Qv sobreyectivo.
Sea x € QL", la sobreyectividad de g nos asegura la existencia
de uny € FL’ con gp(y) = x.
Fv también es sobreyectivo, luego existe un z € FL verificando
Fv(z) = y; ahora x = q»Fv(z) = Qvq,(z), de donde la sobreyec-
tividad de Qv.

» Ker Qv = ImQu
Qv o Qu = Q0 = 0, luego bastaria ver la otra contencién: sea
x € Ker Qv, la sobreyectividad de g, asegura la existencia de
y € FL con gg(y) = x.
0=0Qvq,\y)= qLIIB‘v(y) luego Fv(y) € Imap, con lo que existira
un Gnico z € £ tal que & (z) = Fv(y). Ahora la sobreyectividad
de v asegura la existencia de un w € £ tal que v(w) = z.
Fv(y) = o pv(w) = Fva(w) luego y— o (w) € Ker Fv = ImFu, con
lo que existe un t € FL con Fu(t) =y — ag(w).
Ahora Quqgp(t) = g Fu(t) = gy — os(w)) = qr(y) = x, luego
pertenece a la imagen de Qu.

=)

» Fu inyectivo.
Sea x € FL tal que Fu(x) = 0, Quqp(x) = q,Fu(x) = 0; la inyec-
tividad de Qu implica que gp(x) = 0, luego x € Imap; por tanto
existird un unico y € £ tal que ap(y) = x.
Ahora 0 = Fux(y) = apu(y) con o y U inyectivas, luegoy =0
y, por tanto x.

= Qv sobreyectivo.
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Sea x € FL', por ser Qv sobreyectivo, existe y € QL tal que
Q) = gp(x).

Sea z € FL tal que g,(z) = y, tenemos qp(x) = Qvq(z) = g pFv(2)
con lo que x - Fv(z) € Ker gp = Imap, luego existira w € £’
con o p(w) = x —Fv(z).

Como v es sobreyectivo, existe t € £ con v(t) = w con lo que x—
FV(Z2)x o v(t) = Fva . (t), luego x = Fv(z+ o (1)) y Fv sobreyectivo.

= Ker Fy = ImFu.

Fv o Fu = 0 como antes, luego basta ver la otra inclusion. Sea
x € Ker Fv, Qvq(x) =0, luego gq,(x) € ImQu, con lo que existira
un y € QF tal que Qu(y) = q,(x). Como q, es sobreyectivo,
habra un z € FL con qr(z) = y. Ahora q/Fu(z) = Qyqp(z) =
qr(x), con lo que Fu(z) — x € Ker g, = Imot,.

Existe pues un w € L cuya imagen por &, es Fu(z) — X, pero
0 =Fva(w) = o v(w), lo que implica que v(w) = 0 y que existe
t € L tal que u(t) = w. Por tanté, Fuoip(t) = ot pu(t) =Fu(z) —xy
x =Fu(op(t) — z) € ImFu.

Definicién IV-C.2 m Estos funtores asi definidos nos permiten construir resoluciones que

llamaremos de tipo Godement, siguiendo el siguiente esquema

donde los morfismos gq : FQ! — PQ™ para i > 0, estan definidos

L ;s ; O+l ; .
como la composicién de FQ' — Q' 5 FQ™!, el paso al contcleo y

la transformacion natural o, obteniendo asi resoluciones de longitud
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arbitraria
o 9o

1_,15'_5]_,[[«@@,...@1[&@”._@.]14@”1__,

Definicién IV-C.3 m Definimos la categoria B como aquelia cuyos objetos son cuaternas
de la forma (£, F, u, o), donde £ es un haz sobre U, F es un haz sobre
X, u:j,FQ*'L — Festal que u °© jigga: =0y O Q7 £ = j* F, haciendo
conmutativo el siguiente diagrama

o
qu—l\ ﬁ /0—
L

Los morfismos de objetos (£, F, u, o) — (L, F, u',0’) de esta categoria
son pares (fi, f>) donde f; : L — £y f, : F — F haciendo conmuta-
tivos los siguientes diagramas

PR ra— oL~ F
j,FQd“lfll lfz @dﬂl lj'fz
j*md-l [I '_"_> T Qdﬁl __OJ_>J*_fK1

Nota IV-C.4 m La construccién de esta categoria, que resultara ser equivalente a la de
los haces d-perversos, es un caso particular de construccion de cate-
gorias abelianas (cf. [MV86] 1. p. 405), siguiendo el esquema

Jelga

j ————¢f

\ %:_]
Id

donde es necesario Unicamente que j,FQ7! : A, — Ay exacto a la
izquierda, y Q7 : Ay — Ay exacto a la derecha.
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Proposicién IV-C.5 m B¢ es una categoria abeliana.

Demostracion.

« B aditiva .

Para ello debemos probar que Homg es grupo abeliano, la bi-
linealidad de la composicién de morfismos, la existencia de elemento

nulo y la de la suma directa de objetos;

» Homg (L, F u,0), (L, F,u,0’)) tiene estructura de grupo
abeliano, sin mas que definir la suma componente a com-
ponente y tener en cuenta que la categoria de los haces es
aditiva, (f1, f2) + (91, g2) = ({1 + g1, 2 + g2).

» La composiciéon de morfismos viene dada por el siguiente di-
agrama, si (f1, f2) : (£, B u,0) — (£, B, v, 0') es un morfismo y
(g1, g2) : (L, P, u, o) — (L, F,u", d") otro tendriamos

j*m@d—ll_“__,. F

.jtFQd—lfll lfz

J'*FQd—ILI yl___>T

jtFQd_lgll lgz

j*md—l £// 'i”__> _,}j/
la composiciéon seria (g, o fi,g2 o f2) : (LFuo) —
(", F,u", 0"), que es un morfismo en la categoria B? ya que
u" 0 j,FQ* ! gy 0 juFQT fy = gy o U 0 j,FQYT i = g2 o [, o u. Aho-
ra, como la composicion se hace componente a componente y
la categoria de los haces es aditiva, se tiene la bilinealidad de
la composicién de morfismos.

= Como la categoria de los haces es aditiva, la cuaterna
(Oy, Ox, u, o), donde Oy (resp. Ox) es el objeto nulo en la cat-
egoria de los haces sobre U (resp. X) y u el inico morfismo
entre j,FQ9 0, y Oy, es el objeto nulo de la categoria B,
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» Suma directa de objetos. Sean (£, F, u, 0), (£, F, u', 0') dos obje-
tos de B? y veamos que existe su suma directa; la aditividad
de la categoria de los haces garantiza la existenciade Lo £ y
de Fe F, con sus correspondientes i, jp, ig jp, en tal caso, la
sucesion 0 — £ — Lo L — [/ — 0 es exacta, si aplicamos
el funtor (exacto) j,FQ%! tendremos que la suma directa de
JFQ* Ly j,FQ?! [ seria j,FQ* (L ® L).

Consideremos el diagrama

juFQ* £ F

Iy

j*md—l(ﬁe.ﬁl) ........... > .,F$.7j

/

J.FQ*L - F

por la propiedad universal de la suma directa existe un Unico
w: j,FQ (Lo L) — FeF, que hace conmutativo el diagrama;
por otra parte, comparando las sucesiones exactas

0 —>FQL—>FQ* (Lo L) —> FQ L —> 0

y |

0 JiF JFeF)——jF —0

que lo son por ser el resultado de aplicar funtores exactos a
sucesiones exactas, y aplicando el lema de los cinco se obtiene
un isomorfismo n : ¢ (L& L) = j*(Fe F).

Asi, tenemos definido un objeto de B (Lol Fo F,w, n), Yy unos
morfismos (i; goa1 1 I7), Uj,pge-1prJp) CON W 0 i) goarp =Ipouy
W e Jiror = jp o U, que probaremos verifican la propiedad
universal de la suma directa.

Sean (C,D,v,B) otro objeto de B v (fi.fo) : (L Fu o0 —
(C,D,v,B), (91,9, : (L, F, u, o) — (C,D,v,B) dos morfismos
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de objetos, se tiene

(L, Fu0)

(f1.f2)
(igig)

(LoL,Fo F,w,n) (C,D,v, B)
Updp)
/%
(L, F.u, o)
La propiedad universal de la suma directa nos garantiza la ex-
istenciadeh, : LoeL — Cyh, : Fo F — D tinicos verificando

hy o fj zqa1r = f1, ° Jjiporip =9d1, haoig=1fry hyojp=gy;
solo queda ver que (h;, h,) es un morfismo, es decir, que hace
conmutativo el diagrama

J RN Lo ) Fo F

lhl lhz
JsPQTNC— D

como (fy, f>) es un morfismo de flechas, se tiene que f, o u =

v o uFQ" ' f1, luego hy o iz o u =V o hy o i; zoa, y, DOT tanto,
hy oW ol zqany=Voho I;poe1r = p, y de manera analoga
se deduce hy © W o j; pga1p = V o hy © j; gganp = g, ahora si
consideramos

j* m@d—l L

\ p
larod-ic

JFQT (Lo L) D
Jirod-1p
/

j*md—l L/
y tanto h; o w como v o h; completan el diagrama a uno con-
mutativo, luego deben ser iguales por la propiedad universal
de la suma directa de objetos.

o B4 abeliana.
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Para ello debemos probar la existencia de nucleo y conucleo de
cada morfismo y el teorema de isomorfia:

» Sea (fi, f2) : (L, F u,0) — (L, F,u,0’) un morfismo, podemos
considerar el diagrama

L FOAL . FQ-! i FQt
gt Ker £ pget £ modL £ FiRg ™ Coker fi

lu ) l

Ker f, - F F P2, Coker fs

para definir el nicleo consideramos u; : j*]FQd‘l Ker fi —
Ker f, de la siguiente manera, sea U o j*IEQd‘lil

j*]F@d“1 Ker fy — 7, la composicion de este morfismo con f;
es nula, pues f o u o JJFQ iy = u' o LFQHfy 0 JuFQT i) =
u o 0, luego este morfismo factoriza a través del nucleo
de f,, es decir, existe o : j*]F‘Qd'lKer fi — Ker f; tal que
i o« = u o j,FQ?ti;; luego el candidato a nucleo seria
((Ker f1, Ker fo, &, 0 gager £, (i1, i»)), la composicion con f es nu-
la, falta ver la propiedad universal; sea (g1,42) : (A, B, v,n) —
(L, F,u, o) tal que f; o g; = 0, la propiedad universal del nucleo
garantiza la existencia de (hy, h,) verificando queio h=g

j QT Ker f; = Ker f3

hy
h
j*IBQ‘HA —Y > B|j.Fe* i
K K
J.*F@d_lﬁ _"f____>j:'
PG f

j*md—l L/ u j_‘f

queda ver que (h,, h,) es un morfismo de flechas, es decir que
oo hy=h,ov;,sabemos g, ocv=1U o j,FQ% g, lo que implica
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i2 ° hz ov=1u oj*md—l il Oj*m@d_lhl = i2 o X Oj*md—lhl, lo que
unido a que i, es monomorfismo nos da h, o v = & o j,FQ ! h;.

Para el conucleo, sea § : j,FQ? ! Coker f; — Coker f, definido
de la siguiente manera; sea p, o u' : j.FQ“ 'L — Coker f,, la
composicion de este morfismo con f; es nula, pues p, o i’ o
J«FQ* 1 fipsofou =00u, luego por la propiedad universal del
conucleo, este morfismo factoriza a través delj*lR@d‘1 Coker f3,
es decir existe n tal que p, o U’ = n o j,FQ* ! p;, luego el can-
didato serad ((Coker fi, Coker f5, n, OJleL/)’ (p1, p2)), la composi-
cion con f es nula, veamos que verifica la propiedad univer-
sal, sea (hy, hy) : (L,F,u,0) — (A B,v,v)conhof =0, la
propiedad universal del contcleo garantiza la existencia de
(I, ;) talesque h=1op

JjFQ* L —= F
J-FQYLf fa
R ——— F
/ /
A Y B|j.F@*p, p2
m *

Jj«FQ% ! Coker f, — Coker f;

queda ver que (Iy,[;) es un morfismo, es decir que [, o B =
v o j,FQ1,; sabemos v o j,FQ* h; = h, o ', lo que implica
Vo uFQY Iy o j,FQ py =L 0 pyoul =1, 0 B o j.FQT py, lo que
unido a que p, es epimorfismo nos da l, o f=v o j,FQ .

Teorema de isomorfia. Sea f : (L, Fu,0) — (L, F,u,0’) un
morfismo y consideremos el diagrama
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Jj.FQ* ! Coker f,

j‘]FQd_l fl

J.FQH L JFQL d
JxFQ* Ker fy = = = - - # — = = > j,FQ* ' Ker p, W Coker f

Las flechas discontinuas resultan ser isomorfismos porque el

teorema de isomorfia se verifica en la categoria de los haces.

Definicién IV-C.6 m Definimos la categoria ‘B? como aquella cuyos objetos son cuaternas
de la forma (£, K, u, T), donde £ € Ay, X € Perv®!, u : j,FL — Ky
T: QL = j* X, haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

Fr 4% jrx
a\ ¢ SJo
QL

Los morfismos de objetos (£, K, u, T) — (£, K, u/, T') de esta categoria

son pares (fi,f2) donde f; : L — L y f, : X — X haciendo conmuta-
tivos los siguientes diagramas

_]*]FL u K Q£ T _]*.7(

jthll lfz @f]l lj'fz

u

JUEL s % o —j* K
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Nota IV-C.7 m

Proposicion IV-C.8 m

En principio el u : j.FL -+ XK que aparece en la definicién anterior es
un morfismo en la categoria derivada; pero tiene la particularidad de
que va de un complejo nulo salvo en grado 0, el j,FL, en un objeto
concentrado en grado mayor o igual que 0 como es un el haz d-1 per-
verso XK. En esta situacion, podemos considerarlo como un verdadero
morfismo de complejos en lugar de como una clase de diagramas en
la categoria derivada.

Consideremos u € Homp 4 (/;F£, X), pero para todo T € D= (y
J«FL lo estd) se tiene que Hom(T, X) = Hom(T, ToX) ([BBD83]), luego
tenemos que u € Hom(j.FL, 17,X). Es mas, como esta concentrado
unicamente en grado 0, este morfismo se puede visualizar como un
morfismo (en la categoria A) de ho(j*FJ.‘) en h°(P (cf. [BBD83] 1.3.6.
caso 1: para U € D y V € D*, se tiene h°(U) = 750U, h%(V) = TV
y Hom(h°(U), h°(V)) = Hom(U, h°(v)) = Hom(U, V), con lo que h°(u) :
h°(.FL — h°(XK) y h%(X) se inyecta en T»oK

Si Perv?™! es una categoria abeliana, entonces "B es una categoria
abeliana.

Demostracion.
o' B aditiva .

Para ello debemos probar que Hom, 5 es grupo abeliano, la bi-
linealidad de la composicion de morfismos, la existencia de elemento
nulo y la de la suma directa de objetos;

» Hom,z.((£, K, u, 7), (£, K, U, T')) es grupo abeliano, sin mas que
definir la suma (f}, fo) + (g1, g2) = (f1 + g1, > + g2)-

» La composicion de morfismos viene dada por el siguiente di-
agrama, si (f}, f>) : (L, K u, 1) — (L, K, u, T) es un morfismo
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yigr, g2) . (L, 5, U, Ty — (£, XK', u”, T") otro, tendriamos

JsFL 2 x

lj*fo lfz
JuEL s e

ljﬂFgl ng

J.F i1 _Li”_> x"

la composicion (g; o f1,92 © f2) 1 (L, K u,T) — (L, K, u', 1),
que es un morfismo ya que u” o j.Fg, o jiFf) =g, o u' o j.Ff; =
g o f>ou. Ahora, por definicion de la composiciéon y aditividad
de las categorias, se tiene la bilinealidad de la composicion de
morfismos.

« La cuaterna (Oy, 0,4y, u, 7), donde Oy es el objeto nulo de Ay vy
0,4, el objeto nulo en Perv®! es el objeto nulo en 4

» Suma directa de objetos. Sean (£, K, u, 1), (L, K, u, T') dos ob-
jetos y veamos que existe su suma directa; por aditividad de
las categorias existen de L& £ y de Ko X, con sus correspon-
dientes i, jp, i jx, por la exactitud del funtor j,F la suma di-
recta de j,FL y j,FL resulta ser j.F(L & [).

Consideremos el diagrama

j.FL 4 x

W l'
Ix

L[ Ko XK

jjxﬂrﬂ .
g
'

j.FL z x

por la propiedad universal de la suma directa existe un unico
wjFL e L) — Ke K, que hace conmutativo el diagrama;
junto con un isomorfismo n : UL & L) ~ j (K & X'), aplicando
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el lema de los cinco al diagrama

0 QL QLo L) QL 0

|

0 JK J(Ke X) JX 0

con lo que tenemos definido un objeto de la categoria de
flechas (Lo L, Ko X, w,n), y unos morfismos (iy, ix), G, Jjx)
con wo j,Fif =ixouywoj,Fjs =jg ou, que probaremos
verifican la propiedad universal de la suma directa.

Sean (C, D, v, B) otro objeto vy (f1,f2) : (L, K u, ) — (C,D, v, B),
(g1, 9> (L, K, u,T) — (C,D,v,B) dos morfismos de objetos,
se tiene

(£, XK u,7)

(fl:fZ)
(ipix)

Leol,KeXK,w,n) (C,D,v,B)

(jg,jgc/)
(91.92)

L, K, u, )

La propiedad universal de la suma directa nos garantiza la ex-
istenciade h, : Lo L — Cy h, : KXo X — D Unicos verifi-
cando j.Fhy o i s = jFf1, jiFhy o jjgp = jsFg1, hp o ix =f2 Y
hy o ju = g»; sOlo queda ver que (hy, h,) es un morfismo de la
categoria, es decir, que hace conmutativo el diagrama

JFF(Le L) Y- Ko K

lj*Fhl ihz

JsFC —————>D

como {f1, f>) es un morfismo de flechas, se tiene que f, o U =
v o j.Ff1, luego hy o ix o u = v o j,Fhy o ij g, y, por tanto, h; o
Woljpr=Vo j,Fh oi;z = p,y de manera analoga se deduce
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hy o wo jjgp =Vo j,Fhy o jjrp = q, ahora si consideramos

J«FL

r
Ry

JR(L e L) D
Jir o
aq
J«FL

y tanto h, o w como v o j.Fh, completan el diagrama a uno con-
mutativo, luego deben ser iguales por la propiedad universal
de la suma directa de objetos.

'8 abeliana.

Para ello debemos probar la existencia de niicleo y conticleo de
cada morfismo y el teorema de isomorfia:

» Sea (fi, f2) : (£, K u, 1) — (L, K, u,T) un morfismo, podemos
considerar el diagrama

j»Ffl Js

0 — j.FKer flj‘m‘ J«FL Jj.FL ]Fplj*IFCoker fi—0
..
0 —— Ker f, —2 K—"L s g P2 Coker f, — 0

para definir el nucleo consideramos « : j.FKer f; — Ker f>
definida como sigue; sea u o j.Fi; : j.FKer fj — X, la com-
posicion de este morfismo con f, es nula, pues f; o u o j,Fi; =
u o j,Ffy oj.Fi; = u' 00, luego este morfismo factoriza a traves
del nticleo de f,, es decir, existe o : j.FKer fj — Ker [, tal
que i» o & = u o j,Fiy, junto con n : QKer f; = j*Ker f,, luego
el candidato a nucleo seria ((Ker fi, Ker f,, &, n), (i1, i2)), la com-
posicién con f es nula, falta ver la propiedad universal; sea
(g1, 92) : (A B, v,B) — (£, K, u,T) tal que f;og; = 0, la propiedad
universal del nucleo garantiza la existencia de (h;, h,) verifi-
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candoqueioh=g

j:FKer f; = Ker f,

J:Fhy
h,

j*IFA —v‘_)B jt]Fil i2

JFL——> K

J«Ffy f2

JFL —Y s

queda ver que (h), hy) es un morfismo de flechas, es decir que
ol o j,Fhy = h, o v; sabemos g, o v = u o j,Fg,, lo que implica
ipohyov=uojFi oj,Fh;y =i, 0o &t o j,Fhy, lo que unido a que
i, es monomorfismo nos da hy o v =« o j,Fh;.

Para el contcleo, consideramos 8 : Coker fj — Coker f5
definida de la siguiente manera; sea p, o u' : j.FL — Coker f>,
la composicién de este morfismo con j.Ff; es nula, pues
prou oj Ffy = profrou = 0ou, luego porla propiedad universal
del conticleo, este morfismo factoriza a través del j.FCoker fi,
es decir existe B tal que p, o U’ = B o j,Fp;, lo que, unido a
n : QCoker f; = j*Coker f, nos da un objeto, que sera luego
el conucleo ((Coker f;, Coker f5, 5, n), (p1, p2)), la composicion
con f es nula, veamos que verifica la propiedad universal, sea
(hy, hy) - (L, K, u', ) — (A B, v, u) tal que hof = 0, la propiedad
universal del conticleo garantiza la existencia de (I}, I,) tales
que h=1Iop
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J.FL “ X
f1 f2
juFL —¥ x

v

A —_— B J«Fp1

k\

p2

j«FCoker f; L Coker f>

queda ver que ([}, I,) es un morfismo de flechas, es decir que

I, o B =vo j,Fly; sabemos v o j,Fh; = h, o U, lo que implica

vo j.Fl, o j,Fp, =1, o py,ou’ =1, 0 Boj.Fp;, lo que unido a que

p2 es epimorfismo nos dal, o B=v o j,Fl,.

» Teorema de isomorfia. Sea f: (L, I u, 1)

— (L, K, u,T) y el

diagrama
js«FCoker f,
s
JiBL LB JoEBL :
jiFKer fi — — — —{# — — = j,FKer p,; u Coker f5

Las flechas discontinuas resultan ser isomorfismos porque el

teorema de isomorfia se verifica en cada una de las categorias

Corolario IV-C.9 m '3 es una categoria abeliana para d > 0.
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Nota IV-C.10 =

Demostracion. Por I1I-A.5 se tiene el resultado parad = 1, pues Perv? es
abeliana, con lo que B! también. Por V-B, 'B! es equivalente a Perv!,
con lo que la proposicién anterior garantiza la abelianidad de 'B?. Se
tiene pues, por recurrencia, el resultado.

Nos interesa estudiar estas categorias debido al comportamiento de
los haces perversos bajo la accion de ¥, por el teorema de relacion
entre diferentes tipos de perversidad IV-B.12, y probaremos que este
funtor Y es una equivalencia de categorias exhibiendo explicitamente

un casi-inverso.




CAPITULO V

El teorema

En esta seccién se demuestra la equivalencia de categorias, con
la ayuda del funtor casi-inverso y de una transformacion natural que
se construye.

V-A UN CASI-ISOMORFISMO NATURAL

En primer lugar veamos que el funtor cono, definido entre las cate-
gorias FI(C(A)) y C(A) también esta definido en una cierta subcategoria
de flechas de complejos moédulo homotopia.

Definicién V-A.1 m Sea la categoria FI(K(A)) y en ella la subcategoria plena Qg cuyos obje-
tos son las ternas (A*, B®, [u°]) verificando A" = 0 sin # 0y B" = 0 si
n<o0.

Proposicion V-A.2 m En la subcategoria Q, < FI(K(A)), la construccién del funtor cono de un
morfismo de complejos nos da un funtor Qy — K(A).

Demostracion.

Los morfismos que aparecen en los objetos de Q, (donde A es
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nulo en todas partes salvo en grado 0) se reducen a un tinico morfismo
0.0 __, go
Ademas, cada clase de morfismos [u°] contiene un s6lo elemen-
to, va que si [u‘] = [v*] : A* — B®* ambos morfismos deben ser ho-
motopicos, pero

0—=A"——0

2 /
]
2 #

O___._>BO._>BI

cualquier homotopia nos dara u® -v° = 0.

Ahora, a cada objeto (A°, B®, u*) le podemos asociar el complejo
cono u® = A° -, B° ig» B' - - . € C(A) definiéndose de esta manera
un funtor cono : Qy — K(A), ya que si [f1, -] : (A, B, u) — (A, B, u') es
un morfismo en Q, tendriamos

[u}
A——B

[f ]l l if2)
[u]

Al_>Bl

con [u' o f1] = [f> o u] en K(A), pero esto equivale a que ' o f(l) = fg o U
como morfismo entre objetos de A, luego el morfismo [f}, f>] induce un
morfismo entre los conos respectivos dado por

dO

Ao_‘L_)Bo_L,Bl

1
dO

40— u g0 —> gl

y que podemos notar (filf;).

Si tenemos otro (g1, g2) con [fi], [f>] = gl] [g2], entonces clara-
mente f; = g; y [f>] = [g.],5ean h' : B' — B una homotopia entre
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Proposicion V-A.3 m

fo—g> vy 0, es decir:

0 1
0 BO dB Bl dE BZ
1 2
/ lf‘z’bgo lf;fgl
0 1
0 y A Ay 2
0 B B B

verificaindose que f3— g9 =h'ddy f, — g, = di' ' + K™ d,.
En tal caso, los conos también son homotopicos, pues

dO dl

AO u BO B Bl B BZ
0 h? h?
lo/ lf‘z’—go lf;—gl
d° dl

A u g° Y, gl g %

Luego [(f11f2)] = [(g11g2)].

Sea P, la subcategoria plena de K(FI(A)) tal que la imagen por Q de cada
objeto pertenece a Qq (es decir, Py = Q'I(QO). Entonces existe una trans-
formacion natural cono [-1] o Qy — s que, compuesta con el funtor
U : K(A) — D(A) de paso a la categoria derivada es un isomorfismo.

P, 2 FI(K(A))
\ A) [-1]

K(A)

Demostracion.
Sea F = (U™, V", &") un objeto perteneciente a la subcategoria
P,. Vamos a construir un morfismo natural cono g{-1] — U
Consideremos la sucesion exacta

0—U—Ve conoU—Q—0

Por la proposicién IV-B.8 se tiene Q = cono —x=VeU[-1]y
4" _o(n+1
%

la derivacion viene dada por la matriz ( gl
—“u

), tendremos un



82 Un casi-isomorfismo natural

diagrama:
0 un Yoo U @ UM — 1 @ U]
,-I IT
cono g[-1]: Vvrlg e V" ? % 9 Ve UM}

Ahora, para todo elemento del cono g[-1] existira un tnico (por
inyectividad de &) elemento de U" que hace conmutativo el primer

cuadrado.
0 U Vo conoU——Q—90
T I.HHT
cono g[-1] P \Y% 1 Q

Este morfismo asi definido h, : V™! & U" ® U™! — U" es un
morfismo de complejos, pues si notamos dy la derivacion en Uy d la
derivacion en cono g[-1] debe verificarse que d; o hy, = hyy; © d" para
todo n. Como & inyectiva, la igualdad buscada se verificara si y sélo
st &™ o dlh o hy =& hyyy o d”

- n 5 n 5 .
- (X”+1 hn+1 Od/ - In+l op"+1 Odl — 1n+1 od'&op” = dVea cono Uolnopn

s & o dll o hy =dye cono v © &" o hy, que es igual a lo anterior
por construccion de hy,.

La unicidad de este morfismo implica su naturalidad, veamos
que es casi-isomorfismo

U Ve conoU——Q

! L]

cono g[-1] \Y Q

es el morfismo de triangulos que ya construimos, si pasamos a las
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sucesiones exactas largas tenemos

h=Y(V ® conoU) — h""!Q h'u h{(V @ conoU) —= h'Q
h-ly h'Q — h'(conog[-1]) hi'v hQ

con lo que, aplicando el lema de los cinco, se tiene que el mor-
fismo h'( cono g[-1]) — h'U es un isomorfismo.

Definicion V-A.4 m El funtor truncacion Ty, de complejos induce otro, que también lla-
maremos truncacién (y lo notaremos igual) en la categoria de las
flechas de K(A) definido de la siguiente forma:

Tso(A, B, U) i= (Tx0A, T»0B, Txol)

donde
u' ‘ i>0
(Tso) = { u0 ; A%/Imd;' — B®/Imd;* u®(a®) = u(a®)
0 i<0

Proposicién V-A.5 m Si nos restringimos a la subcategoria Qp, existe una transformacion

natural cono — cono o Tyo que, compuesta con y : K(A) — D(A) es
un isomorfismo.

Tso

FI(K(A) > Qq - FI(K(A))
m Ao
K(A)

Demostracidn.

En primer lugar, vamos a construir un morfismo natural
cono g[-1] — cono Tyg[-1]
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Ahora tenemos

cono g[-1] vV— — Q

T>o0 20T

cono (Tseq)[-1] —— TV =% 1.0Q

Como funciona T50q ?

0 1

T5U 0 — V*/Imd;} ~—— y1 —> 2
N

a0 dt
T20Q: 0 Q°/imdy 2— Q! —> @?

donde do(%) = d°(x) para cualquier elemento x representante de la clase.
Si tomamos dos representantes de la misma clase, x, y tales que x—-y €
Imd™, se tiene que d°(x—y) = 0 por ser complejo, con lo que esta bien
definido.

Por otra parte, ¢° induce un ¢° : V°/Imdj} — Q°/Imdy' de la
forma go(x + Imd;') = q°(x) + Imdél, que esta bien definido, pues si x, y
tales que x — y € Imd;', se tiene ¢°(x - y) = ¢°d;'(2) = d3' g7'(2), que da
la clase del cero en QO/Imdzzl.

a0 1

T>0U : 0—— VO/Imd;1 L syt L2
L ok
dO dl
To0Q: 0 —> Q%/Imdy Q' —*> @

Ahora, el cono de g es un complejo de la forma

d'Ql 4 doQ l de e
) —de o -l o -a?
OleV® —YQ0 e V! YOl e V2 — % e VB3

mientras que el de T, es de la forma:

) O g A2
0 -;‘5/ Qo ~d:/ \g % _dé
OGBVO/Imd{, — O/Imd&le«avl_~>QlGJB 2 A2 a8
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Para definir un morfismo de cono g[-1] — cono T5g[—1]

Pt qO
( QO _do )
QleV!——Qle VW —>

; o

0

Como el cono de abajo es 0 alaizquierda del lugar 0, todos los
morfismos en esos lugares seran el 0, a partir del lugar 2, los dos conos
son idénticos, luego basta definir la identidad. Los unicos lugares a

estudiar son los grados 0 y 1

Siendo 1y : V° — V%/Imdy! y 7o : Q° — Q°/Imdy; las aplica-

ciones de paso al cociente, definimos los morfismos
Oeiam/:Q'lel)V(’—>()615V()/Imci{,l y

Mool :Q%e V! — Q%Imd;! @ V! y veamos que todos estos
Q Q

morfismos juntos definen un morfismo de complejos:

Conmutatividad del primer cuadrado

(0 —d —qt\ _[0 oY _,
Ty 0 d\‘,l 0 Tl'vd‘_/l

Conmutatividad del segundo cuadrado

o ( -dg —q° ) _ ( ~Tiody'  —Toq° )
1 0 dy 0 dy

0 -q°\[o0 (0 —g°my

o 5 )" ) (0 )

Conmutatividad del tercer cuadrado

-y ="\ [ m _[ —4gme -4’ _1 o
0 d 1 0 d 0 dy

Es, pues, un morfismo cono g[-1] — cono (T»q)[—1]

Este morfismo nos completa un morfismo de triangulos
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P2

T eV v Q° b Qe

0 — 00 V*/Imd,! — V*/imd,! —> Q°/Imdy — Q"/Imd;; @ V| —
q°

Naturalidad
Si tenemos f7 @ V" — v, f3:Q"— Q" morfismo de objetos,
confgoq":q’n of'l1

cono g'{-1] \% Q
S
cono g[-1] l \Y j Q
€ono Tsoql-1] TsoV i T50Q
el
cono Tseg[-1] TV T50Q

Este morfismo induce otros:

= cono g[-1] — cono ¢'[-1] definido como
i i+1 . A j+1 1 J+l
fLef  QeV" —Q eV
= CONO T»oql—1]1 — cono T5oq'[-1] dado por

0o V’/imd;! — Q°/Imd;} e V! —> " o V?

mfg"[ foef! T flof? T
0o V?/Imd;} — Q°/Imdy @ V! ——Ql o V2
siendo 0 a la izquierda del diagrama y ff2 ® fi'! a derecha.
cono g[-1] — cono g'[-1]

Queda ver que ! # i

cono Tspql-1] — cono T»q'[-1]
Solamente hay que comprobar los cuadrados gue aparecen en
el diagrama, ya que a la izquierda se pasa por el cero y a la derecha la

propiedad de ser (f], f5) morfismo de pares nos da el resultado.
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- En el lugar 0

QleV

lOenv lOQWW

0 e V°/Imdy! —> 0 e V°/Imd;}

Oeﬂ

- En el lugar 1

et

Q% @ V! Qe V'

lﬂ'Q@l lﬂ'QI@l

Q/imdy & V! —— g°/imd;}! © V!
e
- En el lugar 2

1 £2

f,ef
Qev:=>qg' eV’

llel ll$1

2 1
Qe V w7 o V2
27"

Este morfismo es un casi-isomorfismo, pues

cono g[-1] \Y Q

Tsod
cono Tsoql—1] — T5V —=> T50Q

es el morfismo de tridngulos que ya construimos, si pasamos a las

sucesiones exactas largas tenemos

h"ly hlQ h" cono g[-1] h"v h"Q
h" 1,0V ——> h" 1 1,0Q — h"( cono Txq[-11) — h" 15V — h"750Q

el morfismo h"( cono g[-1]) — h"( cono T»pq[—1]) es un isomorfismo
por el lema de los cinco.
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V-B EL FUNTOR CONO

Definicion V-B.1 =

Proposicién V-B.2 m

Dada la categoria de flechas de D(A), consideramos la subcategoria
plena Q c FI(D(A)) cuyos objetos son las ternas (4, B, u) € Ob(FI(D(A)))
tales que

» A esta concentrado en grado 0.
» B esta concentrado en grados mayores o iguales que 0.

Y P « D(FI(A)) la subcategoria cuyos objetos son aquellos tales que su
imagen por Q pertenece a Q (P := Q7 1(Q))

Consideremos el diagrama

Po——Q—>QO

Existe un funtor C : Q — D(A) que hace conmutativos los diagramas.

Demostracion.

Consideremos un objeto (C,D,q) € Q, con g € Homp4(C, D),
pero Hom(T, X) = Hom(T, ToX) VT € D% (I[BBD83)), luego, si C esta con-
centrado en grado menor o igual que 0, tenemos que g € Hom(C, T<D).
Es mas, como C esta concentrado en grado 0, este morfismo de C en
T<«oD se puede considerar como un morfismo (en la categoria A) de
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h%(C) en h°(D), y a su vez h%(D) se inyecta en T»gD

4]
h© e h%(D) — T>0D
lc
h©) D° D!

y el cono de un morfismo de objetos de este tipo se obtiene poniendo
a continuacién de h°(C) el complejo Ts

Esto en lo que respecta a los objetos, quedaria ver el compor-
tamiento de los morfismos:

sea (o, B) : (C,D,q) — (C', D, q") un morfismo entre objetos de
@, lo que nos daria un diagrama de la forma

c-2%>¢
- T
b-tepy

congox = Bog donde esta igualdad se verifica en la categoria derivada.

El morfismo o esta definido entre objetos concentrados en gra-
do 0, luego se puede considerar como un auténtico morfismo de com-
plejos nulos fuera de grado 0, h°() : h°(C) — h°%C') sin ninguna
dificultad. En cuanto al morfismo B, es una clase de equivalencia de
diagramas D < E - D'. Tomando los truncados T»of : TsoD --» TsoD’
como la clase de un diagrama TyoD et TsoE Tx] TsoD', donde T»os es
casi-isomorfismo por serlo s y estar D (y por tanto E) concentrado en
grado mayor que 0. Ahora TyS € Homga)(TxoE, ToD), mientras que

Tsot € Homy)(TxoE T»0(D')), con lo que se tiene una situacion

h(q)
hO(C) _na TsoD : Db —
IT TZOST
hO(C)— - > Tyok . ] LN

lho(or) szot

ho(C') — TsoD' p® —
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si construimos el cono de estos morfismos de complejos

guedaria
0 @ 0 0
h~(C) h™(D) D
1T T:ho(s)
R sy hO(q)
h%(C) ————> h°(E) EO

|
ih"(a) lh"(ﬁ)h"(s)

hO(D/) —— D/O

que es un diagrama en D(A), pues el morfismo que va en sen-
tido descendente es un morfismo de complejos, mientras que el as-
cendente es un casi-isomorfismo, pues el Ginico sitio para mirar es en
grado cero, donde los dos nucleos son iguales, ya que h%(s) isomorfis-
mo y la inclusion es inyectiva.

Por tanto tenemos una situacion

e PRLLLL R R e
| A4,
poc) @
pa e
i) —2D_ o T

Luego un diagrama D «— E — D' nos da un diagrama en D(A).
Ahora, si D — F — D' es un diagrama equivalente al anterior, existe
un tercero D — G — D’ verificindose

Ve

’/

7N
Y
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Proposicion V-B.3 m

Corolario V-B.4 m

Definicion V-B.5 m

esto nos da un diagrama similar con los truncados T»o donde se con-
servan los casi-isomorfismos, ya que los objetos estan concentrados
en grados mayores o iguales que cero, y al final

h°(C) — E°

1 ~ h%(@)Tsot)
(i (uTZo“)T \{:

O(a)‘Tzot”
B(C) — D’ 530 — 6V Ry —

(1Tsob)
(LlT508)~ h(o0)lTspt)
h’c) — F°

Por lo tanto, se induce un funtor entre las categorias Q y D(A),
que a cada terna (C, D, q) le asocia la clase del complejo cono g[-1],
construido como ya se dijo, y que notamos C.

Los funtores s y C o Q : P — D(A) son naturalmente casi-isomorfos.

Demostracién. Tenemos unas transformaciones naturales
s+« cono[-110Q — cono[-1]o Ty o Q

que son casi-isomorfismos en la categoria que estamos considerando,
luego el primer y el tercer funtor lo son.

cono [-1] o ¥ = Idp,,a

Demostracién. Sélo hay que tener en cuenta que ¥ = Q o Ry y que el
“source” de  es la identidad.

Volvemos ahora a la situaciéon anterior (haces perversos sobre
un espacio topologico):

Sea A la subcategoria plena de Dy formada por los objetos tales que su
imagen por Ry pertenece a P.
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Nota V-B.6 m Se tiene que:
1. Perv®(X)c Asid> 1.

2. Y(A)=Q o RY(A) c Q.

V-C NO UNICIDAD DEL CONO

Aunque en el caso de las subcategorias anteriores la construcciéon
del cono de un morfismo nos produce un funtor entre las categorias
derivadas, el cono de un morfismo no esta definido de manera tnica,
ni siquiera en el caso, que nos ocupa, de los triangulos naturalmente
asociados a los haces perversos. Veamos un contraejemplo.

Sea X = C, U un abierto y Y el cerrado complementario (en
nuestro caso un punto), con las inclusiones habituales j : U — X,
i:Y— X,yseap:U— U el revestimiento universal.

Una cuaterna (E, F, u, {v;,}), donde E es un H-médulo, Fun espacio
vectorial u : E— Fy v, : F— E son morfismos verificando

" Vpyp SVpoUoVy+Vy+Vy
s Ip+vypouylp+uo v, automorfismos para h € H
determinan un haz 1-perverso, que se reconstruye de la siguiente for-

ma.:

1.- £ es sistema local en el abierto, dado por el médulo E vy la
accion de H sobre él, que es h - e := e + v, u(e).

L— (E {1 +v,u})

2.- £ = j.p.p* L haz sobre X con una acciéon de H sobre él, que
podemos expresar, utilizando la estratificacion (Un haz H sobre un
espacio topologico estratificado por un abierto y su complementario
viene dado por sus restricciones j*H , i*H y por el morfismo de ad-
juncion oy " H — i*j.j* H (cf. [NM94] p. 303)) de X de la siguiente
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forma:

» iy = p«p*L, que viene dado por Ef y la accién de H sobre
EM", {A(h)},en. E, cuyos elementos son uplas de elementos de
E, {ec)oey tiene estructura de H-modulo a la izquierda, de la
forma: h - {o— es} :={0 — e,y}, mientras que A: H — Aut(E")
es una representacion, A(h)({o — egs}) = {0 — hey. 4}

By = pup’ L<—>FH A

» Fy que viene dado por (E”)™, el conjunto de elementos in-
variantes por la accién de H, y que podemos identificar con E
a través de ¢ : E — F, aplicacion constante que a cada e € E
le hace corresponder {o — e} y la accion de H sobre él por
{1 + vyulyen.

f|y <~ F @v,,u}
y el morfismo de pegado es la inclusion de (E¥)™ en EF.

3.- Ftambién expresado respecto de la estratificacion anterior,
de la forma

» Fiy = Coker (£ 2 p.p* L), que viene dado por Coker (E A EM),
donde A : E — E¥ es el morfismo que a cada e € E le hace
corresponder el elemento {o — oe}.

» Fy=F

y el morfismo de pegado Fy — i*j.Fy viene dado por F Y, (Coker A)™
con V(f) = {g(o — -vs(f))}, siendo g el paso al Coker A.
4.-U:E— Fque vale

. Uy : p«p* L — Coker A, que viene dado por E" &, Coker A, la
aplicacion de paso al contcleo.

L] ’U|y=u:E———>F
5.-f"—fi Vh

« Vi : pup*L — Coker A dado por E &b Coker A, donde 1 +
wy, o q = A(h).
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» Vpy : E — F dados por vy

y tenemos el diagrama

Ey E F Fiy
c Vv
UsJ* By EM™ ___ (Coker A)™ UJ* Phy
Wp

verificAndose w,(V(f)) = wu@oc — -va(HD) = wplgle)) =
A(h)(e) —e =
={0— hey.; —es} = {0 — —hvy.,(f) + ve(f)},

pero —hvy. (f) + vol(f) = vo(f) = Ivpu(Vipe (D) + Vi o (D] =
= Vo) = [(Vauvp- o)D) + Vi o (D] = Vo) = Vo (D) = V(D] = viu(),

con lo que se tiene w,(V(f)) = c(vy(N).

Sea (p,h) : (L, Fu) — (L F u) tenemos un diagrama de
triangulos .
K — jipsp’L — F

gl hi
K — jupp’L — F
con § = j.p.p*® y h = h. Aplicando el axioma (TR3) de triangulos,
sabemos que existe un f : X — X morfismo que completa un mor-
fismo de tridngulos; el problema es que este axioma nos determina la
existencia del f, pero no la unicidad o, al menos, la “naturalidad” de f.

Veamos si en este caso particular podemos probar la unici-
dad. Supongamos f otro morfismo que completa a un morfismo de
tridngulos y estudiemos si f = f en la categoria derivada.

K — jwpsp’L — F
fuf gl hl
K — jupsp’L — F
Si consideramos la diferencia entre diagramas tendremos una
situacion
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+1

j( — j*p*p*ﬁ —_— f —
El = 0l 01 ==

+1

K — jpsp’L — F —

en la que tendriamos que probar que & = 0 en la categoria derivada.

Como X = £ % F en grados 0 y 1 respectivamente, la con-

mutatividad del cuadrado * nos dice que el morfismo de complejos

F X F

£ | es homotbépicamente nulo, es decir, existeuno : F— E
E — 0
tal que o o U = £° Analogamente, la conmutatividad de ** nos da
0O — F
otro morfismo de complejos homotépicamente nulo | 1E! es
r X o7
decir, o : F— Ftal que —U o o’ =&}

La clase de equivalencia médulo homotopia del morfismo & es
la misma que la del (% &') — (0 o U, U o o), pues esta ultima es ho-
motopicamente nula (un operador de homotopia es precisamente o),
pero esto vale (0, E! — U o 0) luego, sin pérdida de generalidad, pode-
mos suponer que £° = 0 ; con lo que la situacién que nos queda es la
siguiente

> 7F

| /7

f—‘;u—>f

gou=0
30’ / (-U) o ¢’ = E!
U o ¢ o Ues nulo o no.

de tal forma que Luego la cuestion se reduce a si

1 a restriccién al abierto U del morfismo U es sobreyectivo, con lo que la restriccion
del operador de homotopia o nos solucionaria la cuestion, aunque sélo en el abierto
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g F

JuJ"E'=j.0=0

JJF

o’ determina j,j*d’, que se factoriza a través de j. L, luego existe
& juj'F — j«Ltal que i o & = j,j°0’, pero como & va de imagen
directa en imagen directa, queda determinada a su vez por su valor en
el abierto, esto es por j*o : j*F— L.

Veamos la condicién sobre « (o0 sobre j*«) para que Uo g’ o U=
0, para ello reconstruyamos los elementos que determinan los haces:

E — ((EH)inv, EH, _)

F «— (F CokerA,V)

U — uwqg

j'o¢ ~— pu:CokerA — E

& — (/vllinv: M)

y . Hiiny Finv A, (EH)inv

F Y, (Coker A)"
Coker A —» CokerA - F A pH

Uo’U viene dado, pues, por la composicion
(EH)inv _i F _L (COker A)mv ‘i“_"x Einv l’ (EH)inV i F
E' % CokerA & Cokera XA E X Ef & CokerA

Para que Uo’U sea nulo, s6 lo hay que tener en cuenta la
primera linea, ya que la segunda es nula por serlo la composicién de A
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y g; luego lo que buscamos es un u : Coker A — E (pues ¢’ viene dado
por V, A y por él) que sea H-morfismo y verifique

0= EN™ L F Y, (Coker AY™ s gy A, (pHyinv ¥, p
o lo que es equivalente

0=EFE-“ FY (Coker )™ X E _LE L F

uoroou=O|

Una vez encontrado el morfismo de representacion y, y por tan-
to ¢’, hay que ver si (0, ' = U0 ¢’) es homotépicamente nulo, es decir,
si existe T : F— F verificando E! = Uo Ty To U= 0.

Como antes, esta T también viene determinada por su restric-
cién al abierto j*T, y corresponde a un v : Coker A — E morfismo de
representacion verificando las condiciones de y y ademas

ToU
UoT

La condicion (a) implica:

0 (a)
Uod (b)

« en el abierto es E' L. Coker A =~ Coker A - E - EH, que

« en el cerrado es (EM)™ % F Y\ (Coker A)™ - iy X, (gHyinv,

que vale i*T o u, luego[AoVoVoE=0|

La condicidon (b):

« en el abierto es Coker A —— Coker A — E 2 E¥ 4. Coker A,

que vale cero siempre.

= en el cerrado corresponde aluoAovoV=UocAopoV

De hecho, estas condiciones implican que T = 0, pues j*T es nu-
lo (por ser j*U sobre) y por ser E = j,j* F se tiene que j*T determina T.
Esto prueba que, en realidad, el hecho de que & sea homotdépicamente
nulo equivale a que & sea nulo.
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Viéndolo trozo a trozo, Ao vog = 0 junto con la sobreyectividad
de g y la inyectividad de A nos da v = 0, luego esta v, si existe, debe
ser 0, conloque oA oo VseriaO.

B Un caso concreto

Para construir un contraejemplo, partamos del par E = F siguiente: H
grupo ciclico de orden 2 y

1 0O 00 1 Ny
E=F=(Z/72° u= = =
(/ ) 4 (O 0) V-l (1 1) H (0 n22)

El sistema local en el abierto viene dado por E y la accion de H,
que en estecasoes 1l +v_jou=Id

El haz = j.p«p*L que ,expresado respecto de la estratifi-
cacion {U, 0} vale:

oEy=pp L — E7 {A(M)}pey

A(=1)(o + eg) = {0 — —le )}, es decir,

A(=1)ey, e_y) = (=le_j,—1e}) = (e_y, e;)

o Ey — (E)™ = E donde (E¥)™ = {(e),e;) € E" /e, =e_} — E
donde la accion de H es la identidad.

El haz también expresado respecto de la estratificacion

o Fiy = Coker (£ 2 p,p* L) — Coker (E 2 EH)

E-2 E? L Coker A = {e € E/e; = 0}

donde A(e) = {e, (—1)e} = {e, e}, y siempre podemos identificar el
conticleo de A con E##-1

*Fo=F

y el morfismo de pegado

Fo— I*juFy — F -5 (Coker A)™
frqlo— —vs(f)
q(oy —v—l(f))

Ahora el morfismo : E — Fviene dado por
eenl, q:F" — Coker A
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eenO,u.E—F

y los morfismos £ «— F:|V,
e en U, (p.p* L — Coker A) — (E" &= Coker A)

wyle) =Ah)e — e, esto es w_1(0,¢) =(e,0) - (0, e) = (e, —€)
eenO, E &F

I:O E F :FO
|
c v
q
Usf" o (EP)" " (Coker A)" Gj* Flo

.y

w1 (V(f) = w1 (glo = —ve(AD) = w_1(e) = A(=1)e —e = {0
—le_15 — et = (e1,—e_1) = (~v_1(H), vi(H) = c(v1 ().

s F

Po| g ues

TT.’F

donde el morfismo o viene dado por
ooy  Coker A L. Coker A £ F 2 E
o F—V> (Coker A)inv ’M Einv _A_’ (EH)inv

El morfismo ‘U o ¢ viene dado por

(Uo o)y : Coker A - Coker A -5 E -2 E7 L, Coker A

(Uoo)y : F-L (Coker A)nv Himy pinv 2, (pHyinv 4, p

Pero la fibra en el origen (U o o)y vale

00 1 nis 1 01 0
1 1 0 ny»o 01 0 1
0

no es nulo, luego &' # 0 por no ser homotépicamente nulo.

o O O =
o O O
I
PN
- O
o O
N————
Q0
[
[¢*]
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Ahora bien, el morfismo
r i F
0l lUoo

F XL F

es 0 en la categoria derivada ? &° : K* — X* es cero en la
categoria derivada si y sélo si existe un s* : € — X"* casi-isomorfismo
talque &* o s* ~ 0

El complejo ¢’ lo podemos suponer acotado superiormente por

su grado 1, pues X concentrado en grados 0 y 1; asi podemos consid-
erar o ¢’

0

d
=S ct—o0

¢

con j*dg sobreyectivo (por ser s casi-isomorfismo).

Ya hemos visto que si & o s es homotopicamente nulo, se tiene
que es nulo. Asi, si la fibra en 0 no es nula, £ o s no puede ser 0 en la
categoria derivada. Si consideramos la fibra en el 0

E — F
0l ¢ 1%
E = F
Eg : C(l)/lm(dg)o — F/Imu

como :9—(1) es sobre, para todo y € F existira un z € C(l) tal que
y—sé(z) € Imu, luego y—sé(z) = u(x) paraun x € E, con lo que y — u(x) =
s4(2) € Ims}.

Si la fibra en 0 de & o s fuese cero, tendriamos 0 = ’g'(l,(y— u(x)) =
E(l)(y) - Eéu(x) = Eé(y), con lo que seria E(l) = 0, lo que es contradictorio
con la expresion de &, que hemos calculado.
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V-D EL FUNTOR CASI-INVERSO

Para poder definir un funtor casi-inverso de ¥ necesitamos construir
haces perversos cuya imagen por el funtor antes descrito sea la re-
querida, y para ello vamos a utilizar los siguientes:

B [ngredientes

Definicion V-D.1 m Definimos el funtor F de antes como la composicién de F : ¢y — Ay
y G : Ay — €y, donde ¢, es una categoria adecuada y los funtores
son tales que F es exacto a la izquierda, G exacto y F es el adjunto
a derecha de G, verificando que el funtor derivado de j. o F o G sea
la composicion de los funtores derivados respectivos (por ejemplo si
cada uno de ellos envia los objetos inyectivos en objetos inyectivos
para el funtor situado a su izquierda) y que Rj,F(A) = 0 para todo

A€ Ay

Definiciéon V-D.2 m Definimos el funtor conticleo @ = Coker &, exacto si F lo es (ver
proposicion IV-C.1), como el que hace que la sucesioén siguiente sea
exacta

0—13FrLQ—0

Definicion V-D.3 m El morfismo y : Q — FF es el que verifica y o g = o — Fx
Este morfismo se construye utilizando la propiedad universal

del conucleo, de la siguiente manera; si a la sucesion exacta anterior
le aplicamos el funtor F tenemos un diagrama

0 1—2>F—2150Q 0
N
0 F For FE T FQ 0

UNIVERZIDAD DE SEY
FACULTAD DE

TR M
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Definicion V-D.4 m

Nota V-D.b m

Proposiciéon V-D.6 m

la conmutatividad del primer cuadrado nos da que la composicion de
of —Fox con o es nulo, luego debe factorizar a través del conucleo, de
donde la existencia y unicidad de y.

Llamamos resolucién truncada de longitud 4 de un objeto A a una res-

olucién construida segin el método IV-C.2 hasta grado d — 1, y com-
pletada con el contcleo de orden d,

FA 2. FQA 9% . . e potia B

Un complejo de este tipo so6lo tiene homologia en grado 0, pues el
nucleo de ggm se identifica con el de gy por la inyectividad de xgez,
mientras que la imagen de g¢ se identifica con la de xgw por sobreyec-
tividad de gq, pero ambos objetos son iguales, con lo que grupo vale
0; por ultimo, la sobreyectividad de g nos garantiza el resultado en el
grado d. Asi, esta concentrado en grado 0.

Consideremos un par de funtores entre categorias abelianas F: B— A
y G : A — Btales que F es exacto a la izquierda, G es exacto y adjunto
alaizquierda de F(Hom(A, F(B)) ~ Hom(G(A), B) ) paratodo A € A, B € B.
Entonces la sucesién

0— 69 G6rc 22 6o — 0
es escindida, de escision u y de retraccion v : GFG — G verificandose
que v o G{x) = 1¢, lo que implica que
0—FX2 ™M py—o0
también es escindida, y F(v) e F(&x) = 1¢. Ademas también es escindida
la
0 —F 5 FF -5 QF — 0
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Corolario V-D.7 m

cuya retraccion es la misma que la de la anterior, es decir, F(v)o o = 1p
(cf. [HY77))

Demostracion. Sean ¢ : 1 — Fo Gy B : G o F— 1 las transformaciones
naturales en las categorias /A y B respectivamente.

Para todos A € A, B € B se tiene
Hom(A, F(B)) ~ Hom(G(A), B)

de la forma siguiente:

h — By o G(h)

F(g) ooy ~—g

Como estos morfismos son uno el inverso del otro,

Vh € Hom(A, F(B)) se tiene F(Bg) o FG(h) o 0ty = h

Vg € Hom(G(A), B) se tiene Bg o GF(g) o G(xa) =g

En esta segunda exbresi()n, haciendo B = G(A) y g = 1), Se
tiene g0l 0G(xs) = 1, luego laretraccion v buscada es, precisamente
Bca), luego la primera sucesion es ya escindida.

Aplicando F a lo anterior tenemos F(Bg)) © FG(x,4) = 1, luego la
segunda sucesion también es escindida, y retraccion es F(B) = F(v).

Si ponemos h = 1gg), F(Bgw)) @ FG(1)  Xpga) = 1, luego la misma
retraccion de F(x) sirve también para o.

Se tienen las dos siguientes propiedades de F(qg)

1. F(g) oy =g

2. F(q) o F(u) = 1y donde pu es la escision anterior.

Demostracion. Para el primer resultado basta componer a la derecha
con g, que es sobreyectivo, y el segundo se tiene aplicando F a la igual-
dad G(q) o u = 1GQ
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M Definiciones

Definicién V-D.8 m Definimos el funtor ¢ como la composicién de ¥ y el funtor “end”. Este
funtor va de Perv¥(X) en Perv?* 1 (X) y figura en un tridngulo funtorial

l—5so¥—¢

Ademas, si comparamos

0 K JSYK —> K —=0

RN

Fj* K — Q"X

tenemos un isomorfismo o : Qj* X ~ j*®XK; si aplicamos dos veces
este funtor tendriamos j*®* K =~ Qj* ®K =~ QQj* X, e iterando el proce-
so tendriamos un isomorfismo (construido como composicién de los
obtenidos en cada paso), que notaremos

Definicién V-D.9 m Para probar que ¥; es una equivalencia de categorias utilizaremos los
siguientes funtores:
1. Consideremos el funtor D, : Pervi(X) — B que a X le hace
corresponder:

(sY(5), 9130, w : jFQH 2 K — %K), 0 1 O K = j* (%))

Este funtor “deshace” el haz d-perverso, produciendo una cu-
aterna formada por dos haces y dos morfismos, el segundo de
los cuales es isomorfismo.

2. Definimos el funtor B, : B — Perv’, que a cada elemento
(L, F,u,0) de la categoria B le asocia el complejo

jt gm]d~2
—_

JRLEL j QL% . — Rt LT jrgt L
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Este funtor reconstruye un haz perverso a partir de la cuaterna
inicial.

3. Definimos el funtor A, : Perv? — "B, como

AyK) = (" K ¥XK), g, 0)

que coincide con el funtor ¥ en sus tres primeras compo-
nentes, y o es el isomorfismo de antes Qj* K = j*®X.

4. Definimos Cy : ' — perv?, como el funtor cono [-1] de V-B

5. Definimos el funtor E,; : '8 — B4, con
E L % u, T) = (L 1%, g : juFQT L — 1K), 0)

donde o : QF ' £ ~ j*®9"1 K. Este funtor actuia sobre la segunda
componente del objeto de partida como el D,_;, deshaciendo
solamente el haz d — 1-perverso de la cuaterna de partida.

6. Definimos F, : B — "B, con
Fy(L, F u,0) = (L, By QL F u,0),j:9,9)

Este funtor reconstruye un haz d — 1-perverso como segundo
elemento de la cuaterna.

Teorema V-D.10 m Sea d > 1y (£, F,u,0) € B, Entonces X := By(L, F,u,0) € Perv(X) y
D4(X) es casi-isomorfo naturalmente al objeto de partida.

Demostracion.

En primer lugar veamos que este objeto es un haz d-perverso;
para ello utilizaremos el teorema de caracterizacion de los haces per-
versos Il1-A.4

= El complejo vale 0 fuera de los grados [0, d], luego su coho-
mologia es nula fuera de ellos, con lo que esta concentrado en
grados [0, d].
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» Si consideramos su restriccion al abierto tenemos
= dqd-2 _ j‘u
FL L PQL — ... — PQ7 2L 2wt g L8 7

que es la resoluciéon truncada de longitud d de £, por el iso-
morfismo o : Q7 L ~ j* F.

» W"Ri'’ZK = 0sin < d, yaque podemos considerar una resolucion
inyectiva de Ide X que coincide con K hasta grado d-1; ahora,
como i'j, = 0, se tiene que i'T vale cero hasta grado d — 1. Este
complejo verifica que h"i'7= 0 sin <d.

» En cuanto a la nulidad de h"i* K para n > d, queda garantizada
porque el complejo en cuestion ya es nulo desde grado d en
adelante, luego lo mismo le ocurre a su restriccién al cerrado.

Por tanto, este objeto

J+Gga-2 u
—

JFL LS . FQL — ... — j,RQTPL G A F

es realmente un haz d-perverso con respecto a la estratificacion X.

Ahora vamos a calcular la imagen de este complejo por ¥, y
para ello empezamos construyendo la sucesion

0 — K— j,Fj"(K) ® cono (X)

que, omitiendo £ en todos los casos detras de la ltima F o Q, seria de
la forma siguiente:
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X J«Fj* (X)) @ cono (X)
0 0o (0o j.F)
JsOlp 0 1
O
1 0 —j.g
0
j*IF '—‘———‘_—>J*]FJF ® (]*IF ej*m)
. J+ &rq ) Jxg 1
Jxg J:«Fge .
1 0 -—Jj.g¢
0

JsFQ ——— j,FFQ @ (j,FQ @ j.FQ?)
) X ( j*gQ 1 )
Jxdg J«Fgq®

. O —j*ng
j*‘xx;Qd—Z :
G 1
J+Gya-3 1 J1Fga-3® J+Gqes )
0 0 —J*de—z
J»FQ*? — j,FFQ** @ (jFQ"? @ j,FQ* )
f« X pga- «dgaa 1
Je8ya-2 J Q! J2Fg4-2® J+Gqe
1 0 —-u
d 0 d d-1
J-FQ*! JFFQT! @ (j,FQ™! @ )
j*an ° adj u ].
u J:Fq a.@
1 - 00
0
F Jj+«FQ? @ (F e 0)

Si ahora calculamos el conuicleo @ con sus correspondientes
derivaciones (segun la proposicién IV-B.8) obtendremos
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)
|

/

X J«Ej* (K) ® cono (K) Q
0 O (0ej.F Oej.F
0 _j*aF
. . A . 0 —Jg
J+F J«FF & (j,F @ j,.FQ) Jj:FF & J.FQ
J+Fg —J«0Fg
: . . . 2 ) y 02 —Jj«do
J+lQ —— j.FFQ @ (j,FQ ® j.FQ°) J+FFQ o j,FQ
j*IFgQ —j* O(]FQZ
O —-j*ng
j* Fde—3 _'j* O(]FQ"‘Z
0 —j*de-z
j* Fde—Z —j* O(FQd—l
0 -u
Jo P ——— j,FFQ™ @ (LFQY @ ) J.FFQ* @ F
j*]Fq(Qd—l “j*o‘(@d o ad_] \‘
0 0
F J+FQ? @ (Fo 0) J-FQ? ® 0

Por tanto, el par obtenido al aplicar el funtor a nuestro complejo
X seria (j.Fj*(K), © g), con g el morfismo inducido por la inclusion de
J+Fj*(K) en j,Fj*(K) @ cono (X) y el paso al conuacleo.

Obsérvese que el conticleo Q es exactamente el cono del mor-
fismo —j.oF : K— j.Fj* K

1
La inclusion viene dada por una matriz | 0 |, mientras que el
0
- .*0( yi O B N
paso al cociente es J 0 FQ para 0 <i<d-1, mientras que

en el nivel —1 es (0,0,1) y en el d es (1, —j.(xga) © adj), con lo que en
todos los casos obtenemos la primera columna de las matrices de paso
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al cociente, asi:

j*]Fj* (XK) 1 Q
0 0oj,F
1 0 —j.ar
: 0/ Y\ 0 -jg
J+FF J«FF ® J,FQ .
J.Fg 1 J«Fg  —Jiwe
: 0 02 —Jx9q
J+FFQ ——— .FFQ @ J.FQ |
J:Fg; JxFgq  —J«Xpge
) 0 —J«Gq2
JFd a3 1 - J«Fg Q4-3 —Jx A pga-2
) 0 0 —j*de~2
J+FFQ4? — j.FFQ? o j,FQ*!
JFG 42 1 j*Fde'z —J Kpgd-1
) 0 0 ~u
J-FFQ™! j QA o F
JsFa, 41 1 j*]FQQd—l —j*O(Qd o adj
Q 0 A
j*md j*md ®0

Ahora vamos a probar que este par obtenido es casi-isomorfo
a uno obtenido separando el término de grado O del resto, lo que nos
daria un complejo como el del principio, pero referido a Q£ y, por
tanto, con longitud una unidad menor:

JFQL — ... — F=B4.1(QL, Fu,0)

Iterando el proceso llegariamos al extremo tras d—1 pasos adicionales.

En primer lugar veamos que el complejo que vale inicamente
j«F en grado cero, es casi isomorfo a j.Fj*(X). Como ambos estan con-
centrados en grado 0 podemos definir un casi-isomorfismo que vale 0
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Definiciéon V-D.11 m

Proposicion V-D.12 m

en todos los niveles y j.Fa en el nivel 0, obteniendo asi

0 — 0
! 1
j.F S jEE
! Vj+Fg
0

de manera trivial es morfismo de complejos, pues j.Fg o j.Fx =
JxFlag o g o &) = j.F(xg © 0) = 0 y el ntcleo de j.Fg es, por inyectividad
de g, el de jFg, que se identifica con j,F a través de j.Fx

Queda ver que
0 — JjuFQ — juFQ” — ... — JiFQ** — F— 0
es casi-isomorfo a
Q: j.F — j,FF @ j,FQ — ... — j,FFQ*" & F— j,FQ? ® 0

calculado antes, y para ello definimos un morfismo de complejos segun
la proposicién V-D.12 que nos da isomorfismo en homologia.

Definimos Q : B*' — Perv®1(X) el funtor conticleo (calculado segin
el teorema V-D.10) de X — j.Fj* XK @ cono X, que a cada cuaterna
(L, F, u, 0) le hace corresponder el complejo como el de antes

jFL — j,FFL & j,FQL — ... — j,FFQ* ' L& F— j,FQL® 0

Para todo complejo K construido segtn el teorema V-D.10, Existe un
casi-isomorfismo natural B;_,(QL, F, u, o) = 9L, F, u, o)

Demostracion.
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)

F JFFQ* @ F
l lU*Fqu—h_jt“Qd"adj)
0 J:FQ? @0

Consideremos la sucesién 0 — Q%! — FQ?!, completando
con el conticieo obtendremos una sucesion exacta

d-1 %qa1 g1 odr g
Si a esta sucesion exacta aplicamos el funtor (exacto) F tendremos
0 — FQ¥! — FFQ*! — 7Y — 0

inyectando la primera sucesion exacta en la segunda obtendriamos el
diagrama siguiente:

0 Q!

l[xQ,d—l lo‘ma—l llxod
Fx Fq, 4
pd-1 d

- Q™! 120) 0

Kyd-1 gd-1

d-1

Se tiene O(IFQ"—I [ O(Qd—l = IFO(QJ—I o (xQd—l, con lo que
[CX]FQd—l - ]Fan—l] o O‘Qd—l =0
entonces existe una unica yQa : Qd — W@d_l que hace conmu-

tativo el triangulo

gd-1

! S gf —0
Yo
O -1~ F & a1 l /
de (=] qu—l = CXIFQd—l e F(XQd—l

Hga @ F — JFFQ™!
f = j*(YQd)°adj

Sea ,donde adj : F— j.J ' F.
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tenemos que

Agd-1

0 Qd—l md—l e Qd —s 0

]

JF—0

con lo que identificando Qf con j*Fy

adj F—j.Jj F=j¢

Je (Yo
M@X* l ol

j*WQd‘-l

Para que

IJQd—l
1

F J.FFQ @ F
l lua‘Fqu-l'—j*“(Dd"adj)
0

Jj.FQ? e 0
sea parte de un morfismo de complejos debe verificar que
0 = jiFqga-1 © Hgan — J:Olga © adj o 1 = ()

Pero j.Fqgi1 © Hga1 = juFqge1 © (JxYga © adj) = j«(Fgga1 © Yoa) 0 adj.
Por otra parte
Fdqir ©Yoi © dgin = Fdga Opges ~Flgi-1 Fgat = Fga1 Kpga-1 = Cqu © dget
luego la sobreyectividad de gga implica que Fgge © Yga = Kga
(*) = ju(FGgu1 0 Yga) 0 Adj—jsXgaoadj = jxXga e adj—jx&gaoadj =0
Ahora vamos a definir el siguiente nivel

Jx?
-1

JFQH! FFQ*? o j,FQ™

l u [.le_l l j* Fde—Z _j* O(]de-l
1 0 -u

F P e F
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JsFggez © ji? + juOpgas = Hga © U, COMO este morfismo parte de
imagen directa a imagen directa, queda determinado por su restriccion

j* y teniendo en cuenta que j*u = g1, Necesitamos que
J Q
IFde—Z o? + O(FQd-—l = YQd ° QQd-l = O(K:Qd—l - IFIO(Qd—l

]F(O(Qd—l ° qQa—z)O? = ——IFO(Qa-l

luego debe verificarse que Fxtga-1 (Fgga2°?+1) =0 lo que, unido
a la inyectividad de Fotge-1 nos da (Fgga-2©? + 1) =0, luego ? = —F(Uga-2),
donde u es la escisién definida al principio.

Con lo que tendriamos

_j*FIJQd—Z
-1

J P42 JJFFQI2 & jFQ™!

En general, la situacion seria:

.2
(—1),»( Js! )
1

J.FQY S QY @ j,FQT
.j* g\Q d" . j* ]Fde_'_l _jf aFQd—'
iyt J«Flga-i 0 ~fxGga-i

j*md—i-*'l j*md—i Qj*md—i—'-l

Para completar a morfismo de complejos necesitaremos que
(~1)'[sFgga-a © J*? = jaOpga-il = (=1) juFpige-ijsgge» 10 que se cumple
si y séolo si sus restricciones respectivas lo hacen, es decir: Fggsi1 ©
J¥? = &pgai = (“1)Fpga-i © Goa-in PEIO el segundo término de esta
igualdad es igual a —Fug-i © Xga-m © gd-i;, que por funtorialidad de
F vale —Fpgai © Fqgei © Xzge-i, CON lo que nuestra igualdad quedaria
Fggi-1 © j*? = Kpga-i = Flga-i © Fga-i © Opga-s = [1 — Fgei © Fqga-i] © Opga-i

Ahora el término entre corchetes vale Figai © FVgsi, poOr las
propiedades de v, luego Fggsi1°? = FlXgai © FVgai © Kpge-i = FoX -
porque v es retraccion tanto de oy como de Fo
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Sustituyendo gge+1 por su valor, Xga-i © Jge-ia tenemos FiXga: o
Fqge--1 ©?7 = Fge-i 10 que, por inyectividad de F nos da Fgge-i 0?7 = 1,
luego el morfismo desconocido ha de ser por fuerza la escision Fuga-i1,

quedando
[ JFHee
J*IFQd—I J*IﬂFQd—I—l e_]*md_'
j’ggd—i . j*]Fde—i—l "J* CXFQd‘i
1) _]*FHQd—i 0 __]*de—i
j* ]F@d_i+1 J'*FQd‘i & j*md—Hl

Con lo que ya tenemos definido un morfismo entre complejos;
queda ver ahora que es casi-isomorfismo; como es inyectivo de manera
evidente, vamos a calcular el conticleo de este morfismo de complejos,
si es casi-isomorfo a 0 tendremos el casi-isomorfismo buscado:
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0 Oej,F
(_I)d_,( JoFu ) ( 0 —juots )
1 0 —j.g
J:FQ J+IF @ J,FQ
Jego (—1)4—2( J+FHq ) J<Fg —Jj:Cre )
1 0 —Jj«do
JoFQ? J+FFQ @ J.FQ’
o ( Jj«Fdo —jsOrge )
) 0 —j*ng
J+9a-2 (_1)1( -]*Fqu"z ( J*Fde_ _jTO(FQd—Z )
1 “'_]*de—z
j*FQd_l N -*WQd—Z *md—~
Jeggan ( Hoa ( J+FGgi-z  —JxKpgen )
1 —u
F JFFQ#
J*FqQ“ —jsOga © adj
(e ame
0 J:FQ? ® 0

Si ahora calculamos el conticleo de esta inyeccién, segun la

proposicién IV-B.8 tendremos
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(0,1)

0 Oej.F JsF
J+Fotg
Jj FQ —— j,FF ® j,FQ 22, j bW
J«Fg
lr_jtFIJ ) .
jJFQ? ——= j,FFQ ® j,FQ? 2 > j,FFQ
JFag
j*de—S
(L= FHa—2)
JFQT — j,FFQ*? @ jFQ* —— JLFFQ*
JFg a2
(L~=pt_g-1)
F Jj.FFQ*! @ F—— j.FFQ*!
J*Fq@d‘l
. T(L0) .
0 _]*md @ O J*md

Este conucleo solamente se diferencia de j.Fj* (X) en que hemos
agregado un término en el grado —1, concretamente j.F. Como j.Fj* (K)
estaba concentrado en grado 0, este nuevo complejo s6lo puede tener
cohomologia no nulo en grados —1 y 0. La inyectividad de j,Fx implica
que en grado —1 es nulo, y en cuanto al grado 0, el niucleo de j,Fg es,
por exactitud a la derecha de j,F y por ser g = o o g igual al nucleo de
Jj«Fq, que coincide con la imagen de j,Fx, con lo que el 0-ésimo grupo
de cohomologia vale 0 y hemos terminado.

De hecho, este conucleo es j,.Fj* de la resolucién de Godement
de £ truncada en grado d.

Corolario V-D.13 m Con las notaciones de V-D el teorema V-D.10 se escribe como

AgoBg=Fy
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B La equivalencia de categorias

Recordemos que disponemos de tres categorias relacionadas entre si
por los funtores definidos en V-D:

"B

>

i

Perv® Fafa

Xd‘\

k

B

verificandose lo siguiente:

1. Cd ° Ad =~ IdPervd por V-B
2. Ad o Bd =~ Fd por V-D.13

3. E; o A; = D, ya que es igual aplicar el funtor ¥ d veces a un
haz perverso, que hacerlo una sola vez y posteriormente d—1
veces.

Definicion V-D.14 m Definimos la categoria auxiliar B4}, cuyos objetos son ternas (£, 0, €)
donde £ es un haz sobre U, O = (S5, G, w,w) € Bl e QL=S=0
siendo 0, la primera componente de la cuaterna 0; los morfismos entre
objetos se definen de la forma natural. Se tiene un diagrama

donde

] Dd-l(Ly Xxu, ) (£,D4-1(X), ), morfismo inducido por
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Dy1(K) = ("5 HI0, w2 juFQTPL — K w K =
o150,

» By (L, O=(S, G w, w),e€) = (L Bs,(0),u, T), morfismo inducido
por B,_,(0) = j,FS — j,FQS — ... — j.FQ* 2S5 - G, donde
u es la composiciéon j.FL — j.QL L, j+S — jFSy Tesla
composicion QL =~ S = j*B,_;(0).

» G (L, 0=(S, G w w),e = (L G u,T),donde u eslacomposicion
P d-2 d—lE
5P Y R s X Gy Teslade L Y= s 6.
» Hy(L, Fu, 1) = (L QL Fu, 1), 1).

Proposicion V-D.15 m Con las notaciones anteriores se verifica
a)Fd ~ Bd—l [ Hd-
b)Ed = Gd o Dd—l'

Demostracion.
a) Fy(L, Fu,0) = (L jFQL — « - - = F,j.g, )
By o Hy(L, Fu,0) =By 1(L,(QL, Fu,0),1d) =
= (L Jj«FQL — ... — Fjcajildj.q, 9).
b) E,(L K u, T) =
= (£, o4 NI, u : jFQU L — TNK), o L= K)
GgoDy (LK u 1=
= GUL (XK Kw 1 LFK — T w o @K =
jrotlx, 7 =
= (Lo, wo LR T, w 0 ')

Proposicion V-D.16 ® Los funtores H; y G, son casi-inversos

Demostracion. G, o Hy(L, Fu, T = G4(L (QL F u, 1), 1d) =
(L Fou o juFQ21d, o QM d) = (L, Fou,T)
H, o G4(L,(S, G w,w),e)=Hy(L GuT)=
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Teorema V-D.17 m

Corolario V-D.18 =

donde u=wo j,FQ2cy T=w o Qf ¢, siendoe: QL =S
= (£, (QL, G, wo j,FQ%?€ w o QFLe) que es isomorfo al objeto de partida
utilizando el morfismo (Id, (¢, Idg))

Los funtores (E,; F,) y (B, Dy) son dos pares de funtores casi-inversos.

Demostracion. Probaremos este resultado por inducciéon sobre d.
Parad = 1 las categorias 'Bly B' son lamisma, y los funtores E;
y F; son la identidad, con lo que se tiene que D, y B, son casi-inversos
el uno del otro. Ahora
d=2
FyoE,=~BioHyo0GyoD, =B,oD, =1Id
EyoF,=GyoDyoB oH,~GyoH,~1d
d=d+1
Supongamos cierto el resultado para d
DjoBy~EjoAjoBy=~E ;o F;=1Idg
ByjoDg=ByjoEj0A;=CyoAgoByoE oA =
=CyoF 0E;0A;=CyoAy="Idp,,
Con lo que los funtores D, y B, son casi-inversos. Por tanto D,

y B, también.
Ahora
Fas1 © Egy1 =By o Hypy 0 Ggyy 0Dy =By oDy=1d
Egi1 © F441=Gay © Dy o By o Hyy = Ggyy © Hayy =1d

Luego Fg,; v E4yp SON casi-inversos.

Los funtores D, y B, definen, pues, una equivalencia de categorias en-
tre Perv? y B°.




CAPITULO VI

Los haces perversos
“negativos”

En esta seccion considerariamos los haces perversos que se ob-
tienen al otorgar al cerrado una perversidad negativa. Sin embargo,
a pesar de que se puede efectuar una construccién paralela al caso
de perversidad positiva obteniéndose una expresion de ios haces en
términos de otros de perversidad “menor” (de hecho las definiciones
y demostraciones son practicamente idénticas), la simplicidad de ésta
proviene de un resultado mas general, que demostramos también.

Vi-A LOS HACES PERVERSOS NEGATIVOS

Definicion VI-A.1 m Consideremos un d > 0 y definimos la categoria Perv™4(X) como el
corazoén de la t-estructura definida sobre X por pegamiento de la natu-
ral sobre el abierto Uy de la natural desplazada d sobre el cerrado (la
perversidad del abierto es 0, como siempre, mientras que p(F) = —d es
la del cerrado ).

Por definicion (cf. [BBD83]) K € Perv ?(X) cuando
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1. h"(j*K) = 0 si n # 0 (concentrado en grado 0)
2. h"(i"K) = 0 si n > —d (concentrado en grados (-, —d])

3. h"(i'’K) = 0 si n < —d (concentrado en grados [~d, +o))

También disponemos de una caracterizacion, analoga a I11-A.4

Proposicién VI-A.2 m (de caracterizacién) Un objeto K € D pertenece a Perv™(X) si y s6lo si
el complejo XK esta concentrado en grados [—d, 0], j* K concentrado en
grado 0y h"i*K =0 sin<—d.

Demostracion. Si llamamos is : S & X a la inclusién de cada estrato S en
X tenemos, aplicando [BBD83] que X € Perv ?(X) equivale a
h'icK=0 n> p(S)
"X =0 n<p(S)
En nuestro caso, tenemos dos estratos, el abierto U, de perver-
sidad 0 y el cerrado F de perversidad —d, con lo que se deduce:

hj*X=0 n>0 o
«S=U A = 0 n<0}4=>h(1.70=0Vn740,lueg0
J*X concentrado en grado 0.
h"i"X=0 n>-d
hiK=0 n<-d
Si consideramos las sucesiones largas de cohomologia de los
triangulos distinguidos definidos por X tendremos

VS estrato

- S=F

1. Consideremos el triangulo distinguido
JJ'K — K — i,i"K
se tiene la sucesion larga de homologia
— WGy K) — H(K) — hl(i,°K) — R Gy K) —
para !l > 0, como j*K concentrado en grado 0, se tiene
h'(K) ~ h'(i,i"K) = 0
2. Ahora consideremos el tridngulo distinguido

iiK — K — jj'K
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y su sucesién correspondiente
— hFY(j.j*K) — h'(i,i'K) — h'(K) — h'(j.j*K) —
para [ < —d se tiene 0 = h'(i,i'K) = h'(K)

Luego esto equivale a que el complejo K estd concentrado en
grados [—d, 0], j* X concentrado en grado 0 y h"i*K = 0 si n > —d.

Corolario VI-A.3 m Si K € Perv4(X), se tiene, ademas, que i*K esta concentrado exacta-
mente en grado —d, con lo que podemos escribir i*K = Fld] donde

F=h"*X).

Demostracién. En principio, el complejo XK esta concentrado en grados
[—d, 0], pero la condicién de perversidad negativa nos da h"(i*K) = 0
si n < —d, lo que unido a la exactitud de i* implica que el Ginico sitio
donde, eventualmente, i* X es no nulo debe ser el —d.

VI-B EL FUNTOR

Nota VI-B.1 @ En principio, asociariamos a X € Perv¥ el par (jj* X i.i*X). No ex-
iste ningin morfismo entre las dos componentes del par obtenido,
pues Homp(jlj* XK i,i*X) = 0 para j*K € Dy, i*K € D, mientras que
Homp(i.i* X, jj* XK) es nulo porque va de un complejo concentrado en
grados negativos en uno concentrado en grado 0. Por otra parte jj* X
queda determinado por j* X, que es un £ haz sobre U. Ademas, por el
corolario anterior, i,i*X viene dado por un haz F sobre el cerrado

Definicién VI-B.2 m Definimos, pues, ¥~ : Perv4(X) — Ay X Ar como

Y (X)) = ( * K i" K[-d))

Nota VI-B.3 m Si K € Perv¥(X) y Y (X) = (£, ) se tiene una sucesion exacta (y por
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El funtor inverso

ende un triangulo distinguido):

GiL— K — i, Fld] -

VI-C EL FUNTOR INVERSO

Lema VI-C.1 m

Proposicion VI-C.2 m

El funtor inverso obtenido en el caso anterior se traduce aqui de igual
forma en el cono de un morfismo, que va a coincidir con la suma directa
de los complejos de partida y llegada, ya que el morfismo en cuestion
es el nulo.

En el tridngulo anterior, el morfismo 6[-1] : i,i* X[-1] — jj* K es nulo,
y por tanto su cono es isomorfo a la suma directa i.i* XK[-1] @ jj* K.

Demostracion. El morfismo trasladado 6 : i*i.K — jj*X[1] pertenece a
Hom(D<°, D*°) = 0, luego es nulo. El cono de un morfismo nulo de com-
plejos es isomorfo a la suma directa del trasladado del complejo de
partida y del complejo de llegada (el cambio de signo en la derivacion
del cono se compensa con el cambio de signo de la traslacion).

Veamos ahora que, de hecho, K es can6nicamente isomorfo a
la suma directa:

Sea K € Perv (X)) y ¥ (X) = (£, ), entonces X es candnicamente casi-
isomorfo a la suma directa i, Fld] & j,.L

Demostracién. Comparemos los triangulos

L X i, Fd]

| |

JL—— i, Ad] & jiL —i.Fld]

XK se envia sobre su truncacién TyoK, que es casi-isomorfa a Tyqjj* K
(por el triangulo Tygjij* K — T»0K — Txolxi" K = 0); esta truncacién, a
su vez, es casi isomorfa a jj* X por estar el complejo en grado 0, con
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lo que construimos unos morfismos X — ji£, X — i,d}, que por
la propiedad universal del producto directo (que coincide con la suma
directa), nos da un morfismo s : X — i. FldlejL que hace conmutativo
el diagrama

WK =L

/

T s > I*ﬂd] @j!L

=Tl

i*i*g(——' i*ﬂd]

Este morfismo s completa un morfismo de triangulos
j!-[: X i*ﬂd]

N

JL——i.Fld] & jiL — i, Fld]

que es casi-isomorfismo por el lema de los cinco.

Corolario VI-C.3 m La categoria Perv ¥(X) es suma directa de la de haces sobre Uy la de
haces sobre F.




CAPITULO VII

Aplicaciones

VII-A DESCRIPCION DE LOS HACES PERVERSOS CONICOS SOBRE
UN ESPACIO K(7T, 1)

En esta seccion utilizaremos la equivalencia de categorias anterior-
mente demostrada para efectuar la descripcion de los “haces perversos
codnicos” como en [NM94]

B Sistemas locales y haces

Consideremos k un cuerpo y S un espacio topologico compacto simple-
mente conexo, cuyo revestimiento universal p : S — S es contractil.
Sea X el cono sobre S de vértice {0} y consideremos la estratificaciéon
de X dada por F = {0}, U = X — {0} = S x (0, 1], siendo las inclusiones
respectivas i : F & X < U. Sea x un punto base en Sy H = m;(§, x).
Sea ahora Dy = Di(ky) la subcategoria plena de la categoria derivada
D*(kx), cuyos objetos son los complejos constructibles con respecto a
la estratificacion X = {F, U}, es decir, los complejos tales que la restric-
cién de su haz de cohomologia a U resulta ser un sistema local en U
(un haz localmente constante de k-espacios vectoriales).

En esta situacion hay una forma de describir los ingredientes



128 Descripcion de los haces perversos conicos sobre un espacio K(1, 1)

que intervienen en nuestros funtores:
1.- Sistemas locales

Si £ es un sistema local, la correspondencia £ — T'(U, p.p* L) es
funtorial y establece una equivalencia de categorias entre la categoria
de los sistemas locales sobre U y la de los k[H]-mo6dulos (cf. [Ive86]).
Sea pues E el k[H]-mo6dulo asociado a £ por esta correspondencia, sobre
el que actua el grupo H.

L~—E_H

Como el revestimiento universal S es contractil, podemos tomar

el funtor F = p,p*. Asi FL = p,p* L viene dado por

' ={f: H—FE}
cuya estructura de H-modédulo (inducida por la de E) es
(hf)(o) .= floh) Vh,o € H VfeE"

La transformacion inyectiva 1 — F viene dada por un morfismo
A E— F" con

Ale) = {o— oe}

Ahora, QF vendra dado por Coker A, que se puede identificar
con los elemento de E que toman un valor fijo en un determinado
elemento del grupo, por ejemplo aquellos que se anulan en el elemento
neutro de H

Eq ={fe E" f(1) =0}

La aplicacion g : F¥ — Coker A de paso al cociente viene dada
por

a(f) = f - A(f(1)

que anula la imagen de A (pues g(A(e)) = A(e)—A(A(e)(1)) =0),ysif € E’O’
se tiene que g(f) = f.

Por otra parte, H también actia sobre Coker A de la siguiente
forma, para cada ]_C € Efl debe ser h * f: q(hf), pero hf(o) = flch), que



Capitulo VII: Aplicaciones 129

fema VIFA.l m

en el 1 toma el valor f(h), luego h_f= hf — A(f(h)), quedando
h x f(o) = floh) — of(h)

La fibra en el cero de j. L es (E")™, los invariantes de E” por la
accion de H, que podemos identificar con E a través de la aplicacion
constante c(e), que vale e en cada elemento de H.

Asi, la sucesion 0 — £ -5 L 2 QL — 0 quedaria representa-
da por

0—EXE L Lo

Analogamente FQL vendria dado por (E!) = {g : H— Ef} y el
conticleo Q£ por {g : HxH — E /g(o, 1) = g(1, o) = 0}, lo que nos daria
una féormula general para Q" Z,

E" :{p Hx.."xH—E/g(0y,...00n) =0sig;=1}

Sean @" € E" y gns1 € H, éntonces la accién de g,,; sobre @" viene
dada por la expresion: (g 41 *n ®G1,---,9gn) =

= D)"[g19"@1,..., gn) + CTED Q. GiGinyy - - D]

Demostracion. Por induccion en n

G2 1 @) = 91(9192) — 1 @' (@)

@3 *2 g1, 92) = P2(G1, 9293) — g2 *1 P°(@1, 93),
pero g; ¢; @91, g3) = *(G192.93) — 919°(g2 gs3), considerando
®%(g1, g3) como (pf,a(gl) € E', con lo que tendriamos
@3 *2 P)G1, G2) = 19* (92, 93) — P2(G192 93) + P°(91, 9293)

@ns1 on @1, Gn) =
®"G1, .. Gngn) — @n ena1 @G- Gn-1,Gnn),  que  vale,
por inducciébn @™gy,...,Gngns1) — EVHOO"G2 . s Gn Gni) F
S D@0, giist, -+ ) Gnin )], de donde el resultado.

2.- Haces.

Un haz sobre un espacio topologico estratificado por un abierto
y su complementario viene dado por sus restricciones j* 7, i* F al abier-
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to y al cerrado y por el morfismo de adjuncion oy : i*F — i*jj* F,
puesto que el siguiente diagrama es cartesiano [NM94]

F i F
e
JJ'F LEJJF

B Haces 1-perversos cénicos

La categoria de los haces perversos conicos sobre X con respecto a =
es el corazon de la t-estructura sobre X obtenida por pegamiento de la
natural sobre Uy de la natural sobre F desplazada -1 (cf [BBD83] con
p(U) =0, p(F) = 1).

Un XK € Perv'(X,>) se describe como una cuaterna (£, F, u, T),
siendo £ un sistema local en U, Fun haz X-constructible sobre X, u :
Jsp«p*L — Fy T un isomorfismo QL = j* F. Por tanto, describir estas
cuaternas es equivalente a describir los haces perversos:

« [ el sistema local, dado como se dijo mas arriba, por un H-
modulo E.

» Fhaz, vendra dado por una terna (£, F, & : F — E™) donde
1. E es H-mo6dulo, representando al sistema local j* F.
2. Fesun k-espacio vectorial (Fy, la fibra de Fen el cero).

3. « : F — E"™ inducido por la adjuncién donde ™
representa la fibra en el cero de j.j* F.

» U j.p«p*L— Fes morfismo de haces, cada uno de ellos dado
por una terna, luego tendremos F «— (E,F, ®) como vimos
mas arriba, y j.p.p* L — (EF, (E"Y™, 1d).

Ahora u : (E" E, ¢) — (E, F, «) también estara determinada por
sus restricciones; j*u = q, : E" — F/, con lo que teniendo en
cuenta la sucesion

0— EX EH 2 Coker A — 0
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E debe ser Coker A. Por otra parte i*u : E — F, la fibra de u
en el cero, que notaremos igualmente u, con lo que tendremos
un diagrama:

Jxpsp* L F
i‘u: E————>F
| |-

(EMy™ (Coker A)™

jtu: pH ——2% Coker A = Elf

Con esto tenemos descrito el haz perverso X, descripcion que
es equivalente a la dada en [NM94] de la forma siguiente; como este
diagrama debe ser conmutativo, para cada e € E, debe ser g o c(e) =
o o u(e), pero glc(e)) = c(e) — Alc(e)(1)) = c(e) — Ale), que a cada o le hace
corresponder e — ge; luego o{u{e))(o) = e — oe con lo que si definimos

- . F — E de tal forma que v(y) ;= —x(y)(0) tendremos una familia
de morfismos verificando:

1. ge =e + vqule), pues vy{u(e)) = —ax(u(e))(o) = —(e — oe)

2. Vor = Vot Vi +VolVe, PUes vor(y) = —a(¥)(oT) € (EF)Y™, pero los
elementos de (EM)™ verifican f(o) = (h x (o) = floh) — ofth),
esto es, f(och) = f(o) + of(h) para todos o, h € H, lo que implica
que Vor(y) = —a(y)oT) = —a(y)o) + o(-ax(y)(T)) = —a(y)o) +
(=ax(Y)T) + vou(-a(yX1)) = —a(y)(0) - a(y)(T) — Vouax(y)t) =
VoY) + vo(y) + vouv(y).

La descripcion del haz perverso se reduce, pues, a un diagrama

_—

E F

<
Vo

siendo E un k[H]-médulo, F un k-espacio vectorial, u, {vg}sey verifican-
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do las condiciones

1. oe=e+vyule) para todoe € E.
2. Vor =Vg+ Vi + VUV,

Reciprocamente, dada una familia v, : F — E verificando las
dos condiciones anteriores, podemos definir o(y) = —vy(y), que hace
conmutativo el diagrama anterior por 1. y que pertenece a Ef, pues
V1 = V1 + vy +viuv, implica 0 = (1 + v, u)v, que, unido a la inyectividad
de (1 + vyu) nos da v; = 0, luego x(y) € Eg’. Ademas «x(y) pertenece a
(Coker A)™, ya que h(x(y))(0) = a(Y)(oh) — ox(y)(h) = =Vep(y) — ((y)h +
Veux(yY(h)) = =vo, (V) + Vi (Y) + veuv,y(y) = —ve(y) = o(y) (o).

B Haces 2-perversos cénicos

En las condiciones anteriores, sean las perversidades respectivas
p(U) = 0y p(F) = 2. Un K € Perv’(X) se describe por una cuaterna
(£, K, u, ) con L sistema local sobre U, K € Perv*(X), u : jup.p*L — X
y T el isomorfismo £ = Qf.

El haz perverso X se describe por (£, F, v/, T) y nos da un dia-
grama (de forma analoga al caso anterior) del tipo

u': _}'*P*P*ﬂ f
iu F v F
/| Jo
(E/H)inv (Coker A/)inv

) !

Ju': o Y Coker A’ = E’g

A su vez, el sistema local £ esta representado por un H-modulo E, con
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lo que tenemos:

E F F
lc dl la
p—2lp2 gt Coker A’

qa

podemos identificar E’ al Coker A, puesto que la restriccion al abierto
de u es la aplicacion de paso al cociente; a su vez Coker A = E’O’ tiene
estructura de H-moédulo, siendo la accién de H

o « f(h) = f(ho) - hf(o)

Ahora tenemos

AI

0— EFXE" 2, Coker ' — 0

conA(f)o)=0*+feF

E —> F' F
I I
(EH)inv (E/H)inv (Coker A/)inv

)

EH

No ’
z o > Coker A’ = y’;

verificAndose
a) god=0ood
b) Negoc=cou

a) Sea f € F, se tiene & o u(f) = g4’ o (f) = () - N(c(f)(1)), que
vale c'(f) = A'(f), y que aplicado a o nos da f— o * f, con lo que hemos
deducido que o o U'(f) = f— o * f, asi que definiendo x(y)(0) = —V,(y)
tenemos para cada o de H un v, : F — E verificando

1. vou'(f) = —aW'(H)0) =—(f — 0 * ), esto es
oxf=f+Vsu()



134 Descripcion de los haces perversos conicos sobre un espacio K(m, 1)

2. Vgy) = —a(y)oT) € (E’H)i"v, pero @ € F” es invariante si y
solo si p(oT)P(0) + 0 * @(T), con lo que —x(yNoT) = ~[a(y) o)+
o * a(Y)(1)] = ~[x(Y)0) + aY)T) + Vgt (YT = Vip(y) + Vily) +
vu've(y), luego
Vir = Viy + Vi + VipuVy

O de otra forma V(o1) = 0 * V(T) + V(0)
o*V(T)=V(0T)-V(0)

b) Sea e € E, ¢ o ule) = A o g o cle) = Alle — oe, que verifica
A'le — ge)(h) = h * (e — ge), con lo que u(e) = u(e)(t) = h x (e — ge)(1) =
(e —oe)(th) - T(e —oe)h) = e —The — T(e — he) = e — Te, esto es

ue)(t)=e—Te

quedando
u!
u —_——
E——>F Foo(1)
‘/(T
con
s Uou=0

» ule)(t)=e—Te

s 1+ V(D =0x*f

s Vor = Vo + Ve + Vo'V,

Estos datos nos determinan el haz perverso del principio, pero

aun los podemos simplificar mas considerando v(o,T) : F — E
definidos por

v(o, D) = Ve())(0) € E

con lo que tendriamos

E——>F

v(l&l l

(2) F
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con
s W o(gou=0
= v(o, )W () = floT) - of(T) - f(0)
» V(o,TT) = V(oT, T) — ov(T, T) + V(0, T)

Veamos (1) < (2)

=)SeafeF

v(o, DW'() = V' (Nlo) = (T * f - (o) = floT) - of(T) - f(0)

Vo, TT)Y) = Ve 10) = Ve9)0) + Vo ((0) + VeuV (o) =
Vi)0) + T x VL (Y)(0) = Vi()(©0) + V(YN oT) — oV (yNT) = W0, T)Y) —
ov(T, T)(y) + v(oT, T)y), luego v(o, TT) = v(0, T) — ov(T, T') + V(OT, T).

<)SeafeF

(1 + vt )(NH(h) = f(h) + v(h, o) (D) = fh) + ftho) — hf(o) — flh) =
ftho) — hflo) = o * f(h)

Vor(H(h) = v(h, o)) = v(ho, TN) — hv(oT)(f) + v(h, o)(f), por otra
parte Vo (A(h) = Vo((h) + V(D) + veu'vV(f(h) = v(h, 0)(f) + v(h, T)(f) +
v(h, o) u'V () = v(h, o)(f) + viho, T)(f) — hv(o, TI().

Luego son equivalentes.

B Descripcion de los haces n + 1-perversos

En el caso general, tendremos una situacion del tipo

donde el par (E", F) representa el haz 1-perverso obtenido tras
aplicar el funtor al haz n + 1 perverso n veces y E es el k[H]- mddulo
que representa el sistema local sobre U que aparecia la primera vez
que aplicabamos el funtor al haz primitivo. En realidad para i > O,
todos los E' estan determinados por el primer k[H]-médulo E, ya que
son los (E™"), conucleo de los A : E' — (E)", como en el caso anterior.
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Ademas los morfismos verifican:
1. u'ou™! =0 Vi
2. u'eNT)=e'—Te;elparad<i<n-1.
3. A +viu"Ne") =0 e, e".
4. Vi =va+VvEi+viuvh,

El médulo E' = {f : H— E™ / f(1) = 0} y la accién del grupo H
viene dada por (o »; e')(h) = e'(ho)—h «,_; €'(0) € E™}

Definicién VII-A.2 m En esta situacion podemos considerar v(gy,..., gns1) : F — E, definido
de la siguiente forma:

V(g1 Gne1) W) = v, (WN@n)...(g1) €E

y lo notaremos vy (¥)(g1,...dn)

u

E F

V(11 Gnat l
F

Estos v(g,, ..., gns1) verifican las siguientes dos propiedades:

Proposicion VII-A3 m Sea @" € E", entonces V(g,, ..., gn)U (@™ = (-1)"[g19" G2, .., Gni1)+
HEVED P, GiGir, - ) + (1)@ (g, - gn)]

Demostracion. v(gy, ..., gp.)u"(@") =

= [Vg,, u"(@")@1,.--, Gn)] = (Gns1 *n " — P")G1,.-., gn), que aplicando
el lema anterior nos da el resultado, pues el -@"(g,,...,gn) (siempre
negativo) entra en el corchete como (-1)"'@"(g,,..., gn).

roposicion VII-A.4 m Los v son cociclos (cf [Wei94]), esto es

V(L) Gne1Gyy) = DGV s et i)+
DV, GiGis -0 Gay) + ED™2V(G0, - o, Gner)]
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Corolario VII-A.5 m

Demostracién. V(g1, 9205) = —91V(@2 g5) + V(9192 9,) — V{91, G2)
Vg1, g2 9395) = 9123 d3) — V(192 93 g;) +
V(g1, 9293, g3) + V{91, 92, 93)

V@G- Gnnn @) V) = Vg g @G-, Gn) =

= [vg,. 0 + vy )+ Vo iy @1 gn) = Vg, ) + Gna1 on
n+ n+l

vy ()@g1,..-gn) que, por el lema anterior vale vy ()(G1,...gn) +

n+l

(1)”[glvgg+l(y)(gz, oy @) + O DV G GiGiet s Gy =
= ~1)"g1V@2 - Gner, dn+ 1)+ (V.. GG Tpt)  +
1™ V(G1, . Gnat))]

Un haz n + 1-perverso se describe por un diagrama del tipo

u

E F E"
un

V(G 1, n+1 l

F

donde E es un k[H]-modulo, F es un espacio vectorial, los E' son
conucleos construidos a partir del anterior y los v verifican las dos
propiedades VII-A.3 y VII-A.4

M Estructura de H-mdédulo de F

Proposicién VII-A.6 m

La estructura de H-moédulo de E", dada por pe” = e" + vju"e" induce
otra sobre F de la siguiente forma:

puf =f+u"vy() peH

Demostracién. Se verifica v(uf) = (vu)f, puesto que v(f+ u"v,(f) = f +
u"vi(H+u"vi(f+u"vu(f) = fru(vp+vy+vou"vi) () = f+ uvy, () = (vi)f

Ademas la accion de cada elemento del grupo H es un automor-
fismo de F, ya que pu~ (uf) = g~ (F + u™Vi(f) = (F+ u"vi(P) + u"v, () +
u"viutvi(f) = frul(va+vy, +vu vl = fruvi, () = f+u'viiHh=f
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Un ejemplo sobre un espacio no K(m, 1)

VII-B UN EJEMPLO SOBRE UN ESPACIO NO K(, 1)

Lema VII-B.1 m

Consideremos el cono X sobre un espacio S que no sea K(m, 1), por
ejemplo el cono sobre la esfera $3, cuyo revestimiento universal no es
contractil, y vamos a describir los 2-haces perversos conicos sobre este
espacio, estratificados con respecto al vértice y a su complementario
U, que es homeomorfo a S. Sean F y Q los funtores que intervenian en
el funtor casi-inverso que definimos en V-D.

Si X es el cono sobre un espacio S tal que m(S) = HY(S) = H*(S) =0,y L
es un sistema local sobre U, se tiene que las siguientes sucesiones

0 — jiQL — j,FQL — j,@°L— 0

son exactas.

Demostracién. La exactitud de la sucesion 0 — 1 — F — Q — O,
aplicada a £y a Qf y la exactitud a la izquierda de j,, nos asegura
que las dos sucesiones son exactas salvo, eventualmente, en su ultimo
término. De hecho, el Gnico lugar en el que pueden no ser exactas es
en el vértice del cono, ya que su restriccion al abierto lo es.

Como el m; del espacio es nulo, el sistema local es constante,
digamos un espacio vectorial V.

Si B es un entorno conico de 0, H'(B, Rj, £) se envia sobre la fibra
(R’j*ﬁ)o, de manera isomorfa para i > 0 (por [MNM93] 1.4.11 p. 65),
como consecuencia de la trivialidad topolbgica del espacio.

Si consideramos la primera sucesion, el término siguiente a
Jj+QL seria el R'j, £; la fibra en el cero de R'j,L vale entonces H' (U, 1),
que es HY(U, V) = H!(S, V) = 0, nulo por hipotesis, de lo que se tiene la
exactitud de la primera sucesion, y ademas R*j, L = R j, QL.

En cuanto a la segunda, su continuacion seria R!'j.QL, que es
isomorfo a R%j, L, pero este vale, por un razonamiento analogo al an-
terior, H*(S, V) = 0, de donde el resultado.
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Proposicion VII-B.2 m

Como aplicacion de la descripcion de haces perversos conicos
se tiene la siguiente:

Si X es un espacio en las condiciones anteriores, la categoria de haces
2-perversos conicos sobre X equivale a la de pares (V, ) donde V es un
espacio vectorial y F es un haz sobre X.

Demostracién. Un haz 2-perverso cénico sobre un espacio estratificado
de esta forma queda determinado por una cuaterna

(L, Fu: j.FQL — F,0)

donde £ es un sistema local, Fun haz, uoj,g=0yo: QL= j Fiso-
morfismo. Si reconstruimos el haz perverso en cuestién, tendremos:

J.FLES jRQL = F
Si completamos el morfismo j.g con su contucleo

J<FL s JFQL e F

x e dor

J.QL Coker j.g

aplicando la propiedad universal del conticleo se tiene la existencia de

s : Coker j,g — Ftal que s o go, = u.

La exactitud de la primera sucesion (sobreyectividad de j.q,)
del lema anterior implica Coker j,g := Coker j.xg © j+qr = Coker j. g,
y la exactitud de la segunda implica que Coker j.cxg = Jj«Q*L, con lo
ques:j,Q°L— F,

JFL —0 L RQL u F
\ /
QL

Por otra parte, el isomorfismo o™ ; j*F = Q° L nos proporciona, por

adjuncién, unt: F— j,Q° L, contos= Id; g2, con lo que tendriamos

QLS FL QP L—0
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Un ejemplo sobre un espacio no K(, 1)

Nota VII-B.3 m

con lo que podemos escribir F = j,Q*L£ ® Ker t y el haz perverso X es
suma directa de

JsFL — juFQL — j,Q° L

0 0 Ker t

donde el primer complejo esta determinado por el sistema local (y por

tanto por el espacio vectorial V), mientras que el segundo se reduce a
un haz sobre X, colocado en el lugar 2

Este resultado es una prueba para este caso del teorema de Kashiwara
y Kawai, inicialmente demostrado con técnicas microlocales 6 en el
marco de la topologia de las singularidades complejas (IMV86] 6.5 p.
427).
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