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INTRODUCCION. -

La teoria de valoraciones tiene en 0. Zariski y S.S.

Abhyankar sus principales artifices.

En 1939, O. Zariski, en su trabajo "The reduction
of singularities of an algebraic surfaces" |35| construye los
distintos tipos de valoraciones de un cuerpo de funciones alge-
- braicas de dos variables, con cuerpo base de caracteristica
cero. Esto es utilizado para demostrar que todo cuerpo de fun-
ciones algebraicas de dos variables posee un modelo proyecti-
vo liso.

Méé tarde, en 1954, este autor en su trabajo "Appli-
cazione geomekriché della teoria delle valutazioni" (Rend. Mat.
e Appl. Vol 13, fasc. 1, 2. Roma 1954) prueba el teorema de
uniformizacidén de valoréciones, lo que permite resolver las

singularidades de variedades tridimensionales.

"Hacia la mitad de la década de los cincuenta, S.S.
Abhyankar reemprende el estudio de 1la tgoria de valoraciones,
dirigido hacia la resolucién de singularidades en caracteris-
tica positiva.(Veanse los distintos trabajos de este autor ci-

tados en la bibliografia.)

En 1981, F.J. Herrera, en su Tesis Doctoral, da 1la

construccidén explicita de 1las valoraciones de k((Xl’XZ))Ik’

y de la ramificacién de las funciones de orden, siembre en el
caso de k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Es en la linea de dicho trabajo donde se enmarca la pre-
‘sente memoria, es decir, el objetivo principal del trabajo que
presentamos. . es estudiar, mediante cdlculos explicitos, las

valoraciones discretas de rango 1 en cuerpos de series.

Podriamos distinguir dos partes dentro del presente

trabajo. Por un lado estd el estudio de valoraciones discretas
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de rango 1 sobre un cuerpo de series en dos variables, que se
realiza en el capitulo II de la presente memoria, y por otro,
se estudian las valoraciones discretas de rango 1 sobre un cuer-
po de series en n variables, n> 2. En ambos casos sobre un cuer-

po algebraicamente cerrado.

No obstante, una diferencia importante entre ambas
partes radica en la condicién de ser o no un trabajo abierto.

Expliquemos esto.

En el capitulo‘I y en el apéndice se resuelven diver-

sos problemas sobre valoraciones discretas de rango 1 de k((Xl,.
Xz,...,Xn))Ik, cuyo centro en kIIXI,...,anl es el ideal maxi-

mal. Algunogvde ellos son: estudio y calculo del cuerpo resi-
dual de una funcién de orden, Teoremas de existencia (construc-
tivos) de valoraciones con ideal singular prefijado, Teorema
de exisfencia de valoraciones discretas de rango 1 y de dimen-
sién menor que n-1, etc. Esto constituye un primer paso en el
estudio de tales valoraciones, teniendo en cuenta que la lite-

ratura existente es este campo es muy escasa.

En el capitulo II se hace un estudio exhaustivo de

las valoraciones discretas de rango 1 de k((Xl,Xz))lk tales
que su centro en k||X1,XZI! es el ideal maximal. En particular,

se dan teoremas de caracterizacidén de las funciones de orden,
se calcula el cuerpo residual de todas las valoraciones discre-
tas de rango 1 y centradas en el ideal maximal, se describe
un proceso "algoritmico" para llevar cualquier valoracién dis-
creta de rango 1, centrada en el ideal maximal, a una valora-
cién que sea una funcién de orden, y se construyen todas las
ampliaciones a una extensién finita L del cuerpo de series en

dos variables.
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Pasemos, ahora, a contar el contenido de los dos ca-

pitulos y el apéndice.

En el capitulo I trabajamos en la situacién siguien-
te:

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, de caracte-
ristica p3» 0, K = k((Xl,...,Xn)), R = klle,...,XnII, M = (Xl,..

Xn)R, y v una valoracién discreta de rango 1 de K|k, cuyo cen-

tro en R es M.

En las secciones 0 y 1, estudiamos la técnica de 1la

compleccidén y construimos un isomorfismo

; : A t +. K
% o L))
definido por ;
_ _ i v .
. o o (E— ath) = 5= x(a,) 6"
: k6 ;5o 1 iz 0 *

donde g es una k-seccién del homomorfismo natural Rv g AV’

6 € RQ es un elemento de valor 1, K 1a compleccién de K res-

-~ . . # A 3 3
pecto de v y ¥ la ampliacidén de v a K. Este isomorfismo lo usa-

remos con bastante profusidén en el resto de la memoria.

En la seccién 2 estudiamos las funciones de orden

v. asociadas a una forma lineal L = ¢ _u,+...+ & u_, con OQ,L€ Z_,
L 11 n n i 0
definidas como sigue:
Sea f ¢ R, f£0; se pondrd f = 5 fAXA, fAS k,
Ae £(f)
: T JA ay an 4 n
donde, si A:(al,..,an), X" = Xl ....Xn , y E&(f) ={ Aez !fA%O}
Asi, se define VL(f) = min {L(A)}
Ae E(F)

Es claro que si ai> 0, i=1,...,n, ‘entonces v, es una valoracidn
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discreta de rango 1, cuyo centro en R es M.

Un resultado clave es (cf. teorema 2.8):

Teorema 1.- Sea v una valoracién discreta de rango 1 de K|k,

n

cuyo centro en R es M, sea a, = v(Xi), i.1,...,n, L= ou

i=1 + %

Entonces, para todo f €R es v(f)?'vL(f).

Asi, diremos que una forma f «R respecto de la gradua-

cién determinada por L, es regular para v si v(f) = vL(f). En
caso contrario se dirda que f es singular para v; y definimos

Definicién 2.- Se llamari ideal singular de v, Sing(v), al ide-

al primo de; lel,...,an generado por las formas singulares
de v. ‘/: A

A continuacién se demuestran algunas propiedades de

- .

dicho ideal, destacando el siguiente (cf. teorema 2.12):

Teorema 3.- Teorema de existencia de valoraciones con ideal
singular prefijado. -

Sea L = a1u1+...+anun, a, €Z+, 1 £i € n, una forma

lineal, y sea dado p ¢ ProjL(Sn) tal que Xi.¢ P 1<ig<n. Exis-

te una valoracién discreta de rango 1 de K|k, cuyo centro en
R es M, que denotaremos por v, tal que v(Xi) = 0., 1 £1i¢ n,

y pP= Sing(v).

La seccién 3 la dedicamos a dar una descripcién expli-

cita del cuerpo residual A*v de las valoraciones Vi asociadas
L

a una forma lineal L. Probamos el siguiente teorema (cf. teore-

ma 3.4)

Teorema 4.- Av es una extensidén trascendente pura de k, de
L
grado de trascendencia n-1.

En la seccidn 4 realizamos el calculo del ideal sin-

gular y del cuerpo residual en el siguiente ejemplo:



Sean u,t,Tz,Ts,T4 variables independientes, K = C(u),

. - - is-
y sea V¥ 'Cllxl’XZ’x3’X4l| KIIt,TZ,TB,T4|| el C-homomorfis
modado por las sustituciones:

] (Xl) =t

Z 2 3

Y (Xz) = u’t + th

] (X3) = u4t + u3t2 + T3t3

P (X4) = u6t + ut2 + T4t3

Probamos que V es inyectivo, y consideramos
: >
) v: C((XI’XZ’X3’X4)) Y/
la valoracién obtenida al componer la ampliacién de V¥ a sus
cuerpos de fracciones con la funcién de orden en t.

Con esto terminamos el capitulo I.

- .
En el capitulo II estudiamos el caso de dos variables:

Sea R = k||X1,X K = k((Xl,XZ)), donde X X, son variabl?s

iy X,

y k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p > 0.

En primer lugar, en la seccidén 5, y por métodos direc-

tos, probamos (cf. teorema §5.1):

Teorema 5.- E1 éuerpo residual Av de una valoracidn v discreta
de rango 1 de K|k, cuyo centro en R es M, es un cuerpo de fun-

ciones algebraicas de una variable.

En la seccién siguiente afinamos este resultado, pro-

bando (cf. teorema 6.1):

Teorema 6.- Sea v como antes. Entonces Av es una extensidn

trascendente pura de k, de grado de trascendencia 1.

Para probar este resultado, describimos un algoritmo

que nos permite encontrar nuevas variables X'I,X'Z y un isomor-
fismo O ik((X'l,X'z)) > K tales que

! 1 2
a) k((X 1,X 2))( X

b) v! = v o =¥ es una funcidén de orden.

(X!, X1 ,))
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Las transformaciones que aplicamos a la valoracién
v de partida vienen dadas en funcién de los valores de X1 y X2,

y son de los tres tipos siguientes:
P-1 Si v(X_ )>=v(X,)

e 1 2 .
1 1 = t _ V' - O
Consideramos X L = Xy, X, o= XZ/XI,V = v|k((x'1,x'2))

P-2 si v(X1)> v(Xz)

. t ' - LI+
Consideramos X I_XI/XZ’ X 5 = Xz, v! = Vlk((x,l’x,z))
P-3 Si V(XI) = v(X2)
Hacemos el cambio
[ —
X i "\Xl
'f Py Pg
X 2}: XZ\_ alxl - aZX - eee - aSX
Bprceadg ERNI0) L 0Py <Py e pg s V= P ((x0x L))

-
En primer lugar damos sentido a estas transformacio-

nes, y probamos que los procesos P-1 y P-2 no alteran el carac-
ter de ser o no funcidén de orden de la valoracidén v, es decir,

(cf. proposiciones 6.6 y 6.7) que v es una funcién de orden

si y solo si lo es v'. Este resultado junto al (cf. teorema 6.3)
Teorema 7.- Si v(Xl) = v(XZ); entonces v = \£3 si y solo si,

para todo (a,b)g;kz\ (0,0), es_v(aX1+bX2) = V(XI).

nos da una caracterizacién de las funciones de orden en el caso

de dos variables.

Por ultimo, tras una serie de resultados intermedios,

probamos (cf. teorema 6.12) dada una valoracién v como siempre,

aplicando un ntmero finito de veces las transformaciones P-1,

P-2 y P-3 obtenemos una valoracién v' que es una funcién de

orden. Esto, junto con el lema 6.14 nos da la prueba del teore-
ma 6.

Hemos de resaltar que el algoritmo antes descrito,

nos da un procedimiento de cdlculo explicito del cuerpo resi-

dual Av de cualquier valoracién v discreta de rango 1, cuyo

centro en R es M. |
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Esto tltimo nos permite considerar una inmersidn
v :K *+  k(u)((t))
donde k(u) = Av, y ¥ es la restriccién a K del isomorfismo

675 K+ k() ((£)

construido en la seccidén 1. Esta inmersidén serd la que nos per-
mitira construir (en el caso de caracteristica cero) las amplia-
ciones de v a una extensién finita L de K. Esto se aborda en

la Gltima seccidén del capitulo II, y funciona como sigue:

Sea L = K(2) una extensién finita de K, Z un elemento
primitivo de la extensidén, que podemos considerar entero sobre
R. Sea, también, f(Z) € K|Z| el polinomio minimo de z sobre K,

f(Z) polinomioc de Weierstrass.

Siidenotamos por VY':K|z] * k(u)((t))|z]| 1la amplié—
cién natural de ¢ , sea £(z) = P (£(2)), y £(2) = EI(Z)...§h(Z)

su descopposicién sobre k(u)((t)).
1/p /a;

. 1 : .
Sea u e k((u V(¢ My, i=1,..,h, una raiz de

fi(Z). Entonces se tiene una inmersidn

bl > k) (6)) ()

tal que wi(Z) = ni' 

Si denotamos por v'i la valoracidén que a cada elemento
l/pi 1 q; . ,
de k((u )) ((t )) le hace corresponder su orden (fraccio- .

nario) en t, se tiene que vy, = v'i wi es una valoracidén dis-

creta de rango 1, que amplia la de partida. Dicha valoraciédn

se realiza asi:

. o n-1
Si v el, v=vy(X;,X )+ ¥ (X, X )zwenowy  (X),X))z

es

vily) = v Cyg W (X0),0(X,)) + v, (0 (X)), 0(X))n, + ...

Yoo (WX, (X,)n5 )



De esta forma obtenemos h ampliaciones de v a L, y
todas son distintas (cf. teorema 7.4). En la demostracién de
este hecho se aplican argumentos tipo Puiseux a conjugados‘ﬁ:yﬂ'
sobre k(u)((t)). Estos resultados, de forma detallada, se en-

cuentran en |[16].

Para probar que estas son las uUnicas ampliaciones,
calculamos el indice de ramificacidén y el grado relativo de

las valoraciones v;. Probamos que q; es el indice de ramifica-

cién de v Y designando por e al grado relativo, es q;-e;

=n, = grad(fi(Z)). Por ténto,

* ee. + €.Q =N, o+ ... v 0 =0

1°9 1

' AhQra bien, por la férmula general de ramificacidn
de valoraciones se deduce que Vise++sVy son todas las ampliaf
cipnes posibles de v a L.(cf. Teorema 7.8). Con esto se termina

el capitulo II.

En el apéndice probamos el siguiente resultado: En

k((Xl,...,Xn)), n > 2, existen valoraciones discretas de rango
1, cuyo centro en R es M, de dimensién menor que n-1.

Este resultado lo probamos en el caso particular n=3, -

si bien su generalizacién es inmediata.

Para su demostracidn nos es necesario introducir unos
anillos, que denotaremos por R (R,u), donde R es- un dominio

de integridad y u es una variable, definidos asi:

R(R,u) ={(a ). a =0 ara todoy £0. {una sucesiéﬂ monoétona
) ) { Y)YEQOI Y y P o Y QO u
C creciente divergentel}

R(R,u)c | | R , R_ = R.
YEQOY

Dotamos a R(R,u) de estructura de anillo y estudia-
mos algunas de sus propiedades, por ejemplo, si R es local,

R(R,u) es 1local, aunque no es noetheriano, aun cuando R 1lo



sea. Notese que el anillo de series de Puiseux R|]ul]%* esta

contenido en R (R,u).

En los casos en que R = k o k||t]]|, con k algebraica-~
mente cerrado de caracteristica cero, definimos unas topologias
sobre R(R,u) que los hacen completos. como resultado final

de esta seccidn se tiene (cf. teorema 8.9)

Teorema 8.- Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica cero, w € R (K,u) una no unidad distinta de céro. Las
condiciones siguientes son equivalentes:

1) w es una serie de Puiseux.

2) wes entero sobre K||ul].

3) wes algebraico sobre K((u)).

Esﬁe teorema es clave para probar que el C-homomor-

fismo dado por las sustituciones

¢ :ClIX XX + R(ClIt]],u)

5l

-

t

z(xy)
z (X2)4= ut2

—— NEE VA

z (X,) =
3 i> 1
es inyectivo.
Si denotamos por v, es la funcién de orden en t en

t
R(c||t]]l,u), y componiendola conf , obtenemos una valoracién

discreta de rango 1, cuyo centro en C|[X1,X2,X3||_es el ideal

maximal, y tal que gr.tr.(AVIC) = 1, es decir, es de dimensidn

uno.



CAPITULO I

VALORACIONES DISCRETAS DE RANGO 1 DE CUERPOS DE SERIES



Seccién 0: La técnica de la compleccidn.-

A lo largo de esta seccidén operaremos con un cuerpo
fijo K.

Definicién 0.1.- Un valor absoluto sobre K es una funcién(ﬁ:K+ZRo

qgue verifica:

0.1.1.- ¢(a) > 0, para todo a € K, a # 0y ¢(0) = 0.
0.1.2.- ¢(ab) = ¢(a)dp(b)

0.1.3.- ¢(a+b) & ¢(a) + ¢(b)

Nota 0.2.-

0.2.1.~- La funcién ¢ es un homomorfismo del grupo multiplicativo

K¥ de K en‘él grupo multiplicativo de los reales positivos; asi

pues ¢(1) = 1. Por tanto
$ (-1)% = 9(-1)9(-1) =¢ ((-1)(~1)) =¢ (1) = 1
luego ¢(-1) = 1 y asi ¢(-a) = ¢(a), para todo ae K.

0.2.2.- Si a,be¢ K es
¢ (a-b) > ¢(a) - ¢(b).
En efecto ,
¢(a) = ¢(a-b+b) g ¢ (a-b) +¢ (b),

de donde la conclusiédn.

Nota 0.3.- Sea ¢ :K '*IRO un valor absoluto y sea d¢:KxK > R 1la
funcién definida por qb(a,b) = ¢ (a-b). Se ve inmediatamente que
d
0

La topologia determinada por esa distancia dota a K de una estruc

es una distancia, que convierte a K en un espacio métrico.

tura de cuerpo topolégico. Probemos esta afirmaciédn.

Sean a,be Ky § € R _. Tomemos x,y € K con d(x-a)< & /2
$ (y-b) < 8§/2; se tiene

¢ ((x-y) - (a-b)) = ¢((x-a) - (y-b))g ¢ (x-a) +¢ (y-b)< & .

De otro lado sean a,b g K%, § ¢ R, . Tomemos §'e R,

de tal forma que §' < ¢(b) y &' <¢(6¢(5))/(6 + ¢(a/b)) y tomemos -

Y



y € K¥* con ¢(y-b) < §'. Obsérvense los siguientes hechos:

1) ¢(y) = ¢(b+y-b) 3 ¢(b) - ¢(y-b) > ¢(b) - §'.
2) § (¢(b) - &8') - ¢(a/b)S' = & (b) - &8§' - ¢ (a/b) & = §4(b)
-8'(8 + $(a/b)) > 0.

Tomemos x € K¥ con ¢ (x-a) < § (4(b) - &') - ¢(a/b)§';

asi se tiene
¢ ((x/y)-(a/b)) = ¢{(1/y)¢((bx-ay)/b) = ¢(1/y)¢ ((bx-ab+ab-ay)/b)
= 0 (1/3)8 ((x-a)-(a/b) (y-b)) < $(1/y) (s (x-a) + ¢ (a/blg(y-b)) <
< ¢(i/y)(6(¢(b) - &) - ;fa/b)a') = ¢(1/y)5(¢kb) - 8)<s .

Esto prueba que K es un cuerpo topoldgico.

i
5\

A
Nota 0.4.- Vamos a introducir una categoria importante, que deno-
taremos por (., y que llamaremos categoria de los cuerpos valora-
dos. Sus objetos, llamados cuerpos valorados, son los pares (K,$)
donde K es un cuerpo y ¢ es un valor absoluto. Dados dos cuerpos
valorados (K,¢), (K'",¢'), los morfismos del primero en el segundo
son los homomorfismos de cuerpos f:K -+ K' que hacen conmutativo

el siguiente diagrama:
K————————o-K'
Nétese que el homomorfismo cero de K en K! queda exclui
do como morfismo de cuerpos valorados. No6tese, tambien, que un
morfismo de cuerpos valorados es necesariamente continuo. En efec

to, sea a € K y § €IR+; considerando la bola B(a,§ ) de centro

ay radioS , si x € B(a,$), es
$' (F(x)-£(a)) = ¢'f(x-a) = $(x-a)< & ,

.luego f(B(a,8)) ¢ B(f(a),d).

Una subcategoria plena muy importante de ( es la cate-

goria ( de los cuerpos valorados completos, cuyos objetos son



los cuerpos valorados, completos para la topologia determinada

por el valor absoluto.

Fijemos un cuerpo valorado (K,$) y consideremos el fun-
tor Hom(i((K,¢),—): c - Ens, la categoria de conjuntos. Una solu
cién del problema universal planteado por este funtor es un cuer-
po valorado completo (?;3) junto con un morfismo f:(K,¢) ~ (E,$)
de tal manera que, para todo cuerpo valorado completo (K',$') y
todo morfismo g:(K,p) +»(K',$'), existe un ﬁnico'%:(ﬁ,@) + (K'9$")
tal que g,f = g. En la nota siguiente vamos a ver cémo existe esa

solucién del problema universal planteado ;anteriormente. . ‘ .

Nota 0.5.- Es muy clisica la construccién de lo que llamaremos
"la compleccién" de un cuerpo respecto de un valor absoluto. Se
puede, incluso, ver en tratados elementales como |1|. Se conside-
ra el anillo S(K) de las sucesiones de Cauchy de elementos de
K vy, dentro\de €1, el ideal maximiivﬁo de las sucesiones nulas
o con limite cero. Se designari por Snél cuerpo cociente S(K)/Po.
Se tiene la inclusién natural £f:K > K dada de la siguiente mane-
ra: si a € K y {ag es 1la sucgsién constante a = a, para todo

n € N, se pondra f(a) = {an} +1fo.

Vamos a construir el valor absoluto ¢ . Nétese que, si
{an} es una sucesidén de Cauchy de elementos de K, entonces {¢(an)}
es una sucesidén de niumeros reales. En efecto, dado 4 ¢ ]{+, existe
un n, tal qug, parartodo‘n,m > ng es ¢(an—am)< § . Asi

—

d)(an) - ¢(all:$ < ¢(an—am) < §,

lo que prueba nuestra afirmacidén. Pero hay mis, si {aﬁ} es una
sucesién nula de elementos de K, entonces {¢(an)} es una sucesidn

nula de nimeros reales.

Las anteriores consideraciones permiten definir una fun
cion ¢:K > R en la forma siguiente. Si vy= {an} +l’0 ¢ K, se pon

dré'$(y) = 1lim ¢(an). En ficil ver que esta definicidén tiene sen-
n

tido. Si {an} + Py = {bn} +P o> €S {an—bn}g:po, luego {¢(an-bn)}_

es una sucesién nula de niimeros reales. Asi, dado § gZR+, existe

n, e N tal que, para todo n >n,, es



#(a ) - ¢(b )< ¢(a_-b )<,

luego lim ¢(an) = lim ¢(bn).

nroo© no>o©

Supongamos que Yy # 0; asi “%3 ¢p0. En estas circunstan

cias (vease | |, pag 401), existe §eR_y nye N tales que, para
todo n ¥ n,, es ¢(an)> § . Asi, 1lim ¢(an); § y ¢€y)> 0. Si y' =
n >

= {a'n} t pgs ©S

P (yy') = lim ¢(a_a’ ) = lim ¢(a_do(a' ) =7¢ (VG

n > n-+>o

g(Y+Y') = 1lim ¢(an+a'n)< lim (¢(an) + ¢(a'n)) =€(Y) +$(Y')

n-»>o n->o

Esto prueba que $ es un valor absoluto.
Nota 0.6.- Héy que demostrar ahora que (ﬁ,a) es un cuerpo valora-
do completo.‘Vamos a comenzar estudiando el caso en que K es fini
to. Como ¢ es un homomorfismo de K* en]R+, y el tnico subgrupo
finito de R+ es {1}, es necesariamente ¢(K¥*) = {1}. Asi, las su-
cesiones de Cauchy de elementos de K son las sucesiones constan-
tes, a partir de un cierto término, y las sucesiones nulas son
las sucesiones constantes igual a cero, a partir de un cierto
término. Por tanto,'ﬁ = Ky $:=¢ , que es, evidentemente, comple-

to por lo dicho anteriormente.

Pasando al caso general hay que demostrar que toda suce
sién de Cauchy de elementos de K tiene limite. Podemos suponer
que - la sucesidén tiene infinitos términos distintos porque, si
no, seria constante a partir de un cierto término y, claramente,

tendria limite. Tambien podemos suponer que a, £ a para todo

n+1l’
n € N, pues, de lo contrario, suprimiendo los términos iguales,

se obtendria una sucesidén cuya diferencia con la dada tendria

limite cero.

~
Pongamos ¢ (a ) = 8 . Se tiene que {6p} es una suce

-a
p p+l P .
sién nula de nimeros reales. De otro lado sabemos que, para todo

p € IN existe una sucesidn {bp } de elementos de K tal que bp =
N -
= lim b_ . Asi pues, existe nop tal que, para todo n 3 n es

n->o n ) \ Op



A el ‘
(a_-b < 8 amos b_ = b . Asi ¢(b_-a_) < § . Para todo
¢ (ap=by )< 8 p3 pongamos by = by si¢(byay) < 8p
Op
§ ¢ R_ existe n' tal que para p,q > n' es lap - aql< §/3. Tam-
bién existe n'' tal que, para todo p> n'', es 6p < 6/3. Sea n =

= max.{(n',n''); para p,q > n es

[b -b | = |b -a +a_ -a +a -b | < |b -a | + la_-a | + |a -b | <
P q p P P 9 9 g ™ P P P 4g9 q 4q

< (8/3)+(8/3)+(8/3) =6 .

Asi {bp } es una sucesién de Cauchy de elementos de K que tiene
P
un limite y ¢ K. Como la diferencia entre {ap} y {bp} es una
S

sucesidén nula, es = 1lim a_, lo que prueba que K es completo.
P o -

Nota 0.7.- Resta probar que ((ﬁ,&),f) es una solucién del proble-

ma universal planteado por el funtor Hom,((K,¢),—). Consideremos

f4

el diagrama /

K g  _ » K

donde (K', ¢') es un cuerpo valorado completo y g:(K,p ) > (K',¢')
es un morfismo de cuerpos valorados. Se trata de construir'@ de

tal forma que ﬁof = g.

—

. Py
La construccidén de @ es completamente standard. Puesto
R . . P . . .
que g, caso de existir, es continua, se tiene que verificar que,

para toda sucesién de Cauchy { an}de elementos de K, sea lim g(an)

v ] n-+o

= 1im'§of(an). Esta relacién da, a la vez, la clave para definir
n>o©

2 vy su unicidad. Si w € K y si w= lim a_, {aJE: S(K), se pondra

n >~

2(p) = lim g(an).,

Nno>ow



Seccién 1: Valoraciones discretas y complecciones.-

Una técnica clave en el estudio de las valoraciones
discretas es el paso a la compleccidén, que vamos a describir a

continuacidén. Sean k¢ K dos cuerpos.

Nota 1.1.- Sea v una valoracién discreta de K|k y e IR,con
0<w<1l. Se define una aplicacién Ibw:Ko -+ MR, poniendo
L ve)
v, (V) =uw

para todo Y € KO'

Es claro que ww es un valor absoluto. Lo -importante
aqui es que la topologia determinada por ww no depende dew . En
efecto: sea wW'e R, 0< w' < 1, y sea T = log w'/logw ; como

T

Tlog W = 1og;ﬁ0' es w =w . Sea, pues, fijado §> O0; si ¥y ¢ K0 se

verifica: ; @

!

0 Vs e VOV T g V() 6T

y asi, el entorno de radio § para1ho es igual al entorno de radio
T ' /
§* para ww,.

Vamos a éstudiar cuidadosamente las sucesiones de Cau-
chy no nulas de elementos de K. Sea {yp} una sucesién de Cauchy
no ?Pla de elementos de K, y sea I = {V(Yp)}' Desde luego, T no
puede ser un conjunto infinito. En efecto, si lo fuese, existi-
rian en I nimeros, bien arbitrariamente grandes, bien arbitraria-
mente pequefios. En el primero de los casos, para cada(SEJR.+ exis-

tiria un pe N tal que -
v, (rp) = wV(Yp)< s,

lo que contradice elhecho de que los términos de una sucesidén no
nula de Cauchy no se pueden acercar indefinidamente a cero. En
el segundo de los casos se contradice, visiblemente, el hecho

de que toda sucesidén de Cauchy es acotada.

Vamos a probar que existe un poelN tal que, para todo

\



P> Py, es V(Yp) = v(yb ). Supongamos que no, es decir que, para
0

todo p,e N existe p> p, tal que V(Yp) Z V(Yp ). Sea u¥ = max ' y
0

sea 6 eR § < , existe poeim tal que, para todo p> Pgys €S

+’
viy -y, )
w P "Pp < . Tomemos aqui pe N tal que v(yp) £ v(Yp ); entonces
0
v - = min v }<
(v Ypo) n{viy,), (Ypo) _u,,
viy-vy. )
luego v P Py Vs §, contradicciodn.

Esta es una propiedad esencial en las sucesiones de

Cauchy no nulas, que seria usada ampliamente en lo sucesivo.

Para la construccién de la compleccién de K se puede
usar cualquier nimero real w, 0 < ®w < 1, en la inteligencia de

que esta construccién no depende de ese namero.

Nota 1.2.- Sea (ﬁ,$&) la compleccién de (Kﬂm)), y sea $:% * R

dada por
V(y) = log, P, (V).

. ”
Claramente ¥ es una valoracién de K|k que prolonga
a v. Vamos a estudiar con un poco de detalle cémo es esta valo-

racidén. .

Sea ¥ e'ﬁ, Y£ 0, y sea {Yb} una sucesidén de Cauchy de
elementos de K cuyo limite sea Y. Por la nota anterior, existe

P~ €N tal que, para todo p>p, es v(y_ ) = v(y_ ). Asi _
Y 0 Py P

@m (y) = 1im1%u(yp) = limw "' 'p’ = w

p>e p >®

por tanto

?(f) = V(yp

) € Z.
0 -

Asi, 7 es discreta de rango 1 y tiene el mismo grupo

de valores que v. b



Sean R?

. P . . . 2 -
y el cuerpo residual de V. Consideremos la inmersidén canébnica

s Mas Ags respectivamente, el anillo, el ideal,

i: o> dada por i(vy+ = v+m,.. Vamos a demostrar que esta
A, Ag ) (y+m_ ) = y+mg q
inmersién es un isomorfismo, lo que permitiri en el futuro iden-

tificar sistematicamente Av con A?'

Sea ¥ X un elemento de valor cero, y sea {yp} una su-
cesién de Cauchy de elementos de K con limite y . En virtud de
lo anterior, existe p,€ NN tal que, para todo p3 p,, es v(Yb) = 0.
Sea 6 eR_, §<w y tomemos p> p, tal que wmﬂy—YP)< §. Asi,

V A I d . -
luego v(y—yp)> 1 y asi Y=Y, €mge Esto prueba que y+pg = YpMe

vy, por tanto, que i es sobre.

Nota 1.3.—AVamos ahora a estudiar con detalle el anillo RQ' Por
la teoria general de valoraciones, sabemos que RQ es un anillo
local noetheriano (de hecho es un dominio de ideales principa-
les). Lo importante aqui es que RV es completo para la topologia
de Krull. En efecto, lo que ocurre es que la topologia de Krull

sobre RG coincide con la determinada porﬁ} . Probemos esto.
® .
Sea 0 ERQ un elemento de valor 1; sabemos que m o = R?'
Sea § € R y sear el mayor entero menor o igual que log § ; si
W
Y € R? se tiene que

{b\w(y) <8 <=>wV(Y)

<8 & viy)> 1ogm5¢$ Viy)>r o5 ye 6 -Rg-
Esto prueba que los entornos de cero en la topologia

determinada por 9 y en la topologia de Krull coinciden.
T, :

Por el teorema de Cohen de estructura de los énillos
locales completos, el homomorfismo natural R? > Ag = Rv/mv po-
see una seccidn Kihig + RV’ que es una inclusidén de Ag en R@'
Asi, AO es un cuerpo de representantes de RQ. Ahora bien, como,
en nuestro caso,k<:R0, si k' es un cuerpo maximal tal que kck'ch
se tiene que k' es isomorfo a AV mediante el homomorfismo natural
Re » Ay = RG/m? (vease |29]|, pag .43), y por tanto el homomorfis-
mo natural Rg - R0ﬁ"0 posee una k-seccidn l{;A0 + Ra.

v

3



Sea t una variable, 0 ERQ un elemento de valor 1 y con-
sideremos una k-seccidén cualquiera K:AQ > R(} del homomorfismo
natural Ri‘/ > Afr' Asociado a ¥k y a 8 existe un homomorfismo lo-

cal

que viene definido por

i = i
Q;k,e(ﬁait ) = zi—i—og(ai)e )

y que es un isomorfismo, como vamos a demostrar. Desde luego,

‘I’K g ©s inyectivo, pues, caso contrario, su nicleo seria un ide-
>

al de la forma (t7), luego seria 6 = 0, lo que es imposible.

La suprayectividad de @K 5 la probamos a continuacién.
: 3

. : . . .

Sear‘; Y €Ry y pongamos  y= vy, v(yo) = ry. Se tiene que

r . r

’\)(Yo/e 0) = 0'. Sea ao = (‘Y/ er‘o) + mv; ponlendo ,Yl =y -k (ac)e 0

N
es V(Yl)>r0’ y como

Ty, /670) = V((y/6870) -k (ag))> 0

x

A T . . A
es v(yl) >ry- Supongamos constrqldos Yor Mot Yq€ RG’ ogr ape
.o, aq—‘l EAC taltfs que:

r .

Yé =Yg —,K(uo)ero - m(al)erl

<
1

. r r r
q = Yo ~xlagle 0 - k(aglel - «v0 - K(aq_l)ﬂ q"%

- O(Yq).

A ' A )
con r, = v(yo)<r-1 = V(Yl)< ...<rq

Como ¥( Yq/erq) = 0, poniendo (Yq/erq) +tmy, Y

aq =

= Yq -K (aq) °q, es 9(yq+1)>, r , y como

~q+l q



Vv, /87a) = V((y/e"a) -« (ay)) >0

es‘v(yq+1) = Tg+1> Tq Este algoritmo recurrente nos permite cons

= r.
; . E' i .
truir una serie ait , Yy es obvio que
iz 0O

K

r.
o (2 ayt ) =y
*Yix 0

Nétese, finalmente, que si V:AG((t)) > Z es la fun-

. 2 . Pa) . . . . »
cion de orden usual, entonces v coincide con la composicion

. . -1 .

de la extensién de @K g @ los cuerpos de fracciones, con v.
4

Vamos a ver ahora un importante teorema relativo a ani-

llos de valoracidén discreta completos: el teorema preparatorio

de Weierstrass.

Sea Rv un anillo de valoracidén discreta completo, m.,
su ideal maximal, K su cuerpo de fracciones, Vv la valoracién
correspondiente, Av su cuerpo residual, T una variable. Se supon-
dra que K contiene un subcuerpo k formado por elementos de valor

cero, es decir, que Vv es una valoracién de Klk.

Definicién 1.4.- Dada una no unidad f(T) ¢ Rv!!TII distinta de
cero, se dird que f(T) es regular en T de orden r si la imagen
candnica f(T)'de‘f(T) en Av||T|| es una serie no nula de orden
r.

Teorema 1.5.- Teorema preparatorio de Weierstrass.- Sea f(T) una
no unidad de RVIITII distinta de cero y regular en T de orden r.

Para cada g(T)e RVIITII, existen h(T) e RVIITII Y €gs€qse++3Cn_q €

€ Rv, univocamente determinados, tales que

g(T) = h(T).£f(T) + co * CIT + eee + C T

Demostracidén.-

Sea Z una nueva variable, K:Av-+ Rv una k-seccidn
del homomorfismo natural RV > A; y (k:Rv un elemento de valor

1. Consideremos el isomorfismo



QK,G: AVHZlI M Rv

de la nota 1.3. Es evidente que este isomorfismo puede ser exten-
dido a un isomorfismo
¢ : A llz,Tll - R_IITI]

poniendo

¢(§ ZTJ = 3 klay et

0 sea

@(Z:(Z: 52 Hrdy o5 o (2 oy 2T
3 >0150 jy»o0 <9 iy0 M
En:esta situacidén, es evidente que Q—l(f(T))=f'(Z,T)

es regular en T de orden r.

Sea g(T) ERVIITII y sea’g'(Z,T)=®_1(g(T)). Por el teo-

rema preparatorio de Weierstrass para series, existen c'o, c'l,..
ve, €' S E AVIJZII y h'(Z,T):;AVIIZ,TII, univocamente determina-
dos, tales que '

g'(Z,T) = h'(Z,T)f'(Z,T) + cly + ' T + ...+ C'r—lTP_l

Aplicando ¢ se tiene entonces el resultado apetecido.



Seccién 2: Valoraciones discretas de rango 1 de cuerpos de se-

ries. Generalidades.-

A partir de ahora vamos a fijar un cuerpo algebraica-
mente cerrado k, de caracteristica p » 0, que actuard de cuerpo
base en todos nuestros razonamientos. El1 objetivo de esta sec-
cidén es exponer un lenguaje y unos primeros resultados sobre va-
loraciones discretas de rango 1 (sobre k), del cuerpo de las se-
ries en n variables independientes, k((Xl,...,Xn)), sobre k. Co-

mo notaciones iniciales pondremos:

K o= k((X;,...,X)), R, = k|IX1,...,Xn||, Moo= (Xp""’fn)Rn
Nota 2.1.- Vamos a probar que, si uc€ Rn es una unidad, y qe¢ Z+
es un entero, arbitrario si la caracteristica de k es cero, y
no divisible por ella si es positiva, entonces existe una unidad
w € Rn tal que wl = u, es decir, que u tiene raiz q-ésima en

Rn. Para demostrar esto, probaremos previamente el siguiente

Aserto.- Sea R un dominio de integridad, y sea ue R||X|]| tal que
u(0) £ 0, u(0) tiene una raiz q-ésima en R y q.1 # 0 en R. Enton-

ces u tiene raiz q-ésima en R]||X|].
En efecto: sea u = aixl, y sea boe R tal que a, =
i>0

= boq. Se trata de demostrar que existe una sucesién {bl, b2,..J

de elementos dé R tal que (E bin)q = Z aiXI. Igualando
i O iz 0

los coeficientes de X en ambos miembros, se tendra

-1
q.boq .b1 = a,,

de donde b1 = al/q.boq—l. Supongamos, recurrentemente, que'se
han calculado { bO’bl""’br} por igualacidén de los coeficientes

de {I,X,...,Xr} en la anterior relacién. Igualando los coefi-

. l”-'~1 ’ . . s
cientes de X se tendra una expresion de la forma

A



q.boq‘l.b + (b

r+1 Pr+1 b ""br) = a

0’71 r+1’

donde Pr es un polinomio en los argumentos que se indican. Asi,

+1

-1
(bysby,--5b ))/a.by37,

r+l1 Pr'+1 0°"1

lo que prueba el aserto.

Con este aserto, la existencia de la raiz q-ésima de
Llaan es ya trivial de demostrar. Se operard por recurrencia so-
bre n. Si n=1, el resultado es claro por el aserto y por el he-
cho de ser k algebraicamente cerrado. En cuanto al paso de n-1

a n, notemos que se puede escribir

. i
AN u = > ui(xl""xn—l)xn s
! iy0

donde uO(lef"Xn—l) e R, es una unidad, que admite una raiz

g-ésima en R ‘por hipdétesis de recurrencia. De nuevo, por el

, n-1’
aserto, u admite raiz gq-ésima en Rn.

Notaciones 2.2.~- Si v es una valoracién de Knlk se notara, co-

mo de costumbre, por Rv a su anillo, y a su ideal porm _. Su cuer

po residual sera notado por Av_e identificado con Rv/mv'

Proposicién 2.3.- (Lipman) Si v es una valoracién discreta de

rango 1 de K |k, entonces R ¢ R_.
n n_ v

Demostracidn.-

Es evidente que basta ver que las unidades de Rn estan
contenidas en Rv y, para ello, que las unidades de Rn tienen va-
lor cero en v. Si u sRn es una unidad, para todo q¢g¢ Z+, arbitra-
rio si p=0 y no divisible por p si p> 0, existe uqe Rn tal que
(uq)q = u. Asi, q.v(uq) = v(u), luego qlv(u). Esto sdlo puede

ocurrir si v(u) = 0, lo que prueba nuestra proposicién.

n
Ejemplo 2.4.- Sea L = qﬂ¥i€-z[u1,..,un] una forma linea)
i=1




con coeficientes no negativos. Los monomios de Rn seran notados

en la forma siguiente. Si A = (al,..,an) ezon, el monomio

X a1.....X an
1 n

sera designado simplemente por XA. Para cada monomio XA de Rn

se escribira vL(XA) = L(A) = dlal 4 oee. + dnan'
Sea fgR , f # 0; se pondri f = > fAXA, ng k
" Ae (f)

n
y g(f) =1Aez ]fA;éo}.
Asi; se define una funcién vL:Rn\{O} > Z0 poniendo

. } vL(f) = min -{VL(XA)} = min { L(A)} .
i A eg(f) A eg(f)

Esta funcién admite una ampliacién obvia a KﬂiTO} +> Z,

que denotaremos por v poniendo VL(f/g) = vL(f) - vL(g)~

L,

Es trivial de comprobar que v, es una valoracién dis-

creta de rango 1 de Knlk, que se llama funcién de orden asocia-

da a la forma lineal L. Si a;, = 0, 1 §ign, vy es la valoracién
trivial. En general, si hay algun o, no nulo, 1gig n, y si d

es el m.c.d(¢ﬁ5..,an), el grupo de valores de v, es Zd, por 1lo

que se tomara usualmente d = 1, dividiendo por d todas las<1i.

Este que se acaba de describir es uno de los ejemplos
mas importantes de valoraciones discretas de rango 1 de Knlk.
Hay otros, sin embargo, que también tienen su importancia, como

el

Ejemplo 2.5.- Sea fﬁﬁRn una no unidad distinta de cero e irredu-

cible. El anillo (Rn)f es un anillo de valoracidén discreta, pues
es local, noetheriano de dimensién 1 e integramente cerrado.
Si v es la valoracidén correspondiente, v actia asi:

sea g/he Kn\{O}; existe un tinico r e Z tal que

g/h = £7.(g'/h'), con £jg' y £/h'



Asi es v(g/h) = r.
Usualmente se escribira v = Ve ¥y se la 1llamara valora-

cidén f-Aadica.

Nota 2.6.- Sea v una valoracién discreta de rango 1 de Knlk. La

primera caracteristica que se puede considerar de v es su centro

en R . Si L = qu; +...+ o _u ¢ Zlul,..,un[ es una forma lineal
como en 2.4, el centro de vy, en Rn es
m n R = (X. ,..,X. )
Ve n i, i,
donde'{il,..,ir} es el conjunto de todos los indices i entre
1 y n para los que a. # 0. En particular, si ai # 0, para todo
i = 1,..,n, el centro de vy en Rn es el ideal maximal Mn' Si f

es un elemento de Rn irreducible, el centro en Rn de la valora-
cién f—-édicavf es el ideal principal (f).

A partir de ahora, nuestro interés se va acentrar, de
forma exclusiva, en las valoraciones discretas de rango 1 de Knlk

cuyo centro en Rn es Mn’ aunque eventualmente manejaremos otras.

Nota 2.7.- El ejemplo 2.4 nos suministra una amplia clase de va-
loraciones discretas de rango 1 de Knlk cuyo centro en Rn es Mn:

las funciones de orden v, cuando la forma lineal L= a1u1+..+(xnun

L
verifica que oy ? 0, para todo i = 1,...,n.

Sin embargo, esas no son todas, como lo prueba el ejem-

plo que damos a continuacién.

Sea
Y \)L
ClIX X, 01 > clix,,x,1] > .z

con w(Xl) = X1 -

w(XZ) = Xl + XZ’ L = u, + Zu2
y sea v' = vLow', donde Y' es la ampliacién de ¥ al cuerpo de
fracciones. Se tiene que: v'(Xl) = 1, v'(Xz) = 1. o0 L=

Sea L' = u; + uy, y sea v;, la valoracién correspondien-

te. Aunque es VL,(XI) = vL,(Xz) =1, no es v' = Vi, pues



v'(X1 - XZ)

Un resultado clave por su importancia es:

Teorema 2.8.- Sea v una valoracién discreta de rango 1 de Knlk

cuyo centro en R es M, sea a, = v(Xi), 1<i<n, y sea la forma
lineal L = QU .. 0w, (notese que no tiene por qué ser
1 = m.c.d.(al,..,an) aun cuando el grupo de valores de v sea Z).

Entonces, para todo f eR_es v(f)> vL(f).

Demostracidn.-

: ’ A
Consideremos la compleccidn Kn de Kn respecto de v y
» N -~ A 3 -
la ampliacidén Vv de v a Kn’ construida como en la seccién 1. Sea

x :&v-+ RG una k-seccién del homomorfismo natural RG > AVFAG’

6 ¢ RG un elemento de valor 1, t una variable y consideremos el

isomorfismo

N

rl

de 1.3. Sea

m, .
ol (x) =T a6 1

K,0 390 1]

4

con m., = .
i o

i 35 EAV\{O} , 1 =1,..,n.

1]

Para cada fe:Rn se verifica que’

v(£) = v g (£))

donde v es el orden usual de una serie y

-1 . -1 -1
‘I’Ke (£) = f((bK,e (Xl),.-,d)K.e (xn)).

7

+eeeo 5 £ # 0, es la descompo-

Si £ A0y £ = f +f
r r r

+1

A



sicién de f en suma de formas respecto de la graduacién determi-
nada por L, es

-1 myyo Mnj . M1j

o (£f) = fr(§::: aljt s oo s a_ .t ) + fr+1(z aljt se e

k,® i»0. j>o I i> 0

m_ .
..’E a .t nJ)+ooo=

jso ™

= tr(fr(a an0)+términos en t de grado superior o igual a 1)

1072

Asi v(f) 3 r = vL(f) y, ademds, v(f) = VL(f) si y solo

si f(alo,,...,ano) # 0. Esto prueba el teorema.

Definicién 2.9.- Sea v una valoracién discreta de rango 1 de Knlk

= i - u + o o+ u .
cuyo centro en Rn es Mn’ oy v(Xi), 1 sign, L o Uy o v

Si fe Rn es una forma respecto de la graduacién determinada por
L (abreviadamente, en lo sucesivo, una forma respecto de L), se
dird que f es regular para v si v(f) = VL(f). Caso contrario se -
dird que f es singular para v. Se llamara ideal singular para v,

y se representara por Sing(v), al ideal de kIXI,..,Xn! engendrado
por las formas singulares para v. Claramente Sing(v) es primo.

Como consecuencia de 2.8 tenemos el

Teorema 2.10.- Sea v una valoracién discreta de rango 1 de Knlk

cuyo centro en R_es M _, a, = V(Xi), l<ign, L =au +..ta u.
Las condiciones siguientes son equivalentes:

2.10.1.- v = Vi »

2.10.2.- Para todo feg Rn’ es v(f) = vL(f).

2.10.3.- Toda forma respecto de L es regular para v.

Demostracidén.-

Claramente 2.10.1 es equivalente a 2.10.2 y ambas impli

can 2.10.3. Probemos, pues, que 2.10.3 implica 2.10.2.

Sea f ¢ Rn’ y sea f = fr + fr+1 + eeey fr # Q, su des-



composicidén en suma de formas respecto de L. Usando las notacio-~
nes de 2.8, como

¢—1 (f) = tr(fr(aIO""anO) + términos en t de orden igual o supe

K6

rior a 1)

y como fr es regular para v, es v(f) = r = vL(f). Esto prueba

el teorema.

Vamos a probar ahora que la asignacién que a cada va-
loracidén discreta de rango 1 de Knlk cuyo centro en Rn es Mn ha-
ce corresponder su ideal singular tiene una reciproca.
Nota 2.11.- Sea S = k|X1,..,Xn|, n» 2, L =qu+.ctaq W, a;e 2,
1 i< n, y consideremos la graduacidén de Sn respecto de L. Al

conjunto de los ideales primos homogéneos de Sn (respecto de esa

graduacidén), y distintos de (Xl""’Xn)’ se le designara por

ProjL(Sn). Dado p ¢ ProjL(Sn), se pondra
* Alp) =S /p = klz ..,z |
donde 2z, = X, +p, 1g<ign, y se considerara sobre A (p) la gra-

duacién cociente. Al anillo A(p) se le llamard anillo de las co-

ordenadas homogéneas de p , y a ( ﬁﬁ"’zn) se le llamara n-upla

de las coordenadas homogéneas del punto genérico de p.

Teorema 2.12.- Teorema de existencia de valoraciones con ideal

singular prefijado.- -

Sea L = o Uy teetao uo, aig;Z+, 1 ¢ig n, una forma 1li-
neal, y sea dado ;)gProjL(Sn) tal que X, ¢p , 1Ig ig n. Existe
una valoracidén discreta de rango 1 de Knlk’cuyo centro en Rn es

M _, que denotaremos por v, tal que v(Xi) = az, 1€ ig¢gn, yp =

= Sing(v).

Demostracién.-




Pongamos, como antes,
Sn/p = kIZI:":an

y designemos por A a su cuerpo de fracciones. Sean t,Tl,..,Tn

nuevas variables y sea
p R A ”t’T1""Tn”

el k-homomorfismo definido por las sustituciones

a. 2q.
BR 1

1¢ i gn, (zi £ 0, pues Xit p).

Observemos que, si demostramos que Yy es inyectiva, la

demostracién del teorema estara concluida. En efecto, supongamos
probado que ¥ es inyectiva. Entonces, V¥ se puede extender a

una inmersidn de los cuerpos de fracciones

YUK A ((E,T,,..,T )) = AL,

Sea v' la valoracién de A'|A que sobre A||t,T1,--,Tn|l

funciona asignando a cada serie su orden en t (es decir, v' es

la valoracidén asociada a la forma lineal L' = u+0.u1+...+0.un).

Es evidente que la composicién v = v',{y es una valoracidén dis-
creta de rango 1 de Knlk cuyo centro en Rn es Mn’ y vamos a pro-

bar que Sing(v) = p.

Para ello observemos que una forma h, respecto de L,
pertenece a- Sing(v) si y solo si v(h) >vL(h). La demostracidn
de este hecho es trivial. Sentado esto, sea he Sn una forma de

grado r respecto de L; como

o 2q; o a 20
1 1 n n
p(h) = h(z;t "+T ¢ yeesZ b 4Tt ) =

= tr(h(zl,..,zn) + términos en t de grado superior o igual a 1),

estd claro que v(h)> r si y solo si h(zl,..;zn) = 0, o sea si
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y solo si hegp . Asi Sing(v) = p y esto probaria el teorema.

. Por lo tanto, para completar nuestra demostracidén, res-
. *

ta probar que ¥ es inyectivo. Para ello observemos que
w(Rn)ck|zl,..,zn| ||t,T1,..,Tn||,
como es trivial de comprobar. Sea
niklzy,eeoz e, T 00T I > ke, T,..,T L]
Vel homomorfismo nafural asociado a
k|z’1,..,z.n| > klz .oz |/(z50052))

y sea f ERnf f £ 0, £ = fr+fr+1+... su descomposicidén en suma

de formas reSpecto de L, fr #40. Se tiene que

‘ ) e - Zai 4 %n 2an o ) ai 2“1.
ny (£) =1](fr(zlt +T1t. ,..,znt +Tnt ) + fr+1(zlt +T1t 5
a 2a’ 2a 2q ' 2q
n n 1 n . 1
LI Y Znt +Tnt ) + e o0 ) = fr(Tlt ,-Q’Tnt ) + r‘_'-]-('I|1“t P
2 . } )
n L, 2r 2(r+1)
--,T € ) + ... =t fr(Tl""Tn) + t fr+1(T1""Tn) + eee

que es distinta de cero, porque fr(Tl""Tn) £ 0. A fortiori,

y(f) # 0 y ¢ es inyectivo. Esto concluye la demostracién del
teorema.

Nota 2.13.- La cuestién de unicidad en el teorema anterior no
es ni planteable. En efecto, tomemos de nuevo el ejemplo 2.7 un

poco reformado. Consideremos la composicidn

P VL
cl(x,,%,)) »¥ clx;,x,)) ¥ zufal

donde ' es el C-automorfismo definido por las sustituciones

VX)) = Xy en(X,) = X+ X, |

e



1

con L' = u,

ya que v (XI—XZ) = a> 1 = vL,(Xl—Xz). De otro lado, se tiene

—— — ' 4
y L =u talu,, a>1 y llamemos vy = vLoxp . Esta claro que x&;évL,

+ u,, pese a que v/ (Xl):vd (X2)=1=VL,(X1)=VL,(X2),

que XI-X2 eSing(&x) y si he Sing(%!) es una forma, el algoritmo

de la division permite escribir

r

h = h'.(Xl-XZ) + a.X2

donde, si r es el grado de h, es h' homogéneo de grado r-1 y ae C

Si fuese a # 0, como
' _ L _ _ .
Vy (h .(X1 XZ)) = vy (h') + v, (X1 Xz)z r-l+a> r
seria /
v (h) = v (a.X r) = r,
a o 2

en contradiccidén con que h ¢ Sing(va). Asi, Sing(%l) = (X1~X2),

independiente de o . Esto prueba Que todas las valoraciones Vo

con O EZ;\{I} tienen el mismo ideal singular.
Nota 2.14.- En la demostracidén de 2.12 aparece un k-homomorfismo

¥ iR > AIIt,Tl,..Tnll

definido por las sustituciones
o Zai
w(Xi) =zt +T. ¢ , 1’$1< n.

Dicho k-homomorfismo puede ser, en cierta forma, generalizado,

obteniendo un método de fabricar ejemplos. -

Proposicién 2.15.- Sean'{t,Tl,..Tn} variables, gl(t),.., gn(t)

series con coeficientes en k, de d6rdenes Oysees Q€ Z+, respec-

tivamente, y sea

p iR~ kIIt,Tl,..Tnll



el k-homomorfismo dado por las sustituciones

qa.
i .
w(Xi) = ;i(t) + Tt » 1€ign, qe Z .

Se verifica entonces:

2.15.1.- ) es inyectivo; por tanto admite una tnica ampliacidn

YK > k((6,T ., T ).

2.15.2.- La composicién de ' con la funcidén de orden respecto
de t es una valoracién v discreta de rango 1 de Knlk,

cuyo centro en R es M .
n n

2.15.3.- Si q >1, Sing(v) es un ideal primo de<Sn de dimensidn

de Krull jgual a 1, y si q = 1, Sing(v) = (0).

S,

Demostracién. -

La dificultad esta en probar 2.15.1. Admitamos 2.15.1
y vamos a probar 2.15.2 y 2.15.3. En primer lugar, 2.15.2 es tri-
vial. En cuanto a 2.15.3 observemos que, suponiendo q> 1 y escri-

biendo
: %5 j .
z; () = ¢ Z a;:t%, a ;. ek, a,0 #0, Isign

es

Qo Oy 0. %2 Ch, % ®q

a
n .
Ao %y - HoX ores X, - 3% e Singlv),
con lo que dim Sing(v) ¢ 1. Como Sing(v) g;(Xl,XZ,...,Xn), es
dim Sing(v) = 1. -

Supongamos ahora que q = 1; entonces se tiene que

. 1
1 ai+
w(Xi) = (aio + Ti)t + ailt e , 1

N
-
N

=

Si h e Rn es una forma no nula de grado r respecto de

la forma L = U, + .. + u entonces es
R %n%n’



p(h) = t¥ h(alo+T +t(§::: tJ ,..,a o*T +t(§ a_ tJ))

= tr(h(a10+T +Tn) + términos en t de grado positivo)

170002,
Asi
h €Sing(v) < h(a10+T1,..,an0+Tn) =0 & h = 0.

Probemos, entonces 2.15.1. Sea he Rn una forma no nu-
la de grado r respecto. de L; se tiene

don

G.l .
,..,;n(t) + T t

P (h) = h(;l(t) + Tltq ).

Vamos a desarrollar esta expresi6n fijandonos en los

monomios en Tl""Tn' Como es evidente que sélo hay un nuamero

finito, estd claro que Y(h) € k||t]] |T ,..,Tnl. Graduemos este

1
anillo respecto de L y consideremos la descomposicién de ¢ (h)
en suma de formas respecto de L. Es facil ver que la forma de

menor grado es .
h(g, (£);..0 (¢)),
que es de grado cero y puede ser nula, y la de mayor‘grado es
trqh(Tl,..,Tn),

que es de grado r y no nula. Si meZ, 0 <m< r, cada monomio de
grado m en Tl""Tn tiene un coeficiente que es una serie en

t de orden estrictamente mayor que mq.

Sentado esto, es ya facil ver que si f ¢ Rn es una no

unidad distinta de cero, es p (f) # 0. En efecto, sea f=fs+fs+1+..

«
la descomposicién de f en suma de formas respecto de L, fs £ 0.

En ¢ (f) hay una forma de grado s en T,»-+,T no nula, que es

tsq.f(Tl,:.,Tn).



Esta forma es incancelable, pues las formas de grado s en Tl""
.,Tn que provengan de formas fj’ con j > s, tienen en cada uno

de sus monomios coeficientes que son series en t de orden estric-

tamente mayor que sq. Esto prueba la proposiciédn.

Definicién 2.16.- Sea v una valoracién discreta de rango 1 de

= 1 € .
Knlk’ cuyo centro en R~ es M_, o v(Xi), l1§isn,a.eZ,

L = Gu; 4+ ..+ 0 uo. A la variedad del espacio proyectivo ala-

beado (respecto de 1la graduacién determinada por L) dada por

Sing(v) se le llama variedad singular asociada a v.

Como final de esta seccidén vamos a probar el siguiente

“~

Lema 2.17.- Sea v una valoracion discreta de rango 1 de Knlk,
; . A

cuyo centro én R es M, a = v(Xi), 1<1ign. Sea K la complec-

cién de K, respecto de v, ¥ la ampliacién de v a ﬁn,»<:Av > RQ

una k-seccidén del homomorfismo natural RG—+ Av’ ) ERV un elemen-

to de valor 1, t una variable,

o el - Rfr

K, :Avl

2
el isomorfismo correspondiente, y escribamos
o

-1 _ i | .
<I>K 6 (Xi) =t : aijt» s aij €A s 35, £ 0, 1gi
’ j2o0 . ,

n.

A

(o4 o
Se verifica que (alot 1,..,an0t ") es una n-upla de

coordenadas homogéneas del punto genérico de Sing(v).

Demostracidén.-

Sea y:S_ = kIXl,..,an > Av|t| el k-homomorfismo

definido por las sustituciones

w(Xi) = a;ot 7, lg1gn.
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Sea L = Uy Heet anun y consideremos sobr’e'Sn la gra-
duacidén determinada por L. Vamos a ver que ker V¥ es un ideal
homogéneo de S . En efecto, sea f = f _+f +..+f €8S un polino-

n r r+l S n

mio descompuesto en suma de formas respecto de L, donde fi es

cero o una forma de grado i. Si fe ker ¢y , es

(11 Gn . (11 an
Y (f) = f (a ¢ yeeesa gt ) + f (a;gt "seeesa gt ) + e

r+l1

oy

1
R fs(alot sessa T

)+t f

a
n r :
nOt )=t fr'(alO""anO r+1(310""an0)+'

e..+ t5F (a a
s

102 ° ">

de donde \

0 =y (£) =y (£ ) = -uu =y (£)

r+1

lo que prueba que kery es un ideal homogéneo de Sn' En estas

circunstancias, sea h.sSn una forma de grado r. Se tiene

a . o .
h €¢Sing(v) & v(h)> v, (h) & v, (h(t 15 a,.td,..,¢t nz a_ .tJ))r>
L t 3> 0 13 i> 0 nj
7 d

. o a : -
> r & \)t(h(alot 1,..,an0t ™)y + términos en t de grado superior

(11 a,

n
ar'))>r'<§:;‘>h(a10t »ee58 4t ) =0 & hegkery .

Esto prueba el lema.
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Seccidén 3: Los cuerpos residuales I.-

En esta seccidén nos proponemos dar unos cuantos teore-
mas sobre los cuerpos residuales de las valoraciones discretas
de rango 1 de Knlk, centradas, en Rn, en el ideal maximal Mn'
Vamos a comenzar por un caso sencillo y espectacular: el de las

valoraciones VL asociadas a una forma lineal L = oy toee anun

a;>0, i=1,..,n, 1 = m.c.d.(dl,..,an).

La espectacularidad de este caso proviene de que se

puede dar una descripcidén explicita muy elegante de Av . Antes
L

de entrar directamente en este estudio, vamos a hacer unas bre-
ves observaciones, que reinterpretan, de manera ingeniosa, hechos

elementales de &dlgebra lineal.

Consideremos el Z-médulo z° y un submédulo arbitrario

n ’ . . . .
McZ . Se pondra, con notacién obvia,

k(X = kx| Aem) @ kX, ..,x).

Lema 3.1.- Si {AI""Ar} es un sistema de generadores de M, en-

tonces

k(XM = k(xP1,..,x%).

Demostracidn.-

A A
Claramente k(X 1,..,X ™y k(XM); veamos la inclusién

contraria.

Sea AeM, A = BIAI + e + BrAr’ Bie Z; asi es-x

- B.A . +..+B A A, B A B A A
xA - x 11 rr oY)yl xS Tekxt,.x D),

A1 Ar)

lo que prueba que k(XM) c k(X 7,..,X y el lema.



Lema 3.2.- Sean {Al""Ar} elementos de 2" linealmente indepen-

A1 Ar

dientes. Entonces los monomios X ~,..,X son algebraicamente

independientes sobre k.

Demostracidn. -

Sean {Zl,..,Zr } variables, y sea
s B. B.
i1 ir
f(Zl,..,Zr) =Zi;_1 in1 "'Zr' gklZl,..,Zr_|

A1 Ar
tal que £f(X “,..,X ")

it

0. Obsérvese que

~ 3

; A A B: A+ +B. A

\ £(X 1,..,X r) - Z:: qix i1l 1 irr

\ i=1
y que la independencia lineal de {Al""AJ' se traduce en que
BilA1+"+BirAr = Bj1A1+"+BjrAr & ( Sil""Bir) = (Bj1’°"6jr)

Obsérvese, también, que existe Ag Zg tal que

» n .

A+ BilAl + ..+ BirAr £ ZQ, 1 1¢ s.
Partiendo de que {(Bil""Bir) Ilﬂgis s} son r-uplas
distintas, les n-uplas {BilAl + .. + BirAr | 1¢igs} son tam-

bién distintas. Por tanto, de : -

A A
xXPex 1,.,x Ty =0
se deduce que 9y = 4y = «+¢ = Qg = 0, lo que prueba el lema.
Fijemos ahora una forma lineal L = iy * .. touo,
;€2 , 1 €ig¢n, 1 = m.c.d.(al,..aan), y vamos a proceder al cal-

culo de Av . :
L ‘“\



Designaremos por KL al subconjunto de Kn formado por

los cocientes de formas, respecto de L, del mismo grado. Es tri-

vial ver que KL es un subcuerpo de Kn.

Proposicién 3.3.- E1 homomorfismo natural Rv - A posee una

k~-seccién K cuya imagen es KL.

Demostracidn. -

Es claro que todos los elementos de K, tienen wvalor

L
cero; asi la restriccidn w:KL > Av a KL del homomorfismo na-
L
tural Rv > Av es una inmersién de cuerpos. Vamos a probar

que Y es suprayectivo, con lo que se tendri demostrada la propo-
- . » . ' ’ - 1
sicidn, sin mas que tomar K = Y .

Sea f/gi:Kn un elemento de valor cero, y sean

£ =f +f toeee , £ 40,

g

i
03

+ 8,y t e s B, £ 0,

las descomposiciones de f y g en suma de formas respecto de L;

se verifica que (f/g) +rnvL =’(fr/gr) + va porque
fr+fr+1+ e £ _:(grfr+grfr+1+"') - (frgr+frgr+1+"') )
E +E. t ees 2 '
r “r+l1 g. g .18 &, 1t
(grfr+l - frgr+1) *oe
- 2
2, +
Er 8r8pirtee
que es un elemento de valor positivo. Asi, (f/g) + m, = w(fr/gr)



lo que prueba que Y es suprayectivo y la proposiciédn.

Teorema 3.4.- Av es una extension trascendente pura de k, de
L

grado de trascendencia n-1.

Demostracidén.-

L&

Sea Mc 2™ el submédulo de ecuacién implicita Qgug + .

ee + O u= 0 y observemos que, para probar el teorema, basta
M

ver que k(X ') = KL.
En efecto, supuesta probada esta relacidn, sabemos por

dlgebra lineal elemental que M es un médulo libre de rango n-1.

Si{ Al""Aﬂ—l} es una base de M, el lema 3.1 nos diria que

i\ A A
K. = k(X 1,..,x

y el lema 3.2 que {X ,..,X

dientes sobre k.

Vamos, entonces, a probar que k(XM) = K. Sea A e M,
A £ 0, A= (a,,..,a_); sean a, ,..,a. sus componentes positi-
1 n i, i,
vas y a. ,..,aj sus componentes negativas; entonces
1 s '
“a a,
1 r
Xi veoX
XA - 1 r
-aj —a‘_j
x, '..x, 'S
J1 Js

que es un cociente de formas, respecto de L, del mismo grado.

Esto prueba que XA € KL y, por tanto, que k(XM)C KL. Reciproca-

mente, sean

c. X + ... + ¢ X ", d
r



. . | A
dos formas no nulas del mismo grado m, w su cociente, y sea X

un monomio arbitrario de grado m. Se tiene que

y como Ai - A, Bj - AeM, esw ¢ k(XM). Esto prueba que KLC k(XM),

y la igualdad, lo que concluye la demostracidén del teorema.

Nota 3.5.- Como nota final a este calculo del cuerpo residual
de Vi haremos los comentarios siguientes. No todo conjunto dev
n-1 elementos de M linealmente independientes son una base de
M, como es bien conocido. Tomando un tal conjunto, y designando
por M' al submédulo engendrado por él, sabemos que el médulo co-
ciente M/M' es de torsién. Ese conjunto es una base de M si y
solo si M/M' = (0). Caso contrario M/M' es de la forma

s

[*] M/M!'= (z/dlz) Foeee + (Z/dmZ), mgn-1, d;,...,d ¢Z

1 +
dll...ldm; pongamos d = dl"'dmf Por Algebra lineal elemental
sabemos que |¥| es equivalente a la existencia de sendas bases

fA,..5A |} de My/{ Bl"'{gn—l} de M' tales que

Asi

. . . A,
(X P =ax?t 1ci¢m, yx9Jd -xI, milg jgn-1.

N

Eso significa que k(M') es una extensién trascendente

pura de k y que k(M) es una extensién algebraica finita de k(M').

Veamos, para concluir, un eiemplo numérico. Sea n = 3,
r rd
{({6,-1,-2),(3,-2,0)} y asi

v

L = 4u1+6u2+9u3. Una base de M es -



k(M) = k00x, 0/x,%,%), (x 37%, 1))

En cambio, tomando (9,0,-4),(3,-2,0) y el submédulo M'¢ M en-
gendrado por ellos se ve que M' # M, que M'=<(12,-2,-4),(3,-2,0))
que (12,-2,-4) = 2(6,-1,-2), y asi M/M'~ Z2/2Z. Asi

12 3
'
k(xM') = k( Y L5 e
2., 4 2
XZ X3 XZ
My, 6 2.2 12, 2, 4y _
y‘lk(X ):k] = 2, porque (X1 /XZX3 ) (X1 /X2 X3 } = 0.
Nota 3.6.- Vamos, ahora, a hacer unos calculos sobre el comple-

tado Rn de Kn respecto de la valoracién V- Por 3.3 tenemos una

k-seccidn k :A - R del homomorfismo natural R - A .
v v v v
L L v L L-
Por ser 1 :Jm.c.d.(al,..,an), existen enteros Bl""Bn tales que
. . 61 Bn‘ .
1 = Blal + e +'Bﬁxn' Asi, poniendo 0 = Xl ...Xn , se tiene que
VL(G) = 1.

En estas circunstancias, si GL es la ampliacidén de Ve

LAl
a K ,se tiene un A_ -isomorfismo
n vy

% q =AleltIl > Ry

L
Para operar con este caso concreto, y sin variar x ni 9
podemos identificar ambos anillos via.@(e. Haciéndolo asi, resul-

ta

o 1-a B, -a,8 -0 .8
1 %P1, %R 1°n
X, = &8 7, &, =X X, oo X ELAVL
a -a B, ~-a_B 1-a_B
n n'1 n 2 nn
Xn = 6n6 s 6n = X1 Xz ...Xn € AVL

En este caso, se tiene la impeortante propiedad de que

4



AVL = k(Gl’co,Gn)o

En efecto, sean f,g ¢ Rn dos formas respecto de L no

nulas de grado r,

q .
£ = 5= c X g I 1 d X I, LAy = L(B) = r
J:

con ci,dje k, 1gig¢ m, 1g j< q. Se tiene que, escribiendo Ai =

e

o izl e k(8,,..,8)
} q b. b
: d.s ‘]1.... n
SR =L 5§,

lo que prueba que K, c k(Gl,..,ﬁn). Como el reciproco es trivial,

‘'se tiene la igualdad.

Sean ahora

>
]

n
(1‘0131; —OLIBZ:-‘-: —alsn)ez

® & 8 0. 0 5 ¢ 0 2 P 0 00 0 s 6 e s s 8 s 0 B P e s e s

>
|

) - n
(*OtnBI, "OLnBZ;’-: l—aan)e Z

y sea M' el submédulo de A engendrado por ellos. Sea M, como
antes, el submdédulo de z™ de ecuacién implicita QU te.dd uo=0;

se tiene
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Seccién 4: Estudio de un ejemplo.-

En esta seccidén vamos a trabajar con un ejemplo que
nos de pistas claras para el calculo del cuerpo residual de una

valoracién. Comenzamos con un resultado semejante a 2.15.

Proposicidén 4.1.- Sea K una extensién de k, {t,TZ,..,Tn} varia-

bles, Cz(t),..,cn(t) eK|]|t]| de érdenes respectivos &,,.., & €7

y sea
1 R~ > KIIt,Tz,..,ThII

el k-homomorfismo definido por las sustituciones

~

a

i 1
V(X)) =t
3
/ qo,
= £i<€ n.
1p(xi)l Ci(t) + Tt y O inZ+, 2<i€nn
Entonces § es inyectivo.
Demostraciodn. -
Sea L = o,u, + ... +0 _u_y sea he R una forma no nu-
171 nn n i
la de grado r respecto de L; se tiene
o qa, qo

™

¥ () = h(e Lz, (6)+T 0 2,..,0 (6)+T ¢

Vamos a desarrollar esta expresidén fijandonos en los

monomios en T ""Tn' Como es evidente que solo hay un namero

2
finito, estd claro que ¢ (h) e K||t}]] ITZ,..,Tn[. Graduemos este
anillo con respecto a la forma lineal L' = Gou, + oo + o u.,

y consideremos la descomposicién de VY (h) en suma de formas res-

pecto de L'. Es claro que la forma de menor grado es

%
h(t ,Cz(t),a.,Cn(t)),

que es de grado cero, que puede ser nula, y que si no es nula,



es de orden r en t. Para continuar el estudio consideremos 1los

siguientes casos.
caso 1.~ h no es divisible por Xl.
La forma de mayor grado de ¢ (h) es, entonces,
trqh(O,Tz,..,Tn),
que es de grado r y no nula. Vamos a estudiar los 6rdenes de los

coeficientes de los monomios en TZ""Tn de grado menor que r.

Sea me Z, 0<m<r. Consideremos un monomio de grado r que aparez-

ca en h,
a a a
s 3 1 2 n ~
;11— X1 X2 ...Xn > Gja +...+0a =T
y su transformado por
(ﬁa qaz a, qoa_ a

n)n

) ...(Cn(t)+Tnt >

y(p) =t l(cz(t)+T2t

y vamos a fijarnos en los posibles monomios de grado m en TZ"’

..,Tn que aparecen en P (u). Tomemos uno de ellos,
vV AY)
2 n
f _ —
B = T2 eee. T 7y, m = Ay Vpteoet OV

y vamos a ver cual es su coeficiente. Ciertamente este: coeficien

te es, salvo producto por un numero entero

%2y A7V oy 'V, 8n"Vn_©n
c(t) =t gz(t) t ...;n(t) t =
oy @, +qm a,- v, a -v,
=t £, (t) ceg (£) 7T
Si a, = 0, como m<r, debe existir un i, 2<ign, tal

1

que Yi< ass luego a; - v 0 y asi el orden de c(t) es mayor que

gm. Si ay # 0 es claro que el orden de c(t) es mayor que qm. Es-



to prueba que el coeficiente de y' es una serie en t de orden

mayor que gm.

caso 2.~ h es divisible por X, pero no es una potencia de Xl'

1

Entonces h = Xlsh' con s> 0, leh' y h' es de grado

r'> 0. Aplicando lo que sabemos del caso 1, la forma de mayor

grado de ¥ (h) es

Sa1+y'q '

t h'(O,Tz,..,Tn)
que es de grado r' y no nula. Obsérvese que, como r = sa1+f',
es rq = s(ﬁq+r'q> sa1+r'q. Cada monomio de grado m, 0< m< r' (si

existe un tal m), en TZ""Tn en P(h) tiene un coeficiente que
es de orden ?strictamente mayor que mq en t.

3

caso 3.- h es una potencia de Xl'

En este caso, salvo producto por una constante, es
r .

b (n) = ¢,

Con estos preliminares, vamos a probar que si f ¢ R
es una no unidad distinta de cero, entonces P (h) # 0. Sea:f =

= fd+fd+1+... la descomposicién de f en suma de formas respecto

de L, fd # 0. Consideremos w(f) = w(fd)+ w(fd+1)+... Y estudie-

mos los siguientes casos:

caso 1l.- fd no es divisible por Xl'

Entonces en w(fd) hay una forma de grado. d en TZ""Tn’
que es

d
t qh(O,Tz,..,Tn).

Esta forma es incancelable, pues las formas de grado d en TZ"’Tn
que provengan de formas fj’ con j > d, tienen en cada uno de sus
monomios coeficientes que son series en t de Ordenes estrictamen-

te mayores que dq.
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caso 2.- fd es divisible por X1 pero no es una potencia de Xl.

[ ]
Poniendo f = XS.f con d'> 0, s>0 y X [ff,,, la for-

1 d;’

ma en TZ""Tn de mayor grado en w(fd) es

ey

g0 (0,Ty, e, T )

que es de grado d', no nula, y r< dq. Esta forma es incancelable

por la misma razdn anterior.

d/a1
caso 3.- fd = a.X1 A é e k.
Entonces w(fd) = a.td, que es evidentemente incancela-

ble pues la forma de grado cero de fj’ con j> d, si no es nula,

tiene orden j en t. Esto prueba la proposiciodn.

Vamos ahora a plantear el ejemplo que pretendiamos.
3’74

Sean u,t,Tz,T T, variables independientes, K = C{(u) y sea

w;CllXI,Xz,X X

el C-homomorfismo dado por las sustituciones

p(X;) = ¢ -
w(xz) = uzp + T2t3 —
w(XB) - utt + u3t2 LT3
3
= u6t + ut2'+ T t3.

w(x4) 4

Sea w':C((Xl,XZ,Xs,X4)) > K((t’TZ’T3’T4)) la extensién de ¢ a
los cuerpos de fracciones y sea V:C((XI’XZ’X3’X4)) + ZV{=x} la

composicién de ' con la funcidén de orden respecto de t. Sea

L = u1+u2+u3+u4 Yy VL la valoracidn correspondiente.
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Proposicién 4.2.- Sing(v) = (X1 3 X1X4 X2X3 X2 4 X3)

Demostracién.-

Sabemos por geometria elemental que el ideal de la de-
recha de la expresidén anterior es primo de altura 2, por ser el

jideal de la cubica alabeada. Sea

c:c|x X,,X + Clt,ul

X
3 2 1 I
dado por

0(X,) = 6, 0(X) = u’t, o(x,) = ute, o(x,) = ule.

Es claro que (XIXB X; X X4 -X X3 X2X4—f§) ker 0 . De otro la-

4

do, imo = Clt,uzt,u t,uétl, que tiene dimensidn mayor o igual

4 6 2 4

que 2, pues = (0) <(u2t,u t,ut) < (t,ut,u t,uét) es una cadena

de ideales pri?os. Asi, (X 3" 2, X X4 -X X3 X, 4 X3) = kero .

De otro lado, si f eCIX X , X es una forma respecto de L,

3)X4‘

de grado r, como

w(f) f(t,u2t+T t3,u4t+u3t2+T3t3,u6t+ut2+T4t3) =

2

2 4

tTf(1,u°,u ,u6)+términos en t de grado superior a r =

f(t,uzt,u4t.u6t)+términos en t de grado superior a r,

es f € Sing(v) & f(t,uzt,u4t,u6t) = 0<& fekero , lo que prue-

ba la proposicién

Nota 4.3.- Sea, en general, v una valoracidn de K |k, discreta

de rango 1 cuyo centro en Rn es Mn’ sea K la complecc1on de Kn

respecto de v y sea v la ampliacién de v a Kn. Si se toman ele-
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mentos u,,..,u_ € R., de valor positivo, tiene sentido hablar del
1 n v ?

T ] — - 1 —
anillo Rn = k| |u .,unl| como subanillo de RG y de Kn = k((ul,

|

N
..,un)) como subcuerpo de Kn. En estas circunstancias, siempre

se tomard como compleccidn de K ' respecto de Vv el subconjunto
de K formado por los limites de 1as sucesiones de Cauchy de ele-
mentos de Kn'. Con este convenio, lo que viene a continuacién

cobra sentido.
Pongamos

_ _ _ 2 2 2y 43 3
Y, =X, Y =X,, Y, = (X x3 xz)/xl, Y4 = (x1x4 xz)/x1

se tiene que

™

v (Y;) -t

w(Y;) - u?t 4 th3

(1) = ule v (1ozulry)et - rhed

V(Y,) = ut (T4-3u4T2)t2 - sulriet - T%té
Proposicién 4.4.- {Y )Y, Y3,Y } son formalmente independientes
sobre C.
Demostracién.- -

Pongamos

C;=u2t+T2t3 Lo= g uzt cz—u Cl
C;=u3t+(T3—2u2T2)t4—T§t6 g3=z;é—u3t=z;;—u3c;
§4—ut+(T —3u4T )t —3u2T§ e4e gt6 ' ;4=§;—ut=§;—u§;

t 1 ] !
basta probar que {;1,;2,;3,§4} son formalmente independientes



sobre K. Para esto, teniendo en cuenta que, como subanillos de
L]

KIHe,Ty,T,,T, 11 es KI1&,,2,,04,8,11 = KIIC 3, tyll, basta

ver que {CI,CZ,C Z.} son formalmente independientes sobre K.

3’74

Sea {ZI’ZZ’Z Z,} wvariables, y

3°74

0:KI12,,2,,2,,2,11 > Kllz ,0,5,84,8411
el K-homomorfismo dado por las sustituciones O(Zi) =gy, lgic 4
Se trata de probar que es inyectivo. Sea L' = u1+3u2+4u3+2u4,
fe KIIZ 3, 4|| una no unidad, distinta de cero, y conside-
remos'su decomposicién f = fd+fd+1+... en formas respecto de L',
£y £ 0. Asi
o(f) = tdf (i T,,T —2u2T T —3u4T ) + términos en t de grado supe

d\i’72°73 274 2 e
3
rior a d,
2 4

con lo que o(f) # 0, pues {1, TZ’T3 2u T2,T4 3u TZ} son alge-

braicamente independientes sobre K. Esto prueba la proposicién.

A
Sea K4 la compleccidén de C((XI’XZ’X3’X4)) respecto de

A
vy ¥V la ampliacidén de v a K

4"

1
Proposicién 4.5.- En el anillo R4 = C||Y Y, Y3,Y4|| el ideal
singular de V es (Y1 9~ Z,Yle -Y, Y 4,Y4Y3 Yz)

La demostracidén es andloga a la de 4.2.

Lo que trataremos probar ahora es que el cuerpo resi-

dual de la restriccién de Vv a C((YI’YZ’Y3’Y4)) coincide con el

de v. Para ello establezcamos el sigﬁiente

Lema 4.6.- Sea v' una valoracién arbitraria, discreta de rango

1 de Knlk, cuyo centro en Rn sea Mn’ y sea v" su restriccién a

k(X,,..,X ). La inmersidén candnica 0:A > A es un isomor-
1’ >"n v" v!

A
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fismo.
Demostracién.-

Recordemos que la inmersién canébnica U:Av" > Av' fun-
ciona asi: si f,ge¢ kIXl,..,an son tales que v"(f/g) = 0, enton-
ces

o ((f/g) +mv,,) = (£/g) +moy .

El Unico problema estiad en demostrar que 0 es suprayec-

’”N
tiva. Sea Kn la compleccidén de Kn respecto de v', K :A0'+ RG'
una k-seccién del homomorfismo natural Rey AG" donde V' es
- * A ’ -
la ampliacidon de v' a Kn’e € RQ, un elemento de valor 1. Conside-

remos el isomorfismo correspondiente

% .
! q)K;'e'AV'IIt‘I > $

donde t es una variable, y pongamos

-1 o4 3 .
@Ke.(Xi) =t ?E:% aijt > 350 £ 0, 1¢ign.

Sea f ¢ kIIXI,..,anI; f = Z fj la descomposicidn

de f en suma de formas respecto de L = Ou e 40 U Dado un en-

tero m > 0 arbitrario, los coeficientes de QQE' (f) como serie

m
en t, hasta el grado m, solo dependen de $ fj y no de las for-
=0

mas restantes. Asi, si g = g £ 0, poniendo
iz o0

- 1 : _ ' .
ol (g) = ¢ (f)z a.td, ol (g) =t (g)E b.td, a.,b.£0
k8 | 5350 J kK& "= 550 3 0°"0

v'(£f) ' .
-1 v!(f) vi(f)+1 L |
(S_£.) = : _
@Ke 2 fJ) aot + t 2::: aJt
j=0 j» 0

A
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v'(g) .
o~ ( g.) - b tV (g) V (g)“'l: b tJ
K0 E::: J 0 J
J:O J >
Asi
v'(f v'(f) j vi(f) ,v'(f)+1 v d
. £ - %j t Z:::ajt aot +t z:%aJt
¢—e _ o a= _ i>0 _ Jz =
K . .
v'(g) v'(g) 3 vi(g) ,v'(g)+1 14 d
. t T bt byt +t $_bit
J iso 320

! ! 4 .
tY (£)+v (g)(serie en t de orden mayor o igual que uno)

28 (b b e (T 9 (sZbied))

550 9 >0 J j>0
Asi, si v'(f) = v'(g), se tiene, claramente, que
\ .
i v'(f) v'(g)

(£/g) - (T £)/(F_ g em_,
A j=0 J j=0 Y

lo que prueba el lema.

Como consecuencia de 4.6 y del hecho de verificarse

que C(YI,Y 3,Y ) = C(Xl,X X3,X4), se tiene que el cuerpo re-
sidual de la restriccién de ¥ a C((Y Y 3,Y }) coincide con
el de v.

—

Pongamos, ahora,

2y =Yy, 2y =Yy, 2, = (Y1 g Y%)/Yf, Z, = (Yj—YlYé)/Yf,
se tiene que
v(z,) = ¢
¥(2,) = ulter,6d
w(zs) = -3u4T2t +2u3(T —2u’T )t -3u2T§ 4_2u3T gt +(T —ZuZTZ T )t -
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2 2 8 4,10
-2T2(T3—2u Tz)t +T2t

v(z,) = zu(T4—3u4T2)t+((T4—3u4T2)Z—TZ)t2—6u3T§t3-6u2T§(T4-3u4T2)é

10

3 t

N O

~2uT3t5+ (guT 4—2T%(T4—3u4T2))t6+6u2T§t8+T

Proposicidén 4.7.- {Z 3, 4} son formalmente independientes

sobre C.

Demostracién.-

Basta probar que las series del segundo miembro de las
expresiones anteriores son formalmente independientes sobre C.

Sea L" = u,+u,+2u,+u f ¢ R, una no unidad, distinta de cero,

1T TRty 4

£ = fd+fd+1;... su descomposicién en suma de formas respecto

de L", fd # 0. Llamando CI’CZ’C3’C4 a las series del segundo miem

bro anterior, se tiene

£( &> CZ:C3’C4) = fd(EI’Cz’C3’C4) + fd+1(;1,g2,53?;4) 4 ea. =

= tdfd(1,uz,—3u4T2,2u(T4—3u4T2)) + términos en t de grado supe-
rior a dj;
y eso es distinto de cero, pues al ser { 1,u2,—3u4T2,2u(T4—3u4T2B

algebraicamente independiente sobre C, se tiene que

£401,u%,-3utr,  2u(1,-3utT,)) £ 0.

Proposicién 4.8.- En el anillo RZ = CIIZ 3 4|| el ideal

singular de Vv es (0).

La demostracién es evidente a partir de la demostracidn

de la proposicién anterior.
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s . 2 2
Nota 4.9.- Es facil ver que C(ZI’ZZ’Z3’Z4) = C(Yl,Yz,Y3,Y4). Por

lo tanto el cuerpo residual de la restriccién de Vv al cuerpo de

fracciones de R" coincide con el de la restriccidén de Vv al cuerpo

4
2 2 . .
C((YI’YZ’Y3’Y4))' Como C((YI’YZ’Y3’Y4)) es algebraico sobre és-

te, es una extensién algebraica del cuerpo residual de la res-

triccién de Vv a C((Y1’Y2’Y§’Yi))' Este es

, s 3 g
Zy I3 Z4\ (Y Yy YaYy YyutNiYe)
C\z 22712 =Gy 3 ’ 2 N
1 104 1 Y Y
1 1
X X~ \? x.x -x3\?
x (232 - x3 14 _2) xx
X, 1 — 2 3 1%2
= C R 1 s 1




CAPITULO II

EL CASO DE DOS VARIABLES.

© b



Seccidén 5: Los cuerpos residuales I1.-

Pongamos R = klle,XZII, K = k((Xl,Xz)), donde X ,X,

son variables y k es un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica p>» 0. El1 objetivo de esta seccidén es probar el siguien-

te

Teorema 5.1.- El1 cuerpo residual Av de una valoracién v de K|k

discreta de rango 1, cuyo centro en R es el ideal maximal M =

= (XIXZ)R’ es un cuerpo de funciones algebraicas de una variable.

Fijamos, pues, una tal valoracidén v y vamos a trabajar
con ella.
Nota 5.2.- Como es usual en estos casos, trabajamos con la com-
. . ‘ , A P . .
pleccién de K respecto de v. Sea ésta K, y seam v la ampliacién
K

de v a K y RG su anillo. Fijemos una k-seccién :Av > RG del

homomorfismo natural_RG > Av’ donde ?"0 es el ideal de v y un

elemento eﬂeRG de valor 1. Se tiene asi un k-isomorfismo

=10 e:Avlltli +> R

K v

definido por

o (X a;tt) = T k(a;)0t,
i> 0 .

iz 0

Pongamos

7l (xy) == 8.et, B, en

2 v
i» r

, B #0; -

r

Considerando la serie

(S (8,/8)t") + &F

i> r+1

existe una serie E:::j'ﬁuq, Y eh,, W # 0, tal que
jz1
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> umgP R LIPS Sl € LB [o mungb R R
j>1

izl iyr+l

Considerando el Av—isomorfismo w:Av||t|| + Avllull

definido por la sustitucidén Y (t) =72 ’YjuJ se tiene que
iz

-1

r
(/) (XZ) = Bru .

Nétese que componer con ¢ equivale a cambiar 6 por

0', tal que B = > yje'J. Asi se puede suponer desde un prin-
j2>1
pio que

~

27 (X)) =T —a; ¢
N . B R

! i>» 1

2 M(X,) = at”

con a. # 0, para todo i, 0 <r< ry<ie... En este caso, v(Xl)zr'1

2

3

V(Xz) = r,q

Nota 5.3.- El teorema es trivial si v es la funcién de orden a-
sociada a la forma lineal L = riu, o+ ru,. En este’caso, por el
teorema 3.4, A y ©S una extensidén trascendente pura de k, de gra-
do de trascendencia 1, lo que comprueba el resultado. Asi pues,
el problema esti en el caso en que v no es la funcidén de orden

asociada a L.

Lema 5.4.- Si v no es la funcidén de orden asociada a L=r1u1+ru2,

r

entonces existe un A € knN{0} tal que ai - Aa 1 0. En particular,
{a,cﬁ} son algebraicamente dependientes sobre k.

Demostracidn.-
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Puesto que v no es una funcidén de orden, existe una
forma f(Xl,XZ)e lel,le
Si p es el grado, respecto de L, de f, es v(f)> p.

respecto de L que es singular para v.

De entre todos los monomios de lel;XZI que tienen gra-

do p respecto de L, elegimos el que es mayor para el orden lexi-

I sy s
cografico; designémosle por X;X%. Si X; X% es otro monomio tal
que rli' + rj' = p, si m.c.d.(rl,r) = d, r,o= ri.d, r = r'.d,

se tiene que

iv,j! ij '-j i-it
(X7 X3 )/ (X(X3) = X5 /Xy

Ahora bien

~

p = rli{rj - r(j'-3) =9Pi(i~i') =r'(j'-3)

. . N
TEARe = Pl(l it')

= i-i' = r'h y j'-j = rih.

Por tanto

ri r'.\h
(X2 /X1 ).

ity iyj
(X) X3 )/ (XX3)

De aqui se deduce que f(Xl,XZ)/Xixg es un polinomio

r . .
en le/Xi luego, por ser k algebraicamente cerrado, es

. s r!
i d F_T 1,,r!

luego

. s 1
r's igj I ' 1 '
X .f(xl,xz)/xlx2 = A (x2 -y X )

Nétese que f(Xl,XZ)/XiX% no puede ser un monomio constante pues,

si lo fuera, en f(Xl,Xz) s6lo habria el monomio mayor para el
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orden lexicografico y asi f(Xl,Xz) no podria ser una forma sin-

gular.
En esta situacidn se tiene que
-1, .r's iLj r ri Ty
o7 (XY TLE(X,LX,)/XTX) = fr ((at™) - w(ET o £ ) =
1 1°7°2 172 1 m
1=1 m3 1
ryr's s r Tl oo
-t T ! - n (T a_t )*y.
1=1 m3>1

Pero como

r's i.dy _ 4 Ve 3 .
f(Xl,XZ)/XIXZ) = r;r s-p+v(f)> r,r's-p+p = r,r's

v(X1

S r! P
'T (@ ° - pyo; ) =0
1=1
Cop! , o
Asi pues, existe un 1, 1 <l s, tal que ¢ - uyey = 0
r! o :
luego a = U0y de donde, elevando a la d-ésima potencia, se

1 d r d
tiene que ¢ =Hq0, Y, poniendo A= 1/111 es

lo que prueba el lema.

Nota 5.5.- Sea A la ampliacidn de A, con una raiz r-ésima fija

de qa . Si'{glzl,sz,..,sr} son las raices r-ésimas de 1 en hy

. 1/r . . . . . )
si o / es una raiz r-ésima fija de o , es

8,6ty < 8 (ga/Ty = oL <4 (e at/T) —a

~
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Asi pues, A contiene a todas las raices r-ésimas de

0@ y es un cuerpo de descomposicidén, sobre Av’ de la ecuacién

x" - a= 0.
Pongamos
-1 i
x, =0 (X)) =2 a.t
1 1 - i
i>1
-1 r
X, =0 (Xz) =at
y consideremos la inmersidn natural g:Avlltll +~ Alitl|. Ponien
/
do x;/r = alztt se tienen las inclusiones naturales
¢ g
) a1l 5 8 llell
4 _ 0

: 1/r
Kllxx 0l >kl xg,xh/ Y

Demostracién del teorema 5.1.-

Fijemos una valoracidn v como en el enunciado, que
no sea una funcién de orden respecto de una forma lineal L, y

usamos la preparacidén y notaciones de las notas anteriores.

Por el lema 5.4 existe una raiz r-ésima de 1, €45 Y

‘ | 1/r T1/F
un escalar Alg kN {0} tales que ay = glxl o . Asi, se tiene
r r,/r r,/r _
1 1/r 1 _ 1 , _ 1/r
que alt = %11 X, = Y1Xg , donde Y, = gxy - Pongamos
r, r./r
Xy, = X; -0yt = X, - yX, ; se tiene que v(xll) = Try>7r,.
» r. 2
Para cada i 3 0 pongamos Xy < > ajt J y supon-
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gamos que p » 0 es un entero tal que

a) para cada i=0,..,p, { xli’x2} son formalmente independientes

sobre k.

b) 1la restriccidn v, de ¥, a k((x i2%2 )) no es una funcién
de orden asociada a una forma lineal L.

Vv, = V)

(Obviamente se tiene x 0

= X

10 1’

Sea i un entero, 1 ¢ i ¢p+1l, si existe; como vy no

-1

es una funcidén de orden, por el lema 5.4, se tiene una ecuaciédn

r.

del tipo ai Ao t=o, A€ k~{0} . Asi, existe una raiz r—éSima
. r. /r . . /r

de 1, € tal que a; = ¢ Al/r , de donde a.t 1_€ Al/r X, =

§

i
i

ri/r 1/r
= Y;%, , donde Y. = EiAi y, por tanto,
. ey xr'l/r i Ly rp/r Ly p+1/
1p+1 = *1 172 . p 2 pr1™2 :
En esta situacién se trata de probar, antes de nada,
que {x1p+1,x2} son formalmente independientes sobre k. Supon-

gamos que { ZO’ZI’ZZ} son variables, y supongamos, por reduccidn

al absurdo, quel{x1p+1,x2]- son formalmente dependientes sobre

k. Entonces el k-homomorfismo
ngiklzg,z,01 > allel]

definido por las sustituciones 'b(ZO) nO(ZZ) = X, no

x

1p+1’
es inyectivo. Como ker Ny ©s un ideal primo y como X, £ 0, se
puede suponer. que ker Ny estd engendrado por una serie no divi-
sible por Z, vy, mads aun, se puede suponer que esa serie es un
polinomio de Weierstrass

m-1

m ; ‘
fO( 0,Z ) = 27 + bl(Zz)Z + .. + bm(ZZ)’



by(Z,) ekllZyl1, v (b (2,)) > 0.

De otro lado, el k-homomorfismo nlzkIIZI,Z > Allell]

Ny

. rl/r rp+1/r'
definido por las sustituciones nl(zl) = Y%, +..+Yp+1x2 ,
n 1(ZZ) = x, es claramente no inyectivo, y su nicleo esta engen-

drado por el polinomio minimo de nl(Zl) sobre k((xz)), que tie-

ne todos sus coeficientes en kl!lel. 0 sea, un generador del

ker n es del tipo

1
n n-1
“\fl(ZI’ZZ) = 7 + CI(ZZ)Z + ..+ Cn(ZZ)’
§
\
ci(zz)el<||zzi|, v(ci(zz))> 0. s
Sea n:k||ZO,ZI,ZZ!| + Allti] el k-homomorfismo de-
finido por las sustituciones n(ZO) = nO(ZO), n(Zl) = nl(Zl),

n(z,) = ng(z,) = n,(Z,). Sea p = kern y pongamos

kll ZO’ Zl’ ZZ‘I/P = kl|20921322||; Zi = Zl +p , i=0,1,2,

Por la forma de las series fo"y fl esta claro que kl[zO,zl,zzll
= k[lzzll Izo,zli y es entero sobre kllzzl[ al serlo z; yz,. De

aqui se deduce que z,+z, es entero sobre kllzzll, lo que signi-

fica que x, es entero sobre kl(lel y eso es imposible, pues

1

{ XI’XZ} son variables y & es un isomorfismo. Esto prueba el aser

to de que son formalmente independientes sobre k.

Xy pe17%2}
Llegados a este punto, se pueden presentar dos casos:

caso 1.- Vp+1 es la funcidén de orden asociada a la forma lineal

L

p+2 I‘p+2ul T Uy , \



r /r r ‘ r
p+l =0t 1+..+0L t p+l

rl/r
L]
Pongamos x p+1x2 1 p+1

p+1=-Y1x2 +eoty

€ Avlltll; se tiene un diagrama de inclusiones

k((x1p+1’x2)) > k((x1p+1,x2,fp+1)) > A v((t))

k((x,,%,))

- 1 *
1= x1p+1+xp+1. Pongamos vp+1

- )) y designemos,
1p+1°72° "p+1

justificado por el hecho de que x

péra la restriccién de v, a k((x

como es usual, los cuerpos residuales por la letra A afectada

de un subindice que indique la valoracidén. Del hecho de que AQ 6=
" : °” .

= ' 1 i -

..Avo(I> se deduce que, al ser k((x1p+1,x2,xp+1)) un cuerpo inter
. _ s . _ . v '

medio entre k((xl,xz)) y AV((t)), es Avp+1 Avo® Pero como xp+1

. . ' -
es algebraico sobre k((xz)) se tiene que k((x1p+1,x2,xp+1)) es

. ”~ - > » - A .
una extensién algebralca finita de k((x1p+1,x2)), luego S es

una extensidén algebraica finita de A, . Como éste ultimo es
p+1

una extensién trascendente pura de k (c.f. teorema 3.4) se ten-

dria que A, es un cuerpo de funciones algebraicas en una varia-

ble, en este caso, lo que concluiria la demostracién del teorema.

caso 2.- vp+1 no es una funcién de orden asociada a una forma

lineal

Entonces, el procesoc anterior puede ser continuado un

paso mas.

Es un hecho que el proceso anterior no puede ser conti-
nuado indefinidamente, pues, en ese cass, el crecimiento de los

6rdenes en t de las sucesivas x significaria que x, se podria

1i



escribir como
ri/r
Xp =2 Y%
i1
lo que implicaria que { xl,xz} serian formalmente dependientes

sobre k, y eso no ocurre. Asi pues, debe existir un p tal que

v_ es una funcién de orden asociada a una forma lineal, y eso

termina la demostracién del teorema al caer en el caso 1 ante-

rior.



Seccidén 6: Valoraciones discretas: funciones de orden.-

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteris-
tica arbitraria, R y K como en la seccidén anterior, v una valo-
racién de K|k discreta de rango 1, cuyo centro en R es el ideal

maximal M = (Xl’XZ)R' Sean, como siempre, K 1la compleccidén de
K respecto de v, (RG;MG) el anillo de la ampliacidén Vv de v a g.

En la seccidén anterior probamos, de forma directa,

que el cuerpo residual Av de v es un cuerpo de funciones alge-

braicas en una variable. En esta seccidén veremos que, mediante

el uso de explosiones, llegamos a:

Teorema 6.1.- El1 cuerpo residual Av de una valoracidén v de

K|k discreta de rango 1, cuyo centro en R es el ideal M, es
una extensiép trascendente pura de k, de grado de trascendencia

igual a uno.;

Antes de entrar en la demostracidon de este teorema,

probaremos, en sucesivos pasos, que dada una valoracidén v como
al principio, existen nuevas variables X'l, X'2 y un isomorfismo

g :K k((X'l,X' ) tales que:

2)
1) k((x';,x',))eck

2) v! = v o0 es una valoracidén asociada

T VIR((X LX)

a la forma lineal L‘(ul,u = v'(X'l)u + v'(X'Z)uZ.

2) 1

Nota 6.2.- Supongamos, en primer lugar, que V(Xl) = v(XZ) =r

y sea v, la valoracidén asociada a la forma lineal L(ul,uz) =

L

= r'ul + I"U.z.

Como consecuencia del teorema 2.8, y del lema de Hen-

sel, se tiene que si f(Xl,Xz)l R 0 es tal que v(f(Xl,Xz) £



# vL(f(Xl,Xz), entonces la forma inicial de f(Xl,XZ) es divi-

sible por una forma lineal del tipo X, - aX, con ate k {0}

En esta situacién, es decir, cuando v(Xl) = V(XZ) = r,

se tiene la siguiente caracterizacién de las funciones de orden:

Teorema 6.3.- v = Ve si y solo si toda forma lineal tiene valor

r, es decir, si y solo si v(aX1+bX2) = r, para todo (a,b) ekz
distinto de (0,0).

Demostracidn. -

Supongamos, en primer lugar, que VvV = Vi Como para

todo par (a,b) £ (0,0), aX, +bX

5 €S una forma de grado r respecto

de L, es v(aX1+bX2) = r.

Reciprdcamente; sea f g M\{0}irreducible. Por el lema

de Hensel se tiene que
n
f(Xl,Xz) = (aX1+bX2) + F(Xl,Xz)

con F(XI,X2)= ¢ R y de orden esérictamente mayor que n. Por el
teorema 2.8 se tiene que’
v(F);.vL(F)> r.n .
Ademas, como v((aX1+bX2)n) = r.n; es v(f) = r.n =VL(f)

con lo que queda demostrado el teorema.

Nota 6.4.- Supongamos que la valoracién v no es igual a la fun-
cidén de orden Vi Como consecuencia del teorema anterior existe

un par (a,b) skz\ (0,0) tal que v(aX1+bX2) = p>r = vL(aX1+bX2)

Si a'X1+b'X2 es otra forma lineal proporcional a 1la

forma aX +bX,, es claro que v(a'X1+b'X2) = P



En caso contrario, es decir, si la forma a'X1+b'X2
no es proporcional a aX1+bX2, entonces se verifica que su valor
es igual a r. En efecto:

Si fuese v(a'X1+b'X2)> r, se tendria que

v((aX1+bX2) - (a/a‘)(a'X1+b'X2)) >min{ v(aX1+bX2),v(a'X1+b'X2)}?

> r. Por otra parte:

v((aX1+bX2) - (a/a')(a'X1+b'X2)) = v((b—(a.b‘/a'))XZ) =r,
, ’
ya que b - (a.b'/a') #£ 0, pues las formas lineales no son pro-
porcionales.
Pof lo tanto, salvo producto por constantes, se tiene
una unica f&rma lineal cuyo valor es estrictamente mayor que
r. De ahora en adelante, siempre que nos haga falta, dicha for-

ma lineal la escribiremos en la forma XZ—aXI, con a € k\{0} ¢

- Volvamos a la situacién de partida, es decir, v una
valoracién discreta de rango 1, cuyo centro en R es M, y pon-

. gamos v(Xl)’z r v(XZ) =r

1° 2°
Para cada uno de 1los casos en que rlg Ty rf> ry,

r, = r,, vamos a describir unos procesos P-1, P-2 y P-3, respec-

tivamente, que, mas adelante, aplicaremos a nuestra valoracidn.

Dichos procesocs son:

P-1.- r,<r,.

—_— 1 2

Consideramos el anillo klIX'l,X'le, donde X', = X,,
X'2 = XZ/XI’ y sea v' = V’oG-l, siendo 0 la ampliacidén a los
cuerpos de fracciones de la inmersién de kIIXI,XZII en el anillo

kIIX'l,X' dada por la sustitucién anterior.

1
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P"Zu— I‘15I‘2.

Consideramos el anillo kllX'l,X'le, donde X', = X,,

X', = XI/XZ’ y sea v' = Voo_l, siendo 0 la ampliacién a los
cuerpos de fracciones de la inmersién de kIIXI,XZII en el anillo
kIIX'l,X'ZII dada por la sustitucién anterior.
P"'3o" I‘l = 1"2.
En este caso consideramos el anillo kIIX'l,X'le donde
) —
X 1 Xl’
P P P
1 2 s
] — - — — — =
X 9 = X2 alxl ale,;; e aSX1 5
donde a,,..,a_ e k\ {0} P;EZ, 0<p <p,<...< pS’ y sea Y' cons-—

truida como antes.

En primer lugar vamos a ver que los procesos defini-
dos anteriormente tienen sentido, y vamos a estudiar el efecto

que cada uno de ellos produce sobre la valoracidén de partida.

Lo primero que hemos de probar es la siguiente

Proposicién 6.5.- v{ X'l, X'z} son formalmente independientes

sobre k.

Demostracidén. -

La demostracién la haremos en el caso P-1, ya que

la de los otros dos casos es analoga.

Supongamos que X'1 y X'2 son formalmente dependientes

sobre k; esto implicaria la existencia de una serie irreducible

f(Zl,ZZ) € k||Zl,ZZII tal que f(X'l,X' = 0. Ademas podemos

2)

suponer que f(Zl,ZZ) es de. la forma



s s-1
f(Zl’ZZ) = Z. + bl(Zl)Z + eae + bs(Zl)

2 2

Como f(X'l,X' = 0 se tiene, haciendo la sustitucién de X'1

)
2
y X', por X, y XZ/XI’ respectivamente, que

-1
(xz/xl)S + b1(x1)(xz/x1)s ¥ oeee + b (X)) =0

y por lo tanto obtendriamos una relaciodn

s-1
2

S

Xy

s
+ bl(Xl)XIX t oeee + bS(XI)X1 = 0

de dependencia formal para X1 y X2 sobre k, en contra desépo

X1 y X2 formalmente independientes sobre k.

Eékclaro que, en los tres casos, el k-homomorfismo
o :k||X1,X2!h > kIIX'l,X'zll dado por las sustituciones G(X1)=
X'y U(Xz) =AX'2 es una inmersién y que k]IX'l,X'ZII C Rg. Si

denotamos tambien por ¢ la ampliacién de dicha inmersidn a

‘sus cuerpos de fracciones, se tiene que ¢ es un isomorfismo

s -1 a
y que se verifica que v' = voeog = v , , .
(X' ,,X",))

Estudiaremos ahora, como apuntamos anteriormente,
la relacién que existe entre la valoracién v y la valoracién

v'!' obtenida. Se verifica que:

Proposicién 6.6.- Sea v' la valoracidén obtenida a partir de

v aplicando P-1. Entonces se verifica que v es la valoracién

asociada a 1la forma lineal L(ul,uz) = rju, + ryu, siy solo
si v' es la wvaloracién asociada a la forma 1lineal L'(ul,uz)

= ryu; o+ (rz—rl)uz.

Demostracidn. -

Basta probar la proposicién para las restricciones
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de v y v'! a los cuerpos k((Xl))(XZ) y k((X'l))(X'Z), respecti-

vamente.

Supongamos que v es la valoracidén asociada a la forma

lineal L(ul,uz) = Tyu +rou, vy consideremos un elemento no nulo

de kllX'IIIIX'ZI, que lo escribiremos de la forma

1

P'(X' X! = bO(X'l)X'g + bl(X'l)X'g_ $ eee + b (X'))

9)
y consideremos P(XI,XZ)E:kIIXIIIIXZI, tal que

X'IP'(X'I’X' = g (P(Xl’XZ))

5)

es decir, N

il m m-1 m
P(XI,XZ);_ bO(Xl)XZ + b1(X1)X1X + eee F bm(Xl)X1 .

2
Sea r = V(P(XI’XZ))' Se tiene que r > r,.m. ya que:
;(bi(XI)Xixg"i),z V(bi(xl)) + i.r1‘+ (m—-i).r‘2 > m.r,.
Sea ai el orden de bi(X), ifO,...,m; Los posibles
pares (alfaZ) tales que L(al,az) = r son:

(ao,m), (d1+1,mf1), cee (am+m,0).

Sean i il’ ces is tales que

0’
r = (ocio+10).r'1 + (m-lo).r'2 = .. = (ais+1s).r1 + (m—1s).r2.

Luego si ( %}nhi) es otro punto del diagrama de New-

ton de P(Xl’x2)’ se tiene que

r o< Bier, + (m—1).r2.



Por otro lado
m
v'(P'(X'l,X’Z)) = V(P(XI’XZ)/XI) =r - mr,

Veamos que tambien es r - mr; = vL,(P'(X'l,X'Z)).

En efecto:

r - mr, = (aij+lj)r1 + (m—lj)r'2 - mr, = aijrl + (m—1j)(r2—r1),

para todo j = 0,..,s. Ademas, si (B{,m—i) es un punto del dia-
grama de Newton de P'(X'I,X'Z) entonces ( B;+i,m—i) pertenece

al diagrama de Newton de P(XI’XZ)’ por lo tanto

r > (Sili)r + (m-i)r, = B;r

2 + (m~1)(r2—r1) + mr,

1 1

)

luego

- > i ~1 —~
r-mr, 4Bir1 + (m 1)(r'2 rl)

de donde se dedﬁce que

(P'(X'I,X'z)) = r-mr, = v'(P'(X'l,X'Z))

es decir, v' = v que es lo que queriamos probar.

El reciproco se demuestra igual.

Con unos razonamientos totalmente anidlogos a los de

la proposicidén 6.6 se demuestra la siguiente

Proposicién 6.7.- Sea v' la valoracién obtenida a partir de

v aplicando P-2. Entonces se verifica que v es la valoracién

asociada a la forma lineal L(ul,uz) = rju +rou, si oy solo>31
v! es la valoracion asociada a la forma lineal L'(ul,uz)
= (rl-rz)u1+r2u2.



Supongamos que r, = r, y que v no es la valoracién

asociada a la forma lineal L(ul,uz) = ryu +rou,. Entonces

Proposicién 6.8.- (XZ/XI) +m, es un elemento de k.

Demostracidén. -

Como v es distinta de Vi sabemos que existe una forma

lineal X2—aX1 = f(Xl,Xz) de R tal que

v(Xz—aXI) > V(Xl)
Por lo tanto

(X,/%;) + m, = ((F(X,%,)/%) v a) sm = awm, ek

Nota 6.9.- Nuestro objetivo es probar que, dada una valoracién
v de K|k discreta de rango 1, cuyo centro en R es M, tras un
niimero finito de transformaciones y sustituciones como las de-
finidas en P-1, P-2 y P-3, llegamos a una valoracién v' que

esti asociada a una forma lineal.

Es claro que podemos suponer que nuestra valoraciodn

de partida verifica que V(XI) = V(XZ) = r.(En caso de no veri-

ficarse esa condicidén, tras aplicar un nimero finito de veces

P-1 y P-2, se llegaria a una valoracién v' tal que v'(X'l) =
v'(X'Z), y que estaria asociada a una forma linea1’§i y solo

si lo estaba la de partida.)

Sea L(ul,uz) = ru,+ru, y v la valoracién asociada
a L. Supongamos, también, que v # Vy» pues en caso contrario -

no habria nada que probar.'

Como v # VL existe una.forma lineal Xz—-alX1 tal que
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- = 't - v ! =
v(X2 alxl) py> r- Sea v vlk((X’l,X'z)) con X', X1 y
X', = X,-a,X,.

Si p, no es miltiplo de r, entonces m.c.d.(pl,r)

es estrictamente menor que r, y por lo tanto aplicando los pro-
cesos P-1 y P-2 un ntmero finito de veces se llegaria a una

5))’ tal que v"(X" ) = v"(X",) < v(X))

valoracién v" = ¥

|k((xu1,xn
y verificando que v" estd asociada a una forma lineal si y solo
si v' lo estid. Entonces si v" no es una funcidén de orden, comen-
zamos el proceso con v". Por lo tanto, podemos suponer que se

tiene que P; = d;-r-

Proposicién 6.10.- En la situacién anterior, son equivalentes
las siguientes condiciones:

1 — L] —
1) v' = vis, con L (ul,uz) = ru, + qru,

q
2) V(Xz—ale—aX

11) = p,, para todo a e k.

Demostracién. -

' .9
Que 1) implica 2) es trivial, ya que v(Xz—aIXI—aX11)=

q
= v' (X', -aX!' 1) = P,
2 1 1 -

Demostremos ahora la implicacidén contraria. Como es

v'(X'z) = qr = qlv'(X'l), aplicando el proceso P-1 q1~1 veces,

llegamos a una valoracidén v' = ¥ . '
ql_l |k((x l,q _I)X Z,q __1))
1 1
tal que
v! (xt ) =r = v! (x X = X!
ql—l l,ql—l ql—l Z,ql—l)’ l,ql—l 1

1 ] 1 ql-l
X'2,q-1 7 X'/ (X))



y tal que v'q es una funcién de orden si y solo si v' 1lo

-1

1
es.
Supongamos que v'q _1 Po estd asociada a una forma
17
lineal, entonces existe una forma X! - aX! tal
2,q1—1 1,q1—1
ue v'! (x -aX! = b > de donde se deduce que
q ql_l 2,q1_1 l,ql"l) r, q
q]._l
1 1 ' . 1 -
v ((X 2/X 1 ) aX 1) b

, q
y por tanto v'(X'z—aX'll) = b + (ql—l)r, luego

. q
1 .
\T(Xz-alxl-—ax1 ) = b + (ql—l)r > qr = p,

.

en contradiccién con lo supuesto. Esto prueba la ptoposiciédn.

Supongamos que no se verifican las condiciones de
la proposicién anterior, es decir, v' no es una funcién de or-

den, y por lo tanto existe 32€]<\{0} tal que
9

v(Xy-aXy-a,X, ") = py> Py

Igual que antes, si p, no fuese mﬁlt%plo de r, enton-

ces el m.c.d.(pz,r) es estricgamente menor que r, y por tanto,

aplicando los procesos P-1, P-2 un numero finito de veces se

llegaria a una valoracién v" = ¥ " " tal que v"(X" ) =
(X", X",)) AL

= V"(X"z) <V(X1) y v" no estd asociada a una forma lineal si

no lo esta v', y comenzariamos el proceso con v'". Asi, podemos

suponer que p, = q,.r.

En general, supongamos que existen unos elementos

aj, 8595 <2+ , A E k\{3, y unos ntmeros Qy5 Qgs o+ 5 AgE Z+,

con 1<q1<q2<...<qs_1<qS tales que
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q
1
v(Xz—aIXI-—aZX1 ) q,r
) 4 As-1
v(XZ—aIXI—aZX1 -...—aSX1 ) = q.r

Entonces, en esta situacidén, se tiene:

Proposicién 6.11.- S X', = X,, X', = X,-a X, - qu- ~a xqs‘1

oposicidén 6.11.- Sean . = X o = Xy-a X -aX "-..-a X,
y v' = GIk((X' X)) Son equivalentes las siguientes condi-

R R R
ciones: f
[ } [ _ ’
1) v' = vL,,;con L (ul,uz) = ru +q_ru,.
2) v(X,-a, X.- qu xqs"1 xqs) = ra todo a de k.
g 21X 23X, -...-a X, -aX, = q_r, para to .

La demostracién de esta proposicién la omitimos pues

es igual a la demostracidén de la proposicidén anterior.
“Por dltimo llegamos al

Teorema 6.12.- Sea v una valoracién de K|k, discreta de rango

1 cuyo centro en R es M. Supongamos que V(XI) = V(XZ) = ry

que al aplicarle a v el proceso P-3 el valor de las nuevas va-
riables no decrece. Entonces, o bien v es la funcidén de orden

vy, con L(ul,uz) = r(u1+u2), o bien existen unos elementos

al;az,,..,a de k? unos numeros PP PPREL I de Z_, con q0=1

S

<q1<q2<...<qs tales que:

i q.

_ Jj-1\ _ .
a) v(X2 ] anI ) = q;r, i=l,..,s
b) Si v' = ¢ | X', = X, X', = X.-a.X - qu_l
TV ((x X)) O T T e Brg T Ty mAgT

es v' la funcidn de orden asociada a L'(ul,uz),z ru, +rq_u,.
\



Demostracidn.-

Solamente nos resta probar que el procedimiento des-

crito en las proposiciones anteriores es finito.

Supongamos que no lo fuera. Esto implicaria que exis-

te una serie

- S i-1
£(X,X,) = Xy - 557 ;%
con 1=q0< Q< qy< +eee Y tal que
q q.
1 i-1
*‘V(XZ—aIXI—aZXI - "o - aiX1 ) = q;r

\
para todo i. |

Como f(Xl,Xz) e RN{0} , se tiene que v(f(Xl,Xz)) =

= d> 0. Por otra parte, al ser {q.} . una sucesidén estric-
, i~ i20
tamente creciente, existe un i0 de Z+ tal que q; > d.
0
Sea g(Xl,XZ) = Xz—aIXI-aZX1 —...-ag X, . Es claro

0

que v(g(X.,X,)) = q. .r. Por otra parte
172 i,

VGG LX) = 8(XXp)) > v (FOXGLXy) - e(XuXp)) > regy

,

luego
VIE(X[,X5)) 2 min {v(a(X%p)), v(E(X,X,) (X, %,)) > rag > d

en contra de ser v(f(Xl,Xz)) = d.

Esto termina la demostracidén del teorema.
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Nota 6.13.- Resumiendo lo probado hasta ahora se tiene que dada
una valoracidén v discreta de rango 1, cuyo centro en R es M,

existen nuevas variables X'l, X'2 y un isomorfismo ©
- ] t é

tales que la valoracién v' = v 0 = ¥ . ' es una fun-
| k(X' ,X",))

cién de orden. El teorema 6.1 se obtiene, ahora, como consecuen-

cia de este resultado y del siguiente

Lema 6.14.- Sean F y F' dos cuerpos, { : F' - F un isomorfismo,

v una valoracidén de F, v' = v [ la correspondiente valoracién

de F'. Supongamos que existe una seccién A ': Av' + Rv' del

homomorfismo natural Rv' + A vl Entonces ¢ induce un iso-
o o ' 3

morfismo G ': Av' > Av y T A'g! 1 = A es una seccién del ho-

momorfismo natural Rv +'Av'
« v

Pemostracidn. -

Se tiene el diagrama

F' & F
)
J g
A > A
v! v
y vamos a construir en él la aplicacién ¢ '. Como Rv' = C_I(Rv),
m_, = C_l(m ) se define F
v v

C':Rv'/mv' > Rv/mv

poniendo, para cada Y!' eRv,, C'(Y'+mv,) = (Y')an. Claramente

L' es un isomorfismo entre ambos cuerpos. Si'YEZRv, es

g A yem) =z THy)em,)
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Sea ¥' = A'(;—l(y)_+ mv,); se tiene que
] vy +m_, =¢ Yy) +m
v v!
De otro lado

cag N yam ) =g ()

E(y') +m =Y +m

Bl

ya que, por |¥| es

-1
Y' -z ) em,
luego

£(y") —i;i;_l(y) = rg(y') -y e‘mv

Estb prueba el lema.

-~

Demostracién del teorema 6.1.-

Sean, como en la nota 6.13, X'1 y X'2 nuevas varia-

bles y el isomorfismo O
O (X LX) e KX Xy))
tal que la valoracidén obtenida v' = v 0 = ¥ ,’ . es
(X', ,X",))

una funcidén de orden. Por el teorema 3.4 sabemos que el cuer-

po residual Av' de v' es una extensién trascendente pura de

k de grado de trascendencia 1. Por el lema 6.14, los cuerpos

residuales de v y de v' son isomorfos; esto prueba el teorema.
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Seccién 7: Ramificacidén de valoraciones discretas de rango 1.-

Sean R = klle,lel, K = 1<((X1,X2)), donde Xl’ X2

son variables y k es un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica cero, y sea v una valoracién discreta de rango 1,

”~
cuyo centro en R es M. Sean K, Vv, R., M. como siempre. Fijemos
v \

una k-secciédn IC:AV > RQ del homomorfismo natural Rﬁ -+ Av

y un elemento 6 ¢ R0 de valor 1. Se tiene asi un k-isomorfismo

definido por

Y

_ — Ly o i

donde t es una variable. Pongamos

“oml(x,) = T aq.¢ Ui 'q»"‘(x ) - 21
17 T I3 % S RS S Y

: i < < € vees &
con los Gj} Bi no nulos, para todo i>.1, 0 rjl rjz

¥

Entonces V(Xl) =r, Y V(XZ) = Ty
: . -1 . . =
Denotemos tambien por ¢ el isomorfismo de K en
Av((t)) que se obtiene, por ampliacién a sus cuerpos de frac-

ciones, del isomorfismo ¢—1 : R, = AV||t!|.

Como v es una valoracién discreta de rango 1, sabe-
mos que el cuerpo residual Av de v es una extensidén trascen-
dente pura de k, de grado de trascendencia uno. Es decir, pode-

mos poner A = k(u), con u trascendente sobre k. Asi, pondre-

mos ¢—1 : K > k() ((t)).

Por ultimo, designaremos por -y la inmersién de K

en k(u)((t)), Yp: K > k(u)((t)), obtenida al restringir



1 A
el isomorfismo ¢ 1:K + k(u)((t)) a K.

Nota 7.1.~- Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracte-

ristica cero, u y t variables y consideremos el cuerpo k(u)((t))

Sea f(Z) ¢ k(u)((t))|Z] un polinomio de Weierstrass,

no necesariamente irreducible, y sin raices miltiples.

Como k(u) ¢ k((u)) ¢ k((u))*, donde por k{((u))* denota-
mos el cuerpo de las series de Puiseux en u, podemos conside-
rar el polinomio £(Z) como elemento de k((u))*((t))|z], que
sabemos tiene todas sus raices en el cuerpo k((u))*((t))*, es
decir, en el cuerpo de las series de Puiéeux en t con coeficien-
tes e k((u))*. Recordemos algunas propiedades que poseen dichas

raices. ;

s

El’polinomio £f(Z) e k((W))*((t))|Z]| es de Weierstrass,
por lo tanto la factor izacién sobre k((u))*((t))* se hace me-
diante polinomios de Weierstrass. Esto nos indica que una raiz

arbitraria de é1 es de la forma

P./q
_2 1
= iz1 %t

1/p ' <
con w € k((u )) N {o} s q,ris Z+, 0 ro<r,< r3< e ,‘y

m.c.d.(q,rl,rz,...) = 1. .

Sea f(z) = El(z).Ez(z)....Eh(Z) la factorizacién
de E(Z) sobre k(u)((t)), donde cada Ei(Z) es un polinomio de

Weierstrass, de la forma

Designaremos por  { Nigs Njgs +o+ ninﬂ} a las ra-
i

ices de Ei(Z) = 0, y supondremos que todas pertenecen a un cuer-
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1/p,; 1/aq
po k((u ))((t )), donde los denominadores P;, 9; se eli-

girdn minimos. Se escribiri, entonces

1/p 1/

. P :
i i
\ . & o
dQnde wikl(u ) ek((u )~ {o » P;,4q;5T € Z, ri<r,<
Nota 7.2.- Sea L una extensidén finita de K. Se trata de estu-

diar las extensiones de la valoracién v de K|k al cuerpo L.
Dedicaremos especial atencién a los calculos explicitos, que

constituyeﬁ el centro de interés de nuestro trabajo.

Sea Z gL un elemento primitivo de la extensién L
de K, es deCir, L = K(z). Eligiendo 2z e L de tal forma que sea
entero sobre'R, se tiene que el polinomio minimo de z sobre

K es

<

£(2) = 2 n-1

n .
+ al(XI’XZ)Z

F oeee + an_l(Xl,Xz)Z + an(xl’XZ)
con todos sus coeficientes en R, pues R es integramente cerra-

do. Ademas, podemos suponer que an(Xl,Xz) es una no unidad en

R. En efecto:

Si an(Xl’XZ) fuese una unidad, tomando a & k\ {0}
tal que
a™ 4+ al(O,O)an*1 ¥ oee. + an(0,0)'= 0
y considerando el elemento z' = - a, se tendria que:

a) z' es entero sobre R
b) L = K(z')
c) Si £'(Z') es el polinomio minimo de z' sobre K,

1

n n-
£'(2') = 2" + a'l(Xl,Xz)Z' + oee. + a'n(Xl,XZ)

es a'n(0,0) = 0.
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Supondremos, pues, desde un principio que an(xl’XZ)

es una no unidad en R. Por el teorema preparatorio de Weiers-

trass, ningin otro a;(Xl,Xz) puede ser una unidad en R, con

lo que f(Z) es un polinomio de Weierstrass.

Denotaremos por

s

£(z) = z" « ’:;(1(u,t)z“”1

Foeee + En_l(u,t)Z + En(u,t)
donde 7, (u,t) = a, (y(X,),¥ (X)), £(2) ek(w)((£))]Z].

" Sea f(z) = fl(Z).?Z(Z)...fh(Z)A la descomposicidn

de E(Z) en factores irreducibles en k(u)((t))|Z|, y considere-

mos, siguiendo las notaciones de la nota anterior, n . una

il

raiz de fi(Z), con i=1,..,h. Veamos que la inmersién

v K o> k(u)((t))

- -

se puede ampliar a una inmersidn
byt KG) o k@) ()
En efecto:
¢ se puede ampliar a una igmersién
Y 'K|Z] > k(u)((t))]Z]
J

definiendo para cada %ijJ e KIz|,yp' ( %.:b.ZJ) = Ed}(bj)ZJ.

Como p'(£(z)) = E(Z), la imagen mediante P! del
ideal (f(Z)) esta contenida en el ideal (Ei(Z)). Esto implica

que se puede construir un diagrama conmutativo:



- 71 -

(/2
K|z| > k(u)((t))]z]

! ’ U3

v, B,
KIZ|/(£(2)) —2 k(u) ((£))[2]/(£;(2))

donde u y B; son los homomorfismos naturales y
(= J = v ( 5T J py - = J "'.
¢i( 3 ij, +(£)) P ( 3 ij ) + (fi) 3 w(bj)Z + (fl)

Como L = K(z)=~ K|Z|/(f) bajo un isomorfismo que 1lle-

va z sobre Z + (£) y k(u)((¢))[2]/(£) = k(u)((£))(n;,) ba-
jo un isomorfismo Z + (Ei) sobre PR componiendo W; con es-

tos isomorfismos se tiene una inmersidn

by Lo kW) (ny )

-«

que hace conmutativo el siguiente diagrama:

K e ¥ | k(uw)((£))

]

L et k)((8)) ()

donde las flechas verticales son las inclusiones naturales,

es decir, wi prolonga a VY. Ademias, wi(z) =n

il

1/ /q

, p. 1
Sea v'i la valoracién candnica de k((u )t )

1/p; |
sobre k((u YY), es decir, aquella cuyo anillo es

1/p. 1/q.
kK((u *NIle  *IT.

Esta valoracién hace corresponder a cada elemento
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1/p. 1/q.
de k((u l))((t l)) su orden fraccionario en t. Consideran-

1/p. 1/q. »
do a ¢, como una inmersién de L en k((u )){(t ) y com-

poniendola con v'i, se tiene una aplicacidn
vi:L\{O} > Z.(l/qi)
que es una valoracién de L|k discreta de rango 1.

Veamos que esta valoracién v, es una ampliacidén de

v a L. En efecto:

Sea é(x1’xz) € k||X1,X2I| N {0} . Queremos probar

que v(g(Xl,Xz)) = vi(g(Xl,Xz)). Ahora bien,

|
5
\

v(g(X,,X,)) = v, 0 (&(X,,%,))) = v (¥ (g(X;,X,)))

- v (8(X,X,))) = v, (g(X,X,)),

donde> vt es la funcidén de orden en t usual.

Asi v, es una ampliacién de v a L, que se realiza

asi:

. - n-1
Si y eL, y= YO(XI,X2)+YI(X1,X2}Z +...+yn_1(X1,X2)z

€es

Vi) = v Oy g@ X)) (X)) + v (X)) (X)0n, ;) + v

e Y (X)L (X)) D)

Lo que trataremos probar ahora es que de esta manera

obtenemos todas las ampliaciones de v a L.



Nota 7.3.- Al comienzo de la seccién fijabamos una k-seccidn

kK A, = R9 del homomorfismo natural RO > A‘v’ y un ele-
mento 6 € RG de valor uno. Es claro que dicho elemento 8 de

valor uno lo podemos elegir de tal forma que 6 € K. La razén
de elegirlo de esta manera radica en que, si 6 € K, entonces

se tiene que
k(w)lt] ¢ Pp(K).

Esta propiedad la usaremos en lo sucesivo.

Una vez puesto de manifiesto este hecho, volvamos
al problema que teniamos planteado, es decir, el problema de
probar que las valoraciones que hemos construido son todas las

ampliaciones posibles. En primer lugar se tiene el siguiente

Teorema *7.4.- Sean i,j dos enteros distintos, 1< i,j< h. Se-

tiene que si vy = vj, entonces njp Y n 41 son.conjugados’so—

bre k{u)((t)).

Demostracién.-

Haremos la demostracién por reduccién al absurdo.(En
la demostracién usaremos razonamientos tipo Puiseux que pueden

encontrarse en |16]).

Supongamos = que n;y ¥ njl no son conjugadas sobre

k(u)((t)). Entonces existirad un entero positivo b tal que

no sean conjugadas sobre k(u)((t)). Elegimos b minimo siguien-

do la condicién de que n'il y ntjl no sean conjugadas.



Sea P(Z) € k(u)((t))|Z]| el polinomio minimo de n'il

sobre k(u)((t)). Es claro que el grado m de P(Z) es menor es-

trictamente que n, ya que, al no ser UFRER AL conjugados sobre

j1

k(u)((t)), el polinomio minimo de n, (y por tanto el polinomio

1
minimo de ”'11) es de grado estrictamente menor que n.

De otro lado, de la forma de n';y; se deduce que P(Z)

1
pertenece a k(u)|t||[Z]|, luego, por la nota 7.3, existe un poli-
nomio P(Z)€ K|Z| tal que P'(P(Z)) = P(Z).

t ; [ [} 1 T -
Sean n.i _{n i1? N'igge +++ oM ilm} los conju
gados de n‘ii sobre k(u)((t)), y escribamos
g — %1
x _ S,
; P(Z) CJI (z L ilc)

Se tiene que F(nil) y-?(njl) no pueden ser los dos

iguales a cero, pues nj; ¥ no son conjugados. Supongamos

Nj1
que ambos son no nulos, pues, en caso contrario, el resultado
es trivial.

Consideremos dos casos:

1) b

il

1. -

En este caso, para todo c=1,...,m , es

- = min 3
vt(njl n ilc) = min {Sl/qj’ rl/qi} .
De otro lado

volnjp - n'yy) 3 ry/a;

mientras que

-t =
vilniy = n'ire) ry/ag



para todo c¢=2,..,m. Esto prueba que
- < -

y por tanto v, A vy

2) b>1.
Sea m' el grado del polinomio minimo de
b-1
2 ri/a;
w, t
1=1 i1l
y sea m" = m/m'. Los factores lineales que aparecen en la des-

composicién,deyﬁ(Z) se pueden dividir en m' grupos, cada grupo

conteniendo m" polinomios Z - ', ue tengan iguales las
; 1 p N jilc 1

sumas de los b-1 primeros sumandos.

Sea Rl(Z). el producto de los polinomios del grupo

que tenga la suma de los b-1 primeros términos igual a
b-1

s .
o SV
=1 j11
y sea RZ(Z) el correspondiente a

b-1

r./q.
Z w. tl 1
1=1 i1l ‘
Entonces
— 1 : h!
vt(Rl(njl)) = m".min {Sb/qj’ rb/qi}
y

Ve (Ry(ng 1)) 2 vy /a; + (m"-1).r /q;.

Sea C el conjunto de los productos de los términos
correspondientes a cada grupo. C tiene m' elementos, y cada

uno de ellos es un polinomio de’ grado m". Entonces es claro

A
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que existe una biyeccidén de C \ RI(Z) sobre C \ RZ(Z) tal que

los términos correspondientes QI(Z) y QZ(Z) verifiquen que

Vt(Ql(”jl) = Vt(Qz(rkl))’

Esto prueba que Vt(P(”jl)) < véP(nil)) v, por»tanto, A # Vj'

Esto concluye la demostracidén del teorema.

Como consecuencia de este teorema, se tiene que si

N> MNgs +++ 5 Ny Son, respectivamente, raice§ de los factores

irreducibles EI(Z),..,?h(Z) de f(Z) sobre k(u)((t)), entonces

las valoraciones - asociadas v v v, son ampliaciones

1° 23 e h

de v al, y todas distintas.
\
El siguiente paso es probar que no existen mas amplia-
ciones de v a L que las anteriores. Para ello trataremos de

calcular el indice de ramificacién y el grado relativo de A

respecto de v, i=1,...,h, y aplicar la férmula de ramificacidn

de valoraciones.

Estudiaremos una valoracidén en concreto, por ejemplo

v pues el estudio de las demis es igual a este caso. Conside-

1’

ramos N, una raiz de EI(Z) = 0, como serie de Puiseux en la

variable t con coeficientes algebraicos sobre k(u). Sean Py

1/p, 1/q,
q, los enteros minimos tales que n, € k((u )) ((t- )), ¥

escribiremos

1/p, r./q
(u 71)t 179

M1 =151 %11

”

1/py 1/p,
con wll(u ) € k((u y)yN{o} .



Teorema 7.5.- E1 indice de ramificacién de v, es q;.

Demostracidn. -

Por la forma como se ha construido la valoracidn Vi

es claro que vl(L‘\{O} )C.Z.(l/ql).

Si probamos que existe un elemento w e L tal que

vl(w) = l/ql, se tendria el resultado, pues eso implicaria que

z.(1/q;) c v (LN0}).

Sea w, =z ; entonces Vl(wl) = rl/ql. Sea b >1 un

entero y supongamos probar que, para todo 1, 1 <1 b, existe
un elemento &ie L tal que vl(wl) = rl/ql.

{

Y

Consideremos el elemento

que es algebraico sobre k(u)((t)). Sea P(Z) el polinomio minimo

‘de n'l sobre k(u)((t)). Por la forma de n'l, se deduce que P(2)e

£ k(u)ltllzl, por lo tanto existe P(Z)e K|Z| tal que y'(P(Z)) =
- P(2). ’

Sea w'p , = P(z) e L y vamos a estudiar el valor de

» 1]
Wiper POT Vg

' 1 - 1 ' :
Sean {n 11 = N'y> Nygs =++ 5 N lc} los conjugados
o ,

diferentes de n'l sobre k(u)((t)), y pogamos E(Z) = g:E(Z—n'li).

Entonces
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y, en esta situacibén se tiene que
! _ ' -
D velng - n'y) = ry /9y

2) para todo i=2,...,c, \)t(n1 - n'li) es de la forma rli/ql,

con 1 £1.£5 b.
i

Por tanto se tiene que

C

pe1) = (Ppop * ZE: ry )/a

v, (W
1 i-2 i
C

Consideremos el elemento 1 l wy € L. Entonces, si
. . i=2 i
ponemos i

j c
_— 1 -~
Wper = ©'pey/ T T 0y del
i=2 i
]
se tiene que
A c

. C C
Vilwy ) = vilety ) - V1(I:£ m1i) = (Pb+1+g;% rli)‘ééi(rli/q1)=

= rbf1/91‘

Esto prueba que, para todo 1l» 1, existe un elemento

Wy ¢L tal que vl(“ﬁ) = rl/ql.

. Sea b ¢ Z tal que m.c.d.(ql,ri,...,rb) = 1, y sean
Oy s € Z tales que a :

a1?"” o AT e 0, T = 1.

b 0917%*1 7 b

Consideremos el elemento
b a
o= 00TT u,ter
1=1

(recuerdese que estamos considerando §e K).
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Entonces

=

ao b al b
vilw) = v, (8 7 + %;1 vilep ) =ag + %;i ay(ry/ay) = t/ay

con lo que queda probado el teorema.

Sea Ve la funcidén de orden en t sobre k(u)((t)), y

denotemos, también, por vy la restriccién de la valoracién

1/p 1/

’ 1/q p
canénica de k((u 1))((t 1)) sobre k((u 1)) al’ cuerpo

k(u)((t))(nl). Es claro que v', amplia a Vv_ a k(u)((t))(nl).

1 t

Como en el teorema anterior se ha probado la existencia de un

elemento ¢ € L tal que v, (w) = l/ql, es claro que el indice de

ramificaciénzde v', respecto de v, es q;, ya que v'l(wl(w)) =

= v () = 1/aq,.

1 respecto de V- Se

Sea e, el grado relativo de v!

tiene la siguiente:

Proposicién.- v' 6 es la lnica ampliacién de v_ a k(u)((t))(n,).
En particular, q-€; = 0.
Demostracidn.- o

Sabemos que k(u)((t)) es completo y que k(uw)((t)){H 1)

es una extensidén finita de k(u)((t)). Por lo tanto, existe a

lo mds una ampliacién de v, a k(u)((t))(nl). (Vease |30]|). Co-

a k(u)((£))(n,)

es una ampliacién de vy

mo hemos probado que v’ t

1

se tiene que v'1 es la unica.

La segunda afirmacidén es consecuencia inmediata de
la primera y de la férmula de la ramificacidén de valoraciones,

(Vease |37]).



Hemos probado ya que los indices de ramificacidén de

v'1 y v, sobre Ve Y Vs respectivamente, coinciden y son igua-

1

les a q- Veamos que esto es cierto, también, para los grados

relativos, es decir,

Proposicién 7.7.- El1 grado relativo de v, respecto de v es igual

1

al grado relativo de v'

1 respecto de Vg -

Demostracién. -

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

K ! k(u) ((£))
L k(u) ((£)) (n,)

- : - - -
y sea K = y(K). Se tiene que wl(L) = K(nl) y que |K(n1):K| =

= |L:K} = n. Sea v' = vt o= v y denotemos por

— ! —
Ve K 11K(n,)

(R",m") , (R',,m,) los anillos de valoracién de v" y v' res-
1 1

1’
pectivamente, y sean A” = R"/m", A'l = R'I/M'1 los cuerpos re-
siduales. Se trata de calcular el grado relativo de v" respecto

de v'. -

Como v" = es claro que v" hace correspon-

1 —
Y 11K( )’
der a cada elemento de E(nl) su orden (fraccionario) como se-

rie en t. Esto significa que v! es una ampliacidén de v" al

1
cuerpo k(u)((t))(nl), y por tanto el cuerpo residual A" de v"

se puede identificar a un subcuerpo del de v! Esta identi-

1°

ficacidén se hace como sigue:

Como R" C R'1 y m'ln R" = p", se tiene una inmersidn

5



"o 11 " L - L] !
A" = R"/m ——> A 17 R 1/m 1
que a la clase del elemento Z €¢ R" 1le hace ccrresponder { + m'l.

Basta entonces, para demostrar la proposicién, pro-

bar que, dado un elemento Ce¢ lq existe un elemento T ' € RY

tal que T+ m'l =z' + m'l.
Sea pues [ € R'l, y pongamos

- N . _ 1
g = Co(u,t) + Cl(u,t)n1 ¥ oees +C n_l(u,th ?

con ¢ . (u,t) e k(u)((t)), i=0,.., n-1.

Observemos que las series ;j(u,t) pueden tener orden
negativo en t, pero ny siempre tiene orden positivo. Ademés,

un término cualquiera de la expresidén anterior, por ejemplo,

. A : 1/q
' j(u,t)n‘}, no es mids que el producto de dos series en t b

»
Por lo tanto, si nos interesan sé6lo los términos de este pro-
ducto de un grado inferior o igual a uno determinado (cero en
nuestro caso), los coeficientes de esos términos no dependen

sino de los coeficientes de ;j(u,t) hasta un grado fijo. Es-
to quiere decir que existe un entero sj tal ﬁue, si denotamos
por ;'j(u,t) a la suma de los sj primeros términos de gj(u,t),

entonces los coeficientes de gj(u,t)nl hasta el grado cero son,

exactamente los mismos que los de ;'j(u,t)nJ hasta el grado

1
cero. Pongamos

- . ) _1
g' = C'o(u,t) + C'l(u’t)nl T o # C'n_l(u’t)nrll

_ 1/q
Entonces ', considerada como serie en t , tiene

exactamente los mismos coeficientes que r hasta el grado cero.
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Por tanto, los coeficientes de los posibles términos de C' de
grado negativo son nulos y el coeficiente dcl término de grado

cero de ' es el mismo que el de 7 . Asi pues

g+m' =g+ m

1 1

Como 1los ;'i(u,t) son funciones racionales de t con
coeficientes en k(u), es decir, C'i(u,t) e k(u)(t), se tiene-
que ;'i(u,t) e K, i=0,..,n-1. Luego ' ¢ K(nl)’ lo que prueba

la proposicién.

Como lo hecho para v, es valido para cualquier amplia-

1
cién Vi i=1,...,h, de v a L,‘llegamos al siguiente
Teorema 7.8.- Sea L una extensién finita de K, L = K(z), £(z)

el polinomio minimo de z sobre K, f(z) = w'(f(Z))e k(u)((t))]z].
Entonces existen tantas ampliaciones de v a L como factores
irreducibles tenga el polinomio f(Z) sobre k(u)((t)). Ademas,

dichas ampliaciones se realizan de la siguiente manera:
Sea f(Z) = fl(Z)....fh(Z) la descomposicién de f(Z)

en polinomios ménicos irreducibles sobre k(u)((t)), y, para

1/p. 1/q. .
cada i=1,..,h, sea n; ek((u M))((t *)) una raiz de f£,(2),

y consideramos la inmersidn s

b :L=K(2) k(u) ((£)) (n;)

determinada anteriormente.

Entonces v, = v'i by i=1,...,h, son todas las amplia-

ciones de v a L.

Demostracién.-

Sabemos que ViseeesVy son ampliaciones de v a L, y

que todas son distintas. Resta probar que son las Gnicas.
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Sea q; el indice de ramificacidn de v, respecto de
v, e el grado relativo. Hemos probado que q;-€; = ny, i=1,..,h. .

Por consiguiente, se tiene que
ql'?l + Qpe€y + o eeo ¥ Qpe€p = DM+ N, oo+ oDy o= |L:K|] = n.

Este hecho, junto con la férmula general de ramifica-

cién de valoraciones indica que VisesosVy son todas las am- ~

pliaciones posibles de v a L.
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Seccién 8: Unos anillos especiales.-

Vamos, enr esta seccidén, a efectuar unas construcciones

algebraicas un poco complicadas.

Nota §.1.- Sea R un dominio de integridad, u una variable, Qo

el conjunto de los numeros racionales no negativos; para cada

Y € QO se pondra RY = R. Sea R (R) el subconjunto de 1] Iy
. Ye Q
0

definido por

R(R) = {(a)

| a_=0, VYTZQd\{una sucesidén monétona crecien-

v egy '3y

te divergentel}

Para operar facilmente con R (R) conviene cambiar un

‘poco la notacidn. Se pondra R(R,u) = R(R) y se escribira
_ - Y ;
(aY) Ye 9, = au ., p?r‘a todo (ay) ye Qo eR (R)

Ye Qo

Se considerard la inmersidén canénica R » R(R,u) que

a cada ag R le hace corfesponder s a,uy‘ con a_ = 0, para
Ye Q4

todo y# 0, a, = a, y se identifica, mediante ella, a R con su

0
imagen en R(R,u). ' &
Naturalmente, R(R,u) hereda la estructura de grupo abe-
liano de R (respecto de +); vamos a definir una multiplicacién
que le dote de estructura de anillo. Si w,w'€ R(R,u), W=F aruy
YeE Qo
Y

a% u' , se pondré

w! ='2
ve 9

y
Il w.w == (" agal)u .
YEQO G'JSIE:QO

§+8'=vy

-

Vamos a ver que la expresién [1]| tiene sentido. En efecto, fijado



- 85 -

Y€Q0, el numero de posibles sumandos distintos de cero en

LB - —

atal,
G’G'EQO § 8
§+8'=y

es finito, pues las §(resp. §') para las que a (resp. a!, ) es

)
distinto de cero forman una sucesidn mondétona creciente divergen-
te, a lo mds. Asi, para 8¢y , 86lo hay un nimero finito de as dis

tintos de cero. Esto da sentido a la expresién "|2]|. Resta por

probar que y.w' e R(R,u), es decir, que la familia

(§ acal, )
‘5’6'590 86 YEQO

§+8'=v
es cero fuera de una sucesién mondétona creciente divergente. Pa-
ra ello basta ver que, para todo entero N 3 0, la familia ante-
rior, cuando y ¢ N, tiene a lo mds un nimero finito de sumandos

distintos de cero. Pero como los conjuntos

P1={5EQO l(S\<N) 36?40}

-y
"

2 = 180y | &' N, af 403

e

son finitos, y como

S e

' = {y €Q, | YS'N, S a.al }eT + T
Y 6§76 1 2

: §+8'=y
5,6 ¢ 2
es T finito. Con esto probamos que la definicidén de producto
de dos elementos de R(R,u) tiene sentido. Ya es facil comprobar
que se tiene sobre R(R,u) una estructura de anillo conmutativo

con elemento unidad, para el cual la inmersién candnica R+ R(R,u)

es un homomorfismo de anillos.

Proposicidén §.2.- Sea ¢ = S au’ e R(R,u); las condiciones
Y €0
0

siguientes son equivalentes:



8.2.1.- ® es una unidad en R (R,u).

8.2.2.- a, eé una unidad en R.
Demostracidn.-
R y 1 - y
Si w " =3 hou es 1=0w =y (22— ab ,Ju,
) 'YEIQO YEQO(S}G'E QO § 8
§+8 "=y
de donde aob0 = 1, luego a, es una unidad en R.

Probaremos ahora el reciproco. A partir de ahora, para

cada y = E a u se pondr'é
YyeoQ Y
0

r W) -{yeQ, | a # 0k

Tomamos el w del enunciado y notemos que la hipdétesis
implica, en particular, que '(w) # @ pues 0 eI'(w). Sea I'' el con-
junto de todas las sumas finitas de elementos de T(w). Si T(w) =
={ 0} ,entonces "' ={ 0} , pero siT (w) contiene a un elemento
distinto de cero, entonces I'' es una sucesién mon6tona creciente
divergente. Supongamos que estamos en el caso no Efivial en que

T(w) # {0} y sea T' ={ Y0=05Y{sYp5 - } , ordenado en orden cre-
ciente. Designemos por {bY Yis 0, a la solucién del sistema esca-
lonado infinito de ecuacicfies lineales siguienﬁe

/
3

aob + a 7 b + .4 + & b + a b - 0

Yi Yi7Yi-1 Yi-1 Yi™Y1 "1 Yi Yo T

y pongamos ' = Y b uY con bY = 0 para todo y ¢Ir'' vy es y=y;,
Y€ Qo .

iy 0, ‘entonces el coeficiente bY del término correspondiente en

w' es el bY calculado antes. Se trata de probar que w w' = 1.
i
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Se tiene que

N Y
w g =5 (gd aabs,)u-Y =5 cyu .
‘ot
yeg, &3 eq, YEQ,
§+48'=v
Desde 1luego Cy = 1. Fijemos YEZQQ’ vy # 0. Supongamos, primero,

que vy ¢F' y sean §, 8'e QO tales que §+8' =y . Si § el (w) entonces

§'¢ R', luego by, = 0y asi agbg, = 0. Sié ¢T (w) es ag = 0, lue-

go a 0. Esto prueba que QY = 0 para y ¢ T''. Supongamos aho-

§Ps

ra que yel' y sea vy = Yo i >0, entonces

c = a,b + a b + . +-a b + a., b =0
- - Y
:YJ_ 0 Yl Yi Yl 1 Yi Yl Yl Y1 Yl 0
Esto prueba que y @' = 1, y la proposicidn.
Proposicién 8.3.- Si R es un anillo local, entonces R(R,u) 1lo

es también. Sin embargo, R (R,u) no es noetheriano aun cuando R

lo sea.

Demostracidén.- ‘ .

A los elementos de R (R,u) les llamaremos series (gene-

ralizadas) en la variable u con coeficientes en R. Dadow ¢R (R,u)

distinto de cero, w =% __ __ a JY, se llamarid orden de w , y se
designard por v(w), al nimero racional Vv (w) = min F(w). Si w=

= 0, se pondrd Ww) =« . Seanw ,w' € R(R,u); es facil comprobar

que se verifica

viww') = viw) + viw')

viw+tw')> min{ Ww), w') } .

Si 0 4w =5—— aul y Yo = v(w), entonces a aY se le llama

v el 0
el coeficiente inicial de y . Dicho esto, como R es un dominio
de integridad, R(R,u) también lo es, y el coeficiente inicial

de ww' es el producto de los coeficientes iniciales de w y de '

Dicho esto, la proposicién no es dificil de probar.



Sea M el ideal maximal de R y M' ={ g ¢ R(R,u) | viw)>0} ; es
claro que M' es un ideal de R(R,u). Sea M= MR(R,u) + M'; enton-
ces se tiene que M es, justamente, el conjunto de las no unidades

de R(R,u), luego R(R,u) es local.

Para ver que R(R,u) no es noetheriano basta un ejemplo.
Supongamos que R = k es un cuerpo; entonces M = M'. Vamos a ver

que M no estd finitamente generado. Como para todo w € R (R,u),

w# 0, es W = uV(w)w', donde ' es una unidad, .si M estuviese

finitamente generado, existiria un conjunto finito de numeros

Y1 Y

racionales positivos {yl,..,yn } tal que M = (u ",..,u ny

. Sea
P €Z+ tal que PY; € Z+ para todo i=1,..,n, y sea q €Z+, qQq> p-.

. 1 ) . .
Se tiene que u /qs M y vamos a ver que no puede ser combinacidn

Y
lineal de u 1,..,u ™. E1 hecho de que g p significa que, ponien-

do vy, = a./p, es (1/q) <(1/p) g (a./p) = v..
i i 7 » i i

De otro lado, como para todo sz:R(R,u) es v(wiu ) >Y;

. Y3 L 1/q
sera wi u 7) > min {yyoevy,t > 1/q. Esto p{ueba que u

e
M
[y

M

no pertenece a (u ~,..,u °) y que R(R,u) no es noetheriano. Asi

concluye la demostracién de la proposicidn. Y

!
Nota g.4.- El1 anillo R(R,u) lo utilizaremos en dos casos princi-
palmente: cuando R = k, donde k es un cuefpo algebraicamente ce-
rrado de caracteristica cero, y cuando R = k||t|]|, el anillo de
series en la variable t con coeficientes en k. Vamos a definir

en ambos casos, unas topologias sobre R(R,u).

Supongamos primero que R = k, como antes, y para cada

.

Y e QO sea

FY ={we (k,u) | vw)>vy}.

Es evidente que F es un ideal de R(k,u) y que la familia {FY}

cuando y g QO es una filtracidn, pues

y F.2F . Vy'2Yy

FyrFyre Fyey v2 Ty
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Ademias,
=t () R o= (@
Y € Q4
A esta filtracidén hay asociada una topologia T sobre p(k,u),
que le dota de una estructura de anillo topoldgico. Dicha topo-

logia es Hausdorff en virtud de |¥*].

Supongamos ahora que R = kl|t||; cada elemento ¢ de&

R(k||tl|l|,u) serd escrito, usualmente, en la forma

W o= > tauY

(a>y) e ZyxQ,

a(d. "Y)

y se pondra v'(w) = min{a+y | (a,y)e ZyxQy s RS £ 0} , lla-
. 2
mando a V' (w) el orden total de w. La expresidn

; 2(a )ta u’
a+y=v'(w) 2l
. 0
a(a,y)7£
se llamarid la forma inicial total de w . Siw,w'eR(k|]t]]|,u) es
»
vi(we') = vV(w) + v'(').
v'(w+tw')z min{ v {w),v'(w')}
y si wy w' son distintos de cero, entonces la forma inicial de

w w' es el producto de las formas iniciales de w y w'.

Sea, en este caso, para cada y g0,
F'Y ={weRkllt]l],u) | vy} .

Como antes {F"} es una filtracién de R(k|]|t]|]|,u) que ve-
Y veQ

rifica |%*|. La topologia T' determinada por ella sobre el ani-
1lo R(kl|t|!,u) (que es compatible con la estructura de anillo)

es Hausdorff. En ambos casos se tiene:

Proposicién 8.5.- Los anillo R(k,u), R(k||t|],u) son completos

para las topologias definidas.



Demostracidn. -

Comencemos con.el caso de R(k,u}. Sea {wn } n > unad
‘d

sucesién de Cauchy de elementos de R (k,u) y vamos a construir

Y

su limite. Pongamos w_ = § Ay ; se trata de construir un
Y € QO
w =S au’ tal que w = limw . :
Y € Qo Y _ , n» © _

Tomemos un Yy € 0, fijo; existe n(y+1) €Z _ tal que para

todo n,m >n(y+1) es wo - meF Esto significa que, para todo

v+1°
! — . : — =
Y'< yv+1 es an‘y' = am’y" en particular, a . = amy. Pongamos a,Y
= ny = am,Y en estas circunstancias. Es evidente, a partir de

la construccidén de a y del hecho de que las w estén en R(k,u),

que el numero de las aY distintas de cero para vy £ N, N dado,

es finito. Asi pues, w=5__""" a uYe R (k,u) y, claramente es
Y £ Qo
w = lim w
n o

-

.
Vamos a estudiar el caso de R(kl|t]],u). Sea{mn}n 51

una sucesidén de Cauchy de elementos de R(kllt]l],u) y vamos a

construir su limite. Pongamos w, = 2 aEZ)Y)
2

(asy) € ZOXQS)

2 uY ;sectra

€uY tal que w = limwn.

(a,v) n > o

ta de construir gy = 2 a

g

Para vy er fijo, pongamos a‘(Yn) =Y a(n) & , a_=y a

(a,v) Y (a,v)
ano ano

Tomemos a €2y, ¥ € N fijos; existe nl +y+1) ez, tal

que para todo n,m » n(g+y+1) es w n “@nEF Esto significa

a+y+1”
- que, para todo o' gZo, ¥Y'e QO tales que a'+y' <a+y+l es a(Z?,Y,)=
(m) ' . (n) (m) ‘
= a(a,’Y,) ; en particular a( ) = a(a,y)' Pongamos A y)

(n) __(m)

a; = a en las anteriores circunstancias. Es evidente,
la Y ) (a :'Y)



a partir de la construccién de a y del hecho de que las w:
‘ . ( ) n

: G s
estan en R(k||t]|,u), que el nimero de 1a9'aY distintas de cero
para Yy £ N, N dado, es finito. Asi pues, ® =% aYuYEZR(klltII,u)
Y €@

y, claramente, y = 1im(ﬂn. Esto prueba la proposicién.
7 1} >co E

" Nota 8.6.- Sea ahora k un cuerpo arbitrario y consideremos el
anillo R (k||t]||,u); es evidente que R(k||t]||,u)2k]|t,ul]. Sean

Wi Wos e wrg;R(klltll,u) no unidades distintas de cero; se tie-

ne que V'(wi): p;>0, i=1,2,..r. Sean XiseesX variables; vamos

a ver que existe un tnico k-homomorfismo y de kIle,..,XP!I en
R(k||tl],u) tal que ¢(Xi) =Wy, lgigr.
Consideremos la forma lineal L':Z0 -> QO dada por
L' = pYy +* -+ + pou.. Esta forma induce sobre kIIXI,..,XPII la
la filt 16 dond = {fek||X,,.:,X v(if)z r
a filtracién {Ay}_Y EQO onde AY {fek]l ERRE rll | v(f) }
"habiendo puesto, para fE;kIIXl,..,Xrll = k]IX|l, £ £ 0,
il 1r " |
£ =3 b, . X, t...x. T,
(i,,..,i)ezt *p-+ipl r
1? ’r 0 ;"
1Y
»
_ . ' - . ’7'
v(f) = min {L (11""1r) | bil"ip'¥ 0} .

Nétese, a ese respecto, que, para un v fijo, es finito el conjun-

. . ,T . .
to CY = { (11""1r) e, | L'(li,..,lr) < v}. Paray gQO se de-

signari por f a la suma de todos los términos distintos de cero
Y
de f, tales que L'(il""ir) =y . Es evidente que fY # 0 fuera
de una sucesidén mondétona creciente divergente.
 Para cada entero n>» 0 se pondra
CAED S— ﬁy(wl"'ﬂ)r);
Y €9,
Yy<&n

vamos a probar que {On}n> o €S una sucesidén de Cauchy de elemen-
Cd



tos de R(k|[t|]|,u). Sea dado p¢ Qy; Para todo n> m> p, es

n m

c -0 = (= fy(‘wl,..,wr)) - (O fy(wl""wr) =

YeQ Yye@
Y< n0 Y Slno
= £ (w .00 ),
Y EQo3m<Y\<n vl T

luego \)'(’cn—gm)z min {V'r(fy(wl,..,wr))} > m>p , por lo tanto
m<ygn .

[e} -0 I F' . Sea o= ]_img .
n oom o] N> n . .
Se define la aplicacién ¢ :k|[X]] - R(kllt!l],u) po-

niendo, para cada f ek||X|| como antes,

b - lin S £ g, )

n oy €Q0>Y$n
Es evidente que ¥ es un homomorfismo de anillos tal quexp(Xi) =

= wi, 1 £i<r. La unicidad de { es tambien clara por argumentos

de continuidad.

’ . L . .
- Nota 8.7.- Sea, como en la nota anterior, k un cuerpo arbitrario,

y consideremos el anillo R (k,u). Sean,wi,..,wrE R (k,u) no‘uni—

dades distintas de cero. Se tiene que v(wi)'é p.>0, 1 gigr.
R 1 A

Sean Xl""xr variables. Como antes, existe un tUnico k-homomorfis

mo y :k|[X]|] 5 R (k,u) tal que ¢(Xi) = Wy l1<igr. La cons-
truccién de ¢ es andloga a la de la nota anterior, por la cual

la omitimos.

Esta situacién admite una generalizacién bien ficil
de construir. Sea k' otro cuerpo, ¢ :k'> k una inyeccién. Existe

una ampliacién ¢:k'|[X]|| » R(k,u) de o tal que w(Xi) =W,

1 i gr. La construccidén, repetimos, es anidloga a las anteriores.

Recordemos que en 8.2 se introdujo la notacidén siguien-

te. Si R es un anilloy w=Y aYuYg:R(R,u), se pondra
R

r(w) = {Y’EQO i a, £ 0}.



Definicién 8.8.- Sea R un anillo arbitrario. Un elemento w de -

R(R,u) se llama una serie de Puiseux si, o bienT(w) = #, o bien
existe n gZ+ tal que n.T(w) c Z0 (es decir, si los exponentes de

u en la expresién de w pueden ser reducidos a comin denominador).

Teorema 8.9.- Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica cero, w € R (K,u) una no unidad distinta de cero. Las
condiciones siguientes son equivalentes:
8.9.1.- w es una serie de Puiseux.
8.9.2.- w es entero sobre K||ul].

8.9.3.- w es algebraico sobre K((u)).

Demostracidn.-
8.9.1.-. 8.9.2.- Si w es una serie de Puiseux y se escribe
ri/n
= < < € e e e
w S. a  u > a, € KN\{ 0}, r, €Z+, ro<ry<r,<. ,
iz 0 i i :

y n es el minimo denominador de los exponentes de w . Se sabe por

teoria elemental de curvas que, si {¢ =1,€2,..,€n} son las rai-

1
ces n-ésimas de la unidad en K, los conjugados de w sobre K((u))

son {wl,wz,..,wn} con v

{; n
Asi, escribiendo Zn+d1(u)Zn-1+..+dn_1(u)Z+dn(U) =TT (Z—mj)
j=1

las relaciones de Cardano prueban que -v(dl(u)); lro/n> 0, luego

w es entero sobre K||ull.

8.0.2.- 8.9.3.- Es evidente.
8.9.3.- 8.9.1.- Sea d‘o(u)z“+d1(u)z“'1+..+dnf1(u)2+dn(u) -0

una ecuacién irreducible satisfecha por w sobre K((u)), con los
di(u)g K|lul]l, 0 gign. Por el teorema de Puiseux, todas las rai-
ces de la ecuacidén anterior son series de Puiseux. Luego, en par-

ticular, w lo es. Esto prueba el teorema.
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Seccidén 9 : Existencia de valoraciones de 1(((X1,..,Xn)),n > 2,de

de dimensidén menor que n-1. El1 ejemplo bisico.-

En esta seccién vamos a desarrollar un ejemplo importan
te. Tomemos como cuerpo base el cuerpo complejo C y sean t,u va-

riables. Consideremos el anillo R(C||t|]|,u), y sean XI’XZ’X3 nue-

vas variables. Sea 7 :C||X1,X X - gr(cllt|},u) el C-homo-

2 %511

morfimo definido por las sustituciones ' -

2i i i
(X)) = t, (X)) = ut?, (X)) =T uf3 +1)/37.3
1 2 3 —
i1
Proposicién 9.1.- ¢ es inyectivo.
Demostracidén.-

Se hara por reduccién al absurdo. Supongamos que ¢ no

es inyectivo, y sea f una no unidad irreducible tal que ¢ (f)=0.

Sea K = C((t)) un cierre algebraico de C((t)) y consi-

deremos la inmersidén canénica p(C||t|]|,u) -+ R(K,u). Escribamos

£(X,,X,,X,) =5 £ (x,) x°x2.
1272273 (min)e Z.xZ (m,n) "1 273

0770 !

Nétese que tiene que existir un par de la forma (o,n)g;Zon0 tal

que f(O,n)(Xl) # 0, pues, caso contrario, f(Xl,Xz,XB) seria divi-

sible por X lo que no es posible. Sea r el minimo entero no

2 >
negativo tal que f(O r)(xl) # 0. Probemos que r > 0. En efecto,
b .

si fuese f(O,O)(Xl) # 0, seria

21 i i
0 -f (6) + £ (6) (ut2)"(z— (37 +1)/3°37yn
(0)0) * (m’n) e Z+XZ+ (m;n) v i 1[1 )

y es claro que, entonces, los términos def(0 0)(t) serian incan-
2
celables. ~ : -
Considerando a f(Xl,XZ,X3) como una serie es XZ’X3 con
coeficientes en C((Xl)), el teorema preparatorio de Weierstrass

permite escribir f(Xl,Xz,Xz) = U(XZ’XB)'P(XZ’X3)’ donde U(XZ’X3)



es una unidad de C((Xl))IIXZ,X3]|, y

\

r

. -1
P(X,,X,) = X5 + bl(xz)x‘; ¥ ..+ b_(X,),

con bj(Xz) eCOX X, T, bj(O) =0, j=1,..,r.

Consideremos la inmersién candénica de CIIXI,XZ,X3|| en
C((Xl))IIXZ,XSII. La inmersién o :C((Xl)) + K que deja invarian-
tes los elementos de C y transforma X1 en t se extiende a un homé

morfismo Z':C((Xl))IIXZ,X + R(K,u) tal que C'(XZ) = g(XZ),

51

;'(X3) = C(Xg)' Es eclaro que f(Xl,Xz,Xg) y P(XZ,X3) pertenecen
al nicleo de z'. Esto ultimo nos indica que ;(Xs) es entero

.sobre K||u|l|l, y como no es una serie de Puiseux, se contradice

el teorema 8.9. Esto prueba la proposiciédn.

Nota 9 .2.- Designemos por K(Cl||t|]|,u) al cuerpo de fracciones
de R(C!ltll,u). La inmersidn z se extiende a una inmersidn,

designada por la misma letra, ;:C((XI,XZ,X3)) > K(clitll,un).

Todo elemento w € R(C||t]|]|,u) puede ser escrito en la

forma , .
- R ‘
w =3 a(a,y)t u

(a »Y ) EZOXQO

i

Para w #£ 0 como arriba se pondra vt(w)zmln{aez%OIEVT:QO,a(a,Y)%O}'

b : o,
Si %}w) = 0y, se puede escribir w de la forma w =Y w,t +,
iz 0O

donde w; € R(C,u), 0y £ 0 y todas las w, verifican lo siguiente:

Si  w, = 2:::6 (wi)Y ' , entonces (wi)Y = 0 fuera de una suce-
e Y € .
L 0

sién mondétona creciente divergente, la misma para todo i. Al tér-

d
mino wot 0 se le 1llama la forma inicial (en t) de w .

Ficilmente se comprueban los siguientes hechos:

i) vtﬁow') = vi(w) + vt(w')
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ii) vt('w+w'.)>min {v ), v ()}
iii) 1la formé inicial de ww' es el producto de las formas inicia-
les de wy w'.

Como consecuencia de esto, v

X induce una aplicacién (notada vt),

ver K(Cllt]],un{o » 2z

que es una valoracidn. Pongamos vt(O) =w ., Poniendo v = v L 5 Se

tiene una valoracién de C((Xl,Xz,Xs))IC cuyo grupo es Z, pues

v(Xl) = 1.

Vamos a suministrar alguna informacién sobre el cuerpo

residual Av de v. Para ello, cuando sea necesario, se considerari
la compleccién c((Xl’XZ’X3)) de C((Xl’XZ’X3)) respecto de v, 'y

usaremos las notaciones habituales. En estas condiciones se tiene

Teorema 9.3.- gr.tr.(AVIC) = 1.

Demostracidn.-

2 Yoo :
Sea a-= (XZ/XI) +m_eh . Vamos a ver que o ¢ C. si

fuese a £ C, existiria a € C tal que (XZ/Xi) +fmv =a + m,, luego
(Xz—aX?)/X?ernv y asi seria V(Xz-aX%)> 2, lo due no ocurre, pues

;(Xz—axf) = utz—at2 = (u—a)t2 £ 0. Esto pruebaAque o es trascen-

dente sobre C y que gf.tr.(AVIC)z 1. Para probar el teorema bas-

ta ver que zx es una extensidén algebraica de C(g ).

Sea la forma lineal L = u,

+2u2+3u3 y consideremos para
cada serie f eC||X1,X2,X3|| su descomposicién en suma de formas

respecto de L. Vamos a ver que cada uno de los coeficientes de

cada una de las potencias de t en Z(f) es un polinomio en u y

. (32t1) /3%
en un numero finito de elementos u . Para ello basta

ver que, si g(xl,Xz,X3) es una forma (respecto de L) se verifica

lo anterior para Z(g). Pero esto es consecuencia inmediata del

hecho de que se verifique lo mismo para f;, r3» 0, que es evidente
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por las propiedades de la multiplicacidén de series.

Sean f,gg:Clle,Xz,X tales que g # 0 y v(f/g) = 0;

N

entonces, por lo anterior, c(f/g) = wg * t w', donde w,y €S una

fraccidén racional en u y en un numero finito de argumentos de

2i i
{ (37 +1)/37,

Asi, wy es algebraico sobre C(u). Sea

n-1

bo(u)Zn + bl(u)Z ee + bn_l(u)Z + bn(u)

un polinomio satisfecho por WG donde bi(u)e Cldl y bo(u) £ 0.

- Consideremos el elemento Y € C((XI’XZ’X3)) definido

por

Y = by (Xp/XD) (£/@)™ + b (X,/X) (/) + oL+ b (X,/X0)

se tiene

z (y) = bo(u)(w0+tw')n+b1(u)(w0+tw')n-1+..+bn_1(u)(w0+tw')+bn(u)

de donde vtC(Y) = v(y)> 0 y asi vy ¢ m_ . Entonces

N : -1
0 =Y m = bo(a)((f/g)+mv)n + bl(oc)((f/g)+mv)n +oat bn(a)
. 1o que prueba que (f/g)+ m_ es algebraico sobre C(us_y el teorema,

Nota 9.4.- Sea p'>0 un entero y consideremos el elemento

2p P P
W = u10/3t3 + u82/9t9 + ee + u(3 +1)/3't3 e R(clltl],u),

que es una serie de Puiseux en las variables u,t. Reduciendo a

comin denominador los exponentes de u se tiene que

(3%P+1)/3P 3P

p-1,.2 p . p-2,.2.2 P -2
_ W3 T 3%+1)/3 3 3VTT(3T ) /3N 37, L,

w

2.2

y como 1 = m.c.d(3p,3p—l(32+1)’3p—2(3 +1),..,32p+1), w tiene

3p conjugados distintos, que son todos y que se escriben a conti-

nuacién. Si {elzl,ez,..,g p} son las raices 3P-ésimas de la uni-

3

dad en C, los conjugados de p sobre Clt,u|l son {wlzu,,wz,..,w p}
3

donde



i _ 08

S P
p ,p-1,,2 3 9P (22P7y 3
ws = ( .111/3 )3 (3 +1)t I (e.u1/3 )(3 +I)t~
J J
Vamos, en esta nota, a hallar los érdenes en u de las
diferencias {wl - wj} , j=2,..,3P.

Sea G = Gal(C(u,t)(w)|C(u,t)); se tiene que G se puede

.,€ } de las raices 3P-ésimas

3P

interpretar como grupo {51,22,.
de 1 en C. Ademdas C(t,u)(w) = C(t,u)(ul/gp). Si 'K es un cuerp;
intermedio C(t,u)c Kc C(t,u)(w) se pondri Fix(K)={o € Glo(¥)=Y,
para todo y g£K}. Fix(K) es un subgrupo de G y la correspondencia
K » Fix(K) es biyectiva por el teorema fundamental de la teoria.
de Galois.

/3 1730,

Para ig Z, 1 <i ¢p, se pondré Ki=C(t,u)(u oo
se tiene que Kls- KZ < .. s‘-Kp, luego le(Kl)Qle(Kz)g.. 2F1X(Kp).

Sigo eFix(Ki), para cada j <i, es

P-J (323 P o] P-3 (323 P J
W3 T3T1) /35 30 3TV (3741) /37,3

| | o (
y reciprocamente, si 0 € G es tal que verifica |*], entonces
o€ Fix(Ki). Como IKi:C(t,u)l = 3% es IFix(Ki)l = Bb_l. Esto sig-

nifica que: {
1) hay 3p_3p—1 = 2.3p—1 diferencias W, -0y

que corresponden a {wl—c(wl)lc € Fix(Klﬂ . Sio € Fix(Kl), en-

de oraen 3p—1(32+1)/3p,

tonces el orden de ml—c(wl) es estrictamente mayor que 10/3.

2) Fijemos un entero i > 1, i< p, y calculemos los érdenes de las

diferencias ml—cﬂ ml) cuando 0 ¢ Fix(Ki). Es evidente que hay

2.3p—(1+1) diferencias de orden 3p—1(321+1)/3p y las restantes
3p-(1+1) son de orden mayor.

En resumen, de las diferencias {wl—o(a)l)}0 e Gl hay

2.3P7" de orden 3p—r(32.r+1)/3p’ r=1,..,p,

luego el orden en u de | | (w,-0(w,)) es
1 1
o eG {1}
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n= TJ] (3P T(3%2°T41)/3P) = (8p.3%P+3%P_1)/4.3P.

lgrgp

Nota 9.5.- Sea R un anillo conmutative con elemento unidad, Z

una indeterminada y consideremos el polinomio

P(z) = (Z—al)(Z—az){...(Z—an), ae R, 1¢ig<n, n» 2.
Se verifica que para todo r=1,..,n, -
. ;
gLfiZ) = r! D (Z-a. )...(Z-a. ).
az" (i,,..,i_ JeC 1 *n-r
1°°°?"n-r’ € Yn,n-r

Probemos esto por recurrencia sobre r. Si r=1, entonces

dr(z)
” = (Z—az)..(Z—an)f(Z—al)(Z—as)..(Z—an)+..+(Z—a1)...(Z—an_1)

Supongamos el resultado cierto para r tal que 1 ¢ r< n. Entonces
r+1 r '

d P(z) d [dP(Z)| d S (Z-a; )..(Z-a; )
qzr+1 dzZ{ ;T dzZ (11,. ’ln—r)s Cn,n—r 1 n-r
=r! ((Z-a. )..(Z-a. )+..+CZ—a. )..(Z-a. })
%; ] e C ) Ther ¥ | thor

1°°°?"n-r’%® “n,n-r /
= (r+1)!> (Z—ai )..(Z—ai ).
(11""ln—r)€ Cn,n—r 1/ n-r-1
Teorema 9.6.- lAv:C(a)l = ,

Demostracidn.-

Probemos que, dado un entero positivo N, arbitrario

pero fijo, existe un elemento yu g4, tal que |C(a)(u):Cla)l> N,

con lo cual se tendri probado el teorema.

Sea p >0 tal que 3p >N y consideremos el elemento
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2p P ,pP
wl0/3:3 o WBTRD/3T3T ¢ recliel ] L),

%

W =

que es una serie de Puiseux en las variabies u,t. Reduciendo a

comin denominador los exponentes de u se tiene que

pP-1.,2 P 2p P ,P
w=uwd BT)/353 o, L 3TH1)/35 8T

y, como en la nota 9.4, w tiene 3p conjugados distintos, que son

todos. Sea -

P p
P(Z) =<Z3 + al(u,t)Z3 -1 .+ a p(u,t)

3

el polinomio minimo de ®w sobre Clu,t].

Llegados a este punto observemos lo siguiente. Sea

u't” un monomio; si 2m £n entonces ume? = C(X?_szg) y si 2m>'n
entonces ut" = C(X?/Xfm—n) De aqui se deduce que todo polino-

mio a(u,t) €Clu,t| puede ser escrito en la forma

_ ' o ' ‘
a(u,t) = z(a'(X,%,)/xD), a'(X;,X,) e CIX,, X, 1.
»

En virtud de esta observacién podemos escribir, para

, 0. ;
P(z), ai(u,t) = ;(ai(Xl,Xz)/ij, 1 gi.ng, y considerar el ele-

y

mento y €C((XI’X2’X3)) dado por

N

Y = x% + (al(xl,xz)/x1 )xg ,+ .. (azp(xl,xz)/x1 ).

2i i
Sea w' = z(X;) -w ; entonces o =y w3373

Por la férmula de Taylor,

P AP
c(y) = (m+w')3 + al(u,t)(w+w')d -1, ..+ a p(u,t) =

2 3P
- P(w) +|9P(2) o & L|d7P(Z) el s .. . 1 [a7 P(Z) P
dz | 1= 21 az? |z- 3P W'

e ' =0 3Pil az Z=
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En esa férmula se tiene lo siguiente:

1) P(w) - 0.

2) Sean {wlzw,wz,..,w p} los conjugados de w sobre C(u,t) (ve-
3 ,

asé nota 9.4). Entonces

P(z) = (Z—wl)(Z—wz)..(Z—w )

39
y
drP(z) _ ~ _ R _ C (7 )
" = (Z mz)...(Z m3p) 4 oe.e + (Z,wl)(Z wz)..(Z w3p_1)
luegé
dP(Z) |
:( s )...( - ))
[ ppe }Z:w ) Wy W, wg w3p

y asi, por 9.4, el orden en uvde[dp(z)} es q=(8p32p+32p—1)/43p
dz 7=y .

Obsérvese Que 8p32p+32p-1 es divisible por 4. Asi q = q1/3p, con
2 2
a; = (8p3°P+3°P-1)/4.

J {
3) Sea j>1y j.$3p. En virtud de 9.5 el orden en u de[é—zizl}
v dzJ 7=y

es mayor o igual que (q1 - (j—l)(32p+1))/3p, porque hay que qui-

tar (j-1) diferencias de orden miximo. Representemos por Vg
Y -

el orden en u. Asi

vy, idP(Z) w' = (q1/3p) + (32(p+1)+1)/3p+1
Az |z=¢

y para 1 <j <3P

j .
v [EEE 3) S a, - (-1 (3%Pe1)) /3P« (32(PH)L g Pl
de L=y
q, 32Dy CRACARRFTNE b 3%
e — 4 (§-1) - -

3p 3p+1 3p+1 3p




a, 32(p+1)+1 32(p+1)+1__32p+1-3 a, 32(p+1)+1
= = + + (j—l) > m— 4+ =
: 3p 3p+1 3p+1 3p 3p+1
()
B\l daz 1z=w

(q,/3P)+((32(P*1) 1) 3P+

luego el término en u ée C(Y) es in- _

cancelable. Asi se tiene que

P L2(p+1) p+1:
z(y) = u(q1/3 )+((3 +1)/3 )ao(t) + términos en u de grado

superior.

Pero, en virtud de 9.4,

o 2p3Pe3Pth 3P (2pe3)

ao(t) = c = ¢

y ademis 3P(2p+3) = Vt(C(Y))-

p
Sea U = (Y/X3 (2p+3)) + m_; como

q 32(p+1)+1 3q +32(p+1)+1 a f
1 1 2 \
P 1 - 1 = T ‘
3p 3p+ 3P+ 3p+ /
y m.c.d.(q2,3p+1) = 1, se tiene que el polinomio minimo, sobre
q,/3"*! 20 S
C(u), de u es 1 - n = 0. Asi, tomando
p+1
3 q
X 2
Y _ 2
—_—p— —
3% (2p+3) 2
xl Xl
es
p+ 3p+1 q
q,/3 w2
zln) = u ‘ 2

luego vt(;(n))> 0 y, por tanto,
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u3p+1 q,

0=n+'mv= - a

luego U es algebraico sobre C(a) de grado 3p+1> 3P > N. Esto

prueba el teorema.
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