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gue la uniformizacién es una técnica loca! (en el sentido algebraice de
“local”) luego se puede formular en series, su marco mas adecuad
operaremos con anillos v cuerpos de series, en los gue trabzjaramos
de forma sisiematica,

En las péginas sigulentes haremos una breve introduccidn de
cada capitulo del presente trabaj&

imera seccidn del capitvio [ se recogen algunas de-

finiciones vy resultados basicos, muy conocidos, pero gue es preciso
recordar, pues se hard uso intensivo de el gs en s
tos siguientes. As{ se recuerdan los concaptos de valorgcidn discreta

de rango n, arnillo e ideal de la valoracicn, cuerpo residuol y
siom de una valoracion, Ademés, dado que en el tercer o)

un estudic detallade de la ramificacion e valoraciones discretas de
rango 1 sobre el cuerpo de las series de potencias, conviene recordar

fos conceptios de ‘ce de ramificacion reducido y grado relativo de la

‘. - T

valoracion extendida. Por ditime

resultado conocide como fdrmula genercl de ramificacién de valora-

H

cionesy gue serd la base d

Sea K < L una extensién algebraica finita de g

racién de K de rango finito vy sean v}, v;, ..
L. Sean #; v g; el grado relative y el indice de ramificacién reducido,
v

con respecio & v. Fntonces

ciente para una buena comprensidn del present
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Vamos a introducir una categoria importante, gue denofaremos por K
v que Hamaremos categoria de [os cuerpes valorades. Sus ohietos, la-
mados cuerpos valorados, son los pares K, ¢) donde K es un cuerpo v
& es un valor absoluto. Dados dos cuerpos valorados (X, 9) v (K, ¢}, los
morfismos del primero al segundo son lot homomorfismos de cuerpos

E

1K — K gue hacen conmuiativo el igm :nte diagrama

Nétese gue el homomorfisme cero de K en K gueda exclu
como morfismo de la categoria XK. Nétese, también, gue un morfismo
de cuerpos valorados es necesariamente ¢ontinue. En efecic, s

2
v & € Ry; considerande la bola Blg, &) de cenfro g vradic &, six € Bla. &)

& (fx) — fla) = ¥ (flx - a)) = dlx—a) < &,

:

K de los cuerpos valorados completos, cuyss objelos son los cuer-
pos valorados, completos para Iz topologia determinada por el valor
absoluto
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ta I-C.4®m PorelTeoremade Cohen deestructura m los anilies locales compleios,

e

el homomorfismo natural o /_\m poses una seccidn o fin— BA gue

. 4 v

es una inclusidn &EA en Re. Asi, mﬁ,m, e% U Cusrpo de representanies
de R Ahora bien, como, e nuestio camg, k ¢ j; , 81 K es un cuerpo

maximaltalquek c k' < RQ; de nueve por el Tecrema de Cohen se tiene
gue k' es iscmorfo a [&; mediante el homomorfismo natural R~ — Lon,
por tanto el homomorfismoe natural posee una k—seccidn o @ Aa — Ra
con lmagen k.
Sea t una variable, § € Ry un zlemento de valor 1 v considere-
mos una k—seccidn curlguiera o Bry = Fin del homomorfisme natural
do

B~a— ha Asoclado g o v a § existe un homomeorfisme local
v b

@’a{; A if‘;‘ - %'\

es invectivo, pues, caso conirario, su ndcies seria un ideal de le formasa

(¢7), luego serfa 6" = 0, lo gue es imposible. La suprayectividad de ¢, 4
la probamos a continuacion.
Se RAV DONgamMos y =y, V(Yo = rp. Setiene que viyo/870) =
0.Sez o = (g/é °)+mp; poniendo y; = y—o{(ao)87 es Viy;) 2 ro, ¥ como
SEYIN _aff XN Y
V- ’}:VU b ~olog) b > 0
\gro/ WBre ) /
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Copitulo I Prelimingres i

se tiene que

{ Y PR S A
% E “’f" "‘““’\; E “ﬁv C : b= 3‘ {. ’T@v’;
\ J (Y

es vix+y) > viy) = vir). Perovix—y) = vy, = vl vy R+ yilx =y~ " =0,

€
H

fuego vix + y) = vix°), lo que implica que

&5 A
il | =
\ox?2

Por tanto, existe o, € C tal que

lo que implica gue ¥ = V(x + ¥ + ct,x°) > v{12). Es decir, existe o, € C tal

gue
[/X o e QQQXZ \§

Y| ———— . | > 0.
v /

Prolongande este proceso, cblenemos una serie

luego hemos construide un homomorfismio de anillos

Clzyl = <)
X = X

y

!
!
R
i
Q
(%)
{M

que es inyeztivc}; pues de no serle, su nicleo sarfa un ideal maximal

Esta inmersién mmpuesia con g

nos da una valoracién de K/C
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[~forma de L—grado més bajo gue aparece en [ se ilama su [-forma
inicial, Sean £ g dos series distintas de cerg, vamos a probar que ia
L~forma inicial de fg producto de les L-formas iniciales de fv g
Supongamos gue las I-formas inicizles e fygsonde L—gradorys

respectivamente, podemos escribir

donde £F v g~ son las L~formas iniciales v

v
I
&
v
L%
;
o
v
-
:
o8]
tr
jou!

de [—grados mayores gue v y s respectivamente. Entonces

cL L s ~L L
fg=F"gs+ fz §>r Forids + [orGss

et L f o i eial
y, obviamente frg5 es la L-forma inicial de fg.

ey

Con los convenics usuale ito, se tiene as

gue:

gue designaremos porel misme simbolo vy, sin més que poner v, (f/g) =
vilfy — v, {g). Esta funcién v, es una valoracién.

Supongamos ahora que v = o, = 1,...,7 0
comparar, como se ha dicho anteriormerte, nuestra valoracidn v con
Vi
i definicidn de valoracién indica que si [ es una L-formsa distinta

de cero vy m = v.(f), entonces v{{} = m (probaremos esto en los puntos

siguientes).
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de donde el aserto es evidente,

Esto prueba gue

-

ca de este lema procurando reformular

adecuados. La idea es hacer una transformacién bi

g

levantar” (de una clerig form
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a una "’iransfmmaciér bimercomeorfa en K, v la valoracidn resultante va
o

un poco ge lenguaie: definir o gue se llzman las
miales, las explosiones monomiales seguidas de cambios de origen vy

las implosicnes ("blowing-down

Yy o= QZ‘X; + A X
Yy = Q’;X_ = /EX;«;
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Capitulo I: Preliminares 29

g 1 elemente
,g Y ¥, f
w:wmgu\dyk} ‘T{}
Ik
o T T -~ 1
tiene valor vy > F; respecto de v. Enfornces v{w,/f =} = {; notemos
por 8y, € 4 al residuo de w,/f™ . Sea iy = w; — {8, ) ™ como

fuaciones:

- 0 se detiene {porgue uno de los ¢; es Cero),

s H

homomoerfismo natural V— A, porgue el usg d

e
En dos variables, el célculo expliciic de una seccién esté ligado a la
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Capitulo I Preliminares 2L
: SR 1~ 25 g
=X CGErXIXR XY XS
= - ==‘““;E1 —_—=
Xaé X3
2 Z
de donde ; e gl 2
X =X CGP XX 3 - XES)
v T - = ok
w3 24 P
A Xz
21 15 Rri2 )
X (8X{xG uy — (x50 + 5GX] + 129
- £ =B,
57 sk,
XZ
mara lo gue basia tomar
8
X7
Uy = —,
= 13
4A2
Obsérvese gue este procedimiento es generzlizal en ¢f caso de

gue se entiende por resolucion de singula:
C

gue no es Claro como se |
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a4 E

. o puede ser o > L. Esio prueba

B

e puede construir un elemen

te un nhmero fttm%;e ge transformaciones monoidales v de cambios de
coordenadas B
Consideremos en C el reticulo

O=itie; + e,/ 1; €2}

1 - | 1 i
) R NI—
PAZ 2 " 2 o2 2
2% wea\o) Wit oW
v su derivada
—Z
7
& {Z) = Z ',\2*
well (z—¢3)?
Sabemos (c.f. [Har?7] pag. 327) gue ambas funciones satisfacen la

wetno} ¥
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Construcciones 41
hemos de aplicar un cambio de coordenaias. Debemos tomar dos ele-
mentos by, by € &3 tales que Vo — b)) > 2 v V(Xs - olbs)X) > 2.
Sean entonces by = p(z)/4*/3 ey by=pg Z,“r'ﬁ“”/\ v hagamos el cambio

de cocrdenadas

Ky == ‘&1;2*}0"@’?;-}}1:1

[#8)
l
B
i8]
.1.
=
oy
5

X
donde X;; es la variable j—&sima tras habarr
nes monoidales v cambios de coordenadas. |

tendide v 2 una valoracién, vy, del cuerpe L{{(X; 1, X;

ia composicién de la apiicacién
VLXK X3l — LG T, T
K o
Kz =
Xj_ 3
con la funcién de orden en ¢, donde L &¢
contiene a olb;) v oiby). Sabemaos gue A, = 4., ghora 2l valor de las

variahles es distinto

Debemos realizar unas transformaciones moneidales

ducir su valor, hagames el cambio

vy . i
Aypo o Ky

Kz = Xp1Xop
Kiz — Koz,

.
(8]
o
=
e
&
@
i
Q .
e
0.
mua
-
9
3
O
“;
h
v
=
o
o,
n
(9]
o
=g

S|
o
(73]

37

sz B £

%8 T gl

Ko = I3t
b ,.3

ij kY
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)

io il: Construcciones 43

2} Consideremoes fa variable X,. Como viXo/X ) =0, e 0 & O0L/0) +
my € Ay, Supongamos gue este residuoc es racional, es decir gue perte-
nece g K. Entonces exisie un nlimero g»; ¢ K tal gue

A3

s e Ty = 15527 = Tl

luego
%,
Ve Kz —dz 4y
e ey o .
7 73 I T My,

EF’XQM-Q XE } N
Y] —— >
Vx0T

como v{X:) = ¢, fenemos que v — a1 X = o, > ¢f. Supongamos que
o; es multiplo de o, gigamos Oy =y Con Fy 2 2, entonces

(¥ —ax X))
i [ ;
v P L= (0
13 2 ]
% 1 /’;
Supongamos gue el residuoc de este elemerto es también racicnal. Exis-
te entonces un nimerc az,, € Ktal que v{"~wﬁ2 Xyt X A} = > 0

cuya sucesién de sumas parciales tendria valores crecientes. Asf esta
e

serie deberia ser nula, lo que no es pﬁsibe porgue Xy v X, son varia-
bles
4} De manera analoga a lo realizado anteriormente con la segunda
variable podemos efectuar todos los cambios de variab

5



L]

g

4

£

[

3

o

et
g

S




El

sl
E

roocon o € 7 para toda

ue V{fr)

g

1

fz=r

i Sivesia

Construcciones

L

aracid

g

a vV ula val
CEs

ii

X4

(2]
N
B
ey

‘g, 110-

]

Consideremos el isom

as
onces

nt

=™

-

oongan

/

5/ %
(¥ > ol

rado

una forma de g

¥

eu; quey

d

o ¢

T

on de orden usua

o

b

#

func
mos por la construccién

fer b i
fa §

rol, luego es ¢l

.

¥

oe

T

n dada es

a

i6
.S

1

orac

-
ﬁf
al

formaciones mon

mo v =va|
10

ansf

= Xo—tzX

@Il

g
L

£
&
2
L3
]
S
ek
44
a2
5
a2
£

temos
delav

;jc
;
¢
Y



T 4 ) o
&) m 5 »

Y
== I

o
a
WM w0 B
W S oW
et B2 W, 9 e
9 9= 88 § 4
= > 5
v g (RS - £g
> 2] @ S
o w T W oD 2w
w O Sy o £
Lo 08 " o] u O
=3 N T £, o
- Y og A ——,
LY w 3 @ >
O R Q
B, &
ooy Y
¢ § 5
< Ty 2w O
_ o & o
mw_ [ ]
oo o
Q\A ot -
g v
b ol |3 ﬁ m o, W
oA 73] Yoot
oW L2
] mh £ %
< ¢
e @] <
. 2 a
:,w DM > Fary K WS o Jmm
I a) @
g o sm. = s
8 @ @
3 T L
w1
i - ¥ ]
a4 @] [
& %) (@R g
s 2 i, n
S ) W
a o
k) a) < Mm
@ St o \_
o3 @ W 4
4e 5 .
oy s N :cw
(%)) Sy
@ & w
- O o
&z ) S
ki 008
NIV ] i~ oy o
LU N g &,




v 14

i
x‘"j,;-l

H

donde ¢ es una seccion del homomoerfisyo natural g (1 F—F,y Ty F
son subcuerpos de R’; Y /_‘a@ respectivamernte, Sea o + me € &33 Vit

un slements algebraico schre F, sea

'2, m Sl : find
O =X"+B8X""+...+Bm B, EF
> P 3 I 1 e iirmorni
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& v &
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existe unelemento g € R~tal que g esralz simple de FUO v @fla) = ct+mn.
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Como @o = id, f{X} es necesariamente ¢} polinomic minimo de g, luego
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una valor ci on discreta de rango 1, centrada en My, tal gue ¢l grado de

trascendencia del cuerpo residual de v, [, €3 1.

donde K(u) es el clerre algebraico de K(u: v 2 < p3 <... < pp, nUmeros
primos.

@ es inyeciivo.

Demostracién, Sean K = Ku) v
K=K, &%, /2 1., a2 1)

para iz 3.

Razonemos por reduccidn al absurde. Sea F # 0, f € ker{g),
FeM={Xy..., Xy Seamelindicemisabotal qgue F e K[X., ..., X0l
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Sim=3, sea f = QX)) 0 Xs) € Kqlt,
momorfismo ¥ @ K0 }’32 s Mgﬂﬁ delin
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Capitulo ill: Ramificacion de valoraciones 73

¢

Sean R = K[X,,..., Xul, Kun = K(X;,..., X)), donde X es un cuerpo al-

gebmf amente cerraco de caracteristica ¢
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