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Introduccioén

Los fundamentos de la teoria de juegos se deben a John von Neumann
[56], quien en 1928 demostrd el teorema del minimax. Esta mera teoria
matemética quedo6 establecida con el tratado de von Neumann y Oskar Mor-
genstern, Theory of Games and FEconomic Behaviour [57], publicado en
1944. En este libro, se introdujo el concepto de juego cooperativo como una
situacién en la que varios agentes (llamados jugadores) persiguen alcanzar
un objetivo comun y los beneficios (o costes) de la cooperacién tienen que ser
divididos, diferenciandose de los denominados juegos no cooperativos, basa-
dos en el hecho de analizar las estrategias posibles que puede realizar cada
jugador.

Inicialmente, en la nocién de juego cooperativo, se presuponia que los
jugadores tienen una medida comin de la utilidad (dinero), que puede ser
libremente transferida entre ellos. Esta idea, que conduce a la nocién de juego
cooperativo de utilidad transferible, fue méas tarde extendida por Aumann al
considerar juegos donde no necesariamente se cumple esta premisa (juegos de
utilidad no transferible). En la actualidad la teoria de juegos cooperativos se
aplica en distintas dreas de conocimiento como pueden ser la Investigacién
Operativa, Teoria de Decision, Ciencias Politicas y Econémicas, Derecho y
Localizacién.

El trabajo que se presenta en esta memoria se enmarca en la primera
clase de juegos cooperativos. En esta introduccién se expondrin aquellos
conceptos y resultados de esta teoria que han de ser utilizados a lo largo de
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4 Introducciéon

la misma. Por otra parte, se realizard un breve recorrido histérico por el
discurrir de las investigaciones en el campo de la cooperacion parcial, con el
objetivo de sefialar el punto de partida de esta tesis. Ademas, se incluye un
sumario de los contenidos de los diferentes capitulos.

Un juego cooperativo de utilidad transferible, o juego en forma de funcién
caracteristica, es un par (V,v) donde N = {1,...,n} es un conjunto finito
cuyos elementos se denominan jugadores y, v : 2V — R una aplicaci6n sobre
el conjunto de los subconjuntos de N tal que v (@) = 0. Cada subconjunto
S de N es una coalicion y v (S) el valor de la coalicién S en el juego. Es
habitual identificar, siempre que no haya lugar a confusion, cada juego (IV, v)
con la funcién v, denominada funcion caracteristica del juego. La clase de
juegos cooperativos con conjunto de jugadores N se denotara I' (V).

Las diferentes propiedades que puede tener la funcién caracteristica v
de un juego cooperativo (N, v) dan lugar a distintos tipos de juegos. Un
juego v es mondtono si para cualesquiera coaliciones S,T € 2V, S C T,
se verifica v (S) < v (T). Si, ademés, v s6lo toma valores en el conjunto
{0,1}, entonces el juego es simple. En un juego simple, una coalicién S es
ganadora si v (S) = 1; en otro caso, es perdedora. Una clase importante de
juegos simples, por su utilizacion en el estudio de sistemas de representaciéon
electoral, son los juegos de votacion ponderada. En ellos, se supone que cada
jugador ¢ tiene un ntimero de votos w;, por lo que cada coalicién S dispone
en total de w (S) = Y ;g w; votos. Asi, se define la funcién caracteristica de
un juego de votacion ponderada en la forma

1, siw(S)>g,

v:2¥ — R, v(S):{
0, en otro caso,

donde ¢ > w(N) /2, representa la cuota que ha de alcanzar una coalicién
para ser ganadora.

Se dice que v es un juego superaditivo si v(SUT) > v (S)+v(T), para
toda S, T C N con SNT = (. Una clase especial de juegos superaditivos son
la llamados juegos convexos, introducidos por Shapley. Un juego v se dice
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que es convero cuando la funcion v es supermodular, esto es,
v(SUT)+v(SNT)>v(S)+v(T), paratodoS,T CN.

Las nociones de juego subaditivo y submodular se obtienen de las anteriores
al invertir en ellas el sentido de las desigualdades.

El conjunto de juegos I' (V) es un espacio vectorial de dimensién 2" — 1,
respecto de las operaciones habituales de suma y producto por un escalar.
Dos de sus bases méas simples son las formadas por los juegos de unanimidad
y por los juegos de identidad. Dada una coalicién no vacia S, el juego de
unanimidad (s y el juego de identidad s estéan definidos por:

0 en otro caso.

Cs(T)={1 siTDS 65(T)={1 siT=238

0 en otro caso,

Uno de los principales topicos tratados en la teoria de juegos cooperativos
es, dado un juego v, estudiar como se puede repartir el beneficio de la coo-
peracion v (V) entre los jugadores si la gran coalicién N se forma. Por ello,
en el sentido més amplio, se llama solucion o concepto de solucidn sobre una
coleccion no vacia G de juegos, G C I' (), a toda aplicaciéon 3 que asocia
a cada juego v de dicha coleccién un conjunto % (v) de vectores z € RYN.
Cada vector z € R se denomina distribucién o vector de pagos, ya que la
coordenada z; representa el pago al jugador 7; y una propiedad exigible a
todo concepto de solucién ¢ es que éste asocie a cada juego v un conjunto de
vectores con la propiedad de eficiencia: ) ;. z; = v(N). En particular, se
denomina valor a toda solucién ¥ que asocia a cada juego un tnico vector de
pagos. Por otra parte, los valores definidos sobre la clase de juegos simples
se denominan indices, siendo éstos de gran utilidad en la teoria de decisiones
y en sistemas de votacion.

El valor més conocido es el valor de Shapley, introducido por Lloyd Sha-
pley [47] en 1953. El valor de Shapley ® (v) € RY de un juego v € T'(N)
es una media ponderada de las contribuciones marginales de los jugadores a
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las distintas coaliciones. En concreto, el valor de Shapley de v esta definido

mediante la siguiente expresion

P, (v) = Z @;fm;l_)'_s' [v(SU{i}) —v(S)], para todo i € N,
SCN\{i} '
donde s = |S|.

Otra manera de introducir el valor de Shapley se basa en el siguiente
modelo. Se supone que los jugadores entran en una habitacién de uno en
uno siguiendo un orden aleatorio . Entonces, se admite que cada jugador ?
obtiene como ganancia la diferencia entre el valor de la coalicién S; (f) que
ya estaba formada y el de la nueva S; () U {¢} que se forma con su incorpo-
racién. Finalmente, se ofrece a cada jugador la media de sus contribuciones
marginales correspondientes a todos los posibles 6rdenes del conjunto N de
jugadores. Esto es,

®; (v) = ;1,-2 [ (S (8) U {i}) — v (S; (8))], para todo i € N
" 8eq

donde 2 es el conjunto de todas las ordenaciones posibles de N.

Shapley justificé su elecciéon indicando requisitos que deberia cumplir una
solucién razonable y demostrando que, el valor de Shapley, es el tnico valor
sobre I' (V) que verifica los siguientes axiomas:

Azioma de linealidad. Si v,w € T (N), entonces
® (av + fw) = a® (v) + fP (w), paratodo @, € R

Azioma del jugador dummy. Sii € N es un jugador dummy en un juego
v € T'(N), es decir, v (SU{i}) — v (S) = v ({¢}) para todo S C N\ {i},
entonces

®; (v) = v ({i}).

Azioma de eficiencia. Para todo v € T'(N),

> % (v) = v (N)
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Azioma de simetria. Para cada permutaciéon 7 del conjunto N,
®,; (mv) = ®; (v), paratodoi€ N,

donde 7v es el juego definido por wv (7S) = v (S), para todo S C N.

Una recopilacién de los numerosos estudios que sobre el valor de Shapley
se han hecho desde su invencién, se encuentra en el libro en honor de Shapley,
The Shapley Value, editado por Alvin E. Roth en 1988, y con la participacién
de numerosos autores. Varios capitulos de dicho libro se utilizan como refe-
rencia en este trabajo.

En 1954, Shapley y Martin Shubik [49], proponen aplicar el valor de
Shapley a la clase de juegos simples. El resultado, conocido como indice
de Shapley-Shubik, tiene como finalidad medir la influencia de los votantes
en los sistemas de votacion. Dicho indice estd caracterizado por verificar
los axiomas de eficiencia, jugador dummy, simetria y transferencia. Este
ultimo indica que las componentes del indice de Shapley-Shubik son funciones
modulares sobre el reticulo de juegos simples.

Otra forma de analizar cémo el voto de un jugador afecta al resultado
final de una votacion, fue introducida por el abogado John F. Banzahf III [4]
en 1965. El indice de Banzhaf de un jugador i cuenta el nimero de veces en
que dicho jugador es un votante swing (convierte a una coalicién perdedora S
en otra SU{i} ganadora). La versién més utilizada es el indice normalizado
que, en términos de contribuciones marginales, se expresa en la forma

Bi (v) = Z - (10) [v(SU{i}) — v(9)], para todo i € N,
SNV}

donde 7 (v) es el nimero total de swings que se producen en el juego v.
Mé4s adelante Dubey y Shapley [17] en 1979 ofrecen una versiéon pro-
babilistica del indice de Banzhaf, tomando en este caso, la probabilidad de
producciéon de un swing. Este nuevo concepto es capaz de diferenciar juegos
con distintas capacidades de construccién de swings pero con los mismos
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indices normalizados. La formulacion del indice de Banzhaf probabilistico es

B (v) = Z 2711_1 [v(SU{i}) —v(S)], para todoi € N.

SCN\{i}

Los axiomas que caracterizan al indice probabilistico son los mismos que
se toman para el indice de Shapley-Shubik pero, sustituyendo la eficiencia
tradicional por un reparto del nimero total de probabilidades de swing en el
juego, llamado azioma de totalidad.

Straffin en [52] ofrece un anélisis de las diferencias y similitudes entre
los indices de Shapley-Shubik y Banzhaf. Sus observaciones sugieren c6mo
adaptar estos métodos para construir nuevos indices para situaciones parti-
culares.

Weber [59] en 1988 agrupa los valores que verifican los axiomas més ha-
bituales desde el punto de vista individual en los denominados valores proba-
bilisticos. El valor de Shapley y la versiéon probabilistica del valor de Banzhaf,
considerados como valores individuales, pertenecen a la clase de valores pro-
babilisticos. En dicho trabajo, se examina paso a paso como intervienen los
axiomas logicos individuales en la formulacién de dichos valores. También
se introducen axiomas que persiguen la construccién de valores de grupo,
teniendo como referencia la formacioén natural del valor de Shapley.

Otro grupo de valores de més reciente creacion son los valores de compro-
miso, donde no se desea dar a los jugadores una esperanza de pago sino
conseguir un compromiso entre ellos para el reparto real de la cantidad
disponible. Destaca el valor de Tijs creado por Tijs [53] en 1981 y desa-
rrollado por Driessen y Tijs [16] y Tijs y Otten [54], entre otros. Dado un
juego v € I' (V) , se construyen los vectores M (v) y m (v) como aquéllos de
coordenadas

M;(v) = v(N)—v(N\{i}),

mi(v) = max |v(S)— Y M,;@)]|,

{SCN:ieS} oS
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para todo ¢ € N. Entonces, trabajando en la clase de juegos casiequili-
brados (tales que m (v) < M (v) y Y ;enmi (v) S v(N) < Yy Mi (v)), el
valor de Tijs para un juego v, denotado por 7 (v), es el dnico vector del
segmento de extremos m (v) y M (v) que verifica la propiedad de eficiencia.

Aunque las soluciones de conjunto (aquéllas que ofrecen mas de un vector
de pago para cada juego) no son objeto de estudio en este trabajo, se intro-
duce seguidamente el concepto de core, por utilizarse en el desarrollo del
capitulo 3. El core de un juego v, cuando éste es submodular, es el conjunto

Core(v) = {x eRY sz =v(N), Zx, <wv(S),vSC N}.
€N i€$

Un estudio bastante completo de esta nocién, introducida por Gillies en 1953,

y su relacién con otras soluciones puede verse en Driessen [15].

Del modelo inicial de juego cooperativo anteriormente expuesto, donde se
supone que cada subgrupo de jugadores puede unirse formando una coalicién,
se ha ido evolucionando a modelos méas generales que puedan contemplar
dificultades en la cooperacion. En opinién de Harsanyi y Selten [24], existen
importantes clases de juegos intermedios entre la cooperacién total y la no

cooperacion.

Una de las primeras aproximaciones al problema de la cooperacién par-
cial es el modelo de Aumann y Maschler [2] sobre juegos con estructura de
coalicion. Se entiende por estructura de coalicién toda particién en coali-
ciones, B = {By,..., Bi}, del conjunto N de jugadores; y, en dichos juegos,
se supone que s6lo los jugadores de una misma coaliciéon de la estructura
pueden coaligarse. Posteriormente Aumann y Dréze [1] introducen axiomati-
camente el concepto de valor de un juego restringido por una estructura de
coalicion.

El estudio de valores para estructuras de coaliciéon se ha desarrollado
en numerosos trabajos como los de Owen [45], Hart y Kurtz [26], Levy y
Mc Lean [33], Winter [63], [64] y Mc Lean [35]. Todos ellos consideran la
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estructura de coalicién dada de forma ex6gena, mientras que los trabajos de
Shenoy [50], Hart y Kurtz [25], Kurtz [32] se plantean la formacion endégena
de coaliciones.

Puesto que las estructuras de coalicion s6lo explican modelos transitivos
y disjuntos en la relacién entre jugadores, Myerson [37] en 1977 propone un
nuevo punto de vista para modelar la cooperacién parcial. Dado un juego
(N, v), se considera asociado a él un grafo G cuyo conjunto de vértices es N y
cuyo conjunto de aristas no ordenadas F determina las relaciones bilaterales
entre los jugadores. Entonces, se dice que una coalicién es factible si dados
dos elementos cualesquiera de la misma, existe un camino en el grafo que
los relaciona y que est4 completamente incluido en dicha coalicién. Pasa
asi a representarse un juego mediante una terna (N,v,G) donde G es el
grafo de cooperacion. La existencia de coaliciones factibles y de otras que no
lo son obliga a que la funcién caracteristica del juego (NNV,v) tenga que ser
modificada. La funcién caracteristica del juego restringido por el grafo de
cooperacion se define mediante

v (S)= Y u(T),
TEeII(S)
siendo II (S) la particién de S en componentes conexas del subgrafo inducido

por la coalicién S. A la terna (N, v, G) se le llama situacion de comunicacion.

El valor de Myerson de la situacién de comunicaciéon (N, v, G), denotado
por i (N, v, @), es el valor de Shapley para el juego (IV,v%) restringido por
el grafo, es decir, 1 (N,v,G) = & (N,v9).

Numerosos trabajos han continuado esta linea de investigacién planteada
por Myerson. Entre ellos cabe citar los de Owen [46], van den Nouweland
y Borm [40], Carreras [13], van den Nouweland, Borm y Tijs [41]. Por
otra parte, la formacion endbégena de coaliciones en situaciones de comu-
nicacion ha sido estudiada por Aumann y Myerson [3] y van den Nouwe-
land [39]. Recientemente, otros modelos que guardan una estrecha relacién
con el planteado inicialmente por Myerson, en tanto que las relaciones entre
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los jugadores se modela mediante un grafo no dirigido, son analizados por
Bergantifios, Carreras y Garcia Jurado [5], Calvo y Lasaga [12].

En 1980, el propio Myerson [38] plantea la necesidad de extender su mo-
delo a hipergrafos de comunicacién. La idea que apunta, y que recoge van
den Nouweland en su tesis doctoral, es que se deberia tender a considerar un
marco méas amplio atin de cooperaciéon. Conectando con esta idea, Bilbao y
Loépez [34] en 1996 comienzan a desarrollar modelos de cooperacion parcial
basados en los denominados sistemas de coaliciones factibles y sistemas de
particidn, que pretenden generalizar las situaciones de comunicacién. Los
sistemas de coaliciones factibles son colecciones F de subconjuntos de N que
contienen al vacio y a las coaliciones unitarias. Los sistemas de particién son
casos particulares de los anteriores, donde es necesario que cualquier coalicién
pueda expresarse mediante unién disjunta de coaliciones factibles maximales
contenidas en ella.

Al considerar una terna (N, v, F) en la que (IV,v) es un juego de utilidad
transferible y (N, F) es un sistema de coaliciones factibles o un sistema de
particion, los correspondientes juegos restringidos por el sistema JF estén
definidos, para toda S C N, de la siguiente forma:

7 (S) = max {Zv(Si) {Si} € Pr (S)} ,
(S) = D (S,
S;€llg
donde Pz (S) es el conjunto de las posibles particiones de S en coaliciones

factibles, y Il constituye la particién de S en coaliciones factibles maximales
contenidas en S.

Este y otros trabajos, como los de Faigle [21], Faigle y Kern [22] y Kuipers
[31], abren una nueva linea de investigacién en la que se pone de mani-
fiesto el interés de definir la funcién caracteristica de un juego s6lo sobre
las coaliciones que se consideren factibles. En esta direccién se encuentran
los trabajos de Bilbao [7], [8] y Bilbao y Edelman [9], los cuales introducen
una nueva estructura combinatoria en la teoria de juegos, las denominadas
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geometrias convezas, y estudian el valor de Shapley para juegos definidos
sobre éstas. Una geometria convexa se define como un operador clausura
que verifica una propiedad de anticambio equivalente a la propiedad finita de
Minkowski-Krein-Milman. En esta misma linea, Jiménez [28] analiza juegos
sobre espacios de clausura, entre los que se encuentran las geometrias con-
vexas como un caso particular, estudiando diferentes conceptos de solucion
para estos juegos y, en especial, la clase de los juegos simples. Un espacio de
clausura es un sistema de coaliciones donde la interseccién es una operacion
cerrada. También, dentro de este contexto de cooperacion parcial, Bilbao,
Lebrén y Jiménez [11] obtienen una caracterizacién axioméatica del valor de
Shapley para juegos sobre geometrias convexas como conclusién de un anéali-
sis de los valores probabilisticos.

El trabajo que se presenta continda esta ultima linea de investigacion, y
tiene por objetivo el estudio de valores en determinadas estructuras combi-
natorias. Se pueden apreciar dos grandes bloques en cuanto al desarrollo de
los topicos que se tratan. Por un lado, se prosigue la linea iniciada por Bilbao
[7] ¥ [8] sobre juegos definidos en geometrias convexas, extendiendo a dicha
estructura los valores de Banzhaf y Tijs. Ademaés, se abarca el estudio de los
juegos definidos sobre antimatroides, considerando la estrecha relacién entre
ambas nociones. En el otro bloque, constituido por los tres altimos capitulos
de esta memoria, se introduce otro modelo de cooperacion parcial en el que
las relaciones entre los jugadores vienen determinadas por un matroide. Esto
lleva a considerar dos versiones de un mismo modelo de juegos, para cada
uno de los cuales se proponen diferentes soluciones.

A continuaci6n se detalla el contenido de los cinco capitulos de que consta
esta memoria.

En el capitulo primero, se modela la cooperacién parcial definiendo la
funcién caracteristica del juego sélo sobre las coaliciones factibles. Una fa-
milia de coaliciones factibles o sistema de coaliciones no tendra, en este caso,
ninguna restricciéon salvo la propiedad técnica de contener al vacio. Cualquier
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sistema de coaliciones se puede considerar como un conjunto parcialmente or-
denado y, de ahi, que la primera seccion del capitulo se dedique a recordar
aquellas nociones de interés sobre los conjuntos parcialmente ordenados. En
la segunda seccion, tras introducir formalmente el concepto de juego de uti-
lidad transferible sobre un sistema de coaliciones, se estudia la estructura
de espacio vectorial del conjunto de estos juegos y, en particular, se analiza
la clase de juegos simples. Se consideran, en las dos tltimas secciones, tres
tipos concretos de sistemas de coaliciones. Aquéllos que tienen estructura
de geometria convexa o de antimatroide son introducidos en la secciéon ter-
cera. En ella se exponen las propiedades fundamentales de estos sistemas
de coaliciones, comentadas en términos de juegos, y se observa la estrecha
relacion entre ellos. Otra vision diferente de como puede venir determinada
la cooperacion entre los jugadores, la ofrece la estructura de matroide, cuyos
conceptos més relevantes se tratan en la Gltima seccién del capitulo.

El capitulo sequndo, titulado Valores Clasicos sobre Geometrias y Anti-
matroides, esta dedicado al estudio de los valores de Shapley, Banzhaf y Tijs
en dichos sistemas de coaliciones. En el desarrollo de este capitulo se utiliza
como herramienta fundamental, el isomorfismo existente entre los conjuntos
de juegos sobre geometrias y antimatroides, que se considera en la seccién
primera. La posibilidad de asociar a cada juego definido sobre una geometria
convexa otro definido sobre su antimatroide dual, permite relacionar los di-
ferentes valores en ambas estructuras. En la segunda seccién, teniendo como
referencia la caracterizaciéon axioméatica del valor de Shapley dada por Bil-
bao [8] para geometrias convexas, se introduce el correspondiente valor en
antimatroides. La seccion tercera se dedica a definir el indice de Banzhaf
en ambas estructuras, observando, nuevamente, la importancia del operador
dual. Por dltimo, en la cuarta seccién se comienza extendiendo el valor de
Tijs a la estructura de antimatroide, considerando antimatroides coatoémicos.
Este tipo de antimatroides ofrecen la posibilidad de trasladar de forma au-
tomatica la construccion original de dicho valor, y en ellos se consigue una
de las habituales caracterizaciones sobre la clase de juegos casiequilibrados.
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Por otro lado, la dualidad entre los antimatroides coatémicos y geometrias
convexas atémicas, da pie a proponer un valor de Tijs para este tiltimo tipo
de estructura.

Comienza en el capitulo tercero la parte dedicada a juegos sobre ma-
troides. Este capitulo establece, en la primera seccién, un modelo segin
el cual se pueden desarrollar juegos definidos sobre un sistema donde no es
factible la gran coalici6n y ademaés, a diferencia de las estructuras de coalicién,
las coaliciones maximales no son disjuntas. Se contempla que en el discurrir
de un juego se dan dos posibilidades: o bien los jugadores se unen determi-
nando una tunica coalicién factible maximal, o bien se van organizando en
coaliciones factibles que ocasionan una particiéon del conjunto de jugadores.
En la segunda y dltima seccion se introduce el concepto de influencia. La
nocioén de influencia de una coalicién pretende reflejar la capacidad que tiene
cada coalicién de influir en la dindmica del juego. Se comprueba que su
definicién avala esta idea cuando se estudia su relacién con el core de un
juego vinculado a la estructura y generado por un elemento clasico del ma-

troide, su funcién rango.

En el capitulo cuarto, siguiendo el trabajo de Weber [59], se profundiza
sobre los axiomas exigibles a un valor para juegos sobre matroides pensa-
dos bajo el modelo del capitulo anterior. La primera seccién examina los
axiomas desde el punto de vista individual, investigando su aportacién a la
formulacion del valor. Este estudio individual puede servir para los dos tipos
de juegos que se tratan, tanto para juegos estaticos como dindmicos, y desem-
boca en una familia de valores denominados valores A-ponderados. Cuando
se exigen axiomas de grupo hay que tener en cuenta la diferencia entre ambos
tipos de juegos. En la segunda seccion se estudian la denominada propiedad
del rango y los conceptos de valor eficiente, basico y de orden aleatorio como
axiomas de grupo validos para un juego estatico. Se determinan, para fi-
nalizar la seccién, qué caracteristicas tienen aquellos valores que satisfacen
todas las propiedades enunciadas anteriormente, definiendo una familia de
valores de grupo. La altima seccién del capitulo hace lo propio con un juego
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dindmico, exigiendo la propiedad de ponderacién unitaria y los conceptos
de valor eficiente, basico y de orden aleatorio en el sentido dindmico. Tam-
bién se construyen valores de grupo que verifican estas condiciones. En el
transcurso del estudio de los valores dinamicos surgen determinados valores
cuya aplicacién es sobre juegos estaticos, a pesar de verificar la propiedad de
ponderacién unitaria. Estos Gltimos valores se denominaran valores relativos.

El capitulo quinto se dedica al valor de Shapley para juegos sobre ma-
troides. Se tiene como referencia el concepto de poder jerarquico introducido
por Faigle y Kern [22], que utilizan para determinar el valor de Shapley en
las estructuras de precedencia. En la primera seccién se definen valores de
Shapley desde el punto de vista estatico y se obtiene una caracterizacién de
éstos. Se destaca el caso particular donde todas las coaliciones maximales son
equiprobables. Por ltimo, los valores dindmicos de Shapley son examinados
en la segunda seccion de forma paralela a lo realizado con los estéticos.



Capitulo 1

Juegos sobre Estructuras

Combinatorias

En la introduccién de esta memoria se ha planteado la necesidad de seguir
estudiando juegos cooperativos de utilidad transferible en situaciones en las
que la cooperacién pueda estar sujeta a ciertas restricciones, ya que en al-
gunas aplicaciones se presentan casos intermedios entre la cooperacion total
y la no cooperacién. Por esta razoén, se proponen aqui unos modelos en los
que las relaciones entre los jugadores estin determinadas por una estructura
combinatoria (de geometria convexa, antimatroide o matroide), que expresa
reglas logicas de comunicacion entre los jugadores.

En el caso mas general, la cooperacién estaria modelada mediante una
familia cualquiera F de subconjuntos del conjunto finito de jugadores N.
Asi, un juego de utilidad transferible se definir4 como una aplicacién sobre
el conjunto F mediante la cual se determinan los valores que las distintas
coaliciones pueden obtener en dicho juego. En el estudio de estos juegos, son
determinantes las caracteristicas de la familia F, y, por ello, hablando en el
sentido mas amplio, seran necesarias las notaciones y propiedades de dicha
familia como conjunto parcialmente ordenado respecto de la inclusién.

En consecuencia, la primera seccién de este capitulo, estd dedicada a
presentar los conceptos, definiciones y resultados relativos a conjuntos par-

17
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cialmente ordenados que se utilizaran en esta memoria. Se seguira para ello
el texto de Stanley [51].

En la segunda secci6n se define formalmente el concepto de juego de utili-
dad transferible sobre una familia de subconjuntos del conjunto de jugadores,
y se estudian sus principales propiedades estructurales. Finalmente, en las
dos tltimas secciones, se introducen las estructuras combinatorias objeto de
este trabajo, y se interpretan las nociones de interés en términos de juegos.

1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Un conjunto parcialmente ordenado es un par (P, <) donde P es un con-
junto y < una relacién binaria en P que satisface las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Siendo P un conjunto parcialmente ordenado mediante una relacién de
orden <, pueden considerarse las siguientes nociones. Se dice que TePes
iltimo elemento de P siz <1 para todo z € P. Anéalogamente, se dice que
0€ePes primer elemento de Psi0 < z para todo z € P.

Dados z,y € P, con z < y, se denomina intervalo [z,y] al conjunto
[z,y]={z€ P:z<2<y}.

Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es localmente finito si cualquiera
de sus intervalos es un conjunto finito.

Dos elementos z,y € P son comparables si x < y o bien y < z; en otro
caso, xz e y son incomparables. Una cadena C de P es un subconjunto no
vacio de P en el que dos elementos cualesquiera son siempre comparables.
Se dice que una cadena C de P es una cadena mazimal de P cuando no
existe otra cadena de P que la contenga. La longitud [ (C) de una cadena
finita C es [ (C) = |C| — 1. Se denotara por c¢([z,y]) al nimero de cadenas
maximales que hay en el intervalo [z,y] cuando éste se considera ordenado
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por el orden inducido por (P, <). En particular, si P tiene primer elemento
0,y z € P, entonces c (x) representaré el nimero de cadenas maximales del
intervalo 5, z|.

Se dice que un subconjunto I de P es un ideal del orden de P cuando,
para todo =z € I, se verifica que si y < z entonces y € I. En particular,
cuando z € P, el conjunto

(z) ={ye P:y<ua},
se denomina ¢deal principal del orden generado por z.

Dados dos elementos distintos z,y € P, se dice que y cubre a x cuando
el intervalo [z,y] = {z,y}. Cuando P tiene primer y ultimo elemento, los
dtomos de P son los z € P que cubren a 0; los codtomos de P son los y € P
tales que T cubre a Y.

Se conoce como diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado
y finito P a un grafo cuyos vértices son los elementos de P, y las aristas vienen
determinadas por la relacién de cubrir.

Una cota superior de un subconjunto X, de un conjunto parcialmente
ordenado P, es un elemento a € P tal que z < a para todo z € X. Si a es
una cota superior de X para la cual el resto de cotas superiores y de X sa-
tisfacen a < y, entonces a se llama supremo de X. Anéalogamente se definen
los conceptos de cota inferior e infimo de X. Si en un conjunto parcial-
mente ordenado (P, <) existen el supremo y el infimo de cualquier pareja de
elementos de P, entonces se dice que (P, <) es un reticulo. Usualmente, se
denota

aANb=inf{a,b}, aVb=sup{a,b}.

Un reticulo P es completo si cualquier subconjunto suyo no vacio tiene
supremo e infimo en P. Se dice que un reticulo P es distributivo si veri-
fica

zV(yAz) = (zVyA(zV2),
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zA(yVz) = (zAy)V(zAz),

para cualesquiera x, y, z € P. Por otro lado, un reticulo (P, <), con elementos
0 y T, es complementado si para todo z € P existe y € Ptal que t Ay = 0
yrzVy = 1. Un reticulo distributivo finito complementado se denomina
dlgebra de Boole (en este caso se utilizara esta definicién, aunque el concepto
de élgebra de Boole implica una estructura mas amplia que la de reticulo).

Sea P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y K un cuerpo
de caracteristica nula (normalmente R 6 C). Se dice que

fiPxP—K

es una funcion de incidencia de P sobre K si f (z,y) = 0 cuando z £ y.
Esta definicién implica que una funcién de incidencia es nula sobre pares
que no constituyen intervalos de P. El conjunto de funciones de incidencia
de P sobre K se denotara por I (P,K). Este conjunto tiene estructura de
espacio vectorial con las operaciones de suma de funciones y producto por un
escalar. Ademas, puede definirse una segunda operacién interna denominada
producto o convolucion de la siguiente forma

(fx9)(@y)= > f(z,2)9(zv)

{z:z<2<y}

para (z,y) € P x P. El elemento neutro de la convolucién es la funcién é de

1, siz=
6(m,y)={ v

Kronecker

0, siz#y.
El conjunto I (P,K) junto con las operaciones suma, producto por escalar
y convolucién constituye un algebra sobre el cuerpo K llamado dlgebra de
incidencias.
Una funcién particular de I (P,K) es la funcidn zeta {, definida por

1, siz <Ly
0, en otro caso.

C(x,y)={
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Dado un conjunto finito NV, y considerando el conjunto parcialmente ordenado
(2N , g) , la funcién zeta ¢ de 2V sobre R permite definir, fijado cualquier
subconjunto no vacio S € 2V, una nueva funcién

1, siSCT
0, en otro caso.

(s:2"¥ — R, CS(T):C(SaT):{

Obsérvese que la funcién (s es un juego de unanimidad. Esta forma de
interpretar los juegos de unanimidad es utilizada por Faigle y Kern [22].

Una funcién de incidencia f € I (P,K) tiene inversa para la convolucién
siy solo si f (z,z) # 0, para todo z € P. Por ello, la funcién zeta ¢ posee
inversa a la que se denomina funcién de Mdobius de P y se simboliza por pu.
El calculo de p se puede realizar mediante la siguiente férmula recurrente

1, six =y

ploy) =9 > ou(z,z), siz<y.
{zeP:x<z<y}

Usando la funcién de Mdbius se obtiene el resultado fundamental de la
formula de inversion de Mdbius. Dicho resultado establece que si P es un
conjunto parcialmente ordenado en donde cualquier ideal principal del orden
es finito y si f,g: P — C, entonces para todo z € P :

9@ = flv) = =)= uy2)g().

y<z y<z

Para el caso particular de un algebra de Boole P = 2, con N un conjunto
finito, la funcién de Mébius se escribe como (S, T) = (—1)'T|_|s|, para

S CT C N. Asi, la férmula de inversion de Mdbius implica

(@)= "fS) = f(T) =3 (-1 Flg(s).

SCT SCT
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1.2 Juegos sobre Sistemas de Coaliciones

Se denominara sistema de coaliciones a todo par (N,F), donde N es un
conjunto finito y F es una familia de subconjuntos de N tal que § € F. Dado
un sistema de coaliciones (IV, F), los elementos de F se llamaran coaliciones
factibles.

Definicién 1.1 Un juego de utilidad transferible es una terna (N,F,v),
donde (N,F) es un sistema de coaliciones y v : F — R es una aplicacion
tal que v(0) = 0. La aplicacion v se denomina funcion caracteristica del

Juego.

A lo largo de todo este trabajo se supondr4, salvo indicacién expresa, que
al hablar de juegos de utilidad transferible (IV, F, v), el sistema de coaliciones
(N, F) es tal que N = {1,...,n} y ademés se verifica la propiedad adicional
N = UgerS, por lo que el conjunto N queda determinado por F. Por
ello, con frecuencia se entendera el sistema (N, F) como la familia F. Los
elementos de N se denominaran jugadores. Se identificaré el juego (N, F,v)
con la funcién v y se dird que v es un juego definido sobre el sistema F.

Se denotara por I' (F) el conjunto de todos los juegos definidos sobre el
sistema F. Se pueden definir sobre el conjunto I" (F) las operaciones suma y
producto por un escalar de la forma habitual: para todo S € F, v,w € ' (F)
ya€R

(v+w)(S) = v(S)+w(S),
(av) (S) = av(S).

Estas operaciones dotan al conjunto I" (F) de estructura de espacio vecto-
rial y, al igual que en la teoria de juegos cooperativos, los juegos de unani-
midad y los juegos de identidad, que se introducen a continuacién, determi-
nan dos bases de dicho espacio.
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Para cualquier coalicién no vacia T € F, el correspondiente juego de
unanimidad, que se representa por (r, estd definido como (r: F -+ R

{1, siTC S

0, en otro caso,

r(S) =

para cada coaliciéon S € F.
El juego de identidad ér : F — R esta definido por

6T(S)={ 1, siT=S5

0, en otro caso,

para cada coalicién S € F.

Proposicion 1.2 La dimension del espacio vectorial ' (F) es |F| -1, y las
familias de juegos {or : T € F, T # 0} y {¢z: T € F,T # 0} son dos bases
de dicho espacio.

Demostracion: Es sencillo comprobar que los juegos de identidad son li-
nealmente independientes y que

v=" >  v(T)ér, Yve I'(F). (1.1)
{TeF:T#0}

Para probar que los juegos de unanimidad también forman una base del
mismo espacio, basta ahora comprobar que son linealmente independientes o
bien que constituyen un sistema generador de I' (F). Aunque la primera de
esas comprobaciones es méas sencilla, se realizara la segunda debido a que el
resultado obtenido serd de utilidad con posterioridad.

Cada juego de unanimidad {7 se puede expresar en la forma

CT = Z 637 (12)
{SeF:52T}
y utilizando la funcién y teorema de inversién de Mobius (ver seccién ante-
rior), en el conjunto parcialmente ordenado (F, C) se tiene

or = Z (T, S) (s (1.3)

{SeF:52T}



24 Capitulo 1. Juegos sobre Estructuras Combinatorias

Asi, sin méas que usar (1.1) e intercambiar los sumatorios

v= Y A(S)(s, Ywe T(F), (1.4)
{SEF:S£0}

donde los coeficientes son

A= Y wTS)uT). (1)

{TeF:T#0,TCS}

Las coordenadas de un juego v definido sobre el sistema F en la base
formada por los juegos de unanimidad, esto es, los escalares A, (S) para
S € F, se denominan coeficientes de Harsanyi.

A continuacién se introducen algunos tipos particulares de juegos, cuyas
definiciones son extensiones naturales de las ya existentes en juegos coopera-
tivos clasicos.

Un juego v € I' (F) es mondtono si para cualesquiera coaliciones S,T €
F,T C S, se verifica v (T') < v(S). Se designara por T',, (F) el subconjunto
de I' (F) formado por los juegos monétonos. Dicho conjunto no constituye un
subespacio vectorial de I" (F) . Se dice que T',,, (F) tiene estructura de cono,
en el sentido de que la operacion suma es interna y el producto por escalares
no negativos es una ley de composicién externa.

Un juego v € ' (F) es simple si es monétono y v(S) € {0,1} para toda
coalicion S € F. En un juego simple, las coaliciones S tales que v (S) = 1
se denominan coaliciones ganadoras, y las restantes son llamadas coaliciones

perdedoras. Se denotara por I'y (F) el conjunto de los juegos simples.

Un juego v € T' (F) es débilmente superaditivo si para cualesquiera, coali-
ciones S,T € Fcon SUT € Fy SNT =, se verifica

v(SUT)>v(S)+v(T).
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A continuacion se probara que el conjunto de juegos simples I'; (F) es un
reticulo. En efecto, si en dicho conjunto se considera la relacién binaria <
tal que, para cualesquiera v,w € [y (F), se tiene

v<w<<=v(S) <w(S) paratodo S € F,

entonces (I'; (F), <) es un conjunto parcialmente ordenado. Por otro lado,
para cualesquiera v,w € [y (F), el infimo y el supremo de dichos juegos son,
respectivamente, los juegos v A w, v V w tales que

(vAw)(S) = min{v(S),w(S)},
(vVw)(S) = max{v(5),w(S)},

A A
para toda coalicion S € F. Ademas, en el reticulo I'; (F), los juegos 1 y 0

son aquéllos donde 1 S)=1y 0 (S) = 0, para toda coalicién factible no
vacia.

Proposicion 1.3 El conjunto de juegos simples I's (F) es un reticulo dis-
tributivo. Ademds, I's (F) es un dlgebra de Boole si, y sdlo si, las coaliciones
no vacias de F son mazimales en el conjunto parcialmente ordenado (F,C).

Demostracién: Sean v, w, z juegos simples. Nétese que las siguientes tablas

Tabla 1 vV (wAz)

v(S) < w(S) < 2(S) w

w(S) < v(S) < 2(S5) v

w(S) < 2(S) < v(9) v

Tabla 2 vVw |oVz|(wVw)AwVz2)

v(S) <w(S) <2(5) | w z w
w(S) <v(S) <2(S)| w 2 v
w(S) < z(S) <v(S) | w v v
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implican la igualdad
vV(wAz)=@wVw)A(vVz).

La ecuacién dual se obtiene de forma similar. Por tanto, el reticulo es dis-
tributivo.

Obsérvese ahora que si v, w € I'(F) son juegos tales que sélo toman
valores en el conjunto {0, 1}, entonces si ademés verifican

va=T, v/\w:a,

debe suceder que las coaliciones factibles ganadoras de v son perdedoras para
w y las perdedoras, no vacias, para v son ganadoras para w.

Supb6ngase que existe una coalicién no vacia R € F, tal que R no es
maximal en (F,C), esto es, existe T € F tal que R C T. En esta situacién,
se puede considerar un juego v € Iy (F) tal que v(R) =0y v (T) = 1, y,
segtin lo dicho anteriormente, todo juego w € T (F) que verifique vVw = Ty
v Aw =0, no es monétono (ya que w(R) =1y w(T) = 0). Por tanto, para
que I'y (F) sea un algebra de Boole es condicién necesaria que toda coalicién
no vacia de F sea maximal (F, C). Ademaés, es inmediato que dicha condiciéon
es suficiente. o

Para finalizar esta seccion, se introducen los conceptos que permitiran
construir soluciones para juegos sobre sistemas de coaliciones.

Sea (N, F) un sistema de coaliciones. Un valor para el jugador i, i € N,
sobre T' (F) es una funcién

v, :T(F) —R

que asigna a cada juego v definido sobre F un nimero real. El nimero ¥; (v)
asociado a un juego v se interpreta como el valor que dicho juego tiene para
el jugador 7 (por ejemplo, la ganancia que el jugador espera por participar
en dicho juego).
Un valor para el conjunto de jugadores o valor de grupo sobre T' (F) es
una funcién
U:T(F) —RY
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que asocia a cada juego v un vector ¥ (v) = (¥ (v),..., ¥, (v)). Este vector
representa el valor que tiene el juego dado para cada uno de los jugadores.

1.3 Geometrias Convexas y Antimatroides

Los antimatroides fueron introducidos por Diworth [14] en 1940 como ejem-
plos particulares de reticulos semimodulares. Desde entonces, varios autores
han llegado al concepto de antimatroide como abstracciones de diversas situa-
ciones combinatorias. Un estudio sistemético de dichas estructuras, basado
en la abstracciéon de la convexidad, fue realizado por Edelman y Jamison, de-
sembocando en 1970 con el establecimiento por Jamison [27] de una estrecha
relacién entre la convexidad y la existencia de un operador clausura con una
determinada propiedad de anticambio. En 1980, Edelman [18] prueba que
esta relacion era inducida por los denominados reticulos meet-distributivos
o geometrias convezas. En la teoria de juegos, Bilbao [7], introduce en 1998
las geometrias convexas.

Los resultados sobre geometrias convexas y antimatroides que se exponen
en esta seccién, se han extraido de los trabajos de Edelman y Jamison [20] y
el capitulo dedicado a ambas estructuras de Korte, Lovasz y Schrader [30].

Definicion 1.4 Una geometria conveza es un sistema de coaliciones (N, L)
que satisface las siguientes propiedades:

(G1) Si S,T € L, entonces SNT € L,

(G2) SiSe L yS+#N, existe je€ N\ S tal que SU{j} € L.

Considérense los juegos I" (L) sobre una geometria convexa. La propiedad
(G1) implica que la interseccioén de coaliciones factibles es también factible,
pues los jugadores se ponen de acuerdo sobre un perfil de cooperaciéon. En
el modelo de estructuras de conferencia de Myerson [37], dos jugadores estan
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conectados si ellos pueden coordinarse mediante conferencias separadas con
algunos miembros comunes que sirven de intermediarios. En una geometria
convexa, las coaliciones de intermediarios estan en la estructura de coo-
peracion. La propiedad (G2) indica un método de formacién de coaliciones
mediante la anexién individual de jugadores.

Las coaliciones factibles de una geometria convexa (N, L), que se identi-

ficar4 con la familia £, se denominaran convezos siguiendo la nomenclatura
de Bilbao [7]

A continuacién se muestran algunos ejemplos de geometrias convexas que
aparecen en la literatura de juegos. El primero ha sido utilizado por Edelman
[19] para el estudio de indices de poder en juegos de votacion.

Ejemplo 1.5 Si en el conjunto N = {1,2,...,n} se considera el orden na-
tural de sus elementos, la familia L, formada por el conjunto vacio y los
intervalos

7] ={4,i+1,...,5— 1,5}, para1<i<j<n,

de (N, <), es una geometria conveza.

Ejemplo 1.6 Una situacidn de comunicacion es una terna (N, G,v), donde
(N,v) es un juego cooperativo y G = (N, A) es un grafo. Considérese el par
(N, L), donde

L={SCN : (S A(S)) es un subgrafo conezo de G} .

En estas condiciones, Edelman y Jaminson [20], establecen que G = (N, A)
es un grafo bloque conero (véase Harary [23]) si y solo si (N,L) es una
geometria convera. Notese que los grafos blogques son denominados grafos
ciclos completos por Nouweland y Borm [40]
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Las cadenas maximales de una geometria convexa tienen un papel rel-
evante en el estudio de valores en dichas estructuras, como se verd en el
siguiente capitulo. Edelman y Jamison [20] prueban que toda cadena maxi-
mal de una geometria convexa (NN, L) contiene n + 1 conjuntos convexos

(Z)-_—S()CS1C"'CSn_1CSn:N,

donde el cardinal |Sx| = k, para todo £k = 0,1,...,n. En consecuencia,
las situaciones de jerarquia de Moulin y Shenker [36], donde se usan pagos
que incrementan los costos de acuerdo con una ordenaciéon de N, pueden ser
modeladas por geometrias convexas.

El operador clausura de una geometria convexa (NN, L) es la aplicacién
—: 2NV — 2V definida por

A= ﬂ S, paratodo A C N.
{SeL: 524}

Dicho operador verifica las propiedades: (1) A C 4, (2) A= A,(3)Si A C B,
entonces A C B; propias de un operador clausura, y la propiedad adicional
0 = 0. Ademas, satisface la denominada propiedad anticambio de Steinitz-
MacLane: Dados dos elementos 7,5 € N, i # j, y siendo A C N,

Sii,j¢ Ay j€ AU {5}, entonces i ¢ AU {j},

que caracteriza a los operadores clausura propios de geometrias convexas.
Obsérvese que, segin la definicion de dicha funcion, la clausura de cualquier
subconjunto de N es un elemento de la familia L.

Para un subconjunto A C N cualquiera, un elemento : € A es un punto
extremal de A si i ¢ A\ {i}. En particular, un jugador i de S € £ es un
punto extremo de S si S\ {i} € L. El conjunto de puntos extremales de
una coalicion convexa S es denotado por ex(S). Utilizando este concepto,
la segunda propiedad de la definicién de una geometria convexa puede ser
sustituida por:
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(G2’) Para todo convexo A C N se verifica que A = ez (A).

Por ello, se puede afirmar que toda coalicién factible no vacia de una
geometria convexa tiene al menos un punto extremal. Este hecho permite
utilizar un procedimiento de eliminacién (conocido como proceso shelling)
que es posible interpretar en términos de juegos. Empezando con la gran
coalicion N, se puede eliminar de ella uno de sus puntos extremales, y seguir
eliminando sucesivamente un punto extremal de cada una de las coaliciones
factibles que se obtienen hasta que se llega finalmente al conjunto vacio.
Naturalmente, en general, habra més de una forma de hacer esto, pero todas
ellas permiten determinar a los jugadores lo que ocurriria si ellos abandonaran
la gran coalici6n.

La idea anterior permite también relacionar la estructura de antimatroide
con los juegos. Basta considerar que los jugadores eliminados, en cada uno
de los procesos anteriores, se agrupen formando sucesivas coaliciones. En
concreto, supéngase que si en un proceso de eliminacion los jugadores se van
eliminando segtn el orden 4y, 43, ..., i,, entonces éstos se organicen formando
las coaliciones {41}, {i1,%2}, ..., {41, %2, ..., 9} . La conclusién es que la nueva
estructura de coaliciones determina un antimatroide.

Definicion 1.7 Un antimatroide es un sistema de coaliciones (N, A) que
verifica:

(A1) Si S,T € A, entonces SUT € A,
(A2) SiSe€ AyS#N, eziste j € N\ S tal que SU{j} € A.

Los siguientes ejemplos de antimatroides se pueden encontrar en Korte,
Loévasz y Schrader [30].

Ejemplo 1.8 Sea G = (V, A) un grafo conezo no dirigido y r € V uno de
sus vértices. Los conjuntos de aristas de subgrafos coneros que contienen a
r, junto con el vacio, constituyen el denominado antimatroide de bisqueda
por aristas del grafo.
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Ejemplo 1.9 Sea G = (V, A) un grafo conezxo no dirigido y r € V uno de sus
vértices. Se define el antimatroide de bisqueda por vértices de dicho grafo,
(V\{r},A), como aquél cuyos conjuntos factibles son los S C V' \ {r} tales
que, en el subgrafo inducido por SU {r}, todo vértice x € SU {r} puede ser

conectado con r mediante un camino.

Dado un antimatroide (N, .A), la funcién definida sobre 2V y que asocia,

a cada subconjunto A de NV, el conjunto

mt(A)= |J S,

{SeA:SCA}
se denomina operador interior. Las propiedades que definen este operador
interior son: (1) int (A) C A, (2) nt (int (4)) = int(A), (3) Si A C B,
entonces int (A) C int (B), y la propiedad adicional int (N) = N. Ademaés,
satisface la denominada proi)iedad anticambio de Steinitz-MacLane: Dados
dos elementos i,7 € N, i # j, y siendo A C N,

Sii,j ¢ int(A) yje€int(A\{:}), entonces i ¢ int (A\ {j}).

Obsérvese que, segun la definicién de dicha funcién, el interior de cualquier

subconjunto de N es un elemento de la familia L.

Sea S una coalicion factible de un antimatroide (N,.A). Un elemento
i € N\S es un aumentador de la coaliciéon S cuando S U {i} € A. El
conjunto de jugadores aumentadores de una coalicion factible S se denotard
por au (S).

El siguiente resultado pone de manifiesto la dualidad existente entre an-
timatroides y geometrias convexas. Sea (V,.4) un antimatroide, si se denota
por A el conjunto definido por

A={SCN:N\S e A},

entonces, se verifica el siguiente resultado.
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Teorema 1.10 (N, A) es un antimatroide si, y sélo s, (N, .Z) €s una

geometria conveza.

Obsérvese que las situaciones de precedencia planteadas por Faigle y Kern
[22], constituidas por los ideales principales de un conjunto parcialmente
ordenado N, son un caso de geometria convexa y antimatroide a la vez.

Dado un antimatroide (N,.4) y su geometria convexa dual (N, £), de las
definiciones de jugador aumentador en A y jugador extremal en £, se obtiene
de forma inmediata la siguiente propiedad. Siendo S € A, un jugador de N\ S
es aumentador de S si, y solo si, es extremal de N \ S. Es decir, si S € A,

entonces

au(S) =ex (N\S). (1.6)

Las funciones de Mobius uc y p4 asociadas, repectivamente, a una geome-
tria convexa (N, £) y a un antimatroide (N, A) , estan dadas por las siguientes

expresiones. Para cualesquiera coaliciones factibles S, T, tales que S C T y
IT|=t,|S|=s,

M(S’T)_{ (-1)'°, siT\ S Cex(T)

0, en otro caso,
1), s§iT\ S Cau(S
R
0, en otro caso.

La expresion correspondiente a y. se debe a Edelman y Jamison [20], y de
ésta se obtiene la correspondiente a 4 teniendo en cuenta la relacién (1.6)
existente entre puntos extremales y aumentadores.

Las férmulas anteriores y la expresi6n (1.5), permiten obtener los coefi-
cientes de Harsany: asociados a una coalicién factible T,

A (T) = > (=) v (S), (1.7)

{SeL:Se[T\ex(T),T]}
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AMT) = > (=1 (S),

{SeA:T€[S,5Uau(S)]}

para cada juego v definido sobre una geometria convexa £, o un antimatroide

A.

1.4 Matroides

Los sistemas denominados matroides fueron introducidos por Whitney [61]
en 1935 definidos como un abstracciéon del concepto de independencia lineal
y de la estructura ciclica de grafos, e independientemente, por van der Waer-
den [58] en 1937 como combinacién de la independencia lineal y algebraica.
La teoria de matroides actual tiene su origen en el trabajo de Tutte [55] de
1959 y cuenta con numerosas aplicaciones como objeto combinatorio y de op-
timizacion. Sus estructuras y algoritmos han proporcionado un buen soporte
para numerosas extensiones.

Definicion 1.11 Un matroide es un sistema de coaliciones (N, M) que ve-

rifica las siguientes propiedades:

(M1) §iSe€M yT CS, entonces T € M,

(M2) Si S,T € M y|S| = |T|+1, entonces existe i € S\ T de forma que
TU{i} € M.

En la definicién de juego sobre un matroide se consideran como coali-
ciones factibles los elementos del matroide, lo cual presupone la existencia de
ciertas normas preestablecidas en la cooperacion entre los jugadores. Asi, si
se piensa que las coaliciones entre jugadores se realizan porque éstos tienen
ciertos intereses comunes, entonces la propiedad (M1) de la definiciéon de
matroide establece que es factible también toda posible subcoalicién entre
jugadores de cada coalicién, ya que cualquier subgrupo tendra al menos los
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mismos intereses comunes que los del grupo. Por otro lado, la propiedad
(M2) refleja que las diferentes coaliciones se forman regidas por un cierto
proceso secuencial de incorporacién individual de jugadores.

A continuacién se relacionan los resultados de los que se hara uso en la
memoria concernientes a matroides, los cuales se comentaran en el lenguaje
propio de la teoria de juegos. Las demostraciones se omiten por poderse
consultar en libros como Welsh [60] y Korte, Lovasz y Schrader [30]. A partir
de ahora se supondra que (N, M) es un matroide, y éste se identificara con
la familia M.

Una coalicidn bdsica de un matroide M es una coalicion B € M maximal
respecto a la inclusién. La familia de coaliciones béasicas de M se denotara
por B(M), y mediante b (M) el cardinal de este conjunto. La propiedad
(M1) aplicada a una coalicién béasica B € B (M) garantiza que todas sus
subcoaliciones son factibles y, por tanto, son coaliciones factibles las del 4l-
gebra de Boole 28. En particular si N € M, entonces el matroide es 2V y se
conoce por matroide libre. Un jugador que pertenezca a todas las coaliciones
bésicas de un matroide se dira que es un jugador istmo.

Las bases de un subconjunto X de N en un matroide M son sus subcon-
Juntos maximales en el conjunto parcialmente ordenado (M, C) .

La funcion rango de un matroide M es la aplicacién r : 2V — Z, definida
por
7(X)=max{|S|: SC X,S € M} paratodo X € 2".

El rango del matroide M, denotado por r (M), es el rango del conjunto de
Jugadores V. De esta forma, r (M) indica el maximo grado de cooperacién
que tienen los jugadores del matroide.

El operador clausura de un matroide M es la funcién o : 2V — 2V
definida por

o(X)={ieN:r(XU{i}) =r(X)} paratodo X €2".
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Dicha funcién, ademas de verificar las propiedades propias de un operador
clausura, satisface la propiedad de intercambio de Steinitz-MacLane: Para
todo X,Y C N, y cualesquiera ¢,j € N se cumple

sij¢o(X)yje€o(XU{i}) entoncesie€ o(XU{j}).

Dicha propiedad es la que caracteriza los operadores clausura de los ma-
troides. Obsérvese que, a diferencia con lo que ocurre en geometrias convexas,
la clausura de una coalicién cualquiera no necesariamente es una coalicién
del matroide.

El dltimo concepto de los matroides que se usaré son los circuitos. Los
circuitos de un matroide M son los subconjuntos X de N, X ¢ M, minimales
respecto de la inclusion, es decir, para todo i € X se verifica que X\ {i} € M.
Se dira que dos jugadores i, j € N son jugadores paralelos en el matroide M,y
se utilizara la notacién ||, si el par {7, j} es un circuito. Por ello, cuando dos
jugadores son paralelos, juntos no pueden formar parte de ninguna coalicién
factible.

Los conceptos anteriores permiten obtener diversas caracterizaciones de
los matroides, de entre las que se destacan, por ser ttiles en esta memoria,
las siguientes.

Teorema 1.12 Una coleccion no vacia B de subconjuntos de 2V son las coa-
liciones bdsicas de un matroide si, y sélo si, satisface la siguiente propiedad
de sustitucion: Si B1, By € B y j € B; \ B,, entonces eziste i € By \ By tal

que ByU{i}\ {j} € B.

En las condiciones de este Teorema el matroide determinado por la colec-
cion B es
M={SC N:SC B para algin B € B}.
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Teorema 1.13 Un sistema de coaliciones (N, M) es un matroide si, y sdlo
si, satisface la condicion (M1) y tiene la siguiente propiedad:

(M2’) Para todo X C N, las bases de X tienen el mismo cardinal.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es que todas las coali-
ciones basicas de un matroide tienen el mismo cardinal, y éste coincide con
el rango del matroide.

Teorema 1.14 Una aplicacion r : 2V — 7Z es la funcidn rango de un ma-
troide si, y sdlo si, para toda X,Y C N, verifica:

(R1) 0 <7 (X) < |X],
(R2) Si X CY, entoncesr (X) <r(Y),

(RS) r(XUY)+r(XNY) <r(X)+r(Y).

Obsérvese que la condicién (R1) garantiza que la funcién rango de un
matroide es un juego cooperativo (N,r), y las condiciones (R2) y (R3) que
el juego es mondtono y submodular, respectivamente.

Teorema 1.15 Una funcionr : 2V — Z_ es la funcidn rango de un matroide
s1, y s6lo si, para todo X,Y C N y cualesquiera i,j € N, verifica:

(R1°) v (0) =0,
(R2’) n(X) <r(XU{d}) <r(X)+1,

(R3’) Sir (X U{i})=r(XU{j}) =7(X), entonces r (X U {i,j}) =7 (X).
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Bajo las hip6tesis de cualquiera de los dos teoremas anteriores, la funcién
r determina de forma tinica el matroide

M={SCN:r(S)=]S]}.

La condicién (R3’) se suele denominar submodularidad local de la funcién
rango. De ella se puede deducir que r (¢ (X)) = r(X) para todo X C N.
Por tanto, la clausura de X es el méximo subconjunto de N que contiene
a X y mantiene su rango. Obsérvese que, si S es una coalicién factible, los
jugadores que no estdn en o (.S) son los que pueden unirse a .S para dar lugar
a nuevas coaliciones factibles.

Se muestran a continuacién algunos ejemplos de matroides de interés para
el desarrollo de la teorfa de juegos sobre matroides.

Ejemplo 1.16 El matroide uniforme U* estd formado por todos los subcon-

juntos de N cuyo cardinal es menor o igual que k,
Ur={Se2":(5<k}.

La funcion rango y el operador clausura de este matroide se definen, para
cada X C N, por

N s |X|>k

Cuando k # n, no hay jugadores istmo. Los circuitos son las coaliciones de

r (X) = min {k, | X1}, a(X):{X st |X] <k

cardinal k+ 1, y no hay jugadores paralelos salvo que k = 1. En la siguiente
figura se muestra el matroide uniforme UZ.

{L2} {L3} {23}

{1 3}

&
Figura 1.1
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Ejemplo 1.17 Dado un grafo no dirigido G = (V, A), donde V es el con-
Junto de vértices y A el conjunto de aristas, se define el matroide grdfico
generado por G como el formado por los subconjuntos del conjunto de aristas
A que generan subgrafos actclicos. El matroide gréifico generado por G se
denotard M (G) . La funcién rango, para cada X C A, viene dada por

r(X) =V (X)|-k(X),

donde k (X) es el numero de componentes conezas que tiene el subgrafo ge-
nerado por las aristas de X . Se sabe que un jugador a € A estd en la clausura
de una coalicion X si es posible formar un circuito que contenga a la arista
a y que esté contenido en X U {a}.

Considerando el grafo de la Figura 1.2, el matroide M (G) es el de la
Figura 1.5.

a d
b e
Figura 1.

abd acd abe ace ade bcd bece bde

Figura 1.3
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Ejemplo 1.18 Dados dos jugadoresi,j € N, se define el matroide de oposi-
cion My, (i || j) como el formado por todos los subconjuntos de N que no
contienen a {i,j}. Esto es, el mayor matroide contenido en 2N, con i, ]

paralelos,
Mo (@l j)={SC N:{i,j} £ S}.

En este matroide los inicos jugadores paralelos son t,7, y los restantes son
itsmos. Su funcidn rango y el operador clausura estdn dados, para cada
X C N, por

1| i6j¢ X XU{j} siieX,jé¢xX
1
r(X)= SZ.. ,] c(X)=4 XuU{i} sijeX,i¢X
I X|—1 sii,j € X,
X en otro caso.

Tomando N = {1,2,3,4}, la siguiente figura muestra el matroide My (1||4).

A continuacién se definen algunas operaciones sobre matroides, que serdn
muy ttiles en los capitulos posteriores.
La k-truncacidn de un matroide M es el matroide dado por la coleccién

ME) ={Se M:|S|<k}.
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La restriccion del matroide M a una coalicion X C N es el matroide dado
por

Mx={S€M:S§X}.

La eliminacion de X en M se define como la restriccién del matroide a la
coalicién N \ X, esto es,

M\X ={SeM:SCN\X}.

Por 1ltimo, la contraccion sobre X de M es el matroide definido por la
coleccién

M/X ={SCN\X:S5UT € M, para alguna base T' de X}.

Todas estas operaciones sobre matroides originan nuevos matroides. Por
definicién, se tiene que M/X C M\X. Obsérvese, ademds, que la elimi-
nacién de un jugador en el matroide sobre el que estd definido un juego, se
puede interpretar como que el jugador se separa del juego dado. Por otro
lado, la contraccién sobre un jugador del matroide determina las posibles coa-
liciones a las que el jugador se puede integrar para conjuntamente participar
en el juego.

Cualquier matroide que pueda ser obtenido a partir de otro matroide
M mediante una sucesién de contracciones y eliminaciones se denomina un
menor de M.

Proposicién 1.19 Sea (N, M) un matroide, y r su funcion rango. En-
tonces:

(1) La funcion rango v’ del matroide k-truncacion M® estd definida por
" (X) =min {r (X), k}, para todo X € 2V.

(2) La funcién rango ' del matroide restriccion sobre Y, My, estd definida
por v’ (X) =r(X), para todo X € 2Y.

(3) La funcién rango v’ del matroide contraccion sobre Y, M/Y, se define
" (X)=7r(XUY)—r(Y), para todo X € 2N\Y.
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Conviene también introducir el concepto de isomorfismo entre matroides.
Dos matroides (Ny, M;), (N2, M3) son isomorfos si existe una biyeccién
é : N; = N, tal que para todo S € M, se verifica que {¢ (i) : i € S} € Ma.

La funcién de Mébius g : M x M — R de un matroide M tiene la
siguiente expresion
w(S,T) = (1),
para cualesquiera S,T € M, S C T, donde |S| = sy |T| = t, pues cualquier
intervalo es un algebra de Boole. Por tanto, utilizando (1.5), se tiene que
los coeficientes de Harsanyi de un juego v : M — R definido sobre un

matroide, se pueden expresar en la forma

AMT) = T~ (). (1.8)

{SEM:SCT}



Capitulo 2

Valores Clasicos sobre
Geometrias y Antimatroides

En este capitulo se extienden los valores de Shapley, Banzhaf y Tijs a los
sistemas de coaliciones geometria convexa y antimatroide. La dualidad entre
dichas estructuras se estudia, en la primera seccién, en el terreno de los
juegos, y se generan a partir de las bases de los juegos de unanimidad y de
identidad sobre una geometria convexa, dos nuevas bases del conjunto de
juegos sobre el antimatroide dual. Se dedica luego una seccién a cada uno
de los valores mencionados.

En la segunda seccién se trata el valor de Shapley. Dicho valor ha sido
estudiado en geometrias convexas por Bilbao [7] y [8], y Bilbao, Lebrén y
Jiménez [11]. Bilbao sigue la técnica de Faigle y Kern [22], y posterioremente
Bilbao obtiene otra caracterizacion de dicho valor sustituyendo el axioma
del poder jerarquico. Por otra parte, Bilbao, Lebréon y Jiménez consiguen
llegar al valor de Shapley en geometrias convexas utilizando los denominados
valores de orden compatible. Aqui se sigue la idea de Bilbao [8] para extender

la nocién a antimatroides.

En la tercera seccién se introducen los indices de Banzhaf para ambas
estructuras y se dan caracterizaciones de estos indices, siguiendo a Dubey

43
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y Shapley [17]. Los resultados de esta seccién estén recogidos en Bilbao,
Jiménez y Lopez [10].

Por tltimo, en la linea de los trabajos de Tijs [53], Driessen y Tijs [16]
y Tijs y Otten [54], se extiende el valor de Tijs a juegos definidos sobre
antimatroides coatémicos. Dicha extensiéon permite definir también este valor
para geometrias convexas atémicas, utilizando la dualidad.

A lo largo de todo este capitulo se trabajara con una geometria convexa
(N, L) o bien con un antimatroide (N,.A), por lo que se considera que el
conjunto de jugadores es N aunque no se diga explicitamente en lo sucesivo.

2.1 Dualidad

En la seccién 1.3 del capitulo anterior se puso de manifiesto el caracter dual
de las estructuras geometria convexa y antimatroide. Esta relacion va a
permitir construir una dualidad entre los espacios vectoriales de sus juegos.

Sean £ una geometria convexa y A su antimatroide dual. Se considera el
siguiente operador entre los espacios vectoriales de juegos de ambas estruc-
turas

F:T(L)—T(A4), F(v)=v*, paratodoveTl (L)

donde v*, que se denominara juego dual de v, es el juego definido, para cada
S € A, por la expresion

v (8) =v(N)—v(N\S).

Puesto que las familias £ y A tienen el mismo cardinal , se puede afirmar
(Proposicion 1.2) que los espacios vectoriales I' (£) y I" (A) son de la misma
dimensién. Es facil comprobar entonces que F' es un isomorfismo para el
que (v*)" = v, cualquiera sea v € I'(£). Por tanto, utilizando dicho iso-
morfismo y cualquiera de las bases conocidas del espacio vectorial T' (L) es
posible obtener nuevas bases del espacio I' (A).
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En la siguiente proposiciéon se obtendran las bases duales de aquéllas
formadas por los juegos de unanimidad y los juegos de identidad del espacio
vectorial T' (L) .

Proposicioén 2.1 Sea A un antimatroide y L su geometria conveza dual.
Siendo S € A una coalicion factible distinta de la gran coalicion, S # N, se

verifica:

(1) El dual del juego de unanimidad (y\s € T' (L) es el juego pgs € T (A)
tal que, para cada T € A,
0, sTCS

1, en otro caso.

ps (T) = {

(2) Si S # 0, el dual del juego de identidad dys € T'(L) es el juego
ps € I' (A) definido, para cada T € A, como

-1, siT=0S5

pS(T)Z{ 0, siT#S.

Ademds, el dual del juego én € T'(L) es el juego pp € T (A) tal que
po (T') =1 para toda coalicion T € A no vacia.

Demostracién: Sea T € A. El dual del juego {y\s se define de la siguiente
forma

1, siN\TDON\S
0, en otro caso,

s (T) = ms(NV) —Cns(N\T) =1~ {
= us(T).
Anélogamente, para el juego de indentidad dn\g, cuando S # 0, se tiene

1, siN\T=N\S

owms (T) = 5N\S(N)_5N\S(N\T):O_{O, si N\T#N\S,

= ps(T).
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Por tltimo, si S = 0 el dual de dy es el juego

1, iN\T=N

5% (T) = 5N(N)'"5N(N\T):1_{O, si N\T # N,

= po(T).
O

Se vera seguidamente que algunas propiedades de los juegos se transmiten
por el operador dual. Con esta finalidad se extiende, en primer lugar, la
nocién de juego cooperativo supermodular al caso de juegos definidos sobre
geometrias convexas y antimatroides.

Definicién 2.2 Un juego v € ' (L) sobre una geometria conveza, se dice
supermodular o convezo si, para cualesquiera S, T € L, se verifica

v(SUT) +v(SNT) > v(S) +v(T).

Un juego v € " (A) sobre un antimatroide, se dice supermodular si, para
cualesquiera S, T € L, se verifica

v(SUT)+v(int(SNT)) > v(S)+v(T).

Andlogamente se definen los juegos submodulares intercambiando la desigual-
dad > por < en los dos casos anteriores.

Proposicién 2.3 Sea £ una geometria conveza y A su antimatroide dual.
Entonces:

(1) Siv €Ty, (L), entonces v* € Ty, (A).
(2) Siv eI, (L), entonces v* € T (A).

(3) SiveTl (L) es un juego supermodular, entonces v* € T (A) es submo-
dular.
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Demostracion: Sea v € I'(£).
(1) Supéngase que v es mondtono. Sean S,T € A, S C T. Entonces,
N\T C N\ S y se verifica v (N\T) <v(N\S). Luego,

v*(S)=v(N)—v(N\S) <v(N)—v(N\T)=v"(T).

(2) Sea v un juego simple. Utilizando el apartado anterior se sabe que el
juego v* es monétono, por lo que s6lo falta por probar que dicho juego toma
valores en el conjunto {0,1}. Ahora bien, esto altimo se verifica puesto que,
por definicién, se tiene v* (S) = v (N) —v (N \ S), para todo S € A.

(3) Supéngase que v es un juego supermodular. Obsérvese que para todo
X C N se verifica N \ int (X) = N \ X. Entonces, si S,T € A, se tiene

v (SUT)+v* (int (SNT))

v(N) —v(N\ (SUT))+v(N)—v(N\int(SNT))
2v(N)—1)((1\’\5)ﬁ(N\T))—U((N\S)U(N\T))
20(N)—v(N\S)—v(N\T)=0v"(S) +v"(T).

IA

2.2 El Valor de Shapley

Se expone a continuacién la caracterizacion axioméatica del denominado valor
de Shapley para juegos sobre geometrias convexas debida a Bilbao [8], que se
utilizara en esta seccién para extender la nocién de valor de Shapley a juegos
definidos sobre antimatroides.

Siendo £ una geometria convexa, y ¥ = (¥;),.y un valor de grupo sobre
I’ (L), se consideran los siguientes axiomas.

Azioma de linealidad. Si vy, v, € T (L) y a1, a2 € RY, entonces

U (0qv1 + agvs) = an'¥ (v1) + 0¥ (v2) .
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Se denomina contribucion marginal de un jugador i € N a una coaliciéon
S € L, tal que i € ex (5), al valor v (S) — v (S\ {i}). Un jugador ¢ se dice
dummy en un juego v € I'(L) si, para cada S € L tal que 7 € ex (S5), se
verifica que

0, en otro caso.

v (S) — v (S\{i}) :{ v({}), si {ifeL

Azioma del jugador dummy. Sii € N es un jugador dummy en un juego
v €' (L), entonces

\I’i(v):{ v({i}), si {i} el

0, en otro caso.

Azioma de eficiencia. Para todo juego v € I' (L), se verifica

> Wi(v)=v(N).

1IEN

Azioma de L-cadenas. Para cada coaliciéon no vacia S € £ y cualesquiera
i,j € ex(S),

c(S\{i}) ¥; (6s) = c(S\ {5}) ¥: (bs) -

En el contexto anterior, y utilizando entre otros resultados el lema que
se expone a continuacién, Bilbao [8] llega a la caracterizacion siguiente del
valor de Shapley para juegos sobre geometrias convexas.

Lema 2.4 Sean L una geometria convexa y S € L un convero no vacio.
Siendo i € N, se verifica: a) Sii ¢ ex (S), entonces i es un jugador dummy
en el juego de unanimidad (s. b) Sii € S\ ex(S), entonces i es un jugador
dummy en el juego de identidad ég.
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Teorema 2.5 Sea L una geometria conveza. Eziste un dnico valor de grupo
®~ sobre I' (L) que satisface los aziomas de linealidad, jugador dummy, efi-
ciencia y L-cadenas. Ademds, para todo i € N, y cada juego v € I' (L), se

tiene

=y DB us\ @,
{SeL:icex(S)}

donde se considera c([N,N]) = 1, y c(L) representa el nidmero total de
cadenas mazimales de (L,C). Dicho valor se denomina valor de Shapley

para juegos sobre geometrias convezas.

Considérese ahora un antimatroide A, y el conjunto de juegos I' (A)
definidos sobre él. En este caso, se define la contribucidn marginal de un ju-
gador i € N a una coalicién S € A, tal que i € au (S), como el pago exigido
por el jugador para unirse a la coalicién S, es decir, v (SU {i}) — v (S). Un
jugador i se dice dummy en un juego v € I (A) si, para cada S € A tal que
i € au (S), se verifica que

v({i}), si {i}eA

0, en otro caso.

v(SU{i})—v(S)z{

Entonces, para un valor de grupo ¥ = (¥;),_, sobre I' (A), se introducen

los siguientes axiomas.

Agzioma de linealidad. Si v,,v; € T (A) y a1, s € RY, entonces

v (011’111 + az’l}z) = Ozl\I/ (‘1)1) + OJ2\II (’Ug) .

Azioma del jugador dummy. Sii € N es un jugador dummy en un juego
v € I' (A), entonces

¥, () = { v({i}), si{ibe A

0, en otro caso.
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Azioma de eficiencia. Para todo juego v € I' (A), se verifica

Z\Il,(v) =v(N).

iIEN

Azioma de A-cadenas. Para cada coalicion S € A, S # N, y cualesquiera
i,j € au(S),

c([Su{i},N)) Y, (ps) = c([SU{s}, N]) ¥i(ps) -

Obsérvese que en el dltimo axioma se pone de manifiesto, al igual que
en el caso de geometrias convexas, que los jugadores que obtienen contribu-
ciones marginales positivas en un juego ps son aquéllos que se anexionan a
la coalicién S inmediatamente después de su formacién, por lo que el valor
que se les debe asociar debe ser proporcional al nimero de érdenes donde eso
ocurre para dicho jugador.

Lema 2.6 Sean A un antimatroide y S € A. Siendo i € N, se verifica:

(a) Sii ¢ au(S), entonces i es un jugador dummy en el juego us € T (A).

(b) Sit ¢ SUau(S), entonces se tiene que el jugador i es un dummy en
el juego ps € T' (A).

Demostraciéon: Supéngase en lo que sigue que T es una coalicién factible
de A tal que ¢ € au (T).

(a) Sea S # 0, i ¢ au (S) . En estas condiciones, se pueden dar dos casos:
1€ S, 0bieni ¢ SUau(S).

Si v € S, obsérvese que pug({i}) = 0 cuando {i} € A. Por otro lado,
ps (T U {i}) — ps (T) =0 porque T C S si, y sélo si, T U{i} C S. Por tanto,
¢ es jugador dummy en el juego pgs.

En el caso de que ¢ ¢ SU au (S) (estoes, i ¢ Sy SU{i} ¢ A), es facil
comprobar que {i} ¢ Ay que T ¢ S, razonando por reduccién al aburdo.
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Entonces se tendria us(TU{:}) — ps(T) = 1 — 1 = 0, e igualmente se
comprueba el enunciado.

Nétese finalmente que el resultado es valido también si S = 0. En efecto,
en este caso, decir que i ¢ au (9) significa que {i} ¢ A. Por tanto también
se tiene que ps (T U {i}) — us(T) =1 -1 =0, ya que en ese caso debe ser
T # 0.

(b) Sea i ¢ SUau(S). entonces, como ya se indic6 , se verifica {i} ¢ A
y T ¢ S. Por tanto, ps (T U {i}) — ps (T) =1 —1 = 0 cuando S = 0, pero
esto también sucede cuando S no es vacia ya que pg (T'U {i}) = ps (T) = 0.
Luego, el jugador ¢ es un jugador dummy en el juego ps. O

Teorema 2.7 Sea A un antimatroide. Eriste un unico valor de grupo ®4
sobre T (A) que verifica los aziomas de linealidad, jugador dummy, eficiencia
y A-cadenas. Ademds, para todo i € N, y cada juego v € I" (A), se tiene

G
{SeAiicau(S)}

donde c (A) representa el nimero de cadenas mazimales de (A, C).

Demostracién: Sea ¥ = (;),_, un valor de grupo sobre I' (A) que verifica
los axiomas de linealidad, dummy, eficiencia y .A-cadenas. Se define, para
cadai€ N,v el (A

o= Y Tk EU{-v O
{SeAricau(5)}

Se probara que, cualquiera que sea i € N, se verifica U; (ur) = @7 (ur)
para todo juego pur, con T € A, T # N. Se distinguiran dos casos.

Sea T € A tal que i ¢ au (T) . Por el lema previo y el axioma del jugador
dummy se tiene ¥; (ur) = 0. Ademés, como las contribuciones marginales
de i en ur son todas cero, se obtiene también que ®A (ur) = 0.

En el caso contrario, cuando ¢ € au (T'), se tendria que las contribuciones
marginales de dicho jugador en el juego ur, para una coalicion S € A tal
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que i € au(S), valen 1 si S C T, puesto que S U {i} no esta contenida en
T, y valen cero en otro caso. Con ello se consigue, teniendo en cuenta la

segunda parte del lema anterior, el axioma del jugador dummy y el axioma
de linealidad,

o (ur) = > Ui(ps)= . Ti(ps)

{SeA:icau(S),SCT} {Se€A:S5CT}

= V¥ Z ps | = ¥i(pr).

{SeA:SCT)

La ultima igualdad sigue de que, por la Proposiciéon 2.1, yr = C;,\T y que,
con la expresion (1.2), se tiene

CnmT = Z dn\s;
{N\SeL:N\SON\T}
lo que implica, por ser F' un isomorfismo, que
pr = > Ss= D, ps
{N\SeL:N\SDN\T} {SeA:SCT}

Queda asi probado que los operadores ®# y ¥ coinciden sobre un conjunto
de juegos que constituye una base del espacio vectorial I' (A), y de ahi que
@4 = . Para finalizar la demostracion se calcularan los nameros de la familia
{¥;(ps): Se Ajicau(S)}.

Aplicando el axioma de eficiencia a un juego v € I" (A) se obtiene

DT = D DY Ti(pes)w(SU{i}) —v(9)]

iEN 1EN {SeAiicau(S)}
= 2| X Glesam) - Y Wles)|[v(S) =v(W).
SeA {jes:S\{j}eA} i€au(S)

Para el juego py la formula implica que

2 Do Yilesn)— D Wilps)| =1,

{ScA:S#p} | {j€S:S\{j}cA} i€au(S)
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y ordenando por cardinal las diferencias, comenzando desde N, resulta

S, (o)

{51eN:N\{j1}eA}

+ >, U, (pniing}) — Ui (o)

{i1eN:N\{j1}eA} | {j2€N\{i1}:N\{j1.j2}€A}

Y Tl — Y, Y (@) | =1

icau(0) Jn-1€au({i})

donde se observa que los términos se van anulando con el posterior de signo

opuesto, quedando simplemente,

> i) =1. (2.1)

i€au(0)

Por otro lado, para un juego cualquiera pr con T € A, T # 0, N se tiene

Yo Tileng)= Y, Wiler). (2.2)
{jeT:T\{j}€A} icau(T)
Por altimo se aplicar4 el axioma de A-cadenas en las identidades (2.1) y
(2.2).
Para el juego py y jugadores 1, j € au (0), el axioma de A-cadenas implica
que

c([{i}, N1) ¥; (po) = c([{s}, N1) ¥i (o)

con lo que se obtiene de la ecuacién (2.1), eligiendo un jugador i € au (),

RAVE
[{ } ];;(0) {.7} N]

De ahi se llega a

T




54 Capitulo 2. Valores Clasicos sobre Geometrias y Antimatroides

porque 3 .c..@ ¢ ({7}, N]) = ¢ (A) y ¢ (@) = 1. Se probaré ahora que, para
toda coalicion factible S del matroide de cardinal s, s < n, se verifica

c(§)c(Su{i}, NJ)
c(A) ’

Ui (ps) =

suponiendo que la expresion anterior es valida para toda coalicién factible de
cardinal menor que s.

En efecto, el axioma de A-cadenas garantiza que, fijado i € au (S), se
tiene que para todo k € au (S)

(SuU{k},N))
([Su{d},N])

Vi (ps) = Wi (ps) <

Asi, la ecuacion (2.2) se escribird como

2s (ps) _ (SN S\ (1
TEU ] o SV N == 3 e\,

k€au(S) {7es:S\{j}eA}

ycomo Y c([SU{k},N)=c(S,N]), >, c(S\{5})=¢(S),
k€au(S) {7es:5\{j}eA}
se obtiene la igualdad buscada.

Sustituyendo los coeficientes {¥; (ps) : S € A,i € au (S)} en la expresiéon
obtenida de ¥; se sigue la formulacién del enunciado. O

Definiciéon 2.8 Sea A un antimatroide. Se denomina valor de Shapley para
juegos sobre el antimatroide A al tinico valor de grupo ®* : T (A) — RV
que verifica los aziomas de linealidad, dummy, eficiencia y A-cadenas.

Corolario 2.9 Sea £ una geometria conveza y A su antimatroide dual. El
operador dual F : T (L) — T (A) y los valores de Shapley ®¢ y 4 verifican
que ¥ = @A o F.
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Demostracién: Al ser los tres operadores implicados lineales, basta con
demostrar que, para todo juego de unanimidad (s € I' (L), se tiene

®* () = @4 (F (Cs)) -

Por la Proposicién 2.1, el dual de (s es el juego un\s € T' (A). El Teorema
2.5 implica

3t = Y CEMD@ND ey (7 i)

{TeLicex(T)} ¢ (E)
_ c(T\{i}) c((T, N])
- Z c(L) ’

{TeLl:icex(T),SCT}

si i € ex (S); ademés, por el Lema 2.4 y el axioma del jugador dummy se
tiene ®F ((s) = 0 en otro caso. Mediante el Teorema 2.7 y el Lema 2.6 el
valor de Shapley sobre pn\s es

o (ms) = 5 BT e (R0 ) - s (R)
{ReAiicau(R)}
) c(R)e([RU {3}, N)
= > A) ;

{ReAsicau(R),RCN\S}

sit€au(N\S),y0 en otro caso.

Teniendo en cuenta ahora la relacion (1.6) existente entre los puntos ex-
tremales de una coalicién factible T € £ y los puntos aumentadores de la
coalicion N \ T' € A, es facil comprobar que existe una aplicacion biyec-
tiva que asocia a cada elemento del conjunto {T' € L:i € ex(T),S C T}
un tnico elemento de {R€ A:i € au(R),RC N\ S}. Ademas, también
existe una biyeccién entre las cadenas maximales de (£, C) y las de (A4, C).
En concreto, a una cadena maximal de £ descrita mediante un orden aleato-
rio (41,4,...,4,), le corresponde en el antimatroide dual A la cadena re-
presentada por el orden de jugadores (iy,...,i2,11). Luego c¢(A) = c(L).
De igual forma se comprueba que el nimero de cadenas maximales del in-
tervalo [0, T \ {}] en £ coincide con el de cadenas maximales del intervalo
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(N\T)U{i},N] en el antimatroide A, lo cual sucede también para las
cadenas maximales del intervalo [T, N] en L y las de [}, N\ T] en A.
Se obtiene entonces que

c(TA\{i}) (T, N) _ c(R)c([RU{s}, N])
2 c(£) N 2 c(A) ’

{TeL:icex(T),SCT} {Re Asicau(R),RCN\S}

y en consecuencia el resultado es cierto. o

2.3 El Indice de Banzhaf

Sean £ una geometria convexa y A un antimatroide. Considérense los con-
juntos de juegos simples I's (L) y 'y (A).

El indice de Banzhaf para un juego simple se va a definir teniendo en
cuenta las veces que un jugador es vital en dicho juego, en el sentido de que
su participacion sea la que provoca una coalicién ganadora. A diferencia con
lo que sucedia con el valor de Shapley, en su definicién no se considera el
orden de participacién de los jugadores.

Definicién 2.10 Un swing factible (o convezo) de un jugador i en un juego
simple v € I (L) es un par (S, S\ {i}) tal que S € L, i € ex(S) y se verifica
v(S) =1, v(S\{i}) =0.

Un swing factible de un jugador i en un juego simple v € T's (A) es un
par (T, TU{i}) tal que T € A, i € au(T) y se verifica v(TU{i}) = 1,
v(T) =0.

El niimero de swings convexos de un jugador ¢ en un juego v € I'; (L) se

denotard por cs;(v), y el nimero total de swings en v es
cs(v) = chi(v).

Anélogamente, el nimero de swings factibles de 7 en v € I'; (A) se represen-
tard por as; (v), y el nimero total de swings en v es as(v) = Y,y asi(v).
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Es inmediato que el nimero de swings factibles de un jugador se puede ex-
presar mediante sus contribuciones marginales, como se indica en el siguiente
resultado.

Proposiciéon 2.11 Sean L una geometria conveza y A un antimatroide.
Para todo i € N, se verifica

(1) SiveTs (L), entoncescs; (v) = > [ (S) —v(S\{i})].
{SeLl:icex(S)}

(2) SiveTl,(A), entonces as; (v) = Z w(TU{i}) —v(T)].

{TeA:icau(T)}

A continuacién se probara que el nimero de swings convexos de un ju-
gador en un juego simple sobre una geometria convexa, coincide con el de
swings factibles de dicho jugador en el juego dual definido sobre el antima-
troide dual.

Proposicion 2.12 Sean v un juego simple sobre la geometria conveza L, y
v* su juego dual sobre el antimatroide dual A. Entonces, para todo i € N, se
tiene as;(v*) = cs;(v).

Demostracién: Basta probar que, para todo i € N, (S,SU{i}) es un
swing factible de i para el juego v* en el antimatroide A si, y solo si,
(N\ S, (N \S)\{i}) es un swing convexo del mismo jugador para el juego
v en L. En efecto,
v(SU{e}) v (S) = v(N)—v(N\(SU{i})) —v(N) +v(N\S)
= v(V\S) —v((N\S)\{i}).
O

Sea £ una geometria convexa. Se define el poder extremal £; de un jugador
¢ € N, como el cardinal del siguiente conjunto

E=|TeLl:icex(T)}.
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Ademaés, se denominara poder extremal de i sobre S € L al siguiente nimero
ES)={TeL:i€ex(T),SCT}.

El cociente &;(S)/E; se llamara poder relativo extremal de i sobre S.

Anslogamente, en un antimatroide A, se pueden definir los correspon-
dientes poderes aumentadores de un jugador i € N, como

-X‘i = I{REAZEGU(R)}Ia
X(S) = {ReA:i€au(R), RCS}Y,

y su cociente.

Obsérvese que cuando £ y A son duales, entonces la aplicacion biyectiva
comentada en la demostracién del corolario de la seccién anterior entre los
conjuntos {T'€ L:icex(T),SCT}y{Re A:i€au(R),RC N\ S}u-
sada para una coaliciéon S € L, permite afirmar que

X(N\ S) = &(S).
En particular, para S = (), se consigue
Considerando la relacién entre los swings convexos de un jugador y el
conjunto de todas las coaliciones convexas donde el jugador es extremal,

es decir, el cociente entre casos favorables de swings convexos sobre casos
posibles, se define el siguente concepto.

Definicién 2.13 Sea £ una geometria conveza. Para todo jugador i € N,

el mimero cs} (v) dado por
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se denomina probabilidad de swing convezo del jugador i € N en el juego
vel,(L).

Andlogamente, dado un antimatroide A, la probabilidad de swing factible
de un jugador i en el juego v € T5 (A) es as; (v) = as; (v) /A;.

Las sumas Z cst(v)y Z as’ (v), se denotaran en lo sucesivo por cs' (v)
iEN iEN
y as’' (v), respectivamente.

Obsérvese que la definicién anterior es una extension de la analoga dada
por Dubey y Shapley [17] para juegos simples sobre 2V. Evidentemente, por
la Proposicion 2.12 y la igualdad X; = &;, se tiene que si v € T's (L) y v* es
su dual en el antimatroide dual A, entonces as} (v*) = csj (v).

A continuacién se va a calcular el namero de swings de un jugador para
los juegos de unanimidad sobre una geometria convexa y sus duales.

Proposicién 2.14 Sean L una geometria conveza y A su antimatroide dual.
El ndmero de swings convezos del jugador i € N en el juego de unanimidad

(s el (L) es
)0 si i ¢ ex(S)
esi (6s) = { Ei(S), si i€ ex(S).
Ademds, el nimero de swings factibles de i € N en el juego us € I's (A) es
0, si 1 ¢ au(S)
asi (us) = { Xi(S), si i€ au(S).

Demostraciéon: Por la Proposicién 2.11 se tiene que
esi(C)= D, [s(T)=Cs(T\{i}).
(TeL:icex(T)}

Cuando ¢ ¢ ex(S), entonces c¢s; ((s) = 0 ya que, el Lema 2.3 asegura
que el jugador i es dummy en (s. En el caso de que i € ex(S) se tiene que
(s(T)—C¢s(T\{i}) = 1siysolosiT € Ly T D S, por lo que cs; ({s) = &i(S).
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Para obtener la expresion del enunciado para as; (ius) basta ahora aplicar
la Proposicion 2.12 y las igualdades X;(S) = &(N\S) y au (S) = ez(N\ S).
O

Definicién 2.15 Se denomina indice convezo de Banzhaf de un juego simple
v definido sobre una geometria convera L, al vector cuyas componentes son
el nimero de swings convezos de los diferentes jugadores en el juego dado,

es decir, el vector (cs; (v));cp -

A partir de la definicién anterior, cabe introducir el concepto de el indice
convezo normalizado de Banzhaf como la aplicacion f* : I'y(L) — RV,

ﬁL(“) = (ﬂf(v))ieN, donde

Y también, el indice convexo probabilistico de Banzhaf como la aplicacién
B Ty(L) — RN, 5 (v) = (8% (v)) donde

iEN?

Si se usa la Proposicién 2.11, entonces estos indices se pueden expresar
de la siguiente manera:

0= Y =S -vS\ ).

{5eL:icex(S)} ¢

B = Y () v\ D]

{SeL:icex(S)} *

Nétese que el nombre de indice probabilisitco dado a 3'“(v) se debe a que

> 1o

(SeLiicen(S)} &
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Analogamente se definen los indices normalizado y probabilistico de Banzhaf

para juegos simples sobre un antimatroide .A.

Se utilizara seguidamente que el dual de un juego simple sobre una geome-
tria convexa es también un juego simple sobre el antimatroide dual, para
probar un resultado en el que se pone de manifiesto la relacién existente
entre los conceptos anteriores.

Teorema 2.16 Sean L una geometria conveza y A su antimatroide dual. El
operador dual F : T' (L) — T (A) y los indices normalizados y probabilisticos
de Banzhaf verifican las siguientes relaciones:

B* = p*oF,

,B’L —_ ,BIA oF
Demostraciéon: Puesto que

asi(v)

TN IB’:A(U) = asg(v),

basta utilizar la Proposicién 2.12 y la igualdad as} (v*) = cs; (v) para obtener

el resultado. a

Se estudian ahora axiomas que permitan caracterizar los indices de Banzhaf
en geometrias convexas. En primer lugar, se verd que el indice convexo de
Banzhaf verifica la propiedad de transferencia, que no es més decir que sus
componentes definen aplicaciones modulares sobre el reticulo de los juegos
simples.

Proposicién 2.17 Sea L una geometria convexa. Para todo i € N, se veri-

fica que

csi (vV w) + es; (v Aw) = es; (v) + ¢s; (w), para todo v,w € T'y(L).
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Demostracion: De la tabla siguiente

viw|vVw |vAw |v+w | (vVw)+ (vAw)
1)1 1 1 2 2
110 1 0 1 1
01 1 0 1 1
00 0 0 0 0

se puede concluir que
(vVw)+ (wAw)=v+w.

Ahora bien, utilizando la Proposicién 2.11, es inmediato comprobar que
el niimero de swuings convexos de la suma de dos juegos es la suma de los
swings convexos de dichos juegos. a

Noétese que el indice normalizado de Banzhaf no satisface la propiedad
anterior, debido a que su expresion estd dada por un cociente en el que el
denominador depende del juego considerado. Sin embargo, el indice proba-
bilistico no tiene este problema.

Dada una geometria convexa £, y un valor de grupo ¢ : I'(£) — RV,
¢ = (¢i);en- se consideran los siguientes axiomas.

Un jugador i € N se dice que es un jugador nulo en un juego v € 'y (L)
si, para cada S € L tal que ¢ € ex (S), se verifica que

v (S) —v(S\{i}) =0.

Azioma del jugador nulo. Si i € N es un jugador nulo en v € T', (L),
entonces ¢; (v) = 0.

Azioma de totalidad de swings. Para todo juego v € 'y (L), se verifica

Z ©i(v) = cs(v).

iEN
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Azioma de poder extremal. Para toda coalicion S € L, y cualesquiera

i,j € ex (S), se tiene

& (9) ;i (Cs) = &5 (S) i (Cs) -

Azioma de transferencia. Si v,w € [';(L), entonces

p()+pw)=pwVw)+evAw).

Ahora se probar4 que los axiomas anteriores caracterizan al indice convexo
normalizado de Banzhaf.

Teorema 2.18 Sea L una geometria conveza. FEziste un unico valor de
grupo ¢ sobre I's(L) que satisface los aziomas del jugador nulo, totalidad

de swings, poder extremal y transferencia. Ademds, el indice convezo nor-
malizado de Banzhaf B*, verifica

B (v) = ©(v), paratodo v e T (L).

Demostracién: Sea S una coalicién convexa de £. Si j ¢ ex(S), se sabe
que j es un jugador nulo para (s (Lema 2.4); por tanto, como ¢ verifica el
axioma del jugador nulo, se tiene

Z@i(Cs)= > 9ilCs)-

ieN jeex(S)

Sii € ex(S), se tiene S € {TeL:icex(T)} y S 2 S, por tanto
Ei(S) # 0. De ahi que tomando también j € ex(S), y utilizando el axioma
de poder extremal, se verifique

0;((s) = zgg ©i(Cs)-
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Asi, mediante el axioma de totalidad de swings, se llega a

cs(Cs) = Y. @ilCs)

jeex(S)

&;(S)
jeezz(s) &i(5) wle

> E(S).

j€ex(S)

vi(Cs)
&i(S)

Por otro lado, como la Proposition 2.14, asegura que

D EilS) =cs(Gs) v &(S) =csills),
j€ex(S)
se sigue que ¢;(Cs) = cs; (Cs).

Se vera ahora, aplicando el axioma, de transferencia, que los valores obteni-
dos de ¢; sobre los juegos de unanimidad definen de forma tinica el valor
sobre los demés juegos del conjunto I'y (£) . En efecto, si Sy,...,S, son las
coaliciones convexas ganadoras minimales para un juego v € Iy (£),v # 0,
usando la monotonia de v, se obtiene que

v=1_(s, V(s V... Vs,

Luego, por el axioma de transferencia,

(p(’u):@(Csl)"}-go(cszv"'vcsp)_(p(CS1/\(C52V"'VCSp))'

Notese que cada juego que aparece en el segundo miembro de esta expresion
es un juego con menos coaliciones convexas ganadoras que v. En particular
para el Gltimo juego del segundo miembro se tiene que las coaliciones ganado-
ras minimales son S; U S,, donde m = 2,...,p. Asi, es posible demostrar
por induccién sobre el niimero de coaliciones convexas ganadoras minimales
que ¢ (v) estd completamente deteminado por los valores ¢;((s) obtenidos
anteriormente, obteniéndose ¢ (v) = ¢s; (v). Si v = 0, entonces todos los
jugadores son nulos en v y, por tanto, ¢; 0) =0.
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Finalmente, es inmediato que 8% (v) = csév)go(v). a

Para llegar a una caracterizaci6on del indice convexo probabilistico de
Banzhaf sobre una geometria convexa, es necesario sustituir los axiomas de
totalidad de swings y poder extremal por los siguientes:

Azioma de totalidad de probabilidades de swings. Para todo v € T'; (L),

se verifica
> " pi(v) = cs'(
iEN

Azioma de poder extremal relativo. Para toda coalicion S € L, y cua-

lesquiera i, j € ex (S), se tiene

5()

i

i) = 50 ).

El resultado siguiente se obtiene con una demostracién similar a la del
Teorema 2.18.

Teorema 2.19 Sea L una geometria convera. FEziste un tnico valor de
grupo ¢’ sobre I's(L) que satisface los aziomas del jugador nulo, totalidad de
probabilidades de swings, poder extremal relativo y transferencia. Ademds, el
indice convexo probabilistico de Banzhaf B'*, verifica

B (v) = ¢'(v), paratodo v €T, (L).

Cuando se trabaja con un antimatroide .4 se puede igualmente demostrar
resultados similares a los expuestos en la Proposicion 2.17 y los Teoremas 2.18
y 2.19, aunque utilizando en este caso el azioma de totalidad sobre el numero
de swings factibles y el arioma de poder aumentador. Este Gltimo axioma se
enuncia asi: Para toda coalicién S € A, y cualesquiera %, j € au (S), se tiene

X (S) i (us) = X5 (S) @i (1s) -
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En el daltimo resultado de esta seccién, se considera la geometria convexa
(N, Log+1), donde N = {1,2,...,2k + 1} y Log+1 es la familia formada por
los subconjuntos de la forma

li,7]={6,i+1,...,5—1,j} conl1<i<j<2%+1,

y se muestran los indices de Banzhaf para el juego de mayoria simple definido
por v : Logr1 — R tal que

i >
0 (S) = 1, s? IS| > k+1
0, si |S|< k.

Proposicion 2.20 Sea v el juego de mayoria simple sobre la geometria con-
veza Loj11. Los indices de Banzhaf, normalizado y probabilistico, (8; (v))en

Yy (B; (v));en > son tales que

ﬂi(v):{ e SiiAk+]

> sii=k+1

i 2 .
%F1’ st t=k+1.

ﬂ,(v):{ g, s iFk+1
para todo 1 € N.

Demostracion: La férmula correspondiente al indice normalizado es debida
a Edelman [19]. Por tanto, se trata aqui de deducir la correspondiente al
indice probabilistico.

Se calculara primero el poder extremal &; de cada jugador 7 € N. Para
todo j > 14, el intervalo [4, j} es una coalicién convexa donde 7 es un jugador
extremal. Asi, hay 2k+1— (¢ — 1) = 2k + 2 — ¢ posibles coaliciones convexas
de la forma anterior en las que i es extremal. Por otro lado, los intervalos
de la forma [7,1], con j < 7, de los que hay en total i — 1, también tienen al
jugador 7 como extremal. Entonces, para todo jugador i, se tiene &; = 2k +1.
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Por otro lado, como el nimero de swings convexos est4 dado por

51 (v) = 1, ifi#k+1
T 2, ifi=k41,

se llega al resultado del enunciado. o

2.4 El Valor de Tijs

En esta seccién se extiende la nocién conocida como valor de Tijs [53] a
juegos definidos sobre un antimatroide, para lo que es necesario considerar
en lo sucesivo que A es un antimatroide con la propiedad de ser coatdmico;
esto es, se supondra que todos los subconjuntos de N de cardinal n — 1
son coaliciones factibles. Notese que esto plantea la posiblidad de que todos
los jugadores pueden abandonar individualmente la gran coalicién. Dicha
extension permitira posteriormente hablar, para juegos sobre una geometria
convexa atomica, del correspondiente valor.

Se denomina vector superior del juego v € T'(A) al vector M® € RY

cuyas componentes son

M} =v(N)—v(N\{:}), paratodoie N.

(3

Nétese que la componente i—ésima de dicho vector es la contribucién mar-
ginal del jugador 7 a la gran coalicion, y se puede considerar como la expec-
tativa de pago que tiene dicho jugador. Por tanto, si todos los jugadores de
una coalicién no vacia S € A recibiesen dicho pago, entonces lo que podria
esperar recibir un jugador i € au (S) por su contribucién a la coalicion SU{4}
seria el resto

RY(S,i) =v(SU{i}) - M"(S),
donde M" (S) =, .o M;.
Se puede entonces pensar que la menor cantidad esperada por un jugador
que participa en el juego es el mayor de los restos que puede conseguir. Asf
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se denomina vector inferior del juego v al vector m* € RN que tiene por
componentes

™ {Séﬁgﬁt(s»{ (S,%)} par

Siguiendo el modelo de Driessen y Tijs [16], se define ahora la funcion de
desfase, g* : A — RV del juego v mediante la expresién

g*(S)=M"(S)-wv(S), VSeA

Se observa que g” es un juego sobre el antimatroide A, al ser M" (@) = 0.
La méaxima concesién que un jugador i puede hacer en el juego v es
Al = min v(Su{i}),
Y {Sedicau(S)} 9" ( {1})
de forma que el vector \” = (};),.y se denomina vector de concesiones.

Es facil comprobar que el vector inferior no es mas que la diferencia entre
el vector superior y el de concesiones,

m’ = M® - \".

La siguiente proposiciéon sefiala algunas de las propiedades de la funcién
de desfase y de los vectores que se han definido. Se omite la demostracion
por no ofrecer ninguna dificultad con respecto a la del resultado original
correspondiente. En lo sucesivo se debe entender que todo vector d € RY

define un juego d € T" (A), tal que d(S) = Zdi‘

€S

Proposicién 2.21 Sea A un antimatroide coatémico. Para cualesquierav €
T(A), d e RN yaeR, se verifica:

(1) Mo = oM"Y +d.

(2) SiS €A, icau(S), entonces R*+4(S,1) = aR" (S,1) +d;.
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(3) g**+¢(S) = ag®(S), para todo S € A.
(1) A+ = o)X0 si o > 0.

(5) m*** =am® +d, si a > 0.

Definicion 2.22 Un juego v € T' (A) es casiequilibrado sobre el antimatroide
A, si verifica

(a) m" < M".
(b) m® (N) < v(N) < M° (N).
La clase de juegos casiequilibrados se denotard por QB (A) .

Mediante la funcién de desfase o el vector de concesiones se puede también
expresar el conjunto de juegos @B (A).

QB(A) = {vel(4):2" 20, m"(N) <v(N) < M°(N)}
QB(A) = {vel(A):¢"(S)20VSe A, g"(N) <IN (N)} (23)

La utilizacion de este tipo de juegos asegura la existencia de un valor en los
siguientes términos.

Definicién 2.23 Sea v € QB (A). El T-valor o valor de Tijs de v, es el
vector T (v) € RN, tal que, construido en la forma

T(W)=m"+a (M’ —-m"),

verifica Zn (v) = v (N). Es decir,

iEN

T (v) = { m i g (N) =

0
M - £ sig® (N) > 0.
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Una caracterizacién del valor de Tijs para juegos en un antimatroide
cuya demostracion es igual a la realizada para 2V en Driessen [15] se da en
el siguiente resultado.

Teorema 2.24 El 7-valor, 7 : QB (A) — RY | es el dnico valor de grupo
¥ sobre QB (A) que verifica las siguientes propiedades:

(1) Z\IfZ (v) =v(N), para todov € QB (A).

ieN
(2) ¥; (aw + d) = a¥; (v) + d;, para todo v € QB (A),d € R, a > 0.

(3) Para todo v € QB (A) tal que \Y = 0, ¥ (v) es proporcional al vector
superior M.

Para poder seguir el proceso anterior de construccién del valor de Tijs
en una geometria convexa L, serfa necesario exigir que ésta fuera coatémica.
Pero, en ese caso, £ coincidiria con el algebra de Boole 2V. Este hecho
hace que aqui se utilice otra via para tal fin. Se considerara que £ es una
geometria convexa atdmica, y se utilizara el valor de Tijs definido para los jue-
gos casiequilibrados sobre su antimatroide dual A (que es coatémico). Una
geometria convexa es atémica si contiene todas las coaliciones individuales.

Definicion 2.25 Sea £ geometria conveza atémica y A su antimatroide
dual. Se denomina T-valor o valor de Tijs de un juego v € T' (L) al vec-
tor 7¢ (v) € RN dado por

donde 7 (v*) es el valor de Tijs del dual del juego v.

El concepto anterior de 7-valor en una geometria atémica no siempre
tiene sentido a menos que el juego dual sea casiequilibrado en el antimatroide
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dual. Por ello, en el siguiente resultado, se obtiene una condicién suficiente,
en términos del juego v, bajo la cual se puede asegurar que su dual v* es
casiequilibrado.

Proposicién 2.26 Sea £ una geometria convera atémica y A su antima-
troide dual. Si un juego v € T (L) verifica las propiedades siguientes:

(1) Para toda T € L, T # N, se tiene que

v(N)=o(T) < Y v({i),

iEN\T

(2) El vector x = (x;),cy cuyas componentes son las mayores contribu-
ciones de cada jugador, T; = max(sesices(s)} [V (S) — v (S\ {i})], sa-
tisface

in <wv(N),
€N

entonces su juego dual v* es casiequilibrado.

Demostracién: Sea v € ' (£) un juego que verifica las propiedades (1) y
(2). Se probaré que su juego dual v* es casiequilibrado usando la expresién
(2.3), es decir, comprobando que g¥ (S) > 0VS € A, g° (N) < A”(N).

Para todo ¢ € N, se tiene

M;" =" (N) = v* (N\3) =v(N) = [p (N) —v (N \ {i})] = v ({i}) .

Por tanto, la funcion de desfase del juego v*, para cada coalicién no vacia
S € A, esta dada por

g" (8) =M (S)—v"(S) =D v({i}) —v(N) +v(N\S),
icS
y verifica g*" (S) > 0, por cumplirse (1).

En particular,

g (N) =3 v({i) —v(N).

iIEN
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Por otra parte,

QLIRS PND SRR RSICARIND
0 (N\ )]

> s min [0 (N AS) +u (i) +v (V) \ D)

AV

= T lon- om0 -0 N\ @)

= T - e, @ - @@

= Y v({i}) —z(N) = ¢" (N),

iEN

donde en la primera desigualdad se ha usado (1) para T =N\ S € L, y en
la dltima se utiliza (2). a

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que la condici6on dada en la
proposicién anterior no es una condicién necesaria para que el juego v* sea
casiequilibrado.

Ejemplo 2.27 Se considera el sistema de coaliciones (N, L), donde el con-
Junto de jugadores es N = {1,2,3} y

L= {07 {1} ] {2} ] {3} ] {1a 2} ) {2’ 3} ) {1’ 2,3}}.

En la Figura 2.1 se representa el diagrama de Hasse de dicha geometria
conveza y en la Figura 2.2 el de su antimatroide dual A. Obsérvese que L
es atomica y que A es coatdmico.
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{1,2,3} {1,2,3}

{1,2 {2,3}

{1} {3}

% %
Figura 2.1 Figura 2.2

Se considera el juego v € T' (L), dado por

v({1}) = 4 v({2}) =5 v({3}) =3,
v({1,2}) = 3, v({2,3}) =2, v(N)=5.

Se comprueba que dicho juego verifica la condicién (1) de la proposicion
anterior, pero no la condicion (2) ya el vector T en este caso es x = (4,5,2) .

Sin embargo, su juego dual v* es

o' ({1}) =3, v* ({3}) =2, v"({1,3}) =0,
v ({1,2)) =2, v* ({2,3}) = 1, v* (N) =5,

y puede comprobarse que se trata de un juego casiequilibrado sobre el antima-
troide A, puesto que M¥" = (4,5,3) y m*" = (3,—2,2). Entonces, el valor
de Tijs del juego v es 75 (v) = (29/9,—-4/9,20/9).



Capitulo 3

Un Modelo para Juegos sobre
Matroides

En este capitulo se plantea un modelo de cooperacién por el que se pueden
desarrollar juegos definidos sobre un sistema de coaliciones con estructura de
matroide, que no considera las posibles estrategias de los jugadores. Como
ya se indico en la seccién 1.4, en esta estructura la gran coalicién puede no
ser factible, y, en ese caso, las coaliciones maximales no son disjuntas. En
la primera seccién, se presenta el modelo construido en esta memoria y sus
distintas formas de enfocarse. En la segunda seccién, se estudia un valor
asociado a cada coalicién y determinado exclusivamente por la estructura.

3.1 El Modelo Secuencial de Cooperacién

Al igual que en los juegos cooperativos clasicos, donde se supone que toda
coalicién entre los jugadores es posible y que interesa a todos ellos la forma-
cién de la gran coalicién, en un juego sobre un matroide M se partira de la
idea de que a los jugadores les interesa cooperar al maximo de sus posibi-
lidades. En este caso, la estructura de cooperacién definida por el matroide
establece que, en general, no existe cooperacion total entre los jugadores, y

75
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por ello, se formara una coalicién basica del matroide que no es conocida de
antemano por los jugadores. Puede suceder que la tnica cuestion a diluci-
dar sea qué coalicién basica se formara, y que una vez se haya resuelto esta
cuestion, sélo se trate de repartir el beneficio obtenido por la cooperacién
entre los jugadores que la integran. Otra posibilidad, en el desarrollo del
juego (si hay mas de un jugador y M no es el matroide libre), es que una vez
que se forme una coalicién bésica A, el juego contintie entre los restantes
jugadores. Entonces, si se piensa que las coaliciones factibles vienen aiin
determinadas por las del matroide original, se debera considerar el matroide
MA\A;. Nuevamente, los jugadores de N\ A; intentaran cooperar al maximo
de sus posibilidades, y se formara de nuevo una coalicién béasica del ma-
troide M\ A;. Este proceso puede continuar hasta que participen todos los
jugadores iniciales, o bien acabar sin haber participado todos ellos.

El modelo de cooperacién en un matroide anteriormente expuesto, se de-
nominara modelo secuencial, ya que, en cualquier caso, el desarrollo del juego
supone la formacién de una secuencia de coaliciones basicas determinadas por
el matroide dado.

Se distinguirdn en esta memoria, ademas, dos tipos de modelo secuen-
cial. Se llamar& modelo estdtico a aquél que consiste en determinar sélo una
coalicion basica del matroide dado; y se hablara de modelo dindmico cuando
los jugadores se van organizando en varias coaliciones determinadas por el
matroide, de manera que todos los jugadores participan.

Ejemplo 3.1 Tres compafiias aéreas que realizan trayectos segin la figura
3.1 intentan establecer una alianza para ampliar su oferta. Las coaliciones
entre companias que no ofrecen NUEVOS SETVICIOS a SUS USUATIOS NO Se Con-
sideran factibles, dando como resultado el matroide M de la figura 3.2. Fl
valor de una coalicidn es el beneficio neto que se puede obtener en un cierto
tiempo. El juego se desarrolla segin el modelo dindmico, pues una compania
puede quedarse sola en el mercado, aunque sea su peor posibilidad.
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1 {1,2} {2,3
02
2 3 { 3
%)
Figura 3.1 Figura 3.2

En un primer paso se decidird qué alianza se formaliza, {1,2} 6 {2,3}.
Supdngase que ocurre A; = {1,2}, entonces ambos jugadores se reparten
los beneficios mediante alguna técnica de juegos cooperativos aplicada al dl-
gebra de Boole 241. Por otro lado, la compaiita 3 no tiene porqué abandonar
el juego y puede permanecer en el mercado sola. Por tanto continuaria el
juego con el matroide M\ Ay, formado por la coalicion individual {3} y el
vacto, escogiéndose ahora la coalicion bdsica {3} de este nuevo matroide, y
obteniendo 3 en este caso sus beneficios individuales. Pero el juego también
podria haber discurrido mediante la formacion de {2,3} y la posterior de {1}.

Ejemplo 3.2 Un municipio quiere explotar de forma industrial el terreno
lindante con un lago. Ha recibido 5 solicitudes de empresas, en las que se
manifiestan las necesidades minimas de agua de cada solicitante. Los estu-
dios medioambientales aconsejan que, para evitar la desecacion del lago, no
se gaste mds de cierta cantidad de agua como media anual. El terreno estd
lejano de la poblacidn y la empresa solicitante 1 es una empresa de servicios.
Esta circunstancias hacen que el municipio busque los grupos de empresas que
podrian instalarse juntas en el terreno, y escoja una de estas posibilidades.
El siguiente diagrama mauestra los posibles bloques de empresas.
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{1,2,31,2,4}{1,2,5}{1,3,4)1,4,5}

Figura 3.3

El juego se plantea entre las empresas solicitantes para determinar una
coalicion factible. El valor de cada coalicion es el coste del terreno utilizado y
los impuestos de impacto medioambiental proporcionales al agua gastada por
la coalicion. El desarrollo de este juego se enmarca en el modelo estdtico, en
cuanto que se formard una dnica coalicion, que serd la que obtenga el terreno
y explote el agua. Si, por ejemplo, se forma el blogue {1,2,5} entonces, las
empresas 3 y 4 deben abandonar el juego, puesto que su instalacion en el
terreno podria desecar el lago.

En el modelo secuencial, cada vez que se forme una coalicién bésica B se
efectia el reparto de beneficios que reporta la formacién de la coalicién en el
Juego. Juego, cuya funcién caracteristica, se supondra que no varfa, sino que
s6lo se evalia sobre el dlgebra de Boole 25. Asf, en cada paso de la secuencia,
el reparto se puede hacer considerando los conceptos clésicos de solucién para
juegos cooperativos. El estudio que se realizard en lo que sigue, tiene como
finalidad responder a las siguientes cuestiones. ;Cémo puede cada jugador
evaluar si le interesa o no jugar, si no conoce cémo se desarrollard el juego?
Si los jugadores tienen una visién commin del discurrir del juego, jpueden
estimar, a priori, sus beneficios? ;Cudl es, a priori, el poder de los jugadores,

para poder establecer sus estrategias?.
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Estas ideas se formalizaran usando las siguientes nociones y definiciones.
Se supondra que el matroide M es tal que M # {0} y que Ugep S = N
donde N ={1,...,n}.

Definicién 3.3 Una secuencia bdsica de un matroide M es una sucesion
ordenada de coaliciones no vacias (Ay,. .., Ax) tal que:

(a) La primera coalicion A; € B(M),
(b) Sik > 2, entonces Am € B(M\A1\ - \Am-1) para todom =2, ..., k,

(c) El matroide M\ A\ ---\Ax = {0}.

El conjunto formado por las secuencias basicas de un matroide M se
denotara por IT (M). Por otro lado, se llamara semisecuencia bdsica del ma-
troide a toda sucesién ordenada (A, ..., Ax) de coaliciones que verifique las
condiciones (a) y (b) de la definicion anterior. Asi, toda secuencia bésica del
matroide M es una semisecuencia bésica. La longitud, [ (1), de una semise-
cuencia 7 es el nimero de coaliciones que la forman. Siendo S una coalicién
del matroide M, se denotara por IIs (M) el conjunto de secuencias basi-
cas m = (Ay,...,A;) tales que S estéd contenida en alguna coalicién Ap,
1<m<k,dem.

Directamente de la definicién anterior se pueden obtener las siguientes
propiedades. Si m = (Ay,..., Ax) es una semisecuencia bésica del matroide
M, entonces:

(1) M\A;\---\Ax es un menor de M.
(2) A, € M, para todom € {1,...,k}.

(3) A4,N A, =0,param,ge{1,...k}, m#q.
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(4) Si 7 es una secuencia bésica entonces

En este caso m determina una particion de N en coaliciones factibles

maximales.

Definicién 3.4 Sea M un matroide. Se denominan menores de eliminacion
de M a todo menor de M de la forma M\ A\ ---\Ag, donde (Ay,..., Ax)
es una semisecuencia bdsica de M. Se entenderd que dos menores de elimi-
nacion de M son distintos cuando se obtienen a partir de distintas semise-
cuencias bdsicas. Ademds, por conveniencia, se supondrd en todo el trabajo

que todo matroide es un menor de eliminacion de si mismo.

En los siguientes ejemplos se muestra, para ciertos matroides, sus secuen-
cias basicas.

Ejemplo 3.5 (a) Sea N = {1,2,3,4,5} y considérese el matroide uniforme
US. En este caso hay 10 secuencias bdsicas, todas ellas de la forma m =
(B, N\B), donde B es cualquier coalicion bdsica. Es decir, todas las secuen-
cias bdsicas se pueden expresar como w = ({i1,42,%3}, {i4,75}).

(b) Si N = {1,2,3,4,5,6}, el matroide uniforme U3 tiene 20 secuencias
bdsicas, todas ellas de la forma m = ({i1,42,%3}, {i4,%5,%6}). Obsérvese que
las secuencias bdsicas de este matroide contienen dos coaliciones bdsicas del
matroide.

(c) Sea N = {1,2,3,4,5,6,7,8}. El matroide uniforme U3 tiene 560 se-

cuencias bdsicas de la forma m = ({i1,42,%3}, {44, %5, %} , {i7,%8})-

Ejemplo 3.6 Para un matroide de oposicién M, (i||7), sdlo existen dos se-
cuencias bdsicas posibles:

m = (N\{i},{i}) ym =(N\{5},{s}).
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Ejemplo 3.7 Sea el matroide M de la figura 8.3 y dendtese las coaliciones

bdsicas como

Bl = {11273}aB2:{172a4}7B3={112)5}7
By = {1,3,4},Bs ={1,4,5}.

Las secuencias bdsicas son:

Ty = (Bl, {4, 5}) Trg = (BQ, {3} s {5}) g3 = (B2, {5} 5 {3})
s = (Bs, {3,4}) 75 = (B4, {2,5}) 1w =(Bs5,{2,3}).

Obsérvese en este iltimo ejemplo que no todas las secuencias bdsicas de
un matroide han de tener la misma longitud.

3.2 Influencia de las coaliciones y el Juego

Rango

En un juego sobre un matroide, se puede apreciar que entre los jugadores
de las coaliciones béasicas hay cooperacion total, esto es, si B es una coali-
cion basica del matroide M, entonces 282 C M. Asi, cuando el matroide
tiene al menos dos coaliciones béasicas, la cooperacion, que no es total entre
los jugadores, se puede contemplar estructurada en 4reas de cooperacion,
determinadas por las coaliciones basicas. La diferencia fundamental entre
esta configuracién de coaliciones y la que en la literatura se conoce como
estructura de coaliciones, es que en el caso de los matroides las areas de
cooperacién no pueden ser disjuntas, debido al axioma (M2). Asi, cada ju-
gador puede pertenecer a una o varias areas de cooperacién, y unos jugadores
estdn presentes en mas areas de cooperacién que otros. En otras palabras,
los jugadores tienen distintas capacidades de cooperacién en un matroide

M # 2V,
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Si se denominan dreas de cooperacion de un matroide M a sus coaliciones
bésicas, se prueba que el namero de areas de cooperaciéon de un matroide
M, b (M), es un invariante Tutte-Grothendieck, (ver [30]), del matroide por
verificar las siguientes propiedades.

Proposicion 3.8 Para cualesquiera (N, M), (N1, M1) y (N, M2) matroides,
se verifican las siguientes propiedades:

(1) b(M) =b(M/i), sii es istmo en M,
(2) b(M) =b(M/i)+b(M\i), sii no es istmo en M,
(8) b(My) =b(My) si (N, M;) y (N, Mz) son isomorfos,

(4) b(M1 & M) = b(M;)b(My), donde el matroide suma directa estd
formado por todas las uniones de una coalicion de My y otra de Ms.

Teniendo en cuenta que un jugador puede pertenecer a varias areas de
cooperaciéon del matroide, tiene sentido introducir el concepto de area de in-
fluencia de un jugador, y, en general, la siguiente nocién de area de influencia
de una coalicion factible.

Definicién 3.9 Sea S una coalicion factible del matroide M. El conjunto
de dreas de influencia de S en el matroide M es el conjunto de coaliciones

bdsicas que contienen a S, es decir,
Bs(M)={BeB(M):SC B}.

Se denotard por bs (M) el cardinal de dicho conjunto.

En el caso particular de ser S = {i}, se hablara de areas de influencia
del jugador i, y para abreviar, se utilizara la notaciéon B; (M) en lugar de
Byiy (M) . Es inmediato comprobar el siguiente resultado, referente a las areas

de influencia de un jugador.
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Proposicién 3.10 Sean i,j € N, y M un matroide. Entonces:

(1) Bi(M)={BUi:Be€ B(M/i)} yb;(M)=>b(M[i),
(2) B; (M) =B (M), sii es un jugador istmo en M,

(3) B; (M)NB; (M) =0, sii,j son jugadores paralelos en M.

Denotando por P (M) el conjunto de distribuciones de probabilidad sobre
las areas de cooperacion del matroide M, cada distribucién de probabilidad
PeP(M),P={P(B): BeB(M)}, asigna a cada area de cooperacion
una probabilidad que se puede interpretar como la posibilidad de que dicha
coalicién bésica se forme. Considerando que estas distribuciones de proba-
bilidad P € P (M) tienen una estrecha relacién con el modelo estatico de
juegos sobre un matroide, se utilizan a continuacién para definir la influencia
de una coalicién.

Definicién 3.11 Sea M un matroide y P € P (M) . Se denomina influencia
en el sentido estdtico de la coalicion factible S € M, segin la distribucion
de probabilidad P, al nimero real no negativo, w® (S), dado por la siguiente
eTpresion
wf(S)= > P(B).
BeBg(M)

Ademds, se llama vector de influencias del matroide M, segin la dis-
tribucidn de probabilidad P, al vector wf € RY, tal que sus componentes
son

wi =w’ ({i}) = Z P (B), para todo i € N.
BeB; (M)

En particular, cuando se considera la distribucion de probabilidad equi-
tativa, P¢ € P (M), tal que P¢(B) = 1/b(M) para toda B € B(M),
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se obtiene el vector de influencias equitativo del matroide M, que tiene la

w= (%fﬁ)))w'

La influencia equitativa de una coalicion S € M es

bs (M)
b (M)

expresion

wé (S) = .
A continuacién se vera, al estudiar la funcién rango del matroide, que los

vectores de influencia son repartos justos del maximo grado de cooperacion
que existe en el matroide, determinado por el valor del rango del matroide

r(M).

Como ya se indicé, la funcién rango de un matroide M es un juego
cooperativo 7 : 2 — Z_ . monétono y submodular. Esta tltima propiedad
asegura (ver Driessen [15]) que su core,

Core(r) = {x eRY: Zx, = r(N), le <r(S), paratodoSC N} )
i€N i€
es no vacio y, méas precisamente, que coincide con la envoltura convexa de los
vectores de contribucién marginal.
Dado el juego (IV,r), para cada orden @ del conjunto de jugadores N,
se define el vector de contribucién marginal 2? (r) € RY como aquél de

componentes

2 () =v(X;(0)Ui) —v(X;(F),  paratodoi€ N,

)

donde X; () es el conjunto de los predecesores del jugador ¢ en el orden .
Asi,

Core (r) = conv {2°(r) : 0 es un orden de N} .

El siguiente teorema identifica los vectores de contribucién marginal, y,
por tanto, el core del juego rango. Para su formulacién, se define, dado
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X C N, el vector eX € RN, como aquél cuyas componentes son para todo
i €N,
x )1 s i€X
€ = .
0 si i¢X.

Teorema 3.12 Sea r la funcidn rango de un matroide M. Entonces:
Core (r) = conv {e® : B€ B(M)}.
Demostracién: El juego rango r : 2V — Z_ es submodular, por lo que

Core (r) = conv {2%(r) : 6 es un orden de N} .
En primer lugar se probara que
{2%(r) : 6 es un orden de N} C {e® : B € B(M)}.

Para un orden 6 de N, el vector de contribucién marginal 2° (r) es efi-
ciente, esto es
DA () =r(V),
ieN
y ademas, para cada i € N se tiene 2 (r) € {0, 1}, por la propiedad (R3’) del
juego rango. Por ello, dicho vector tiene nulas todas sus componentes salvo
r(N) de ellas. Entonces, 2% (r) = X, siendo X = {j e N: 2{ (r) =1} . Se

X

va a probar que X es una coalici6bn bésica del matroide. Como e* es un

vector del core, se tiene

Yoel =Xl=r(V) <r(X)y |X| <7 (X).
e
Entonces, la monotonia del juego rango asegura 7(N) = r(X), y asi se
tiene que |X| = r(X). Por tanto, X es una coalicién bésica.
Para probar ahora la inclusién contraria, sea B una coalicion bésica del
matroide. Si se considera cualquier orden de los jugadores de B, y a éste se le
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anaden los restantes jugadores en cualquier orden, se obtiene un orden 6, de
los jugadores de N, tal que 2% (r) = e ya que las contribuciones marginales,
en ese orden, de los jugadores de B son iguales a la unidad, mientras que las
de los demés jugadores son cero. O

Los vectores de Core(r) tienen una estrecha relaciéon con las distribu-
ciones de probabilidad que se pueden construir sobre las areas de cooperacién.
En efecto, a cada distribucion de probabilidad P = {P(B): B € B(M)} se
le puede hacer corresponder un vector del core, dado por

wP = Z P(B)e®,
BeB(M)

esto es, el vector de influencias asociado a P.

Por otro lado, es evidente que cada expresién de un vector w del core,
W =3 penam ABe”, determina la distribucion {Ap : B € B(M)} de P (M).
Sin embargo, aunque cada distribucién de probabilidad P tiene asociado asi
un Gnico vector del core, cada vector w del core tiene asociado, en general,
una familia de distribuciones de probabilidad.

Por tanto, se han denominado vectores de influencia de un matroide M
a cada uno de los vectores del core del juego rango del matroide, de ahi
que se diga que dichos vectores determinan un reparto justo de la maxima
capacidad de cooperacién entre los jugadores. Obsérvese, ademas, que dis-
tintas distribuciones pueden definir el mismo vector de influencia, y, por otro
lado, asignan distintas influencias por lo menos a dos coaliciones basicas del
matroide.

Conviene también tener presentes los siguientes casos particulares:

e En el caso clasico de cooperacion total entre los jugadores, M = 2V el
juego rango es la funcién cardinal y su core es el conjunto formado por el
vector (1,...,1) € RY. Por tanto éste es el tnico vector de influencias
posible relacionado con la tnica distribuciéon de probabilidad posible,
P = {P(N) = 1}, sobre las areas de cooperacion.
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e Tomar el vector de influencias e?', para B' € B(M), es equivalente a
tomar la distribucién de probabilidad P € P (M) con P(B') =1y
P(B) = 0 para toda B # B’, y por tanto considerar este vector para
un juego sobre el matroide M se interpretard como que el juego se
restringe al area de cooperacion B’, por lo que su funcién caracteristica
s6lo se evaluara sobre las coaliciones de 27,

El concepto de influencia de una coalicién, cuando se estudia un juego
sobre un matroide que se desarrolla segtn el modelo dindmico, no puede ser
el anterior. En el modelo dindmico una coalicion puede influir en el resultado
sin estar incluida en la coalicién bésica A; que origina la secuencia basica
final 7 = (Ay,...,Ax), porque puede estar incluida en alguna otra de las
coaliciones de dicha secuencia béasica. Esto sugiere introducir una nueva
definicion.

Si se denota por D (M) el conjunto de distribuciones de probabilidad
sobre las secuencias basicas del matroide M, la nocién de influencia de una
coalicién S en el caso del modelo dindmico se definird como la suma de
las probabilidades de las secuencias bésicas 7 = (Aj,..., A;) tales que la
coalicion S est4 contenida en alguna coalicién A,, de dicha secuencia.

Definicién 3.13 Sea M un matroide y D € D (M) una distribucion de
probabilidad sobre las secuencias bdsicas de M. Se denomina influencia en
el sentido dindmico de la coalicion factible S € M, segun la distribucién de
probabilidad D, al nimero real no negativo, wP (S), dado por la siguiente
eTpresion

wP($)= >  D(m).

w€llg(M)

Noétese que la influencia de las coaliciones unitarias seglin esta definicién
es igual a uno, lo cual es légico puesto que cada uno de los jugadores participa

finalmente en un juego que se desarrolla segtn el modelo dindmico.
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Sea M un matroide. Para cada menor de eliminacién M’ de M que
no esté formado tnicamente por el vacio, sea Pry € P(M’'). En estas
condiciones, a cada secuencia basica m = (Aj, As, ..., Ax) del matroide M,
se le puede asociar un niimero real no negativo D* (7), dado por la siguiente
expresion:

k
D* (7) = Pr (A1) [ [ Prvary\ames (Am) -
m=2

A continuacién, se demostrara que la aplicaciéon D* es una distribucién
de probabilidad sobre el conjunto de secuencias basicas del matroide M, y
que toda distribucién de probabilidad sobre el conjunto de secuencias bésicas
se puede expresar en dicha forma.

Teorema 3.14 Sea M un matroide. Una aplicacion D : I(M) — R
es una distribucion de probabilidad sobre I1 (M) si, y sdlo si, eziste una
probabilidad Ppyy € P (M) para cada M' menor de eliminacion de M que
no contenga sdlo al vacio, tal que D se puede expresar en la forma

k
D (m) = Pp (A1) [ ] Provany-dmen (Am) (8.1)
m=2
para toda secuencia bdsica m = (A1, A, ..., Ax) de M.

Demostraciéon: Si D es una distribucién de probabilidad sobre las secuen-
cias béasicas de M, se construird, para M y para cualquier otro menor de
eliminacién no vacio M’ de M, una distribucion de probabilidad sobre sus
areas de cooperaciéon. Se define

Pu(B)= Y. D),

{mell(M):x=(B,...)}

para cada B € B(M). Se tiene que Py (B) > 0 y ademas,

> PuB)= ) > D(r)= ) D(n)=1L

BeB(M) BeB(M) {rell(M):n=(B,...)} rEI(M)
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Si M’ = M\A]\---\A, es cualquier otro menor de eliminacién de M,
se considera la semisecuencia asociada 7' = (A},...,4;,) y se define el coe-
ficiente

K (M) = > D (m),
{rell(M)ir=(r',..)}
donde la suma se extiende a todas las secuencias basicas que comienzan con
las coaliciones de la semisecuencia 7'. Entonces, para cada coalicién basica

B € B(M') se considera

1
P (B) = ——— >, Dbm,
K (M ) {rell(M):n=(x",B,...)}

caso de ser K (M') # 0. Si K (M’) = 0 entonces se puede tomar como Py
cualquier distribucién de probabilidad sobre B (M'). Asi, es inmediato que
Pt es una distribucion de probabilidad sobre B (M').

Se prueba ahora que estas distribuciones permiten construir la distribu-
cion D con la férmula (3.1) del enunciado. Si @ = (Ay,...,Ax) es una

secuencia bésica entonces se tiene

P (A1) Paya, (A2) Panvag\a, (A3) -+ - Paag\-\4g-, (4k)

1
= 3 AONRE<Tvive) > D (r)

{rell(M):r=(A1,...)} {meI(M):r=(A1,Az2,...)}

1
K (M\ANAy) > D (m)

{rell(M):r=(A1,A2,43,...)}

(o a @)
- D@,

donde la tltima igualdad se sigue de considerar que en el producto anterior
cada factor es el denominador del siguiente, por lo que simplificando, se ob-
tiene D (7). Ademss, se ha tenido en cuenta que el menor M\A;\ ---\Ax_,
es el 4lgebra de Boole determinada por Ay, de ahi que el sumatorio del ltimo
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factor se reduzca al sumando correspondiente a 7. Por otra parte, se ha de
observar que si existiera algin denominador nulo, aunque la primera igualdad
de la formula anterior no tendria validez, se obtendria que D (7) = 0.

Se probar4 ahora el reciproco, por induccion sobre el nimero de jugadores
del matroide.

El resultado es trivialmente cierto cuando el matroide s6lo tiene un ju-
gador ya que, en ese caso, existe una Unica secuencia bésica y el Gnico menor
de eliminacién que no contenga s6lo al vacio es el propio matroide. Suponién-
dolo cierto para todo matroide con menos de n jugadores, se demostraré para
los matroides de n jugadores.

Sea M un matroide con n jugadores, y se considerard la aplicacién D
sobre II (M) dada por

k
D () = Prm (A1) | | Provanyame: (Am),
m=2
para cada secuencia bésica m = (A;, Ag, ..., Ag) € II (M). Se debe observar
que para cada m = (Aj, A,, ..., Ag) secuencia béasica de M, se tiene que
7' = (As,...,Ax) es una secuencia bésica de M\ A;, y viceversa. Ademés,
por hipétesis de induccion, la funcién Dag 4, : IT (M\A;) — R. tal que

k
Dy (') = [T Provany-Atmen (Am) (3.2)

m=2
para toda 7' = (As, ..., Ax) secuencia basica de M\ A;, es una distribucion

de probabilidad sobre IT (M\A;). Por ello, se tiene que

2. D)

TE(M)

= Z Prm (Ay) H Proar\\ap-y (Am)

{mel(M):r=(A1,4s,...,45)} m=2

= Z Parg (A1) Dapya, (7')

{rell(M):r=(A1,7"}}
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= > Pu(4) Y D (") (3.3)

A1EB(M) w' ell(M\A,)
= Y, Pu(4)=L
A1 EB(M)

y, por tanto, D es una distribucién de probabilidad sobre II (M). En la
expresion anterior, 7 = (A;, ') representa a ™ = (A, Az, ..., Ax) si se tiene
que 7' = (Ag, ..., Ak). O

Se deduce del teorema anterior, que toda distribucién de probabilidad
D € D (M) origina, para cada coalicion basica A; € B (M), una distribucion
de probabilidad Dapa, € D (M\A;). En efecto, escribiendo D en la forma
(3.1), entonces la expresion (3.2) define la distribucién de probabilidad que
se ha denotado Dy 4,. Ademas, se verifica que si 7 = (A, Az, .. ., Ag) esté
en IT (M), entonces

D (r) = Pp (A1) Dapya, ('), (3.4)

donde 7' = (As,..., Ax) € I (M\A4,).
Obsérvese por tltimo que, como consecuencia de (3.3), se tiene que para
Ay € B(M),
> D (m) = Pam (A1) (3.5)

{mell(M):n=(A;,...)}



Capitulo 4

Valores sobre Matroides

En este capitulo y el siguiente se estudiaran los conceptos de solucién de-
nominados valores, definidos ahora sobre el conjunto de juegos I' (M) de un
matroide M. Estos valores se deberan ajustar a la situacién de cooperacién
determinada por el matroide dado y, por ello, seran introducidos adaptando
los axiomas clasicos utilizados en juegos cooperativos donde no existen res-
tricciones en la cooperacién entre los jugadores. La construccién de valores
se haré teniendo en cuenta también el tipo de juegos sobre el que se vayan a
utilizar. Por ello, se hablara de valores estéaticos y de valores dinamicos, aten-
diendo a que los juegos considerados se desarrollen segin el modelo secuencial
estatico o dinamico.

En la primera secciéon se introducen y caracterizan axioméaticamante los
que se denominaran valores A—ponderados. Estos son valores individuales
que generalizan el concepto de valor probabilistico introducido por Weber,
y que son validos para juegos que se desarrollen segiin cualquier modelo se-
cuencial. Las dos ultimas secciones del capitulo se dedican, respectivamente,
al estudio de valores de grupo estaticos y valores de grupo dindmicos.

En lo sucesivo se supondra que N es el conjunto de jugadores determinado
por el matroide M y que, por tanto, M no contiene inicamente el vacio. Por
otra parte, si no hay lugar a confusion, se simplificaran algunas notaciones.

93
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En concreto, siempre que se trabaje con el matroide M, se entendera que
B = B(M) y Bs= Bs(M). Los cardinales de dichos conjuntos de coaliciones
se denotaran por b y bs. Ademaés, se escribira SU7 y S\ en lugar de SU {i}
y S\ {i}, respectivamente.

4.1 Valores \-Ponderados

Los valores probabilisticos fueron definidos por Weber [59] como valores indi-
viduales que permiten estimar a cada jugador, por si solo, las expectitativas
que tiene, a priori, al jugar diferentes juegos. Para obtener dicha estimacién,
el jugador establece una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de
coaliciones a las que él se puede unir (mediante la que define las posibili-
dades de hacerlo) y considera sus contribuciones marginales a cada una de
ellas. Entonces, define el valor probabilistico como la media resultante o
valor que espera conseguir en cada juego. Un wvalor probabilistico ¥; para el
jugador i sobre el conjunto de juegos I' (2V) es una funcién ¥; : T (2V) - R,
definida mediante

Z P [v(SUi) —v(9)],

SCN\:

para todo juego v € I' (2V), donde {p% : S C N\ i} es una distribucién de
probabilidad sobre el conjunto de coaliciones S C N \ 4.

En el espacio vectorial de los juegos definidos sobre un matroide, I' (M),
las estimaciones que realice cada jugador, dependeran de las posibilidades
que éste estime inicialmente que tiene de formar parte de las coaliciones
que se formaran con en el transcurso del juego. Mientras que en un juego
cooperativo clésico, (2N , v) , se presupone la formacién de la gran coalicién
N,y , por tanto, la participacién de todos los jugadores en el reparto final,
en un juego definido sobre un matroide no siempre se puede garantizar que
el jugador no quede eliminado. Estas consideraciones se introducen con la



4.1. Valores A\-Ponderados 95

definicion siguiente de valores A-ponderados.

Definicion 4.1 Un valor ¥;, para el jugador i, sobre T' (M) es un valor -
ponderado, con X € [0,1], si eziste una coleccion {pl : S € M/i} de mimeros

reales no negativos, verificando Y. pk = ), de modo que
SeM/i

L) = Y ph(Sui) - u(S)],

SeMy/i

para todo juego v € T'(M).

Los valores A-ponderados para A = 1 se denominaran valores probabilisti-
cos. En cualquier caso, la constante A se puede considerar como la probabi-
lidad que el jugador estima que tiene de estar en una de las coaliciones que
se formen al finalizar las etapas del juego.

A continuacién, se obtendra una caracterizacion axiomatica de los valores
A-ponderados. Se partird de un valor ¥; para el jugador ¢, al que se le irdn
imponiendo propiedades razonables. En primer lugar, se considerara que el
jugador estima que el valor que obtendra al participar en el juego v + w es
la suma de los valores que obtendria en los juegos v y w. Igualmente se
supondré que si un juego es modificado por un cambio de escala, el jugador
considera sus valoraciones afectadas en la misma proporcién.

Azioma de linealidad. Siv,w € I'(M) y a, B € R, se verifica

U, (av + pw) = a¥; (v) + fY; (w) .

Tomando la base de los juegos de identidad en I' (M), se obtiene a con-
tinuacion una formulacién de los valores individuales que son lineales.



96 Capitulo 4. Valores sobre Matroides

Teorema 4.2 Sea ¥; un valor sobre T (M) que satisface el axioma de linea-
lidad. Entonces, ezisten unos unicos coeficientes {a% : S € M, S # 0} tales
que
Ui (v) = ) ajv(S),
SeMm
para todo juego v € I' (M).

Demostracion: Puesto que el conjunto de juegos {ds: S € M, S # 0} es
una base del espacio vectorial I' (M), y cada juego v € I' (M) se puede
expresar como combinacion lineal de los juegos de unanimidad (1.1), tenemos
que
v = Z v (S) ds.

{SeM:S#0}

Entonces
Ui(w)= Y, T(@s)v(S),

{SeM:S#0}
por la linealidad de ¥;. Por dltimo, es suficiente tomar a = ¥, (dg) , para
SeM,S#0,y a} un valor cualquiera. O

En un juego pueden aparecer jugadores que contribuyen siempre con la
misma cantidad en todas las coaliciones, éstos reciben el nombre de jugadores
dummy.

Definicion 4.3 Un jugador i € N es dummy en un juego v € ['(M) s,
para cada T € M/]i, se verifica

v(TUi)—v(T)=v({i}).
Un jugador i € N es nulo en un juego v € I (M) si, para cada T € M/i, se

satisface que v (T U1) — v (T) = 0.

El valor que debe esperar un jugador dummy en un juego debe ser el
valor con el que repercute en cualquier coalicién, afectado por la posibilidad
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de formar parte de las coaliciones finales. Esta consideracién justifica el
siguiente axioma.

Azioma del jugador dummy M-modificado. Sea A € [0,1]. Sii € N es
jugador dummy en un juego v € I' (M) entonces

Ui (v) =2 ({i}) .

En el caso particular de jugadores nulos, para los que v ({i}) = 0, cabe
considerar simplemente este otro axioma.

Azioma del jugador nulo. Si i es jugador nulo en un juego v € I' (M)

entonces

Se trata ahora de ver la repercusion de estos axiomas en la expresién de
un valor que verifica el axioma de linealidad. Para ello, conviene observar que
hay jugadores dummy y también jugadores nulos en los juegos de unanimidad.

Lema 4.4 Sea M un matroide y, ademds, i € N. Entonces:

(1) Si S € M\i es una coalicién no vacia, entonces i es jugador nulo en
el juego (s definido sobre M.

(2) El jugador i es dummy en el juego de unanimidad (g3 definido sobre
M.

Demostraciéon: Considérese T € M /i.

(1) Sea S € M\i una coalicién no vacia. En el caso de que T contenga
a S, se tiene (s (T") = (s (T'U i) = 1. Por otra parte, si T no contiene a S,
se verifica (s (TUi) = (s(T) = 0. Asi, {s(TUi) — {s(T) = 0 para todo
T e M/i.

(2) Alser (3 (TU ) =1y ¢4y (T) = 0, se obtiene la siguiente igualdad
Cap (TU1) — (y (T) =1 = oy ({51) - ‘ -0
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Teorema 4.5 Sea ¥; un valor individual sobre T (M) que verifica el azioma

de linealidad. Entonces:

(1) SiV; cumple el azioma del jugador nulo, entonces existe una coleccion
de constantes {p% : S € M/i} de modo que

U, (v) = Z P [v(SUi) —v(S)], para todo v € T (M).
SeM/i

(2) Si ¥, satisface el axioma del jugador dummy \-modificado, entonces la

expresion anterior es cierta y, los coeficientes verifican

Demostracién: Se tomara ¥; verificando el axioma de linealidad.
(1) Sea Y; un valor sobre I' (M) definido, para cada v € I' (M), por

T (v) = Z ps[v(SUi) — v (S)], con py = ¥; (dsus) -

SeM/i

Dado que ¥; y Y; son lineales y los juegos de unanimidad son una base
de I (M), bastara demostrar que Y; ({r) = ¥; ({r), para cada coalicién no
vacia T' € M. Sea T € M, no vacia, se consideraran dos casos.

(a) Si i ¢ T, por el lema anterior, es un jugador nulo en el juego (r.
Entonces, ¥; ({r) = 0, al verificar ¥; el axioma del jugador nulo. Por otro
lado, como las contribuciones marginales del jugador i en dicho juego {r son
cero, se tiene también que Y, ({r) = 0.

(b) SiieT,

Ti(Gr)= ) 5@ (SU) - (O] = D P

SeM/i {SeM:SDT}

pues (r(S) = 0 al ser S € M/i. Por otro lado, como ¥; (ds) = pis\i, se
obtiene
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T(Cr)= Y, Tlls)=W%| Y 6 bs]=0().

{SeM:SDT} {SeM:SDT}

(2) Si el valor ¥, satisface el axioma del jugador dummy A-modificado, se
puede repetir el mismo razonamiento hecho en el apartado anterior. Ademaés,
en este caso, al ser 7 un jugador dummy en el juego ((;; por el lema ante-
rior, y verificarse (g3 ({¢}) = 1, se tiene ¥; ((fi) = A , por el axioma del
jugador dummy A-modificado. Finalmente, como la contribucién marginal
iy (SU 1) — iy (S) es 1 solo para los S € M/i, se obtiene

¥; (Cay) = Z ps =\

SeMy/i

O

Si se considera que en los juegos mondtonos la cooperacion siempre es
ventajosa, ya que v(S) < v(T'), siempre que las coaliciones factibles verifiquen
S C T, es logico exigir que el pago que reciba cada jugador al final sea no
negativo. Por esta razon, se introduce el siguiente axioma.

Azioma de monotonia. Si v € T'y, (M), entonces ¥; (v) > 0.

En el siguiente teorema se vera cémo repercute el axioma de monotonia
en la expresién de un valor de grupo que verifica los axiomas de linealidad y
de jugador nulo.

Teorema 4.6 Sea ¥; es un valor sobre I' (M) tal que, para todo v € T' (M),
estd dado por

W)= Y phlb(SUi) - v (S).

SeM/i
Entonces, si U; verifica el azioma de monotonia, todos los coeficientes ps son
no negativos.
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Demostracion: Para cada T € M/i, se considera el juego monétono

0 en otro caso.

~ {1 si TCS

Entonces, por el axioma de monotonia, ¥; (G) > 0. Ademas,

v (G)= Y rs|asu)-a®)=r

SeM/i

Por tanto, todos los coeficientes de la expresién de ¥; son no negativos.[

Estos axiomas que se han ido describiendo caracterizan a los valores A-
ponderados. Mediante una simple comprobacién y la aplicacion de los teo-
remas anteriores se puede enunciar el siguiente resultado.

Teorema 4.7 Un valor ¥; para un jugador i € N sobre I' (M) es un valor
A-ponderado si, y sdlo si, verifica los ariomas de linealidad, jugador dummy
A—modificado y monotonia.

4.2 Valores de Grupo Estaticos

Se han considerado en la seccién anterior axiomas para la construccién de
valores individuales. Ahora, se van a estudiar axiomas desde el punto de
vista de grupo, para juegos que se desarrollen segin el modelo estatico.

Se tendra en cuenta que, en el modelo estatico, se formara finalmente
una tnica coalicién bésica, y que en los valores que hemos denominado M-
ponderados la interpretacion de A es la probabilidad de participar en el juego
que tiene un jugador. Entonces, al considerar valores de grupo con com-
ponentes A;-ponderadas para cada jugador i es natural tener que exigir que
estos valores sean conjuntamente realistas. Por ello, es 16gico que ahora cada
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jugador considere que su probabilidad A; de participar en el juego sea su
influencia en el matroide.

En esta seccién, teniendo en cuenta la idea anterior, seran de interés los
valores de grupo ¥ = (¥;), sobre juegos en un matroide M tales que cada
componente ¥;, i € N, es un valor \;-ponderado, de modo que (};);cy €s un
vector de influencias (vector del core del juego rango del matroide).

Definicién 4.8 Un wvalor de grupo ¥ = (¥;),.y sobre T' (M) wverifica la
propiedad del rango, cuando eziste un vector A = (Ni);cn, de modo que

A € Core(r), tal que cada componente ¥; de U es un valor );-ponderado

sobre T' (M) .

En los resultados que siguen, se hara uso de las notaciones que se intro-

ducen a continuaci6n.
Sea M un matroide y v € [ (M) . Para cualquier matroide M', M' C M,
se denotara por vay la restriccién del juego v sobre M'. Es decir,

gt M= R, vpe (S) = v (S), para cada S € M.

En el caso particular en que M’ coincida con el matroide 22 determinado
por una coalicién basica B de M, se escribird vp en lugar de vaye.

En el lema siguiente se enuncia una propiedad que se utilizara en las
demostraciones de resultados posteriores.

Lema 4.9 Sea M una matroide y sea 1 € N un jugador fijo. Entonces, se
verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

{(S,B): BeB;,SCB,i¢ S}={(S,B): S € M/i,B € Bsu}.

Demostracion: Es inmediata teniendo en cuenta que para toda coalicién
basica B de M, se verifica que el 4lgebra de Boole 28 esta contenida en el
matroide M. O
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A continuacion, se observara como repercute en la expresion de un valor
de grupo la propiedad del rango. Se comprobara que cada valor de grupo con
dicha propiedad es tal que sus componentes son medias ponderadas de valores
probabilisticos sobre las areas de influencia del jugador correspondiente.

Teorema 4.10 Sea M un matroide, con funcidn rango r, y sea ¥ = (¥;),
un valor de grupo sobre I' (M). FEntonces, son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

(1) ¥ verifica la propiedad del rango.

(2) Para cada jugador i € N, la componente ¥; de U se puede expresar en
la forma

U, (v) = Z P; (B) VE(vp), para todo v € T' (M),

BeB;

donde

(a) UP es un valor probabilistico sobre I (2B), para cada B € B;,

(b) P; es una distribucidn de probabilidad sobre el conjunto B de dreas
de cooperacion del matroide, de modo que el vector (wf ")i cn €std
P es la componente i-ésima del vector

de influencias definido por P;)

en Core (r). (Ndtese que w

Demostracién: Sea ¥ un valor de grupo sobre I' (M) con la propiedad del
rango. Entonces existe A = (\;),.y un vector de influencias del matroide
M, tal que cada componente ¥; de ¥ es un valor )\;-ponderado. Por ello, ¥;
puede escribirse en la forma

V)= Y phlv(SU) —v(9)],

SeM/i

conpt >0y EseM/iPis = \.
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Se define, por cada jugador i € N, una distribucién de probabilidad P;

sobre el conjunto B de las 4reas de cooperacion del matroide. Sea

P, (B) = Z{SgB:iggS}%f; si Be€DB;
'117:'%‘? si B¢ B,

Evidentemente P; (B) > 0, para cada B € B, y ademas

S P(B) = > P(B)+ ), P(B)

BeB B¢B; BeB;
_ 1—-X Ps
= b T DY bsos
B¢B; *  BeB; {SCB:¢S} °°
S Y YA
SeM/i BEBsu; Sue
= 1-X\++ Z pgzl—/\i—l—)\i:l,
SeM/i

donde la tercera igualdad se obtiene de aplicar el lema anterior.
Obsérvese en primer lugar que como w;* = Y g5 Pi(B), entonces los

ultimos calculos permiten afirmar que

wf" = Z ps = \;, paratodo i € N,
SeM/i

y por tanto se verifica (b), ya que A € Core(r).
Se prueba ahora (a). Sea, para cada i € N y cada B € B;, el valor

vP . T (2%) —R",
definido para todo ¥ € " (28) por

V@)= Y. pspl(SUi)—-u(9),
{SCB:i¢S}

donde los coeficientes pf g, cuando P; (B) # 0, son

i
i Ps

PS.B = psiPi (B)
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Si P; (B) fuera cero, se llamara ¥2 a cualquier valor probabilistico sobre
I (2B).

Es facil comprobar que el valor ¥2 construido, cuando P; (B) # 0, es
probabilistico, ya que

; Pis 1 pfs’
D Pse= Y. o =i X po b
(SCB:i¢S} (SCB:i¢5} bsuibi (B)  Fi(B) (SCB:i¢S} bsui

Para comprobar que ¥; se puede expresar como en el enunciado, se razona
como sigue. Para todo v € I' (M),

Ti(v) = >, psl(SU)—v(S)

SeM/i

= > Y %[U(SW)—U(S)]

SeM /i BEBsu;

- Y Y Bpsug-u©)

BEB; {SCB:i¢s} °

- YRGB Y shebSui-v(s)

BeB; {5CB:i¢S}
= Y Pi(B)YF (vg).
BeB;

Notese que en la tercera igualdad se utiliza el lema anterior y, en la cuarta, se
tiene en cuenta la definicion de los coeficientes p 5. Ademas, obsérvese que
en caso de que P; (B) = 0, para algin B € B;, entonces por definicién de P,
se tiene que py = 0 para toda S C B tal que i ¢ S. En este caso, el sumando
correspondiente a dicho B es cero en la tercera igualdad, y puede tomarse
como pj p cualquier distribucién de probabilidad sobre {S C B : i ¢ S} para
que la siguiente igualdad sea cierta.

Para probar la implicacién reciproca, suponiendo que se verifica (2) se
construye el valor de grupo ¥ = (¥;),., . Se probarad que ¥ verifica la
propiedad del rango.

Puesto que para cada i € N y cada B € B;, ¥Z es un valor probabilistico



4.2. Valores de Grupo Estéticos 105

sobre I (27) , se tiene, para todo v € I (25) , que

e = Y, phsE(SU)-U(S),

{SCB:i¢S}

con plg s > 0y Y iscpigs) Pa,s = -

Luego,
T (v) = ZP B) ¥ (vs)
BeB;
= ZP"(B) Z Pas[v(SU) —v(S)]
BeB; {SCB:i¢S}
_ oy (Z p,.(B)piB,S) (S Ui) = v(S)],
SeM/i \BeBsuy;

donde la tercera igualdad sigue del lema anterior. Si se denota, para cada
i € N, S € M/i, por ¢% el nimero real no negativo

g5 = Z Pi(B)pl}a,s,
BeBsu;
se tendra que
S N PB)phs=> P(B) >, pes=) P(B)=
SeM /i BEBsy; BeB; {SCB:igS} BeB;

Por tanto se ha probado que el valor ¥ definido anteriormente verifica la

propiedad del rango para A = (w]*),_ , teniendo en cuenta (b). |

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente. Si, para
todo i € N, se construyen valores individuales ¥; sobre I' (M), tales que

U, (v) = Z P (B)¥? (vg), para todowv € I' (M),
BeB;(M)

siendo U2 un valor probabilistico sobre T (23), para cada B € B;, y P una
distribucion de probabilidad sobre B; entonces, el valor de grupo ¥ = (¥;),c
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verifica la propiedad del rango. (Noétese que al tomar la misma distribucién

de probabilidad para todos los jugadores se verifica trivialmente que el vector
P; )

(w; )iGN = (wf)ieN estd en Core(r))

El razonamiento anterior da pie a introducir un nuevo tipo de valor.

Definicién 4.11 Un valor de grupo ¥ = (¥;),. sobre I' (M), se denomina

valor bdsico estdtico si todas sus componentes se puedan expresar en la forma

U, (v) = Z P (B)¥? (vg), para todo v € T'(M),
BeB; (M)

siendo WB un valor probabilistico para el jugador i sobre T (23), para cada
B € B, y P € P(M) una distribucion de probabilidad sobre el conjunto
de dreas de cooperacidon del matroide M. Un valor en esta condiciones se
denota por (¥; P, {¥B}).

Cuando los valores de grupo W% = (¥F). g Sobre T (28) de la definicion
anterior se extiende tomando 2 = 0 si i ¢ B, entonces los valores bésicos

se pueden escribir de una forma sencilla:

U=>" P(B)YE (4.1)

BeB

De la definicién anterior y el Teorema 4.10 se obtiene inmediatamente el
siguiente resultado.

Corolario 4.12 Sea M un matroide. Si un valor de grupo ¥ sobre I' (M)
es bdsico estdtico entonces satisface la propiedad del rango.

En el siguiente ejemplo se muestra que hay valores de grupo que verifican
la propiedad del rango y que no son valores béasicos.
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Ejemplo 4.13 Considérese el matroide de oposicion Ms(1 || 3). Se puede
comprobar que

Core(r) = conv {(1,1,0),(0,1,1)}.

Se define el valor de grupo U = (U, Uy, U3), para cadav € T' (M), como

W () = 3 [o({1,2) - o({2),
¥, (o) = v({1,2)) - o({1}),
¥ () = 5 [({2,3)) — (2],

Asi, U verifica la propiedad del rango para el vector de influencias equitativo

A=1(1/2,1,1/2).
Se verd que U no es un valor bdsico. Silo fuera, entonces sus componentes

se tendrian que poder expresar en la forma:

U1 (v) = P({1,2}) oz [ ({1,2}) — v ({2D] + ago ({1})]
¥, (v) = P({1,2}) [af [ ({1,2}) — v ({1})] + afv ({2})]

+P ({2,3}) [83 [v ({2, 3}) — v ({31)] + bgv ({2})]
Ty (v) = P ({2,3}) [63 [v ({2,3}) — v ({21)] + bjpv ({3})]

donde P € P (M), y los coeficientes verifican las siguientes relaciones

aé—}—a%,:l,
a%—i—a%:l,
b+ =1,
b3+ =1,

siendo todos no negativos.
Para que ambas expresiones de ¥ sean vdlidas para todo juego v, es nece-
sario que P({1,2}) = P({2,3}) = 1/2, a} = b} =1, a5 = b5 =0, lo
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que se deduce de las componentes primera y tercera. Por ello, la segunda

componente se debe escribir

W (0) = 5 (@[ ({1,2)) ~ v ()] + v ({2D)]
2 [ (£2,3)) v ({31)] + B (2D)],

y entonces es necesario que (1/2)a? =1, lo cual es imposible.

La principal propiedad exigible a un valor de grupo es la eficiencia. En el
caso clasico, cuando el matroide es el matroide libre 2V, dicha propiedad es-
tablece que un valor de grupo repartira el beneficio v(/N) de la tnica coalicién
bésica existente. Pero, esta idea necesita ser modificada cuando se piensa en
un juego cooperativo sobre un matroide cualquiera, ya que en este caso no
se conoce a priori qué coalicién béasica se formara. Aqui se seguiré la idea de
eficiencia introducida por Nowak y Radzik [43], y Bergantifios y Sanchez [6]
en sus trabajos sobre juegos en forma generalizada.

A continuacioén se introduce el concepto de eficiencia para valores de grupo
U:T (M) — RY, ¥ = (F;),.y, en el caso del modelo estatico de juegos.

Azioma de eficiencia estdtico. Existe una distribucion de probabilidad
P € P (M) tal que, para todo juego v € T' (M), se verifica

> Wi(v)=> P(B)v(B).

iIEN BeB

Proposicion 4.14 Sea ¥ un wvalor de grupo sobre I' (M) que satisface el
azioma de eficiencia estdtico para la distribucion de probabilidad P € P (M).
Entonces, se verifica:

(1) La distribucion P que lo hace eficiente es tunica.

(2) Si U wverifica la propiedad del rango para A € Core(r), entonces se
tiene que w¥ = A.
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Demostracién: (1) Supéngase que VU es eficiente para P, P’ € P (M). Si
fuera P # P’, entonces existe B € B tal que P (E) # P’ (ﬁ) En ese caso,
para el juego de identidad J5 se tendria

> P(B)og(B)=) F'(B)i5(B),

BeB BeB
lo que implica P (ﬁ) =P (E) , en contradiccién con lo supuesto.

(2) Si ¥ cumple la propiedad del rango para A = (););c, Sus componentes

¥, verifican

U, (v) = Z Pk [v(SUi) —v(S)], para todo v € T'(M),
SeM/i

siendo pk >0y > pi=M\.
SeMl/i
Considérese el juego de unanimidad (;; para un jugador j fijo. Entonces,

Z ‘I’z‘(C{j}) = Z Z pfg [C{j}(s Ui) — C{j}(S)]

iEN €N SeM/i
- Z Ph =\,
SeM/j
porque los jugadores distintos de j son nulos y el jugador j es dummy en el
juego (53, por el Lema 4.4. Por otro lado,
> P(B)(p(B) =Y P(B)=uj.
BeB BeB;
Por tanto, al ser ¥ eficiente, se tiene wf = );, para todo j € N. Lo que
significa que wf = A. O

A continuacion, se probara que la propiedad de eficiencia se transmite de
las 4reas de cooperacién a todo el matroide, cuando el valor es bésico.

Proposicion 4.15 Sea (\Il; P, {\IIB}) un valor de grupo bdsico estdtico sobre
T (M), definido mediante valores UP sobre T (28) que verifican el azioma de
eficiencia (no necesariamente con componentes probabilisticas). Entonces, ¥
verifica el azioma de eficiencia estdtico con la probabilidad P.
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Demostracion: Teniendo en cuenta que cada P es eficiente, se tiene
Z\Ilf (vg) = v (B), para todov € I'(M).
i€B
Entonces, usando la expresiéon de ¥ como valor basico estatico y sumando
en ¢ € N, se obtiene facilmente el resultado:

D Uil = > > P(B)Y (vp)

iIEN i€EN BeEB;
= ) P(B)) ¥P(vp)=) P(B)v(B
BeB i1€EB BeB

O

El siguiente resultado da una condicién necesaria y suficiente para que
un valor de grupo, cuyas componentes verifican los axiomas de linealidad y
jugador nulo, sea eficiente estatico.

Teorema 4.16 Sea M un matroide con operador clausura o. Sea ¥ =
(Vi);en un valor de grupo sobre T' (M), de componentes tales que

U, (v) = Z ps[v(SUi) —v(S)], para todov € T (M).
SeM/i

Entonces, ¥ verifica el azioma de eficiencia estdtico si, y sélo si, existe una
distribucion de probabilidad P € P (M) para la cual los coeficientes dados
ps, i € N, S € M/i, satisfacen las siquientes ecuaciones recurrentes

S phi= Y. ph, VT ¢B TeM,

€T J¢o(T)

> phy=P(B), VBeB.
1EB

Demostracién: Si V¥ verifica el axioma de eficiencia estatico, entonces

Z\Ili ZZPS[U SuUi)—wv( ]—ZP

iEN iEN SeM/i BeB
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para todo v € T' (M).
Como todos los jugadores i € N participan en alguna coalicién, de lo

anterior se obtiene

Ywe) =Y Do Y | v@ =) _PBv(B), (“2

iEN TeM | icT j¢a(T) BeB

donde se ha considerado que dada una coalicién T € M, un jugador j ¢ T
es tal que TUj € Msi, y sdlosi, j ¢ o (T).
Tomando el juego &, con B € B, la férmula anterior queda asf

icB
ya que a la coalicién B no se puede unir ningin jugador por ser una coalicion
bésica. Repitiendo el razonamiento anterior con el juego de identidad dr, con
T e M, T ¢ B, se obtiene

Zpé’\i_ Z p}zO.

€T j¢a(T)

La otra implicacién es trivial utilizando la expresion (4.2). |

Siguiendo la linea de Weber [59], a continuacién se define una nueva
familia de valores de grupo, fuertemente relacionada con el concepto de efi-
ciencia, cuyos valores se llamaran valores de orden aleatorio estdticos. Se
plantean valores que tomen un punto de vista coman para todos los ju-
gadores atendiendo al orden de incorporacién al matroide. Evidentemente,
al seguir tratando juegos estaticos, se consideraran sélo los ordenes posibles
de las coaliciones basicas; es decir, las cadenas maximales del matroide. En
primer lugar, se introducen las notaciones necesarias.

Sea M un matroide. Si B es una coalicién béasica de M, sea Qp (M)
el conjunto de cadenas maximales del poset 25. Entonces, el conjunto de
cadenas maximales del matroide M es Q (M) = |Jp5 2. Notese que cada
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jugador i € N interviene sélo en las cadenas del conjunto dado por Q; (M) =
Uses, 8 (M); ademas, para cada cadena maximal 6 € Q (M), existe una
tinica coalicién basica By tal que 6 € Qg (M). Dada # € Q; (M), se denotara
por S; (9) la coalicion factible de predecesores de 7 en 6. Asi, se tiene que
S; (0) € M/i.

Debido a la complejidad de las notaciones, éstas se simplificaran en esta
seccion suprimiendo M en las expresiones de las cadenas maximales.

Definicion 4.17 Se dice que un valor de grupo ¥ = (¥;),. sobre I' (M) es
un valor de orden aleatorio estdtico, si existe una distribucion de probabilidad
q sobre el conjunto de cadenas Q del matroide, de forma que para todo juego
v € I' (M) se tiene

U, (v) = Z q(0)[v(S;(0)Ui) —v(S;(0))], para todo i € N.

0cQ);

Los siguientes resultados establecen la relacion entre este concepto y los
valores de grupo eficientes estaticos.

Teorema 4.18 Sea ¥ un valor de orden aleatorio estdtico sobre I' (M). En-
tonces, U es un valor bdsico estdtico definido mediante valores de grupo U8
sobre T’ (23 ) eficientes para cada B coalicién bdsica de M.

Demostracién: Como ¥ es un valor de orden aleatorio estético, existe una
distribucién de probabilidad ¢ sobre el conjunto de cadenas 2 del matroide,
tal que, para todo 7 € N, se tiene
U; (v) = Z q(8)[v(Si(8) Ui) —v(S;(0))], para todov € T'(M).
0eQ;
Luego, el valor satisface

) = 303 q(0) v (Si(6) Ui) — v (S (6)

BeB; 0eQpg

= > 2. S q) | w(SUi) -v(S)],

BeB; {SCB,i¢S} \{0€Qp:S:(6)=5}
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porque cada coalicién contenida en B\i pertenece al matroide y es una coali-
ci6n que precede al jugador ¢ para alguna cadena.
Se considera la distribucién de probabilidad P € P (M) definida como

P(B) = Z q (0), para toda B € B. (4.3)
9cQp
Noétese que,
YPrB) =Y q0)=)_q(0)=1,
BeB BeB6cQip 9eQ

porque cada cadena pertenece sélo a un conjunto Qp.
Para cada B € B, tal que P (B) # 0, se construye el valor de grupo
U8 = (¥F), j, sobre I' (27), de componentes

TP (v) = Z psplv(SUi)—v(S)], paracadai€ B,
{SCB:igs}

tomando

{8€2p:5:(0)=S}
Los valores U2 asi definidos son probabilisticos porque cada psp >0y

Z pfg,B P B Z Z q (0)

{SCB:igS} {SCB i¢ S} {0€0p:5:(0)=S}

= WZQ(@:L

9eQp

_

debido a que ¢ € B.

Bastara probar que se satisfacen las igualdades
szﬁ\i,B =1y Zpis\i,B = Z pg,B, para toda S C B,
i€B icS jeB\S

para, aplicando el Teorema, 4.16 al matroide 28, concluir que WP es eficiente.
En efecto,

> pavis = Z Y g0 = Z g(0) = 1.

i€B zeB {6€92p:5:(0)=B\i} 969
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Ademass, si S C B, se tiene
ZPiS\i,B = % q(0)
1 .
= WZ ¢(0)= Y Phs
j€B\S {0€05:5;(8)=S} JEB\S

yaquesii € Sy 6 es una cadena de Qp tal que S; (§) = S\i, entonces dicha
cadena es la formada por los conjuntos

pC-.-CcS\icScSuUjC---CB.

Si existe B € B con P (B) = 0, se tomar4 como valor de grupo ¥ sobre
I (2B) cualquier valor eficiente cuyas componentes sean probabilisticas.

Por dltimo, se verd que ¥ es un valor basico estatico que se puede ex-
presar en la forma (4.1), con la distribucién P y los valores U2 construidos

anteriormente.

ve) =Y Y |8 a®|wsud-os)

BeB; {SCB,igS} \{0ep:5:(8)=S}

=Y PB) Y | X 4@ wsud-ovs)

BeB; {5CB,i¢S} {0€Qp:S;(6)=S}
= Y P(B)UF(v).
BeB;

Obsérvese que la conclusiéon anterior es valida incluso cuando P (B) = 0,
ya que en dicho caso se tendria que todos los coeficientes ¢ (6), con 8 € Qp,
son nulos. O

Utilizando el Corolario 4.12 y la Proposicion 4.15, se pueden extraer unas
consecuencias importantes del teorema anterior. Si ¥ es un valor de orden
aleatorio estatico sobre I' (M), entonces:

a) U verifica la propiedad del rango,
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b) ¥ verifica el axioma de eficiencia estatico.

Ademas, de la propia definicién de valor que satisface la propiedad del
rango, se tiene

¢) Todas las componentes de ¥ verifican los axiomas de linealidad y de
jugador nulo.

Noétese que la expresion (4.3), obtenida en la prueba anterior, proporciona
el vector de influencias A = (\;),cy respecto del cual ¥ verifica la propiedad
del rango

Ai = Z q (0), para todo i € N.

e
Ademss, las componentes de ¥ se pueden escriben como valores ;-
ponderados, de la siguiente forma

Ti(v) = Y q(0)[v(Si(8)Ui)—v(Si(0)]

fe;

= > Y 0| kUi -v(S),

SeM/i | {6€0;:5:(0)=S}
¥y, por tanto, para cada S € M /i, se tomara

= Y, 4. (4.4)

{0€9;:5:(6)=5}

Teorema 4.19 Sea ¥ = (¥;),  un valor de grupo sobre T (M) que satisface
el axioma de eficiencia estdtico, y cuyas componentes ¥; verifican los aziomas
de linealidad y jugador nulo. Entonces, ¥ es un valor de orden aleatorio
estdtico.

Demostracién: Sicada ¥; verifica los axiomas de linealidad y jugador nulo,
el Teorema 4.5 asegura que

)= Y sl (SUi)—v ()],

SeM/i
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para cadai € Ny v € I'(M). Por otro lado, como ¥ satisface el axioma de
eficiencia estatico, existe P € P (M) tal que

> Wi(v)=> P(B)v(B).
iEN BeB
Considérese para S € M, el niimero
K(S)= ) 1k
j¢a(S)
y, ademés, para cada i € N y S € M /i, tobmese
Ui o
0 si K (S)=0.

Se define una distribucién de probabilidad, ¢, sobre las cadenas maximales
del matroide M de forma que, para 6 = (i,42,...,%,) € Q, con 7 = r (M)
el rango del matroide, se tiene

q(0) = pit K (ia, {ir}) - - - K (3, {81, %2, - - -, r-1}) -

Evidentemente ¢ (f) > 0 y también

dYa@=> Y - > q iy, iz, ..., %)

St u€Nidir¢o({in})  irgo({insiz,mir—1})
=3P > K(ip{i}) - > K (i {in,i2sdr1})
WEN ia¢o({i1}) iro({i1,t25e.0ir—1})

donde la suma de la derecha, por definicién de los coeficientes K (7, 5),es 1y
lo mismo le ocurre a cada una de las sucesivas sumas de derecha a izquierda,

> q(0) = rp.

9 i€N
Para el juego unidad u € I' (M), dado por u (S) =1 si S # 0, se verifica

Ui (w) = Y pslu(SUi)—u(S) =pp,

SeMfi

salvo la primera, luego
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y, por tanto,

doa®) =) ¥i(w

9eq iEN
Entonces, por el axioma de eficiencia

S q0)=3 P(Bu(B)=Y P(B) =

Con ello queda comprobado que ¢ es una distribucion de probabilidad sobre
Q.

Se probara que la distribucién g define a ¥ como valor de orden aleatorio
estatico. Para un jugador i € N y una coalicion S € M/i, con cardinal

|S] = s, se tiene que la expresion
> 40,
{GEQ,':S,'(O):S}

se puede desarrollar de la siguiente forma

p’fﬁ‘ ps\zs ps\{ls{ls 1} 71
“ .o p
K (S) 7 K (S\is) ZS\, K (S\ {is,5-1}) GS\{Z} 0
Z _Z)g‘s—dj’f P Z pg‘u{iais-{-Zr“;iT—l}
is 4280 (SUI) K (SUq) ir @ (SU{isist2remmir—1}) K (SU{i,dsr2, .- 5tr-1})

Pero, por el Teorema 4.16, al ser ¥ eficiente, se tiene

S) = Z ps = prsf\i,’
i¢o(S) is€S
y esto mismo ocurre con cada uno de los s + 1 primeros coeficientes K del
sumatorio anterior. Se puede ir simplificando entonces cada denominador
con el numerador que viene a continuacién. Los tltimos r — s — 2 sumandos
(la parte de abajo de la expresion) son iguales a 1 por definicién de los
coeficientes K. Y asi se obtiene

Yo 9=

{60€9;:5;(8)=S}



118 Capitulo 4. Valores sobre Matroides

Con esto queda probado lo enunciado sin mas que considerar la expresién
(4.4). O

El siguiente teorema, consecuencia inmediata de los resultados anteriores,

proporciona una caracterizacién de los valores de orden aleatorio estaticos.

Teorema 4.20 Sea ¥ = (¥;),_ un valor de grupo sobre I' (M) . Entonces,
W es un valor de orden aleatorio estdtico si, y sdlo si, satisface el axioma de
eficiencia estdtico, y sus componentes V; verifican los ariomas de linealidad
y jugador nulo.

En el préximo resultado se obtiene un método para construir valores de
orden aleatorio estaticos.

Teorema 4.21 Un valor de grupo ¥ sobre ' (M) es de orden aleatorio es-
tdtico si, y solo si, U es un valor bdsico estdtico definido mediante valores
U5 sobre T (2B) de orden aleatorio.

Demostraciéon: Sea ¥ un valor de orden aleatorio estatico. Entonces, el
Teorema 4.18, permite asegurar que es un valor basico definido por valores
eficientes U2, para cada B € B, cuyas componentes son probabilisticas. De
este modo, el Teorema 13 de Weber [59], asegura que los U2 son valores de
orden aleatorio.

Se demostrara ahora la implicacién reciproca. Dada P € P (M), supén-
gase que, para cada i € N y cada v € ' (M),

Ui(v)= ) P(B) Y as(0)[v(Si(6)ud) —v(S: (0))],

BeB; 0eQp

con Y e, g8 (0) =1, gz (f) > 0. Como los conjuntos de cadenas maximales
son disjuntos en las areas de influencia, entonces

Ui (v) =) (P (Bo) gz, (8)) [v(Si () Ud) = v (S: ()]

0cQ;
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Por tanto, considerando para cada 6 € €2, el nimero real positivo

q(0) = P (Bs) g5, (9) ,

como se verifica

> q(®)=> P(By)gs, ()=

e e BeB

P(B) ) 45 (0)} =1,

eQp

queda probado que ¥ es un valor de orden aleatorio estéatico. O

4.3 Valores de Grupo Dinamicos y Estaticos

Relativos

En el caso dinamico las estimaciones individuales realistas deberan suponer
que es un suceso seguro el hecho de pertenecer el jugador a una de las coali-
ciones que se formaran al final. Por tanto, interesan en esta seccién valores
de grupo ¥ = (¥;),.y sobre I' (M) tales que cada componente ¥; sea un
valor probabilistico. Se dira en lo sucesivo que estos son los valores de grupo
que verifican la propiedad de ponderacion unitaria.

Definicién 4.22 Un valor de grupo ¥ = (¥;),.y sobre I' (M) se dice que
verifica la propiedad de ponderacién unitaria, cuando cada una de sus com-
ponentes U; sea un valor probabilistico sobre T' (M).

En lo sucesivo, un valor que verifique la definicién anterior se dirad que
verifica la propiedad PU.

A continuacién se vera cémo construir valores de grupo con la propiedad
PU, a partir de valores de grupo con la propiedad del rango.

Dado un vector z = (2;),cy € RY y un valor de grupo ¥ = (¥;),y
sobre I' (M), se define el valor producto z¥ : I (M) — RY, como aquél de
componentes tales que

(2¥), (v) = 2 (v),
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paracadai € Nyv € I'(M). Se entiende esta operacién como un cambio de
escala individual. Ademaés, si todas las componentes de un vector £ = (),

son no nulas, se denotara 1/z el vector (1/z;);c -

Proposiciéon 4.23 Sea M un matroide y r su juego rango. Para un wvalor
de grupo ¥ sobre I (M) se verifican las siguientes propiedades:

(1) Si A € Core(r) y ¥ satisface la propiedad de ponderacion unitaria,
entonces AU cumple la propiedad del rango para el vector A.

(2) Si U verifica la propiedad del rango para A = (X\),cp , siendo A; # 0
para todo © € N, entonces %\Il cumple la propiedad de ponderacion

unitaria.

Demostracién: (1) Si ¥ verifica la propiedad PU y A = (\i),cy, cada
componente de AV es tal que, para cada v € I' (M), se tiene

(AD); () = Y Apslv(SU1) - v (S)],

SeM/i

con pk >0y > semyiPs = 1. Tomando g5 = Aipls, se tiene que g5 > 0
Y Dsemyids = i Luego para cada i € N, (A¥), es \;—ponderado y, por
tanto, AV verifica la propiedad del rango para A.

De forma similar se comprueba el apartado (2). O

La proposicién anterior junto con el Teorema 4.10 permite obtener una
expresién de los valores ¥ que verifican la propiedad PU, sin mas que utilizar
el siguiente razonamiento. Dado un valor ¥ con la propiedad PU, y tomando
cualquier vector A € Core (r) de componentes no nulas, al ser AV un valor
con la propiedad del rango, se tendra que AW se puede expresar como indica
el Teorema 4.10. Haciendo & (A¥) se llega finalmente a una expresién para
¥. Obsérvese que la exigencia de que todas las coordenadas sean no nulas
implica la necesidad de que los jugadores no se consideren autoexcluidos de
las coaliciones finales.
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Para definir el concepto de eficiencia para juegos dinadmicos sobre un
matroide M, se considerara el conjunto de secuencias basicas II (M) y el
de distribuciones de probabilidad sobre éstas, D (M). Dada una secuencia
béasica m € IT (M), m = (Ay, ..., Ax), para cada juego v € I' (M) se denotaré
por v (7) el namero dado por

v(m)=v(A;)+ - +v(A).

Azioma de eficiencia dindmico. Existe D € D (M) tal que, para todo
juego v € T' (M), el valor de grupo ¥ = (¥;), . sobre I' (M) verifica

> W)= Y, D(muv(n).

iEN TEM(M)

Se plantea ahora la cuestién de construir valores de grupo que verifiquen

el axioma de eficiencia dinamico.

Teorema 4.24 Sea ¥ = (¥;),_y un valor de grupo sobre ' (M) cuyas com-
ponentes se expresan, para todo juego v € I' (M), de la forma

T = Y sl (SU)—v(S).

SeM/i

FEntonces, ¥ verifica el arioma de eficiencia dindmico si, y sdélo si, eriste
una distribucion de probabilidad D sobre el conjunto D (M) de secuencias

bdsicas, tal que satisfaga las siguientes ecuaciones recurrentes

prq\,-— Z Pfq: E D(r), VSeM\B.

i€S i¢a(S) {rEM(M):r=(A1,.,5,.., Ak)}

> ppy=w”(B), VBEB

i€EB



122 Capitulo 4. Valores sobre Matroides

Demostracién: Para el valor de grupo ¥ dado, se verifica

S @) = 33 k(S U) - u(S)

iEN iEN SeM/i
= D D= D pk|v(S).
SeM | ies j¢a(S)

Por tanto, ¥ verifica el axioma de eficiencia dindmico si, y s6lo si, existe
D € D (M) tal que

St S ph|vS)= Y Dn)v(n),

SEM | ieS i¢a(S) w€Il(M)
para todo v € I' (M). Asi, se puede asegurar que ¥ verifica el axioma de
eficiencia dindmico si, y sélo si, existe D € D (M) tal que la igualdad anterior
se satisface para todo juego de identidad s, con S € M.
Esto es, es condicién necesaria y suficiente que se verifique:

Zpis\i" ZPZ?: Z D (m),

i€ i¢a(S) {r€l(M):m=(A1,...,5,...Ak)}
para todo S € M\B, y

Zp%‘\i = Z D (m) = w® (B),

i€B {r€(M):r=(A1,...,B,...,Ak)}
para todo B € B. O

En el siguiente ejemplo se construira un valor de grupo ¥ = (\I’z)ze n sobre
[' (M), cuyas componentes se expresan en la forma

¥, (v) = wlp S P(B)UP(sp), paratodov €T (M),  (45)
i BeB;(M)

donde P € P (M) es una distribucién de probabilidad tal que el vector de
influencias w? tiene todas sus componentes no nulas, y siendo cada valor
U8 = (¥f),_, un valor eficiente sobre I' (25) . Se trata de observar que este
tipo de valores no cumplen, en general, el axioma de eficiencia dinamico.
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Ejemplo 4.25 Sea el matroide M3 (1||3) y sobre él considérese la distribu-
cion equitativa P ({1,2}) = P({2,3}) = 1/2, cuyo vector de influencias
asociado es wF = (1/2,1,1/2). Sean &1 y 23} los valores de Shapley
cldsicos sobre cada drea de cooperacion del matroide dado; esto es,

2" (v) = 2o ({1}) + [v ({1,2}) — v ({2})],

2
&"(0) = 30 (2) + 5 [0 ({1,2) v ()],
29 (w) = 2o (121) + 5 v ({2.3) — 0 (3},
2%} (v) = Lu((3) + 1 v (23D — v ({2})],

y témese <I>§1’2} = <I>§2’3} = 0. Entonces, el valor de grupo V', definido sobre
el conjunto de juegos del matroide de oposicion, dado por

1
U = = (@2 4 @i23}
2 ( + ) ?
utilizando las extensiones de los valores de Shapley, verifica el azioma de efi-

ciencia estdtico (Proposicion 4.15) . Ademds satisface la propiedad del rango
(Teorema 4.10). Asi, el valor ¥ = (U, ¥y, ¥3) tal que

1 1 1
v, = w—f\l”l =20}, ¥y = w—g‘l”z =0, ¥3 = ‘u‘)aﬁ\l’é = 23,

es un valor de grupo que verifica la propiedad de ponderacidn unitaria por la
Proposicion 4.23.

Se verd que dicho valor no verifica el azioma de eficiencia dindmico. Sea
el juego de identidad O3y, entonces

1
21" (6) = -5, 24" (0pm) =

1
o (6) = =5, 8" (Brz)) =

N = DN

con lo que )
¥ (0) =¥ (0py) = =73, %2 6) = 3
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v 1 1
U1 (8p3) = W3 (8y) = =35, V2 (0py) = 5

lo que tmplica
1
Uy (1)) + 92 (0pp) + V5 (6py) = —5-
Por otro lado, como las secuencias bdsicas del matroide sonm = ({1,2},{3})
y m = ({2,3},{1}), para toda distribucidn de probabilidad D sobre I1 (M),
se tiene
D (7T1) (5{2} (7'('1) + D (71'2) 5{2} (7T2) = 0,

pues

02y (m1) = 6123 ({1,2}) + 642 ({3}) = 0,
Og2y (m2) = 6123 ({2,3}) + 6123 ({1}) = 0.

Luego ¥ no verifica el azioma de eficiencia dindmico porque

U1 (8g2)) + W2 (Ogzy) + Us (g23) # D (m1) 8z (m1) + D (m2) g2y (m2) -

Aunque los valores de grupo construidos mediante la expresiéon (4.5) no
interesan desde el punto de vista dinamico, si tienen aplicacién sobre juegos
estaticos. En realidad, la expresion (4.5) representa un cambio de escala de
un valor tal que, si los valores ¥® tomados sobre las areas de cooperacién son
eficientes y con componentes probabilisticas, es un valor de orden aleatorio
estatico. Al ser el cambio de escala dividir entre la influencia, se entiende
como un valor aplicado a juegos estaticos donde los jugadores miden sus
posibilidades respecto de sus areas de influencia y no respecto de todas las
areas de cooperacion.

Definicién 4.26 Un valor de grupo ¥ sobre T (M) definido por la expresion
(4.5), mediante una distribucion de probabilidad P € P (M) tal que el vector
de influencias wt tiene todas sus componentes no nulas, y siendo cada valor
U8 sobre T (2’3) con componentes probabilisticas, se denomina valor bdsico
relativo.
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Evidentemente, un valor basico relativo verifica la propiedad PU. Ademas,
es facil comprobar que si en la definicién de un valor de grupo ¥ bésico
relativo, se toma los valores WP eficientes, entonces se verifica el siguiente

axioma.

Azioma de eficiencia relativo. Existe una distribucién de probabilidad
P € P (M), con wf # 0, tal que, para todo juego v € I' (M), el valor
U = (¥;),cy sobre I' (M) verifica

> wf¥(v)= Y P(B)v(B).

iEN BeB(M)

Proposicién 4.27 Un valor de grupo ¥ = (¥;),.y sobre T' (M) bdsico rela-
tivo con componentes ¥; eficientes verifica el azioma de eficiencia relativa.

Noétese que el axioma de eficiencia relativa recuerda a la eficiencia planteada
para los valores de pesos definidos inicialmente por Shapley [48] en juegos sim-
ples y planteados como sistemas ponderados por Kalai y Samet [29], Nowak
y Radzik [42] entre otros. En este caso, los pesos son los de influencias de los
distintos jugadores y el valor a repartir la media ponderada. También, para
un valor que verifica el axioma de eficiencia relativa se consiguen ecuaciones
similares a las obtenidas por Novak y Radzik en [42], como se muestra en el
siguiente resultado. Se omite la demostracion al ser inmediata a partir del
Teorema 4.16.

Corolario 4.28 Sea M un matroide y o su operador clausura. Sea un valor
de grupo ¥ = (;),.y sobre I' (M), cuyas componentes se pueden expresar
en la forma
v = Y sl (SUi)-v(S),
SeM/i
para v € ['(M). Entonces, ¥ verifica el azioma de eficiencia relativo si, y
sdlo si, existe un vector A = (\;),cy de Core(r), de componentes no nulas,
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tal que se satisfacen las siguientes ecuaciones recurrentes

> A= Y Aph VS¢B, SeM,
i€s j¢a(S)
> Aph, =1, VBeB.

i€B

En la siguiente proposicion se da otra formulacién alternativa del axioma
de eficiencia relativo.

Proposicién 4.29 Sea ¥ = (V;),.y un valor de grupo sobre I' (M) . En-
tonces, ¥ wverifica el arioma de eficiencia relativo si, y sdlo si, existe una
distribucidn de probabilidad P € P (M) tal que, para todo v € I' (M), se

tiene
> P(B)) ¥i(w)= > P(B)v(B).

BeB(M) i€B BeB(M)

Demostracién: Basta tener en cuenta que dado w? € Core (r), se verifica

Dwlili(w) = Y | > PB| )

iEN iEN \ BeB;(M)
= Y, P(B)) W),
BeB(M) i€B
dado que w” = 3" pcp agy P (B), para todo i € N, por definicion. 0

A continuacién se introduce un tipo de valor de grupo que, en deter-
minadas condiciones, se verd que cumple la propiedad PU y el axioma de
eficiencia dindmico. En la siguiente definicién, para simplificar notaciones,
el conjunto de menores de eliminacién que no contengan sélo el vacio de un
matroide M se denotara por ME (M) .

Definicién 4.30 Se denomina valor bdsico dindmico, a todo valor de grupo
T = (@M) . sobre I (M) tal que, utilizando
i€

K3
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(a) Una coleccion {TM : TM' definido sobre T (M)}, , M) e valores

de grupo estdticos,

(b) Una coleccion {Ppy : Pry € P (M')} ppemm(pr) de distribuciones de pro-
babilidad,

el valor —\171\4 (v), para cada i € N y cada v € T' (M), se construye mediante

la férmula recurrente

YM(v), si i es istmo en M

i (v) =9 IM@) + Z PM(B)@:M\B(vM\B), en otro caso,
BEB(M\i) 0.6
4.6
aplicada a cada @fu (v), donde M' € ME (M). En tales condiciones, se
utilizard la notacion <—‘I7M; {gM, {PM/}) :

En el siguiente ejemplo se muestra cémo se aplica la definicién de valor
bésico dingdmico sobre un matroide concreto, y se justifica dicha definicién.

Ejemplo 4.31 Sea el matroide M sobre N = {1,2,3,4,5} definido por el
siguiente gréfico,

{12} {1,3} {23} {1,5} {2.4} {3.4} 3,5} {4

Figura 4.1
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Se suponen dados valores de grupo WM™ sobre T'(M') y distribuciones de
probabilidad Pry € P (M') para cada M' menor de eliminacion de M, con-
siderando, en este ejemplo, los mismos valores y probabilidades para todos los
menores de eliminacion que tienen las mismas coaliciones. Se describird el
cdlculo de la componente correspondiente al jugador 1 del valor bdsico sobre

r'(M), ™ = (Wfd, e ,@éw) , definido por los anteriores valores y proba-

bilidades. Para un juego v € I' (M), el cdlculo de _\17{% (v) se realiza mediante
la recurrencia a los matroides del siguiente esquema, usando en cada uno de

ellos el valor M correspondiente.

M\{2,3}

M\2.4) {2,3}\{4,5}

M\{2,4}1\{3,5}

M M\{3,4}
M\$3,5}

MV4S) M\{3,51\{2,4

M3 {2,3

Figura 4.2

Para los matroides M’ de la wltima eliminacion, descritos en la Figura 4.3, el
jugador 1 es istmo, y por tanto T{M (uar) = M (vpp). Los valores para el
juego restringido sobre los matroides de la primera eliminacion, Figura 4.4,

~ se calculardn o ratz de los anteriores. Por iltimo, estos valores se utilizan
=M
para hallar U7 (v).
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} {1,2 1,5}
1
{2} {5}
M\{2,3}\{4,5};M\{2,4}\{3,5}; o
M\{3,53\{2,4};M\{4,5}\{2,3}; M\{3,4}
Figura 4.3
(1,5} {4,5) {1,3} {1,5}
; VAN
{1} {4} {3} {5}
& %)
M\{2,3} M\{2,4}
(1,2 2,4
2
{1} 4
%)
M\{3,5}

Figura 4.4

Ast se obtiene que

A (v) = ‘I’iw (vpm)

+PM ({2’ 3}) [\I]:/lwa (vMa) + PMa ({4v 5}) \I’{\Al (UM1)]
+PM {2’ 4}) [\114\44 (’UM4) + PM4 ({3’ 5}) \II{VH (le)]

(

+Pp ({3,43) 1™ (vato)
(
(

+Ppg ({3,5)) [T (upts) + Prts (£2,41) U1 (vp1,)]
+Ppg ({4,5)) [T18 (uate) + Pras ({2,31) U7 (vpn,)] -

donde A
My = M\{2,3}\ {4,5} = M\ {2,4}\ {3,5}
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= M\ {3,5}\{2,4} = M\ {4,5}\{2,3},
My = M\{3,4}, Mz = M\ {2,3}, Ms = M\ {2,4},
Ms = M\{3,5}, Ms = M\ {4,5}.

Se estudiara ahora el buen comportamiento de los valores de grupo bésicos
dindmicos. Recuérdese que la funcién rango de un menor de eliminacién de
M es la de M restringida al dlgebra de Boole definida por los jugadores
que participan en dicho menor, como indica la Proposicién 1.19. Por ello se
denotard siempre de la misma forma tanto la funcién rango de M como la

de cualquiera de sus menores de eliminacién.

Teorema 4.32 Sea M un matroide y r su juego rango. Sea un valor bdsico
dindmico <_\I7M; {gM}, {PM,}> sobre T' (M) . Si se verifica que, para cada
M’ € ME (M), existe un vector AM' € Core (r, M') tal que:

(1) El valor de grupo U™’ sobre T'(M') satisface la propiedad del rango
para AM’,

(2) La distribucion de probabilidad Pyy cumple que wPsm = AM',
entonces, U verifica la propiedad PU.

Demostracién: Suponiendo que se verifican las condiciones (1) y (2), se vera
que las componentes Wﬁw de T son valores probabilfsticos sobre I' (M) .
Para ello, debido a la construccién recurrente de los valores TlM, se realizardn
las dos pruebas siguientes.

 a) Cuando 7 es un jugador istmo de M, se verifica que W:M es un valor
probabilistico sobre I' (M) . En efecto, en este caso se define Tp'f" = M.
Entonces, siendo AM = (AM)__,

ponderado. Pero ademds, el hecho de ser ¢ istmo asegura que todo vector de

se verifica por (1) que )" es un valor AM-

Core(r, M) tiene su componente i-ésima igual a uno.
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b) Cuando ¢ no es un jugador istmo en M; si los valores W?A\B, para
cada B € B(M\i), son probabilisticos sobre I' (M\ B), entonces también lo
es T

En estas hipotesis, para cada v € I (M), se verifica

—==M\B i .
T (o) = ), phpl(SUD) —v(S)],
SeM\B/i
con psp > 0y D gcanp/iPs,p = 1. Ademés, como la componente UM es
MM-ponderada por verificarse (1), se tiene

VM) = Y sl (Sul)-v(S),

SeM/i

con ply > 0y Ygepqsi P = M. Luego,

= —M
Tw) = WM+ Y PuB T (urns)
BeB(M\i)

= 3 AU -o(S)

SeM/i

+ 3 Y PuB)phsl(SU) - v ()]

BEB(M\i) SEM\B/i
= > |+ > Pu(B)psp | [v(SUi) —v(S)].
SeM/i {BeB(M\i):SeM\B/i}
Ahora, definiendo
g5 =ps + Z Pr (B) ps,5
{BeM\i:SeM\BY/i}

para toda S € M/i, se terminard comprobando que dichos niimeros no
negativos suman uno.

dods = > |ps+ > Pu (B) s,

SeM/i SeM/i {BeB(M\i):SeM\B/i}
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= > P+ >, > Pur (B) P

SeM/i SeM/i {BeB(M\i):SeM\B/i}
= XN+ > PuB | > s
BeB(M\i) SeM\B/i
= M+ Z Py (B) =1,
BeB(M\i)

donde la tltima igualdad sigue de (2), ya que w;™ = MM y entonces

> Pu(B)=1- > Pu(B)=1-"
BeM\i BeM/i
Finalmente observar que, debido a que todo el razonamiento anterior
se puede aplicar a cada menor de eliminacion M’ € ME (M) y que en la
recurrencia soélo se pueden presentar casos a) y b) para M’ | se concluye que
las componentes W?A de T son valores probabilisticos sobre I' (M) . a

Considérese, un valor bésico dinamico (WM; {\IIM'} , {PM/}), donde los
valores UM’ sobre T' (M’) son bésicos estéticos; expresados cada uno de la
forma (4.3) mediante valores U5 = (¥F),__ sobre I (2% ), para toda coalicion
B € B(M'), y las mismas probabilidades Ppy. Entonces, para un jugador ¢
istmo se obtiene, para todo v € T' (M)

T (w)= Y PM(B)YE(vp),
BeB(M)

y en otro caso,

= . ; <~M\B

T )= S Pu(BU)TY (we)+ Y. PuB)T (vpns).
BeB(M/i) BeB(M\i)

La formula del célculo de VU se interpreta en dos partes, la contraccién y la

eliminacién de cada jugador.

El siguiente resultado estudia la transmision del axioma de eficiencia para
los valores basicos en el sentido dindmico.
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Teorema 4.33 Sea M un matroide. Sea (—\I7M; {\IIM'},{PM,}) un valor
bdsico dindmico sobre T (M) wverificando que, para cada M' € ME (M),
el valor UM’ sobre T (M') satisface el atioma de eficiencia estdtico para la
distribucion de probabilidad Pyy. Entonces, M cumple el axioma de eficien-
cia dindmico para la distribucion D € D (M) definida, para cada secuencia
basica m € II(M), m = (Ay,..., Ax), por

k
D (m) = Pp (Ay) H Pry g\ \Am—1 (Am)

m=2
Demostracién: Se demostrars por induccion en el nimero de jugadores del
matroide.

Si s6lo hubiese un jugador en el matroide M, éste serfa istmo y [
coincidiria con M. En este caso el resultado es trivialmente cierto.

Supéngase que el teorema es cierto para matroides con menos de n ju-
gadores. Considérese ahora un matroide M con n jugadores. Usando (4.6),
y denotando por N* el subconjunto de jugadores de N que no son istmos en
M, se obtiene, para cada v € ' (M),

ST W = YW+ Y Pu®B T (vans)

i€EN iEN iEN* BeB(M\i)

= Y+ Y Y PuB T (oans)

iEN BeB(M) ieN\B
~—M\B
= Y UM+ > Pu(B) DT (vans)-
ieN BeB(M) i€N\B
Ahora bien, como el valor UM verifica el axioma de eficiencia estatico para
P, y, por hipoétesis de induccién, los @M\B son eficientes dindmicos para

D\ B, entonces

YT W= Y PuB)v(B)

iEN BeB(M)

+ > Pu(B) > Dag (Ag, .- -, Ag) [v (1) — v (B)]

BeB(M) {WGH(M):‘N:(B,Az,...,Ak)}

= > Pu(B)v(B)+ 3 D (m) v (1) — v (A))],

BeB(M) {meM(M):n=(A1,..,As)}
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donde para la tltima igualdad se ha utilizado la expresién (3.4). Ademés,
por (3.5), se cumple

Y. Pu(B)v(B) = > D (m) | v(B)

BeB(M) BeB(M) \ {mell(M):n=(B,As,...,Ar)}
= Z D (ﬂ-) v (Al) )
{rel(M)m=(A1,..., Ax)}
ya que la suma en B (M) de todas las secuencias que parten de cada coalicién
bésica es el conjunto de todas las secuencias bésicas. Por tanto,

> T, M) = > D (r)v (4;)

iEN {mell(M):r=(A1,...,Ax)}

Y Dmbm-vA)

{rel(M):r=(A1,...,Ax)}
= > D (m)v ().
{mel(M)ir=(A1,...,A)}

Asi se ha probado que ¥ es eficiente dindmico para la probabilidad D. O

Se pueden definir valores de orden aleatorio también en el contexto de
juegos dindmicos.

Sea m = (Ajy,...,Ax) una secuencia basica del matroide M. Se de-
nomina enlace de cadenas asociado a la secuencia béasica 7, a toda sucesion
e = (b4;...;6k) tal que 0,,, m = 1,...,k, es una cadena maximal de A,,.
La familia de todos los enlaces de cadenas de un matroide se denotara por
EQ (M). Se debe observar que, para cada € = (0y;...;0k) € EQQ(M) en-
lace de cadenas, existe entonces una tnica secuencia basica m = (Ay, . .., Ag)
verificando que 0; € Q4, (M) y

Om € Q4,, ( M\AI\..\Am-1) PaTaMm=2,...,k .

Dicha secuencia bésica 7 se llamara secuencia asociada a €.

Puesto que las secuencias bésicas de un matroide, en general, no tienen
todas la misma longitud, entonces los enlaces de cadenas tampoco estan
compuestos del mismo nimero de cadenas.
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Ejemplo 4.34 Dado el matroide M de la Figura 3.3 del Ejemplo 3.2, cuyas
secuencias bdsicas estdn construidas en el Ejemplo 3.7, los enlaces de cadena

asociados a las secuencias m, y my son los siguientes.
Para m = ({1,2,3},{4,5}),

el = (1,2,3;4,5), €2 = (1,3,2;4,5), &3 =(2,1,3;4,5),
el = (2,3,1;4,5), e =(3,1,24,5), €5 = (3,2,1;4,5),
el = (1,2,3;5,4), el =(1,3,2;5,4), €5 = (2,1,3;5,4),
ety = (2,3,1;5,4), €}, = (3,1,2;5,4), 512:(3,2,1;5,4).

Para mg = ({11 2, 4} ) {3} ) {5})’

e = (1,2,435), &5 =(1,4,2;3;5), e5=(2,1,43;5),
g5 = (2,4,1;35), et = (4,1,2;3;5),€e=(4,2,1;3;5)-

Con esto se pone de manifiesto que son necesarias 2 cadenas para formar los
enlaces asociados a 7y, mientras que para los de 7 se utilizan 3.

Seai € Nye € EQ(M), se escribira como " (¢) la tinica cadena de €
donde interviene i. La coalicion S; (¢€) € M es la formada por los predecesores
de i en la cadena 6" (¢).

Definicién 4.35 Un valor de grupo ¥ = (¥;),.y sobre I' (M) se dice que es
un valor de orden aleatorio dindmico, si existe una distribucion de probabili-
dad Q sobre EQ (M) de forma que, para todo i € N y para todo v € I' (M),

V)= ) QEWESi(e)ui)-v(SiE)-

e€EQ(M)

Teorema 4.36 Sea T un valor de orden aleatorio dindmico sobre T (M).
Entonces M es un valor bdsico dindmico, (WM; {\IIM'},{PM/}), verifi-
cando que, para cada M' € ME (M) :
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(1) El valor 3™’ es de orden aleatorio estdtico.

(2) El valor UM’ satisface el azioma de eficiencia estdtico para la distribu-
cion de probabilidad Py .

Demeostracién: Sea WM = (WM

sobre I" (M).
Se trata de encontrar, para cada M’ € MB (M) de M, una distribuciéon
de probabilidad Ppy € P (M') y un valor ¥M = (¥M),_, sobre ' (M)

que verifique (1) y (2), para los cuales T se puede construir utilizando (4.6).

) un valor de orden aleatorio dindmico
iEN

Al ser T un valor de orden aleatorio en el sentido dindmico, existe una
distribucién de probabilidad @ sobre EQ (M) tal que, para todo ¢ € N y
vel' (M),

T )= Y Q) (Si(e)ud) — v (S (). (4.7)

e€EEQ(M)
Se define el valor de grupo UM = (¥M). cn» bara cada v € I' (M), como
W= Y O P(SO)Ui)-v(S:i(0)
0eQ; (M)
donde g™ (#) son los ntimeros no negativos,
MO = Y Q.
{c€EQ(M):0,=0}

Mediante la siguiente comprobacién se demuestra que g™ es una distribu-
cién de probabilidad sobre Q (M):

Yo Moy = Y YooQEe= ). Q=1
(M) 0€Q(M) {e€ EQ(M):0:=0} e€EQ(M)

Por tanto ¥M es un valor de orden aleatorio estético.
Por otro lado, sea la funcién no negativa Py, sobre B (M) definida, para
cada B € B(M), en la forma

Pm(B) = > Q(e).

{c€EQ(M):0:€Q5(M)}
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Se satisface que
>, Pu(B)= ) > Q)= ), QE)=1

BEB(M) BeB(M) {e€EQ(M):6,€Q5(M)} e€EQ(M)
por lo cual Py € P (M).

Como UM es un valor de orden aleatorio estatico, el Teorema 4.18 asegura
que verifica el axioma de eficiencia estatico. Por la expresién (4.3) obtenida
en ese mismo teorema y la Proposicion 4.16, se garantiza que UM es eficiente
para la probabilidad P,,, observando que, para B € B (M), la definicién de
g™ implica

Pu(B)= ) ¢"(9).
0eQp
Considérense ahora dos casos.
(a) Sea j istmo en M. En este caso, para todo ¢ € EQ2 (M), la cadena
de participacion del jugador 7 en € es siempre 8y, #7 (¢) = 6;. Ademés, como
cualquier cadena 6 de Q2 (M) contiene a j, dicha cadena 6 puede ser utilizada
como primer elemento de un enlace de cadenas. Se sigue de (4.7) que

T w) = Y S QE) | (S (0)us) —v(S; ()]

0eQ(M) \ {e€EQ(M):6:=0}
_ M
= 7 (v).
(b) Sea j no istmo en M. Al separar EX2 (M) en dos subconjuntos dis-

juntos, los enlaces donde j participa en la primera cadena y aquéllos donde
no ocurre esto, se obtiene de (4.7) que

e = Y Y. Q)| (Si@)ui)-v(S; )]

0eQ;(M) \ {e€EQM):0,=6}

+ Y QOGS U v (S E)]

{e€c EQ(M):0:¢0;(M)}
= W)

- S QEREGEUN) - S E).

BEB(M\j) {e€EQUM):0,€Qp(M)}
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Para todo B € B(M\j) con Py (B) # 0 se denota, para cada &' €
EQ(M\B),

Q(e)

Qe = Pu (B)

{e€ EQ(M):e=(61,&"),6:€2 (M)}

donde si &' = (65;...; %) entonces € = (0;,¢') = (61;0; ...; k). La aplicaciéon
Q™M\B es una distribucién de probabilidad sobre EQ (M\B) puesto que

B (. Q(¢)
> QMEE) = > > Pr (B)’

¢’ €EQ(M\B) ¢/ € EQ(M\B) {c€ EQ(M):e=(81 ¢'),0:€Qp(M)}

S— S Qe=1

PM (B) {e€ EQUM):0:€Qp (M)}

sin mas que observar la definicién de Py (B). En caso de que Py (B) =0
se entenderad que QM\P representa una distribucién de probabilidad sobre
EQ (M\B) cualquiera.

Sin méas que multiplicar y dividir por Py (B), cuando sea posible, la
expresion (4.8) se escribe asi

T () = UM (v)

+ Y Pu(B) Y. QB[ (S;(E)ud) —v (S ()],
BeB(M\j) ¢! €EQ(M\B)
donde se ha usado que todo ¢ € EQ (M) se puede pensar como € = (6y,¢’)
con ¢’ € EQ(M\B), y que, al tenerse j € M\B, se verifica la igualdad
Sj(e) = 55 (€).
Dado B € B(M) se construye el valor de orden aleatorio dinamico

gV = (T?A\B) sobre cada v € ' (M\B) como
i€M\B
VY@= Y @M [F(Si(E)Ui) - T(Si(E))]
e € EQ(M\B)

Al valor WM\B, por ser de orden aleatorio, se le puede aplicar el método usado
en esta prueba, obteniéndose un valor ¥M\F y una probabilidad Py B, para
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el menor M\ B, con las condiciones requeridas. Asi, con este método, se
pueden construir los valores U™’ y las probabilidades Py verificando las
propiedades (1) y (2), para todo M’ menor de eliminacién de M.

Finalmente, por construccién, el valor T™ es un valor basico dindmico
correspondiente a la coleccion de valores {\IJM'} y las probabilidades { Ppy }.
O

El siguiente resultado prueba que el reciproco del anterior teorema tam-
bién es cierto.

Teorema 4.37 Sea (TM, {gM}, {PM,}) un valor de grupo bdsico dindmico
sobre T' (M), verificando que, para cada M' € ME (M):

(1) El valor WM’ es de orden aleatorio estdtico.

(2) El valor UM’ satisface el azioma de eficiencia estdtico para la distribu-

cion de probabilidad Py .
Entonces T es un valor de orden aleatorio dindmico sobre T (M).

Demostracién: Hay que construir, para cada ¢ € Ef2 (M), un ntimero no
negativo @ () tal que, para todo v € I' (M)y para i € N, se verifique

Tw)= 3 QEWbS:i(EU)-v(SiE),

e€EEQ(M)

Y 2eemam @ (8) = 1.

Se denota por ¢™' la distribucién de probabilidad sobre Q (M) que
define a UM’ como valor de orden aleatorio en el sentido estatico, para
M' € MB (M) de M. Sea € = (6y;...;0;) un elemento de EQ (M), se

define
k

Q(e) = g™ (6r) [ ¢*\Pr\\Pom1 (6) > 0,

m=2
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que satisface

k
>, Q) = > g (62) [T ™\ o (0)
e€EQ(M) {e€ EQ(M):e=(01;...;0%)} m=2
= Y MO Y, V)
01€Q(M) 02€Q(M\By, )
s s
9k€Q(M\361\"'\Bek-1)

- 1, (4.8)

puesto que para una eleccion de 6y, ...,0;_1 el Gltimo sumando es 1, ya que
qM\Bgl\...\Bek_l es una probabilidad sobre ) (M\Bol\ . -\ng_l). Ademas,
observando que el altimo sumando es 1, se comprueba que el anterior también
vale 1, y asi sucesivamente se llega a que la suma total es 1. Luego () es un
distribucién de probabilidad sobre EQ (M).

Para probar que ¥ es un de orden aleatorio se utilizara el mismo razon-
amiento seguido en el Teorema 4.32, comenzando por el segundo caso.

Sea % no istmo en M. Se supone que, para todo B € B(M\i), el valor
T:M\B (v) se puede escribir como

Y@= Y QMEEGE) V) -T(SE,

'€ EQ(M\B)
k
con QM\B () = qM\B (6) T1 qM\B\Boz\"'\Bom_1 (0) si e = (02;..56k), ¥y
m=3

v eIl (M\B).
Entonces ocurre que, para todo v € I' (M),

Y. QE)[(Si(e)ui) — v (Si(e))]

e€EQ(M)

- 3 Q () [v (Si () U i) — v (S; (e))]

{e€EQ(M):0, €Q;(M)}

4 3 Q (e) [v (Si () V1) — v (S (e))]

{e€EQ(M):01¢Qi (M)}
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= ((1,1) + (a2) .

En el sumando (a,) se verifica que S; (¢) = S; (61) y por tanto

(@) = > ( > Q(S)) [v (S: (6) U3) — v (S (6))]

0€Q:(M) \ {c€EQUM):0,=6}

= ) ") [v(S:i(6) ui)—v(Si(6))]
e (M)

W),

donde la igualdad 3/ cporye,=0) @ (€) = g™ (6) se obtiene realizando la
operacion (4.8) para 6, fijo.
El segundo sumando, (a3), puede escribirse como
(@)= > Q (&) [v (Si(e) Vi) — v (Si ()]
BeB(M\i) {e€EQ(M):01€05(M)}

Usando que cualquier enlace ¢ = (6;;65; ...;0x) € EQ (M) con 6, € Qp (M),
para un B € B(M\i), puede describirse como ¢ = (f;,¢') donde &' =
(025 ...;0k) € EQQ(M\B), se sigue que

(a2)= Y > Q) [v(Si(e)Ui) —v(Si(e))]-

BEB(M\i) 0, €0p(M) {e=(61,¢'):c' € EQ(M\B)}
Sean B € B(M\i) y 6, € Q5 (M). Dado ¢ = (64,¢') , como i ¢ B, entonces

Si (e) = S; (¢') y por definicion, al ser By, = B, se tiene que
Q(e) = ¢ (6) @\ (¢).
Se obtiene entonces que
—M\B
@= > | X 06| %" (oans).
BGB(M\i) 01€QB(M)

Al verificarse (2), la expresion (4.3) del Teorema 4.18 asegura que

> ™(61) = Pu(B).

61€Qp(M)
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Sumando (a;) y (az) y teniendo en cuenta la expresion (4.6)

Y. QE)[(Si(e)ui) —v(Si(e))]

e€EQ(M)
—M\B
= WM+ Y PuB) T (vms)
BeB(M\7)
= T;(v)

Se finalizara la demostraciéon suponiendo que el jugador i es istmo en M
y probando que —\17?/[ (v) se escribe en la forma deseada. En este caso,

T?A (v) = ¥M (v), parav e ['(M).

Se llegara a la expresion

TII—;\/1 (v) = Z QM (e) [v (Si (e) U5) — v (Si(e))],

e€EQ(M)

k
con QM (e) = ¢™ (6:) T] qM\Bel\'"\B“’WI (0,) si e = (64;...;6), partiendo
m=2
del segundo término y operando al igual que en (a;), teniendo en cuenta

que, en este caso, para todos los enlaces el jugador i participa en la primera
cadena. a

A raiz de los resultados ya obtenidos se pueden enunciar las siguientes
conclusiones.

Corolario 4.38 Sea T un valor de grupo sobre T' (M) . Son equivalentes
las siguientes condiciones:

(1) El valor T es basico dindmico, (TII—M, {xM'}, {PM:}) , satisfaciendo
que, para cada M' € MB (M) de M, el valor U™ verifica el azioma de
eficiencia estdtico para Ppy, y sus componentes satisfacen los ariomas
de linealidad y jugador nulo.
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(2) El valor T es de orden aleatorio dindmico.

Demostraciéon: La prueba es inmediata sin méas que combinar los Teoremas
4.20, 4.36 y 4.37. O

Nota 4.39 Si se tiene un juego dindmico con un ndmero fijo de pasos de
eliminacion, entonces no necesariamente participan todos los jugadores. En
este caso, el método que se ha estudiado en este capitulo se puede modificar en
el siguiente sentido. Se construyen, para k pasos, valores mediante formulas
similares a las expresiones (4.6), pero finalizando la recurrencia cuando se
han hecho k eliminaciones o bien anteriormente el jugador es istmo en el
matroide correspondiente. El estudio se deberia hacer en ese caso teniendo en
cuenta las distribuciones de probabilidad sobre el conjunto de semisecuencias
de longitud k.



Capitulo 5

Valores de Shapley para
Matroides

En este capitulo se proponen unos axiomas para introducir el valor de Sha-
pley en juegos definidos sobre un matroide. Se tratan las dos vertientes del
modelo secuencial de cooperacién: el modelo estatico y el modelo dindmico.
En ambas, el desarrollo es similar. Por un lado, se tiene en cuenta que el
valor de Shapley sobre juegos cooperativos clasicos es el tinico valor de grupo
que satisface los axiomas de linealidad, dummy, simetria y eficiencia. Por
otra parte, se recoge la idea introducida por Faigle y Kern [22] de sustituir
el axioma de simetria por otro, que ellos en su trabajo denominan axioma
de poder jerarquico, en el que se establece la relacién que debe existir en-
tre los valores individuales de los jugadores que intervienen en un juego de

unanimidad.

5.1 Valores Estaticos de Shapley

Se consideran en esta seccion juegos sobre un matroide M que se desarrollan
segun el modelo secuencial estatico. Se extiende a este caso la nocién de

145
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poder jerarquico de un jugador en una coalicién, introducida por Faigle y
Kern al tratar estructuras de precedencia. Esto se hace, en primer lugar,
partiendo de dos premisas:

1. Las coaliciones béasicas del matroide M se forman siguiendo procesos
secuenciales de incorporacién de jugadores. Comenzando con las coaliciones
individuales, los jugadores se van incorporando, uno a uno, hasta formar una
coaliciéon bésica. Ademas, en cada paso, las coaliciones que se formen son
coaliciones factibles en el matroide.

2. Todas las coaliciones basicas del matroide tienen la misma probabilidad
de formacion.

Sea M un matroide. Entonces, dada una coaliciéon S € M, se define el
poder jerdrquico estdtico h$ (i) de un jugador ¢ € N en la coalicién S como
S
s () = CAL50,
¢(M)
siendo ¢ (M, S, i) el nimero de cadenas maximales del matroide M que con-
tienen a S, tales que el jugador 7 es el Gltimo en incorporarse a S, y ¢ (M) el

nimero total de cadenas maximales de M. En particular, se tiene h§ (i) = 0
cuando i ¢ S.

Proposiciéon 5.1 Sean M un matroide y S € M. Entonces, el poder
jerdrquico estdtico de un jugador i € S en la coalicion S es

) = 15,

siendo we (S) la influencia de la coalicion S para la distribucién de probabi-
lidad equitativa P° € P (M).

Demostracién: Sea r el rango del matroide M. Para cada coaliciéon basica
B de M, el nimero de cadenas maximales del intervalo [, B] = 28 es r!. Por
tanto, el ntimero ¢ (M) de cadenas maximales del matroide es ¢ (M) = b(r!).
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Analogamente, el niimero de cadenas maximales que contienen a S es bg (r!) .
Asi,
bs (r!)
c(M,S,i) = ,
|5

puesto que todos los jugadores de S tienen las mismas posibilidades de in-

corporarse en ultimo lugar a S en dichas cadenas. Por ello,

ern _ €M, S4)  bs  we(S)
M0 =R = Bs = T

ya que we (S) = bg/b, como se vi6 en la seccion 3.2. O

En la proposicién anterior, se llega a la conclusién de que el poder jerarqui-
co de un jugador en una coalicién es la parte proporcional de la influencia
equitativa de la coalicién en el matroide. Por ello, como en un matroide no
hay que presuponer que todas las coaliciones basicas tienen la misma proba-
bilidad de formarse, es posible considerar de forma més general el concepto
de poder jerarquico.

Definicién 5.2 Sea P € P (M) una distribucidn de probabilidad sobre el
conjunto de coaliciones bdsicas del matroide M. El poder jerdrquico estdtico
hE (i) de un jugador i € S en una coalicion S € M, respecto de la distribu-
cion de probabilidad P, es el nimero dado por

~ wP (S
Ademds, para un jugador j € N\ S, hf (j) = 0.

Segtin la definicion anterior, dada una coalicién S € M, el poder jerarquico
estatico cumple las siguientes propiedades:

e El poder jerarquico hf (i) = 0 para todo i € N que sea jugador nulo
en el juego de unanimidad (s, ya que, segin el Lema 4.4, los jugadores
nulos de este juego son los que no pertenecen a la coaliciéon S.
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e La suma de los poderes jerarquicos de todos los jugadores es

S-S =3 rm

1EN €S BeB

e Todos los miembros de la coalicion S tienen el mismo poder jerarquico
en S, siendo éste la parte proporcional de la influencia de dicha coali-
ciom.

Entonces, es 16gico introducir los siguientes axiomas para extender el con-
cepto de valor de Shapley a los juegos estaticos definidos sobre un matroide.

Sea ¥ = (¥;),.y un valor de grupo sobre I'(M) y sea P € P (M)
una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de coaliciones basicas del
matroide M.

Azioma 1 (Linealidad). Si vy,v, € T' (M) y a1, 05 € R, entonces,

U (0101 + agve) = 01V (v1) + ¥ (vy).

Azioma 2F (Jugador dummy). Para todo juego v € I' (M) y para todo

t € N; si el jugador 7 es dummy en v, se tiene
¥; (v) = wiv ({3}).
Azioma 3E (Eficiencia). Si v € T (M), entonces

Y ¥ (v)=)_ P(B)v(B)

1EN BeB

Azioma 4E (Poder jerdrquico). Para cada coalicién no vacia S € M y

cualesquiera 7,5 € S,

¥; (¢s) = ¥, (¢s) -

Previo al teorema que determina un tnico valor de grupo para estos a-

xiomas, se necesita introducir el siguiente lema.



5.1. Valores Estéaticos de Shapley 149

Lema 5.3 Sea P € P (M) una distribucidn de probabilidad sobre el con-
junto de coaliciones bdsicas del matroide M, y r el rango de M. La influen-
cia w¥ (S) de una coalicion S € M se relaciona con las influencias de las
coaliciones factibles de cardinal fijo que la contienen de la siguiente forma

> wm=ve ;1))
(TeM:T2S,T|=t} -9
con s = |S|. Ademds,

wP (S) = 2}_8 S W@

{TeM:TDS}

Demostracién: Considérese el conjunto Bs de coaliciones basicas que con-
tienen a la coalicion S € M. Sea B € Bg y s = |S|. Como el intervalo
[S, B] es un &lgebra de Boole, para cada t € {s,s+1,...,7 — 1,7} hay (-9
coaliciones de cardinal ¢ contenidas en B y que contienen a S.

Dada una coalicién T' € M, tal que S C T, toda area de influencia suya
lo es de S, y por tanto, el nimero de coaliciones basicas de T coincide con el
nimero de areas de influencia de S que contienen a T'. Entonces

Y, W@ = > > P(B)

{TeM:T2S,|T|=t} {TeM:T2S,|T|=t} BEBr
- Srm ¥
BeBg {TCB:TJ8S,|T|=t}
- Y re ()= (i2)
t—s t—s
BeBg

Por otro lado, obsérvese que

Y. W@ =3 > W@

{TeM:TDS} t=s {TeM:TDS,|T|=t}
T
= 2 v (S (’; _ 8) =wf (52,
t=s

puesto que > ;_, (375) =(1+1)"°. O



150 Capitulo 5. Valores de Shapley para Matroides

Teorema 5.4 Sea P € P (M) una distribucion de probabilidad sobre el con-
Junto de coaliciones bdsicas del matroide M. Eziste un inico valor de grupo
or = (@f)ieN sobre ' (M) satisfaciendo Azioma 1, Azioma 2E, Azioma SE
y Azioma 4E. Ademds, para todo v € T' (M) y para todo i € N,

(r—s—1]ls!
7!

o (v) = ) wh(5Ud) [ (SUd) —v(S)],

SeM/i

donde s indica |S| y 7 es el rango del matroide M.

Demostracién: Sea ¥ = (V;), ., un valor de grupo sobre I' (M) que verifica
los axiomas del enunciado. Para cada S € M, se considera el juego de
unanimidad (s. Los jugadores i ¢ S son jugadores nulos para dicho juego
(Lema 4.4); y entonces, por el Axioma 2E, se tiene ¥; ((s) = 0 para todo
i € N\ S. Por otro lado, ¥; (¢s) = ¥, ({s) cuando 3,5 € S, por el Axioma
4E. Asf, aplicando el Axioma 3E al juego (g se obtiene

D oW(Gs) =D Wi(Cs) = Wi(¢s) S| = w" ().
iEN ies
Luego, para todo 1 € S

w” (S)
|51

¥; (Cs) = = hg (7).

Por tanto, al ser el conjunto de juegos de unanimidad una base del espacio
vectorial I (M) , el Axioma 1 permite asegurar que existe un tnico valor de
grupo sobre I' (M) que satisface los axiomas del enunciado. Sea ®F dicho
valor.

Sea v € I' (M) . Expresando v como combinacién lineal de los juegos de
unanimidad, y teniendo en cuenta que &% verifica el Axioma 1, para cada
1 € N, se tiene

R b w? (T)
() = Y AMIF= > AD) (5.1)

{TeM:T#0} {TeM:ieT} ¢
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_ oy [z (10 ()

{Tem:ier} LscT

> [ > (—1)*“”—’@}«)(5), 52)

{SeM:Suie M} | {TeM:TDSUi}

w” (T)
t

donde la tercera igualdad sigue de la expresion (1.8) para los dividendos de
Harsanyi.

Se trata ahora de determinar el coeficiente de v (S) en la expresion (5.2).
Para ello se distinguen dos casos.

(1) Sea S € M, tal que ¢ € S. Entonces, para el coeficiente de v(S) en la
expresion (5.2) se tiene

DR bk LA RV E R SNy

{TeM:T2S} t=s {TeM:T2S,|T|=t}

= ©X () v
S (S)T}f(—n’“ (T;S) /0 kel

k=0

= WP (S) /0 (1 o) da

(r—s)l(s - 1)!
r!

= w"(S)

)

donde en la segunda igualdad se ha utilizado el Lema 5.3, y en la dltima se
evalia la funcion beta.

(2) Sea S € M/i. Ahora, siguiendo un razonamiento anélogo al anterior,
el coeficiente de v(S) en la expresion (5.2) es

DRt D Sy D

{TeM:TDSUi} t=s+1 {Te M:TDSUi,|T|=t}

= WP (SU) Y (::j:;) (75
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1
= —w’ (SUi)/ 2 (1—x) " da
0

(r—s—1)ls!

_ P -
= —w (SU1) .

Para terminar la prueba, basta sustituir los coeficientes calculados en la
expresion (5.2) y utilizar la biyeccion existente entre las coaliciones factibles
S € M/iy aquéllas que contienen al jugador i. Con ello,

(r—s—1)s!
r!

®F (v) = Z w? (S U)

SeMi

[v(SUD) —v(9)].

Definicién 5.5 Sea P € P (M) una distribucidn de probabilidad sobre el
conjunto de coaliciones bdsicas del matroide M. Se denomina P-valor es-
tdtico de Shapley al inico valor de grupo ®° sobre I' (M) que verifica Azioma
1, Azioma 2E, Azioma S8E y Azioma 4E.

Obsérvese en la demostracion del dltimo teorema, que cada componente
®F del P-valor estatico de Shapley aplicada al juego (s coincide con el poder
Jerarquico estatico del jugador 7 en la coalicion S, respecto de la distribucién
de probabilidad P.

A continuacién se probara que el Axioma 4E, incluido en la caracteri-
zacién del valor de Shapley, puede ser sustituido por un axioma similar para
los juegos de identidad. Para un valor de grupo ¥ = (¥;),. sobre I' (M) se

considera el siguiente axioma.

Azioma 4’E (Poder jerdrquico). Para toda coalicién no vacia S € M y

cualesquiera i,j € S,
U, (ds) = ¥, (ds) -
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Probar que este nuevo axioma puede sustituir al Axioma 4E en la deter-
minacién del P-valor estatico de Shapley es facil usando la relacion que existe
entre los juegos de identidad y los de unanimidad. Sin embargo, se realizaré
a continuacién una demostracién alternativa haciendo uso de los resultados
obtenidos en el capitulo anterior.

Teorema 5.6 Sea P € P (M) una distribucion de probabilidad sobre el con-
junto de coaliciones bdsicas del matroide M. El P-valor estdtico de Shapley
es el 1nico valor de grupo sobre T' (M) que verifica Azioma 1, Azioma 2F,
Azioma 3F y Azioma J’F.

Demostracién: Sea r el rango del matroide M. Sea ¥ = (¥;),.n un valor
de grupo sobre I' (M) que verifica los axiomas del enunciado. Entonces,
debido a que ¥ satisface el Axioma 1y el Axioma 2E, el Teorema 4.5 asegura
que, para cada v € ' (M) y para cada ¢ € N, se tiene

) = 3 s (S Ui) — (),

SeM/i

donde ps = U; (8s5u:) -
En ese caso, el Axioma 3E y el Teorema 4.15 implican las siguientes

relaciones

Yopky = Y vk VYSEB SeM, (5.3)

i€S j¢a(S)
> phs = P(B), VBeB (5.4)
i€B

Usando la igualdad p% = ¥; (dsu;) y el Axioma 4’E, se verifica que
piS\i = p]S\j

cuando S € M y ademas i,5 € S. Por tanto la ecuacién (5.4) se puede
escribir en la forma rp’é\i = P(B), y asi
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P (B)

Ppyi = — — = w® (B) rr=ut :

r!

Esto prueba que, para cada B € B, el coeficiente pg\i coincide con el
coeficiente de la contribucién marginal v (B) — v (B \ ¢) en la férmula del P-
valor estatico de Shapley. Supongase ahora que esto mismo ocurre para cada
coalicién factible S de cardinal s. Entonces, la demostracién acaba cuando
se pruebe que lo anterior también se cumple para las coaliciones de cardinal
s —1.

En efecto, la ecuacién (5.3) para una coalicion S € M de cardinal s
implica que

> phy = Zpg:g—fsr,_—w > wP(8uy)

€S j¢a(S) ) {jEN:SeM/j}

_(r=s=-1)ls! , T—58\ _ p,o (T —8)s!

S m— (S) ) =w" (5) 0
donde la segunda igualdad es debida a la hip6tesis de induccién; y en la
tercera se aplica el Lema 5.3 sobre las coaliciones que contienen a S con

cardinal s + 1. Ademas, por el Axioma 4’E, se obtiene finalmente
; (r —s)ls!
spg; = w' (S) 0

En definitiva,
(r—s)!(s—1)!

r!

piS\i = w® (S)
O

El Teorema 4.20 garantiza que el P-valor estatico de Shapley es un valor
de orden aleatorio. Por otro lado, el Teorema 4.21 asegura que entonces es un
valor bésico estatico. Se vera a continuacion que los valores que lo expresan
en la forma (4.1) resultan ser los valores de Shapley correspondientes a las
coaliciones basicas del matroide.
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Teorema 5.7 Sea P € P (M) una distribucién de probabilidad sobre el con-
junto de las coaliciones bdsicas de M. El P-valor estdtico de Shapley se puede

expresar en la forma
=Y P(B)%?,
BeB
donde cada ®F es el valor de Shapley sobre T (25).

Demostracién: Sean i € N y B € B; una coalicién basica que contiene a 3.
Se considera el valor de Shapley ®? sobre I' (2B ) Entonces, para cualquier
juego v € T' (M), se tiene que
r—s
2= Y T (sui o (s),
{SCB:i¢S} '

Se debe probar que para todo v € I' (M) y para todo i € N, se verifica

ZP CI)B ’UB

BeB;
En efecto,
S PB® W) = Y PE) Y (—”:%—)——[v(sw)—v( )
BeB; BeB; {SCB:i¢S} )
= ¥ i’:i—’ll—[ (Sui-v(S) Y. P(B
SeM/i ' BeBsui
= Y whsui) T 0 —u (s,

SeM/i
donde, para intercambiar los sumatorios en la segunda igualdad, se ha usado
el Lema 4.9. O

Obsérvese que el P-valor estatico de Shapley verifica la propiedad del
rango para el vector de influencias wf. En consecuencia, sus componentes
®F ) para cada i € N, son valores w/-ponderados y, entonces, se satisface
también el axioma de monotonia. Otras propiedades destacables sobre su
comportamiento sobre determinadas clases de juegos, son las siguientes.
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Proposicién 5.8 Sea P € P (M) una distribucion de probabilidad sobre el
conjunto de coaliciones bdsicas del matroide M, y sea r el rango de dicho
matroide. Las siguientes afirmaciones son ciertas para el P-valor estdtico de
Shapley.

(1) Siv € '(M) es un juego débilmente superaditivo, entonces

®F (v) > wlPv ({i}), para todoi € N.

(2) Siv e '(M) es un juego simétrico (esto es, que eziste una funcion
f:{0,1,...,7} — R, tal que, para toda coalicion S € M con cardinal
s, se verifica v (S) = f (s)), entonces

®F (v) = Pf()paratodozeN

Demostracién: (1) Sea v € I' (M) un juego débilmente superaditivo. En-
tonces, sii € Ny S € M/i, se tiene v (S U ) > v ({i}) + v (S). Por tanto

®F (v) = Z wP(SUz')O‘—_—S-r—'_—l—)—!—S—{[v(SUi) —v(9)]
SeM/i '

> (i) 3 wh(suy T
SeM/i T

SRL()) Dh L S I ETID
s=0 ' {SeM/i:|S|=s}

= w” ({1} {z}zr_s__lls'(rgl)

= wfy ({i})Z} = wfu ({i}),

donde en el segundo paso se utiliza que las coaliciones de M /i tienen cardinal
menor o igual que r—1; ademas, la tercera igualdad es consecuencia del Lema
5.3 aplicado a la coalicion {i}.
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(2) Sea v € T' (M) un juego de simétrico. Entonces, como v (S) = f (s)
para todo S € M,

) = Y wrsu) T2 oy p (o)
SeM/i )
< (r—s—1)ls! P :
= Yt iy f@l Y wP(sud)
§=0 ) {SeM/i:|S|=s}
= WIS ey - f @)= ur D,

razonando de forma aniloga al apartado anterior, y teniendo en cuenta que

f(0)=v(0)=0. 0

El P-valor estatico de Shapley, correspondiente a la distribucién de pro-
babilidad equitativa P¢, y que se denotara por ®¢, es objeto del estudio que
sigue a continuacién. En primer lugar, obsérvese que usando el Teorema 5.4
y el Teorema 5.7, las componentes ®¢ de dicho valor se pueden expresar, para
cada juego v € I' (M), en la forma

si)= 3 = suy-us),  69)
SeM/i )

siendo s = |S].

Proposicion 5.9 Fl valor estdtico de Shapley ®¢ sobre T’ (U,’f) , es tal que
e n—s—1)ls! ,
o= Y 500 -us),
{SCN:€S8,s<k} '
para cada i € N y para cada v € T (UF).

Demostracién: El rango del matroide U¥ es r = k. La influencia de una
coalicién S € UF es el niimero

b oy n — s)lk!
w'(§) =7 = (IE;;)) - Ek = gin!’
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puesto que todas las coaliciones de tamano & son factibles. Por tanto,

bsui(k—s—1)ls!  (n—s—1)k! (k—s5—1)!s!
b k! (k= s—1)n! k!
_ (n—s—=1)l!
B n! ’
y basta sustituir en (5.5) para obtener la formula del enunciado. o

La formula del valor ®¢ obtenida para el matroide uniforme UF, no es mas
que la k-truncacién de la formula clésica, y recoge la idea de la definicion
de dicho matroide. Noétese ademés que, cuando k = n, esta formula es la
conocida para el valor de Shapley en juegos cooperativos sobre 2%,

Sea G = (V, A) un grafo no dirigido con k componentes conexas. Sea T el
conjunto de bosques maximales de G. Para A’ C A, se denotara por G 4 el
subgrafo generado por A’; y por T4 los elementos de T que continen a G 4.

Proposicién 5.10 Sea G = (V, A) un grafo no dirigido con k componentes
coneras. Siv € I'(M(G)) es un juego sobre el matroide grifico M (G),
entonces el valor estdtico de Shapley ®¢, para cada arista a € A, viene dado
por

e Tl (V] =k — A=A ,
2 (v) = [v (A" Ua) — v (4)]
A,MZC(&) T (V1= )

donde AC (a) = {A' CA:a ¢ A,Gay, aciclico}.

Demostracién: Basta con tener en cuenta que las coaliciones bésicas del
matroide grafico M (GQ) definido por G son los bosques maximales. Asi, la
formula sigue de considerar que el rango del matroide es el nimero de vértices
menos el de componentes conexas (ver ejemplo 1.18). O



5.1. Valores Estéticos de Shapley 159

Proposicién 5.11 Siv € ['(M, (i || j)) es un juego sobre el matroide de
oposicion My, (i || 7), entonces el valor estdtico de Shapley ®° es tal que

w=; ¥ C T sug ),

|
{SCN{i,j}¢5} &

sw=r > ETmh 505 u()),

|
{SCN,{i,j}¢5} "
ypara k€ N\ {i,j},

1 —5—2)!s!
s = 2 Y LB suk - ()
n!
{scn.{ik}¢S}
1 n-—s—2)s!
+s > (——'—)—[v(SUk)—v(S)].
{SCN {k,j}¢S} '
Demostracién: El matroide M,, (i || j) tiene rango n — 1 y dos coaliciones
basicas, N\ ¢y N\ j. El namero de 4reas de influencia de una coalicién
factible S viene dado por
2 si i,j¢S
bs = . .
1 si t€S06j€8.
Entonces, basta sustituir los datos anteriores en la expresién (5.5), y tener

en cuenta que en la formula de ®¢ (v) del enunciado aparecen los términos
asociados a coaliciones que no contienen a {i, j} en ambos sumatorios. O

Para terminar la seccién, se introducira el concepto de P-valor relativo
de Shapley. Recuérdese que se podian encontrar valores para juegos estaticos
bajo una optica relativa. El significado de este tipo de valores es suponer que
un jugador mide sus posibilidades bajo una escala que sélo tiene en cuenta
sus areas de influencia y no todas las areas de cooperacion.

Sea M un matroide. Si ¢ (M, 1) representa el nimero de cadenas ma-
ximales del matroide M que contienen a un jugador i, entonces el poder
jerdrquico relativo del jugador ¢ en una coalicion S € M es
¢ (i) = c(M,S?i)‘

c(M,1)

=)
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En particular, ﬁg (i) =0 cuando i € N\ S.
Razonando de forma anéloga a como se hizo en la Proposicién 5.1, se
llega al siguiente resultado.

Proposicién 5.12 Sean M un matroide y S € M. Entonces, el poder
jerdrquico relativo de un jugador i € S en la coalicion S es

~ o we(S
s (i) = |S|(u)‘.2'

siendo w® (S) la influencia de la coalicion S para la distribucién de probabi-
lidad equitativa P¢ € P (M), y wf la correspondiente influencia del jugador
1.

Generalizando la idea para una distribucién de probabilidad cualquiera.
se obtiene el concepto general de poder jerarquico relativo.

Definicién 5.13 Sea P € P (M) una distribucion de probabilidad sobre el

conjunto de coaliciones bdsicas del matroide M, tal que wf # 0 para todo

J € N. El poder jerdrquico relativo de un jugador i € S en una coalicion

S € M, respecto de la distribucion de probabilidad P, es el nimero dado por
L (i) = )

ISlwf

Ademds, para un jugador j € N\ S, Tzf; () = 0.

Sea P € P (M) una distribucién de probabilidad sobre las areas de coo-
peracién del matroide M, tal que wf # 0 para todo j € N. Los poderes
jeradrquicos relativos verifican las siguientes propiedades:

e El poder jerarquico relativo ’ﬁ’; (i) = 0 para todo i € N que sea jugador
nulo en el juego de unanimidad (s, ya que, segin el Lema 4.4, los
jugadores nulos de este juego son los que no pertenecen a la coalicién

S.
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e La suma de los poderes jerarquicos relativos de todos los jugadores es

S wPRE (i) = 3 hs (i) = %ZCS(B).

iEN iEN BeB

e El poder jerarquico relativo de un jugador en una coalicién factible es

inversamente proporcional a su influencia.

Se proponen los siguientes axiomas para introducir el P-valor relativo de

Shapley.

Sea ¥ = (¥;),.y un valor de grupo sobre I'(M) y sea P € P (M)
una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de coaliciones bésicas del
matroide M.

Azioma 1 (Linealidad). Si vy, vy € T'(M) y a1, 02 € R, entonces,

v (a1v1 + Olg’Uz) = 011\11 (’Ul) + OZQ\I’ (’Ug) .

Agzioma 2R (Jugador dummy). Para todo juego v € I' (M) y para todo
1 € N, si el jugador 7 es dummy en v, se tiene

Ui (v) = v ({i}).
Azioma 3R (Eficiencia). Siv € T' (M), entonces

> wh¥;(v)=>_ P(B)v(B).

ieN BeB

Azioma 4R (Poder jerdrquico). Para toda coalicién no vacia S € My

cualesquiera i,j € S,

wiW; (Cs) = w) ¥y (Cs) -
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Teorema 5.14 Sea P € P (M) una distribucion de probabilidad sobre el,
conjunto de coaliciones bdsicas del matroide M, tal que w]’-’ # 0 para todo
j € N. Eziste un inico valor de grupo ®F = (ZI\)f) sobre T' (M), que
verifica Azioma 1, Azioma 2R, Azioma 3R y Azioma ﬁiN Ademds, para todo
veI'(M) y para todo i € N,

8= 3 LEI st (s s,

- wP 7!
SeM/i

donde s indica |S| y r es el rango del matroide M.

Demostracién: Se trata de probar que el tinico valor de grupo en las condi-

ciones del enunciado es
_1__q>P
wP

Pero esto es inmediato. Basta tener en cuenta que si ¥ es un valor de

3 —

grupo sobre I (M) que satisface los axiomas del enunciado, entonces el valor
wP ¥ verifica los axiomas del Teorema 5.4. ]

Definicién 5.15 Sea P € P (M) una distribucion de probabilidad sobre el
conjunto de coalictones bdsicas del matroide M, con 'wf # 0 para todo j € N.

Se denomina P-valor relativo de Shapley al 1inico valor de grupo 3P sobre
[ (M) que verifica Azioma 1, Azioma 2R, Azioma 3R y Azioma 4R.

Es facil comprobar el siguiente resultado, analogo al Teorema 5.7.

Teorema 5.16 Sea P € P (M) una distribucion de probabilidad sobre el

conjunto de las coaliciones bdsicas de M, con wf # 0 para todo 5 € N. El
P-valor relativo de Shapley dF = (:ISf ) es tal que

iEN

~ 1
o = — > P(B)®?, para todo i € N,

w
i BeB;

donde cada ®F es el valor de Shapley sobre T (25).
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Denotando por ®¢ al valor relativo de Shapley correspondiente a la pro-
babilidad equitativa P® € P (M), la siguiente proposiciéon proporciona la ex-
presion de dicho valor sobre algunos matroides particulares. Su demostracion
se omite por ser inmediata utilizando el teorema anterior.

Proposicion 5.17 (1) Siv € T (U¥), entonces ,

~

®; (v) = E@f (v), para cada i € N.
n

(2) Si G = (V,A) es un grafo no dirigido y v € I' (M (G)), entonces

—~ T .
¢ (v) = I!]T |I<I>§ (v), para cada arista a € A,
a
donde T es el conjunto de bosques mazimales de G, y T, los elementos

de T que contienen la arista a.

(8) Sivel (M, (i| ), entonces

o~

B (1) = 2 (v), B (v) = & (v), Bf () = 58 () pora k ¢ {5}

t )

5.2 Valores Dinamicos de Shapley

En esta seccién se siguen los mismos pasos que en la seccién anterior. Las
variantes surgen del hecho de trabajar ahora con juegos sobre un matroide
que se rigen por el modelo dindmico. En este caso, se considera que cada
etapa de un juego dindmico puede concebirse como un juego estatico.

Sea un matroide M. Se dird que S € M es una coalicion istmo en M si
para toda coalicién bésica B € B (M) se verifica que SN B # (. Segin esta
definicién, para que una coalicién istmo S de M esté contenida en alguna de
las coaliciones de una secuencia bésica de dicho matroide, es necesario que
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S esté incluida en la primera coalicién de la secuencia. Asi, al considerar
juegos sobre un matroide que se desarrollen segin el modelo dindmico, se
puede afirmar que las coaliciones istmo s6lo se pueden formar en la primera
etapa del juego. La conclusién que sigue de este razonamiento es que, en el
caso dindmico, el poder de los jugadores de una coalicién istmo debe coincidir
con el poder estatico. Por tanto, se dird que el poder jerarquico dindmico
g (i, M) de un jugador i € S en una coalicién istmo S de M, es

_Eg (i’ M) = hg (ia M) )

donde se utiliza la notacion h§ (i, M) en lugar de h% (¢) para el poder jerarquico
estatico del jugador i en S.

Supoéngase ahora que S no es una coalicién istmo del matroide M. En-
tonces, dada una secuencia bésica de dicho matroide, se pueden presentar
tres casos: (a) que S esté contenida en la primera coalicién de la secuen-
cia, (b) que alguno, pero no todos, de los jugadores de S pertenezca a la
primera coaliciéon de la secuencia, (c) que ningtn jugador de S forme parte
de la primera coalicién. Por tanto, al hablar del poder de los jugadores de
la coalicién S, se debe considerar lo siguiente. En las coaliciones tipo (a) el
jugador concibe su poder de igual forma que en el caso estatico. En las del
tipo (b) considera nulo su poder, puesto que no se forma en ningtin momento
la coaliciéon S. Por 1ltimo, en el caso (c) su poder lo evaluaria en relacién al
matroide resultante de la eliminacién de la primera coalicién bésica de la se-
cuencia. En definitiva, el poder jerarquico dinadmico ﬁg (i, M) de un jugador
+ € S en la coalicién S vendra dado por la siguiente formula recurrente:

Te ;. e /- 1 7€ /.
hg (i, M) = h% (i, M) + W Z hg (i, M\B),
{BeB(M):BNS=0@}

donde Rg (i, M\B) representa el poder de dicho jugador en la coalicién S
para el matroide M\ B.

Sea D°® € D (M) la distribucién de probabilidad sobre IT (M) que a cada
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secuencia béasica m = (A, ..., Ax) le hace corresponder el nimero

. 1 £ 1
D*(m) = b (M) 11 b(M\ALN\ - \Am_1)’

m=2

Notese que D¢ se define a partir de las distribuciones equitativas de proba-
bilidad P¢, € P (M’) de los menores de eliminacién M’ de M, usando la
expresion (3.1).

Proposicién 5.18 Sean M un matroide y S € M. Entonces, el poder
jerdrquico dindmico de un jugador i € S en la coalicion S es

w? (S)
sl

hg (i, M) =

donde wP® () es la influencia de S en M segin la distribucién de probabi-
lidad D* € D (M).

Demostracién: Notese en primer lugar que, para cada coalicién bésica
B € B(M), se puede construir a partir de la distribucién de probabilidad
D¢ otra D}, 5 € D (M\B), usando (3.2).

Sean S e M, i€ S.

(a) Supodngase que la coalicién S es istmo en M. En ese caso,
w?i ()

EeS(Z’M):hg(Z’M): ISI H

donde la dltima igualdad sigue de la Proposicién 5.1. Por otro lado, como

w(S)= Y Py (B),
BeBg(M)

y, aplicando (3.5), se tiene

P (B) = > Di(m),
{mell(M):n=(B,...)}
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entonces
wPi (8) = wPh (9).

Téngase en cuenta que, al ser S istmo en M, el conjunto IIg (M) coincide
con

{mellIM):n=(B,...), BeBs(M)}.

Luego queda probada en este caso la formula del enunciado.
(b) En el caso en que S no sea una coalicién istmo en M, supéngase que
se verifica
wPms ()
-
para cada coalicion basica B € B (M) tal que BN .S = (. Entonces,
1

hg (i, M\B) =

EZ (7’7 M) = hg (7’7 M) + o Z 7;;' (i7 M\B)
b( ) {BeB(M):BNS=0}
whk (S) 1 w?hs ()
= + —_—
5] b(M) 2 5|

{BeB(M):BNS=0}

+,,—(~1A7) 9 S Dis (w'))

{BeB(M):BNS=P} n' €llg(M\B)

_ I”;‘_l( ) 3 D (x) +

BeBg(M) {wellg(M):n=(B,...)}

+ D > D* (w))

{BeB(M):BNS=0} {wellg(M):r=(B,...)}

- = Y pw="13

151 retiotnn |5

Notese que para obtener el primer sumando de la cuarta igualdad se ha
utilizado la expresion (3.5). El segundo sumando de la misma igualdad sigue
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del hecho de que toda secuencia basica 7 € IIg (M), donde S no aparezca
en la primera coalicién de la secuencia, es de la forma 7 = (B, '), con
B e B(M)talque BNS =0y« € IIg (M\B). Ademss, en ese paso se ha
usado la expresién (3.4).

Finalmente observar que, debido a la construccion recurrente de g (i, M)
y a que todo el razonamiento anterior se puede aplicar a cada menor de
eliminacién del matroide dado, se puede concluir que el resultado es cierto.C]

A continuacion, se va a definir el poder jerarquico dindmico para cualquier
distribucién de probabilidad D € D (M).

Definicién 5.19 Sea D € D (M) una distribucion de probabilidad sobre el
conjunto de secuencias bdsicas del matroide M. FEl poder jerdrquico dindmico
E? (i, M) de un jugador i € S en una coalicion S € M, respecto de la
distribucion de probabilidad D, es el nimero dado por

w? (S)

D ,.
hS (’L, M) = |S|

Ademds, para un jugador j € N\ S, E? (4, M) =0.

Segun la definicion anterior, dada una coalicién S € M, el poder jerarquico
dindmico cumple las siguientes propiedades:

e El poder jerarquico E? (i, M) = 0 para todo i € N que sea jugador nulo
en el juego de unanimidad (g, ya que segin el Lema 4.4 los jugadores
nulos de este juego son los que no pertenecen a la coalicion S.

e La suma de los poderes jerarquicos de todos los jugadores es

Shs M) =Y wTs([g) =wP(S)= Y. D(n)

iEN i€S wells(M)

= Z D (m)[¢s (A1) + -+ + (s (Ar)] -

{mell(M):r=(A1,...,Ar)}
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e Todos los miembros de la coalicién S tienen el mismo poder jerarquico
en S, siendo éste la parte proporcional de la influencia de dicha coali-

cion.

Entonces, es légico introducir los siguientes axiomas para extender el con-
cepto de valor de Shapley a los juegos dinamicos definidos sobre un matroide.

Sea ¥ = (¥;),.y un valor de grupo sobre I' (M) y sea D € D (M)
una distribucién de probabilidad sobre el conjunto de coaliciones basicas del
matroide M.

Azioma 1 (Linealidad). Si vy, v € T' (M) y a1, a2 € R entonces,

U (011’01 + 012’02) = al\Il (’Ul) + OZQ\I/ (’Ug) .

Azioma 2D (Jugador dummy). Para todo juego v € ' (M) y para todo

1 € N; si el jugador ¢ es dummy en v, se tiene
Ui (v) =v({i}).
Azioma 8D (Eficiencia). Siv € T (M), entonces

D Uiw)= > D(mu(r).

iEN reI(M)

Azioma 4D (Poder jerdrquico). Para toda coaliciéon no vacia S € My

cualesquiera 7, j € S,

¥, (¢s) = ¥; (Cs) -

Lema 5.20 Sea D € D (M) una distribucion de probabilidad sobre el con-

Junto de secuencias bdsicas del matroide M, tal que

D (7) = Ppm (A1) H Proan\.\Am-1 (Am)

m=1
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para cada m € I1(M). Entonces, la influencia en el sentido dindmico de
una coalicion S € M, segqin la distribucion de probabilidad D, se expresa
mediante la recurrencia
wPrm (S), si S es istmo
w® (S) =
wfM (S)+ S Py (B)wPmE (S), en otro caso,
BeB(M\S)

donde cada Dpp\p representa la distribucion de probabilidad sobre T1 (M\B)
generada por D segin (8.2).

Demostracién: Sea S € M. En el caso de que S sea istmo en el matroide

M, se tiene que

w” (8)

>, D)

w€llg(M)

= > >, b

BeBg(M) {mell(M):r=(B,...)}

= ). Pu(B)=uw™(9),

BeBs(M)

sin mas que usar (3.5).
Por otro lado, si S no es istmo en M,

wPM(S)+ Y Py (B)wPMa(S)

BeB(M\S)
= Y Pu(B)
BeBg(M)
+ 3 Pu(B) > D)
BeB(M\S) n'€lls(M\B)

= > D (m)

{rell(M):n=(B,...),BEBg(M)}

BeB(M\S) {r=(B,n"):x'€llg(M\B)}
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= > D (r)

{rell(M):r=(B,...),BEBs (M)}

+ Z D (x)

{r€ells(M):m=(B,...),BEB(M\S)}

= 3 Dm=w’(),

m€llg(M)

donde, en el primer sumando de la segunda igualdad se ha utilizado (3.5).
Ademas, el segundo sumando de la tercera igualdad se obtiene de aplicar
(3.4).

O

Teorema 5.21 Sea D € D (M) una distribucidn de probabilidad sobre el
conjunto de secuencias bdsicas del matroide M. Eziste un unico valor de

grupo sobre I' (M) satisfaciendo los siguientes aziomas: Azioma 1, Azioma
2D, Azioma 3D y Azioma 4D.

Demostracién: Sea ¥ = (¥;),.y un valor de grupo que satisface los a-
xiomas del enunciado.

Para cada S € M, coalicién no vacia, considérese el juego de unanimidad
(s. Por el Lema 4.4, los jugadores que no estan en S son nulos para el juego
(s, con lo que el Axioma 2D implica que ¥; ((s) = 0 para j € N\ S. Asi,
junto con el Axioma 4D, se puede afirmar que

D W(Gs) =) (Cs) =T (¢s) 19,
JEN Jjes

donde ¢ es cualquier jugador de S.
Por otro lado, usando el Axioma 3D, se obtiene

Z‘I’j(Cs) = Z D () ¢s ()

JEN weI(M)

Y. D(m=uwP(s),

wellg(M)
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donde en la segunda igualdad se tiene en cuenta que cada secuencia bésica
7 determina una particién del conjunto de jugadores.
Por tanto, para cada jugador i € S, se tiene que
w? (S)
ISI

¥; (¢s) =

Con ello, al ser los juegos de unanimidad una base del espacio vectorial
I' (M) y verificar ¥ el Axioma 1 (linealidad), se puede afirmar que es anico
el valor de grupo que satisface los axiomas del enunciado. a

Definiciéon 5.22 Sea D € D (M) una distribucion de probabilidad sobre
el conjunto de secuencias bdsicas del matroide M. Se denomina D-valor
dindmico de Shapley al tnico valor de grupo ®° sobre T' (M) que verifica
Azioma 1, Azioma 2D, Azioma 3D y Azioma 4D.

Teorema 5.23 Sea D € D (M) una distribucion de probabilidad sobre el

conjunto de secuencias bdsicas del matroide M, tal que

D (7) = Py (A1) H Pryar\..\Am—1 (Am) ,

m=1

para cada m € II(M). Entonces, el D-valor dindmico de Shapley sobre
(M), P = (<I>iD)Z.€N viene dado,para todo v € T (M), por

®FM (v), i istmo en M

8 (1) = .
M (V) + Y Pu(B)®, ™ (vans), en otro caso,
BeB(M\i)
donde <I>f M el P-valor estdtico de Shapley sobre T' (M); para cada B €
B(M\i), Darnp es la distribucion de probabilidad generada por D sobre
I (M\B) segin (8.2) y <I>?M\B es el Dpq\p-valor dindmico de Shapley sobre
I'(M\B).
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Demostracién: Sea v € I' (M) . Utilizando la expresién (1.4), mediante la
cual el juego v se expresa como combinacién lineal de los juegos de unani-
midad, y el hecho de que el valor de Shapley ® verifica el Axioma 1 y es
tal que ®P (¢5) = "’|DS(|S), para todo i € N, se obtiene

=Y AameP ()= Y AU(T)%T“)'

TeM {TeM:ieT}

Supoéngase que i es un jugador istmo de M. Entonces, como las coa-
liciones del conjunto {T'€ M :4 € T} son istmos de M, aplicando el lema
anterior, se sabe que w? (T) = w (T'). Por tanto,

W= Y A Pf;fT) P (),

{TeM:eT)
sin mas que usar la ecuacién (5.1) de la prueba del Teorema 5.4, para la
distribucién de probabilidad P,.
En el caso de que ¢ no sea un jugador istmo de M, supdngase que la
férmula del enunciado es cierta para todo menor de eliminacién M\ B, donde
B € B(M). En este caso, usando el lema anterior,

IO A(T)m > (1)

{TeM:ieT}

= E A, (T T
{TeM:ieT} ( ) IT| ( )
T istmo en M

Y A@a |+ Y Pu(B)uwPme (T)

T
{TeM:eT} | | BeB(M\T)
T no istmo en M

= Y A@p™@

{TeM:ieT}

Y Y A P Bt (D)

{TeM:eT} BeB(M\T)

T no istmo en M



5.2. Valores Dindmicos de Shapley 173

= W+ Y PuB) S A T;TIWDM\B (T)

BeB(M\i) {TeM\B:eT}
D
= oMW+ Y. Pu(B)® Y (vans),
BeB(M\s)

donde la cuarta igualdad sigue del intercambio de los sumatorios. En la
altima igualdad se ha usado que para los matroides M\B la férmula es
cierta, asi como el hecho de que, para cada B € B(M\3i),

A (1) =3 (1)l (8) = A\, (T), para toda T € M\B.

scT

|

Evidentemente, el D-valor dindmico de Shapley verifica la propiedad de
ponderacién unitaria (PU) y, por tanto, el axioma de monotonia. Otra de
sus propiedades es la siguiente.

Proposicién 5.24 Sea D € D (M) una distribucion de probabilidad sobre el
conjunto de secuencias bdsicas del matroide M. Siv es un juego débilmente
superaditivo, entonces el D-valor dindmico de Shapley ®P verifica

®P (v) > v ({i}), para todo i € N.

Demostracién: La distribucion de probabilidad D, segin el Teorema 3.14,
se puede expresar en la forma

k
D () = Py (A) || Prvar\dn—s (Am) s
m=1
para cada secuencia bésica m € II (M) .

Para un jugador 7 € N, que sea istmo en el matroide M, se tiene que
®P (v) = ®F™ (v). Ahora bien, por la Proposicién 5.8, el valor de Shapley
®FM verifica que ®7M (v) > wiMv ({i}) . Asi, como w;™ =1 por ser i istmo
en M, se comprueba que el resultado es cierto en este caso.
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Cuando ¢ € N, no es un jugador istmo en M, sup6ngase la propiedad
cierta para todo menor de eliminacion de M. En este caso, se tiene

P (v) = M)+ 3 Pu(B) ™ (vpns)
BeB(M\i)

> w*v({ih+ Y. PuB)v{i})

BEB(M\i)
= v({i}),

donde la desigualdad sigue de aplicar el apartado (1) de la proposicién 5.8 y
de hipotesis de recurrencia. La ultima igualdad es cierta debido a que

Y. Pu(B)=1-w™
BeB(M\i)

por definicién.

Teniendo en cuenta finalmente la forma recurrente de construir el valor
dindmico de Shapley, dada en el teorema anterior, y que el razonamiento
seguido se puede aplicar a cada menor de eliminacién del matroide dado, se
concluye la veracidad de esta proposicion. a

El D- valor dindmico de Shapley correspondiente a la distribucién de
probabilidad D¢ € D (M), se denotarsd por ®P°. Su expresion, para cada
v € I'(M), viene dada por

¢ (v), si ¢ es istmo de M
2P (v) =

K3

BEB(M\i)

DC
Pe(w)+3 > ® " (vap), en otro caso.

A la vista de esta expresion, es facil comprobar el resultado de la siguiente
proposicién. So6lo se considera en ella el matroide de oposicién, puesto que
las férmulas correspondientes al matroide uniforme y al matroide gréafico no
ofrecen ninguna simplificacién con respecto a la anterior.
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Proposicién 5.25 Siv € T'(M,, (i || j)) es un juego sobre el matroide de
oposicion My, (i || 7), entonces las componentes del valor dindmico de Shapley
®L° son

(1) = ® () +50({i}),

(1) = @5(0)+5v((5),
(I)kDe (’U) = q)i ('U)a si k ¢ {’Lv.?} :

Ejemplo 5.26 Se considera la situacion del Parlamento Autondmico de An-
dalucta tras las elecciones de 1996. Cuatro partidos politicos obtuvieron re-
presentacion parlamentaria, IU-CA(1), PSOE-A(2), PA(3) y PP-A(4). El
numero de escanios obtenidos es ¢ = 13, g2 = 52, q3 = 4 y q4 = 40, respec-
tivamente. Siendo N = {1,2,3,4} se considera el juego simple v € T's (N)
dado por

> ; >
’U(S)z{ 1, 80 Yiesd > 55

0, en otro caso.

Se trata de obtener el valor de Shapley en varios sistemas de coaliciones.

(a) El juego (N 2N ,v) representa el juego de mayoria simple desarro-
llado mediante cooperacion total, ver Figura 5.1. En este caso las coaliciones
ganadoras son:

w(2Y) = {{1,2},{2,3},{2,4},{1,2,3},{1,2,4}
,{2,3,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}.

En la siguientes figuras las coaliciones ganadoras estdn recuadradas.
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Usando la formula cldsica del valor de Shapley (ver introduccion) se ob-

tiene que
2 112t 4
WO = Ty T
211! 112! 12
N _ o e
0 = 3y =
211 1121 4
RAC N R 71
21 112! 4
WO = Tt T

Por lo que ®N (v) = (1/6,1/2.1/6,1/6).

(b) Si se tiene en cuenta el orden politico unidimensional como en la
Figura 5.2, entonces el sistema de coaliciones sobre el que se aplica v es
la geometria convexa L = L, (ver Ejemplo 1.5 y Figura 5.3). En L las
coaliciones ganadoras son

W (L) = {{1,2},{2,3},{1,2,3},{2,3,4} ,{1,2,3,4}}.
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PSOE-A PP-

o o o
l'l$CA PA
1) (3)

Figura 5.2

{152’3s }

Figura 5.3

Aplicando la férmula del valor de Shapley enunciada en el Teorema 2.5
se constgue

oL (v) = C({2})<;(({£1),2},N)=é’
c({1De(1,2},N) | c({3)ec({2,3},N) | c({3,4})c({2,3,4},N)
5 (v) = 7o) + -0 n ok
_ 1,2 2.5
“3tsTyTw
oL (v) = C({2})i(({£2),3},zv) 2‘2"
of (v) = O

Con ello ®¢ (v) = (1/8,5/8,1/4,0).
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(c) En la anterior legislatura los pactos entre los partidos 1, 3 y 4 fueron
muy habituales, aunque en mingin momento hubo un acuerdo de gobierno.
Por ello, ante una votacion en el actual Parlamento, la situacion podria mo-
delarse mediante un matroide de oposicién entre los partidos mds votados, 2
Yy 4, que tratarian de imponer sus ideas (salvo en casos muy particulares). La
Figura 5.4 describe el sistema de coaliciones M = My (2||4). Son coaliciones

ganadoras en este caso

W (M) ={{1,2},{2,3},{1,2,3},{1,3,4}}.

Figura 5.4

Los valores de Shapley cldsicos en cada drea de cooperacion son:

Ui 1 012 2
o) = =5 o) =57 =4,
1 o 4
HiL23} _
2 (V) 3 T3 T3 6
123 1 34 012 2
q>§ }(”) = 3§ ®§1 }()_—3!—=6’
o2 2
@il,2,3} ('U) - _3i_ — 6

Si se considera las dos dreas de cooperacion equiprobables entonces, por el

Teorema 5.7, el valor equitativo de Shapley es

1/141 1/2 22 1111
®° =-{=z%0 a\la o)l =V o9y 0a )
() =3 (6’6’6’ )+2 (6’0’6’6) (4 3714 6)



5.2. Valores Dinadmicos de Shapley 179

Sabiendo los partidos 2 y 4 que sdlo juegan en un drea de cooperacion, en-
tonces el valor equitativo relativo de Shapley es ¢ (v) = (1/4,2/3,1/4,1/3).

Pero, el hecho de que los pactos de 1 con 4 en el anterior Parlamento
hayan fortalecido a 2 mediante votos de 1, asi como que 2 y 3 puedan go-
bernar en solitario, puede implicar que sea mds posible que las negociaciones
se muevan en el primer drea de cooperacidn. Se concluye que, en este caso no
debieran de ser ambas dreas de cooperacidn equiprobables, y puede tomarse
la distribucidn de probabilidad P ({1,2,3}) = 3/4 y P ({1,3,4}) =1/4. En-
tonces el P-valor de Shapley es

3/141 1/2 22 51 56 1
P () =2>(2,2,2 12022y (212> 1)
() =7 (6’6’6’0> *1 (6’0’6’6) (24’2’24’ 24)
El P-valor relativo serd en en este caso ®F (v) = (5/24,2/3,5/24,1/3).

Ejemplo 5.27 Siendo N = {1,2,3,4,5} se considera el matroide M de la
Figura 3.3. Se toma el juego v € T (M), planteado bajo el modelo dindmico,

cuyos valores son:
v({i}) = 0, para todoi€ N,

v({L,2}) = v({1,3}) =50,
v({L,4}) = v({1,5}) =30,
(
(

v({2,3}) = 40,
v({2,4}) = v({2,5}) =20,
v({3,4}) = 30,
U({475}) = 10,

v ({1,2,3}) =100, v ({1,2,4}) = v ({1,2,5}) = 80,
v({1,3,4}) =90, v({1,4,5}) ="70.
Las secuencias bdsicas del matroide M estdn estudiadas en el Ejemplo

3.7. El valor de Shapley calculado para la distribucion de probabilidad D° es

v 11 1
@f (’U) = g[@{l,?ﬁ} ('U) + @{1,2,4} ('U) + @]{'1,2,5} (’U)
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+0{*% (v) + 24 (v)]
1
=z [36.667 + 33.333 + 33.333 + 43.333 + 33.333]

= 36
—pDe 1
i (v) = g[q)g,z,a} (v) + @29 () + {2 ()

+0%% (v) + o1 ()]
1
= 3 [31.667 + 28.333 4+ 28.333 + 10+ 20]

= 23.667
_pe 1
B () = (607 (o) + 2" () + 2f7 ()

+%4 (v) + o8> (v)]

1
= £ [31.667 +33.333 + 0+ 15 + 20]
= 20

1
®, (’U) _ 5[(1)1{11,2,4} (’U) + ¢£1,3,4} (’U) + @1{11,4,5} (’U)
+¢£4,5} ('U) _+_ ¢i3,4} (’U)]
1
= 5 [18.333 +23.333+20+ 5+ 15]
= 16.333
—De 1

o, (v) = 5{@?,2,5} (v)+<1>§1’4’5} (v)+<1>§4’5} (v)

+08 (v) + &8> (v)]

1
= 5[18.333+2O+5+0+1O]
= 10.667.

Por tanto, las espectativas de pago de los jugadores son:

3" (v) = (36,23.667, 20, 16.333, 10.667) .
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