


































































































































































4.1. Caso S3CPL2 observable 79

Partiendo ahora de la ecuación (4.25), obtenemos la siguiente expresión

para el periodo

P̂ =
2π

ω
= 2π

√
t − T

Dt − dT
.

Esta ecuación proporciona una aproximación al periodo de la órbita periódica.

Para compararlo con el resultado del Teorema 4.15, desarrollamos la expresión

anterior en serie de Taylor en T = 0, y obtenemos

P̂ =
2π√
D

+
π(d − D)

D3/2

T

t
+

π

4

(d − D)(3d + D)

D5/2

T 2

t2
+ O(T 3). (4.29)

Se comprueba que los dos primeros términos coinciden con el desarrollo del

Teorema 4.15, mientras que el tercero ya es diferente.

Queremos resaltar que las expresiones (4.28) y (4.29) para amplitud y pe-

riodo obtenidas por el método de balance armónico son aproximaciones que

tienen carácter global respecto a los parámetros, mientras que a pesar de que

los resultados obtenidos mediante el método de las ecuaciones de cierre son

anaĺıticos, dado que el número de términos calculados es necesariamente limi-

tado, la aproximación resultante tiene carácter local.

Nuestro análisis nos dice que localmente (en un entorno del valor de bifur-

cación T = 0) el método de balance armónico predice correctamente hasta dos

términos de las series correspondientes.

Estabilidad de la órbita periódica

Para determinar la estabilidad de la órbita periódica utilizamos el criterio

de estabilidad lineal (3.35) descrito en la Sección 3.4. Es fácil ver que

G(iω) =
(T − t)iω − D + d

d − ω2 − itω
=

[(T − t)iω − D + d] [d − ω2 + itω]

(d − ω2)2 + t2ω2
,

de donde

Im G(iω) = ω
(T − t) (d − ω2) − t (D − d)

(d − ω2)2 + t2ω2
.

Derivando la expresión anterior, tras un cálculo directo obtenemos

d

dω
Im G(iω)

∣∣∣∣
ω=ω̃

= ω̃
−2ω̃(T − t)

(d − ω̃2)2 + t2ω̃2
,



















































































































































































































184 Caṕıtulo 5. La Bifurcación de Hopf en el infinito

Comenzamos el razonamiento estudiando la órbita del sistema (5.26) que

pasa por (1, x0
2, x

0
3)

T ∈ Σ1, donde tomamos el origen de tiempo de la zona C;

en dicho punto la velocidad en la dirección x1 vale

ẋ1|(x1,x2,x3)=(1,x0
2,x0

3) = Tx1(0) − x2(0) = T − x0
2 = T − 1/r,

teniendo en cuenta que r > 0 y a la vista de (5.31), 1/r será arbitrariamente

grande para τC suficientemente pequeño y por tanto,

ẋ1|(x1,x2,x3)=(1,x0
2,x0

3) < 0,

verificando que dicha órbita entra en la zona C y lo hace de forma transversal

a Σ1. Al ser τC > 0 y suficientemente pequeño la órbita que va de (1, x0
2, x

0
3)

T

a (−1, x1
2, x

1
3)

T se mantiene en todo momento en la región C.

Procedemos con un razonamiento análogo para la órbita que parte de

(−1, x1
2, x

1
3)

T ∈ Σ−1 y es el origen de tiempos de la zona L

ẋ1|(x1,x2,x3)=(−1,x1
2,x1

3) = tx1(0) − x2(0) − T + t = −x1
2 − T,

utilizando el cambio (5.19) se tiene que x1
2 = u/r y teniendo en cuenta los

desarrollos (5.31) y (5.32) y que τC > 0 es arbitrariamente pequeño, resulta

ẋ1|(x1,x2,x3)=(−1,x1
2,x1

3) < 0,

comprobando que la órbita entra en la zona L. Por otra parte, como τL =

π− τC +O(τ 2
C), deducimos que para τC > 0, suficientemente pequeño, se tiene

τL < π y por tanto la órbita que va de (−1, x1
2, x

1
3)

T a (−1,−x0
2,−x0

3)
T se

mantiene en todo momento en la región L donde la dinámica es de tipo foco.

Debido a la simetŕıa del problema, la repetición del razonamiento para

las órbitas que parten de (−1,−x0
2,−x0

3)
T ∈ Σ−1 y de (1,−x1

2,−x1
3)

T ∈ Σ1

asegura que éstas entran transversalmente en las zonas C y R respectivamente.

Concluimos que las cuatro órbitas forman una órbita periódica del sistema

(5.26), que se corresponde con la solución de las ecuaciones de cierre (5.27)

dada por los desarrollos (5.28) a (5.34). Además, la unicidad de la solución

obtenida por el Teorema de la Función Impĺıcita en el Lema 5.8 asegura que

dicha órbita periódica simétrica y de tres zonas es única en un entorno del
























































































