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Introduccion

Del laberinto de hechos y conceptos hemos
tenido que elegir algin camino real que nos
parecié mas caracteristico y significativo.

A. Einstein y L. Infeld : La evolucion de la Fisica.

Situar con exactitud el estudio de los muy diversos tipos de espacios de fun-
ciones, asi como sus motivaciones, seria bastante dificil y prolijo. El objeto de
esta memoria es el estudio de ciertos espacios de funciones localmente integrables
con valores en un espacio localmente convexo, asi como su dualidad con otro es-
pacio del mismo tipo. Nuestro punto de partida lo podemos situar en la teoria de
a—dualidad de espacios de sucesiones escalares creada por G. Kothe y O. Toeplitz
en 1934 [63]. Dicha teoria no sélo actué como referencia para la concepcién gene-
ral y estudio de la dualidad entre espacios localmente convexos (J. von Neumann
[97], G. Mackey [68], [69]), sino que también sirvié, por una parte, de motor de
dicho estudio en cuanto que permitié, fundamentalmente a través de los espacios

escalonados, una representacién cémoda de espacios importantes (de funciones
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holomorfas, de distribuciones, etc.) y, por otra, como generadora de contraejem-
plos para separar distintas clases de espacios localmente convexos. Una parte
importante de la teoria general de espacios localmente convexos la constituye el
estudio de la convergencia de sucesiones. En dicho ambito, atin cuando con muy
distinta perspectiva, los resultados pueden remontarse a los tiempos de la funda-
mentacién de los nimeros reales por Euler, Abel, Cauchy, Weierstrass, etc. y la
convergencia de sucesiones y series, fundamentalmente, de funciones continuas.
En la teoria general senalemos los teoremas de Orlicz-Pettis, de Banach-Saks, de
Banach-Steinhaus, de Dvoretzky-Rogers, etc.

A. Grothendieck, con objeto de “esclarecer y generalizar las propiedades muy
especiales que parecen poseer ciertos espacios de funciones indefinidamente dife-
renciables”, estudia, en su magistral y fecunda tesis, el producto tensorial (con
diversas topologias) de dos espacios localmente convexos. Asimismo, caracteriza
y estudia una nueva clase de estos espacios, los espacios nucleares, aquellos en los
que se conserva el teorema de Riemann sobre la equivalencia de la convergencia
incondicional y la convergencia absoluta de series. Un pilar fundamental del
trabajo de Grothendieck lo constituye el estudio de diversos espacios de formas
bilineales y de operadores lineales asi como la representacién de algunos de ellos
a través de sucesiones o funciones con valores vectoriales. A destacar resultan
varios resultados, que mds adelante comentaremos, sobre el producto tensorial
proyectivo de un espacio L'(u) con un espacio localmente convexo arbitrario.
Maés tarde, siendo A un espacio de sucesiones perfecto, A. Pietsch [81] y [82],
representa el producto tensorial proyectivo A®,E como un espacio de sucesiones
vectoriales. Con objeto de independizar la definicién de espacio nuclear de la
maquinaria de productos tensoriales creada por Grothendieck, Piestch [83] basa
dicho estudio en las familias sumables y absolutamente sumables en un espacio

localmente convexo, y define la propiedad (B):

Si M es un conjunto de sucesiones en E tal que para cada seminorma

continua q sobre E el conjunto

9(M) = {(q(2)) : (zn)n € M}
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es acotado en ', entonces existe B C E acotado absolutamente con-

vexo y cerrado tal que
ZpB(:cn) <1 paracada (z,)€ M,

que para un espacio nuclear resulta equivalente a que tenga dual fuerte nuclear y
juega un papel crucial en el estudio de condiciones de tonelacién sobre espacios
de sucesiones vectoriales [44], [70], [71], [72]. El estudio general de espacios de
sucesiones vectoriales, definidos a partir de un espacio de sucesiones escalares y
de un espacio localmente convexo, corresponde a N. De Grande-De Kimpe [26]
y R.C. Rosier [85] en el inicio de los setenta. Con objeto de caracterizar el dual
de un espacio de sucesiones vectoriales, Rosier generaliza la propiedad (B) de
Pletsch, con la que denomina fundamental A—acotacién de un espacio localmente
convexo E respecto de un espacio normal de sucesiones escalares, y aplica dicha
generalizacién al estudio de algunas propiedades. En [74] Pail y en [39] Florencio
y Pail estudian esta propiedad para algunos casos importantes de espacios E
(espacio de sucesiones de decrecimiento rapido, espacio de distribuciones,...) y de
espacios A, as{ como su aplicacion al estudio de diversos tipos de tonelacién.

Paralelamente al desarrollo y estudio de los espacios de sucesiones, tanto es-
calares como vectoriales, se generalizé la a—dualidad a espacios de funciones
escalares medibles. Esta generalizacién nacié de interpretar las sucesiones como
funciones medibles sobre el conjunto de los ntimeros naturales, dotado de la me-
dida cardinal, y sustituir la suma de una serie por la integral de una funcién
[24],[31], [54] y [67]. Concretamente, Dieudonné [31] generaliza dicha teoria a
espacios de funciones escalares localmente integrables respecto de una medida de
Radon positiva. En la misma linea que Dieudonné, Y. Komura estudia espacios
de funciones escalares sobre IR™ haciendo uso de las propiedades de la medida de
Lebesgue como medida de Haar.

Por otra parte, para funciones con valores en un espacio de Banach se dieron
multiples extensiones (Graves, Hildebrand, Dunford, Bochner, Gelfand, Gowurin,

Phillips, Rickart, Birkhoff, Pettis, Price, Bartle,...) de la integracién creada por
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Lebesgue y otros a comienzos de siglo. Segiin cuenta Pettis [77, p. 342], el elevado
numero de formas de definir la integral llevé a un referee a gritar angustiado al

cielo:
Ye gods, is there no end to the making of integrals?

Las diversas generalizaciones de la integral de Lebesgue (y por supuesto de la
mediblidad) a funciones con valores en un espacio normado, en especial las in-
tegrales de Bochner y Pettis, junto con la a—dualidad de espacios de funciones
escalares dan lugar a la extensién de ésta a espacios de funciones con valores en
un Banach o en general en un normado. En [79] N. Phuong-Céc estudia los espa-
cios definidos a partir de la integral de Bochner y en [80] los definidos a partir de
la integral de Pettis pero considerando un espacio localmente convexo arbitrario.
Considerando la integral de Bochner para funciones con valores en un espacio
normado, en [87] C. Sdez estudia espacios de funciones f tales que || f(+)|| est4 en
un espacio perfecto de funciones escalares.

En [33] L. Drewnowski, M. Florencio y P.J. Pail prueban que si el espacio de
medida es puramente no-atémico dichos espacios son tonelados sin necesidad de
que lo sea el espacio normado. Generalizando la construccién utilizada en dicha
prueba, los citados autores dan en [34] y [35] condiciones generales que permiten
obtener la tonelacién a partir de la casi-tonelacién y aplican dichos resultados
para probar la tonelacién del espacio de las funciones integrables-Pettis en un
espacio de Banach arbitrario, sobre un espacio de medida positiva arbitrario. .

En esta memoria estudiamos dos problemas:

En primer lugar, obtener una buena generalizacién del espacio de las suce-
siones absolutamente sumables en un espacio localmente convexo, es decir, siendo
(9, %, 1) un espacio de medida (positiva) y Q(F) una familia de seminormas con-

tinuas que defina la topologia de E, estudiar el espacio
L' {E} = {f Q= E:f es p—medibley ¢f € L'(u) Vg€ Q(E)}
dotado de la topologia definida por las seminormas

feL'{E} — |l¢f],.



Si el espacio E tiene la propiedad (B) de Pietsch ;se comportan los acotados
de L' {E} como los acotados del espacio I! {E} de las sucesiones absolutamente
sumables en E?, es decir, si M es un subconjunto acotado de L' {E} ;Existe
algn subconjunto acotado, absolutamente convexo y cerrado B en E de forma

que, siendo E el subespacio generado por B, se verifique

(1) Para cada f € M se tiene que f(2 \ N) C E_ para algin N de medida

nula.

(2)SsifeM, |p,fll, = p,fdu<17

En segundo lugar, siendo A un espacio de (clases de) funciones escalares y

siendo A* su a—dual, estudiar los espacios
AE}={f Q> F:f es p—medibley q¢f € AVge Q(E)}

dotados de topologias definidas de modo natural a partir de las topologias de E

y de A y estudiar la dualidad entre A {E} y A% {E.} definida por
(f,9) € (AE}, A {E}) = [(f.9) du
donde (f,g) es la funcién definida por
teQ— (f(t),q(¢)) € R.

Por supuesto la resolucién de este segundo problema est4 condicionada por el
primero. En relacién con éste debemos hacer algunas observaciones.

El primer problema planteado es de caracteristicas bornolégicas y requiere
que el tipo de py—medibilidad que se considere garantice la medibilidad en el
sentido de Borel, es decir que la preimagen de un conjunto de Borel sea un
conjunto medible. Una vez localizado (esencialmente) el rango de una funcién en
el subespacio generado por un conjunto acotado B C E absolutamente convexo

y cerrado, siendo p_ el funcional de Minkowski de B, la funcién

pr:tEQ——»pB(f(t))ElR
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debe ser medible, atn sin ser y—medible la funcién

f:Q— (EB,pB).

Ha sido la consideracién de estas dos circunstancias la que nos ha inducido a adop-
tar un tipo de medibilidad sobre un espacio de medida topolégico, medibilidad en
el sentido de Lusin respecto de una medida de Radon. En estas circunstancias,
G.E.F. Thomas estudia en [94] la propiedad de Radon-Nikodym para un espacio
E casi-completo respecto a funciones de densidad medibles en el sentido anterior
e integrables en sentido Pettis. En dicho trabajo se prueba un resultado (que el
autor denomina Lema de Inclusién, ver el Lema 1.4.3), que nos permitira trabajar

con los valores medios de una funcion
1 ) ) ..
————/ f du, A de medida finita y positiva
#(A) Ja

de forma analoga a como se trabaja con las secciones de una sucesién vectorial, es
decir, que en cierto modo dichos valores nos permiten reconstruir (esencialmente)
el rango del integrando. El mismo autor considera en [96] las que denomina
funciones totalmente sumables, funciones medibles (Lusin) de forma que su rango
estd esencialmente en un espacio £ y la funcién p_ f es integrable. El espacio
L' {E} es, en la terminologia de dicho autor, el de las funciones absolutamente
sumables, en analogia con las denominaciones que utiliza A. Pietsch [83] para

espacios de sucesiones vectoriales.

Expresandolo brevemente, probaremos (Corolario 2.3.8) que si el espacio E
es un espacio metrizable o un espacio (df), entonces toda funcion absolutamente
sumable es totalmente sumable. Ain mas, que {en los casos anteriores) todo
acotado de L' {E} lo podemos localizar como acotado (en el sentido que le
hemos dado al plantear el primer problema) en algin E . El caso metrizable
no es nuevo. A. Grothendieck probé [50, Ch.I, §2, n¢ 2, Prop. 12, p. 68] que,
siendo £ un espacio de Fréchet, todo acotado en el producto tensorial proyectivo
L'(p)®_E es acotado en algin Ll(p)@)"EB, y en particular que su Problema

de las topologias tiene respuesta afirmativa en dichos casos. La demostracién
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dada por Grothendieck no es generalizable a casos no metrizables pues la base de
la, demostracién es que estos espacios verifican la condicién estricta de Mackey
(para cada acotado C' en E existe un acotado B D C de forma que la topologia
de espacio normado de E _ induce sobre C' la misma topologia que E). Asi, en
el caso metrizable, las funciones también son u—medibles respecto a la topologia
definida por la norma p,- Grothendieck comprueba que el producto tensorial

coincide con la complecién del espacio de funciones f :  — E tales que para

cada ¢ € Q(F)
f:Q— E_  es absolutamente integrable,

siendo E el espacio cociente de E por el nicleo de ¢, dotado de la norma gq.
Es decir, la complecién del espacio de funciones u—medibles e integrables por
seminormas. Cuando la topologia queda definida por una cantidad numerable de
seminormas, esto es equivalente a que sea y—medible e integrable en el sentido
habitual para funciones con valores en un Banach, es decir, existe una sucesién
de funciones simples que converge a f en casi todo y que es de Cauchy para la

topologia definida por las seminormas

g—*/qg dp, q€ Q(E).

Asimismo también es equivalente a que exista una sucesién de funciones simples
que converja a f en casi todo, y que para cada ¢ € Q(F) la funcién qf esté en
L'(y). En su memoria, Grothendieck no parece comprobar que en el caso Fréchet
no hace falta efectuar la complecién por ser ya completo el espacio o, lo que es
equivalente, que todos los elementos de Ll(u)®RE son funciones y—medibles.
Nosotros obtendremos el caso metrizable de forma conjunta con el caso (df), sin
tener en cuenta la teoria de productos tensoriales.

La memoria consta de dos capitulos mas una seccién dedicada a las referencias.

En el primer capitulo estudiamos las herramientas basicas: medidas vectoria-

les, medibilidad Lusin respecto de una medida de Radon e integracion. En lo
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referente a medidas vectoriales hemos incluido los conceptos y resultados impres-
cindibles para el estudio posterior, atin cuando tanto unos como otros se obtengan
directamente del caso Banach. No ha sido asi en la medibilidad (seccién 1.2) y en
la integracién (secciones 1.4 y 1.5), en las cuales hemos hecho un estudio breve de
la estructura de los espacios L® {E} y L' {E}. Hacemos un estudio basico de la
medibilidad en el sentido de Lusin y para funciones con valores en un espacio de
Banach hemos puesto de manifiesto las diferencias (ejemplo 1.2.12) que pueden
aparecer entre esta medibilidad, referida a la topologia débil, y la medibilidad en

el sentido escalar (para cada ' € E', (', f(-)) es medible).

En el estudio de L* {E} hemos probado el buen comportamiento de estos
espacios respecto a la acotacién (Proposicién 1.2.15) y respecto a la completitud
sucesional (Teorema 1.2.17). Hemos introducido el concepto de amplitud nume-
rable de un subespacio F' en E, concepto algo mas débil que el de amplitud, que
resulta equivalente a la densidad de L {F'} en L* {E} (Proposicién 1.2.22), apli-
cando el resultado al caso metrizable, al caso (df) y, como consecuencia de esto
ultimo, al dual de un espacio de Banach dotado de cualquier topologia localmente
convexa comprendida entre la de la convergencia uniforme sobre las sucesiones
que convergen a cero en la topologia fuerte (esta topologia coincide con la de la
convergencia compacta por el teorema de Banach-Dieudonné, [88, III, 6.3]) y la

de Mackey [57, 12.4.1]).

En la seccién 1.4 definimos los espacios L' {E} y L}, {E} y describimos las
caracteristicas de la integral considerada y establecemos el fundamental Lema de
Inclusién 1.4.3. Por otra parte estudiamos la medida vectorial m : ¥ — E y el
operador lineal T': L*(u) — E, obteniendo de esto los resultados relativos a una
funcién f € L}, {E}.

loc
La seccion 1.5 esta dedicada a la propiedad de Radon-Nikodym y a la relacién
de ésta con la representacién de operadores T : L'(u) — E. De esta relacién
podremos obtener, para espacios cuyo dual fuerte tiene la propiedad de Radon-
Nikodym y en determinadas condiciones, una caracterizacién del dual topolégico

de un espacio A {E} (Proposicién 2.6.14). También obtendremos, para cierta
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clase de espacios, un teorema de Radon—Nikodym analogo al establecido por

Rieffel [84], que nos permite obtener ejemplos de espacios con esta propiedad.

En el segundo capitulo definimos los espacios A {£}
A{E}:={f:Q—> E:fes u—medibley qf € Vg€ Q(F)}

dotados de topologias definidas a partir de una topologia normal sobre A y la
topologia de E. En dichos espacios estudiamos, basicamente, la relacion de
sus acotados con los acotados de A y de E, aplicando dicho estudio a varias
propiedades: la completitud local, la tonelacién, ser casi-normable, ser (D F'), ser
(¢gDF). La técnica para el estudio de alguna de éstas es la identificacién del dual
de A {E} con el espacio, del mismo tipo, AX {E}}.

La seccién 2.1 la dedicamos a una breve descripcién de la dualidad (A, A*) y
las topologias normales. Sélo consideramos los hechos basicos sobre dicha duali-
dad y los aspectos que necesitamos considerar en el resto de la memoria.

En la seccidn 2.2, ademés de definir los espacios A {E} consideramos la re-
lacién de algunos de ellos (L' {E},L} {E},L® {E}, L= {E}) con el producto
tensorial proyectivo A®"E en los dos primeros casos y con el é—producto ten-
sorial A®£E en los dos ultimos. También estudiamos, via el lema de Bourbaki-
Robertson, la relacién entre la completitud de estos espacios y la de L' {E}.

La seccién 2.3 constituye el corazén de la memoria. Definimos la propiedad
de fundamental acotacién de un espacio localmente convexo E respecto de un
espacio A. Esta propiedad generaliza la propiedad del mismo nombre respecto
de un espacio de sucesiones que a su vez es generalizacién de la propiedad (B)
de Piestch. Siendo el espacio E casi-completo, probamos que E es fundamen-
talmente L'(pu)—acotado si y sélo si tiene la propiedad (B) de Piestch, es decir
reducimos la propiedad respecto de un espacio de funciones a la propiedad res-
pecto de un espacio de sucesiones. En la demostracién de este resultado (Teorema
2.3.6) los valores medios de una funcién nos permiten pasar de funciones a suce-
siones y las buenas propiedades de la medibilidad e integracién consideradas, en

particular el ya citado Lema de Inclusién (Lema 1.4.3) y el Lema 2.3.5 referido a



funciones continuas y funciones simples, permiten volver a las funciones después
de haber considerado la propiedad relativa a sucesiones. En la misma linea que
este resultado estd el Teorema 2.3.9 en el que probamos que todo espacio local-
mente convexo metrizable es fundamentalmente A—acotado y todo espacio (df) es
fundamentalmente AX—acotado, siendo A un espacio de funciones perfecto cuyo
a—dual tiene una sucesién fundamental de acotados. El trasvase que hacemos en
el Teorema 2.3.6, entre la propiedad referida a espacio de sucesiones y la referida
a espacio de funciones, es posible suponiendo que el espacio localmente convexo
es casi-completo para tener definida la integral dentro del espacio. Aplicando
el mismo procedimiento a un espacio E que no sea casi-completo para obtener
que es fundamentalmente L'(u)—acotado tendriamos que suponer que la casi-
complecion de E tiene la propiedad (B), hecho que no parece poder obtenerse
facilmente del hecho de tener dicha propiedad el espacio E. Para espacios metri-
zables y espacios (df) lo anterior no supone ningiin problema, pues la complecién
de estos espacios es un espacio del mismo tipo y la fundamental acotacién se
hereda por subespacios arbitrarios (Proposicién 2.3.4).

En la seccién 2.4, aplicamos el método de pasar de funciones a sucesiones y
luego volver a funciones para caracterizar la fundamental acotacién de un espa-
cio localmente convexo respecto de los espacios de funciones L}, L%, L2 y L
construidos sobre una medida de Radon.

Considerando espacios que sean fundamentalmente A—acotados, estudiamos
en la seccién 2.5 la completitud local de los espacios A {E}, obteniendo como
consecuencia que si E es un espacio de Fréchet, entonces también lo es L' {E} y
en general todo espacio A {E} con A Fréchet. Esto puede obtenerse de forma mas
directa caracterizando la p—medibilidad de funciones con valores en un espacio
de Fréchet a través de la convergencia en casi-todo de una sucesién de funciones
simples. También obtenemos que, siendo E un Fréchet,

LI'& E=L'"{E} L..& E=L"{E}.

loc

Teniendo en cuenta que todo espacio de Fréchet es fundamentalmente L' —acotado
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1

y fundamentalmente L,

—acotado (Corolario 2.4.4), obtenemos en particular que
el problema de las topologias de Grothendieck tiene respuesta afirmativa para los
espacios L'®_E = L'{E}y L},.® E =L} {E}.

La seccién 2.6 estd dedicada al estudio del dual de un espacio A {F} y su
relacién con el espacio A* {E;}. Esta relacién nos dard la posibilidad de repre-
sentar los elementos del dual de A {E} como (clases de) funciones de A* {Ej}.
En el paso de funcionales lineales continuos A {E} — IR a funciones ¢ : @ — £’
de A* {E}} y viceversa, intervienen varios factores: caracterizar los funcionales
a través de operadores A — E’, identificar estos operadores con medidas vecto-
riales m : R — E' y, por tltimo, representar estas medidas mediante funciones
localmente integrables g : @ — E’. Este dltimo escalén afecta a la propiedad
de Radon-Nikodym y es este hecho el mayor inconveniente de la y—medibilidad
en sentido Lusin, pues impone severas restricciones sobre el espacio localmente

convexo. Teniendo en cuenta el esquema anterior, en la Proposicién 2.6.14 damos

una generalizacion, a espacios localmente convexos casi—completos y espacios de

funciones A, del teorema [30, Th. 4.1.1]:

St E es un espacio de Banach, 1 < p < oo y q es el exponente
conjugado de p, entonces LP(E) = LY(E’) st y sdlo si E’ tiene la
propiedad de Radon-Nikodym.

que tiene su origen en el dado por Bochner y Taylor [11] en el caso en que p es
la medida de Lebesgue en [0, 1].

Suponiendo que el espacio E’ tiene la propiedad de Radon—Nikodym, la repre-
sentacién del dual de A { £} como A* {E;} permite obtener propiedades de A {E'}
a partir de las propiedades correspondientes sobre A y E. Teniendo en cuenta la
caracterizacion citada, en la seccién 2.7 estudiamos propiedades de tonelacién de
los espacios A {E}.

La seccién 2.8 la dedicamos al estudio de tres propiedades: ser (DF'), ser
(9DF) y ser casi-normable, sobre los espacios A {E} suponiendo que A es nor-

mado. El estudio de estas propiedades lo basamos en una inclusién de conjuntos
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(Lema 2.8.1) que es casi la descomposicién de un conjunto de la forma
[HV +B|={fe L {E}:p, f€ H}

en la suma [H,V] + [H, B], siendo H y V entornos en A y E respectivamente
y siendo B un acotado en E. Descomposiciones de este tipo aparecen ligadas a
estas mismas propiedades sobre otros espacios de funciones. Probamos que, bajo
determinadas circunstancias, si £ es un (DF'), (¢DF) o casi-normable, entonces
A{E}, y en particular L} {E} y L™ {E}, también lo es. A. Fernandez y M.
Florencio realizan en [38] un estudio mas detallado del espacio L* {E} cuando
Eesun (DF).

La seccion 2.9 la dedicamos a un aspecto puntual, en tanto que se sale un
poco del estudio general de los espacios A{E}. Considerando un espacio de
funciones, en ciertas condiciones, estudiamos el limite inductivo ind A {F,} de
una sucesién de espacios de funciones y su coincidencia con A {ind E,}. Este
estudio lo hacemos en paralelo al realizado por Bonet, Dierolf y Ferndndez [14]
para espacios de sucesiones vectoriales y obtenemos resultados andlogos. De
nuevo resulta crucial el tipo de p—medibilidad que se considera al permitirnos
obtener una sucesién de compactos (K,) que recubren (2 salvo un conjunto de
medida nula y tal que cada

f:K,— FE

es continua, con lo cual f(K,) es compacto en E y lo podemos separar estricta-
mente de los cerrados.

Como ultimo comentario de esta introduccion, senalar que el motivo de con-
siderar a lo largo de toda la memoria un espacio de medida o—finita en lugar de
restringirnos desde el principio a un espacio de medida finita, ha sido el poder
tener siempre presentes los resultados y situaciones de los espacios de sucesiones

vectoriales.



Terminologia y notacion

La memoria estd dividida en dos capitulos que a su vez estan divididos en
secciones, dentro de cada una de ellas los resultados (definiciones, lemas, teore-
mas, ejemplos...) estdn ordenados de forma lineal e indicados por tres digitos
correspondientes de forma correlativa al capitulo, a la seccién y al resultado. Las

referencias a la bibliografia irdn indicada entre corchetes.

Espacios localmente convexos.

A lo largo de toda la memoria consideraremos espacios localmente convexos
que supondremos Hausdorff y reales. Para los conceptos y resultados de la teoria

general de estos nos remitimos a las monografias de P. Pérez-Carreras y J. Bonet

[75], de H. Jarchow [57] y de G. Kothe [61] y [62].

Si E es un espacio localmente convexo denotaremos por £’ su dual topologico.
Dado un par dual (E, F'), (z,y) sera la forma bilineal asociada. Denotaremos por
s(E,F), b(E,F)y m(E,F) las topologias débil, fuerte y de Mackey respecti-

vamente.

Por otra parte, dado un subconjunto B C E de un espacio localmente con-
vexo, co(B),¢o(B), acz(B) y acz(B) designaran, respectivamente, las envolventes
convexa, convexa y cerrada, absolutamente convexa y absolutamente convexa y
cerrada de B. Diremos que B C E es un disco si es absolutamente convexo y
acotado. El funcional de Minkowski de un conjunto B C E lo denotaremos por

Py
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Teoria de la medida.

Para los conceptos y resultados generales sobre medidas positivas y medidas
con valores en un espacio de Banach, asi como sobre medibilidad e integracion
de funciones escalares y de funciones con valores en un espacio de Banach nos
remitimos a las monografias de P.R. Halmos [53], de D.L. Cohn [23] y de J. Diestel
y J.J.Uhl [30].

Usualmente nos referiremos, con las precisiones que haremos en la seccién 1.1,
a un espacio de medida positiva (2, X, 4) donde ¥ es un o—algebra de conjuntos.
Diremos que una propiedad (P), sobre los puntos de 1, se verifica en casi todo

un conjunto medible A si
{t € A: (P) no se verifica en t}
tiene medida nula. En particular, dadas dos funciones
f,g:Q— E

diremos que son iguales (puntualmente) en casi todo un conjunto medible A,

respecto a p, y lo denotaremos

ft) =g(t) p—ae en A

si se verifica que
{teA:ft) #4(t)}

tiene medida nula.

En relacion con el concepto local aparecera una doble significado. En el primer
capitulo estara en relacion con las medidas y en el segundo estara en relacién con la
topologia. Asi, en el primer capitulo estara relacionado con el rango u—ponderado

de una medida vectorial m : Y — F

{%%:O<M(A)<oo}.
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En el primer capitulo (definicién 1.5.7)

diremos que el rango p—ponderado de una medida vectorial m es
localmente acotado (relativamente compacto...) si para cada conjunto
Ay de medida () finita y positiva (en realidad utilizaremos espacios
de medida topoldgicos y dichos conjuntos seran sustituidos por los

compactos), existe A; C A; de medida positiva, tal que

{C’Zéj)) LA C Ay p(A) > o}

es acotado (relativamente compacto...).

En el segundo capitulo nos referiremos a los conceptos de convergencia y
completitud local o de Mackey, en un espacio localmente convexo.
Puesto que en cada momento estara claro a que concepto local nos estamos

refiric-.do, hemos preferido conservar los dos sin cambiar la terminologia.



Capitulo 1

MEDIDAS. MEDIBILIDAD.
INTEGRACION.

1.1 Introduccion. Medibilidades.

Dedicaremos este capitulo a estudiar los requisitas basicos sobre medidas vecto-
riales, medibilidades e integracién referidas a un ¢ ‘pacio de medida (Q, X, u) y a

un espacio localmente convexo E.

Consideraremos funciones f : @ — E donde E es un espacio localmente
convexo y € es un espacio de medida de Radon. Estos espacios de medida,
siendo los mds usuales, parecen constituir el marco idéneo para estudiar una
integracion fuerte de la que se puedan esperar resultados de tipo bornoldgico.
Sera un hecho basico el tener un espacio de medida topoldgico asi como el que
la herramienta fundamental para el concepto de y—medibilidad que adoptaremos
son las funciones continuas. La razén de adoptar un concepto de medibilidad en el
sentido de Lusin, en lugar de definirlo a través de sucesiones (o redes) de funciones
simples, estriba fundamentalmente en que esto permite garantizar la mediblidad
en el sentido de Borel, i.e. la antiimagen de un abierto (o cerrado) es medible.
Ademas, en otro caso, tratando con un espacio de medida topolégico, podrian
quedar excluidas de la definicién de funcién p—medible las funciones continuas.

Este hecho puede aparecer para espacios localmente convexo no metrizables.



1.1 INTRODUCCION. MEDIBILIDADES. 2

Diversos autores han estudiado la medibilidad e integracion de funciones

f:Q—F

con valores en un espacio localmente convexo, arbitrario en unos casos, de algunas

caracteristicas especiales en otros. Al margen de la medibilidad en el sentido

de Borel, que sélo depende del o—4&lgebra, los tipos de medibilidad utilizadas

podemos agruparlas de la siguiente forma,

(1)

Medilida< de tipo escalar: Para cada z’ € E’ la funcién escalar
(f(-),zY : - R

es medible. Phuong-Céc [80] y Thomas [95] consideran este tipo de medi-

bilidad, Thomas para funciones con valores en un espacio de Suslin.

Medibilidad por seminormas: Para cada seminorma q € Q(F), la funcién
f:Q—=E,

con valores en el espacio de Banach F, qua se ob’iene al completar el espacio

normado

(E/q7*(0),9),
es y—medible. Garnir, De Wilde y Schmets [45], Gilliam [46] y [47]. Blondia
(51, (61, [71, (8], (9] y [10].

Medibilidad fuerte a través de funciones simples: Existe una sucesién o
una red de funciones simples que converge casi-uniformemente a la funcién,

o puntualmente pero considerando alguna clase especial de espacios local-

mente convexos. Gilliam [46] y [47], Saab [86], Blondia [5].

Medibilidad en el sentido de Lusin: Considerando un espacio de medida
de Radon (Q, X, x), una funcién f : Q — FE es p—medible si para cada
compacto K C (2 de medida positiva y cada ¢ > 0 existe un compacto

K, C K de medida positiva, de forma que u(K \ K;) < ¢ y la restriccién

f: Ky —FE
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es continua. Bourbaki [16] y Thomas [94] y [96].

(5) Medibilidad en sentido Bochner: El rango de la funcién se puede localizar,
salvo un conjunto de medida nula, en el subespacio que genera un acotado

B y la funcién es y—medible, respecto de la norma que define este acotado

sobre el subespacio. Bombal [12] y [13], Thomas [95] y [96].

Cuando se trabaja con un espacio de Fréchet, todas los tipos de medibilidad
anteriores, excepto la medibilidad escalar, coinciden.

A cada un« de estos tipos de medibilidad se pueden asociar uno o varios tipos
de integrabilidad, basicamente de tipo Pettis o de tipo Bochner. Resultados que
permiten obtener de una medibilidad otra més fuerte, o garantizar la medibi-
lidad er el sentido de Borel, se basan fundamentalmente en las caracteristicas
topologicas del espa,cié localmente convexo que se considere. Entre éstas: ser
Fréchet: Garnir, De Wilde y Schmets [45], Chi [20]; ser Suslin: Thomas [95],
Blondia [9]; verificar la condicién estricta de Mackey: Gilliam [46]; tener acota-
dos metrizables: Thomas [94], Chi [21] y [22], Saab [86]; etc.

Los teoremas de Radon-Nikodym que se obtienen en algunos de los trabajos
citados dependen en su mayor parte del tipo de medibilidad, de la topologia del
espacio localmente convexo y del teorema de Radon-Nikodym de Rieffel. Es decir,
se basan en la construucién de un espacio de Banach sobre el que poder aplicar
el teorema de Rieffel. Atendiendo a esto, F. Bombal estudia en [12] y [13] una
teoria de medidas vectoriales, medibilidad e integracién definidas sobre espacios
bornolégicos, obteniendo una integral con buenas propiedades, en especial que los
valores medios de la integral determinan esencialmente su rango (la envolvente
convexa cerrada). También obtiene resultados de Radon-Nikodym que, llevados a
espacios localmente convexos, agrupan la mayor parte de los resultados (referidos
a una medibilidad de tipo Bochner) de los trabajos citados. Nosotros daremos,
en la dltima seccién de este capitulo, un resultado de Radon-Nikodym que esté
en la linea de los trabajos de Chi [21] y [22], Saab [86] y Bombal [13], es decir,

construir sobre el rango de la medida un espacio de Banach apropiado en el que
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poder aplicar el teorema de Rieffel.

A lo largo de toda la memoria sera caso de referencia el de los espacios de
sucesiones vectoriales. Siendo éstos un caso particular (el espacio de medida es el
de los niimeros naturales con la medida cardinal), en algunos aspectos son capaces
de describir el comportamiento de un espacio localmente convexo frente a un
espacio de medida més general (como los que consideraremos). No siendo el objeto
de esta memoria el estudio de las medidas vectoriales con valores en un espacio
localmente convexo arbitrario ni el de los muy diversos tipos de medibilidad de
funciones vectoriales f : } — F , nos centraremos fundamentalmente en aquellos
aspectos que nos seran de utilidad en el capitulo 2. También consideraremos
algunos aspectos que sirvan de referencia para las diferencias y analogias con el
caso normado, en cuanto a espacio de valores, y con el caso discreto (sucesiones)

en cuantc a espacio de medida.

Como ya hemos indicado, no consideraremos un espacio de medida positiva
abstracto sino que los espacios de medida sobre los que construiremos los espa-
cios de funciones vectoriales seran espacios de medida de Radon. El conjunto
base sera un espacio topoldgico separado €2, localmente compacto y o—compacto
(unién numerable de compactos) con lo cual podemos expresar {2 como una unién

creciente de compactos {2, tales que
Q. Cint (Qpt1).-

A toda sucesién de compactos en §) con estas caracteristicas la denominaremos

sucesiéon fundamental de compactos.

1.1.1 Definicién Consideremos un espacio topolégico Q separado, localmente
compacto y o—compacto. Se denomina medida de Borel sobre Q) a toda medida

positiva definida sobre el o—dlgebra de los subconjuntos de Borel de §)
p 2 Borel(Q) — [0, +00].

Llamaremos medida de Radon sobre Q) a toda medida de Borel que sea
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(1) finita sobre los compactos, es decir, si K C Q0 es compacto, entonces
wK) < 4o0.
(i1) interiormente regular, es decir, para cada A C Q) de Borel

pw(A) =sup{u(K) : K C A compacto} (1.1.1)

En las condiciones de la definicién anterior, denotaremos por (£, X, 1) al es-
pacio de medida completado. De esta forma, un subconjunto A C ) esta en ¥ si

y s6lo si existe una sucesién de compactos (K,,) tales que
n(A\|JK,) =0.
Ademas si A € ¥ se verifica (1.1.1) y
u(A) = inf {u(G) : A C G abierto }.

Dada una funcién g—medible f : 2 — IR llamaremos soporte de f al comple-

mentario del mayor abierto G C ) tal que

p{t € G: f(¢) #0}) =0.

Ademas si dos funciones y—medibles f,g : @ — R coinciden p—a.e., sus soportes
coinciden.

Sobre el espacio de medida consideraremos como herramientas fundamentales,
ademads de los espacios de Banach L'(u) y L*(u), los espacios Li,.(p) y L (p).
Identificando funciones que coinciden p—a.e., L},.(¢) es el espacio de las funciones

p—medibles f: @ — IR tales que para cada compacto K C 2

fx, € L(w),

dotado de la topologia definida por la familia de seminormas

Wl = [ 11X, o
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siendo (£2,,) una sucesién fundamental de compactos de {). Con esta topologia,
L}, (1) es un espacio de Fréchet [31].

Siendo K C € un compacto, L*(K, u) es el subespacio de las funciones de
L> () con soporte en K y L=(u) es el espacio de las funciones f € L*®(u) con
soporte compacto, dotado de la topologia localmente convexa mas fina para la
cual todas las inclusiones

L= (K, 1) = L (1)
son continuas; es decir, de la topologia limite inductivo de los espacios L*®(K, ).

Puesto que dicha topologia coincide con el limite inductivo de los espacios
L=(Q, p1), n=12,...

L (p) es el limite inductivo hiperestricto (indE, tal que cada E,4; induce sobre
E, la topologia de E, y éste es cerrado en F,,1) de una sucesién de espacios de
Banach y por tanto L&°(y) es ultrabornolédgico y completo. Ademas, es isomorfo
al dual de L},.(¢) dotado de la topologia fuerte, es decir, un sistema fundamental
de entornos de 0 en L%°(y) lo forman las polares M° de los acotados M de Lj,.(u)
[31]. Diremos que M C L}, (u) es normal si para cada f € M y cada g: Q2 — R

p—medible tal que
gl <|fl p—ae.

se tiene que ¢ € M. También constituyen un sistema fundamental de entornos
de 0 las polares de los acotados M C L}, (x) absolutamente convexos cerrados y

loc

normales. Por tanto, la topologia de L°(x) queda definida por las seminormas

sup{/lfgldﬂ:geM}

cuando M recorre los acotados absolutamente convexos cerrados normales de
Lioe(1)-

En L}, .(p) un sistema fundamental de entornos de 0 queda definido por las
polares de los acotados absolutamente convexos cerrados normales de L3°(y).

Por su precisién y detalles, [56] es una magnifica referencia para estos resul-

tados sobre los espacios L}y L?, as{ como para los espacios L? (E) y L?(E)

cuando F es un Banach.
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1.2 Medibilidad de funciones vectoriales. El
espacio L*{FE}.

En esta seccién describiremos el pilar bésico sobre el que trabajaremos, sera éste

el concepto de p—medibilidad de una funcién vectorial
f: Q- F

con valores en un espacio localmente convexo arbitrario. Si en nuestro estudio
s6lo consideraramos funciones con valores en un espacio de Fréchet, en lo que
hace referencia a la medibilidad, podriamos considerar un espacio de medida abs-
tracta pues gran parte de los resultados validos para funciones con valores en un
Banach pueden trasladarse a funciones con valores en un Fréchet sin mayores di-
ficultades. En lo que sigue, no iremos enunciando sistematicamente los resultados
mas generales que sean ciertos en el caso Fréchet. Sélo a nivel de comentarios con-
sideraremos algunos de dichos resultados. Siempre nos referiremos a un espacio
de medida de Radon, en el sentido en que lo hemos definido, y a la u—medibilidad

en el sentido de Lusin que pasamos a describir.

1.2.1 Definicién Diremos que una funcién f : Q — E es u—medible si para
cada compacto K C Q y cada ¢ > 0 existe un compacto Ky C K de forma que
p(K \ K1) < ¢ y la restriccion

f:[{l—)E

es continua.

Equivalentemente, f es p—medible si existe una sucesién de compactos (K»)
en (), que podemos suponer disjunta o creciente (pues si K; y K3 son dos com-
pactos disjuntos tales que f : K; — Ey f: K, — E son continuas, entonces

f: K1 UK; — E también es continua), de forma que cada restriccién

f:K,—E
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es continua y pu (Q\UK,) =0.

Puesto que cada conjunto medible es, salvo un conjunto de medida nula, una
unién numerable de compactos, la anterior caracterizacién garantiza que fx, es
p—medible si lo es f y A es un conjunto medible.

Por supuesto, la y—medibilidad no queda afectada al cambiar la funciéon en

un conjunto de medida nula, i.e. si f es u—medible y g : ! — E es tal que

p({t e Q: f(t) # gt)}) = 0

entonces g es y—medible.

1.2.2 Proposicién Toda funcion p~medible f : Q — E es medible-Borel, es

decir, para cada conjunto de Borel G C E
fHG) es medible.
DEMOSTRACION:

Bastara probarlo cuando G es un cerrado de E. Siendo f p—medible, sea

(K,) una sucesién de compactos en 2 tales que g (Q2\ U, K,) =0y
f:K,—FE

es continua para cada n € IN. En este caso, cada
G NK,

es cerrado en K, y por tanto en {2 y siendo N := Q \ UK, tenemos

O =U(f G UK)U(fH(G)NN) ex.

Recordemos la definicién de convergencia casi-uniforme
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1.2.3 Definicién Diremos que una sucesion de funciones (f, : {1 — E) converge
casi-uniformemente (respecto a p) a una funcion f: Q — E si para cada com-
pacto K de medida positiva y para cada ¢ > 0 eziste un compacto K1 C K tal
que (K \ Ky) < ¢ y (f,) converge uniformemente a f sobre K;.

1.2.4 Proposicién Si una sucesion de funciones u—medibles (f, : & — E)

converge casi—uniformemente a una funcion f :  — E, entonces f es p—medible.

DEMOSTRACION:

Dado H C Q compacto y € > 0, sea K C H compacto tal que (f,) converge
uniformemente sobre K y u(H \ K) < ¢. Por otra parte, para cada n € IN sea
K, C K compacto tal que (K \ K,,) < 7= y fn : Kn — E es continua.

Siendo K’ = N K, C K, K’ es compacto, u(K\K') < 3 5 = ¢, (fr) converge

uniformemente a f sobre K’ y cada
fn:K' - E
es continua. Asi pues u(H\ K') < 2cy

f:K'— E es continua.

Observaciones

Cuando el espacio FE es metrizable, el resultado anterior es cierto sustituyendo
la convergencia casi—uniforme por convergencia u—a.e. (lema de Egoroff) pero no
es cierto considerando un espacio localmente convexo general ([16, Chap. IV, §5,
Ex. 1, p. 245]). Describamos este ejemplo de Bourbaki. Citemos un resultado
de topologia de IR que se utiliza en él, ver [18, Chap. IV, §2, Ex. 1], cambiando

un poco la terminologia original
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Se dice que a € R es un punto adherente a la derecha de un subcon-
junto A C IR si « es adherente a A y existe ¢ > « tal que el intervalo
(a,z) no contiene ningin punto de A (es decir, si « es limite de una
sucesion creciente en A pero no lo es de una sucesién decreciente).

El conjunto de puntos adherentes a la derecha de un subconjunto

A C IR es numerable.

1.2.5 Ejemplo ([16, Chap. IV, §5, Fx. 1, p. 245]).

Sea () el intervalo semi-abierto (a,b] dotado de la medida de Lebesgue, sea el
conjunto de indices I = (a,b] y sea £ = IR dotado de la topologia producto,
Le. E es el espacio de las funciones h : I — IR dotado de la topologia de la
convergencia puntual. Consideremos la funcién

J

t — gt)=(t—=z|:z€]

es decir g(t)(z) = |t — z|. Esta funcién es continua y es derivable a la izquierda
en cada punto de {2, es decir, para cada t, € ) existe el limite lateral (en la
topologia de FE)

t‘-bto_ t— to
que es
1 s1 a<z<t
st t<z<b

Esta funcién f verifica :

(1) Es limite puntual de una sucesién de funciones continuas f, : ) — E

Fult) = () — gtt - )

n
siendo
1 si a<x§t—%
fa@)(z) =9 2n(t—2)—1 si t—-1<az<t
-1 si t<z<b
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(2) Puesto que la funcién

tel—|ft)(z)] e R

es pu—medible para cada z € I tenemos que para cada seminorma continua

q sobre E, también ¢f : @ — IR es y—medible.
(3) f no es continua a la derecha en ningin punto de (.

(4) f no es p—medible. Si K C Q es un compacto de medida positiva, siendo
numerable el conjunto de los puntos adherentes a la derecha de K, existe
to € K que no es adherente a la derecha y por tanto existe una sucesién

(tn) en K que converge a t, por la derecha con lo cual para & = tg
lim £(t)(z) = —1 # fito)(z) =0
y f: K — E no puede ser continua y f no puede ser y—medible.

Normalmente haremos uso de la Proposicién 1.2.4 bajo la forma que adopta

en los siguientes resultados.

1.2.6 Proposicién Dada una sucesién (E,) de espacios localmente convezos y

una sucesion de funciones p—medibles (f, : Q — E,), se verifican:

(1) Eziste una sucesion (K,,) de compactos de Q, disjuntos dos a dos y tales

que
1 (Q\ UnK,p) = 0

y para cada n y m, la restriccion

fn: K, — E, es continua.

(2) La funcion
f=(f): Q- E:=]]E.

es p—medible.
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1.2.7 Corolario Dada una sucesion (A,) de conjuntos medibles disjuntos dos a
dos y una sucesion (f,) de funciones u—medibles, la funcidn definida puntual-

mente por

es p—medible.

En la siguiente proposicién recogemos algunos resultados elementales que no

demostramos

1.2.8 Proposicién Sean E, F y G espacios localmente convexos. Se verifica:
(1) Si f:Q — FE es uy—medible y u : E — F es continua, la composicion
uf: QL ESF

también es u—medible.
(2) Sea B: E x F — G una aplicacién bilineal continua y sean f : Q — E y
g:Q — F p—medibles, entonces también es p—medible

B(f,9): Q9 — G

definida por B(f,g)(t) := B(f(t),4(t)).

(3) Sif:9Q — E es p—medible y g : E — R es medible-Borel, entonces la

composicion
g 0L ELR
es p—medible.

La propiedad enunciada en (3) serd usada con asiduidad en la situacién si-

guiente:
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Si B C E es un disco cerrado, sobre el subespacio vectorial E_ generado por

B el funcional de Minkowski
p, E — R

define una norma cuya topologia es, en general, més fina que la que E hereda de
E. Comprobaremos que p_ : E_ — R es medible-Borel respecto a la topologia
que E_ hereda de E y por tanto, si f: () — E tiene rango en E (excepto para

un conjunto de medida nula), entonces p, [ es p—medible.

1.2.9 Corolario Si f: Q — E es u—medible, B C E es absolutamente convezo

y cerrado y
fit)e E, p—ae.

entonces p_f : 1 — R es p—medible.
DEMOSTRACION:

Puesto que B es absolutamente convexo y cerrado, si 0 < a < b, tenemos

pB_l(a,b] = {xEEB:a<pB(x)§b}
= bB\ aB es un Borel en E

y por tanto p_ es medible-Borel y p_f es p—medible.

El siguiente resultado parece condensar las ventajas de la u—medibilidad en
el sentido de Lusin frente a otro tipo de y—medibilidades. Daremos una de-
mostracién, algo mas explicita que la original, que nos servird de modelo para

otras demostraciones que apareceran mas adelante.

1.2.10 Lema Lema de Localizacién.[94, 2.3, p. 31]

Si f:Q — E es u—medible y B C E es convezo y cerrado, son equivalentes:
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(1) f(t) € B p—a.c.

(2) Para cada semiespacio cerrado
H ={z€E:(z,2)<a} (¢€F aclR)
que contiene a B se verifica que f(t) € Hy p—a.e.

DEMOSTRACION:

Solo hay que demostrar (2) = (1). Puesto que {2 es unién numerable de
compactos y la unién numerable de conjuntos de medida nula es un conjunto de
medida nula, bastara probar el resultado suponiendo que {) es compacto.

Siendo
A={teN: f(t) ¢ B}
tenemos que probar que g(A) = 0. Puesto que

u{A) = sup {u(K) : K C A es compacto }

si #(A) > 0 existird un compacto K; C A de medida positiva y, al ser f

p—medible, existira un compacto KX C K; de medida positiva y de forma que
f + K — FE es continua.

Para cada tq € K, puesto que f(ty) € By, por el teorema de Hahn-Banach, B es

la interseccién de los semiespacios cerrados que lo contienen, existe un semiespacio
H,(t,) D B

tal que f(to) & Hi(to). Teniendo en cuenta la continuidad de f : K — F, existe

un entorno abierto G(to) de ty de forma que
f(t) & Hi(to) Vte KNG(t).

Teniendo en cuenta (2), u(G(to) N K) = 0.
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Por otra parte, puesto que K es compacto, de
{G(tp) : to € K}
podemos extraer un subrecubrimiento finito
{G(t1),G(t2),...,G(tn)}

y por tanto u(K) = 0 en contradiccién con la hipétesis.

1.2.11 Corolario Siendo f: Q — FE p—medible son equivalentes:

(1) f(t) =0 p-a.e.
(2) qf(t) =0 p—a.e. para cada seminorma q € Q(FE).

(3) (f(t),z') =0 p-a.e. para cada z' € E'.

Sea E un espacio de Banach y denotemos por E, a dicho espacio dotado de
su topologia débil. Comprobemos que la u—medibilidad (en el sentido que hemos
considerado) respecto a la topologia débil puede no coincidir con la medibilidad
respecto a cada seminorma, es decir (en este caso), la p—medibilidad débil puede
no coincidir con la escalar. Teniendo en cuenta el teorema de medibilidad de
Pettis [30, 2.1.2] y puesto que estamos considerando medidas o—finitas, si F es
separable toda funcién escalarmente medible es p—medible respecto a la norma
¥y, por tanto, a la topologia débil. Adaptando el Ejemplo [30, 2.1.5] a nuestros

propositos tenemos

1.2.12 Ejemplo Sea E el espacio de Hilbert no separable 2 ([0,1]) y sea

{e:: t €[0,1]}
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una base ortonormal de E. La funcion
f:tel0,1]] - f(t) = e € E
es escalarmente medible pues para cada z’ € {2 ([0, 1]) tenemos
(', f(t)) =0 u—ae.

y sin embargo, puesto que f no se anula, teniendo en cuenta el resultado anterior,

f no puede ser g—medible, ni siquiera respecto a la topologia débil.

Identificaremos dos funciones f, g : 8 — E p—medibles si

f(t)=g(t) p —ae. en Q.

1.2.13 Lema Siendo f : Q — E u—medible, son equivalentes:
(1) Para cada g € Q(E), existe N, € ¥ de medida nula tal que
(¢f) (2\ N,) C R es acotado.
(2) Eziste un conjunto de medida nula N € ¥ tal que
FfQL\ N) es acotado.
DEMOSTRACION:
Sélo hay que probar (1) = (2). Para cada q € Q(E) sea
cg :=sup{(gf)(t): t € R\ N} < 400
y consideremos el conjunto acotado
Bi={s € E:qlz) < ¢, Vg€ QE)}.

Veamos que f(t) € B p—a.e.. En efecto, si p{t € Q: f(¢t) € B} > 0, entonces

existe un compacto K C ) de forma que

f:K — E es continua
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y f(K) no corta a B. Para cada t; € K existird por tanto una seminorma, que

denotamos por ¢(tg) € Q(FE), de forma que

q(to) (f(f0)) > Cq(10)-
Siendo f : K — E continua, existe un entorno abierto G(to) de ¢p en K tal que
q(to) (f(t)) > corr0)  Vt € G(to)
Extrayendo de {G(¢) : ¢ € K} un subrecubrimiento finito de K
Gy1,Go,...G,

algin G; tendra medida positiva y obtenemos una contradiccién con la definicién

de c,.

1.2.14 Definicién Definimos el espacio L™ {E} de las (clases de) funciones

pu—medibles esencialmente acotadas mediante
L¥{E}:={f:Q— E:f esu—medibley qf € L*(p) Vg € Q(E)}.
dotado de la topologta localmente conveza separada definida por las seminormas

leOll. = L={E} — R
f =l

Teniendo en cuenta el Lema 1.2.13 tenemos

L*{E} = {f:Q— E:f es u—medibley
3 N con p(N) =0 tal que f(Q\N) es acotado }
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1.2.15 Proposicién Sea M un subconjunto de L>° {E}. Son equivalentes:
(1) M es acotado, i.e. para cada q¢ € Q(FE)
{qf : f € M} es acotado en L™(u)
(2) Existe un acotado B en E tal que para cada f € M se verifica
ft)e B p—ae.
DEMOSTRACION:

Sigue los mismos pasos que la demostracién del Lema 1.2.13

Estudiemos la completitud sucesional de los espacios L* {E}:

Si (K,,) es una sucesién creciente de compactos de () tales que
p(Q\UKn) =0
la familia de seminormas
feLZ{E} = |lafx,, .. €10,+00)

cuando ¢ recorre Q(E) y m recorre IN, definen una topologia localmente convexa

separada sobre L {E} que es menos fina que la definida por la familia

lgOl.,

Denotemos estas topologias respectivamente por to ¥ teo(Km)

1.2.16 Lema La topologia t., tiene un sistema fundamental de entornos de 0

que son cerrados para la topologia t.,(K,,).
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DEMOSTRACION:

Puesto que
V={feL={E}:llafll, <1} =N{Ff € L*{B} : llafx Il <1}

tenemos que V es ty (K, )—cerrado.

1.2.17 Teorema Si E es sucesionalmente completo, también lo es L {E} .
DEMOSTRACION:

Sea (f,) una sucesién de Cauchy en L {E}. Puesto que tenemos una sucesion
de funciones p—medibles, existe una sucesién de compactos (K, ), que podemos

suponer creciente, en {1 tales que

p(Q\UJKn) =0
y para cada n y cada m
fn: K,, = E es continua.

Para cada m la sucesién de restricciones ( Izl ) es una sucesién de Cauchy en

Km

el espacio

C(K m, E)

de las funciones continuas de K,, en F dotado de la topologia de la convergencia

uniforme. Sea ¢(™ : K,, — E el limite en C(K,,,E) de (fn| ) La funcién

Knm
g : ) — E, definida como ¢'™ en cada K,, y de manera arbitraria en O\ UK,,
es pu—medible y estd en L {E} pues si ¢ € Q(F), para cada m € IN existe
n(m) € IN tal que

lgg™ .. < llafaimXoe, Il +1
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y, siendo p(q) := SUP{Han“oo n=1,2,.. } tenemos

legll,, = sup{llqg(m)llm im = 1,2,...}
< plg)+1 < +oo.

Puesto que (f,) converge a g en la topologia definida por las seminormas
lghx, I, he€L*{E}

cuando ¢ recorre Q(FE) y m recorre IN, teniendo en cuenta el lema de Bourbaki-

Robertson [61, §8, 4.(4)] y el Lema 1.2.16, (f,) converge a g en la topologia de
L>*{E}. m

1.2.18 Corolario Sea E un espacio de Banach y sea E. su dual dotado de la

topologia débil* s (E',E). Entonces L™ {E'} es sucesionalmente completo.

DEMOSTRACION:

E? es sucesionalmente completo.

Para estudiar la densidad de un subespacio en L* {E'}, introduzcamos un con-
cepto algo mas débil que e! de subespacio amplio introducido por Grothendieck.
Recordemos que un subespacio E de un espacio F se dice que es amplio si todo
subconjunto acotado de F' esta contenido en la adherencia en F de algiin acotado
de E. Los espacios (df) y los espacios metrizables separables son amplios en su

complecién [50, p. 62, Cor. 4 y p. 77, Cor. 1] y [57, 12.4.8 (d)].

1.2.19 Definicién Siendo E un subespacio de un espacio localmente convezo
F, diremos que E es numerablemente amplio en F si todo subconjunto acotado

numerable de F estd contenido en la adherencia de algin acotado de E.
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Observaciones

(1) Cuando el espacio E tiene una sucesién fundamental de acotados, decir que

es numerablemente amplio en F es equivalente a decir que es amplio en F.

(2) Si E es amplio en F', es numerablemente amplio. Asi todo espacio (df) y
todo espacio metrizable separable es numerablemente amplio en su com-

plecion.

1.2.20 Definicién Denotaremos por S (E) al subespacio vectorial de L= {E}
Jormado por las (clases de) funciones u—medibles con rango numerable y acotado,

i.e. las funciones de la forma

fzzmnXAn

tales que {z,} es un subconjunto acotado de E y (A,) es una sucesion disjunta

de conjuntos medibles.

1.2.21 Proposicién S (E) es amplio en L™ {E}.
DEMOSTRACION:

Sea M C L* {E} acotado. Teniendo en cuenta la Proposicién 1.2.15, existe

un disco cerrado B C E de forma que para cada f € M
f)eB p—ae. .

Podemos suponer que f(t) € B V¢t € Q. Comprobemos que la adherencia del

conjunto

{9es5,(B) gty eB p—ae }
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contiene a B. Para cada f € M existe una sucesién de compactos (K,,) de § tales
que p (Q\UK,) =0y f: K, — E es continua, para cada n € IN. Puesto que
cada restriccién f : K, — FE la podemos aproximar uniformemente por funciones

simples-Borel, dado U € U(E), existe
s$n: K, — f(K,)CBCE

simple-Borel tal que (f — s,) (K,) C U y siendo

$:= Z SnX ke,
n

tenemos una funcién p—medible, acotada pues
s(@Q)cf (UI{n> u{0}CB

y llp, (f =9Il < 1. n

Consideremos un espacio de medida no trivial, es decir, que no se reduce a

una cantidad finita de atomos.

1.2.22 Proposicién Sea E un subespacio de F. Entonces E es numerablemente

amplio en F si y sélo si L™ {E} es denso en L> {F'}.
DEMOSTRACION:
(1) La condicién es necesaria. Si f € L*{F}, ¢ € Q(E) y ¢ > 0, existe
s € 5 (F) tal que
lg(f =)l <e.

Siendo s(2) C F' acotado y numerable existe B C E acotado cuya adherencia

contiene a s({2). Siendo

s=Tam,,
n
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con los A, disjuntos dos a dos, sea y, € B tal que

Q(wn - yn) <e.

Considerando la funcion

g = ZynxAn €S (E)CL” {E}

tenemos ||g(f — g)|| . < 2e.
(2) La condicién es suficiente. Consideremos una particién (A,) de 2 en
conjuntos de medida finita y positiva. Si B C F es acotado y numerable, tomando

una ordenacién (z,) de B tenemos que

AL

esté en L™ {F}. Sin mas que obtener para cada ¢ € Q(E) ycadae = ¢ (k € IN)
una funcién g € L* {E} tal que ||q (f - qu) |, < ¢y considerar

{eeUg,, (@) :q2) <, Vg€ QE)}

cg = llafll, =sup {g(z,):n € N},

tenemos un acotado en E cuya adherencia contiene a B.

1.2.23 Lema Todo espacio metrizable es numerablemente amplio en su com-

plecion.
DEMOSTRACION:

Sea E un espacio localmente convexo metrizable y sea F su complecién. Si

B C F es un acotado numerable, aproximando cada y € B por una sucesién de E
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obtenemos que B esta en la adherencia del subespacio G' que genera dicha familia
numerable de sucesiones de E. Puesto que G es separable, existe algin acotado
B; C G cuya adherencia en la complecion de G, y por tanto en F, contiene a B.

1.2.24 Corolario Sea E un espacio localmente convero y sea F su complecion.

(1) Si E es metrizable la complecion de L= {E} es L {F}.

(2) Si E es un (df), L~ {E} es denso en L {F'}.

DEMOSTRACION:

(1) Basta tener en cuenta que E es numerablemente amplio en F'y que L* {E}

es metrizable.

(2) Todo (df) es amplio en su complecién.

Observaciones

(1) Para obtener que la complecién de L* {E} es L™ {E}, si £ es un espacio
localmente convexo metrizable, podriamos haber seguido un camino muy

distinto al de los resultados anteriores.

Dicho camino es vélido trabajando con un espacio de medida abstracta.
Definiendo la y—medibilidad a través de la convergencia puntual y—a.e. de
una sucesion de funciones escalonadas (que es equivalente, en el caso metri-
zable, a la convergencia casi—uniforme de una sucesién de tales funciones)

se verifica que una funcién f : Q — E es y—medible si y sélo si se verifican:
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(a) Existe un conjunto N de medida nula tal que

i. f(Q1\ N) es separable.

ii. La restriccién f: Q\ N — E es medible, i.e.
VG C E Borel , f~{(G)N(\ N) € .
(b) f se anula fuera de un o—finito.

Tomando como base este teorema puede probarse que si I es un espacio

localmente convexo metrizable, L°{E} es denso en el espacio de Fréchet

L>{E}.

(2) En [2], Bierstedt y Bonet prueban que si E es un espacio (DF) y F es su
complecién, la complecién de {* {E} es [*° {F}. Este resultado también es

cierto en el caso mas general de un espacio (df).

El Corolario 1.2.24(3) es una generalizacién de este resultado en el sentido

siguiente:

En el Teorema 1.2.17 la necesidad de considerar, en L> {E'}, una sucesién de
funciones en lugar de una red, viene impuesta por la necesidad de disponer,
en {2, de una sucesién de compactos que recubran €} salvo un conjunto
de medida nula, y de forma que en cada uno de ellos todas las funciones
consideradas sean continuas y de esta forma garantizar la p—medibilidad
de la funcién limite. Si consideramos una red de Cauchy en L {E} para
la cual existe dicha sucesién de compactos de Q y E es completo, entonces
la red converge en L* {E}. De esta forma, si consideramos una medida
puramente atémica (o—finita), dicha sucesién de compactos existe para

cualquier red de funciones y, por tanto, si £ es completo, también lo es

L= {E}.

De forma parecida a la construccién que hemos hecho del espacio L® {E}

podemos construir el espacio L { E} que definimos como el espacio de las (clases
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de) funciones g—medibles f: Q@ — F tales que

qf € LT (p) Vg€ Q(E)

dotado de la topologia localmente convexa separada definida por las seminormas

sup{/qf|h} du:heH}

cuando g recorre Q(E) y H recorre la familia de los acotados absolutamente

convexos cerrados normales de L}, (u). Con esta topologia la inclusién
L¥{E} — L>™{E}

es continua. No es cierto en general que este espacio localmente convexo definido

sea el limite inductivo de los espacios
L={Q,,E}

de las funciones f € L* {F} con soporte contenido en 2, pues el que toda
funcién ¢f tenga soporte compacto no implica el que lo tenga f (definiendo el
soporte de una funcién f: Q — E p—medible de forma anédloga al caso escalar).
Basta considerar el caso discreto, el espacio de medida es el de los naturales con
la medida cardinal y L&(u) es el espacio ¢ de las sucesiones escalares con una
cantidad finita de términos no nulos. Si E es un espacio localmente convexo
metrizable sin normas continuas, existe = := (z,) € ¢ {E} tal que z, # 0 para
cada n. Siendo g, una sucesién creciente de seminormas que defina la topologia

de E y siendo z, € F tal que z,, Z0 y

qn(xn) =0

tenemos = = (z,,) en las condiciones indicadas.

No obstante, es facil comprobar que L* {E} tiene un sistema fundamental
de entornos de 0 que son cerrados para la topologia que hereda de L* {E} vy,
aplicando esto y el lema de Bourbaki-Robertson, que si E es sucesionalmente
completo, también lo es L> {E}. No daremos aqui la demostracién de esto pues
es analoga a la del Lema 1.2.16 y més adelante veremos demostraciones del mismo

tipo (Proposiciones 2.2.9 y 2.2.10).
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1.3 Medidas vectoriales

En principio los conceptos y resultados que consideraremos versaran sobre el
o—3&lgebra ¥ de nuestro espacio de medida de Radon. Al final de la seccién
consideraremos las medidas vectoriales definidas sobre el 6—anillo R, de los sub-

conjuntos medibles relativamente compactos

1.3.1 Definicién Llamaremos medida vectorial sobre Q) con valores en E a toda
aplicacion m : ¥ — E que sea numerablemente aditiva. Dada una seminorma ¢

sobre E y un subconjunto medible A € ¥ llamaremos q—variacion de m sobre A a
Im|,(A4) == sup{z g(m(B)) : ® es una particion de A} (1.3.1)
Ber ’

Diremos que una medida vectorial m : ¥ — E es de variacion acotada si para
cada g € Q(E)
ml, (9) < o

Siguiendo los mismos pasos que en el caso normado, se puede comprobar que

para cada ¢ € Q(F) la funcién de conjunto
Im| (-): & —[0,+0o0]
A — |m|q(A)
es numerablemente aditiva, es decir, es una medida positiva, finita si m es de

variacion acotada. Asimismo, para cada ' € E’, también es una medida la

funcién de conjunto

(m(-),z'): ¥ — R
A — (m(A),2)

Siendo cabv (X, E) el espacio vectorial de las medidas m : £ — E de variacién

acotada, este espacio queda dotado de una topologia localmente convexa separada
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mediante la familia de seminormas variacion
m € cabv (X, E) — |m| (2)

cuando g recorre Q(FE).

Como en la Proposicién 1.3.5, que veremos mas adelante, se puede comprobar

que si E es respectivamente completo, casi-completo o sucesionalmente completo,

también lo es cabv (X, E).

1.3.2 Definicién Diremos que una medida vectorial m : ¥ — FE es u—continua,

y lo denotaremos m < pu, si

lim m(A)=0
u(A)—0

es decir, si para cada U € U(E) existe & > 0 tal que

p(A) < 6 = m(A) e U.

De forma anéloga al caso normado [30, 1.2.1}], puede probarse

1.3.3 Proposicion Son equivalentes:
(1) m < p.
(2) Si u(A) =0, entonces m(A) = 0.

(3) Para cada 2’ € E', (m(-),2') < p.

1.3.4 Definicién Denotaremos por cabv (X, u, E) al espacio vectorial de las me-

didas vectoriales m : ¥ — E u—continuas de variacion acotada, dotado de las

SEMINOTMAS VATIACION

m|, () g€ QE).
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1.3.5 Proposiciéon Si E es completo, casi—completo o sucesionalmente completo,

también lo es cabv (X, u, E).

DEMOSTRACION:

Veamos la demostracién sélo para el caso en que E es completo. Si (m; : ¢ € I)
es una red de Cauchy en cabv (I, u, E), para cada A € X, (m;(A) : ¢ € I) es una

red de Cauchy en E y por tanto, existe, en E, el limite
m(A) := limm;(A).

Probemos que la funcién de conjunto m : ¥ — F asi definida es numerablemente
aditiva, p—continua y tiene variacién acotada.

Notemos en primer lugar quesige Q(F)y A€ X
(Imal (4) - i € 1)

es una red de Cauchy en IR y por tanto converge. Para cada particién 7 medible

finita de 1, tenemos que

> a(m(4)) = > limg(m(A)) < 3 lim |my] (A)

A€ Agw A€m

= lim 3 il (4) < lim ] () < +oo

Aer

con lo cual m tiene variacién acotada y para cada ¢ € Q(E)
Im],(?) < lim |my] (2)

Esta ultima desigualdad también serd cierta si en lugar de tomar {2 consideramos

un subconjunto medible A arbitrario, i.e.

m|,(A) <lim|mi], (A) (1.3.2)

Por otra parte, para cada ¢ € Q(E) (|m2}q() 1t € I) es una red de Cauchy
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en el espacio de la medidas escalares cabv (X, u, IR) dotado de la norma variacion,

y por tanto, existe

Fy o= lim |my
en cabv (X, u,IR) pues este espacio es completo. Puesto que la medida Fy es
p—continua y para cada A € , F,(A) = lim; |m;|_(A), usando (1.3.2), tenemos

que |m|, es numerablemente aditiva y y—continua y, por tanto, también lo es m.

Probemos por tltimo que m = lim; m; en cabv (X, u, E), es decir, que para

cada ¢ € Q(FE)
lim |m; — m|,(£2) = 0.

Siendo E, el espacio de Banach que se obtiene al completar el espacio normado

(E/g7(0),4)

y siendo j, la aplicacién canénica cociente j, : E — E,, tenemos que (j,m; : ¢ € I)
es una red de Cauchy en el espacio de Banach cabv (X, g, E,;) y por tanto serd

convergente a cierta medida M, € cabv (X, u, E;). Puesto que para cada A € ¥

debe ser

M (4) = lim j,(mi(4))
se tiene que M (A) = j,(m(A)) con lo cual j,m = lim; j,m;. Puesto que
Imi — mlg(Q) = |jgmi — jomlo()

se tiene el resultado.

1.3.6 Definicién Llamaremos medidas vectoriales sobre el 6-anillo R a las apli-

caciones finitamente aditivas

m:R—E
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que son numerablemente aditivas sobre cada o-dlgebra (sobre K)
Y(K) :={AC K : A es medible }

cuando K recorre los compactos de Q. Equivalentemente, si (Q,) es una sucesion

fundamental de compactos de U, m es numerablemente aditiva sobre cada

Las definiciones y resultados dados para medidas sobre ¥ se trasladan de

forma natural a las medidas sobre R. En particular

1.3.7 Definicién Diremos que una medida vectorial m : R — E es p— continua
y lo denotaremos m < u, si es u— continua sobre cada compacto, es decir, st para

cada compacto K C Q y cada U € U(E) existe 6 > 0 tal que

ACK y u(A)<s=m(A)eU.

No entraremos en el estudio de otras propiedades tales como el rango de una
medida vectorial, las mejoras que se tienen en el caso metrizable o la conservacién
de la aditividad numerable cuando se consideran sobre F dos topologias obtenidas

del mismo par dual.
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1.4 Los espacios LY{E} y Lj {F}.

loc

Para funciones vectoriales con valores en un espacio de Fréchet, no se presentan
dificultades al extender la integral de Bochner respecto de una medida arbitraria.
La razén fundamental es, al igual que para la y—medibilidad, que la topologia
de E esta definida por una cantidad numerable de seminormas. En este caso,
identificando funciones que coincidan p—a.e. y siendo (g,) una sucesién de semi-
normas que define la topologia de F, el espacio L'{Q, 1, E'} serd el de las funciones
f 1 — E para las que exista una sucesién (s, : 8 — FE) de funciones simples
con soporte de medida finita, que converge puntualmente p—a.e. a f y de forma

que (s,,) es de Cauchy en cada espacio de Banach
LY(Q, p, E,)

siendo E, el completado del espacio normado cociente (E/q;*(0),¢.). Es decir,
siendo j, : E — E, la aplicacién canénica cociente, j,f estd en L}(Q,pu, E,).

Con la topologia definida por las seminormas

“qn()“1

este espacio es un espacio de Fréchet que coincide con el m—producto tensorial
completado L'(u)®,E y conserva algunos rasgos esenciales del caso en que E es
un Banach. Entre estos rasgos que se conservan cabe destacar el teorema de la

convergencia dominada y por tanto que L'{§), u, E'} coincide con
{f i — E p—medible :q,f € L'(p) n= 1,2,...}

Si tenemos un espacio localmente convexo E no metrizable, la definicién de
p—medibilidad a través del limite puntual u—a.e. de una sucesién, o red, de fun-
clones simples, no proporciona una buena medibilidad fuerte y por tanto tampoco
puede dar lugar a un buen concepto de integral fuerte.

Nuestras funciones integrables f :  — E seran, las que Thomas [94] y
[95] denomina absolutamente pu—sumables en analogia con la terminologia in-

troducida por Pietsch [83] para sucesiones vectoriales. Si el espacio localmente



1.4 Los Espacios L'{E} v L} {E}. 33

loc

convexo E es casi-completo, estas funciones también seran las que Thomas de-
nomina p—sumables y considerando la integral definida en [94] tendremos un
buen concepto de integral. La propiedad crucial de esta integral, determinada
por el Lema 1.2.10, serd el Lema de Inclusién que veremos mas adelante y que

podemos expresar diciendo que
los valores medios ﬁ [4 f du determinan p—a.e. el rango de f.

Pasamos a describir la integral que utilizaremos. Consideremos por supuesto
un espacio de medida de Radon (Q,%,u) y un espacio localmente convexo E.
Dado un subconjunto K C ) compacto y una funcién continua f: K — E, si &/

es casi—completo, podemos definir

/deueE

mediante sumas de Riemann, sin mé4s que aproximar uniformemente f mediante

funciones simples. Este elemento [ f du € E esté caracterizado por

</de”’x’> =/K(f,:c’) dp Vi' € E
([17, 86, Prop. 8]),

Adoptando una terminologia distinta a la utilizada por Thomas damos la

siguiente

1.4.1 Definicién Sea E casi—completo y sea f : Q@ — E una funcion p—medible.

Diremos que [ es integrable—Pettis si existe en E el limite

lil’n/de,u

KeC,
donde C; es la familia de los compactos K C Q tales que

f:K — E es continua,

con el preorden definido por la inclusion. En este caso, definimos la integral de

f (sobre Q) como dicho limite

/f du = lim /Kf du.

KECI
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1.4.2 Proposiciéon ([94, 1.1])

Stendo E casi—completo y [ : Q@ — E u—medible, son equivalentes:
(1) f es integrable—Petiis.

(2) (Criterio de Cauchy) Para cada U entorno de 0 en E existe un compacto
Ko €Cy tal que para K € Cs, KN Ky =0

Af@eu

(3) Para cada sucesion (K,,) de compactos disjuntos en C;, la sucesion

(et )

es sumable, i.e. existe s € E tal que para cada U € U(E) existe un subcon-

Junto finito Fo C IN tal que si F' O Fy es finito, (s —Yner i, f du) ev.
(4) (Condicion de Orlicz-Pettis)
(a) Para cada z' € E',(f(*), ') € L*(p).

(b) Para cada conjunto de Borel A C Q, existe x4 € E tal que
(za,z') = / (f,2'y du Vz' € E'.
A

La condicién (4.b) de la proposicién anterior permite definir la integral de f
sobre un Borel A
[ dn=an=tim [ fdu=[fx, dn
y por tanto sobre cualquier conjunto medible pues cada conjunto medible se
diferencia de un Borel en un conjunto de medida nula.
El siguiente lema pone de manifiesto la forma en que los valores medios de

una funcién f determinan, salvo un conjunto de medida nula, el rango de f.

1.4.3 Lema Lema de Inclusion([94, 2.4])
Si E es un espacio localmente convero casi—completo, f : @ — E es una

funcion p—medible integrable—Pettis y B C E es convezo y cerrado, son equiva-

lentes :
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(1) f(t) e B p—a.e..

(2) Para cada Borel A C Q de medida finita y positiva,
5/
—— | fdu€eB.
w(A) Ja

DEMOSTRACION:

(1) = (2) Teniendo encuenta el teorema de Hahn-Banach, bastard probar

que

1
m/Afdu

esta en todo semiespacio cerrado que contenga a B. Sea
Hi={z€E:(z,2') <a} ('€ E', aeR)

uno de dichos semiespacios. Entonces, tenemos

y por tanto

1

(2) = (1) Teniendo en cuenta el Lema de Localizacién 1.2.10 bastara probar

que
ft)ye H,  p—ae.

para cada semiespacio cerrado H, que contenga a B. Asimismo, podemos suponer
que el espacio de medida es finita. Con la terminologia anterior, para cada A C 0

Borel tenemos

a_>_<;(17)/Af du,x'>='#(1—A)/A<f71'I> dp

con lo cual (f,2') < a p—a.e. y, por tanto,

f(t)e Hy p— a.e.
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1.4.4 Corolario Si E es casi—completo y f : @ — E es una funcion u—medible
integrable—Pettis, entonces para cada subconjunto medible A de medida finita se

verifica

[ du € u(Ayes (£(4)

En lugar de A se puede considerar cualquier Ay que se diferencie de A en un

conjunto de medida nula.

1.4.5 Corolario S: f1, f2 :  — E son p—medibles integrables—Pettis y

VBorel AC Q /Afl dy = /Af2 dy,

entonces fi = fo p—a.e..

Ahora estamos en condiciones de definir nuestro espacio de funciones inte-

grables. El conjunto de funciones
LY{E} := {f Q0 —E:f es p—medibley gf € L'(p) Vg € Q(E)}

es un espacio vectorial al cual la familia de seminormas {||q()||1 1q € Q(E)}

definidas por
la(H)l, = [ af du

dota de una topologia localmente convexa, no separada si el espacio de medida

no es puramente atémico. Puesto que
No={f € L'{E}: |lg(f)l, =0 Vg € Q(E)}
coincide, en virtud del Corolario 1.2.11, con el conjunto
{f:Q—>FE:f es p—medibley f=0pu—ae },

identificando en £! { E'} funciones que coinciden p—a.e., tenemos
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1.4.6 Definicién Siendo E un espacio localmente convezo y (2, X, ) un espacio
de medida, denotaremos por L' {Q, u, E}, o por L' {E} si no hay posibilidad de

confusion, al espacio de (clases de) funciones
L'{E} := {f :Q > E:fespu—medibley qf € L'(u) Vg € Q(E)}

dotado de la topologia localmente convera separada definida por

{4, g € QB)}.

Cuando E es casi-completo, toda f € L'{E} es integrable*Pettis sin mas
que aplicar la Proposicién 1.4.2(3). Por su sencillez omitimos la demostracion del

siguiente resultado.

1.4.7 Proposicién Sea E casi-completo y sea f € L' {E}. Se verifica :

(1) Para cada A€ X y cada g€ Q(E), q(f4f dp) < faqf dp.
(2) limy(a)—o f4 f dp = 0.

(3) Si(An) es una particion medible de A € ¥, la serie Y- [, f du es absolu-

tamente convergente en F y su suma es [, f du.

(4) m : ¥ — E definida por m(A) := [, f du es una medida p—continua, de

variacion acotada y para cada A € ¥

Iml (4) = [ of dn

(5) Siendo F otro espacio localmente convezro y u : E — F lineal y continua,

entonces uf € L' {F} y

fora=u(f14)

(6) L' {E} es un subespacio topoldgico de cabv (X, pu, E).
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Referente a la medida vectorial y al operador lineal que define cada elemento
de L' {E} tenemos

1.4.8 Proposicién Sea E casi-completo, sea f € L' {E} y sean

m:AEE—»m(A)::/Afd,uEE

T:g€L™(p)—T(g) ==/gf dp € E
la medida y el operador lineal asociados a f. Se verifica:
(1) T es un operador compacto.
(2) El rango de m es relativamente compacto.

(8) Para cada compacto Ky C Q de medida positiva eziste un compacto K C K;

de medida positiva tal que

{TZ—((% : u(A) > 0,AC K}

es relativamente compacto.

DEMOSTRACION:

(1) Puesto que f es u—medible, existe una sucesién creciente de compactos
K,) de Q tales que
( q

p(Q\UK,) =0

y cada restricciéon f : K, — E es continua. Los operadores

Tn:g € L™(u) — Tulg) :=/K gf dp€ E

son compactos pues si g esta en la bola unidad de L*(u)

T(9) = [ of du€ u(Kn)oa(gf(Ky)) C plK)aes (f(Ky))

y este ultimo conjunto es compacto por serlo f(K,).
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Por otra parte, (T},) converge a T en el espacio L (L*(u), E) de los opera-
dores lineales y continuos L*°(u) — E con la topologia de la convergencia

uniforme sobre los acotados pues si ¢ € Q(F) tenemos
supla(To=Tog) = lollo <13 =sup{a([ - of du): lall. <1}

< sup{/mK lgl af dp :|lgll,, < 1} =/Q\K qf dp.

Puesto que, al ser E casi—~completo, el conjunto de los operadores compactos
de L*(p) en E es cerrado en el de los operadores continuos con la topologia
de la convergencia uniforme sobre los acotados (Kothe [62, §42.1.(2)]), te-

nemos que 1" es compacto.
Basta tener en cuenta que

m(E) = {m(4): A€ B} € {T(9) : Jull.. <1}
y aplicar lo anterior.

Consideremos un compacto K C K; de medida positiva tal que f: K — F

es continua. Para cada A C K de medida positiva tenemos

_ ﬁ//if du € 2o (f(A)) C @ (f(K))

y éste tltimo compacto por serlo f(K).

Observaciones

Cuando se trabaja con espacios de Banach, la demostracién de que una funcién

f integrable Bochner define un operador

T:ge L) —T(9):= [gf dueE
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compacto [30, 2.3.8(c)] se basa en obtener T’ como limite (en la topologia de la
convergencia uniforme sobre los acotados) de una sucesién de operadores de rango
finito (obtenidos de una sucesién de funciones simples que converge a f u—a.e.).
En un espacio casi~completo arbitrario el papel de la sucesién de operadores de
rango finito ha pasado a desempenarlo la sucesién de operadores construidos a
partir de una sucesién de compactos que recubre {2, salvo un conjunto de medida

nula, tal que la restriccién de f a cada uno de ellos es continua.

1.4.9 Proposicién S.(E) es denso en L'{E}.
DEMOSTRACION:

Sea f € L'{E} y sean g € Q(E) y ¢ > 0. Tenemos que obtener una funcién

simple s : } — FE de soporte compacto, de forma que

/q(f —s) du<e. (1.4.1)

Al ser f es p—medible, existe una sucesién creciente de compactos (K,) en Q de
forma que p(Q2\ UK,) = 0 y para cada n, f : K, — E es continua. Para cada

seminorma ¢ € Q(F)
/qfd#=1irrbn/K qf du
y por tanto dado € > 0 existe ng € IN de forma que para n > ng se verifica

£

dp < 3
/Q - qf du 5
Puesto que f : K,, — E es continua, puede aproximarse uniformemente por

funciones simples-Borel s : K,,, — E y por tanto existe una tal s de forma que

£

sup {4(/ (1) = o(1) + £ € Ko} < s

con lo cual definiendo s como cero en Q \ K,,, obtenemos (1.4.1).
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En el teorema anterior no ha sido necesario considerar un espacio E casi-
completo para obtener el resultado. Suponiendo que E es casi—completo se puede
afinar el resultado dando una red acotada en S.(E) convergente a un elemento
de L' {E} prefijado. Basicamente, dicha red se construye a partir de los valores

medios de la funcién que se pretende aproximar. Para ver esto introduzcamos

un poco de terminologia.

1.4.10 Definicién

(1) Llamaremos particion (medible) en Q a toda familia finita de subconjuntos

medibles relativamente compactos disjuntos dos a dos.

(2) Si E es casi—completo y © es una particion en Q, para cada f € L' {E}

denotaremos por f, a la funcién simple

1
fw1=;mLfd#'XA

(3) Dadas dos particiones w1, 75 en ) denotaremos m; > m, st cada elemento

de 75 es union de una subfamilia de wq, salvo conjuntos de medida nula.

1.4.11 Proposicién Si E es casi-completo y {n} es la familia de particiones en

), para cada f € L* {E} se verifica
f= liqrrn fr
DEMOSTRACION:

Aplicando el teorema anterior, dados ¢ € Q(E) y € > 0, existe s € S.(E) de

forma que

[atf—s)dp<e
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Siendo s = 3=, z;X, , probemos que para cada particién 7 > 7o
t

llg(s — fll, < llals = N, <e
con lo cual tendremos |lg(f — fr)||, < 2¢. Puntualmente, sin mas que expresar
cada A; como unién, salvo conjuntos de medida nula, de elementos de 7, tenemos:

q(s — fx) = q(inxAi—;ﬁ/Afdu-xA)

0

= Q<Z$z’XA—Zﬁ/AfdM‘XA)

™ s

= q(Z{xi—;&l—)Afdu]xA) SZW:%—)q(/A(mi—f)du)x,‘1
1

™

1
;mAQ(xi_f) duxA=Zﬂ:m/Aq(8~f) dux,

con lo cual

las =l < [ el =D du< [als =) du

Observaciones

La demostracién de la Proposicién 1.4.8 la podriamos haber construido sobre
el resultado anterior en lugar de hacerlo sobre las propiedades de las funciones
continuas. Hemos preferido hacerlo sobre éstas para resaltar la utilizacion que se
hace de la medibilidad en el sentido de Lusin. A fin de cuentas, la proposicién

anterior también se basa en dicha mediblidad.

1.4.12 Corolario Si F es casi-completo, S.(E) es amplio en L' {E}.

Por lo que se refiere a la completitud poco podemos decir por ahora cuando el
espacio E no es metrizable. Mas adelante probaremos que bajo ciertas hipétesis

L' {E} es localmente completo.
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Si E es un espacio de Fréchet, usando construcciones similares a las que se
utilizan cuando F es un Banach, puede probarse que L! {E} es completo. Mas
adelante obtendremos este resultado como caso particular de un resultado de
completitud en el sentido de Mackey.

No daremos ningun resultado de convergencia del tipo del teorema de la con-
vergencia dominada pues, (saliéndonos del caso metrizable), en los resultados que
podriamos dar de este tipo necesitariamos suponer convergencia casi—uniforme de
una sucesion para poder garantizar la y—medibilidad de la funcién limite puntual.

Atdn cuando mas adelante insistiremos sobre ello, notemos que puesto que
sobre S,(E) la topologia que induce L! {E} es la topologia del 7—producto ten-
sorial L'(u)®, E (ver Kdthe [62, §41.7.(8)]), L' { E} es un subespacio vectorial y
topoldgico de L'(u)®_E estrictamente méas pequefio en general.

De forma parecida a la construccién que hemos hecho del espacio L' {E}

1

podemos construir el espacio L},

{E} que definimos como el espacio de las (clases

de) funciones p—medibles f : @ — E tales que

qf € Li,.(n) Vg€ Q(E)

dotado de la topologia localmente convexa separada definida por las seminormas

lafx, I, = /Q qf dp

cuando ¢ recorre Q(E) y (€,) recorre una sucesién fundamental de compactos

de Q. Esta topologia coincide con la definida por la familia de seminormas

sup{/qf|h| dy . h € H}
cuando ¢ recorre Q(E) y H recorre la familia de los discos normales de L(p).

Con esta topologia la inclusién

LY{E} — L} {E}

loc

es continua. Es facil comprobar, teniendo en cuenta lo hecho para L' {E}, que

se verifica
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1.4.13 Proposicién

(1) Si f € Lj,, {E}, m: R — E definida por m(A) := [, f du es una medida
p—continua, de variacion acotada (sobre los compactos) y para cada A € R
Imly (4) = [ of du
(2) Sc(E) es denso en L}, {E}.

(3) Si E es casi—completo y {n} es la famila de particiones en §) de los subcon-

Juntos relativamente compactos, ordenada por refinamiento, entonces
f:h}rnfr vaLlloc{E}

(4) Si E es casi-completo, S.(E) es amplio en L}, {E}.

(5) Li,.{E} es completo (respect. casi—completo, sucesionalmente completo) si
y solo si lo es L* {E}.
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1.5 La propiedad de Radon—Nikodym

El uso que haremos de la propiedad de Radon-Nikodym no serd de tipo estruc-
tural, sino que sélo sera un instrumento para dar una caracterizacién del dual de
un espacio de funciones A{E} como un espacio de funciones del mismo tipo.
Aunque para caracterizar el dual de un espacio A{E} como un espacio de
(clases de) funciones 2 — E] no sea imprescindible que las funciones obtenidas
sean p—medibles en el sentido de Lusin, es de tener precisamente este tipo de

medibilidad de donde podremos obtener conclusiones sobre la dualidad
(AM{E}, MEY).

Si consideraramos un tipo de pu—medibilidad referido independientemente a
cada proyeccion

Q— E;, — (E};o,pBa)

siendo B un disco de F, las conclusiones que en este sentido podriamos obtener
serian casi nulas. Citemos como muestra de lo anterior el fuerte uso que se hace del
tipo de medibilidad en los fundamentales Lemas de Inclusién y de Localizacién.
El citado caracter instrumental de la propiedad de Radon-Nikodym provendra de
su relacién con la representacién (en el sentido de Riesz) de operadores continuos.

El teorema de Radon-Nikodym que probaremos reduce el problema a la cons-
truccién (a través del teorema cldsico de Rieffel [84]) de una densidad en un
determinado espacio de Banach construido sobre la imagen de la medida.

Como es de esperar, cuando E es un espacio de Fréchet se verifica el analogo
al teorema clasico de Rieffel, como prueba G.Y.H. Chi [20].

Antes de estudiar un teorema de Radon-Nikodym referente a nuestra inte-
gracion consideremos la relacién existente entre la propiedad de Radon-Nikodym

(en un espacio localmente convexo E arbitrario) y la representacién en el sentido

de Riesz de operadores continuos

T:L'(u)— E.
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1.5.1 Definicién

(1) Diremos que una medida vectorial m : ¥ — E (resp. m : R — E) tiene
una densidad si existe g € L'{E} (resp. g € L,.{E}) de forma que para
cada A€ X (resp. A€ R ) se verifica

m(A) = //;g du.

(2) Diremos que un espacio localmente convezro E tiene la propiedad de Radon-
Nikodym respecto de una medida p (de Radon) si toda medida vectorial
m : ¥ — E p—continua y con variacion acotada tiene una densidad. Lo

expresaremos diciendo que E tiene la RN P(u).

(8) Diremos que una aplicacion lineal T : L'(u) — E es representable (en el

sentido de Riesz) si existe g € L°{u, E} de forma que para cada f € L*(u)

Tf= [ fg du.

(4) Diremos que una aplicacion lineal T : L}, (u) — E es representable (en el

sentido de Riesz) si existe g € L{u, E} de forma que para cada f € L, (1)

loc

Tf=/fg dp.

Teniendo en cuenta el Lema de Inclusién, las funciones g consideradas en la
definicién anterior estdn definidas de forma tnica u—a.e.. Es inmediato compro-

bar que se verifica la siguiente proposicién

1.5.2 Proposicion Consideremos los siguientes enunciados

(1) E tiene la RNP(u).

(2) Toda medida vectorial m : R — E, u—continua y de variacion acotada

sobre los compactos tiene una densidad en L}, {E}.

(3) Toda aplicacion T : L*(p) — E lineal y continua es representable.
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(4) Toda aplicacién T : L}, (u) — E lineal y continua es representable.
Se verifica (1) <= (2) y (3) <= (4).

Cuando E es un espacio de Banach, los cuatro enunciados anteriores son
equivalentes; sin embargo, en el caso de un espacio localmente convexo general
necesitamos una hipétesis adicional sobre E para obtener (1) <= (3). Antes de
pasar a estudiar la relacién entre RNP y representacién de operadores citemos

algunas propiedades elementales referidas a la RNP.

1.5.3 Proposiciéon

(1) La RNP(u) se conserva por:
(a) subespacios cerrados
(b) productos numerables
(¢) sumas directas arbitrarias
(d) limites inductivos hiperestrictos.

(2) Si (Q,Z,u) es puramente atémico, i.e. st ) es union de una cantidad

numerable de dtomos, todo espacio localmente convezo tiene la RNP ().

(3) St E tiene la RNP(p) y es completo, casi-completo o sucesionalmente com-

pleto, entonces L' {E} también lo es.

(4) El enunciado anterior es cierto para L}, {E} .

DEMOSTRACION:

(1) (a) Sea F un subespacio cerrado de E y sea m : ¥ — F una medida vecto-
rial g—continua y de variacién acotada. Puesto que F' es subespacio de
E, m también es una medida en E, p—continua de variacién acotada.

Por tanto, existe g € L' {E} tal que

m(A):Agdu VA€ X,



1.5 LA PROPIEDAD DE RADON-NIKODYM 48

Bastara probar que g(t) € F p—a.e.. Puesto que m toma valores en
F'| tenemos que para cada Borel A C ) de medida finita y positiva, se

verifica

1

y aplicando el Lema de Inclusién 1.4.3 tenemos que g(t) € F p—a.e.
(En el Lema 1.4.3 suponiamos que el espacio E era casi-completo para
tener definida la integral. Ahora no necesitamos dicha hipédtesis pues

esto viene garantizado por la existencia de densidad en E).

Sea E := [], E, donde cada E, tiene la RNP(p)yseam : ¥ — E
una medida vectorial p—continua de variacién acotada. Para cada
n € N, sea j, : F — E, la proyeccién canénica y sea m, la medida

p—continua de variacién acotada
. m .7
My (= M Yy —F->S -

Puesto que cada E, tiene la RN P(u), existe g, € L' {E,} densidad

de m,,. La funcién

g:=(gn):t€Q - g(t):=(gn(t)) €EE

es p—medible. Por otra parte, si ¢ es una seminorma continua sobre
E, existe una cantidad finita de indices J C IN de forma que para cada
n € J existe ¢, € Q(E,) tal que

g(z) < Z gn(zn) Vz = (z,) € E.

ned
Por tanto qg < 3 ,c7qngn € LY (1) y g € LY {E}.

Sea I un conjunto de indices arbitrario y sea una suma directa
E = @ Ei
i€l
donde cada E; tiene la RNP(u). Denotemos por u; : E — E; las

proyecciones candnicas. Sim : ¥ — E es una medida u—continua de



1.5 LA PROPIEDAD DE RADON—-NIKODYM 49

variacion acotada, también lo es cada
mii=um: Y — F =5 E; 1€ 1,
y, ademas, el conjunto
m (L) :={m(A): A€ X}

es acotado en E. Por tanto, existe un conjunto finito de indices J C I
tal que u; (m (X)) = {0} parai € I'\ J, y u; (m (X)) es acotado en E;
para: € J. Para cada ¢ € J sea g; € L! {F;} la densidad de m; y, para
cadaz € I\ Jseag,=0¢€ L'{E;}. La funcién g definida por

g:t€N —g(t) = (gi(t)) € E.
es p—medible. Ademds, si ¢ € Q(F), para cada i € [ existe ¢; € Q(E;)
de forma que
q(z) < max{g(z;):1 €I} Ve=(z;)€E
y, por tanto, puntualmente se verifica
g9 < max {gigi :1 € H} € L*(y)

y obtenemos g € L' {E}. Comprobemos que ¢ es la densidad de m.
Tenemos que probar que para cada 2’ € E' y cada A € ¥ se verifica

que
(2, m(A)) = / (', g) dp.
Teniendo en cuenta la identidad algebraica de E’ y [[;c; E! asi como

su dualidad con E tenemos que 2’ = (z!), donde 7} € E! para cada

rely

(@,m(A4)) = > (ai,mi(A4)) =) (z},mi(A))

1€l ieJ
= Z/ (zi, 9:) dﬂ=/ > aigi dp
ieg /A Ales

= /Azwégi du=/<w’,g> dp.

1€l
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(d) Sea E un limite inductivo hiperestricto de una sucesién (E,) de espa-
clos localmente convexos. Es decir, (E,) es una sucesion creciente de
espacios que recubre E, cada E,, induce sobre E, la topologia de £,
y éste es cerrado en E, ;. De esta forma, E induce sobre cada E, la

topolgia de E, y todo acotado en E es acotado en algun E,.

Supongamos que cada E, tiene la RNP(p) y seam : ¥ — E una
medida y—continua de variacién acotada. Puesto que m (X) es acotado

en E. existe r € IN tal que
m (X) C E, y es acotado en la topologia de E,.

Con respecto a la topologia de E,., m : ¥ — E, es una medida
p—continua de variacién acotada y, por tanto, existe ¢ € L' {E,}

de forma que
m(A)=Agdu VA e X.
Puesto que la topologia de E, coincide con la heredada de F, la funcién

g obtenida estd en L' {E}.

(2) Si 2 = U, A, es una descomposicién de ) en dtomos de medida positiva

y m : ¥ — E es una medida py—continua de variacién acotada, la funcion

g : @ — E definida por
g = Zm(An)XAn

estd en L1 {E} y es la densidad de m.

(3) Si E tiene la RN P(u), entonces el espacio L' { E} es isomorfo, algebraica y
topologicamente, al espacio cabv (Z, p, E) que es respectivamente completo,

casi-completo o sucesionalmente completo si E lo es (Proposicién 1.3.5).

(4) Anélogo a (3).
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Para un espacio localmente convexo arbitrario no es cierto el andlogo al teo-
rema de Rieffel, es decir siendo m : ¥ — E p—continua, de variacién acotada y

con rango ponderado localmente relativamente compacto, puede no tener densi-

dad (en el sentido que consideramos).

1.5.4 Ejemplo [94, 6.11]
Sea Q := [0,1] dotado de la medida de Lebesgue y sea E := [*°(I) dotado
de la topologia s (I°°(TI),1*(I)), siendo I un conjunto de indices no numerable. Si

tomamos como I la bola unidad de L* (Q) la medida
m:Ae€X - m(A):= (/Ahd,u:h61>

tiene rango y—ponderado relativamente compacto, en la topologia considerada,
pero no puede tener densidad (en L' {E}), pues si f := (fh) € L'{FE} fuera
densidad de m, existiria una sucesién de compactos disjuntos (K, ) tales que
p(Q\UK,) =0y

f:K, — E es continua
para cada n € IN. Puesto que para cada h € I, f, debe estar en la clase de h € I,

tenemos que todas las clases de funciones de [ tienen un representante continuo

sobre cada K, y esto es imposible.

1.5.5 Lema SiT : L'(u) — E es lineal y continua, definimos la medida vectorial
m: R — E mediante m(A) =T (XA) Son equivalentes:

(1) T es representable.

(2) m tiene una densidad g.

En este caso g € L {E} y para cada g € Q(F) se verifica

laglleo = T, := sup {qﬁuf )t e I, f 4 o} < too.
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DEMOSTRACION:

(1) = (2) Siendo T representable existira g € L™ {E} de forma que

T(f) = /fg dp para f € L'(p)

y por tanto,
m(A)z/XAg dﬂzng dy para A€ R.

(2) = (1) Sea m(A) = f,g9 dp con g € L}, .{E}. Puesto que para cada
g € Q(E)y A € R se tiene

q(m(4)) = ¢(T (x,)) < ITla(4),
m es de variacién acotada, u—continua y ademas
Im|o(A) < (I Tlq - u(A). (1.5.1)

Por otra parte, puesto que

mly(4) = [ ag du. (15.2)

qg esté en L®(u) y g € L™ {E}. La aplicacién lineal y continua

Ty : f e LMu) — Tu(f) ::/fg du€E

coincide con T' sobre las funciones simples de soporte compacto y por tanto sobre

todo L'(y). De (1.5.1) y (1.5.2) tenemos ||ggllec < ||T'||q ¥ puesto quesi f € L*(x)

¢(Tf) = q(/fgdu)
< [1flag du <11l llag)..

tenemos la otra desigualdad [|T||, < ||g9||co- =
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1.5.6 Corolario Siendo T : L} () — E lineal y continua definimosm : ¥ — E

loc

por m(A) =T (XA>' Son equivalentes :
(1) T es representable.

(2) m tiene una densidad g.

En este caso g € L {E} y para cada ¢ € Q(FE) existe un compacto K C Q tal
que ¢(Tf) =gq (T (fXK)) y se verifica

lggllee = 1la9%, oo
T
sup{ 9(ZJ) t f € Lio(n), fxy # 0} < +oo.
Xl
DEMOSTRACION:

Si (2,,) es una sucesién fundamental de compactos de 2, la topologia de L, .(x)

queda definida por las seminormas

palf) = g, Nl = [ 171 de

Por tanto, para cada ¢ € Q(FE) existen n(q) € IN y Cyy > 0 de forma que

Vf € Li,.(n)
q(Tf) < Cr(q)Pr(g)(f) (1.5.3)
(1) = (2) Como en el lema anterior.
(2) = (1) Sea m(A) = [, g du con g € L' {E}. Tenemos que probar que
g € L {E}, es decir que para cada ¢ € Q(E), gg € LZ(p). Para cada A € &

tenemos

gm(A) = q (T (x,)) < Cuia) - 1 (AN Qugy))

q ( / g du) = 0.
A\Qpg)

Luego gg se anula p—a.e. en O\ Q,, v qg € L¥(u). De esto dltimo se deduce

y por tanto

que la aplicacién lineal T, : L}, (p) — E definida por

7,() = [ of du
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es continua y, puesto que coincide con T sobre {X LiAE R}, también lo hace
sobre S.(u) y, por densidad, sobre L} (). Puesto que T =T, y sop(qg) C (g
de (1.5.3) se deduce que

¢(Tf) = ¢ (fonn(q)) < ||qg||oo/9n(q) |f1 du

Por otra parte, siendo K = €, e ix : L'(K,p) = Lj,.(¢) la inmersién

candnica, Ttx es continua y aplicando el lema anterior obtenemos que

lagllee = 1la9X,lloo
= sup {qffﬁf . fe LMK, p), f# 0}
- sup{ a1/ :fELzloc(u),f-xK#O}
I fx 11

1.5.7 Definicién

(1) Dado un espacio de medida (Q, X, 1), un espacio localmente convero E y
una medida vectorial m : ¥ — E, se denomina rango p—ponderado de m
sobre un subconjunto Ay de medida positiva y finita al subconjunto de E

my(Ao) := {% tu(A) >0,AC Ao}

(2) Una propiedad de conjunto P sobre ¥ se demomina local st para cada Ag € ©
de medida finita positiva existe algin Ay € ¥, A; C Ao de medida positiva
con la propiedad P.

Asi, se dice que m tiene rango y—ponderado localmente acotado (relativamente
compacto,...) si para cada Ay € ¥ de medida finita y positiva, existe A; C Ay de

medida positiva, tal que m,(A;) es acotado (relativamente compacto,...) Puesto
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que estamos trabajando con una medida de Radon, en (2) podemos suponer que
Ap v A son compactos.

Es facil ver, al igual que en el caso Banach [30, 3.2.4], que si P es local, si
Ap C X tiene medida finita y positiva y ¢ > 0, entonces existe A; C Ap tal
que p(Ao \ A1) < € y A; tiene la propiedad P. Asimismo puede obtenerse una

particién (A,) de £, salvo un conjunto de medida nula, tal que cada A, verifica

P.

1.5.8 Proposicién Siendo E casi—completo son equivalentes:

(1) Toda aplicacion lineal y continua T : L'(u) — E es representable.

(2) Toda medida vectorial m : ¥ — E p—continua, de variacion acotada y con

rango p—ponderado localmente acotado tiene densidad.

DEMOSTRACION:

(1) => (2) Sea m : ¥ — F en las hipdtesis de (2) y sea (K,) una sucesién

disjunta de conjuntos de medida finita tales que

@ (Q\le’n) =0y B,:=m,(K,)n=12,...
es un subconjunto acotado de E. Para cada n obtendremos una densidad
9 € L7{E}

de la medida m,, : ¥,, — E que m induce sobre K,. La funcién ¢ definida como

gn en cada K, sera la densidad buscada. Sea T, : L'(p) — F la aplicacién lineal

continua definida por
Ta(s) := /A sdy para s € S(p),
es decir, si s = 3, a;x, con los A; disjuntos dos a dos, es

Ta(s) == Zaim (AiNK,).
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La continuidad de T,, : S(u) — E se obtiene de forma inmediata de la acotaciéon

de B,,. Teniendo en cuenta (1), sea g, € L= {E} tal que

T(f) = [ fondu  ¥fEL'(n).

Trivialmente g,, se anula p—a.e. en Q \ K,. Sea g la funcién definida mediante

9= Z Gn Xk,

n

vamos a comprobar que g estd en L! {E} y que m(A) = [, g dp para cada A C ()
medible. Puesto que (K,,) es una particién medible de () y cada g, es p—medible,
g es p—medible. Por otra parte, para cada ¢ € Q(E) y cada n € IN se verifica
que ggnX, € L*(u) y puesto que

5 [ a0, dit = X mly (K2 =l (9) < o0

aplicando el teorema de la convergencia monétona tenemos que

99 =D q9nX,, € L'(n)

ysi A€ X,
m(A):lipZm(Aﬂl{i):liTanZ/Agi dy:/Ag d.
i=1 =1

(2) = (1) Sea T : L*(u) — E una aplicacién lineal continua y sea B la
clausura de la imagen mediante T' de la bola unidad de L'(yx). Sea (K,) una

particion medible de Q en conjuntos de medida finita y consideremos las medidas

mn:AEZ—»mn(A):T( )EE.

X ankn

Puesto que cada m,, es y—continua, de variacién acotada y con rango pg—ponde-
rado acotado, existe g, € L' {E} de forma que m, (A) = [, g, du. Al igual que

en la demostracién del reciproco, consideremos la funcién y—medible

9= gnXy,
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y comprobemos que ¢ € L*{E} y Tf = [ fg du para cada f € L'(p). Para
n=12,...y AC K, medible de medida positiva, puesto que

aplicando el Lema de Inclusién (1.4.3), tenemos que para cada n,
g(t)¢EB p—ae en K,

y por tanto ¢(t) € B p—a.e. Asi pues, g € L™ {E} y es facil comprobar que para
cada f € L'(p) se verifica

Tf = [ fg du.

En [21] y [22], G.Y.H. Chi estudia la propiedad de Radon-Nikodym referida a
un concepto de integral fuerte que, aunque no coincide con el nuestro, nos permite
tener ejemplos de espacios con dicha propiedad, referida a nuestro concepto de
integral.

En los trabajos citados las p—medibilidades que se consideran (hay ligeras
diferencias), si bien se refieren a una medida finita y positiva p abstracta, se
definen a través de la convergencia casi-uniforme de una sucesién de funciones
simples. Asimismo, se consideran propiedades que de alguna forma sustituyen a
las que hemos considerado, tanto para la p—medibilidad en el sentido de Lusin
respecto de una medida de Radon como para la integral.

El teorema de Radon-Nikodym cuya demostracién veremos es, en lo esencial,
el considerado en los trabajos de Chi [21] y [22], de E. Saab [86], y, desde otro
punto de vista, el considerado por G.E.F. Thomas [94, 6.12, p. 93].

Considerando el espacio de medida (IN, P(IN), 1) donde y es la medida cardi-
nal, el espacio L' {E} es el espacio de las sucesiones absolutamente sumables de

E
M{E} == {(z.) € BN : (q(zs)) € I* Vg € Q(E)}
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dotado de la topologia definida por las seminormas

Iz ll, =2 _alza) g€ QE).

1.5.9 Definicién Se dice que un espacio localmente convezo E tiene la propiedad
(B) de Pietsch si todo acotado M de I {E} es acotado en algin I' {EB} siendo
B C E un disco; es decir, existe un disco cerrado B C E tal que
(a) para cada z = (z,) € M se tienez, € E_,n=1,2,... y
(b) el conjunto {(pB (xn)) (zn) € M} es acotado en [*.

Diremos que E tiene la propiedad (BM) si para cada acotado M de I' {E}
existe un disco cerrado metrizable B C E tal que se c.mnplen (a) y (b).

Diremos que E tiene la propiedad (CM) si para cada acotado M de I' {E}

existe un disco compacto metrizable B C E tal que se cumplen (a) y (b).

1.5.10 Ejemplos [21], [22], [83].

(1) Los siguientes espacios tienen la propiedad (B):
(a) los espacios metrizables.
(b) los espacios (df).

(2) Los siguientes espacios tienen la propiedad (BM):
(a) los espacios metrizables.

(b) los limites inductivos hiperestrictos de una sucesién de espacios con

dicha propiedad. En particular los (LF) estrictos.

(3) Los siguientes espacios E tienen la propiedad (CM):

(a) metrizables de Montel.
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(b) metrizables nucleares.
(c) (DF) de Montel.

(d) dual nuclear casi-completo. En particular £ = F; siendo F un

tonelado nuclear o un Fréchet nuclear o un (DF) nuclear completo.

(e) Si F es un metrizable separable, su dual F’ dotado de la topologia
precompacta £ = F) tiene la propiedad (CM). En particular si F es

un metrizable Montel o Schwartz.

(f) Si F es un Fréchet separable tal que su dual F’ dotado de la topologia
fuerte es co-Schwartz, entonces £ = F} tiene la propiedad (CM).

Para espacios con la propiedad (B) de Pietsch tendremos la equivalencia entre

representacion de operadores y propiedad de Radon-N'..odym.

1.5.11 Lema S: E tiene la propiedad (B) de Pietsch, toda medida vectorial
m:¥ —FE
p~—continua y de variacion acotada tiene rango p—ponderado localmente acotado.

DEMOSTRACION:

Sea m : ¥ — E p—continua de variacién acotada y sea M el conjunto de

sucesiones en E dado por
M := {(m(A,)) : (An) C X es disjunta }.
Puesto que para cada sucesién (A,) disjunta y cada ¢ € Q(E) tenemos
> a(m(An)) < |m (Q) < +oo

M es un subconjunto acotado de I { E} y por tanto existe un disco cerrado B C F
tal que M es un subconjunto acotado del espacio normado ! {E . }, es decir existe

p < +oo tal que
>_p, (m(An)) < p V(m(An)) € M.
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Por tanto, respecto a la topologia que define la norma p_, m es una medida

vectorial con valores en E_, pues siendo convergente cada serie

Y m(Ay)

en el Banach que resulta de completar EB , su suma tiene que ser m (U, A,) € EB
por serlo respecto de una topologia menos fina. Ademas tiene variacién acotada

respecto a p_

pl (1) = sup { S, (m(4) < (m(An)) € M} < s
y es p—continua puesto que si u(A) = 0 entonces m(A) = 0. Por tanto
Im|, : & — [0, +00)

es una medida positiva y—continua y aplicando el ieorema de Radon-Nikodym

(23, Th. 4.2.3, p. 135] existe h € L!(y) tal que
Iml_(A) =/ hdy VAeX.
A
Siendo (H,) una particién de §) en conjuntos de medida finita y positiva y siendo
Doei={teH,: k—1<h(t) <k} k=1,2,...

para cadz n v cada k tenemos

{%ﬁi—)A):ACan} Cn—1Ln]

y por tanto [m|_ y m tienen rango u—ponderado localmente acotado.

Aplicando el lema anterior y la Proposicién 1.5.8 tenemos

1.5.12 Corolario Si E es casi-completo y tiene la propiedad (B) de Pietsch, son

equivalentes:
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(1) Todo operador continuo T : L'(u) — E es representable.

(2) Todo medida vectorial m : ¥ — E p—continua y de variacion acotada tiene
densidad.

Teniendo en cuenta lo demostrado en el Lema 1.5.11 también tenemos una

propiedad de estabilidad de la RN P(u).

1.5.13 Corolario Si E tiene la propiedad (B) de Piestch y para cada disco cerra-
do B C E, el espacio normado (EB,pB) tiene la RNP(u), entonces E también

la tiene.
DEMOSTRACION:

Sim: Y — E es una medida g—continua de ariacién acotada, en la de-

mostracién del Lema 1.5.11 hemos obtenido un disco cerrado B C E tal que
m:Y — (EB, pB)

es una medida p—continua de variacion acotada y por tanto, tiene una densidad
ge L’ {EE } Puesto que la topologia de la norma es mas fina que la que induce

E tenemos que g € L' {E}.

Pasemos a abordar un teorema de Radon-Nikodym. La base fundamen-
tal, al igual que para teoremas de Radon-Nikodym referidos a otros tipos de
p—medibilidad serd el utilizar el teorema de Rieffel en un espacio de Banach
apropiado. Este espacio de Banach se puede construir sobre un disco cerrado
metrizable en un espacio localmente convexo arbitrario. Enunciamos sin de-
mostracion este resultado que originalmente aparece en el trabajo de Larman y
Rogers [66].

Una construccién parecida fue usada anteriormente por Grothendieck [50,

Chap. I, p. 69] para probar que siendo E un espacio de Fréchet, todo acotado
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de L'(1)®,E es acotado en algin Ll(u)®ﬂEB siendo B un disco cerrado de E.
También con anterioridad al resultado de Larman y Rogers, Rieffel [84, Th.5.2]
probé un resultado similar (considerando en un espacio localmente convexo un
compacto cuya topologia tiene una base numerable) con objeto de obtener los
teoremas de Dunford y Pettis [36] y Dieudonné [32] a partir de su teorema de
Radon-Nikodym [84]. También en el contexto de teoremas de Radon-Nikodym,
el resultado de Larman y Rogers ha sido usado por Chi [21] y [22] y por E. Saab
[86]. Teniendo en cuenta el caracter bornolégico de la construucién citada, Bom-
bal establece los principios de una teoria de la medida e integracién en espacios
bornolégicos convexos [12] y demuestra un teorema de Radon-Nikodym en dichos
espacios [13]. Como consecuencia, obtiene un teorema de Radon—Nikodym [13,
Th. 3] en espacios E, localmente convexos casi-cor ¢tos con la propiedad es-
tricta de Mackey, es decir tales que si B C E es acc: -do, entonces existe un disco
cerrado C' C E de forma que el espacio normado E  induce sobre B la topologia

que este hereda de E. Este tltimo resultado ya habia sido obtenido por Gilliam
[46]

1.5.14 Lema [86, Th. 2.1, p. 283]

St B C E es un disco cerrado metrizable, sobre el subespacio vectorial E_
generado por B existe una norma N tal que la topologia inducida por (EB,N)

sobre B coincide con la que este hereda de E.

La norma citada se construye de la siguiente manera:

Sea (U,) una sucesién de entornos de 0 en E, absolutamente convexos y cerrados,

tales que
(1) Un+1 + Un+1 C Drn-
(2) {U, N B} es un sistema fundamental de entornos de 0 en B.

y sean ¢, > 1 tal que B C ¢,U,. La norma N sobre E_ queda definida por

1
Nz):=> 5n P,
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Parafraseando la mayor parte del teorema 3.2 del trabajo de Chi [21] tenemos

1.5.15 Teorema Sea E un espacio casi-completo con la propiedad (BM) y sea

m : L — E una medida vectorial. Son equivalentes:

(1) m tiene densidad (respecto de p).
(2) m es u—continua, de variacidn acotada y tiene rango p—ponderado local-
mente relativamente compacto.

DEMOSTRACION:

(1) = (2) Basta tener en cuenta que existe una sucesién de compactos (K,)

en ) de forma que (2 \UK,) =0y
f: K, — FE es continuc.

y que
m(K,) = ——=: A C K, es de medida positiva }
) = {5

es un subconjunto de ¢o(f(K,)) que es compacto por serlo f(K,).
(2) = (1) Supongamos en primer lugar que el espacio es de medida finita.

El conjunto de sucesiones
M :={(m(A,)) : (A,) C X es disjunta }
es un subconjunto acotado de I* {E}:
Vg € Q(E) zﬂ:qm(An) < |m|, ()
y por tanto existe un disco cerrado metrizable B C F tal que

S op,(m(4) <1 V(m(A,)) € M.

En el espacio de Banach (EB, pB>, m es una medida vectorial y—continua y de

variacion acotada

Im| (Q) <1
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y por tanto m tiene rango p—ponderado localmente p_ —acotado.

Siendo N la norma, sobre £, construida en el lema anterior, sea F' la com-

plecién del espacio normado (EB N ) Entonces
m:3— F

es una medida p—continua de variacién acotada. Comprobemos que tiene rango
ponderado localmente relativamente compacto en F.
Si Ay € X tiene medida finita y positiva, puesto que m tiene rango ponderado

localmente p _—acotado, existe A; C Ay de medida positiva tal que

mu(Ay) == {’Z((:)) CAET,AC AL A) > 0}

es p_—acotado, i.e., para cierto p > 0
my(41) C pB.

Por otra parte. existe A; C A; de medida positiva tal que m,(A;) es relativamente

compacto e [, y puesto que
mu(A;) C mu(Al) C pB,

también sera relativamente compacto en F. Aplicando el teorema de Radon-

Nikodym de Rieffel al Banach F existe g € L*(u, F) tal que
m(A)-:/Agdu VAES
Ademas, siendo (7) la familia de las particioneé finitas de §) dirigida por refi-
namiento, se verifica, en la topologia de L'(y, F),
. 1 m(A)
g=lmg ¢ := —/gdux =) X
™ 2 u(A) Ja P> p(A) =

Agm A€m

y existe una sucesién (7,) tal que puntualmente

g= l;rmgm p— a.e.
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Las funciones simples g, toman valores en E . Denotemos por g a gr,. Si

t € ) es uno de los puntos tales que
gn(t) converge en F,

entonces la sucesion (g,(t)) es acotada y de Cauchy en E, y por ser este casi-

completo, convergente. Por tanto existe u—a.e. el limite en F

f(t) = lim g, (2).
Esta funcién f: Q — E definida coincide y—a.e. con g, es decir g(t) € E p—a.e.
Puesto que g es una funcién u—medible en un Banach, la sucesién (g,) converge
casi-uniformemente a f, en la topologia de (EB,N ) y por tanto en la de E.
Teniendo en cuenta la Proposicién 1.2.4 tenemos que f : ! — E es p—medible.
Puesto que f toma valores en E_ y N define sobre £ una topologia mas fina

que la que este hereda de E, para cada ¢ € Q(E) existe a > 0 tal que
g(z) SaN(z) VzeE,

Por tanto puntualmente ¢f < aNf € LY (u) y f € L' {E}.
Si el espacio no es de medida finita, podemos expresarlo como una unién
numerable disjunta de conjuntos A, de medida finita y, aplicando lo anterior,

tendremos una sucesién f, € L' {A,, E} tal que si A C A, es medible, entonces

A) = n dp.
m(4) = [ fa du
La funcién

f::EfnxAn Q- F

definida como f, en cada A, es u—medible. Ademds, para cada ¢ € Q(F) y cada
n €N

> [, af du= 3 bl (4) < b, ()

¥, por tanto, ¢f € L*(u) y f € L* {E}.
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1.5.16 Corolario Supongamos que E es casi-completo y tiene la propiedad (CM)

y seam: X — E una medida vectorial. Son equivalentes:

(1) m tiene densidad (respecto de ).

(2) m es p—continua de variacion acotada.

1.5.17 Corolario Todo espacio casi-completo con la propiedad (CM) tiene la
propiedad de Radon-Nikodym.

1.5.18 Proposicién Supongamos que E es casi-completo, tiene la propiedad (B)
y verifica la condicion estricta de Mackey. Sim : ¥ — E es una medida vectorial,

son equivalentes:

(1) m tiene densidad (respecto de u).

(2) m es p—continua de variacién acotada y tiene rango u—ponderado relati-

vamente débil-compacto.

DEMOSTRACION:

Con las hipétesis consideradas, E tiene la propiedad (BM) y, por tanto, apli-
cando el Teorema 1.5.15 sélo tenemos que demostrar
(2) => (1) Supongamos que el espacio es de medida finita. Consideremos la
construccién hecha en el Teorema 1.5.15 del conjunto de sucesiones M C ! {E}
y del disco cerrado B C E. Puesto que E verifica la condicién estricta de Mackey,
existe un disco cerrado C' O B tal que el espacio de Banach F' := (E o pc> induce

sobre B la misma topologia que E. Por tanto,
m:%— F

es una medida vectorial g—continua de variacién acotada (respecto a p.). Com-
probemos que el rango pu—ponderado de m es localmente relativamente débil-

compacto (en F'), con lo cual podremos aplicar el teorema de Radon-Nikodym
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de Rieffel. Con la misma terminologia que en el Teorema 1.5.15, sean Ap € X,

A; C Ag tal que

_{m(A)
m,(A;) := {TA) A€ X, AC Ay pu(A) > 0}

es p, —acotado:

m,(A1) C pB  (p>0).

Por otra parte, existe A; C A; de medida positiva, tal que u(Ao \ 41) < ey

m,(Az) es relativamente débil-compacto en E, y puesto que
m,(Az) Cmu(A1) C pB

las topologias inducidas por E y por F' coinciden sobre acz (m,(Az)) y éste es
débil-compacto en F pues este hecho sélo depende de la topologia inducida por
F, no por (F,s(F, F")) (Grothendieck [52, Chap. 2, part 8, Ex. 2]). Ahora basta
aplicar el teorema de Radon-Nikodym de Rieffel a m : ¥ — F'y continuar como

en la demostracién del Teorema 1.5.15.

1.5.19 Corolario Todo espacio de Fréchet reflexivo tiene la propiedad de Radon— |
Nikodym.

DEMOSTRACION:

Si E es un Fréchet, estamos en las hipétesis de la proposicién anterior y ademas
toda medida pg—continua de variacién acotada tiene rango p—ponderado local-
mente acotado (Lema 1.5.11). Siendo F reflexivo todo acotado es relativamente

débil-compacto y aplicando la proposicién anterior tenemos el resultado.



Capitulo 11

ESPACIOS DE FUNCIONES
INTEGRABLES.

2.1 Introducciéon. Espacios de funciones es-
calares

En el Capitulo 1 hemos estudiado, por un lado la medibilidad e integracién de
funciones vectoriales f : ! — E, y por otro, los espacios de funciones L* {E}
y L'{E}. En lo que sigue, consideraremos espacios de funciones f : & — E
construidos de forma similar a los anteriores, es decir, dado un espacio A, de
funciones escalares localmente integrables sobre un espacio de medida de Radon
(Q,%, 1), y dado un espacio localmente convexo E, A {E} sera el espacio de las

funciones p—medibles
Q= FE
tales que para cada seminorma continua ¢ sobre E, la funcién

gf : Q2 —- R

esta en A. Considerando sobre A un determinado tipo de topologia, definiremos

de manera natural una topologia sobre A {E}.

Siendo A un espacio perfecto (en el sentido de Kothe), de sucesiones escalares,

es decir, tal que A coincide con A**, donde
V= {(an) ERN: (anby) €' V(by) € A}

68
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los espacios de sucesiones A { E} estudiados por Pietsch quedan definidos como

ME} = {(z.) € EN: (q(z.)) € X Vg€ QE)]

y se dotan de topolgias definidas a partir de la topologia de E y ciertas familias
M de acotados de A\*. El caso general de estos espacios ha sido estudiado por

De Grande-De Kimpe [26], Rosier [85] y Florencio y Padl [39].

Por lo que respecta a funciones escalares, partiremos de la situacién consi-
derada por Dieudonné en [31]; es decir, un espacio de medida de Radon en el

sentido que lo hemos considerado en el Capitulo 1. Los espacios de funciones A

1

que consideraremos seran subespacios normales de Lj,,

(p), es decir tales que si f

estaen A,y ¢g: ) > R es una funcién y— medible tal que

g < 1f(@)] p—ae

entonces ¢ también estd en A. El a—dual de A es el espacio
A* = {g:Q—>IR:g es u—medibley gf € L'(p) VfEA}

Se dice que A es perfecto si A = AXX,
Puesto que para cada g € L},.(¢) existen funciones h € Sc(u) tal que

/ghdﬂ#O,

si S.(p) C A, la forma bilineal (f,g) := [ fg du define una dualidad sepa-
rada sobre (A, A*) (A* siempre contiene a S.(u)). Ademas, respecto a cualquier
topologia compatible con la dualidad, S.(E) es denso en A y en A*. Nosotros,

trabajando con espacios A normales, supondremos que

LE (1) © A (C L)) -

A través de las topologias débiles del par (L}, (u), L(p)), Dieudonné [31] obtuvo
los resultados basicos sobre la dualidad (A, A*). En particular, que la envolvente

normal

n(M):={af: f € M,a € L*(n), ||, <1}
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de un conjunto M débil-acotado (s(A,A*) o s(A*,A)), es débil-acotado.

Dada una familia M de subconjuntos s (A%, A) —acotados normales que re-

cubre A* y tal que verifica :
(1) Si My, M; € M, entonces existe M € M tal que MU M, C M.
(2) Si M € My p>0, entonces pM € M.

llamaremos M —topologia sobre A a la topologia de la convergencia uniforme
sobre los conjuntos M € M. Asi, un sistema fundamental de M—entornos de 0

viene dado por

{M°: M e M}
y un sistema fundamental de seminormas para dicha topologia es
r (f)=p , = sup{/lfgl du:g € M}-
Los casos extremos para la familia M son

(1) N, la familia generada por las envolventes normales de un sélo elemento de

A*. Un sistema fundamental de seminormas viene determinado por

r,(0) = [ 1fgl du

cuando g recorre A*. Esta topologia suele denominarse la topologia normal
de A.

(2) B, la familia formada por los subconjuntos normales s (A%, A) —acotados.
La B—topologia coincide con la topologia fuerte b (A, AX) pues la envolvente

normal de cualquier conjunto débil-acotado es débil-acotada.

A las M—topologias las denominaremos topologias normales. La topologia de
Mackey m (A, A*) es una topologia normal [31, Prop. 8 y 9] y [87, Cor. 2.6].
De la misma forma se definen las M—topologias sobre A*, siendo M una

familia de s (A, A*) —acotados.
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Las dos topologias normales A (A,AX) y A (A*,A) son compatibles con la
dualidad y ademas A* (y, por tanto, cualquier A que sea perfecto) es completo
para cualquier topologia normal.

Un resultado que tendremos en cuenta mas adelante es el siguiente:

2.1.1 Proposicién [87, Prop. 3.2 y Th. 3.3].

Para una M—topologia son equivalentes:

(1) Para cada f € A se verifican

(@) limy4)—o0 fx, =0.

(b) Siendo (2,) una sucesidn fundamental de compactos de (,
lirrbnfxnn = f.
(2) (A, M) =A%, ie. N <M< m(AA).

Para estos y otros resultados referentes a las topologias normales sobre A y
A, nos remitimos a J. Dieudonné [31], C. Séez [87] y M. Florencio, P.J. Pail y
C. Saez [42].

Considerando un espacio de funciones A, varios autores han estudiado los
espacios A { £} cuando E es un espacio de Banach e incluso siendo sélo un espacio
normado, N. Phuong-Cac [79], M. Florencio, P.J. Paill y C. Saez [40] y [41], L.
Drewnowski, M. Florencio y P.J. Patil [33]. Nosotros consideraremos espacios

A {E} donde E es un espacio localmente convexo arbitrario.
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2.2 Espacios de funciones A{FE}.

Considerando los espacios A de funciones escalares, dotados de una topologia
normal, definiremos los espacios A {E} sobre los que tendremos definida una
topologia de forma natural. La definicién tiene cierta similitud con la definicién
de producto tensorial, pero de ningiin modo puede considerarse un caso particular
de estos. Como veremos mas adelante, hay casos importantes en los que ambas

construcciones coinciden.

2.2.1 Definicién Dado un espacio normal A de funciones escalares tal que

LE(u) C A C Ly (p)

y un espacio localmente convexo E, denotaremos por A {E} al espacio vectorial

de las funciones f : Q — E u—medibles tales que

Vg € Q(E), qf € A.

Dada una M —topologia sobre A, definimos sobre A {E} la M—topologia mediante

la familia de seminormas

q,,(f) = PMO(Qf) = sup {/qf|hl du:h e M}

cuando M recorre M y q recorre Q(E).

Puesto que S.() C A y merced al Corolario 1.2.11, identificando en A {E}
funciones que coinciden p—a.e., la topologia localmente convexa definida sobre

A{E} es separada, pues si ¢f =0 p—a.e. para cada ¢ € Q(E), se tiene

f=0 p— a.e.

Dados subconjuntos GG C £y R C A, denotaremos por [R, G] al subconjunto
de A{F}

[R,G] := {fEA{E'}:f(t) €EE_p—aey prER}
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Con esta notacién, un sistema fundamental de entornos de 0 en A {E} para

la M—topologia viene dado por

[M°, U]

cuando M recorre M y U recorre un sistema fundamental de entornos de 0 en
E.

2.2.2 Definicién Diremos que un subconjunto H de L], {E} es normal si

loc
feHyael®p)con | <1=af € H

Denominaremos envolvente normal de H a

n(H) :={af : f € Hya € I°(n), |le,, <1}

Considerando sobre L {E'} la topologia asociada a la topologia limite induc-
tivo de L°(u) y sobre L},. { E} la topologia asociada a la topologia de espacio de

Fréchet de L] (u) es inmediato comprobar

2.2.3 Proposicién Para cualquier M—topologia sobre A {E} las siguientes in-

clusiones son continuas

L*{E}C A{E}C L, .{E}

loc

2.2.4 Proposicién Se verifica :
(1) Para cada g € Q(E), I, : A{E} (M) — A(M) definida por I,(f) :=qf, es
uniformemente continua.

(2) Si E es casi-completo, para cada A C 2 medible relativamente compacto,

la aplicacion integral sobre A, [, : A{E} (M) — E, es continua.
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Usando que todas las topologias normales en A (0 en A*) tienen los mismos

acotados obtenemos

2.2.5 Proposicion Sea H C A{E}. Son equivalentes:

(1) H es M-acotado para alguna (cualquier) M—topologia sobre A {E}.
(2) n(H) es M-acotado para alguna (cualquier) M—topologia sobre A {E}.
(3) Para cada q € Q(E), ¢H := {qf : f € H} es acotado en A.

(4) Para cada q € Q(E) y cada o € A*, el conjunto

{ [1alas du 1 € 1}

es acotado en R.

Veamos la relacion existente entre los espacios A {E} y el producto tensorial

de los espacios A y E. Factorizando la aplicacion bilineal
Ax E— A{E}

(a,2) > -z

a través del producto tensorial A ® E, podemos sumergir A® £ en A {E} con la

identificacién
ZO[Z'@.’Ei = Zai - I;.
z 7

Consideremos sobre A una M —topologia y sobre A {E} la M~topologia aso-
ciada. Sobre A ® F denotemos por t(M) la topologia inducida por la anterior,
por 7(M) y e(M) las topologias producto tensorial = y € que se obtienen al

considerar sobre A la topologia M. Siendo

r.(a) ::sup{/la[|h| d,u:hEH} a €A,

estas topologias quedan definidas por las siguientes familias de seminormas :
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(1) m(M) queda definida por

(r, ®-q) (P mf{Zr (ai)g ch@w,}

cuando H recorre M y q recorre Q(F).
(2) (M) queda definida por
egu(f) = SG,U(Z; a;;)
= sup{|2 (i, u) (ziy l:uEGo,x'EU"}

cuando G'y U recorren sistemas fundamentales de entornos de 0 de A y £

respectivamente (G° y U° son las polares en A’ y F’ respectivamente).

2.2.6 Proposiciéon Sobre AQ E, M < n(M).

DEMOSTRACION: Siendo f € A ® E, para cada representacién

:Zai@)mg con o €A z,€E
tenemos, para cada g € Q(E) y cada H € M,
r (qf) = sup {/qflhl du:h € H}
< sup {/Zq(xi)laiHM du:he H}
< D qlwi)sup {/laiHhI du:he H}
= ;q(x ), (ai)

y por tanto
r.a) < (r, ® .q) (-
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2.2.7 Proposicién Sobre A Q@ E, e(M) < M.

DEMOSTRACION:

Un sistema fundamental de entornos de 0 en A queda definido por las po-

lares, en A, de los conjuntos H € M (que podemos suponer absolutamente con-

vexos). Puesto que la polar, en A’, de H? es la envolvente absolutamente convexa

s(A’,A) —cerrada de H, tenemos

Ho° = FS(AIvA)

y para cada U € U, siendo G = H° obtenemos

0

y por tanto

e(M) < M.

De las dos proposiciones anteriores, tenemos que las inclusiones

A®, ECAQEM)CA®.E
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son continuas y por tanto se verifican las siguientes inclusiones entre los comple-

tados
A& E C AQE(M) C A.E.

1

En los casos extremos A = L;,,

(1) y L (p) tenemos

2.2.8 Proposicién

(1) La topologia que induce L' {E} sobre L*(u) @ E es la m—topologia.
(2) La topologia que induce L}, {E} sobre L}, (1) ® E es la m—topologia.

(3) La topologia que induce L {E} sobre L*(u) ® E es la e—topologia.

(4) La topologia que induce L {E} sobre LP(u) ® E es la e—topologia.

DEMOSTRACION:

(1) Puesto que S.(u)®E es denso en L!(u)® E con respecto a ambas topologias
(Jarchow [57, Prop. 15.2.3]), basta probar que estas coinciden sobre dicho

subespacio y esto es estandar, ver por ejemplo Jarchow [57, Th. 15.7.1] o
Kothe [62, §41, 7.(8)] :

Hemos probado que
lafll, < (-1l © ,a) (£)

y, expresando f € Sc(p)® E de la forma f = 3" x, ®@; con los A; disjuntos

dos a dos, tenemos

(11, @ ,0) (D < X n(Adales) = [ af dn=lafl,

con lo cual

lgfll, = (-1, ® ,9) ()

(2) Analogo a (1).
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(3)

Denotemos por S(u) al subespacio de L= (u) de las funciones que alcanzan
un numero finito de valores, es decir de las funciones de la forma

8= Z ciX, con ¢ € R,A; € X.

finita

Puesto que S(i) es denso en L®(p), S(p) ® E es denso en el producto
L*(p) ® E, tanto para la topologia que éste hereda de L>* {E} como para
la e—topologia (Jarchow [57, Prop. 16.2.5]). Asi pues, bastara probar que
sobre S(p) ® E coinciden ambas topologias.
Dada f € S(i) ® E, expresemos f de la forma f := Y7, TiX,, con los A;
disjuntos dos a dos. Considerando ¢ € Q(E), G la bola unidad de L*(u) y
7 €{1,...,n} tal que

a(z;) = llafll.. = 1 2 alzax, ..

tenemos que, siendo U := {z € E : ¢(z) < 1}, se verifica

lgfll, = sup{l{z;,a)|:a" € U’}
< sup{|Z<XAi,v>(az,~,:c')|:x'GU",vEG"}
= &5y ()

y por tanto las topologias coinciden.

Puesto que S.(¢) es denso en L¥(u), S.(p) ® E es denso en LP(p) @ E

respecto a ambas topologias y bastara probar que estas coinciden sobre

Se(n) ® E = S.(E).

Sea f := 3 zix, € S.(E) de forma que los A; son disjuntos dos a dos.
Sea q € Q(E) y sea H C L}, (p) acotado y normal. Podemos suponer que

H es de la forma

Hi={he Ll (p):lhx, |, <pn=12.}

donde (£2,) es una sucesion fundamental de compactos de 2 y (p,) es una

sucesion creciente de nlimeros reales positivos. Asi, es facil comprobar que

q,(f) = sup {/qf!hl dp:he H} = sup {pallafx, Il. :n=1,2...}
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Puesto que f tiene soporte compacto, existe k € IN de forma que f = fx o

Por tanto, teniendo en cuenta lo hecho en (3), tenemos

9, (N =pmllafx, Nl <&, () Se, (F)
siendo Hj := {h € L. (p): Hhxnkn1 < pk}, U={zeFE:qz)<1}y

Gy=H;, y G:=H"

Observaciones

Para 1 < p < 400, atin siendo F un espacio de Banach (de dimensién infinita

por supuesto), la topologia de los espacios
P{E}, LP{E} (LP(u) de dimensién infinita )

no es ninguna de las topologias tensoriales que estamos considerando [51, p. 104].

Tampoco es la topologia asociada a una norma razonable sobre L? @ E [65].

2.2.9 Proposicién Consideremos A {E}. Se verifica :

(1) Cualquier M—topologia sobre A {E} tiene un sistema fundamental de en-

tornos de 0 que son cerrados para la N'—topologia.

(2) Todo subconjunto de A{E} que sea N'—completo (respect. sucesionalmente

completo) también es M—completo (respect. sucesionalmente completo).

DEMOSTRACION:

(1) Basta tener en cuenta que para cada M € M y cada q € Q(E) se verifica
{feMEY: q,(n <1} = {Fen{B}: p,(¢f) <1}
= N {reaisy: [lalaf <1}

aeM
ycada {f € A{E}: [|al¢f du <1} es N —cerrado.
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(2) Basta aplicar (1) y el lema de Bourbaki-Robertson.

2.2.10 Proposicion Consideremos A {E}. Se verifica :

(1) Cualguier M—topologia sobre A {E} tiene un sistema fundamental de en-
tornos de 0 que son cerrados para la topologia que A {E} hereda de L},. {E}.

(2) Todo subconjunto de A {E} que sea completo (respect. sucesionalmente

1
loc

completo) para la topologia de L}, _{E}, también es M—completo (respect.

sucesionalmente completo).

DEMOSTRACION:

(1) Sea U(E) un sistema fundamental de entornos de 0 en E y consideremos

en A {E} el sistema fundamental de entornos de 0

[M°, U]

Probemos que para cada U € U(E) y cada M € M

AE}\ [M°,U]
es abierto, en A {E}, para la topologia inducida por L}, {E}.

Sea fo € A{E}\ [M° U]. Puesto que M es normal, existe ap > 0 en M de

forma que
[eo b, fodu>1

y teniendo en cuenta que el integrando es p—medible, existe un compacto

K C  tal que ag : K — [0,00) es continua y

p::/Kao-produ>1
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Sean § := max {ao(t) :t € K} y € := £ y consideremos el entorno de fo
para la topologia que A {E} hereda de L} {E}

loc
fot+ {f € A{B}: |Ip, f-x, ], <e}
Para cada f en este entorno se verifica
/Kao-p,,f dp > /KCYO'pvfo du—/Kao-pU(f—fo) dy
> p~5-/KpU(f—fo) dp > p—ée > 1

y por tanto f & [M°, U]y A{E} \ [M°,U] es abierto para la topologia que
A{E} hereda de L}, _{E}.

loc

(2) Basta aplicar (1) y el lema de Bourbaki-Robertson.

2.2.11 Teorema Si L' {E} y A(M) son completos (respect. sucesionalmente
completos o casi-completos), también lo es A {E} (M).

DEMOSTRACION:

Sea (K,) una particién de  en compactos. Si (f; : ¢ € I) es una red de

Cauchy en A {E} (M) , para cada n € IN,
(fi'XKn :iEI)
es una red de Cauchy en L' {E}, pues Xx, € AX. Por tanto, existe
gn:=L'{E} =lim (/i - x,,) -

La funcién g := 3", g,- Xp, Q! —» FE es py—medible por serlo cada g¢,,. Si probamos

que g estd en A {E}, aplicando el lema de Bourbaki-Robertson tendremos que
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g = (M) —lim; f;. Para cada ¢ € Q(FE), la red de funciones escalares (¢f; : ¢ € I)
es de Cauchy en A(M). Siendo h := (M) — lim; ¢f;, para cada n = 1,... se

verifica que
h- XKn = Ll(’u) —_ hzmqf,XKn

y por tanto puntualmente p—a.e. se verifica hx, = qgn. Asi,

h=q9 p—aey qg€A.

2.2.12 Corolario Si L' {E} es completo (respect. sucesionalmente completo o

casi-completo), también lo son

(1) A* {E} (M}, para cada M—topologia sobre A*.

(2) A{E} M) para cada M—topologia sobre A, siendo A perfecto.

2.2.13 Proposicién Para la topologia, sobre A {E}, asociada a la topologia de
Mackey m(A, A*), se verifica

(1) Para cada f € A{E},
(a) imfx, =f vy (b) u(ggofo = 0.

(2) S:(E) es denso en A {E}.

DEMOSTRACION:

(1) Inmediato teniendo en cuenta el resultado escalar (Proposicién 2.1.1).
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(2) Sea f € A{E}, ¢ € Q(E) y M C A* normal absolutamente convexo y

s (A*, A) —compacto. Tenemos que obtener s € S.(E) de forma que

q, (f—s):= Sup{/q(f—S)lgl du:geM} <1l

Teniendo en cuenta (1)(a), fijado €; > 0, existe un compacto K C  de

forma que
q, (f—fx,) <er

Por otra parte, por ser f p—medible, podemos obtener una sucesién cre-
ciente de compactos K, C K tales que cada restriccién f : K, — E es

continua y
p(K\UK,)=0.
Aplicando (1)(b) tenemos que
hm fx, = fxg

y por tarto, njado €, > 0, existe ng € IN tal que

9, (FXe = X, ) < €2

Por ser f : K,, — E continua, puede aproximarse uniformemente por

funciones simples—Borel
s: Kpy — f(Kp,).
Fijado €3 > 0 existe, por tanto, una tal s € S,(E) que verifica
q(f(t) — s(¥)) < &3 Vit € K,
y por tanto,
—s) = swn{ [ afx,,, —o)lgl dusg € M}

< SSSUP{/XK%M dﬁ“QEM}

== €3pM (XKno )
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Teniendo en cuenta que

9, (F =) <q,, (F = Fx,0) + 4, (Fxe = X, ) T 94, (FXp,, — )

basta considerar €,,&, y €3 apropiados para obtener el resultado.
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2.3 Espacios fundamentalmente A—acotados.

En [50, Chap. I, §1, n%1, p. 33] Grothendieck plantea el problema de las topologias:

En un producto tensorial proyectivo EQAZ)"F jesté contenido todo aco-
tado en la envolvente absolutamente convexa cerrada de un acotado
de la forma

AR@B:={a®b:a€ AbeE B}

con A acotado en E y B acotado en F?

con objeto de estudiar la topologia fuerte del dual de un producto tensorial a
través de las familias de acotados de E y de F. Asimismo, Grothendieck prueba
en [50, Chap. I, §2, n22, Prop. 12] que, siendo E un espacio de Fréchet y p
una medida de Radon sobre un espacio localmente compacto, todo acotado de
LY(4)®_E esta contenido en la imagen de la bola unidad de algin L(x) ® E
siendo B un disco cerrado de E. Es decir que para cada acotado M de L! (,u)®”E
existe un disco cerrado B C E tal que para cada f € M, f(t) € E_ p—ae., la
funcién definida p—a.e.

f: Q- FE

es p—medible en el sentido de la norma p, vy esté en la bola unidad de L! (EB),

es decir:
fer (B,) v lpuJl, = [p,fdus.

El hecho fundamental que utiliza la demostracién es que todo acotado de
un espacio metrizable es normable. En [83] A. Pietsch aisla y pone nombre
(propiedad (B)) a la propiedad para el caso en que el espacio de medida es el de los
nameros naturales dotado de la medida cardinal. Asimismo prueba [83, Th. 1.5.8]
que todo espacio metrizable y todo espacio dual métrico tiene dicha propiedad (el
caso metrizable es un caso particular del resultado de Grothendieck). En [85] R.C.
Rosier generaliza la propiedad (B) (denominindola fundamental A—acotacién)
sustituyendo el espacio !! por un espacio perfecto A de sucesiones escalares y

establece la relacién entre dicha propiedad y los espacios metrizables y (DF).
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Nuestra generalizacion, a espacios de funciones A, tiene los ingredientes cita-
dos excepto que no exigiremos la y—medibilidad en el sentido de la norma P,
Probaremos que si £ es un espacio localmente convexo casi—completo y con la
propiedad (B) de Pietsch, los acotados de L! {E} estdn controlados por los aco-
tados de L'(u) y de E. Seré clave el haber considerado la p—medibilidad en
el sentido de Lusin. Para un espacio E arbitrario, L' {E} es un subespacio del
producto tensorial proyectivo L'®, E.

Asi pues, la nocién de espacio fundamentalmente A—acotado nos permitira
trabajar con los acotados de un espacio A{E} a partir de los acotados de A y E.
Si el dual de un espacio de funciones es un espacio de este tipo, esto nos permi-
tird estudiar la tonelacién y otras propiedades del espacio de partida. También
nos permitira estudiar la completitud local de un espacio A {E}. Siguiendo la
terminologia y notacién de Pietsch [83] para espacios de sucesiones absolutamente
sumables, de Rosier [85] para espacios de sucesiones y de Thomas [96] para los
espacios que denomina de funciones totalmente sumables, en analogia con las

sucesiones totalmente sumables consideradas por Pietsch [83] damos la siguiente

2.3.1 Definicién Siendo A un espacio de funciones normal, E un espacio local-

mente convero y B un disco cerrado de E, denotaremos:
(1) ME_,E} :={f:Q— E p— medible: f(t) € E, p—aeyp feA}
(2) A < E >= Upesn ME_,E} siendo B un sistema fundamental de acotados

de E (absolutamente convezos y cerrados).

En el caso en que el espacio de funciones es L*(u) y E  es completo para la

topologia de la norma p_, el espacio de las funciones integrables Bochner
f:Q-E,

es un subespacio de L! {EB , E}, en general propio, pues como muestra el siguiente
ejemplo de Thomas, ni siquiera una funcién continua f : @ — E con Tango en

E , tiene que ser y—medible para la topologia de E_.
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2.3.2 Ejemplo [96] Consideremos el conjunto de indices I = C([0,1]), el con-
junto de las funciones reales continuas sobre [0,1]. Sea E := R’ con la topologfa

producto y sea f la funcién

f:te0,1] — f(t) :=(i(¥)) _ € E

iel

Esta funcion f es continua y por tanto f([0,1]) es compacto en E. Siendo B un

disco cerrado que contiene a f ([0,1]), f no es p—medible respecto a la topologia

que define p, sobre E .

2.3.3 Definicién Diremos que un espacio localmente convezo E es fundamen-
talmente A—~acotado si para cada acotado M de A{E} ezisten acotados R y B,

en A y E respectivamente, de forma que
MC[R,B]

Equivalentemente, para cada acotado M existe un acotado B C E de forma

que

(1) Para cada f € M, f(t) € E_ p—a.e.

(2) {p,f:f €M} es un subconjunto acotado de A.

2.3.4 Proposicién Siendo A un espacio normal se verifican :

(1) Todo espacio normado es fundamentalmente A— acotado.

(2) Sea F un subespacio de E. Si E es fundamentalmente A—acotado, también
lo es F.

(3) Sea F un subespacio de E. Si A{E} = A < E >, entonces
MF}Y=A<F>.
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(4) Si A es normado (para una topologia normal) y perfecto, y E es fundamen-

talmente L'(u)—acotado, entonces

E es fundamentalmente A—acotado.

(5) Todo espacio localmente convezo es fundamentalmente L°°(u)—acotado.

DEMOSTRACION:

(1)
(2)

Inmediato.

Si M es un subconjunto acotado de A{F'}, también es un subconjunto

acotado de A {E} y por tanto existe un disco cerrado B C E de forma que

(a) fA)EE, p—aeVfeM

(b) {pr 1 f e M} es un subconjunto acotado de A.

Puesto que Bp = BN F es un disco cerrado en F' y cada f € M toma
valores en F, obtenemos que para cada f € M, f(t) € F, p—ae.y
0

{PBOf 1 fe .M} es acotado en A,
pues st x € F', pB(x) =P, (z).
Como en (2).

Sea M un subconjunto acotado de A {E}. Siendo H la polar, en AX, de la

bola unidad de A, el conjunto
H-M:={af:a€H,fe M}

es acotado en L' { E} y por tanto existe un disco cerrado B C E de forma

que

(a) at)f(t) e E, p—ae VfeM, VacH.

(b) {pB(af) ta€H, fe .M} es un subconjunto acotado de L(u).
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Puesto que L°(p) C A%, de (a) se obtiene que
f@)eE p—ae VfeM
y de (b) que
sup { [ lalp, f du: € H,f € M} < +oo
es decir, {pr 1 f € M} es acotado en A.

(5) Consecuencia de la Proposicién 1.2.15.

Una vez vistas las propiedades elementales, establezcamos la relacién exis-
tente entre la fundamental acotacion y los espacios metrizables y (df). Para ello
estableceremos previamente la relacién existente entre la fundamental acotacién
respecto de los espacios LP(u1), con y una medida de Radon arbitraria, y respecto
de los espacios I”, es decir tomando como p la medida cardinal sobre los natu-
rales. Estableceremos previamente un lema técnico donde se pone de manifiesto
la importancia de la medibilidad Lusin. Asimismo, se pone de manifiesto el pa-
pel estelar de la integral como interpretacién continua de las coordenadas en los

espacios de sucesiones.

2.3.5 Lema Sea K un e.t. compacto, sea f : K — E una aplicacidn continua y

sea B C E un disco cerrado. Se verifica :

(1) Si f(K) no corta a E_, para cadan € IN eziste una funcion simple-Borel

sp: K — B° C E' de forma que, puntualmente, se verifica

(fysn) >n

(2) Si f(K) CE,y p,f: K — R es continua, para cada € > 0 existe una
Juncion simple-Borel s : K — B° C E’' de forma que, puntualmente, se

verifica

pf<({fs) +e¢
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DEMOSTRACION:
Puesto que B = B, se tiene que siz € E_
p,(z) =sup{|(z,2) | : 2’ € B’}
(1) Fijado to € K, puesto que f(to) € E_,
sup {| (f(to), 2’} | : 2’ € B°} = +oo

y por tanto existe z/(to) € B° de forma que (f(to), ), (t0)) > n. Por otra

parte, puesto que
(f(-);zn(to)) : K = E

es una funcién continua, existe un entorno abierto G(¢o) de to en K de forma

que sit € G(to)
(f(t), z,(to)) > n.

Consideremos el recubrimiento abierto de K, {G(t):t € K}. Puesto que

K es compacto, podemos extraer un subrecubrimiento finito
{G(t1),G(t2),...,G(t,)}

Siendo A; = G(t1),4i = G(t;)\ (A U...UA;_y) para i = 2,...,r obtene-

mos una particion de K en subconjuntos de Borel. La funcién
es simple-Borel y si t € A;
(f(8), sn(t)) = (f(t), 20 (t:)) > n.
(2) Dado € > 0, para cada to € K existe algin z'(to) € B° de forma que

p, f(to) < (f(to),'(t0)) + €.
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Puesto que p_ f(-) — (f(:), (%)) es una funcién continua, existe un entorno

abierto G(to) de to en el que se verifica que

p f(t) < (f(t),2'(t0)) + &

Procediendo como en (1), obtenemos un subconjunto finito {z'(¢;)} de B°
y una particién finita {A;} de K en conjuntos de Borel de forma que en A;

se verifica
p f(t) <{f(t), 2'(t:)) + ¢

con lo cual, siendo s := Y 2/(t;)x, , tenemos en K

P (&) < (f(t),s(t)) +e.

2.3.6 Teorema Sea E casi-completo, (Q, X, p) un espacio de medida no trivial
y1 <r < oo. Son equivalentes:
(1) E es fundamentalmente I"—acotado.

(2) E es fundamentalmente L™ (u)— acotado.

DEMOSTRACION:

Denotaremos por s al exponente conjugado de r. El caso r = 0o no es nece-
sario considerarlo pues todo espacio localmente convexo es fundamentalmente

[*—acotado y fundamentalmente L* —acotado.

(1) = (2) Sea M un subconjunto acotado, que podemos suponer normal, de

L™{E} y para cada ¢ € Q(E) sea

cq:=sup{/(qf)T d,u:fEM}.
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Consideremos el conjunto My, envolvente normal del conjunto de las sucesiones
de E de la forma

(u(An)_l/s/ fdu:n= 1,2,...)
An
con f € M y (A,) una sucesién de conjuntos medibles, disjuntos dos a dos y de

medida finita y positiva. Para cada seminorma ¢ € Q(FE) y cada una de dichas

sucesiones tenemos

>4 (#(An)““s /A f du)T

IA

> m(An)TT </A af dﬂy

S (A" (b, e X, 1)
S u(A) (A7 [ (af) dn
Z/An(qf)’ dp < /(qf)T dp < c,.

con lo que el conjunto My es acotado en I"{E}. Aplicando (1), sea B un disco

cerrado de E de forma que

IN

z, € E VneN V(z,) € Mo
ZpE (z,)" <1 VY(z,) € My

Comprobemos que para este subconjunto B se verifica :
(i) ft) eE, p—aeVfeM
(i) {pr 1 f € M} es un subconjunto acotado de L"(y).
(1) Sipara cierta f € M se verifica que
p{teQ:f)¢E,}>0
existira un subconjunto compacto K C 2, de medida positiva tal que
J:K — E es continuay f(t) & E  para t€ K.

Aplicando el lema anterior, para cada n = 1,2,... podemos obtener una

funcién simple

s, K - B°CFE
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de forma que (f,s,) > n. Siendo

m
!
- Z xiXA,‘
=1

donde {A;,...,A,,} es una particién medible de K y {z/,...,z.} es un

subconjunto de B°, la sucesién

(z;) = (,u(Al)"l/s /Al f d,u,...,p(Am)_l/s /Am f d,u,O,...)

esta en My y sin embargo, puesto que i € B°,

Sr, ) = L), ([ ,fduyzzp(/h)‘”s ([ 7 awa))
- ZMA»-”S ([ (i du) = Eu(a) " oAy

= n Zy ;) =n"p(K)
en contradiccién con ser My un subconjunto acotado de I {EB} .

(ii) Sipara alguna funcién f € M, p,fmnoestaen L"(u), considerando compactos
K Cftalesquep f: K — Ry f:K — E son continuas, para cada

n € IN podemos obtener uno de estos compactos K, verificando ademés

>n.

1P, Fxe N,

Por otra parte, si {pr : f € M} es un subconjunto de L"(p) pero no esta
acotado, para cierta f, € M que verifique || p,fall, > n, podremos obtener

un compacto K, C € tal que
pfn: Ko >R y f,:K,— E son continuas y lpy faxy |, > n.

Asi pues, en cualquier caso, si no fuera cierto el enunciado, podriamos
obtener una sucesién (f,) en M y una sucesién de compactos (K,) de Q,

de forma que para cada n = 1,2, ... las funciones

fniK,—E y pyfn: Kn— IR son continuas
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Y lp, fax, |, > n. Puesto quesi g € L"(u) es

lgll, = sup{]/gh dpl:h:Q — Ressimpley |h|, < 1}

para cada n € IN podemos obtener una funcién simple A, : 2 — IR tal que
lAall, <1 y / P, fuhn du>n
Kn

Por otra parte, aplicando el lema anterior, siendo ¢, > 0 arbitrario, existe

una funcién simple s, : K, — B° C E’ de forma que en K,

Pofn < {fassn) +é€n

Consideremos representaciones de h, y s, de la forma

J J
* — . Fy—, !
hy = Za,xm Sp 1= inXA,-
=1 i=1

con los A; disjuntos dos a dos y de medida positiva. La sucesion en E

1 1
z;), =\ —— 7 d,...,—/ d,O,...)
o= (g [, £ o, 1
esta en My y por tanto, puesto que
(al,u(Al)l/s, - ,aju(Aj)l/s, 0,.. )
esta en la bola unidad de [*, se verifica
12 | (p, (@) I, 2 2 p, (wi)ain(4)”
= Saw, ([ fodn) 2Tl [ fodpst)
i A i A
e . , . —
= zi:al /A.‘ (fm‘%‘) dp > zi:az V/A,' (prn Sn) du

= ~/Kn hanfn dﬂ — Sn”hn”l >n— 5n,u(Kn)1/T

pues [[ha|l, < |lhall lIx, |, < 1-u(K,)*". Sin més que tomar ¢, apropiados

obtenemos una contradiccién.
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(2) = (1) Sea (A,) una sucesién de conjuntos medibles disjuntos dos a dos y
de medida finita y positiva. Siendo a, := p(A,)~Y", si My es un subconjunto
acotado de I" { E'},

M := {; antnX, :(Zn) € MO}

es un subconjunto acotado de L™ { E} y por tanto existe un disco B C E cerrado

tal que
(a) ft) €E, p—ae VfeM.
(b) {pr 1 fe M} es un subconjunto acotado de L"(u).

De (a) obtenemos que para cada (z,) € Mo y cada n € N,z, € E_ y de (b)
que {(pB(:z:n)) t(zn) € Mo} es un subconjunto acotado de ", es decir, My es un
subconjunto acotado de I" {EB} [

2.3.7 Corolario Un espacio E casi-completo tiene la propiedad (B) de Pietsch
st y solo si es fundamentalmente L'(p)—acotado, siendo p cualquier medida de

Radon no trivial.

Observaciones

(1) Siendo (f2,%, ) un espacio de medida y H C Q compacto, tal que el espa-
cio de medida inducido (H,X(H), ug) es no-trivial, un espacio localmente
convexo casi-completo es fundamentalmente L'(up)—acotado si y sélo si

es fundamentalmente L*(u)—acotado.

(2) En [83, Th. 1.5.8], A. Pietsch prueba que si E es un espacio localmente
convexo metrizable o un dual métrico (es decir, que tiene una sucesién
fundamental de acotados y, en la terminologia de [75] y [57], es [*°-casi-
tonelado, es decir, toda sucesién b(E’, E)-acotada es equicontinua), entonces

tiene la propiedad (B).
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Generalizando las demostraciones dadas por Pietsch, R.C. Rosier prueba
[85, (5)] que siendo E un espacio localmente convexo y siendo A un espa-
cio de sucesiones perfecto tal que A* tiene una sucesiéon fundamental de

acotados, se verifican

(a) Si E es metrizable, entonces es fundamentalmente A—acotado.

(b) Si E es un (DF'), entonces es fundamentalmente A*—acotado.

Sin mas que repasar la demostracién dada por Pietsch para espacios duales
métricos se comprueba que es valida suponiendo que el espacio E es co—
casi-tonelado en lugar de I°° —casi-tonelado, es decir, suponiendo que toda
sucesion b(E’, E)-nula es equicontinua. Por tanto todo espacio (df) tiene la
propiedad (B) de Pietsch. Asimismo, como ha observado J. H. Fourie [43,
Prop. (2.2)] la demostracién dada por R.C. Rosier es valida para espacios
(df) en lugar de espacios {DF'). No comprobamos directamente la mejora en
el enunciado del citado teorema 1.5.8 de [83] ni del resultado de Rosier pues

seran, al igual que el siguiente corolario, un caso particular del Teorema

2.3.9

2.3.8 Corolario Todo espacio localmente convexo metrizable o (df) es funda-

mentalmente L*(p)—acotado.

DEMOSTRACION:

El completado E de E es, respectivamente, un espacio de Fréchet o un espacio
(df) completo. Por tanto E tiene la propiedad (B) de Pietsch y, siendo completo,

es fundamentalmente L'(u)—acotado con lo cual también lo es E. =
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2.3.9 Teorema Sea A un espacio de funciones perfecto tal que A* tiene una
sucesion fundamental de acotados Ny C Ny C ... y sea E un espacio localmente

convezo. Se verifican:

(1) Si E es metrizable, entonces es fundamentalmente A—acotado.

(2) Si E es un (df), entonces es fundamentalmente A* —acotado.

DEMOSTRACION:

Teniendo en cuenta la Proposicién 2.3.4(2) y que la complecién de un metri-
zable es un metrizable y la de un (df) es un (df), basta probar los enunciados
suponiendo que E es completo. Podemos suponer que cada N; es absolutamente

convexo cerrado y normal.

(1) Sea M un subconjunto acotado de A {E}. Para cada ¢ € Q(E) y cada

1 =1,2,... sea

c(gq,7) := sup{/|h|qf du: h EN,-,fEM}

El conjunto N; @ M := {hf : h € N;, f € M} es un subconjunto acotado de
L' {E} y por tanto existe un disco cerrado B; C E de forma que siendo R;

la bola unidad cerrada de L'(u) tenemos
es decir, si f € M y h € N; se verifican:

(7) R)f(?) € E, p— a.e.
() p, (Rf) € L' (1) y llp, (Af)lh <1

T

Puesto que E es metrizable, existe una sucesién de escalares (p;) positivos
de forma que B := J; p; B; es acotado. Por otra parte, si A C ) es medible
y relativamente compacto, x, € A* y por tanto X, estard en algan N;.

Aplicando (i), para cada f € M se verifica que

ft)eE, CE, p —a.e. en A.
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Sin mas que hacer variar A en una sucesién de compactos que recubran 2
obtenemos que para cada f € M en § se verifica que f(t) € E p-ae.

También se verifica que para cada h € N;

1
hp feL'(n) v lhp, fll < .

7

pues por ser p; B; C B tenemos

Pyo (p,f) = sup{[(p,f,k)|:he N}

= sup{/lhlprd,u:hENl}Sl.

En consecuencia {pB f:feM } es un subconjunto acotado de A** = A.

Si M es un subconjunto acotado de A* {E}, para cada g € A el conjunto
{gf : f € M} es un subconjunto acotado de L' {E} y teniendo en cuenta
el Teorema 2.3.6 y que todo espacio (df) tiene la propiedad (B), existird un

disco cerrado B C E de forma que para cada f € M se verifica :

9t)f(t) € E, p—ae. lgp,, fll <1

Si existe alguna g en A que sélo se anula en un conjunto de medida cero,
considerando un conjunto acotado B asociado a ¢ de la forma anterior va

tendriamos

VieM fty e £, u—ae.

En cualquier caso, probemos por reduccién al absurdo que se verifican

(a) Existe By C E acotado tal quesi f € M, f(t) € EE0 p—a.e.

(b) Existe B C FE acotado tal que By C By
{PBf fe M} es acotado en A*.

(a) Sea B; C ... C B; C ... una sucesién fundamental de acotados de

E siendo cada B; absolutamente convexo y cerrado. Supongamos que
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para cada ¢ = 1,2,... existe f; € M tal que u(A;) > 0 donde A; :=
{t €Q: fi(t) & EB,' } Puesto que f; es p—medible, podemos obtener
un compacto K; C A; de medida positiva y tal que f; : K; — FE es
continua. Por otra parte, puesto que N? es absorbente en A = AX* y
Xk, € A, existe p; > 0 de forma que PiXy, € N?. Aplicando el Lema
2.3.5(1) a p;fi : K; — E, existe una funcién simple-Borel s; : K; — BY
tal que ( puntualmente ) en K; se verifica
{pifissi) > (K
Puesto que s;(K;) C B? y (BY?) es un sistema fundamental de entornos

de cero en Ej, la sucesién (recordemos que cada s;(K;) es finito)
U S,’(I&’i)

converge a cero en Ej y por ser E un (df), existe un entorno de cero

U en FE de forma que

US,‘(I{i) cU°

Al ser p  es una seminorma continua sobre F, {pr :fe M} es un
subconjunto acotado de A* y por tanto estard contenido en algin N;.
Comprobemos que esto es contradictorio con la construccién hecha de

(fi), (Ki),(pi) v (s;). Para cada t € K; tenemos que
Py, () = sup{(f(0),4") o' € U°)
> (fi(t),s;(1)) -

Teniendo esto en cuenta junto con que f; € M y p;jx, €N 2 llegamos
7

a la contradiccién

1 > /PUijjXKj du
> [ (pifi(t), i) x,., d > J.

En consecuencia se verifica (a).
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(b) Sea By un acotado para el que se verifique (a) y sea

ByCB,C...CB,C...

una sucesion fundamental de acotados de E. Supongamos que para
cada : = 0,1,... existe f; € M tal que p, fi ¢ N;. Para cierta
h; € N2, h; > 0 se verificara

(hispy fi) = [ hip, fr du>1

Teniendo en cuenta que h; : @ — IR, p,fi:Q@ >Ry fi:Q— Eson
p—medibles, existe algin compacto K C § de forma que la restriccién

de estas funciones a K es continua y ademés se verifica

[ by fidu> 1
K; :

Aplicando el Lema 2.3.5(2), para cada ¢; > 0 podemos determinar una

funcién simple-Borel

si: Ki— B C E'

de forma que, puntualmente en K;, se verifica
Py, (hifi) < (hifi,si) + &

y por tanto, tomando ¢; apropiado, podemos suponer que

[ hilfis) du>1.
Como en (a), podemos comprobar que la sucesién (J; s; (K;) converge
a 0 en E’ para la topologia fuerte b(E’, E). Teniendo en cuenta que E
es cp—casi-tonelado tenemos que dicha sucesién es equicontinua. Sea

U un entorno de 0 en E tal que |J; s;(K;) C U°. Puesto que M es un

subconjunto acotado de AX {E}, el conjunto

p, (M):={p,f:feM}
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es un subconjunto acotado de A* y por tanto estara incluido en algin
N,. Esto es una contradiccién va que h, € N,,f, € M v siendo
(A;) una particién medible finita de K, de forma que s, := 3; zix,

2

tenemos

U< [ halfuon) du= /Knhn;gn,x»xAj dp
| b Sp,faxs, du= [ hap,fa X, du
" n i

< [ hap,frdu <1

VAN
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2.4 Algunos casos particulares

En la seccién anterior hemos estudiado el concepto de fundamental acotacion,
respecto de un espacio A de funciones escalares localmente integrables, asi como
su relacién con los espacios localmente convexos metrizables y con los de tipo
(df). A continuacién estudiaremos algunos casos particulares de fundamental
A—acotacion. Los resultados que obtendremos reducirdn la propiedad conside-
rada respecto de espacios de funciones a espacios de sucesiones. Ya han aparecido
las caracterizaciones de fundamental A—acotacién para A = L™(u), 1 <r < oo,

ahora estudiaremos los casos

A= Llloc(/“)’ Li(#)v ;):c('u')aLgo(V‘)'

Debido a la relacién que tienen estos espacios de funciones con el espacio w
de todas las sucesiones escalares, el espacio ¢ de todas las sucesiones escalares
finitamente no—nulas y los espacios de funciones LY(u) y L°°(p), obtendremos la
caracterizacion de la propiedad en funcién de la referida a los espacios anteriores.

Pretendiendo estudiar la posible relacién entre fundamental acotacién res-
pecto de espacios de funciones y de espacios de sucesiones, podemos considerar
una situacién general:

Dado un espacio de medida (,%, ), una particién (H,) de dicho espacio
en conjuntos medibles, un espacio de funciones A,, sobre cada espacio de medida
inducido (Hp,,%n, fin), que sea normal y normado (con una topologia normal),

y un espacio normal de sucesiones escalares \, podemos definir el espacio de

funciones escalares

AAn) = {f: Q> E p—medible :fx, €A, Vn y (I£x,,11,) € A}

donde | - || es la norma de A,. Si dotamos a A de una topologia normal, pode-
mos definir de una forma natural una topologia sobre A(A,). Respecto a la

a—dualidad, es inmediato comprobar que si dotamos a cada AX de la norma dual

de || - |, se verifica

(A (B = 2" (AX).
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Sea A := A (A,,) v sea E casi—completo.

Problema:; Son equivalentes los siguientes enunciados ?

(1) E es fundamentalmente A—acotado.

(2) Se verifican

(a¢) E es fundamentalmente A,—acotado para cada n.
(b) E es fundamentalmente A—acotado.
Los resultados que obtendremos responden afirmativamente, de una manera

parcial, a la anterior pregunta pues, siendo (2,) una sucesién creciente funda-

mental de compactos de Q y siendo H, := Q,, \ Q,_;, tenemos
Dp) =1 (L'pa))  Lie(w) =w (L)) Lip) =¢ (L'(#a))

L) =17 (L= (pa))  Lig(p) =w(L%(pa))  LZ(#) = 0 (L% (pn))

De todos modos, no parece que la situacién sea generalizable a muchos es-
pacios de funciones. Como muestra de esta dificultad, si quisiéramos aplicar la
técnica utilizada en el Teorema 2.3.6, a un espacio de funciones A(||.||), normal y

normado con una topologia normal, éste deberia verificar las condiciones previas:

(1) Una funcién f € L, (1) estéd en A si y sélo si para cada particién, (A,) de

Q) en conjuntos medibles relativamente compactos, la funcién

1
Zn: 1(An) /A I dux.,,

esta en A,

(2) Dadas dos particiones arbitrarias (A,) y (C,) de © en conjuntos medibles

relativamente compactos, los espacios de sucesiones escalares

{(cn) Ew:; o X EA}

1., I

{(cn) Ew:; - EA}

lIxe I
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coinciden y

c’l’L cn
o =1
I8 e = 1 e

X,

En estd situacién, siendo E casi—completo y siendo X el espacio de sucesiones

definido en (2) dotado de la norma

I” cn ||| = ”Z H XAn

se verifica que £ es fundamentalmente A—acotado si y sélo si es fundamental-
mente A—acotado.

Para que los espacios citados, A = L}, .(p), L (p), Lie.(1), L (1), no se reduz-
can trivialmente, ni a espacios de dimensién finita, ni a espacios de sucesiones, ni a
los ya estudiados L!(u), L>(u), supondremos que el espacio de medida (2, X, u) es
no trivial ( ¥ no es finita ), no es puramente atémico, en cuyo caso estariamos con

un espacio de sucesiones, y no tiene soporte compacto, en cuyo caso tendriamos
1 0
L (p) o L=(p).

2.4.1 Definicién Se dice que E verifica la condicion de acotacion numerable si

verifica:

(cbc) Para cada sucesion (B,,) de acotados de E eziste una sucesion (p,) de reales

positivos tales que

U B

es un subconjunto acotado de E.

Los espacios metrizables verifican la condicién de acotacién numerable.
El siguiente resultado no lo demostraremos pues su demostracion esta inmersa
en la de la Proposicién 2.4.3. No obstante, la caracterizacién que nos da sirve de

guia en las caracterizaciones de los casos

A= Lloc(l“)’ L?ﬁc( )
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2.4.2 Lema /39, Proposicién 2.6]
E es fundamentalmente w—acotado si y sdlo st verifica la condicion de acotacion

numerable.

2.4.3 Proposicién Supongamos que (Q, X, u) tiene soporte no compacto y no es
puramente atomico. Con los enunciados
(1) E es fundamentalmente L} (u)—acotado.
(2) Se verifican :
(a) E tiene la propiedad (B) de Pietsch.

(b) E verifica la condicién de acotacion numerable.

se verifica que (1) = (2) y si E es casi—completo se tiene la equivalencia.

DEMOSTRACION:
(1) = (2)

(a) Puesto que el espacio de medida es no-trivial, existe algiin compacto K C )
de forma que el espacio de medida inducido es no-trivial. Consideremos
dicho K y consideremos una particién medible (A;, A,,...) de K en sub-
conjuntos de medida positiva.

Si My es un subconjunto acotado de I* { £}, el conjunto

M= {Z &‘n)xh : (2n) € Mo}

n M

es un subconjunto acotado de L} _{E} y por tanto, existe un disco cerrado

loc
B C E de forma que

(2) VfeM, fit) e E, p-ae
(22) {pr : f € M} es un subconjunto acotado de Lj, (u).

loc
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De (i) tenemos que para cada (z,) € Moy cadan =1,2,... 2, € E_, y

puesto que K es compacto, de (ii) tenemos que

(5 oo e )

n H
es un subconjunto acotado de L!'(ug) y por tanto
{(p,(en)) : (2n) € Mo}
es un subconjunto acotado de I!.

(b) Consideremos una particion (A,) de @ en subconjuntos medibles relativa-
mente compactos de medida positiva. Si (B,) es una sucesién de acotados

de E consideremos €l conjunto de funciones

z
M := = cz, € B, n:l,...}
{u(An)X""

1. {E}. Puesto que E es fundamentalmente L], ,—acotado,

que es acotadoen Lj

existe un disco cerrado B C E tal que z, € E_ para cada z, € B, y cada

n=1,2,...y

1
{”(An)pB(xn)XAn cz, €B, n= 1,2,...}

es acotado en L}, (u). Asi pues, para cada n existe p, > 0 de forma que
1

zn) dp < py Yz, € B,
u(An)/an( ) du < p

y, por tanto |J, pan C B.

(2) == (1) Sea (£2,) una sucesién fundamental de compactos de Q. Si M es

un subconjunto acotado de L} {E}, para cadan =1,2,...,

M, = {fxnn :f € M}

es un subconjunto acotado de L' {E} y, teniendo en cuenta el Teorema 2.3.6,

existe algun disco cerrado B, C F de forma que
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o f()€E, p—ae()VfeM.
¢ {PB (f X, )  f € M} es un subconjunto acotado de L1(u).

Sea ¢, := sup {HpB fx, lh:fe M} < 400 y sea (p,) una sucesién de reales

positivos tales que
B = U pnBn

es acotado en E. Para cada f € M se verifica f(t) € £, p—ae. y para cada
n=12,...

Cn

Pn

con lo cual, por ser (£2,) una sucesién fundamental de compactos de €2,

1
1P/ xa, Ml S 1Py, X, Il <

{pr:fEM}

es un subconjunto acotado de L] (£, ). N

2.4.4 Corolario Toda espacio localmente convero metrizable es fundamental-

mente L}, (u)—acotado.

2.4.5 Proposicion Supongamos que (2, %, 1) tiene soporte no compacto y no es

puramente atomico. Con los enunciados

(1) E es fundamentalmente L!(u)—acotado.
(2) Se verifican :
(a) E tiene la propiedad (B) de Pietsch.

(b) E es fundamentalmente o—acotado.

se verifica (1) = (2) y st E es casi—completo (1) <= (2).
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DEMOSTRACION:

(1) = (2) Es anélogo a lo hecho en la demostracién de (1) = (2) de la
proposicién anterior.

(2) = (1) Si M es un subconjunto acotado de L!{E}, también lo es de
L'{E} y por el Teorema 2.3.6 existe algtin disco cerrado B, C E ded manera
que para cada f € M, f(t) € EB] p—a.e.y

M, = {pEIf :f € M} es acotado en  L'(u).
Por otra parte, el conjunto de sucesiones
{(/ f du) . feM,A, €5, A, C 2\ Doy vn}
An

es un subconjunto acotado de ¢ { E} y por tanto, existe un disco cerrado B, C E

tal que

¢ Para cada f € M y cada A € ¥ subconjunto de algin O, \ Q,.-1,
/A fdueE,

o M, = {(p32 (fAnf du)) fEMA,eX A, CQn\Qn_l,Vn} es un sub-

conjunto acotado de ¢.

Siendo B := gez (B, U By), tenemos

(¢) f()€E, p—ae paracada feM
(i) {pr : f € M} es acotado en Ll(p)

pues por ser M, acotado en ¢, existe ng € IN tal que para cada f € M, si n > ng

y ACQ,\ Q,_; es medible, se tiene

/AfdﬂZO

y por tanto, teniendo en cuenta el Lema de Inclusién 1.4.3,

fit) =0 p—ae en Q\Q,,.
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Por otra parte, siendo M; acotado en L(y) lo es M en Ll(p) puessi f € M

pyf=p,Ix,, <Py [

En el estudio de los casos A = L§2(u), L (p), no necesitaremos tener un

espacio F casi—completo para obtener la caracterizacion.

2.4.6 Proposiciéon Supongamos que (2, u) tiene soporte no compacto. Son

equivalentes :

(1) E es fundamentalmente L§ (u)—acotado.

(2) E verifica la condicion de acotacion numerable.
DEMOSTRACION:

(1) => (2) Basta asociar a cada acotado My de w{E} un acotado

M= {Zmnxﬂn\ﬂn-l (@) € MO}

de L2 {E}.

loc

(2) = (1) Si M es un subconjunto acotado de L{° (1), para cadan = 1,2,...

loc

M, :={fx, :feM}

es un subconjunto acotado de L* {E'} y por tanto existe un disco cerrado B, C F

tal que f(¢) € E, p—ae paracada f€ My

{an X, € M} es acotado en  L™(u).

Teniendo en cuenta (2) sea (p,) una sucesién de reales positivos tal que

B :=acz (U pan)
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es acotado. Entonces, f(t) € E_ p—a.e. paracada f € M y

{P.fxe, : feM} n=12...

es acotado en L*(u), i.e. {pr :f € M} es acotado en L2 (). [

Del caso A = L2(p) no damos la demostracién por seguir los mismos pasos

que la de la proposicién anterior.

2.4.7 Proposicién Supongamos que (2, %, u) tiene soporte no compacto. Son

equivalentes :

(1) E es fundamentalmente L°(u)—acotado.
(2) E es fundamentalmente p—acotado.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores y los resultados sobre fundamen-

tal p~—acotacién y w—acotacién de [39], tenemos

2.4.8 Corolario Si E tiene normas continuas, entonces es fundamentalmente

L (p)—acotado, para cualquier medida p.

2.4.9 Proposicién Si E es metrizable y (Q, T, ) tiene soporte no compacto, son

equivalentes :

(1) E es fundamentalmente L (u)— acotado.
(2) L {E} = LE(E).
(3) E tiene normas continuas.

(4) E es fundamentalmente o—acotado.
(5) ¢{E} = o(E).



2.4 ALGUNOS CASOS PARTICULARES 111

DEMOSTRACION:

Sélo hay que probar (2) = (3) pues segin la Proposicién 2.4.7 (1) <= (4),
segln [39, Prop. 2.7], (3) = (4) y, teniendo en cuenta [85, 6.(8)], se tiene que
(5) = (3). De la definicién se obtiene (4) = (5). La demostracién sigue los
mismos pasos que H <=> 3.

(2) = (3). Consideremos una sucesién fundamental de seminormas

G <qg<...

en FE y supongamos que ninguna de ellas es norma. Obtendremos una con-
tradiccién construyendo una funcién f € L {E} que solo se anule en un con-
junto de medida 0, con lo cual no podra obtenerse B C E acotado de forma que
p,[f tenga soporte compacto.

Para cada n € IN, sea z, € E tal que z,#0 y ¢n(z,) =0y consideremos

la funcién
f= ;mnxnn\gn_l (Q:=10).
Esta funcion es p—medible, no se anula y para cada m € IN se verifica que

m—1
Imf = D @ml(@n)Xg 0
n=1

estd en L°(p) con lo cual f estd en L {E}.

Guiados por (85, 8.(6)], tenemos

2.4.10 Corolario Sea (2,X, 1) un espacio de medida con soporte no compacto

y sea I un espacio (df). Se verifica:

(1) Si L, {E} = L},.(E), entonces E| tiene normas continuas.

(2) Si E es fundamentalmente L}, (u)—acotado, entonces Ej es normable.
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DEMOSTRACION:

Siendo By C B; C ... es una sucesion fundamental creciente de acotados de
E y q, el funcional de Minkowski de B2, la topologia b (E’, E) queda definida por

las seminormas ¢; < ¢, < ...

(1) Si £’ no tiene normas continuas, podemos obtener una funcién
f=3 Xy €LT{EY

siendo (z]) C E' tal que para cadan € IN 2, # 0y ¢,(z,) = 0 con lo
cual para cada z € E_ ,(z,z,) = 0. Sea (z,) C E tal que para cada
n € N,(z,,z,) =1y sea

g = Z InXgvan_ ;"
T

Puesto que g € L}, {E}, debe existir m € IN tal que

gt) €E, p—aey p, g€ L)

es decir, (z,) C E, 'y por tanto, (zn,2),) =0 Vn en contradiccién con ser

<$na ‘rln> =1L

1

(2) Puesto que E es fundamentalmente L},

(u)—acotado, verifica la condicion
de acotacion numerable (Proposicién 2.4.3). Por otra parte, puesto que E
tiene una sucesion fundamental de acotados B, C B, C ..., para cierta
sucesion (p,) de reales positivos U, pn B, sera acotado y existira m € IN de
forma que U, p,. B, C By,. El funcional de Minkowski de B¢, es una norma

y define la topologia de Fj.

En el estudio intrinseco que hemos hecho de la fundamental acotacién ha
aparecido de forma intermitente la hipStesis de casi—completitud para el espa-

cio localmente convexo. Queda abierto el estudio del papel real que juega dicha
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propiedad en la fundamental acotacidn, tanto respecto de un espacio de funciones
como de un espacio de sucesiones. Segin vimos en la Proposicién 2.3.4, la funda-
mental acotacién se puede bajar a subespacios , pero no esta ni mucho menos claro
que se pueda subir, ni siquiera por densidad. El uso que hemos hecho de la casi—
completitud ha sido como un instrumento. Al tener definida la integral, hemos
asociado sucesiones a un conjunto dado de funciones, de forma que podiamos

volver a obtener los rangos de las funciones.
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2.5 Completitud local de los espacios A {E}.

Poco hemos dicho sobre la completitud de los espacios A {E£} y poco parece que
pueda garantizarse (en el caso de un espacio de medida que no es puramente
atomico). Esta parece una de las contrapartidas de trabajar con un concepto
de p—medibiliad tan fuerte como el de Lusin o, si se quiere, de tener a nues-
tra disposicién propiedades de funciones continuas. Entre lo poco que podemos
garantizar estd lo que se refiere a la completitud local (o completitud en el sen-
tido de Mackey) que es un concepto de completitud mds débil que la sucesional.
El teorema que probaremos sobre completitud local de los espacios A {E} tiene
como base la construccién que haremos en la demostracion del Lema 2.5.2. Esta

construccién se basa en una que aparece en [96, p. 124].

2.5.1 Definicién

(1) Se dice que una sucesidn (z,) en un espacio localmente convero E es local-
mente convergente a x € E si existe un disco B C F tal que (x,) converge

a z en el espacio normado (EB,pB).

(2) Se dice que una sucesién (z,) en E es localmente Cauchy si existe un disco

B C E tal que (z,,) es de Cauchy en el espacio normado (EB,pB).

(3) Se dice que un espacio es localmente completo si toda sucesion localmente

Cauchy es localmente convergente.

(4) Se dice que un disco B C E es un disco de Banach si (EB,pB) es un

espacio de Banach.

Un espacio localmente convexo E es localmente completo si y sélo si todo

disco cerrado en F es un disco de Banach.

2.5.2 Lema Siendo U, la bola unidad cerrada de L*(y), si B C E es un disco
de Banach, también lo es [ Uy, B | en L'{E}.
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DEMOSTRACION:

Trivialmente | U, B ] es un disco en L!(g). Aplicando [75, p. 83] bastarad
probar que si (f,) es una sucesién en [ Uy, B ], la serie ¥ 5 f, converge, en L' {E},
a un elemento de [ Uy, B |. Puesto que para cadan =1,2,---, fz(t) € E_ p—a.e.
Y llp, fallt < 1, la serie Zgngfn converge en L'(x) a una funcién h € L'(y).

Ademaés se verifica

10 =Y o [Pafudi <1y b)) =X gopufult) #-ae

pues (puntualmente) la sucesién de las sumas parciales es monétona. Sea N € X
tal que u(N) = 0y en 2\ N se verifica h(t) = 3= 55p, fa(t). Puesto que £ es un
Banach, para cada t € Q\ N, ¥ 5= f,(t) es convergente. Sea f la funcién definida
pu—a.e. por la serie anterior. Sélo queda probar que f es u—medible pues en este

caso tendremos p—a.e. que

1
PBfSZE;PBfShEUl

Para cada n, la funcién definida sobre 2\ N por

ult) = 3 el

es p—medible y verifica que, puntualmente en Q\ N, limp_(f — g») = 0. Puesto
que p_(f — gn) es pu—medible, por ser limite puntual y — a.e. de la sucesién de
funciones y—medibles (p,(g; — gn) : j = 1,2,---), aplicando el Lema de Egoroff,
la convergencia de p_(f—gn) a0 es casi—uniforme y por tanto existe una sucesion

(K,) de compactos de Q2 disjuntos dos a dos y de forma que
e O\ N=UK,UN p(No) =0
® g, : K, — E es continua para cada n y cada r

e limp_(f — gn) = 0 uniformemente en K.
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En consecuencia para cada r = 1,2,...,f : K, — F es continua y por tanto f es

p—medible. |

2.5.3 Proposicién Si E es localmente completo y fundamentalmente L' —acotado
(en particular si es casi—completo y tiene la propiedad (B) de Pietsch) se verifica

que L'{E} es localmente completo.

DEMOSTRACION:

~ Si M es un disco cerrado de L'{E}, existira un disco cerrado B C E, tal que
Mc|U,B]

Aplicando el lema anterior y [75, p. 152] obtenemos el resultado. |

2.5.4 Corolario Si E es un espacio de Fréchet se verifica
(1) L' {E} es un espacio de Fréchet y L' {E} = L'® E.
(2) Si A es completo, A {E} también es completo, Fréchet si lo es A.
(8) Lin {E} = L},:®, E.

loc

DEMOSTRACION:

(1) Basta tener en cuenta que un espacio metrizable es localmente completo si

y sblo si es completo y aplicar la proposicién anterior.

(2) Basta aplicar el Teorema 2.2.11.
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2.5.5 Lema Siendo A perfecto, si R y B son discos de Banach en A y E respec-

tivamente y R es cerrado se verifica que
[ R,B ] es un disco de Banach en A{E}.

DEMOSTRACION:

Al igual que en el Lema 2.5.2, teniendo en cuenta [75, p. 83] bastara probar
que para cada sucesién (f,) en [ R, B ], la serie 3 2% f, converge en A {E} a un

elemento de [ R, B |. Siendo R° la polar de R en A*, puesto que
RIR,B]:={af :a€ R, f€[R,B]}

es un subconjunto del disco de Banach [ Uy, B ], para cada o € R° laserie Y ko f;,
converge en L'{E} a un elemento de [ U;, B |. Ademds la convergencia es yg—a.e.
en (E_,p_). Puesto que R° es absorbente en A* D L°(u), para cada compacto
K, de medida positiva, existe un maltiplo (distinto de cero) de x, que esta en
R°. De esto se deduce que f =3 2%, f» define puntualmente p — a.e. una funcién
y la convergencia puntual de la serie es relativa al espacio (EB, P, ). Al igual que

en el Lema 2.5.2 se obtiene que f es y—medible y puesto que para cada o € R°

se verifica

pylaf) = Ialpr SE
tenemos que p_ f € A** = A yp f€R.

2.5.6 Teorema Si A es perfecto (y por tanto completo) y E es localmente com-

pleto y fundamentalmente A—acotado, entonces A {E} es localmente completo.

DEMOSTRACION:

Basta probar que todo acotado de A { £} est4 contenido en un disco de Banach.

Esto es inmediato sin méas que aplicar las hipétesis y el lema anterior. ]
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2.6 El dual de A {E}.

El hilo conductor del estudio del dual (topoldgico) de los espacios A {E} serd
la caracterizacién, para espacios cuyo dual fuerte tiene la propiedad de Radon~
Nikodym, de dicho dual como un espacio de funciones del mismo tipo que A {E}.
Dicha caracterizacién nos permitira obtener ciertas propiedades. De nuevo sera
crucial el tipo de y—medibilidad con el que trabajamos.

Sobre el dual E’ de E consideraremos, salvo mencién expresa de lo contrario,

la topologia fuerte b (E’, E) y denotaremos por E} a E’ dotado de dicha topologia.

2.6.1 Definicién Denominaremos a—dual de un A {E} al espacio

A{E}" := {g:Q—>E,§ :ges p—medibleyV f e A{E} (f,g) € Ll(u)}.

Por (f,g) hemos indicado la funcién definida puntualmente mediante

(f9):t€Q— (f(t),9(2)) € R

que es p—medible por serlo f: Q — Ey g:Q — Ej y ser continuo el producto en
dualidad (-,-) : £ x F} — R. Asi, i g € A{E}", queda definida una aplicacién
lineal
T:feMEB}=T(f) = [(f.9) dueR

sobre A {E}. Estas aplicaciones lineales seran, bajo ciertas condiciones, continuas
y tendremos una identificacién entre A { E}* y un subespacio de A {E}’. Conside-
remos en primer lugar la relacién de A {E}” con el espacio AX {E}}. Nuevamente
establecemos un lema técnico que, basado en las propiedades de las funciones
continuas sobre conjuntos compactos, aplicaremos a funciones u—medibles. No

demostraremos este lema por ser su demostracién analoga a la del Lema 2.3.5(2).

2.6.2 Lema Sean K un e.t. compacto, B C E un disco cerrado y g : K — Ej

una funcion continua. Entonces para cada ¢ > 0 existe una funcién simple-Borel
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s: K — B tal que
p,.9 < (s,g)+e

2.6.3 Proposicién
AE}Y c N {E}
DEMOSTRACION:

Sea g € A{E}*. Tenemos que probar que P9 € A para cada B C E
acotado. Denotemos por p a p_,. Puesto que g : Q@ — Ej es p—medible y B° es

entorno de 0 en Fj}, la funcién
pg: Q- R

estd bien definida y es u—medible. Sea (K, ) una sucesién de compactos de (2,

disjuntos dos a dos, tales que
Q=K,UN u(N) =0
y las funciones
g: K, — E; pg: K, - R

son continuas. Teniendo en cuenta el lema anterior, para cada n € IN y cada

€, > 0 existe una funcién s, : K, — B simple-Borel de forma que en K, se

verifica
P9 < (Sn,9) + €n-

Siendo s := 3, s,X,. , en Q\ N se verifica

Pg < (s,9) +Y_enX,,

y por tanto, para cada h € A

hipg < (lhls,g) + Y enx,, ||
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Puesto que s € L {E}, |hls estd en A {E} y por tanto (|A|s,g) € L'(p). Sin
més que considerar una sucesién (&, ) apropiada, p.ej.
2"||h><1 i si |lhx Il #0
En = Kn'2 .
1 si |lhx, |, =0
la funcién 3, €nX,_|h| también esta en L(y) y por tanto pg € AX.
u

2.6.4 Proposicién Si A(E) = A{E} y en particular si E es fundamentalmente

A—acotado, se verifica

A {E;} = A{E}

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta la Proposicién 2.6.3 bastara probar

AX{E}} c A{E}".

Sea g € A* {E}}. Tenemos que probar que para cada f € A {E} la funcién (f, g)
esta en L'(u). Siendo B C E un disco cerrado tal que

ft) e Ep p—ae y pfEA

se verifica
1(f,9) | <p,fp,.9€L(n)

pues p_ f € A*.
u

2.6.5 Lema Sean E casi-tonelado y E| fundamentalmente A*—-acotado. Dada
una funcion g € A* {E}} existe U € U(E) tal que

g(t) € E'UO p—ae y p g€ A
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DEMOSTRACION:

Puesto que Ej es fundamentalmente A* —acotado, existe D C Ej acotado, y

por tanto equicontinuo, de forma que
Jt)EE  pu—aey pge€A*

Siendo U un entorno de 0, en F, de forma que D C U°, tendremos que
g(t) € E'Uo p—ae y p,g€A

y por tanto para cada f € A{E}, (f,g) es p—medible y

(f,9) 1 <p,fp,.g9€L(n) (2.6.1)

pues p_f esta en A.

2.6.6 Corolario Si E es casi-tonelado y E} es fundamentalmente AX —acotado,
entonces A* {E]} = A{E}*.

Una vez establecida la relacién entre A { E}* y A* {E}}, estudiemos la relacién,
en principio algebraica, de estos espacios con el dual A {E}.

Antes de pasar a estudiar las relaciones de estos espacios con el dual, caracteri-
zemos los elementos g € A {E}” que definen elementos de A { E}’. Enunciaremos,

sin demostracién, un lema técnico similar al Lema 2.3.5(1).

2.6.7 Lema Sean K un e.t. compacto, U C E un entorno de 0, absolutamente
convexo y cerrado y g : K — E; una funcion continua de forma que g(K) no corta
a E’UO. Entonces para cada n € IN eziste una funcion simple-Borel s, : K — U

tal que puntualmente se verifica

(Sn,g) > n.
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2.6.8 Lema Sea g € A{E}*. Son equivalentes:
(1) La aplicacion lineal
T:feAE} - T(f) = [(f0) dueR

es continua.

(2) Eziste un entorno de 0, U en E tal que
! X
g(1) €E p—aey ongEA i
DEMOSTRACION:
(1) = (2) Sean q € Q(FE) y H C A* un disco cerrado y normal tales que
T <sup{ [ aflhldu:he H} VfeA{E}.
Siendo U := {z € FE : q(z) <1} si
R !
p{teQ:igt)¢E }>0
podemos obtener un compacto K C ) de forma que g(K) no corta a E’ vo ¥
g : K — Ej es continua.

Teniendo en cuenta el lema anterior, para cada n € IN existe una funcién simple—

Borel s, : K — U C E tal que puntualmente se verifica en K

(Sn,g) >n
con lo cual tenemos la contradiccién
nu(K) ST(s2) = [ (sag) dp
< sup{/q3n|h| dp:h e H}

< sup{/xthl dp:hEH}:pHa (XK).
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(2) = (1) Basta tener en cuenta que puntualmente se verifica

(fLo)<p,fp,9

2.6.9 Corolario Si E es casi-tonelado y Ej es fundamentalmente AX —acotado,
entonces A{E}* = A* {E}} c A{EY}'.

DEMOSTRACION:

Dada una funcién g € A* {E}}, teniendo en cuenta los Lemas 2.6.5 y 2.6.8,

tenemos que la aplicacién lineal asociada T, : A {E} — IR definida por

T,() = [ (£,9) d

es continua considerando sobre A {E} la topologia normal y, por tanto, respecto

a cualquier M—topologia. ]

En el espacio 2 consideremos una sucesién fundamental de compactos (£2,,).

2.6.10 Lema Sea A dotado de cierta M—topologia tal que
t(M) <m (A,A%).
(equivalentemente, respecto a t (M) se verifica

ﬂ({}lgong =0 limgyx, =g Vg€A).

Siendo u € A{EY, la funcidn de conjunto m : R — E' definida por
(z,m(A)) :=u (:L'XA) z€E,

es una medida vectorial yu— continua de variacion acotada sobre los compactos de

Q.
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DEMOSTRACION:

Puesto que la aplicacién u : A {E} — IR es lineal y continua, existen ¢ € Q(F)
y H C A* normal y s (A*,A)—acotado de forma que para f € A{E}

[u()] < sup { [ lalaf du:a € H]
Puesto que L&(p) C A, para cada z € E y cada A € R, xx, estien A{E} y
(em() | = Ju(ex,)| < s [ lolo(e) dusae B
= g@)sw{ [ loldp:ae i}
es decir, m(A) € E’. Ahora, para cada disco B C E se verifica
p,,m(A) < sup{g(z): z € B} sup {/A laf dp: € H}

Sea A € R, sea 7 := {A;,...,A,} una particién medible finita de A y sea
{z1,...,2,} un subconjunto de B con el mismo niimero de elementos, iguales o

distintos, que 7. Se verifica

> (zm(A) = Yu(aw,)=u (Z wiXAi)

< sup{/|a|q (Z$X> du:aEH}

= sup {/lal;q(xi)x& du:aeH}

< sup{q(w):wEB}sup{/lal;xAi du:aEH}
— sup{g(e) :z € By sup{ [ lo| du: € H}

= sup{g(z):z€ B} p_, (x,)

H

y por tanto

>_p,,m(A;) <sup{g(z):z € B} p_, (x,) (2.6.2)



2.6 EL DUAL DE A{E}. 125

es decir, la p_ —variacién de m sobre A es finita y esta acotada por el segundo

miembro de (2.6.2). Admds, considerando conjuntos medibles C C A tenemos

Jim ml, () =0

y por tanto m es y—continua sobre A. Veamos que también es o —aditiva (sobre
los compactos). Si (A,) es una sucesién en R de subconjuntos disjuntos dos a

dos tales que A := U, A, estd en R , se tiene que

lim 4 (U Ai) =0
n+1

y para cada disco B C E, puesto que x, € A(A € R), tenemos
limp_, (m(A) —m (U A,-)) = limp,_,m (U Ai)
1 n+1

< limsup {‘/er N lal du : a € H} sup {¢(z) : z € B}

nt1 ¢

limp . (x,,x w ) sup {¢(z) 1z € B} =0

n+1

2.6.11 Lema Sea g € L}, {E}} y sea T, : S.(E) — IR definida por

loc

T(s) = [ (s,9) du

En las hipdtesis del lema anterior, si T, es continua para la topologia t (M),

entonces g € A {E}™.
DEMOSTRACION:

Puesto que en las hipétesis sobre A, S.(E) es denso en A {E}, podemos exten-

der T, a A{E} de forma continua. Comprobemos que (f,¢g) € L'(x) para cada
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feA{E}.
Puesto que ¢ es p—medible, podemos obtener una sucesién creciente (K,) de

compactos de (2, de forma que
Q=K,UN con u(N)=0 y g:K,— Ej continua.

Por otra parte, puesto que T} es continua, existen ¢ € Q(F) y H € M tales

que
1 T5(f)] < sup {/ lalgf du:a € H}
Para cada n € IN la aplicacién lineal 7), : A {E} — IR definida por
T (f) :=/<f,ngn> dp

es continua, pues gx,  estd en L%(u). Ademas coincide con T, sobre las funciones
f € A{E} con soporte en K,. Para cada f € A{E} tenemos que probar que

(f,9) € L'(n)-
Puesto que A es normal y f € A {E}, la funcién definida puntualmente por

fr += signo({f,9)) f
esta en A{E} y [(f,9)| = (f1,9). Ademds, para cada n =1,2,... se verifica
T.(f) = /(fl,ngn> dp = / [{£,9x,,) | du
< sup{/la[qf d,u:aEH}
y aplicando el teorema de la convergencia monétona tenemos que

(fi,9) € L (p)

y por tanto (f,g) también estd en L'(y). n

2.6.12 Proposicién En las hipdtesis del Lema 2.6.10 sobre A, si E | tiene la

proptedad de Radon—Nikodym respecto a 1, entoces se verifica que

A{EY Cc A{E}".
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DEMOSTRACION:
Seau € A {E}/ y sea m : R — L' la funcién de conjunto asociada a u es decir
m(A)(z) :=u (:cXA) .

Teniendo en cuenta el Lema 2.6.10, m es una medida vectorial y—continua y de
variacion acotada sobre los compactos de {2. Siendo g € L}, {E}} la densidad de

m, la aplicacion lineal asociada

T, :s € Sc(E) — Ty(s) := / (s,g) du

coincide con u sobre S.(E) y por tanto es continua respecto a la topologia que

éste hereda de A {E}. Aplicando el lema anterior tenemos que g € A {E}”.

2.6.13 Corolario Si (A,t(M)) = A* y se verifica

(1) E es casi-tonelado.
(2) E; es fundamentalmente A* —acotado y tiene la RNP(u).
entonces
A{EY* = A {E} = A {EY}.
DEMOSTRACION:

Basta aplicar el Corolario 2.6.9 y la Proposicién 2.6.12
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Observaciones
Con la identificacién que hacemos de elementos de A {E}’ con elementos de

A* {E;}, para obtener ciertas inclusiones concretas tales como

Ly, AEY C LY {E}}

loc

no parece imprescindible suponer que Ej tenga la RNP(y) tal y como la hemos
definido; bastaria poder representar, como elementos de L}, {E;}, no todas las
medidas

m: R — Ej

que sean p—continuas y de variacién acotada sobre los compactos de {2, sino de
éstas, las que ademds tengan rango p—ponderado localmente acotado, es decir,
de forma que podamos descomponer ) = |J A, siendo cada A, de medida positiva
y tal que cada

{ m(A)

m:ACAn,AeR, u(A)#O}

es acotado en FEj.

Cuando un espacio E tiene la propiedad (B) de Pietsch, segtin se deduce del
Lema 1.5.11, toda medida

m:R—FE

que sea pu—continua y de variacion acotada sobre los compactos tiene rango

p—ponderado localmente acotado.
Si nuestra propiedad de Radon-Nikodym consistiera en representar las medi-

das citadas, no podriamos garantizar A {E} C A {E}” para todos los espacios A

considerados. En cualquier caso tenemos

2.6.14 Proposiciéon Consideremos los espacios A, dotados de las topologias nor-

males
t(M) < m (A A)

St E es casi-tonelado y E} tiene la propiedad (B) de Pietsch, son equivalentes
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(1) Ej tiene la RNP(u).

(2) A{EY C A*{E}} para cualquier A.

(3) A{E}Y C A*{E}} para algin A.

(4) Li.{E}Y C LY {E}}.

(5) LY {E} C L* {E}} (es decir L' {E} = L* {E}}).

DEMOSTRACION:

(1) = (2) Basta aplicar las Proposicién 2.6.12.
(2) = (3) No hay nada que demostrar.
(3) = (4) Siendo J : A{E} — L} {F} la inclusién canénica, para cada

loc
u € Lip {EY
la composicién uJ estd en A {E}’ y por tanto existe g € AX {E}} de forma que

u(f) = u(I() = [(f.9) du  VfeA{B}.

Puesto que u es lineal y continua sobre L}, _{F}, existen un compacto K C 'y

una seminorma q € Q(F) tales que
WIS [ of du VP € Ll {B)
y, en particular, para cada A € R y cada
relU:={z€ E:q(z) <1} cUE)
tenemos
u(ex,)l = (2, [ g du)| < 2)u(ANK) < u(ANK).

Por tanto, para cada A € R se verifica

)
_— duel’
u(A) Ja9
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y aplicando el Lema 1.4.3 obtenemos

gt)=0 p—ae en Q\K
g(t)elU® p—ae  en K.
Asi pues, g € L¥ {E}}.
Puesto que las aplicaciones lineales y continuas definidas sobre L}  {E} por

loc

u y por [(f,g) du coinciden sobre el subespacio denso S.(E), coinciden sobre

todo el espacio.

(4) = (5) Sigue las mismas lineas que 3 = 4.

(5) = (1) Teniendo en cuenta el Corolario 1.5.12, puesto que E; tiene la
propiedad (B) de Pietsch, bastard probar que todo operador continuo

T:LYu) — E;
es representable. Sea u : S;(F) — IR la aplicacién definida mediante

u(s) = u(} eix, ) = 3 (e T(x,))

siendo s = Y, x;X . € S:(E) con los A; disjuntos dos a dos. Considerando sobre
S:(E) la topologia de L! { E'}, comprobemos que la aplicacién lineal u es continua.
La imagen, mediante T, de la bola unidad de L'(x) es un acotado en E; y por
tanto es equicontinuo por ser E casi-tonelado. Sea U € U(E) tal que U° contiene

a dicho acotado. Se verifica entonces
u(s)l < {2 T, )| < Xop, (@, (T(x,,))
= Ep A, (T(x,)) < S r, (24 = I,

y por tanto u es continua. Denotemos también por u su extension lineal y continua

a L' {E}. Aplicando la hipdtesis, existe g € L® {E}} tal que

u(f) = [(f.9) du VfeL'{E}.

Sélo queda comprobar que esta g representa al operador T considerado ini-

cialmente, i.e. que para cada a € L'(y)

T(a) = /ag du.
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Para comprobar esto bastara comprobarlo para las funciones simples de soporte
compacto, pues estas son densas en L!(y) v los dos miembros de la igualdad
anterior definen operadores continuos sobre L!(x). Por linealidad bastara probar

que para cada A € R se verifica

T(x,)= /Ag du.

Para cada A € R y cada z € E puesto que existe [, g du € E’, tenemos

u(zx,) = (2,T(x,)) = f(wa,g> dp = <w,/gx,, du>

y por tanto
T(x,) = / g dp paracada AER
A

Observaciones

(1) Nétese que en el teorema anterior la hipdtesis
o E; verifica la propiedad (B) de Pietsch.
s6lo se han utilizado en la implicacién (5) = (1).

(2) En (5) la inclusién indicada es equivalente a la igualdad por ser funda-
mentalmente L*°(u)—acotado cualquier espacio localmente convexo (2.6.6).
Para que la inclusién dada en (4) sea equivalente a la igualdad, bastara
suponer que E; es fundamentalmente L3°(u)—acotado o, lo que es lo mismo

(Proposicién 2.4.7), que es fundamentalmente p—acotado.

(3) Si suponemos que Ej es fundamentalmente AX—acotado, en (2) y (3) las
inclusiones indicadas son equivalentes a la igualdad y el teorema es una
generalizacién del resultado cldsico, referido a L?(E), con E un espacio de
Banach ({30, Th. 4.1.1]): Siendo 1 < p < 0o y q el exponente conjungado

de p se verifica:
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LP(E) = LI(E') siy sélo si E' verifica la propiedad de Radon-
Nikodym respecto a p.

Asimismo es una generalizacién del correspondiente resultado para espacios

A(E) con E normado, [41, Th. 1].



2.7 CONDICIONES DE TONELACION. 133

2.7 Condiciones de tonelacidn.

En los resultados de la seccion anterior hemos considerado las relaciones existentes

entre los espacios

A{E}* AN A{E} A{EY .
De estas relaciones obtendremos la coincidencia de estos tres espacios bajo ciertas
condiciones. En este caso, al quedar caracterizado el dual de A { E} como A* {E}}
bajo la identificacion
T e A{E} «— ge A\ {E}
T(f) = [ (f.9) du

podemos estudiar la relacién que hay entre la topologia fuerte b (A {EY ,A {E})
y la topologia de A* { E}} asociada a la topologia fuerte (A%, A). Denotaremos

la primera por b y la segunda por 8. Tenemos los sistemas fundamentales de

entornos de 0
(1) en (A {E}',b)
{M°: M C A{E} es un disco cerrado }
(2) en (A% (E}} . 8)
{ [H°,B°] }

donde H recorre los subconjuntos s (A, A*) —acotados absolutamente con-

vexos normales, B recorre los discos cerrados de E y

[H°,B’) = {ge A {E}}:p, geH}

{g € N {E}: sup{/ lalp,,gdp:a€ H} < 1}

2.7.1 Teorema Consideremos sobre A {E} la topologia definida por la topologia
fuerte b(A,AX) y la topologia de E. Si se verifican
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(1) E es casi-tonelado y Ej tiene la RNP(y).
(2) El dual de A dotado de la topologia fuerte b(A,A*) es A*.

(8) E; es fundamentalmente AX—acotado.
entonces

(a) A{E}} = A{EY = A{EY
y st ademds

(4) E es fundamentalmente A—acotado,

también se verifica

(6) b(A{EY ,A{E}) =B (A" {E}} . b(AX, )

DEMOSTRACION:

(a) Se deduce inmediatamente del Corolario 2.6.13 aplicado a la topologia fuerte
b(A,AX).

(b) Probemos en primer lugar que b < 3. Las seminormas de un sistema funda-

mental para la topologia b son del tipo

(o) i=sup {1 [ (.9 duls 1 € M}

donde M recorre la familia de los discos cerrados de A {E}. Teniendo en
cuenta (4), dado un conjunto M existen un disco cerrado B C E y un

subconjunto acotado y normal R C A, de forma que

f(t) € Eg  p—a.e. paracada f€ M.
{p.f:feM}cr

y por tanto

rulo) < swp{[109) dus e M}

< sup{/}a[pgog d,u:aER}.
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Puesto que el dltimo miembro de la expresién anterior define una seminorma
f—continua tenemos que b < 3.
Probemos que # < b. Sea B C E un disco cerrado, sea H C A un disco

normal y sea la seminorma B—continua asociada

Py (PEog) = sup{/ |a|pBog dy :a € H}

Comprobaremos que siendo M := [H, B] se verifica

Po (pBog) <r (9) VgeAN{E}.

Para cada g € A* {E}} y cada € > 0 existe a € H tal que

Py (PBOQ) <E+ /!alpBog du.

Por otra parte, puesto que g es p—medible, existe una sucesion de compactos

(K,) de Q tales que
Q=U,K,UN con p(N) =0
g:K,—FE vy P9 K, — IR son continuas.

Aplicando el Lema 2.3.5(2), dado é, > 0 arbitrario existe una funcién

simple-Borel s : K,, — B de forma que en K, se verifica puntualmente

Pood < (80, 9) + 6n

Las funciones s := ¥, $nXy, 80— By 6= Ypbax, 2 — IR son
p—medibles y acotadas sin mds que tomar acotada la sucesién (6,). Ademas

verifican
PL9<(s,9)+é u—ae

y por tanto, considerando

] <{ - Kslal = si Sk, le| du # 0

1 si ax, =0 p—ae.
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y siendo M := [H, B], puesto que |a|s € M, tenemos

Po (Ppo) < et [lal(s.0) dut [ ol du
e+ [(lals,g) dp+e

< 2€+sup{/|(f,g)|du=f€M}

IA

es decir
Py (Pp09) <26 +7,,(9)

y por tanto p__ (pBog) <r,(9).

2.7.2 Corolario En las hipdtesis (1), (2) (3) y (4) del Teorema 2.7.1 se verifica
que A{E} es casi-tonelado.

DEMOSTRACION:

Si M C A{E} es b—acotado, teniendo en cuenta el Teorema 2.7.1, M es un
subconjunto acotado de A* {E}} y por ser Ej fundamentalmente A*—acotado,

existe un disco cerrado D C Ej y un subconjunto acotado normal H C AX tales

que M C [H, D}, es decir,

(1) VfeM flt)eE, p—ae
) {pr 1 f € M} es acotado en A*.

Puesto que E es casi-tonelado y A es tonelado, existen entornos de 0, U en E y

G en A, tales que
HCG DcU°

y por tanto,

M cC[G°U°] =[G,U)
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y M es equicontinuo. [ ]

2.7.3 Corolario En las hipdtesis (1), (2), (3) y (4) del Teorema 2.7.1, si A es
perfecto y E es localmente completo, A{E} es tonelado.

Podemos estudiar la tonelacién de A {E} desde un punto de vista distinto al
de la representacién de su dual como A* {E;}.

En [29] se demuestra que si F' es casi-tonelado y verifica una determinada
condicién que enunciaremos, entonces es tonelado. En el citado trabajo, siendo

(92, %, ) un espacio de medida completo, se adopta la siguiente definicién

2.7.4 Definicién [29]
Se dice que una familia P = {PA t A€ Z} de proyecciones lineales continuas
en F es un (Q, %, u)-dlgebra de Boole de proyecciones si se verifica
(1) P_ es la identidad en F.
(2) Si u(A) =0, entonces P, = 0.
(3) P, ,=P P_siA,BeX.
(4) P, ,=P, + P, siA BecX son disjuntos.

2.7.5 Teorema [29, Corolario 2 del teorema 1]

St el espacio de medida no tiene dtomos y F es casi—tonelado con un (2, X, p)-
dlgebra de Boole de proyecciones equicontinuas que verifica la siguiente condicidn
(%)

Si (Ar) es una sucesion decreciente en Q con u(An) =0, (z,) es

una sucesion en E tal que cada z, estd soportado en A, (es decir,

PAn (fﬂn) = fl?n); Y (an) c ll, entonces la serie 3, a,x, converge en

E.
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entonces F es tonelado.

Cuando F' es un espacio de funciones A { £}, dotado de una M—topologia por
supuesto, el ejemplo candnico de dlgebra de Boole de proyecciones equicontinuas

esta dado por las secciones segin los conjuntos medibles

P : AE} — A{E}
[ =P =fx,

Comprobemos que A {E} verifica la condicion (*) enunciada en el teorema

anterior

2.7.6 Lema Supongamos que A estd dotado de una cierta M—topologia con la
que es localmente completo. St (f,) es una sucesion acotada en A{E}, (A,) es

una sucesion decreciente de conjuntos medibles tal que p(NA,) =0 y (c,) estd

en I1, la serie
chf”XAn
n

converge en A {E}.
DEMOSTRACION:

Sea g,, := anAn y sea Ag := NA,. Puesto que cada g, se anula en )\ A,,
para cada t € 2\ A,,, la serie, en F,

> cngnlt)
n
sélo tiene una cantidad finita de sumandos no nulos,
m
D cagnlt)
n=1
y por tanto, puesto que u(Ay) = 0, la funcién

frteQ— f(t) =) cagn(t) € E
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estd definida p—a.e., en  \ A;. Comprobemos que f € A{F} y que, en A{E},

se cumple
f= E CnGn-

Puesto que p(Ag) = 0, la funcién f es limite casi-uniforme de la sucesién de

funciones y—medibles

n
Sp = Z C:g;

=1
y, teniendo en cuenta la Proposicién 1.2.4, f es u—medible.

Por otra parte, si ¢ € Q(F), tenemos puntualmente,
af <3 lealggn

¥, puesto que (¢,) € I' v (qg,) esta acotada en A y este es localmente completo,
qf €Ay feA{E}.
Probemos por ultimo que f = lim, s, en A {E}. Para cada ¢ € Q(F) y cada
H € M, tenemos puntualmente para cada h € H,
a(f —sn)lhl < D leilggilh]
1=n+41

y por tanto, siendo

plg, H) := sup{sup{/qgi|h| du : hEH} :i:l,?,...} < 400

tenemos

sup{ [ a(f = sl dush e H} < sup{ > lail [ agilhl du:hEH}
i=n+1

< i lciisup{/qgilhl du:hEH}

i=n+1

< oaH) S

i=n+1

Yf:chgn enA{E} =
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2.7.7 Corolario Supongamos que el espacio de medida no tiene dtomos.

(1) Si A es localmente completo y A{E} es casi-tonelado, entonces A{E} es

tonelado.

(2) En las hipdtesis (1), (2) (3) y (4) del Teorema 2.7.1 y siendo A perfecto,
A{E} es tonelado.

Hagamos algunas consideraciones sobre situaciones en las que podemos con-

siderar espacios normados. Si B C E es un disco cerrado en (E,t), sobre los
subespacios de A {F}

A{E,} = {f:Q—E,:fesy—medible(p,)y p,f €A}
A{E_,E} = {f:Q—E, :fesu—medible(t)y p,f€A}

podemos definir una topologia a partir de la topologia de A y de la topologia de

la norma de £ . Dicha topologia esta definida por las seminormas

r(p,f)

cuando r recorre las seminormas continuas sobre A. Puesto que la y—medibilidad
respecto de la topologia t verifica que si (A,) es una sucesién disjunta de conjuntos
medibles y (g,) es una sucesién de funciones p—medibles, entonces la funcién

(definida puntualmente)
g:= ZanA,, es p — medible ,

toda la demostraciéon del Lema 2.7.6 es aplicable al espacio A{EB,E} y por

tanto, si éste es casi-tonelado, también es tonelado. Probemos que A {EB,E } es

casi—tonelado cuando lo es A.

2.7.8 Proposicién Sea A casi-tonelado y sea B C E un disco cerrado. Entonces
A {EE,E} es casi—tonelado.
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DEMOSTRACION:
Denotemos A[E ] := A {EB,E} y sea
HcA[E)] b (A [E,]'.A [EBD — acotado

]la

Tenemos que probar que H es equicontinuo. Puesto que cada f € A [EB

podemos expresar, definiendo % := 0, de la forma

I
f=pf i

es decir como f = a-g dondea € Ay g € L® {EB] siendo p_g < 1 puntualmente.

Denotemos por U, a
Uy = {g € L™ [EB] tpg < 1lp— a.e.}
St para cada g € L™ [EB] y cada u € H consideramos la aplicacion lineal
u®@¢g:A—-> R

definida mediante (u ® ¢) (@) := u (- g) tenemos una aplicacién lineal y continua
sobre A.

Comprobemos que Hy ;== {u®g:u € H,g € U;} es b(A’, A) —acotado.

Si C' es un subconjunto acotado de A,
Hi(C) :={{u,a-¢g):u®g € Hy,a € C}
es acotado en IR pues H es b (A [EB],,A [EBD —acotado y
{a-g:aeC,gel}

es un subconjunto acotado de A [EB}
Por tanto, H; es b(A’,A) —acotado y puesto que A es casi-tonelado, H; es

equicontinuo, es decir, existe una seminorma continua r sobre A tal que

sup{|u @ g(a)| :u € H,g € U1} < r(a) para cada o € A.
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Expresando cada f € A [EE] de la forma f =a-gconag=p_f €Ay go € Us,

tenemos

sup{| (u, f) | :u € H} < sup{|({v,00-g)|:u€ H,g€U}
< r(ao)=r(p,f)

y por tanto H es equicontinuo. ]

2.7.9 Corolario Sea A normal, localmente completo y tonelado. Si el espacio de
medida no tiene dtomos, entonces A {EB,E} es tonelado para cada disco cerrado

BCE.

Puesto que el espacio A{EB} es un subespacio cerrado de A {EB,E}, en las

hipétesis del corolario anterior sobre A, también es tonelado el cociente

AME B} IME, Y.

Asimismo es tonelado el espacio A{EB} pues pueden aplicarse a este espacio
las demostraciones del Lema 2.7.6 y la Proposicién 2.7.8. La tonelacién de los
espacios A { E'} cuando F es un espacio normado est4 estudiada en [33] suponiendo
que el espacio de medida tiene medida finita y que en el espacio A se verifica que

li = .
“(iﬂong 0 Vg € A
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2.8 Otras propiedades.

En términos generales, cabe decir que la mayor parte de las propiedades que se
tengan para espacios de sucesiones vectoriales son traducibles, en alguna medida,
a nuestros espacios de funciones A {E}. La medida en que podemos garantizar
esta generalizacion de resultados vendra dada por tres herramientas fundamen-

tales:
e La integral.
e La propiedad de Radon-Nikodym.

o La fundamental acotacién.

En parte de la seccién anterior hemos visto un ejemplo de esta situacion :
Suponiendo que E; tiene la RN P(u) (como sucede para cualquier espacio respecto
a la medida cardinal sobre los naturales), identificamos el dual de A {E} con
A* {E{} y, suponiendo que E} es fundamentalmente A*—acotado, aplicamos las
hipétesis correspondientes a A y E. En este esquema, la integral aparece tanto
en I/ como en FEj, como sustituto de las coordenadas en las sucesiones, y la
RN P(u) aparece en E como garantia para representar los elementos de A {E}’

como funciones de Lj,. {E}}.

En lo que sigue estudiaremos algunas propiedades sobre A {E} suponiendo
que el espacio A de funciones escalares es normal y normado para una topologia
normal del par (A,A*). Sin esta hipétesis también podriamos estudiar dichas
propiedades segun el esquema que hemos descrito en el parrafo anterior, es decir
considerando sobre Ef la propiedad de Radon-Nikodym.

La clave de los resultados que obtendremos sera un lema, de caracter técnico,
cuyo espiritu parece estar en todos los resultados de las mismas caracteristicas
referidos a otros tipos de espacios, principalmente espacios de funciones conti-
nuas con diversas topologias. Ver Hollstein [55], Schmets [90, Th. 1.5.3], Bier-
stedt, Bonet y Schmets [4, Lema 2] y Férnandez y Florencio [38, Lema 2]. Las
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propiedades que estudiaremos son :
ser (DF), ser (¢DF') y ser casi-normable.

Curiosamente, al igual que para otros espacios de funciones, la propiedad (df) no
parece aceptar un tratamiento analogo.

Dado un espacio A {E} denotaremos por SA(E) al subespacio de A {E} for-
mado por las (clases de) funciones que alcanzan a lo sumo una cantidad numerable

de valores, es decir
SA(E) = {feA{E}: existen (z,) C E,(A,)CE

tales que f = anXAn p— a.e. }

2.8.1 Lema Supongamos que SA(E) es denso en A{E}. Si H C A es un en-
torno de 0 normal absolutamente convero y cerrado en A, V C E es un entorno

de 0 absolutamente convezo y cerrado en E y B C E es un disco cerrado, para

cada 6 > 0 se verifica que
[H,V+B]Cc(1+6)([H,V]+[H,B])

DEMOSTRACION:

Sea f € [H,V + B, es decir, sea f € A {E} tal que p,,, S € H. Puesto que
SA(E) es denso en A {E}, dado el entorno de 0 en A {E}

)

~|H,V

2 [H7 ]
existe s € SA(E) tal que

)
f—S€§[H,V]

Siendo U := V + B, se verifica puntualmente

Pys < p,(s=f)+p,f

é )
< pv(s—f>+p,,fe§H+H=<1+5>H



2.8 OTRAS PROPIEDADES. 145

y puesto que H es normal,

6
pUS € (1 + Z) H.
Por otra parte, siendo

8= inXAi , con A; € ¥ disjuntos dos a dos

se tiene que p s = Y p_ (a:z-)XA‘_. Por ser U cerrado y absolutamente convexo,

z; € p,(x:)U, con lo cual podemos expresar cada z; en la forma
z; =p () (b +v;) con v;€Vy b;€B
Las funciones definidas mediante

8 = va(xi)viXA'. s2:= 3P, (z:)bix,,

estan en SA(E) pues si ¢ € Q(E), siendo C, := sup {¢(b) : b € B}, se verifica

puntualmente
gs2 = _p,(zi)q(bi)x, < Cyp,s €A
y ¢81 = ¢s — ¢sz también estd en A. Ademas verifican
(1) p,s1 <p,s.

(1) Si teQ, sy(t)eE, y p,sa<p,s.
y por tanto,

o e (- o2
o e ()= Jno

f= sitsat(f e(l 5) HV+[HB])+§[H,V]
C(1+6)([H,V]+[H,B])

I
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2.8.2 Lema Supongamos que SA(E) es denso en A{E}. Si H C A es un en-
torno de 0 normal absolutamente convezo y cerrado en A, V C E es un entorno
de 0 absolutamente convezo y cerrado en E y By,..., B, son subconjuntos de E

absolutamente convezos y cerrados, para cada € > 0 se verifica que

[H, vy Bi] Cl+e) ([H, v+ SO, B,-])
=1 =1 -
DEMOSTRACION:

Basta aplicar el lema anterior repetidamente con § > 0 de forma que

1+6)"<1+e.

2.8.3 Lema Sea R la bola unidad de A y sean B,C C E tales que

[R, B] C [R,C]

entonces B C C'.

DEMOSTRACION:

Si ¢ € B, basta considerar un conjunto medible A C 2 de medida positiva, y

aplicar la hipétesis a

f= zx, € [R,B].

1
x4

2.8.4 Teorema Supongamos que SA(E) es denso en A{E}. Se verifican:

(1) Si E es casi-normable, entonces A {E} también lo es.
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(2) Si E es fundamentalmente A—acotado, en (1) se tiene la equivalencia.

DEMOSTRACION:

(1)

Sea R la bola unidad de A. Dado un entorno [R,U] de 0 en A {E}, tenemos
que probar que existe un entorno [R,Vi] C [R,U] de 0 de forma que para
cada A > 0 existe un acotado M C A {E} tal que

[R,Vi] C M + A[R,U]. (2.8.1)

Puesto que FE es casi-normable y U es un entorno de 0 en E existe V € U(F)

tal que
Vp > 03B, C E acotado : V C B, + pU
con lo cual tomando ¢ =1 en el Lema 2.8.1 obtenemos
[R,V] C[R, B, + pU] C2([R, B,] + p[R,U])
Considerando V; := 1V tenemos (2.8.1).

Si U es un entorno de 0 en F, puesto que A {E} es casi-normable, existe
V e U(E) tal que

Vp>0 3JH, CA{E} acotado :[R,V]CH_ +p[R]U].

Por otra parte, al ser F fundamentalmente A—acotado, existe B CE

acotado tal que H, C [R,BP} y, por tanto,
[R,VIC [R,B,] +p[R,U| C [R,B, +pU].
Aplicando el lema anterior tenemos el resultado

V.C B +pU.
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2.8.5 Teorema Supongamos que SA(FE) es denso en A{E}. Se verifican:

(1) Si E es un espacio (DF)(resp.(¢DF)), entonces A {E} también lo es.

(2) Si E es fundamentalmente A—acotado, en (1) se tiene la equivalencia.

DEMOSTRACION:

(1) Puesto que en ambos casos E es un espacio (df), teniendo en cuenta el

Teorema 2.3.9, A {E'} tiene una sucesién fundamental de acotados que viene

dada por

[R,By):={f € A{E}: f(t) €E, p—aey p, f€R]}

siendo R la bola unidad cerrada de A y (B,) una sucesion fundamental de
acotados de E que podemos suponer creciente. También podemos suponer

que los B, son absolutamente convexos y cerrados.

(a) Caso (DF). Tenemos que probar que A {E} es Ro—casi-tonelado, es

decir que:

Si (W),) es una sucesién de entornos de 0 en A {E}, absoluta-
mente convexos y cerrados y W := [, W,, es bornivoro,

entonces W es entorno de 0 en A {E}.

Puesto que W, es entorno de 0, existe V,, € U(E) absolutamente con-

vexo cerrado, con funcional de Minkowski ¢, tal que
1
RVl = { € AE) : [anfll <1} € W

Ademas, puesto que W es bornivoro, para cada n € IN existe r, > 0

de forma que
1

ro [R,B,] C e

w

y por tanto para cada n se verifica

1
T [R, Bl] + ...+ Tn [R, Bn] C EW
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Consideremos los entornos de 0 en F definidos por

U, = l (Vn + ZriB¢>
2 =1

y sea U = (U,. Probaremos que U es bornivoro y por tanto sera
entorno de 0. Bastard probar que U absorbe a cada B,,.

Fijado m € IN, para cada n = 1,2,...,m — 1 existe A, > 0 tal que
B,, C A\ U,. Por otra parte, paran=m,m+1,...,

2
B, ¢ —U,.

T'm

Siendo
2
QA ‘= max {/\1, ey Ama1s ———} >0
r‘m
tenemos B,, C a,,U y U absorbe a B,,.
Probemos por ltimo que [R,U] C W con lo cual W seré entorno de
Oen A{E}.

Si f € [R,U], para cadan € IN, f € [R,U,] y por tanto aplicando el

Lema 2.8.2 con ¢ = 1 podemos expresar f de la forma

fi=g+> rig

=1

donde
1. 1
ge(i+e) [RoV| =RV v ge(i+o)|R 3B =R B.

1 1
Por tanto, para cadan=1,..., fe ;W + s W C W,y fe W.

Caso (gDF). Tenemos que probar que A {E} es c—casi-tonelado, es

decir se verifica

Si (W) es una sucesién de entornos de 0 en A {E}, absoluta-
mente convexos y cerrados tales que para cada M C A {F}
acotado existe ng € IN de forma que M C Nyspn, W,

entonces W := 1, W, es entorno de 0 en A {E}.
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Puesto que cada [R, B;] es acotado, existe n; € IN tal que
[R,Bi] C [ Wha.
n>n;
Podemos suponer que (n;) es estrictamente creciente. Consideremos
los entornos de 0 en A {E} definidos por

Nit1
Gi = m Wn (Tlo = 0)

n=n;+1
con los cuales se verifica [R, Bi] C N,»; Gn-

Para cada n = 1,2,... sea V,, € U(E) absolutamente convexo cerrado

de forma que

R,V,] C iGn

y sea U, := V, + B,. Al igual que en el caso (a), probemos que
U := N U, es entorno de 0 en E para lo cual bastara probar que cada
acotado B; estd contenido en alguna interseccién de la forma Np>p Uny.
Esto dltimo es inmediato pues sin > 7, B; C B, C U,. Por tanto, U es
entorno de 0 en £. Probemos por 1tiltimo que [R,U] C W con lo cual
tendremos que W es entorno de 0 en A {E}. Si f € [R, U], para cada
t=1,2,...,f € [R,U;]. Aplicando el Lema 2.8.2 con € = 1 obtenemos

1 1
fe2(R,Vi]+[R B C?2 (ZG,- + ZG,-) =G
y por tanto f € NG; = NW,, = W.

(2) Siendo E fundamentalmente A—acotado, podemos obtener una sucesién

fundamental de acotados de A {E} de la forma
[R,B,] B,CE acotado .

Aplicando el Lema 2.8.3 tenemos que (B, ) es una sucesién fundamental de
acotados de E. Para probar que E es respectivamente Ro—casi-tonelado o

c—casi-tonelado basta aplicar la hipétesis correspondiente sobre A {E} y el

Lema 2.8.3.
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2.8.6 Corolario Si F es un espacio (DF), (gDF) o casi—-normable, también lo
es LP {E} para1 < p < co.

2.8.7 Corolario Sea E un espacio (DF) tal que E} tiene la RNP(1) y sea 1 <

p < oo. Se verifican:

(1) SiE estonelado y localmente completo, entonces LP {E} es un (DF) tonelado

localmente completo.

(2) Si el espacio de medida no tiene dtomos y E es casi-tonelado, entonces
L? {E} es un (DF) tonelado.

DEMOSTRACION:

Basta tener en cuenta los Corolarios 2.7.7 y 2.8.6 y el Teorema 2.5.6 ]

Observaciones

(1) Alser fundamentalmente L*°(yu)~acotado todo espacio localmente convexo,
en el resultado anterior se tiene la equivalencia para p = oo y tenemos
el Teorema 1 de [38]. Por supuesto suponiendo que E es fundamental-

mente L?(u)—acotado, la equivalencia en el resultado anterior se tiene para

cualquier p, 1 < p < 0.

(2) Puesto que las propiedades consideradas ((DF), (gD F), casi-normable) son
estables por cocientes separados, para tener la equivalencia en los Teoremas
2.8.5 y 2.8.4 no es imprescindible que E sea fundamentalmente A—acotado,
bastard que E sea un cociente de A {E} y para esto basta con tener definida

la integral, es decir, basta con que E sea casi-completo.
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2.9 Limites inductivos numerables.

Dedicaremos esta seccién a estudiar la conservacién de la topologia limite in-
ductivo en los espacios A {E} manteniendo fijo el espacio A. Concretamente
probaremos que, dado un espacio de Banach A de funciones escalares en deter-
minadas condiciones y un limite inductivo separado E = ind E,, el limite in-
ductivo ind A{E,} es un subespacio topoldgico de A{ind E,}. Las citadas condi-
ciones bajo las cuales trabajaremos podrian considerarse como la traduccion con-
tinua del caso discreto. De nuevo, jugara un papel fundamental el tipo de
p—medibilidad con el que trabajamos. El desarrollo que sigue se basa en el tra-
bajo de Bonet, Dierolf y Férnandez [14] en el cual se estudia la situacién en el
caso discreto. A lo largo de todo la seccién A serd un reticulo de funciones normal

y Banach, es decir un espacio de Banach que verifica

(1) L(p) € A C L} (1), siendo las in clusiones continuas.

loc

(2) A esnormal ysi f,g € A,|g| < |f| p—a-e., entonces ||g|| < || f]|-

Ademas supondremos la citada propiedad traducida del caso discreto

(3) Siendo (£2,) una sucesién fundamental de compactos de 2, se verifica

1. == 1 = .
“(ggofo 0y limfx, =f VfeA
Bajo estas condiciones, es facil comprobar que el dual de A es A* y, de forma

andloga a la demostracién de la Proposicién 2.2.13(2), que Sc(E) es denso en

A{E}. Ademas

2.9.1 Lema En las condiciones indicadas sobre A si (K,) es una_sucesion de
compactos de Q1 disjuntos dos a dos y de medida positiva, eziste una funcion o

de la forma g = 22 CnX,, con ¢, >0 para cada n tal que Yo no estd en A.

DEMOSTRACION:
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El subconjunto de A

W= {w eENp= chxh,n para alguna sucesiéon (c,) en ]R}

es un subespacio cerrado de A y por tanto con la norma inducida es un Banach.

Si toda funcién de la forma 3~ c,x,. estuviera en A, estaria definida la aplicacién

lineal
T:w—-W, T((c,)) = chxl{n

y teniendo grafica cerrada seria continua con lo cual tendriamos una norma con-

tinua sobre w, hecho que no es cierto.

2.9.2 Proposicién Sea F' un subespacio cerrado de E y
p:E— E|F
la sobreyeccion candnica. La aplicacion
p:ME} — A{E/F}

definida por p(f) = pf es abierta sobre su imagen. Si E es un Fréchet, p es

también sobreyectiva.

DEMOSTRACION:

Comprobemos en primer lugar que p est4 bien definida. Si f estd en A{E},pf
es y—medible. Veamos que para cada ¢ € Q(E), §pf € A donde § es la seminorma

coclente asociada a q
gz + F):=inf{g(z +y) :y € F}.
Puesto que para cada t € Q es

(1)) = 4(f (1) + F) = inf {q(f(t) +y) : y € F} < (¢/)(2)
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y A es normal, §pf estd en A. Por tanto para cada f € A{E}, p(f) estd en
Por otra parte, puesto que S.(F) es denso en A {E} y

p(5(E)) = S.(E[F),
aplicando [62, 32.5(3)], s6lo nos queda probar que
5+ S.(E) — S.(E/F)

es abierta. Sea G := {s € S,(E) : |l¢s|| < 1} un entorno de 0 en S, (E) y com-

probemos que se verifica

6) > {s € S.(B/F) s sl < 3}

con lo cual tendremos que p(G) es un entorno de 0 en S. (E/F). Sea
i= Z(:z:,'—I—F)XA‘ €S (E/F)
=1
tal que ||gs]| < % y consideremos una funcién simple ¢ = 3°6;x, en A tal que
6; >0,i=1,2,...,7y ||¢|| = 1. Teniendo en cuenta la definicién de §, para cada

t=1,...,r exitird y; € F de forma que
q(:l?i + yi) < c}(x, + F) +&;

donde ¢; = %61- > 0. Definiendo s por

5= (zi+yi)x,

=1

obtenemos s € S, (E),p(s) =35y

lgsll = N> q(zi+y)x, I <1 (4=
< 122 @i+ P)x, I+ 1 e,

con lo cual 5§ € p(G).
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Si E es un espacio de Fréchet, L' {E} es completo y por tanto A{E} y
p (A {E}) son espacios de Fréchet. Siendo este ultimo denso en A {E/F}, ambos

espacios coinciden y p es sobreyectiva. ]

2.9.3 Proposicién Sea (E,) una sucesion de espacios localmente convezos. La
aplicacion lineal

0: A{DE.} > PA{E}
definida por 0(f) = (f,) estd bien definida y es un isomorfismo topoldgico. Por f,

denotamos la proyeccion de f sobre E,, i.e. siendo j, : ®E; — E, la proyeccion

canonica, fn:= jnf.
DEMOSTRACION:

Comprobemos en primer lugar que (f,) € ®A {E,} para cada f € A {®E,},
es decir, cada f, estd en A {E,} y existe ng € IN de forma que f, = 0 ¢ — a.e.
para cada n > ng. Lo primero es cierto por ser cada j, : ®E; — E, continua
y A normal. Supongamos que no existe ny en las condiciones citadas, es decir,

supongamos que para cada ¢ = 1,2, ... existe m; > 1 tal que

p{te: fn,(t) #0}) >0

Puesto que f es y—medible, podemos obtener un compacto K; C § de medida

positiva tal que
(1) f: K; — E es continua.
(2) fm,(t) £0site K;.

Construyamos, por recurrencia, una sucesién estrictamente creciente (n;)en Ny

una sucesion de compactos (H;) de (2, de medida positiva, disjuntos dos a dos y

tales que f,. no se anula en H;.
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Para ¢ = 1, podemos obtener n; > 1 y un compacto H; de medida positiva y
tal que f : Hy — E es continua 'y 0 € f,, (H;). Puesto que f (H;) es compacto,
existe m; > nq tal que f (H;) es un subconjunto de una suma finita de compactos
de Ey, Es,..., E,,, es decir, para cada t € H; y cada n > my, f,,({) = 0. De la
misma forma, para ¢ = m,;, podemos obtener n, > m; y un compacto H; de
medida positiva tales que f : Hy, — E es continua y 0 &€ fu, (H,). De esto
ultimo y de ser ny > m; se deduce que H, y H, son disjuntos. Procediendo
sucesivamente obtenemos una sucesién (n;) en IN y una sucesién de compactos

de Q) en las condiciones indicadas.

Consideremos una funcién ¢ = 3 AiX, que no esté en Ay tal que

Puesto que f,, : H; — E,, es continua, f,, (H;) es compacto y puesto que
0 & fn. (H;) , podemos separar estrictamente 0 y f,, (H;) es decir, existe una
seminorma ¢,, € Q (E,,) y € > 0 tales que ¢,,(z) > ¢ para ¢ € f,, (H;). Sin mas

que multiplicar ¢,, por un miltiplo positivo adecuado, podemos suponer que
Va € fo, (Hi) s qn(z) 2 X (2.9.1)
Sea q: ®FE, — [0,+00) definida por
o(x) = 3 gu(zn,)

Puesto que ¢ es una seminorma continua sobre ®E, v f € A {®E,}, tenemos

que ¢f € A y sin embargo

0f 2 2 af Xy, 2 3 tnfuxy, 2 D hixy,

en contradicciéon con que ¥ € A.

En consecuencia, 6 estd bien definida y evidentemente es lineal e inyectiva.
Comprobemos que es sobreyectiva. Sea (f,) € @nA {E,} arbitrario. Puesto que

existe ng € IN tal que para cada n > ng, f, = 0 g—a.e., la funcién

f:teQ— f(t):= (fo(t)) € ®E,
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estd definida p—a.e. y es y—medible. Si ¢ es una seminorma continua sobre $E,,,

para cada n = 1,2,... podemos obtener seminormas ¢, € Q(F,) tales que
g(z) < max {g,(z,):n € N} Vr=(z,) € BE,
y por tanto,
no
qf <max{qifi,--.,qneSrno} < Z%‘fi €A
1=1

con lo cual qf € A, f € A{@PE,} y 0(f) = (f.). Puesto que cada aplicacién

A{E.} — A{®E;}
In — (0,...,fn,0,...)

es continua, también lo es 67 : A {E,} — A {DE,}.

Comprobemos por dltimo que # es continua. Si r es una seminorma continua

sobre @A {E,}, existen seminormas continuas ||¢,(-)|| en A {E,} tales que
r((fr)) Smax{|lg.full :n=1,2,...} VY(fn) € DA{E,}
y puesto que ) ¢, f, esta en A, por reducirse a una suma finita, tenemos,

r((fa)) S 1122 gufall-

Por tanto 7 ((fn)) < ¢(/f»), siendo ¢ la seminorma continua sobre HE, definida
por ¢ ((zn)) = 2 gn(n)-

2.9.4 Teorema Si E = ind E, es un limite inductivo separado, ind A {E,} es
un subespacio topoldgico de A {ind E, } .

DEMOSTRACION:

Puesto que E es un cociente de @F,, la Proposicién 2.9.2 nos proporciona

una aplicacién py : A{®E,} — A{E} abierta sobre su imagen. Por otra parte,
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puesto que ind A {E} es un cociente de @A {E,}, tenemos una sobreyeccion
canénica p; : ®A{E,} — indA{E,}. Siendo 8 la aplicacién definida por la

Proposicion 2.9.3 tenemos el siguiente diagrama

-1
SA{E} > A{OE.}
p2 l LA
ind A {E,} - A{indE,)}
siendo ¢ la inyeccién canénica. Puesto que p, es continua, 67! es abierta, gy
es abierta sobre su imagen y el diagrama es conmutativo, ¢ es abierta sobre su

imagen. Por tanto, ind A {E,} es un subespacio topologico de A {ind E,.}.

2.9.5 Corolario S: FE = ind E,, es un limite inductivo hiperestricto, los espacios

ind A{E,} y A{ind E,.} coinciden algebraica y topoldgicamente.
DEMOSTRACION:

Teniendo en cuenta el teorema anterior sélo hay que probar la igualdad al-
gebraica, es decir, que cada f € A{E} estd en algin A {E,}. Puesto que la
topologia de E induce sobre cada E,, la topologia de F,, bastara probar que cada
funcién f € A{E} estd localizada p—a.e. en algin E,. Puesto que E, es cerrado

en 'y f:Q — E es p—medible,

A, = {teQ: f(t) ¢ E,}

es un conjunto medible. Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que
cada A, tiene medida positiva. Construiremos una sucesién estrictamente cre-
ciente (n;) en IN y una sucesién de compactos (K;) de medida positiva, disjuntos

dos a dos y tales que para cada 7 =1,2,...

(1) f: K; = E es continua.
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(2) f(K;)no cortaa E,,.

Puesto que u(A;) > 0, existe un compacto K; C A, de medida positiva y tal que
f : K1 — E es continua. Por tanto f(K;) es compacto en E y existe ny > ny
de forma que f(K;) C E,,. Aplicando el proceso anterior a Ay, en lugar de A;,
obtenemos un compacto de medida positiva K, C A,, y un indice nz > n, de
forma que f : K, — E es continua y f(K;) C E,,. Puesto que f(K{) C E,, y
f(K3) C E\E,,, K1y K, son disjuntos. Procediendo por induccién, quedaran
construidas sucesiones (n;) y (K;) verificando (1) y (2). Aplicando el Lema 2.9.1

a la sucesién (Kj;), sea
G = Z QiXy,

una funcién estrictamente positiva sobre UK; que no estd en A. Vamos a construir
una sucesion (g;) de seminormas continuas sobre E tales que ¢ := sup {¢;} también

es una seminorma continua sobre £ y para cada t =1,2,...

QifXK', 2 CiXg,

Como consecuencia tendremos una contradiccién :
af €Ny gf 2D qfx, 2 EA

Construyamos (¢;). Puesto que E,,, y f(K;) son disjuntos y uno de ellos es cerrado
y el otro compacto, pueden separarse estrictamente, es decir, existe U; € U(E)
absolutamente convexo, de forma que E,, +U; y f(K;) son disjuntos. El funcional
de Minkowsky p; del entorno de cero V; = U; + E,, se anula sobre E,, y es > 1
sobre f(K;). Sin mas que tomar ¢; = a;p; tenemos una seminorma continua que

se anula sobre F, y es > o; sobre f(K;). La funcién ¢ : E — [0, +00) dada por
q(z) = sup{g;(z) : i =1,2,...}

esta bien definida pues si z € E, existe n; tal que si n > n;,z € E, y por tanto,

para i > j,g;(z) = 0. Evidentemente g es una seminorma. Comprobemos que es
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continua. Puesto que G := {z € E : ¢(z) < 1} es absolutamente convexo y puede

expresarse como
j-1
G:U{xEEn] :q(x)Sl}.—.Uﬂ{meEn] :q,-(x)gl}
J J =1
siendo cada

Ao, aw<)

entorno de cero en E,, , aplicando (75, 0.3.2.(iv)], obtenemos que G es entorno de

cero en F.

2.9.6 Corolario Si E =ind E,, es un limite inductivo hiperestricto, entonces se

verifica

ind L? {E,} = L? {ind E, }

algebraica y topologicamente, para 1 < p < co.
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