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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Juegos cooperativos

Los primeros fundamentos de la teoria de juegos fueron expuestos por John
von Neumann en 1928 aunque fue mas tarde, en 1944, cuando se establecieron
las bases de esta teoria con la publicacion del tratado titulado Theory of
Games and Economic Behaviour, escrito por Oskar Morgenstern y John von
Neumann. En él se mostraba cémo muchas situaciones sociales y econémicas
podian ser descritas mediante juegos de estrategia y que estos juegos eran
susceptibles de un anéalisis matemaético.

De forma general, puede decirse que la teoria de juegos estudia mode-
los de cooperacién y conflicto, usando métodos matematicos; asi, ésta puede
ser dividida, basicamente, en dos lineas fundamentales: la teoria de juegos
cooperativos y la teoria de juegos no cooperativos. Este trabajo de inves-
tigacién se enmarca en la primera clase de juegos y, dentro de ella, en los
denominados juegos de utilidad transferible.

Un juego cooperativo de utilidad transferible es un par (N,v), donde N es
un conjunto finito y v : 2¥ — R es una aplicacién que asigna a cada S C N

un nimero real, verificando que v(() = 0.

3
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Los elementos de N = {1,...,n} se denominan jugadores, los subconjun-
tos S € 2V coaliciones y v (S) es el valor de la coalicion S. Para cada S, v (S)
puede ser interpretada como la ganancia méaxima o el minimo coste que los
jugadores que componen la coalicion S pueden lograr cuando ellos deciden
cooperar y formar una coalicion. A lo largo de este trabajo, se interpretara la
funcién v como aquélla que determina la ganancia maxima de cada coalicion.
La funcién v se denomina funcidn caracteristica del juego y, generalmente,
se identifica el juego cooperativo (IV,v) con su funcién caracteristica v.

Muchas situaciones interesantes, desde el punto de vista del compor-
tamiento econémico, pueden ser modeladas convenientemente como un juego
en forma de funcién caracteristica. Ello, puede observarse en el siguiente

ejemplo cuya formulacion original es debida a Driessen [20].

Ejemplo 1.1 Considérese una situacion econdmica en la que existen dife-
rentes empresas que fabrican dos tipos de articulos, A y B, los cuales son
complementarios y utilizables sdlo en iguales cantidades. Supdngase que el
conjunto de empresas se divide en dos subconjuntos disjuntos no vacios P
y Q, de forma que cada una de las empresas que constituyen el conjunto P
fabrican inicamente una unidad diaria del producto A. Andlogamente, cada
una de las empresas incluidas en @ producen unicamente o unidades diarias
del articulo B. Por dltimo, se supone que la mercancia que se produce con
una untdad de ambos articulos puede ser vendida obteniéndose una ganancia
neta de una unidad monetaria.

Con las consideraciones anteriores, la funcidn de ganancia neta v que
describe el valor monetario mds grande posible de la produccion diaria de los
articulos por un grupo S de empresas, estd dada por

v(S) =min{|SNP|, alSNQ|}.

Esta situacion econdémica puede ser modelada como un juego cooperativo
(N,v) donde su conjunto de jugadores es N = P U Q, y su funcién carac-

teristica v es precisamente la funcidn de ganancia neta diaria.
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Dado que, como se indicé antes, un juego (N,v) se identifica con su
funcién caracteristica, las diferentes propiedades de la funcién v dan lugar a
distintos tipos de juegos. Una descripcion bastante completa de éstos puede
verse en [20]. Aqui sdlo se definen aquéllos que seran utilizados a lo largo de
este trabajo.

Siv(S) <wv(T),paratodo S CT C N, entonces el juego v es mondtono.
Si, ademas, v (S) s6lo toma valores en el conjunto {0,1} para toda coalicién

S C N, entonces el juego es simple.

Un juego v es superaditivo si, para cualesquiera coaliciones S, T C N tales
que SNT =, se verifica la siguiente desigualdad

v(SUT)>v(S)+v(T).

Una clase especial de juegos superaditivos son los llamados juegos con-
vexos. Un juego v es convexo o supermodular si, para cualesquiera S, 7 C NV,
se verifica

v(SUT)+v(SNT) >v(S)+v(T).

Equivalentemente, un juego v es convexo si, y sélo si, para cualesquiera
coaliciones S,T C N tales que S C T, y para todo i € N \T, se tiene

v(SU{i}) =v(S) <v(TU{i}) —v(T).

Asi, para juegos convexos la contribucién marginal de un jugador a una
coalicién no es nunca inferior a la contribuciéon marginal del jugador a cual-
quier coalicién contenida en aquélla. Los juegos convexos fueron introducidos
por Shapley [57] y se aplican para modelar diversas situaciones que estudian
las ciencias econémicas.

En general, se denotara por I'V al conjunto de todos los juegos (N, v).

En este conjunto, se introducen las operaciones

+: PVxI'VN —TV (yw)—v+w
RxTN — TN (a,v) — a-v
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definidas por
(w4+w)(S)=v(S)+w(S), (a-v)=a-v(S),

para cualquier S C N. Con respecto a estas operaciones, I'V es un espacio
vectorial de dimensién 2" — 1. Una base esta formada por el conjunto

{UTZTQN,T#Q},

I Si i C X ;
1 ( ) { ,

0 en otro caso.

Estos juegos ur se denominan juegos de unanimidad.

Desde la introducciéon de los juegos cooperativos, el problema més ex-
tensamente estudiado ha sido como dividir los beneficios totales entre todos
los jugadores, ya que una de las principales reglas, en un juego cooperativo,
es suponer que todos los jugadores que participan en un juego deciden co-
operar entre ellos y formar la gran coalicion N. Esto conduce al problema
de distribuir la cantidad v (V) entre ellos y, como consecuencia, a definir el
concepto de vector de pago eficiente.

Cada vector x = (z;),.y € R se denomina distribucion o vector de pago,
ya que la coordenada z; representa el pago al jugador 7. En un juego v, un
vector de pago z se llama eficiente si distribuye exactamente el valor de la
coaliciéon NV entre los jugadores, es decir,

Zzi:v(N).

Los vectores de pago que cumplen este principio de eficiencia se llaman
preimputaciones y, atendiendo a la idea expuesta en el parrafo anterior, una
solucion o concepto de solucidn sobre una coleccién no vacia de juegos es
una aplicacion ¢ que asocia a cada juego cooperativo v de dicha coleccién
un subconjunto ¢ (v) del conjunto de preimputaciones.
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La mayoria de los conceptos de solucién propuestos para juegos cooperati-
vos requieren que los vectores de pago eficientes cumplan el llamado principio
de indiwvidualidad racional que exige que el pago a cada jugador ¢ mediante
el vector de pago x sea al menos la cantidad que el jugador puede obtener
por si mismo en el juego; esto es, para todo i € N,

zi > v({i}).

Las preimputaciones que verifican este principio de individualidad racional
se llaman imputaciones para el juego v.

Ademaés, un criterio de distribucién satisfactoria podria ser que no soélo
cada jugador, sino también cada coalicién S € 2V recibiera al menos la
cantidad que ésta puede obtener por si sola; es decir, que para toda S C N,
el vector de pago z verifique

inzv(S).

i€S
El conjunto constituido por todos los vectores de pago eficientes que satis-
facen estas desigualdades da lugar al concepto de solucién denominado core
del juego v. Formalmente:

Core(v) ={z € R*:z(N) =v(N) y 2(S) > v (S) para toda S € 2"},
donde z (S) =3, cziy (D) =0.

El core fue introducido por Gillies [27] en 1953 y se considera un concepto
muy natural de solucién, aunque tiene el inconveniente de que, en muchos
casos, es vacio. Para la clase de juegos convexos se puede afirmar que éste es
no vacio; no obstante, atin cuando el core sea no vacio, podria ser pequefio
para conseguir dar soluciones razonables a ciertos juegos. Esto conduce a la

consideracién de otros conceptos de solucién.

Desde la fundacién de la teoria de juegos, han sido propuestos muchos
conceptos de solucién. En 1944, von Neumann y Morgenstern [65] introdu-
Jeron el concepto de conjunto estable (obsérvese que es un concepto anterior
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al core). Los conjuntos estables son descritos en términos de una relacion en-
tre imputaciones llamada dominacién y, por tanto, requieren que el conjunto

de imputaciones sea no vacio.

Si x e y son imputaciones para un juego v y S un subconjunto no vacio de

N, entonces se dice que x domina a y a través de la coalicion S si se verifica
z(S) <v(S) y ademéasz; > y; paratodoi € S.

En este caso, la coalicién S prefiere la distribucién x sobre la y porque
cada miembro de S obtiene méas, y S no sobrepasa su valor con esta im-

putacién.

Un subconjunto E del conjunto de imputaciones es un conjunto estable
si ningtn elemento en E es dominado por otro elemento de E (estabilidad
interna) y si cada elemento que no esté en E es dominado por alguno del
conjunto E (estabilidad externa).

En la mayoria de los casos, el computo de los conjuntos estables es muy
complicado ya que hay juegos con infinitos conjuntos estables. En contra-
posicién, hay juegos para los cuales no existen conjuntos estables (Lucas

[41]).

Otro concepto de solucion es el llamado conjunto de negociacion, pro-
puesto por Aumann y Maschler [1]. Este conjunto es una extension del core
y esta unido a los procesos de negociacion ya que, en ellos se tienen en cuenta
las posibles acciones y respuestas hechas por las coaliciones. Actualmente hay
varias versiones del conjunto de negociacion, pero aqui se considera la més
clasica. '

Si z es una imputacién para un juego v, una objeciéon de un jugador i € N
contra otro jugador j € N con respecto a la imputaciéon x es un par (y,.S)
donde S C N es una coalicion que contiene al jugador i pero no al j, y el
vector y € RIS! satisface

y(S) =v(S) y ademés y; > zj para cada k € S.
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Una contraobjecion a la objecién (y,S) es un par (2,7) donde T C N
es una coalicién conteniendo al jugador j pero no al i, y el vector z € RI”!
verifica que

2 > parake T\ S,

TY=v(T , ademaés,
A7) =v(T) y, ademés {szyk para k€ TnNS.

Una objecidn esta justificada si no existe contraobjecion. El conjunto de
negociacion de Aumann y Maschler es el conjunto de todas las imputaciones
x para las cuales no existen objeciones justificadas respecto de z.

En 1978, Weber [66] propuso como concepto de solucién un conjunto
que contiene al core, y es mas facil de computar. Adema4s, este conjunto es
siempre no vacio. La definicién del conjunto de Weber se basa en los vectores

de contribucién marginal.

Se suponen ordenados los jugadores en un juego (N,v) y se tienen en
cuenta todos los posibles 6rdenes del conjunto de jugadores; es decir, se
considera el conjunto IT,, de todas las permutaciones de N. Para cada orden
n € Il,, se define el vector de contribucién marginal o™ (v) € R* como la
preimputacion cuyas coordenadas satisfacen

af (v)=v(r*U{i}) —v (7" para todo ¢ € N,

donde 7* es el conjunto de los predecesores del jugador i en el orden 7. El

vector a™ (v) asigna a cada jugador su contribucién marginal en el orden 7.

El conjunto de Weber del juego v es la envoltura convexa de los vectores

de contribucién marginal; esto es

Weber (v) = conv {a" (v) : 7 € I, } .

En la mayoria de los casos, los conceptos de solucién citados no asignan al
juego una tnica distribucién, sino un conjunto de distribuciones. También se

han definido soluciones que asignan a cada juego un tnico vector de pago que
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son los llamados valores. Entre estos valores, el més conocido es el valor de
Shapley, introducido en 1953 por Shapley [56]. Hay varias interpretaciones
de este concepto. Una de ellas, permite indicar que el wvalor de Shapley
® (v) € R™ de un juego v es una media ponderada de las contribuciones
marginales de los jugadores a las distintas coaliciones, definido, para todo
¢ € N, por

ww= Y L 50y (s,

SCN\{:}

donde s = |S|y n = |N|.

Otra manera de introducir el valor de Shapley se basa en los vectores de
contribucién marginal y corresponde a la siguiente interpretacion. Se supone
que los jugadores entran en una habitacion uno a uno en un orden elegido
aleatoriamente. Cada jugador consigue la cantidad que él contribuye a la
coalicion S ya formada en el interior de la habitacion cuando el jugador i
entra en la habitacién; es decir, ¢ consigue v (S U {i}) — v (S). El valor de
Shapley ® (v) distribuye a cada jugador i € N, la cantidad esperada que él
obtiene por este procedimiento; esto es,

®; (v) = o Z [v (7" U {i}) —v (7")].

" rell,

Por dltimo, habria que indicar que existen otros conceptos de solucién
como son el nicleo (Davis y Maschler [17]), el prenicleo (Maschler, Peleg
y Shapley [45]), el nucleolus (Schmeidler [60]) y el T-value (Tijs [63]) entre
otros, cuyas definiciones se omiten por no ser objeto de estudio en este trabajo
de investigacion.
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1.2 Cooperacién parcial

En el modelo general de juegos cooperativos se supone que no hay restric-
ciones a la cooperacién entre los jugadores y, por tanto, cada subgrupo de
jugadores puede unirse formando una coalicién. Sin embargo, hay situaciones
en las que la cooperacion entre los jugadores no es completa por ciertas ra-
zones. Por ejemplo, puede haber jugadores que no quieran coaligarse por no
ser afines, no tener intereses comunes o simplemente por existir algin tipo
de veto.

Una de las primeras aproximaciones a la cooperacién parcial, incorpo-
rando condiciones restrictivas a la formacion de coaliciones entre los ju-
gadores, es el modelo de Aumann y Maschler [1] sobre juegos con estructuras
de coalicion. En este modelo, los jugadores se subdividen en clases formando
una particion del conjunto total. Es decir, una estructura de coalicién es una
particion B = {Bj, By, ..., Bx} del conjunto N de jugadores de tal forma
que la cooperacién es Ginicamente posible entre los jugadores que pertenecen
a un elemento B; de la estructura de coalicion y ahi es total. Posteriormente,
en 1974, Aumann y Dréze [3] introducen de forma axiomatica el concepto de

valor de un juego restringido por una estructura de coalicion.

Otros trabajos que han desarrollado esta linea de investigacion sobre jue-
gos cooperativos con estructuras de coalicién son debidos a Owen [52], Hart
y Kurz [34], Levy y Mc Lean [39], Winter [69] [70] [71] y Mc Lean [46]. En
estos trabajos se considera el estudio de la cooperacion parcial cuando la es-
tructura de coalicién ya viene dada de antemano; es decir, de forma exogena.
En una linea paralela, la formacion endogena de estructuras de coalicion,
implicita en la teorfa de conjuntos estables de John von Neumann y Oskar

Morgenstern, es estudiada por investigadores como Shenoy [59], Hart y Kurz
[33] [38].

El hecho de que, en cada elemento de la estructura de coalicién, la co-

operacidn sea total, exige que las relaciones entre los jugadores, en el caso
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de darse, sean transitivas. Ello impone una limitacion a la aplicacién de este
modelo. Debido a esto, Myerson [47], en 1977, en su trabajo seminal Graph
and Cooperation in Games, propone un modelo diferente para estudiar la
cooperaciéon parcial.

En el modelo propuesto por Myerson, las relaciones bilaterales entre los
jugadores se representan mediante un grafo no dirigido y se entiende que una
coaliciéon de jugadores es factible si el correspondiente subgrafo inducido por
ella es conexo. Asi, un juego con cooperacién parcial entre los jugadores se
denota mediante una terna (N, v, G) donde (N, v) es un juego cooperativo de
utilidad transferible y G = (IV, E)) es un grafo de cooperaciéon cuyo conjunto
de vértices es el conjunto N de los jugadores y cuyo conjunto de aristas no
ordenadas E simboliza las relaciones entre parejas de jugadores. Con ello, la
funcién caracteristica v, asociada al juego, se modifica ya que la cooperacion
es ahora parcial y se tiene el juego restringido por el grafo de cooperacion el
cual se representa por (N, v%) donde v% : 2% — R viene definido, para toda
S C N, por

5;€8/G

Es decir, el valor de una coalicién en el juego restringido por el grafo
de cooperacién es una suma de valores sobre las componentes conexas del

subgrafo inducido por la coalicién S.

En general, a la terna (N, v, G) se la denomina situacidén de comunicacion
¥, para este modelo de cooperacion parcial, Myerson estudia, como concepto
de solucién, reglas de asignacion de pagos que sean eficientes en las compo-
nentes conexas de la gran coalicion N, justas y estables. Esto es, si se denota
por SC¥ el conjunto de todas las situaciones de comunicacion definidas sobre
el conjunto NV,

SCY = {(N,v,G) : G es un grafo (N, E)},
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se investigan aquellas funciones
Y:8CYN — R, (N,v,G) — (Y1 (N,v,G),..., Y, (N,v,G)),
que verifican las siguientes propiedades:
1. Eficiente: V(N,v,G) € SCV, VS € N/G,

D Yi(N,v,G) = v(S).

ics
2. Justa: V(N,v,G) € SCN, V{ij} € E,

Yi(N,v,G) = Yi(N,v, G\ {ig}) = Y;(N,v,G) = Y;(N,v, G\ {17})

3. Estable: ¥V (N,v,G) € SCN, V{ij} € E,

Yi(N,v,G) 2 Yi(N,v,G\{ig}), Y;(N,v,G) 2 Y;(N,v,G\{ij}),

Myerson prueba que existe una tunica regla de asignacion de pagos que
verifica las condiciones de eficiencia y justicia: el valor de Shapley correspon-
diente al juego restringido (N, v%). Esta regla de asignacion de pagos se la

conoce por el nombre de valor de Myerson:

(N, v,G) = ®(N,v%).

El modelo de cooperacién parcial introducido por Myerson ha motivado
una linea de investigacion con los trabajos de Owen [53], Nouweland y Borm
[49], Carreras [15], Nouweland, Borm y Tijs [50] entre otros. Por otra parte, la
formacion endégena de situaciones de comunicacién es analizada por Aumann
y Myerson [2] y Nouweland [51]. Finalmente, otros modelos que guardan una
estrecha relacién con el planteado inicialmente por Myerson, en tanto que las
relaciones entre los jugadores se modela mediante un grafo no dirigido, son

estudiados por Bergantifios, Carreras y Garcia Jurado [5], Calvo y Lasaga
[14].
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En 1980, en su trabajo Conference Structures and Fair Allocation Rules
[48], Myerson plantea la generalizaciéon de su modelo de cooperacion par-
cial con la utilizacién de hipergrafos de comunicacién ya que, por ejemplo,
si la cooperacion se constituyera tnicamente por coaliciones de tres o més
jugadores, el modelo de representaciéon mediante un grafo de cooperacion no
se podria utilizar. Por otro lado, y motivados por problemas de optimizacion
combinatoria, surgen otros modelos mas generales de cooperacion restringida
como los de Faigle y Kuipers, que seran comentados mas adelante.

La idea que subyace en la generalizacién de Myerson y que recoge Nouwe-
land en su tesis doctoral es la de establecer un marco mas amplio donde la
relacion entre los jugadores no tenga porqué estar representada por un grafo
no orientado, sino que se haga la distincién simplemente entre coaliciones
factibles y no factibles, aunque éstas tengan algin tipo de estructura pre-
determinada. Siguiendo esta linea de investigacion, Bilbao [8] y Lopez [40]
comienzan a desarrollar un modelo de cooperacién parcial basado en los
denominados sistemas de coaliciones factibles y sistemas de particion, los
cuales generalizan las situaciones de comunicacion. Los sistemas de coali-
ciones factibles son colecciones F de subconjuntos de N que contienen al
conjunto vacio y a las coaliciones unitarias. Los sistemas de particién son
sistemas de coaliciones factibles en los que cualquier coalicion S C N puede
expresarse como una unién disjunta de coaliciones factibles contenidas en S
y maximales para la inclusién.

Entonces, si se considera la terna (N, v, F) en la que (N, v) es un juego
de utilidad transferible y (N, F) es un sistema de coaliciones factibles o un
sistema de particion, los correspondientes juegos restringidos por el sistema
F estén definidos de la siguiente forma:

772V R 7 (8) =max{Du(S): {Si} € Pr(S)}, VSCW,

vm 2N — R, oF(S)= ) w(S), VSCN,
S;€llg
donde Px(S) representa al conjunto de todas las posibles particiones de la
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coalicion S en coaliciones factibles y I1g simboliza la particiéon de la coalicion
S en coaliciones factibles maximales contenidas en S. Obviamente, son dos
modelos diferentes de funcion caracteristica asociada a la cooperaciéon parcial
aunque ambas estan estrechamente relacionadas siempre que se trabaje en el
contexto de un sistema de particion y el juego original (V, v) sea superaditivo.
Por otro lado, se prueba que una situaciéon de comunicacion (N,v,G) es un
caso particular de sistema de particion.

El estudio de los sistemas de coaliciones factibles, de los sistemas de
particién y de sus respectivos juegos restringidos se ha continuado con el
analisis y caracterizacion de los diferentes conceptos de soluciéon que existen
para cualquier juego cooperativo. En dicho estudio se pone de manifiesto la
importancia del conjunto de coaliciones factibles F y de su estructura para
la determinacién de los mismos, asi como para la transmisiéon de propiedades
de la funcion caracteristica v a las funciones #% y v7. Ademaés, el conjunto de
juegos de unanimidad cuyo soporte es una coalicion factible constituye una
base para el conjunto de juegos restringidos por la cooperacion parcial, el
core queda caracterizado (bajo ciertas hipotesis) por las coaliciones factibles,
y el valor de Shapley del juego restringido se puede calcular a través de los
dividendos de Harsanyi para las coaliciones factibles.

Los anteriores comentarios implican que sea especialmente interesante
estudiar los valores del juego (IV, v) tinicamente sobre las coaliciones factibles.
Es decir, definir el juego (F,v) con

v:FC2¥ R,

y considerar posteriormente, si procede y tiene sentido, el juego restringido
(N,%%) o (N,v%) como una extensién de la funciéon caracteristica v o del
juego (F,v) a todos los subconjuntos de N.

Estas ultimas consideraciones conectan con otro modelo de cooperacion
parcial, iniciado fundamentalmente por Faigle [24] y Kuipers [37]. En dicho

modelo, se define el juego cooperativo sobre un conjunto F de subconjuntos
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del conjunto de jugadores y las coaliciones que pertenecen a este conjunto se
denominan factibles, no poseyendo ninguna estructura determinada. Poste-
riormente, se extiende el juego a todas aquellas coaliciones de N que puedan
expresarse como unién, no necesariamente tnica, de coaliciones factibles dis-
juntas dos a dos.

Por otro lado, se ha indicado anteriormente que es importante la estruc-
tura combinatoria de F. Asi, la convexidad del juego (N, v) no es transmitida
a los juegos (N, 97), (N,v”) a menos que la familia F sea intersectante, es
decir

VAL BeF, con ANB#0) — ANBeF, AUBEF,

y el calculo efectivo del valor de Shapley para el juego restringido se computa
con mayor facilidad si F es una geometria convexa, ya que ésta posee las
propiedades caracteristicas de los grafos denominados drboles para los que el

calculo del valor de Myerson es més sencillo.

Enlazando las reflexiones realizadas en los parrafos anteriores, se ha abierto
en los dltimos aflos una linea de investigacion (véase Bilbao [6] y Bilbao y
Edelman [9]) en la que se asume el modelo propuesto por Faigle y se estudia
un juego cooperativo definido como un par (F,v), donde

v:F—R o) =0,

y F C 2V es una familia de coaliciones factibles, en el sentido de Faigle, con
una estructura combinatoria determinada como reticulo, espacio de clausura,

familia intersectante, geometria convexa, matroide y greedoide, entre otras.

El objetivo central de esta tesis es introducir y analizar los conceptos de
solucién citados en la secciéon anterior para juegos definidos sobre familias
de coaliciones que, en algunas ocasiones, verificaran propiedades adicionales
que la dotaran de una estructura u otra.

Este objetivo de generalizacion y estudio de conceptos de solucién para
juegos cooperativos (F, v) se sitda como un primer paso de un amplio proceso
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investigador que intentaria, en su desarrollo mas completo, contestar a las
siguientes cuestiones abiertas:

e Los nuevos conceptos de solucion, jtienen las mismas caracteristicas
y verifican las mismas propiedades que sus analogos en el contexto
de una cooperacion universal? ;Se mantienen, entre ellos, las mismas
relaciones que las que existen para los juegos cooperativos de utilidad
transferible (N, v)?

e ;Qué relacién hay entre los conceptos de solucién introducidos y sus
homoénimos, en una cooperacion parcial modelada mediante sistemas
de coaliciones factibles, sistemas de particién, u otro modelo que exija
una extensiéon de la funcién caracteristica v : F — R a otra funcion
7 : 2Y — R definida sobre cualquier coalicién?

e Sabiendo que un concepto de solucién determinado, en juegos coopera-
tivos, puede no ser siempre el adecuado para un problema o situacion;
iaportan los nuevos conceptos introducidos soluciones mas razonables o
adecuadas a situaciones en las que las soluciones clasicas de cooperacion

parcial fueran vacias o carecieran de sentido logico en dicho contexto?

e ;Como afecta la estructura del sistema de coaliciones factibles a todas
las cuestiones planteadas anteriormente?, ;y el tipo de funcién caracte-
ristica v : F — R que da lugar a una u otra clase de juego cooperativo?

1.3 Conceptos basicos

En cualquier juego cooperativo (IV, v), las diferentes coaliciones que se pueden
formar a partir del conjunto de jugadores NV junto con la relacién de inclusion
forman un conjunto parcialmente ordenado. Debido a ello, es necesario pre-
sentar algunos conceptos referentes a estos conjuntos, utilizando, en lo que



1.3. Conceptos bésicos 18

sigue, las notaciones de Stanley [62] y Birkhoff [12]. En esta seccién, la
exposicion de conceptos y resultados relativos a conjuntos parcialmente or-
denados, se limitarad a aquéllos que se utilizan a lo largo de los siguientes
capitulos.

Un conjunto parcialmente ordenado es un par (P, <) donde P es un con-
junto y < una relacién binaria que satisface las propiedades reflexiva, anti-
simétrica y transitiva. Se dice que 1 € P es ultimo elemento de P si x < 1
para todo z € P. Similarmente, se dice que 0 € P es primer elemento de P
si 0 < 2 para todo z € P.

Como se ha indicado antes, un ejemplo de conjunto parcialmente orde-
nado es el conjunto 2V de todos los subconjuntos del conjunto NN, ordenado
por inclusion; es decir si A, B € 2V, entonces A < B en 2" siy solosi A C B.
Si N es finito, entonces (2V, C) es también finito.

Si @ C P, se define un orden parcial en ) denominado orden inducido
de la siguiente forma: para z,y € Q, x < yen @ siy solosiz < yen P.
Al conjunto @ se le llama subconjunto parcialmente ordenado inducido por
el orden de P. Dos clases de subconjuntos parcialmente ordenados son los
intervalos y las cadenas.

Si z e y son elementos del conjunto parcialmente ordenado P y si, ademas
z < y, entonces el conjunto

[,y ={z€eP:2 <2<y}

se llama intervalo. Si cualquier intervalo de (P, <) es finito se dice que (P, <)
es localmente finito.

Se dice que dos elementos z,y € P son comparables si x < y o bien
y < x; en otro caso, z e y son incomparables. Una cadena C de P es un
subconjunto parcialmente ordenado inducido por el orden de P, en el cual
no hay elementos incomparables; es decir,

C C P es una cadena si z < y o bien y < z para todo z,y € C.
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Una anticadena es un subconjunto A de un conjunto parcialmente orde-

nado P tal que cualquier par de elementos distintos de A son incomparables.

La longitud 1 (C) de una cadena finita se define por [ (C) = |C| — 1.
La longitud o rango de un conjunto parcialmente ordenado y finito P es
1 (P) =max {l(C) : C es una cadena de P}.

Otra clase particular de subconjuntos parcialmente ordenados inducidos
por P, lo forman los llamados ideales del orden de P. Se dice que I C P es
un ideal del orden de P cuando

Veel, siy<zx=yecl.
En particular si x € P, el conjunto
(z)={yeP:y<z},

se denomina ideal principal del orden generado por z.

Siz,y € P, se dice que y cubre a z si z < y y no hay ningtn elemento

z € P que cumpla la condicién x < z < y. Esto es, y cubre a z si y sélo si

r<y Yy [xvy]:{xay}'

Un elemento z € P se llama dtomo si x cubre al primer elemento de P.
Un elemento mazimal de un subconjunto X de P es un elemento a tal que
no existe x € X verificando a < z.

Se denomina diagrama de Hasse de un conjunto parcialmente ordenado y
finito P a un grafo cuyos vértices son los elementos de P, y las aristas vienen
determinadas por la relacion de cubrir.

Una cota superior de un subconjunto X de un conjunto parcialmente
ordenado P es un elemento a € P tal que x < a para todo z € X. Si ademés,
para cada y cota superior de X, se verifica a < y, entonces el elemento a € P
es el supremo de X. Analogamente se definen los conceptos de cota inferior y
de infimo del conjunto X. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado
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P para el que cualquier pareja de elementos de P tiene supremo e infimo.
Usualmente, se denota:

aAb=inf{a,b}, aVb=sup{a,b}.

Un reticulo es completo si cualquier subconjunto suyo no vacio tiene

supremo e infimo.

Una clase importante de reticulos desde el punto de vista combinatorio
son los reticulos distributivos. Un reticulo es distributivo si verifica

zV(yAz) = (zVy)A(zVz2)
zA(yVz) = (zAy)V(rA2).

Un tipo especial de reticulo distributivo es el booleano; es decir, el reticulo
2V de todos los subconjuntos de un conjunto arbitrario N. Cualquier cadena

es también un reticulo distributivo.

A continuacién se exponen algunos conceptos relativos al dlgebra de inci-
dencia de un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y a la formula
de inversion de Mdbius.

Sea P un conjunto parcialmente ordenado localmente finito y K un cuerpo
(usualmente R o C). Se dice que

f:PxP—K

es una funcidn de incidencia de P sobre K si f (z,y) = 0 cuando z £ v.
Esta definicién implica que una funcién de incidencia es forzosamente nula
cuando se evaltia sobre pares que no constituyen intervalos de P. Se denotara
por I (P,K) al conjunto formado por las funciones de incidencia de P sobre
K. Este conjunto tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones
de suma de funciones y producto por un escalar. Ademaés, puede definirse
una segunda operacién interna denominada producto o convolucién de la
siguiente forma:

(fx9)(my) = D f(z.2)g(zy)

{zz<2<y}
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para cualquier (z,y) € P x P. Esta operacion interna x tiene como elemento
neutro a la funcién § de Kronecker

1 siz=y,
6<x,y>={ Y

0 en otro caso.

El conjunto I (P, K) junto con las operaciones suma, producto por escalar
y convolucién constituye un algebra sobre el cuerpo K designada habitual-
mente por dlgebra de incidencia I (P,K).

Una funcién de I (P,K) es la funcidn zeta ¢, definida por

C(w,y)={1 BESY

0 en otro caso.

Para el conjunto parcialmente ordenado y localmente finito de todos los
subconjuntos de un conjunto finito N, fijado cualquier S € 2,5 # 0, la

funcion zeta daria lugar a la funcion

1 siSCT,
0 en otro caso,

(s:2V — R, CS(T)ZC(SvT):{

que puede reconocerse como un juego de unanimidad. Esta forma de inter-
pretar los juegos de unanimidad es utilizada por Faigle y Kern [25].

Dada f € I (P,K), la funcién inversa para la convolucioén existe si y sélo
si f(z,z) # 0, para todo z € P. Ello implica, que la funcioén zeta ( posee
inversa a la que se denomina funcién de Mobius de P y se simboliza por p.
Su calculo puede realizarse mediante las siguientes formulas recurrentes

ny) =1 siz=y,
, - Z{Z:x§z<y} K (517, Z) siz <yen P.

Como resultado fundamental relacionado con la funcién de Mébius hay
que resaltar la formula de inversion de Mébius, la cual establece que si P

es un conjunto parcialmente ordenado en donde cualquier ideal principal del
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orden es finito y si f,¢9: P — C, entonces para todo z € P :

9@ => W)= @)= nyr)g@).

y<z y<z

Si P es el algebra booleana 2%, la funcién de Mdbius de P viene dada
por
w(T,S) = (_1)|51—|T| _

De aqui, que la féormula de inversién de Mé&bius para 2V establezca lo
siguiente: si f,g: P — C, entonces

g(9) =D _fM = f(S)=>_ (- Tg(m).

TCS TCS

1.4 Sintesis de contenidos

En el capitulo segundo, siguiendo la linea de Faigle ya comentada, se mo-
dela la cooperacién parcial definiendo la funcién caracteristica del juego solo
sobre las coaliciones factibles. La familia de coaliciones factibles no tendra
en principio ninguna estructura determinada, sélo se exigira que la coalicion
formada por todos los jugadores y la coalicién vacia sean factibles. Se con-
siderara el espacio vectorial constituido por todos los juegos definidos sobre
una familia de coaliciones factibles y se demostrara que el conjunto de juegos
de unanimidad asi como el de juegos de identidad, redefinidos en este modelo
de cooperacion, forman bases de dicho espacio vectorial.

En la segunda seccién se definen distintos conceptos de solucién para estos
juegos como son el conjunto de imputaciones, el core, los conjuntos estables y
el conjunto de negociaciéon de Aumann y Maschler. Se establecen diferentes
relaciones entre ellos, generalizandose resultados conocidos para juegos co-

operativos de utilidad transferible. Ademaés, cuando la familia de coaliciones
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factibles es atémica, se introduce otro concepto de solucién denominado se-
lectope cuya definicién se basa en los dividendos de Harsanyi; se determinan
algunas relaciones entre este conjunto y el core observando que, a diferencia
de lo que sucede para los juegos cooperativos (N, v), el selectope no contiene
al core. Por otro lado, se caracterizaran los juegos para los que el selectope

es un subconjunto del core que seran los llamados juegos casipositivos.

En la tercera seccion, se dota a la familia de coaliciones factibles de es-
tructura de espacio de clausura y, en particular, de familia intersectante
atomica. En el caso de que la familia de coaliciones factibles sea una familia

intersectante, se prueba que el core siempre es un subconjunto del selectope.

En la dltima seccidén, con la idea de generalizar resultados relativos a los
conjuntos estables, core y conjunto de negociacion de Aumann y Maschler
se introducen los juegos supermodulares. Asi, se prueba que, si la familia
de coaliciones factibles es una familia intersectante atémica, el juego es su-
permodular sobre esta familia y cumple una condicién adicional, entonces
el core es el Gnico conjunto estable y, ademés, coincide con el conjunto de
negociacion.

En el tercer capitulo se introduce una clase especial de espacios de clausura,
las denominadas geometrias convexas y, en la primera seccion, se establecen
algunas de sus propiedades y se definen los conceptos mas relevantes. La
familia 2V de los subconjuntos del conjunto de todos los jugadores es una
geometria convexa y, por tanto, los juegos cooperativos son un caso particular

de los juegos definidos sobre estas familias de conjuntos.

En la segunda seccién, se incluye un nuevo concepto de solucion para
Jjuegos definidos sobre geometrias convexas: el conjunto de Weber. Se estudia
este concepto con la intencién de establecer su relaciéon con el core. En
un juego cooperativo, el conjunto de Weber siempre contiene al core; sin

embargo, esto no es cierto si la geometria convexa es distinta de 2%,

En la relacién conjunto de Weber—core jugaran un papel importante los
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juegos casisupermodulares, los cuales seran definidos en la tercera seccidn.
Se prueba que los juegos casisupermodulares son los dnicos para los que
su conjunto de Weber es un subconjunto del core, estableciendo asi una
caracterizacion de dichos juegos.

Finalmente, en la ultima parte del capitulo, se prueba que, para todo
juego sobre una geometria convexa atémica, el conjunto de Weber es un
subconjunto del selectope, estableciendo las relaciones existentes entre sus

vértices.

En el cuarto capitulo, se extiende el trabajo de Weber [67] sobre valo-
res probabilisticos a juegos definidos sobre geometrias convexas (véase Bil-
bao, Lebrén y Jiménez [10]). La primera parte de este capitulo se centra
en estudiar valores individuales, mediante los que cada jugador evalta sus
posibilidades de participar en diferentes juegos. Se introducen los valores
probabilisticos y se observan con detalle los axiomas que caracterizan a tales
valores. Estos axiomas se van introduciendo secuencialmente observando

cOmo repercuten en la expresion del valor probabilistico.

En la segunda parte del capitulo se estudian los valores de grupo, es decir,
funciones que asocian a cada juego un vector cuyas componentes representan
el valor que tiene cada jugador en la participacion del juego. Se prueba la
relacion existente entre los valores de grupo eficientes y aquellos vectores
cuyas componentes sean valores probabilisticos. Se introducen los valores de
orden compatible, se estudia su relacion con los anteriores y se llega a la
conclusién de que el conjunto de preimputaciones asociado a un juego por la
familia de valores de orden compatible es su conjunto de Weber. Finalmente,
se obtiene el valor de Shapley usando los axiomas introducidos a lo largo del
capitulo.

En el capitulo quinto, se estudiaré una clase especial de juegos que son
los denominados juegos simples. Estos juegos fueron introducidos por von
Neumann y Morgenstern (1944) y permiten modelar distintas situaciones

econémicas, sociales y politicas. En este capitulo, se extienden resultados
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ya conocidos en juegos con cooperacion total, referentes a los conceptos de
solucion para esta clase de juegos. En concreto, se dan caracterizaciones del
conjunto de imputaciones, el core y el conjunto de Weber para ciertos tipos de
familias de coaliciones factibles. Se prueba que todo juego simple sobre una
familia atémica tiene al menos un conjunto estable y se determinan cuéles
son los juegos simples sobre geometrias convexas atomicas que tiene como

Unico conjunto estable al core.

En la ultima parte del capitulo, se estudian varias nociones de conjuntos
de negociaciéon para juegos simples y se establecen las relaciones entre éstos,
el core y el conjunto de Weber.

En el apéndice, se presentan dos algoritmos, implementados con el pro-
grama de calculo simbdlico MATHEMATICA [72], en los que se computan los
vectores del conjunto de Weber y del selectope para juegos definidos sobre
familias de coaliciones factibles.



Capitulo 2

Juegos sobre familias de

conjuntos

En el capitulo primero se ha justificado la necesidad de estudiar modelos mas
generales de juegos cooperativos en los que haya restricciones en la coope-
racion entre los jugadores, ya que algunas aplicaciones requieren establecer
posibilidades intermedias entre la cooperacion total y la no cooperacion.

En el modelo que aqui se presenta, se estudian situaciones en las que
la comunicacién entre los jugadores esté representada por una familia £ de
subconjuntos del conjunto de jugadores N, a cuyos elementos se les denomi-
naréd coaliciones factibles. Una forma de modelar la cooperacion parcial, ya
comentada en la introduccién, ha sido mediante la modificacion de la fun-
cion caracteristica del juego (N, v) dando lugar a un nuevo juego llamado,
en Bilbao [7] y Lopez [40], juego restringido por el sistema de coaliciones
factibles. Este modo de interpretar la cooperacién parcial es una posibili-
dad frente a otras varias. Una alternativa, sugerida por Faigle en Cores of
Games with Restricted Cooperation (1989) es considerar que la funcién ca-
racteristica del juego con cooperacién parcial sélo debe ser definida para las
coaliciones factibles. En este capitulo y en los sucesivos, se seguira el modelo
de Faigle y se observara como la cooperacion total surge, entonces, como un

26
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caso particular.

Aunque seria deseable que el conjunto de coaliciones factibles no tuviese
ningin condicionante, aqui se exigird que el conjunto formado por todos
los jugadores N y el conjunto vacio sean coaliciones factibles. Ademaés, en
algunos casos, la familia de coaliciones factibles tendra una estructura deter-
minada, dependiendo ésta de las reglas de cooperacién que se establezcan,
pero en todos los casos se generalizaran resultados conocidos para un juego
cooperativo (N, v).

2.1 Juegos sobre coaliciones factibles

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores y admitiendo que existen
situaciones en las que hay restricciones en la cooperacién entre los jugadores
y que, por tanto, puede darse el hecho de que no todas las coaliciones sean
posibles, es légico pensar que sélo van a tener un valor aquellas coaliciones
que puedan formarse en el juego. Por tanto, se definiran los juegos mediante
funciones que asignen valores sélo a las coaliciones factibles.

Definicién 2.1 Un juego es una terna (N,v, L), donde N es un conjunto
finito, £ una familia de subconjuntos de N tal que O, N € L, y v es una
funcion v : L — R tal que v(0) = 0.

En toda esta memoria se considera N = {1,2,...,n}. Sus elementos se
denominan jugadores y los de la familia £ coaliciones factibles. Si {i} € L
para todo ¢ € N, la familia £ se denomina atdmica. Al igual que para los
juegos cooperativos de utilidad transferible (NV,v), se identificara el juego
(N, v, L) con la funcién v y se dird que v es un juego definido sobre la familia
L. Notese que la definicion de juego cooperativo es un caso particular de
ésta, en la que se considera como £ el conjunto 2 de los subconjuntos de

N.
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Se denotara por I'(L) el conjunto de todos los juegos definidos sobre la
familia £ de subconjuntos de N, que siempre incluye entre sus elementos a
los conjuntos @ y N. En el conjunto I' (£) se introducen dos operaciones

+: T(L)yxT(L), (vw)r—v+w
RxT(L), (av)r—a-w

definidas, para todo S € L, por
(v+w)(S)=v(S)+w(S), (a-v)(S)=a v (S5).

El conjunto I' (£) dotado de esta suma y producto por escalar es un
espacio vectorial. Dentro de este conjunto existen dos colecciones especiales
de juegos con valores en {0,1}, los juegos de unanimidad y los juegos de
identidad que se definen a continuacion.

Para cualquier coalicién no vacia T € L, el correspondiente juego de
unanimidad, que se representa por (r, esta definido como (7 : £L — R

CT(S):{l siT C8,

0 en otro caso,

para cada coalicion S € L.

El juego de identidad 67 : L — R esté definido por

1 si §S=T
57(S) = ’
7(5) {0 si SAT,

para cada coalicion S € L.
La relevancia de estas dos colecciones de juegos se pone de manifiesto en

el siguiente resultado.

Proposicion 2.2 La dimensidn del espacio vectorial T' (L) es |L| — 1, y las
colecciones

{(r:Tel,T#0} y {60:TeLT#0}
son dos bases de I" (L) .
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Demostracion: Es evidente que la coleccion {67 : T € £,T # 0} es una
base de I' (£) ya que cualquier v € T' (£) puede ser escrito como

V= Z v (T) (ST,

{Tel,T#0}

y ademas, si Z{Teﬁ’Tﬂ} arér = 6, donde 6 denota al juego nulo (6 (S) =0,
para toda S € L), es inmediato que ar = 0, para toda coalicién no vacia
TelL.

Para ver que el conjunto {(7 : T € £,T # (0} es una base de I' (L) es sufi-
ciente probar que es un conjunto linealmente independiente. Si se considera
> (Tec,T20 @r¢r = 0 y se aplica dicha combinacién lineal nula a las distin-
tas coaliciones de L, se obtiene un sistema lineal homogéneo que tiene a la

solucion trivial como finica solucién. tJ

Como consecuencia de esta proposicién, cualquier juego v € I'(L) es
combinaciéon lineal de los juegos de unanimidad. Los coeficientes de esta
combinacién lineal pueden calcularse utilizando la funcién de Mobius. En
efecto, supdéngase v € I' (L) tal que

v = Z aT(T-
{TeL,T+#0}

Para toda coalicién no vacia S € L, se tendra

v(S) = Z ar.

{TeL,T+#0,TCS}

Alser (£ \ {0}, C) un conjunto parcialmente ordenado finito, y considerar
v: L\ {0} — Ry lafuncién f: £\ {#} — R, dada por f(T) = ar, se
puede aplicar la férmula de inversiéon de Mdbius (ver pag. 21), obteniendo

ag = Z w(T,S)v(T).

{TeL,T#0,TCS}
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2.2 Conceptos de solucién

Como ya se ha indicado en el capitulo anterior, uno de los problemas més
estudiados en la teoria de juegos cooperativos ha sido como repartir la ganan-
cia v (N) entre todos los jugadores que participan en el juego v cuando éstos
deciden cooperar y formar la gran coalicién V.

En esta seccién, se generalizan algunos conceptos de solucién para jue-
gos definidos sobre una familia £, entendiendo como concepto de solucién
cualquier subconjunto de vectores eficientes en R"; esto es, cualquier subcon-
junto del conjunto de preimputaciones. El conjunto de preimputaciones de
un juego v : L — R, que se denotara I*(L,v), es el conjunto

I'(L,v) = {x eR": sz = v(N)} .
iEN
Las tmputaciones son las preimputaciones que satisfacen el principio de
individualidad racional, para aquellos jugadores que puedan participar en el

juego v formando una coalicién unitaria; es decir,
I(L,v)={zeI"(L,v) : z >v{{s}) si {i} € L}.

Por definicion se tiene que I (£,v) C I* (£, v), pero aunque I*(L,v) # 0,
el conjunto I (£,v) puede ser vacio. Sin embargo, se puede observar que si la
familia £ no contiene ninguna coalicién unitaria, entonces I(L,v) = I*(L, v),
con lo cual I(L,v) # 0. Por otro lado, si la familia £ contiene al menos una

coalicion unitaria, se pueden dar los siguientes casos:

1. Si £ no es atémica (es decir, si existe j € N tal que {j} ¢ L), entonces
I(L,v) # 0, ya que se puede definir el vector z = (z;),. de la siguiente
forma

v({z}) si {1} € L,
;=4 v(N)= > o({k}) sii=y,

{k}ec
0 en otro caso,
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que cumple las condiciones que permiten afirmar que = € I (L, v).

2. Si, para todo i € N, se tiene que {i} € L, es decir, £ es atomica,

entonces

I(Lw)#0 siysolosi v(N)>> v({i}).

1EN

A diferencia del conjunto de imputaciones de un juego cooperativo v, el
conjunto de imputaciones de un juego sobre una familia £ puede ser o no
acotado, dependiendo de la familia £. Obsérvese que el conjunto I (L, v)
viene determinado por un nimero finito de desigualdades y por tanto consti-
tuye un poliedro. La teoria de poliedros (Schrijver [61]) proporciona algunas
definiciones y resultados ttiles para establecer una condicién suficiente sobre
la familia £ para que el conjunto de imputaciones sea acotado. Un conjunto
P C R* se llama un poliedro si existe una matriz A y un vector columna b
tal que

P={zeR": Az < b}.
El poliedro P = {z € R" : Az < b} est4 acotado si y solo si
{zxeR": Az <0} ={0}.

Ademas, un poliedro no vacio P es acotado si, y solo si, es la envoltura
convexa de un nimero finito de vectores; es decir, si existen xy, ..., z; tal que
P =conv{zy,...,z}.

Proposicién 2.3 Dado v € T' (L), son equivalentes:
(a) La familia L es atémica.

(b) El conjunto I (L,v) estd acotado.
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Demostracion: Al ser I (£,v) acotado si y sélo si

{x eR” : le =0, z; > 0, para todo {i} € E} = {0},

ieN ’
es evidente que, para ello, es condiciéon necesaria y suficiente que la familia
L sea atémica. a

De la definicién de imputacion es inmediato deducir que cuando la familia
L es atémica y v (N) = >, .y v ({1}), el conjunto de imputaciones se reduce

a una unica distribucién.

Proposicién 2.4 Dadov € T' (L), donde la familia L es atomica, se verifica

(L, 0) ={(w{1}),...,v({n}))} siy sdlo siv(N) =3 ey v {i}):

Dado un juego cooperativo (N, v), uno de los conceptos de solucién més
estudiado ha sido el core. En este contexto de juegos con cooperacién parcial,
es natural considerar en la definicion del core so6lo las coaliciones factibles en

la familia L.

Definicién 2.5 Dado v € T' (L), el core del juego v es el conjunto

Core(L,v)={zeR" : z(N)=v(N), z(S) >v(S), paratodaS€ L},

donde z (S) =Y, para cada S € L, z (0) = 0.

Obviamente, todos los vectores del core son imputaciones y asi, el core
puede ser un conjunto vacio. Si £ es atéomica, entonces el conjunto de im-

putaciones I (£, v) es acotado; luego, es inmediata la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6 Sea v € I' (£). Si la familia L es atémica, entonces el
poliedro Core (L,v) estd acotado.
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En general, el reciproco de esta proposicion no es cierto. Basta considerar
N = {1,2,3}, la familia £ = {0, {1}, {2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} y el juego
v € I'(£) definido como v (S) = |S| — 1, para toda coalicién no vacfa. En

este caso,
Core (L,v) = {xER’_T_ T+ T +23=2, 21 <1, 25 <1, 23 < 2}
es un conjunto acotado y, sin embargo, la familia £ no es atémica.
Para poder asegurar que se verifica el reciproco, hay que establecer una

condicion adicional sobre la familia £, la cual se introducird en la seccion
siguiente.

Cuando el conjunto de imputaciones es no vacio, puede definirse un nuevo
concepto de solucién; los denominados conjuntos estables. Para ello, se in-

troduce previamente la nocién de dominancia entre imputaciones.

Definicién 2.7 Sean v € ' (L), z,y € I(L,v). La imputacion y domina a

la imputacion x, ydom z, si existe una coalicion no vacia S € L tal que

y(S) <v(S) vy, ademds, y; > x; para todo i € S.

Nétese que estas condiciones excluyen la dominancia a través de la gran
coalicién N y de aquellas coaliciones unitarias de £. Analogamente, se define
la relacion de dominancia para preimputaciones.

Definicién 2.8 Sea v € I'(L). Un conjunto E C I(L,v) es un conjunto

estable para el juego v cuando satisface las dos condiciones siguientes:

(1) Estabilidad interna: dados cualesquiera z,y € FE,  no domina a y.

(2) Estabilidad externa: si x € I (L,v)\ E, entonces existe y € E tal que
ydom x.
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El siguiente resultado caracteriza al core como el conjunto de todas las
preimputaciones que no son dominadas por ninguna otra preimputacion.

Proposicién 2.9 Dado v € T' (L), se verifica
Core(L,v) = {z € I"(L,v) : no existe y € I"(L,v) tal que ydomuz}

Demostracién: Sea z € Core(L,v) y sea y € I*(L,v) tal que ydomz. En-
tonces, existe una coalicién no vacia S € L, que verifica z(S) < y(S) < v(S);
ahora bien, esto es una contradiccion con el hecho de que z € Core(L, v).

Para probar la otra inclusion, supongase que x € I*(L,v) \ Core(L,v).
Entonces, existe una coalicién no vacia S € £, S # N tal que z(5) < v(S).
Si se define el vector y € R™ por

1
T + — [v(S) —z(S)] st i€,
Y = 1]S|
IN\ S|

[o(N) —v(S)] st i¢b5,

resulta que, este vector, satisface y(N) = v(N), y(S) = v(S) y, ademas,
y; > x; para todo ¢ € S. De aqui ydom z. g

A continuacion, se analiza la dominancia entre imputaciones y se estudia
su relacion con el core. Ademads, se probara que si el core de un juego
v € I' (L) es estable, entonces es el Gnico conjunto estable para el juego. En
el caso £ = 2V, estos resultados son conocidos (véase Driessen [20]). La
siguiente proposicién es una extension directa y, por tanto, su demostracion
se omite.

Proposicién 2.10 Dado v € I' (L), se verifica:

Core(L,v) C {z € I(L,v) : no existe y € I(L,v) tal que ydoma}.
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Teorema 2.11 Si E es un conjunto estable para v € I' (L), entonces se

verifican:
(1) Core(L,v) CE.
(2) Si Core(L,v) es un conjunto estable, entonces E = Core(L,v).

Demostracién: Sea E un conjunto estable para el juego v.

(1) Supéngase que existe z € Core(L,v) \ E. Por ser E un conjunto
estable, existe y € F tal que ydomz, pero esto contradice la Proposicién
2.10.

(2) Teniendo en cuenta el apartado anterior, es sufiente demostrar la in-
clusién contraria. Supongase que existe z € E\Core(L,v). Como Core(L,v)
es un conjunto estable, existe y € Core(L,v) tal que ydomz. Por tanto

{z,y} € E y se cumple que ydomz, lo cual es una contradiccién con la
estabilidad de F. U

Otro concepto de solucién es el que se denominard conjunto de mego-
ciacion de Aumann y Maschler. Su definicion se basa en las objeciones y
contraobjeciones de unos jugadores contra otros, y al igual que el core y los
conjuntos estables se introducen cuando el conjunto de imputaciones es no

vacio.

Considérese la familia £ de coaliciones factibles, y sean 7,j € N con i # j.
Se denotara por A;; el conjunto de todas las coaliciones factibles de £ que
contienen al jugador ¢ pero no al jugador j; es decir,

Obsérvese que el conjunto A;; puede ser vacio. Una condicién suficiente
para que no lo sea es que la familia de coaliciones factibles £ sea atémica.

Definiciéon 2.12 Sean v € T'(£) y z € I (L,v). Una objecidn del jugador i
contra el jugador j con respecto a la imputacion x en el juego v es un par
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(y,S), donde S € Ayj y el vector y = (yx) g Satisface
y(S)=v(S) vy, ademds, yr > xx para cada k € S.

Una contraobjeccion de j contra el par (y,S) es un par (2,T), donde T € Ay

Y 2 = (2x)per satisfacen

2 >xr parak €T\ S,

T: T ) d ’?
2(T) =v(T) vy, ademds {szyk para k € TNS.

Una objecion se dice justificada si no existe contraobjecion.

En el caso de que A;; fuese vacio para algunos ¢,j € N, esto significaria
que el jugador ¢ no podria hacer ninguna objecién ni contraobjeciéon contra el
jugador j con respecto a una imputaciéon z. En esta circunstancia, cualquier
objecion del jugador j contra i (si la hubiera) estarfa justificada.

Definicion 2.13 Sea v € T'(£). Una imputacion x € I(L,v) se dice que
pertenece al conjunto de negociacion B (L, v) si para cualquier objecion de un

Jjugador contra otro con respecto a x, eriste una contraobjecion; es decir,

B(L,v) ={z € I(L,v) : no existe objecion justificada respecto a x} .

Notese que Core (L,v) C B(L,v) ya que no puede haber objeciones con
respecto a ningln elemento del core.

Como ya se ha indicado antes, todos los conceptos de solucién anteriores,
se definen sobre el conjunto de imputaciones y por tanto requieren que éste
sea no vacio. Se introduce ahora un nuevo concepto de solucién, el selectope,
para el cual no es necesario que I (L,v) sea no vacio. Este concepto de
solucién fue introducido por Hammer, Peleg y Sorensen [31] e investigado
por Derks, Haller y Peters [19] en el caso de juegos cooperativos de utilidad
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transferible. Aqui, se extendera este concepto para juegos v € T'(L), y se
considerara que la familia £ de coaliciones factibles es atomica. La definicion
del selectope se basa en los dividendos de Harsanyi [32].

Se definen recursivamente, para cada S € L, los dividendos del juego
v € I' (L) de la siguiente forma

0 si S =0,
£y (S) =1 v (S) — Z A, (T)  en otro caso.

{TeL,TCS}
Claramente, para todo v € I' (£) y S € L, se verifica
v (S) = Z N (T).
{TeL,TCS}

De aqui se deduce que cada v € I' (L) se puede escribir de manera tnica

como

v=" Y. AT

{TeL, T+#0}

Definicién 2.14 Un selector sobre una familia atémica L es una aplicacion
a: L\{0} — N tal que a(S) € S para cada coalicion no vacia S € L.

Se denota por A (L) el conjunto de todos los selectores sobre £. Noétese
que el nimero de selectores sobre £ es igual a [Tirer 19y IT-

Definicién 2.15 La seleccion correspondiente al selector a € A(L) es el
vector m® (v) € R* definido por
mi)= Y, D(S),
{SeL:a(S)=i}
para cada juego v € I' (L) y para todo i € N. El selectope para un juego
v € I'(L) se define como

Sel (L,v) = conv{m®(v) eR* : a € A(L)}.
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Es evidente que, para cada v € ' (L), y para cualquier o € A(L), se
verifica que m* (v) € I* (L, v) v, por tanto,

Sel (L,v) CI"(L,v).
Al final de este trabajo se incluye un apéndice en el que se presenta un al-
goritmo, implementado con el programa de calculo simbélico MATHEMATICA

donde se computan los posibles selectores sobre una familia £ de coaliciones
factibles y las selecciones correspondientes para un juego v € I' (£).

Ejemplo 2.16 Sea N = {1,2,3} y considérese la siguiente familia

L£=1{0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,2, 31}

Sea v € T' (L) el juego definido por

' >
,U(S):{ 81 si |S]>2

0 en otro caso.

Hay 6 posibles selectores y las correspondientes selecciones para este juego
estdn dadas en la siguiente tabla en la que no se reflejan las coaliciones
unitarias porque A, ({i}) =0, para todo 1 € N.

a | {1,2} {1,2,3} | mf(v) mg(w) m§(v)
1 1 1 3 0 0
2 1 2 2 1 0
3 1 3 2 0 1
4 2 1 1 2 0
) 2 2 0 3 0
6 2 3 0 2 1
TABLA 2.1

En consecuencia, se tiene

Sel (L,v) = conv{(3,0,0),(2,1,0),(2,0,1),(1,2,0),(0,3,0),(0,2,1)}.
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Ademds, ndtese que, en relacidn con el core, se verifica
Core (L,v) = Sel (L,v)

como muestra la siguiente figura.

(0,0,3)

o =0 z1=0

(0,2,1)

.....................
......................

/- Sel(L,v) = Core(L,v): :\

...........................

(3,0,0) ~ (0,3,0)

z3 =0

FIGURA 2.1
La inclusién Core (L,v) C Sel(L,v) se verifica siempre que £ = 2V
(Hammer, Peleg y Sorensen, [31]). Sin embargo, este resultado no es cierto,
en general, si la familia de coaliciones factibles £ es distinta de 2. La otra
inclusién, Sel (£, v) C Core (L, v), es debida a una propiedad de la funcién
caracteristica del juego v. Para comprobar que estas dos inclusiones no son
ciertas en general, basta considerar el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.17 Sea N = {1,2,3,4} y considérese la siguiente familia
L£=1{0,{1},{2}, {3}, {4}.{1,2}.{2,3},{1,2,3,4}}.

Se define el juego v € ' (L), para cada coalicion no vacia S € L, por

U(S):{ —1 s |S|=1,

2 en otro caso.
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St se calculan los dividendos del juego, se obtiene

-1

Ay(S)={ 4

-2

si |S|=1,
si |S] =2,
st S=N.

Ezisten 16 posibles selectores sobre L y las distintas selecciones estdn dadas

en la siguiente tabla:

a |{1,2} {2,3} {1,2,3,4} |m{(v) m§(v) mg(v) mg(v)
1 1 2 1 1 3 -1 -1
2 1 2 2 3 1 -1 -1
3 1 2 3 3 3 -3 -1
4 1 2 4 3 3 -1 -3
5 1 3 1 1 -1 3 -1
6 1 3 2 3 -3 3 -1
7 1 3 3 3 -1 1 -1
8 1 3 4 3 -1 3 =3
9 2 2 1 -3 7 -1 -1
10 2 2 2 -1 5 -1 -1
11 2 2 3 -1 7 -3 -1
12 2 2 4 -1 7 -1 -3
13 2 3 1 -3 3 3 -1
14 2 3 2 -1 1 3 -1
15 2 3 3 -1 3 1 —1
16 2 3 4 -1 -3 3 -3
TABLA 2.2

Por otro lado, Core (L,v) viene dado por los vectores de R* tales que

Ty

x1

+ T2 + x3
+ I3

Zg + X3

T1, T2, T3, T4

+ 24

> 1.

(AVARAYS
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En este ejemplo, se verifica que
Sel (L,v) € Core(L,v) y Core(L,v) L Sel (L,v),

ya que el vector (3,3,—3,—1) € Sel (L,v) \ Core (L,v) pues x5 < —1 y, por
otra parte, el vector (0,2,0,0) € Core (L,v) \ Sel (L,v) porque no se puede
expresar como combinacion conveza de los vectores m® (v), con o € A(L).

Como se ha indicado antes, la inclusion Sel (£,v) C Core (L, v) caracte-

riza una clase de juegos denominados casipositivos.

Definicién 2.18 Un juego v € I' (L) se dice casipositivo si todos los divi-

dendos de las coaliciones factibles no unitarias son no negativos; es decir,

ANy (S) >0, paratoda S € L con |S| > 2.

Teorema 2.19 Dado v € T' (L) un juego sobre una familia atdmica, son

equivalentes:
(a) Sel (L,v) C Core(L,v).
(b) Sel (L,v) CI(L,v).
(¢) El juego v es casipositivo.

Demostracion: Es evidente que (a) implica (b), ya que por definicion,
Core(L,v) CI(L,v).

La relacion (b) obliga a que el juego v sea casipositivo pues, si existiera una
coalicién S € L con |S| > 2y A, (S) < 0, se podria considerar o € A (L)
tal que a(S) =iy a(T) # i para todo T € L, T # S,{i}. Entonces
m$ (v) = v ({i}) + A, (S) < v ({i}) y esto est4 en contradiccion con (b).
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Finalmente, si v es un juego casipositivo, para cada selector «, se tiene
que m® (v) € Core (L,v). En efecto, para cada coalicién no vacia S € L, se
verifica

dYmEw) = Y > AT

€S i€S {TeLl:a(T)=1}

> > A(T)

{TeL,TCS}

= v(5),

donde la desigualdad se sigue de que todos los dividendos del juego v, para
las coaliciones no unitarias, son no negativos. a

Nétese que, de este teorema, se deduce que los juegos casipositivos definidos

sobre familias atémicas tienen core no vacio.

Como se ha visto en el ejemplo 2.17, la inclusion Core (£, v) C Sel (£, v)
no se verifica en general si £ es una familia atémica distinta de 2. Este
resultado si es cierto siempre que se le exija a la familia £ algunas condiciones
adicionales.

2.3 Juegos sobre espacios de clausura

En lo que sigue, se supondra que se ha establecido sobre la familia de coa-
liciones factibles £ una regla fundamental de cooperaciéon: cuando dos coa-
liciones sean factibles, también su interseccion lo sera. Este requisito que
se impone a la cooperacién entre los jugadores tiene una interpretaciéon que
hace 1til el estudio que se va a realizar en muchos casos reales. Se supone que
los jugadores encuentran algtin beneficio cuando todos se unen, pero ademas
es 16gico pensar que las posibles coaliciones entre ellos se hacen atendiendo
a intereses comunes (comparten ciertas ideas, son de la misma nacionalidad,

pertenecen a una cierta empresa) y de ahi que aquellos jugadores comunes
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a dos coaliciones formen también una coalicién para defender en comin un
conjunto, presumiblemente, mas amplio de intereses. Esta regla de coope-
racion es la que dota a la familia £ de una determinada estructura, que se

introduce a continuacion.

Definicién 2.20 Un espacio de clausura en N es una familia £ C 2V que

verifica las siguientes propiedades:
(1) e L.yNeL,

(2) SiAe L yBEeL, entonces ANB € L.

Los elementos de un espacio de clausura se denominan cerrados.

En lo que sigue, se supondra que todo espacio de clausura lo es en el
conjunto de jugadores N.

Cuando una familia £ es un espacio de clausura, a cada conjunto 4 € 2V

se le puede asociar el conjunto A € £, definido por
A=({SeL:ACS},
de modo que se verifica

(C1) AC A,

(C2) A= Asi, ysolosi, A€ L,

(C3) Si A C B, entonces A C B.

Obsérvese que esto permite indicar que la aplicacion — : 2V — 2V es un
operador clausura [21] con la propiedad adicional § = §. Reciprocamente, a
partir de cualquier operador clausura como el anterior, se puede construir el
espacio de clausura £ determinado por los cerrados del operador.
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Teniendo en cuenta este razonamiento, es inmediato comprobar que (£, C)

es un reticulo completo. En efecto, para todo A, B € L, se tiene

AANB=inf{A,B} =ANB,
AV B =sup{A,B} =AUB.

Algunos ejemplos de espacios de clausura en N son los siguientes:

{1,2,3} N =1{1,2,3} {1,2,3}
{1,2} {1,2}

{1 2} {1} {3}
0 0
{1,2,3,4} N =1{1,2,3,4} {1,2,3,4}

FIGURA 2.2
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Uno de los objetivos por el que se introducen condiciones adicionales sobre
la familia de coaliciones factibles es el de establecer hipétesis suficientes sobre
L para que la inclusion Core (L,v) C Sel (L,v) sea cierta. Notese que el
selectope de un juego v € I' (L) estd definido sobre familias atomicas y es
siempre un conjunto acotado. Para que tenga sentido plantearse la inclusion
anterior, Core (£, v) también ha de ser un poliedro acotado y, como ya se ha
indicado, el core de un juego v € I' (£) es acotado si la familia £ es atomica.
Aunque no tenga relevancia en la relacion entre el core y el selectope, se puede
observar que, cuando £ es un espacio de clausura, esta condicién suficiente
se hace también necesaria.

Proposicion 2.21 Sean £ un espacio de clausura y v € I' (L) un juego, tal
que Core (L,v) # 0. Son equivalentes:

(a) El core del juego v es un poliedro acotado.
(b) La familia L es atémica.

Demostracion: La Proposicion 2.6 establece que si la familia £ es atémica,
no necesariamente espacio de clausura, el core es un poliedro acotado. Por
tanto, so6lo falta probar la otra implicaciéon. Si existiera j € N tal que
{5} ¢ L, considérese {j} € L y sea k € {j} con k # j. Se define el vector
z € R* de la siguiente forma
-1 si =7,
T, = 1 sii=k,

0 en otro caso.

Se verifica z (N) = 0. Ademés z(S) > 0, para toda S € L, ya que si
j € S entonces m C S ydeaqui k € S. Esto prueba que

{zxeR*:z(N)=0, z(S) > 0 para toda S € L} # {0},

y asi se llega a una contradiccién porque el poliedro Core (£, v) no seria
acotado. 0O
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Dos casos especiales de espacios de clausura son las familias intersectantes
[30] y las geometrias convezas [21]. En esta seccion sélo se definen las familias
intersectantes, ya que las geometrias convexas seran objeto de un detallado
estudio en el capitulo siguiente.

Definicion 2.22 Una familia intersectante es un espacio de clausura L en
el que se verifica

STeLconSNT#)= SUT € L.

Obsérvese que todos los espacios de clausura sobre un conjunto de tres

jugadores son familias intersectantes.

Antes de establecer el siguiente teorema, es necesario presentar algunos
conceptos referentes a la construccion de los llamados cerrados maximales de
una coalicién S C N. Para ello, se considerara que la familia de coaliciones
factibles £ es una familia intersectante atomica.

Dado cualquier S C N, se denota por Lg el conjunto de todos los cerrados
de L contenidos en S, esto es

,CSI{T€£ITQS}.

Obviamente, Ls # 0 ya que 0, {i} € Ls para todo i € S. Ademéas Lg es una
familia intersectante atémica sobre S.

Si se considera en el conjunto Lg la relacion de inclusion, entonces (Lg, C)
es un conjunto parcialmente ordenado cuyo primer elemento es §). Sea I, (.S)
el conjunto de todos los elementos maximales de la relacion (Lg, C). A cada
uno de los elementos de Il (S) se le llamara cerrado mazimal de S.

Proposiciéon 2.23 Sea £ una familia intersectante atémica. Para cualquier
S C N, las coaliciones de Il (S) forman una particion de S y, ademds, esta

particion es unica.
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Demostracién: Obsérvese que si S € L, entonces Iz (S) = {S} y por
tanto se verifica la afirmacion del enunciado. Si S ¢ L y se supone que
M (S) = {Si,...,Sk}, entonces k > 2y Ut S; C S. Ademés, por ser £
atomica, también se verifica que S C UE_, S;.

Para demostrar que las coaliciones de Il (S) forman una particién de S,
falta probar que S; NS; = 0 para todo 1 < 4,5 < k,i # j. En efecto, si
fuese S; N S; # 0 entonces S; U S; € L por ser £ una familia intersectante y
S;US; € S, con lo cual S;US; € Lg; ahora bien, esto es una contradiccion
ya que S; y S; son cerrados maximales de S. Obviamente, por construccion
II; (S) es tnico. O

En la seccion precedente, se definia el concepto de soluciéon denomi-
nado selectope y se establecian condiciones necesarias y suficientes para que
Sel (L,v) C Core(L,v). La inclusiéon contraria es cierta para cualquier
v € I'(L£), si la familia atémica de coaliciones factibles £ es una familia
intersectante.

Teorema 2.24 Sean L una familia intersectante atémica y v € T (L). En-
tonces

Core(L,v) C Sel(L,v).

Demostracion: Si existiera z € Core (£, v) tal que = ¢ Sel (£, v), entonces
al ser Sel (£, v) un conjunto cerrado y convexo, existird y € R" tal que

Z2-Y>T-y para todo z € Sel (L, v)

aplicando el teorema de separacion (véase Rockafellar [55]). En particular,
se cumplira la desigualdad para z = m* (v) con o € A(L). Si se ordenan las

componentes del vector y en orden decreciente,

Yiy Z Yio Z e Z Yip_1 Z Yins
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entonces

n n n—1 k
-y = injyij = Yin inj + Z (y“C — yik+1) Z;[;ij
J=1 J=1 k=1 j=1

n—1

> g 0N+ Y Wi~ Vi), v(S)
k=1 SE s ({i1,2,-ik})
n
= yv({a}) + Qv > v(S) - >, v (95)
Jj=2 SEH[;({’il,iQ,...,i]’}) SEHL({11,i2,...,’i]'-1})
= ¥y ({ia})
+ 4 > oY am- > Y AD
j=2 SEMz({i1,izy-ij}) TCS Selle({i1,i2,0ij-1}) TCS
= & ({01})
+D U Y. M- ) £ (T)
j=2 {TE‘C’ng{ilyi%---,ij}} {TEC,Tg{il,iz,...,ij_l}}

= Z Yi; Z Av (T) )

{T €L, TC{i1izyvij },i; €T}

donde la peniltima igualdad se sigue de la Proposicién 2.23. Obviamente,
basta tomar el selector o € A (L) tal que

m;, (v) = Z AN, (T)

{TeL,TC{i1,iz,stj } R% €T}

para todo 1 < j < n y se llega asi a una contradiccién. Este selector
a € A(L) esta definido por

a(S) = ig, donde k = max{p:i, € S}

para toda S € L. O

Como se puso de manifiesto al definir los dividendos de Harsanyi, cada

juego v € I' (L) puede escribirse de manera unica como una combinacién
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lineal de los juegos de unanimidad donde los coeficientes son los dividendos

de las coaliciones en L. Si se define ahora

vh= ) £o(S)Cs  y vT= X —0y (5) Cs,

{SeL:Ly(S)>0} {SeL:Ay(S)<0}
entonces v = v — v,

Utilizando esta descomposicién del juego v, se puede establecer el si-
guiente resultado.

Teorema 2.25 Sean L una familia intersectante atémica y v € I' (L). En-

tonces

(a) Sel (L,v*) = Core(L,v") y Sel (L,v™) = Core (L,v™).

(b) Sel (L,v) = Core(L,v") — Core(L,v™)
={zeR":z=y—2, y€Core(L,v"), z€ Core(L,v7)}.

Demostracion: (a) Es una consecuencia directa del Teorema 2.19 y del
Teorema 2.24.

(b) Para cada a € A(L), se tiene que m* (v) = m* (vt) —m® (v™), y de
aqui, por el apartado (a), m® (v) € Core (L,v") — Core(L,v™), con lo cual

Sel (L,v) C Core (E, v+) — Core (E, v_) .

Para probar la inclusion contraria, aplicando el apartado (a), es sufi-
ciente probar que para dos selectores cualesquiera o, 3 € A (L), se tiene que
m® (vt) —mP (v7) € Sel (L,v). Obsérvese que si se define v € A (L), para
cada coalicién no vacia S € L, por

entonces m” (v) = m® (v*) — mP (v7) y, asi, m” (v) € Sel (L, v). O
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Notese que si s6lo se exige que la familia £ sea una familia atémica, no
necesariamente una familia intersectante, entonces se puede afirmar so6lo una

de las inclusiones en los apartados (a) y (b).

2.4 Juegos supermodulares

En esta seccién, se estudiaran los conceptos de solucién citados anterior-
mente: core, conjuntos estables y conjunto de negociacién para un juego
definido sobre una familia intersectante, exigiéndole al juego algunas condi-
ciones adicionales. Una de estas condiciones serd que el juego sea supermo-
dular sobre la familia de coaliciones factibles.

Faigle y Kern [26] introducen la propiedad de supermodularidad para un
juego sobre un reticulo distributivo. En el modelo introducido en la seccion
anterior, un espacio de clausura £ es un reticulo con

SVT=SUT y SAT=SnT,

para toda S,T € L. Entonces, se propone la siguiente definiciéon de super-
modularidad para un juego sobre L.

Definicion 2.26 Sea £ un espacio de clausura. Un juego v € T'(L) es
supermodular si, para cualesquiera S, T € L, se verifica

v(SUT)+v(SNT)>v(S)+v(T).

Obsérvese que en el caso de ser £ = 2V se obtiene la definicion clasica de
juego convexo o supermodular. Si la familia £ es una familia intersectante,
Faigle [24] define la supermodularidad para un juego v € I" (£) debilitando la
exigencia anterior sobre la funcion caracteristica, dando lugar a la siguiente
definicion.
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Definicién 2.27 Sea £ una familia intersectante. Un juego v € I' (L) es
supermodular intersectante si, cada par S,T € L con SNT # 0, verifica

v(SUT)+v(SNT) >v(S)+v(T).

Faigle [24] considera una familia cualquiera £ de subconjuntos de N (no
se le exige nada a esta familia) y denomina L al conjunto de coaliciones de
N que pueden expresarse como uniones disjuntas de elementos de L; esto es,
si A € L entonces

A=A UAU...UA,

donde A; € £, para todoi = 1,...,p, y ademas, 4; N A; = 0 para i # j.
Notese que, en general, L # 2N, Por otro lado, se define la funcion

#: L—R #(A) =max {ZU(Az)} :
i
donde el maximo se toma entre todas las particiones de A en elementos de
L; es decir, entre todas las denominadas L-particiones de A.

Con esta idea, Faigle demuestra que si el juego v : L — R es un juego
supermodular intersectante, entonces el juego 4 : £ —> R es supermodular.
La siguiente proposicién es un corolario de este resultado para una familia £

atémica ya que, en este caso, £ = 2V,

Proposicién 2.28 Sea L una familia intersectante atémica. Siv € I' (L)
es un juego supermodular intersectante entonces ¥ : 2V — R es un juego
supermodular.

La siguiente proposicién establece una relacién entre el core de v € I" (£)
y el core de la extension o € T (2V) y se utiliza en la prueba del teorema
posterior.
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Proposicién 2.29 Sea £ una familia atomica. Siv € I' (L) satisface que
v (N) = # (N), entonces Core (L,v) = Core (2, 7).

Demostracién: Si z € Core (2¥,7), entonces z(N) = ¥(N) = v(N), vy
ademas z(S) > 7(S), para todo S C N. Si S € L, entonces {S} es una
particion de S, y de aqui z(S) > 9(S) > v(S).

Para probar la inclusién contraria, sea {S;} una L-particion de S. Se

tiene
ZOEDIEEDY [Z } =D _a(Si) 2 ) v(Se),
S k  LieSy k k

y de aqui se sigue
z(S) > max {ZU(T,) : {T;} es una L-particion de S} =v(9).

i

O

Obsérvese que si v (N) # @ (N), entonces Core (£, v) () Core (2V,7) = 0.

Es inmediato comprobar que la condicion v (N) = ¥ (V) es equivalente a
que para cada L-particion de N, {Py,..., P} C L, se verifique la desigualdad

v(P) + -+ v(P) <u(N).

A la vista de esta observacidén, y haciendo uso de la proposicién anterior,
» Y
se puede establecer la relaciéon existente entre el core, los conjuntos estables

y el conjunto de negociacion para juegos supermodulares intersectantes.

Teorema 2.30 Sea L una familia intersectante atomica y sea v € I' (L) un
juego supermodular intersectante verificando que, para cada L-particion de

N,{P,...,P}CL,
v(P) + -+ v(P) < v(N).

Se verifica:
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(1) Core(L,v) es estable (y por tanto, el unico conjunto estable).
(2) Core(L,v) = B(L,v).

Demostracién: En primer lugar, obsérvese que, con las hipétesis del teo-
rema, y, aplicando las Proposiciones 2.28 y 2.29, para el juego v : 2N — Rse
tiene que I(L,v) = I (2V,4), Core(L,v) = Core (2V,7) y, ademas, el juego
7 : 2¥ — R es supermodular y, por tanto, Core (2V,7) # 0.

(1) Hay que probar que el Core(L,v) es estable. Por la Proposicion 2.10,
el core es siempre internamente estable, con lo cual sélo se demuestra la
estabilidad externa; es decir, cada imputacion que no esté en el core estd
dominada por una imputacién del core. Si z € I(L,v)\ Core(L,v), entonces
z€1(2",9)\ Core (2¥,9) y por ser el juego ¥ supermodular, Core (2N, 9)
es estable. Asi, existe y € Core (2V,7) tal que ydomz en el juego 0. En-
tonces, para alguna coalicién no vacia S € 2V, se tiene que y(S) < 0(S) y
ademas y; > z; para todo 7 € S.

Sea {Si,..., Sk} una L-particién de S para la que se obtenga el maximo
9(S), es decir

5(S)=> v (S;).
j=1

Para esta L-particion de S, se verifica que y; > z;, para todo ¢ € S;, con
1 <j <k, y ademas,

k

DN DA EDIXICHE

1€ES J=1 \4€S; j=1

De aqui, se deduce que se puede encontrar al menos una coalicién S; € £
verificando y (S;) < v (S;) y, por tanto, y dom z usando la coalicion S; en el
juego v.

(2) Al ser ¥ : 2 — R un juego supermodular, el resultado clasico para
juegos cooperativos [44] afirma que Core (2¥,7) = B (2V,7).
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Como Core (L,v) C B(L,v) para todo v € I' (L), s6lo es necesario pro-
bar la inclusién contraria. Para ello se probara que I (£,v) \ Core(L,v) C
I(L,v)\B(L,v). Siz e I(L,v)\Core(L,v), entonces un jugador i puede
objectar contra otro jugador j con respecto a la imputacion z. Esto es, existe
una coalicion S € Aj; y un vector y = (yx),es tal que y(S) = v (S) y ademas
Yr > Tk, para cada k € S.

Esta objecion esté justificada. En efecto, supongase que existen T' € Aj;

y un vector z = (2x),r satisfaciendo las condiciones
2(T)=v(T), 2 > zxparak €T\ S y zx > yprparak € TN S.

Como z € I (2N,'6) \ Core (27, 17) , el jugador ¢ puede objetar contra el
jugador j usando la coalicién anterior S € A;; en el juego ¥, y el vector
Y* = (Y§)pes que se define

oo S -v(s)  sikes\T.
Yk sikeTnsSs,
ya que y*(S) = y(T'NS) +y(S\T) +9(S) —v(S) = 0(S) y también
Yr > Yr > Xy para cada k € S.
Ademas, existe una contraobjecién a la objecion anterior (y*, S) usando
la coalicién T' ya que se puede definir el vector z* = (2), . mediante

1
—— (0 (T) — v (T ikeT
zk+|T\S|(v( ) U( )) S1Lk € \57
2k sikeTnS.

2y =

Claramente 2* (T) = ¢ (T), y también 2} > 2; > x para todo k € Ty
2y = 2k > Y = Yy paratodo k € TNS. Ahora bien, esto es una contradiccion
porque ¢ Core (2¥,%) = B (2N,%). Por tanto, z € I (£,v)\ B(L,v). O



Capitulo 3

Juegos sobre geometrias

convexas

Este capitulo se dedica a estudiar juegos definidos sobre una clase especial
de espacios de clausura, las denominadas geometrias convezas. Por ello, se
presenta en la primera seccion, el modelo general establecido por Edelman y
Jamison en The theory of convex geometries [21], definiendo algunos de los
conceptos y propiedades més relevantes.

El interés del estudio particular de los juegos definidos sobre familias de
coaliciones factibles que tengan estructura de geometria convexa se deriva,
inicialmente, de las observaciones indicadas por G. Owen [33] al analizar
las simplificaciones que se producen en el computo del valor de Myerson
cuando, en la situaciéon de comunicacion (N,v,G), el grafo que modela la
cooperacion parcial existente entre los jugadores es un arbol. Posteriormente,
las caracteristicas especiales de estas singulares situaciones de comunicacién
(N,v,G), en las que G = (N, E) es un arbol han sido puestas de manifiesto
en los trabajos, entre otros, de Borm, Nouweland, Owen y Tijs [13] cuando
analizan problemas de asignacién de costos y encuentran formulas integrales
para el célculo del valor de Myerson; de Grafe, Mauleon e Ifarra [28] en la
btisqueda de un procedimiento para computar el nucleolus; y de Potters y

95
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Reijnierse [54] en el estudio del caracter equilibrado de los juegos restringidos
por grafos de comunicacién, su nucleolus asi como las relaciones entre el
conjunto de negociacion y el core.

En general, las propiedades especificas de los arboles, en relacion con
otros tipos de grafos, radican en su caricter conexo, en que la interseccion
de subgrafos conexos da lugar a un subgrafo conexo y que en cualquier sub-
grafo conexo es el grafo originado por la envoltura convexa de sus puntos
extremales. Estas caracteristicas y los resultados obtenidos en los trabajos
anteriormente indicados hacen que sea interesante plantearse, en este modelo
de cooperacién parcial, el estudio de juegos definidos sobre familias de coa-
liciones factibles que posean una estructura combinatoria con propiedades

analogas a las comentadas. Ello obliga a considerar las geometrias convexas.

3.1 Geometrias convexas

En esta seccion se define el concepto de geometria convexa, se establecen
algunas propiedades elementales y se presentan algunos ejemplos.

Definicién 3.1 Una geometria conveza en N es una familia £ C 2V que

satisface las siguientes propiedades:
(G1) D e L,
(G2) Si A,B € L, entonces ANB € L,
(G3) Si Ae L. yA+#N, eriste j € N\ A tal que AU{j} € L.
Los elementos de una geometria convexa se llaman converos. Notese que

las propiedades (G1) y (G3) aseguran que N € L. Por otro lado, £ = 2% es
una geometria convexa.
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De nuevo, en lo que sigue se supondré que toda geometria convexa lo es

en el conjunto N de jugadores.

Como ya se ha indicado anteriormente, la propiedad (G2), que carac-
teriza a los espacios de clausura, es logica no sélo desde el punto de vista
matematico, sino también desde el punto de vista real. La propiedad (G3) se
puede interpretar de la siguiente manera: la coalicion formada por todos los
jugadores se alcanza mediante procesos secuenciales de incorporacion, uno a

uno, de los participantes en el juego.

En relacién con la interpretacion de la propiedad (G3), Edelman y Jami-
son [21] definen un orden compatible con una geometria convexa £ como un

orden total de los elementos de N, 1; < 1 < - - - < iy, de forma que
{i1,42,...,1x} € L, paratodol <k <n.

Un orden compatible con £ corresponde exactamente a una cadena ma-
zimal en L. Una cadena maximal C' de £ es una coleccién ordenada de

conjuntos convexos
@ZOOC01C"'CCIH_1CC“:N7

de manera que no existe un conjunto convexo M ni un indice 0 < j <n -1
tales que C; C M C Cj11. Esto es, C es una cadena que no estd contenida
en ninguna cadena mas larga. Se denotara por C (L) el conjunto de todas las

cadenas maximales de L.

Otro concepto relevante en una geometria convexa es el de punto ex-
tremal. Dado un convexo A € £, un elemento a € A es un punto extremal
de A cuando A\ {a} € L. Por simplicidad en la notacion, se escribira A\ a
en lugar de A\ {a}. Se denotaré por ex(A) al conjunto de todos los puntos
extremales de A.

A continuacion se ejemplifican las nociones anteriores para una geometria
convexa determinada.
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Ejemplo 3.2 Considérese N = {1,2,3} y la geometria convezra

£={0,{1},{2},{1,2},{2,3}, N},
cuyo diagrama de Hasse es
N

{1,2} (2,3}
{1} {2}

FiGcura 3.1

Hay tres cadenas mazimales en L,

C, : bc{1} c{1,2} c{1,2,3},
Co : Dc{2} c{1,2} c{L,2,3},
Cs : 0c {2} c{2,3}c{1,2,3}.
Por otro lado, ex ({1,2}) = {1,2}, ex ({2,3}) = {3} yex ({1,2,3}) = {1,3} .

Obsérvese que cuando £ = 2" hay n! cadenas maximales correspondientes
a todos los posibles 6rdenes de jugadores. Ademas, para cualquier S € 2%,
todos sus puntos son extremales.

Los puntos extremales permiten identificar las geometrias convexas con
los espacios de clausura que verifican la propiedad finita de Minkowski-Krein-

Milman: cada conjunto cerrado es la clausura de sus puntos extremales.

Las geometrias convexas también se pueden definir como los espacios
de clausura que satisfacen la denominada propiedad anticambio: dado un
conjunto cerrado A y dos elementos z e y, z # y, pertenecientes a N \ A,
entonces y € AU {z} implica = ¢ AU {y}.
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e

Ficura 3.2

Estas equivalencias en la identificacién de una geometria convexa se reco-
gen en el siguiente teorema cuya demostracion es debida a Edelman [21,
Teorema 2.1].

Teorema 3.3 Si la familia L es un espacio de clausura, entonces son equi-
valentes:

(a) La familia L es una geometria convexa.
(b) La familia L satisface la propiedad anticambio.

(¢) Para cada conjunto C € L, se verifica que C = ex(C).

Como se indic6 en la introduccion a este capitulo, el interés del estudio de
las geometrias convexas proviene de la biisqueda de estructuras combinatorias
que generalicen, si es posible, los resultados obtenidos con otras estructuras
de cooperacion utilizadas en la teoria de juegos. Asi, se muestran algunos
ejemplos de familias de conjuntos con estructura de geometria convexa que

han aparecido en la literatura relacionada con la cooperacién parcial.

Ejemplo 3.4 Una situacion de comunicacion es una terna (N, v, @), donde
(N,v) es un juego y G = (N, E) un grafo. Si G es un grafo conexo y ciclo-
completo, entonces la familia de todas las coaliciones de N que inducen sub-

grafos conexos, esto es

L={SCN : (5 E(S)) es conezo},
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es una geometria conveza [21, Teorema 3.7].

Ejemplo 3.5 La familia de subconjuntos convezos de un conjunto finito par-
cialmente ordenado (P, <) es una geometria conveza (Birkhoff y Bennett [11,
Teorema 3]). En este contexto, se ha de entender que un conjunto S de P es
convezo sia € S, b€ S y a < b implican [a,b] C S. Se denotard por Co(N)
la correspondiente geometria conveza al considerar N = {1,2,...,n} con el
orden natural de sus elementos. Ast, los elementos de Co(N) son

[4,7] = {4, +1,...,5— 1,7}, paral <i<j<n,

y este modelo, que tiene un antecedente en el policy order de Azelrod [4], ha
sido utilizado por Edelman [22] para el estudio de indices de poder en juegos
de votacion.

FIGURA 3.3. La geometria convera Co({1,2,3,4,5}).
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Ejemplo 3.6 Sea (P,<) un conjunto parcialmente ordenado. El operador
definido, para cualquier X C P, por

X —X={yeP:y<zpara alginz € X},

es un operador clausura sobre P y sus conjuntos cerrados son los ideales de
orden de P. Este reticulo se denota por J (P). Como la unidn y la interseccion
de ideales de orden es un ideal de orden, se sigue que J (P) es un subreticulo
distributivo de 2F. Ademds J (P) es una geometria conveza cerrada bajo la
union y el conjunto de puntos extremales de S € J (P) es el conjunto de todos
los puntos magzimales Maz (S). Cuando el conjunto P es finito, hay una
correspondencia, uno a uno, entre las anticadenas de P y los ideales de orden.
Faigle y Kern [25][26], estudian juegos definidos sobre reticulos distributivos:
(C,v) y (A,v), donde C es J(P) y A es el conjunto de anticadenas de una
jerarquia (conjunto parcialmente ordenado en el que cada elemento tiene a

lo sumo un elemento que lo cubre).

3.2 El conjunto de Weber

En 1978, Weber [66] propuso como concepto de solucién para un juego co-
operativo un subconjunto del conjunto de preimputaciones cuya definicion
se basa en los vectores de contribucién marginal. Si se consideran todas
las posibles permutaciones del conjunto de jugadores N, cada permutaciéon
i1,%9,. .., 0, se puede entender como un proceso secuencial de formacion de
la gran coalicién. Partiendo del conjunto vacio, primero se incorpora el ju-
gador 4;, a continuacion el i, y asi sucesivamente hasta que la incorporacion
del jugador i, origina la coalicion N. En cada uno de estos procesos, cada
jugador puede evaluar su contribucion a la coalicion a la que se ha incorpo-
rado, lo cual se refleja en un vector que se denomina vector de contribucion
marginal. La componente j-ésima de dicho vector representa la contribucion

del jugador j a la coalicién de sus predecesores.
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Para extender la idea de Weber a un juego v definido sobre una familia
L C 2V, se considera que la familia de coaliciones factibles es una geometria

convexa.

Cuando £ es una geometria convexa, cada una de sus cadenas maximales
determina una permutacién del conjunto de jugadores y en definitiva, un
orden secuencial de formacion de la gran coalicion (un orden compatible
segun la definicion de Edelman). Dados i € N, y una cadena maximal C, el
conjunto

C(i)={j€N : j<ienlacadena C},

representard la coaliciéon de £ formada por el jugador ¢ y sus predecesores en
la cadena C. Evidentemente, i € ex (C (7)) ya que C (1) \ 7 € L.

Definicién 3.7 Sea C € C (L) una cadena mazimal. Siv € I' (L), el vector
de contribucidn marginal con respecto a la cadena C en el juego v es el vector

a® (v) € R, cuyas componentes son
af (v) =v(CH) —v(C@H)\9).

En el apéndice, se presenta un algoritmo para computar los vectores de
contribucién marginal.

De la siguiente proposicién se deduce que los vectores de contribucién
marginal asociados a las cadenas maximales C € C (L) son preimputaciones
para el juego wv.

Proposicién 3.8 Sea v € ' (L) un juego sobre una geometria conveza. En-

tonces, se verifica

>4 () =v(S),

JEeS

para cada cadena C € C (L), y para todo convero S de la cadena C.
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Demostracién: Dada C € C (L), para cada k € N, se denota por S la
coalicién de la cadena maximal C de cardinal k. Si Sg = {i1,%2,...,%k} , para
todo1 <k <mn,y Sy =0, se tiene que

k
Y af @) = e

JESk

k
= Z [v(C (45)) = v (C (i) \ ;)]

k
= ) () - v(S;-1)]
j=1
= v (Sk) .
Notese que para S, = N se verifica Y af (v) = v (N). O

JEN

De acuerdo con este resultado, cualquier vector de contribucién marginal
es un vector eficiente que satisface al menos n igualdades de entre las desigual-
dades que definen el core del juego. De ahi que se pueda afirmar que cualquier
vector de contribucién marginal es o bien un punto exterior al core o bien
un vértice del core, ya que un punto de un poliedro P = {z € R" : Az < b}

es un vértice del mismo si y solo si verifican n igualdades independientes de
Az =b.

Corolario 3.9 Sea v € T'(L) un juego sobre una geometria convera. Si

el vector a® (v) € Core(L,v), entonces a® (v) es un vértice del poliedro

Core (L,v).

Definicion 3.10 Sea £ una geometria conveza. FEl conjunto de Weber de
un juego v € ' (L) es la envoltura conveza de los vectores de contribucion
marginal; esto es,

Weber (£,v) = conv {a® (v) : C€C(L)}.
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Puesto que el conjunto de preimputaciones es convexo y los vectores de

contribucion marginal son preimputaciones, se verifica
Weber (L,v) C I (L,v).

Sin embargo, en general, los vectores del conjunto de Weber no son im-
putaciones. Es facil observar, teniendo en cuenta que I (£, v) es convexo, que
Weber (L,v) C I(L,v) si todo vector de contribucién marginal es una im-
putacién. Para ello, es condicion suficiente que el juego v sea cero-mondtono,

concepto que se define seguidamente.

Definiciéon 3.11 Un juego v € ' (L) es mondtono cuando para cualesquiera
S, TeL, conSCT, severificav(S) <v(T).

Definicién 3.12 La cero-normalizacion de un juego v € IT'(L) es el juego
ve € T'(L) definido por

v (S) =v(S) - Z v({j}), paratodo S € L.
{ses:{iteL}

Definicién 3.13 Un juego v € I' (L) es cero-mondtono si es mondtona su

cero-normalizacion.

Proposicién 3.14 Seav € T' (L) un juego cero-mondtono sobre una geometria
convezra. Entonces, para cada C € C (L), el vector de contribucion marginal

asociado a C es una imputacion en el juego v.

Demostracién: Sea C' € C (L) . Puesto que el vector a (v) es eficiente, se
trata de probar que af (v) > v ({i}), para todo {i} € L. En efecto,

af (v) = v(C(i)-v(C()\9)
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= O+ Y, v{i}

{iec(i){steL}

—w(C@\)- Y w{i}
{jeci)ililec)

= g (C (1)) — o (C (1) \3) + v ({1})
> v({i}),

donde la desigualdad se sigue de la cero-monotonia del juego v. O

En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto que hay situaciones en las
que, aunque el core del juego es no vacio, éste no ofrece soluciones razonables.
Sin embargo, se puede observar que hay vectores del conjunto de Weber que
proporcionan distribuciones méas apropiadas.

Ejemplo 3.15 Considérese N = {1,2,3,4} y la geometria conveza

L=1{0,{1},{2},{3}, {4}, {1,2},{1,3} ,{1,4} ,{1,2,3},{1,2,4} , N}.

Para el juego v : L — R definido por
o(S) = S| —1 sz.S;éN,@,
2 st S =N,

se tiene
Core (L,v) = {(1,1,0,0)}
Weber (L, v) = conv {(1,1,0,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,1,1,0)}
Obsérvese que Weber (L,v) C I (L,v), y que el reparto que proporciona el

unico vector del core parece menos apropiado como solucion que, por ejemplo,
el vector (1,1/2,1/4,1/4) € Weber (L,v).

Weber [67] y Derks [18] probaron que si £ = 2V siempre se tiene la
relacion Core (L, v) C Weber (£, v). Sin embargo, esta inclusion no es cierta,
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en general, si £ # 2. A continuacién, se muestran varios ejemplos en los
cuales se comprueba, esta afirmaciéon. En ellos, se considerara N = {1,2, 3}

y la geometria convexa

Co({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{2,3},{1,2,3}},

cuyo diagrama de Hasse es el siguiente

N
{1,2} {2,3}
{1} {3}
)
FIGURA 3.4

Notese que hay cuatro cadenas maximales en L,

Ch: 0 c{1} c{1,2} c{1,2,3},
Cy: 0 c {2} c{1,2} c{1,2,3},
Cs: 0 c {2} c{2,3} c{1,2,3},
Cy: 0 c {3} c{2,3} c{1,2,3}.

Ejemplo 3.16 Sea el juego v : L — R dado por

] >
U(S)z{ S| i |S|>2,

0 en otro caso.
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Los vectores de contribucion marginal en el juego v son

a®(v) = (v({1}) —v(@), v({L,2}) — v({1}), v(V) —v({1,2})) = (0,2, 1),
a®(v) = (v({1,2}) —v({2}), v({2}) — v(®), v(N) - v({1,2})) = (2,0,1),
a® (v) = (v(N)-0({2,3}), v({2}) - v(0), v({2,3}) —v({2})) = (1,0,2),
a®(v) = (v(N)—v({2,3}), v({2,3}) = v({3}), v({3}) — v(®)) = (1,2,0),
y, de aqui, se tiene
Weber (L,v) = conv {(0,2,1),(2,0,1),(1,0,2),(1,2,0)} .
Por otro lado, el core del juego v es el conjunto
Core(L,v) = {a: ERY : zy+a+23=3, 13<1, 21 < 1}

= conv {(0,2,1),(1,2,0),(0,3,0),(1,1,1)}.

En la siguiente figura se reflejan las relaciones entre ambos conjuntos.

(0,0,3)

(2,0,1)

(3,0,0)

FIGURA 3.5
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Obsérvese que

Core (L,v) € Weber (L,v) y Weber (L,v) Z Core(L,v).

Ejemplo 3.17 Sea v: L — R el juego definido por
v({th =v({2h=v({3}) =0, v({1,2}) =1, v({2,3}) =0y v(N) = 3.

Los vectores de contribucion marginal para este juego v son
a® (v) = (0,1,2), a* (v) = (1,0,2), a®* (v) = (3,0,0), a® (v) = (3,0,0),

Y ast,
Weber (L,v) = conv {(0,1,2),(1,0,2),(3,0,0)} .

Por otra parte, el core del juego viene dado por el conjunto

Core (L,v) = {xER‘j’r:x1+x2+x3:3, z3 < 2, x1§3}
= conv{(0,1,2),(1,0,2),(3,0,0),(0,3,0)},

y la representacion de ambos conjuntos seria

(0,0,3)

Core(L,v)

(3,0,0) (0,3,0)

$3:0

FiGura 3.6
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En este juego, todos los vectores de contribucion marginal coinciden con
alguno de los vértices del core y, por tanto, se verifica

Weber (L,v) C Core (L,v) .

Como se estudiard sequidamente, esta inclusion se debe a una caracteris-

tica del juego: su converidad.

3.3 Juegos casisupermodulares

En 1971, Shapley [57] probé que en un juego cooperativo convexo, el core
coincide con el conjunto de Weber y, en 1981, Ichiishi [35] demostré el
reciproco; esto es, un juego cooperativo para el cual, el core coincide con

el conjunto de Weber es un juego convexo. Por tanto,
Core (2N, v) = Weber (2N, v) si y s6lo si v es un juego convexo.

En los ejemplos anteriores, se comprobé que la inclusion

Core (L,v) C Weber (L,v)

no se verifica en general si £ es una geometria convexa distinta de 2. No
obstante, tiene sentido preguntarse si la inclusién contraria es cierta en el

caso de juegos supermodulares.

Para la clase de juegos supermodulares, es 16gico pensar que si va a ser
cierta la inclusién
Weber (L,v) C Core(L,v)

ya que se puede argumentar del siguiente modo: si v € I' (£) y se considera
cualquier extension § € I' (2V ) de este juego v; es decir,

7:2Y — R tal que #(S) = v (S) para toda S € L,
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entonces se tendra
Core (2N, 17) C Core (L,v),

ya que los vectores del Core (2N ,17) verifican todas las restricciones del
Core (L,v) y en general, algunas mas. Si se comparan ahora los conjun-
tos Weber (L,v) y Weber (2V,7) , se tiene

Weber (L,v) C Weber (2V,7) .

Esto se sigue sin més que observar que la geometria convexa 2V consta de
todas las cadenas maximales de £ y, en general, de algunas més. Aplicando
ahora la caracterizacion de los juegos cooperativos convexos, si ¥ € I (27)
es un juego convexo o supermodular, se tiene

Weber (L,v) C Weber (2N,f)) = Core (2N,17) C Core(L,v).

Para formalizar este razonamiento, se generalizara previamente la defini-
cion de juego convexo o supermodular al caso de juegos sobre geometrias
convexas, en una direccion diferente a la mencionada en el capitulo segundo.
Asi, con idea de estudiar la relacién entre el core y el conjunto de Weber, se
introduce el concepto de juego casisupermodular sobre un espacio de clausura.
Maés tarde se verd que las dos generalizaciones de juego cooperativo convexo
determinan clases diferentes de juegos.

Definicion 3.18 Sea £ un espacio de clausura. Un juego v € I' (L) se dice
casisupermodular si, para cualesquiera S,T € L con SUT € L, se verifica

v(SUT)+v(SNT)>v(S)+v(T).

Analogamente se define la casisupermodularidad estricta utilizando la de-
sigualdad estricta.

Es evidente que todo juego supermodular es casisupermodular. El reci-
proco no es cierto; por ejemplo, considérese N = {1,2,3}, L = Co ({1,2,3})
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y el juego v € T'(L) definido por v({1}) = v({3}) = 1, v({2}) = —1,

v({1,2}) =0,v({2,3}) =0y v({1,2,3}) =L
Este juego es casisupermodular pero no es supermodular ya que para
S={1}yT ={3},setiene SNT =0, SUT =N,y

l=v(N)+v (@) <v({1})+v({3}) =2.

Obsérvese que si £ es una geometria convexa constituida por una tnica
cadena maximal, dadas dos coaliciones S,T € L, se tiene que o bien S C T
o bien T' C Sy asi, cualquier juego que se defina sobre £ es supermodular y
casisupermodular porque se tendria la igualdad

v(SUT)+v(SNT)=v(S)+v(T).
Esto es, ambas nociones coinciden en este tipo de geometrias convexas.

La siguiente proposicién, que caracteriza los juegos casisupermodulares
sobre geometrias convexas, serd utilizada en las pruebas de resultados poste-
riores.

Proposicién 3.19 Sea v € I' (L) un juego sobre una geometria convera. El
juego v es casisupermodular si y sdlo si para cualesquiera S,T € L tal que
T C S y para todo i € ex (S)NT, se verifica

v(S)—v(S\i)>v(T)—v(T\1).

Demostracién: Condicion necesaria. Sean S,T € L tal que T'C S y sea
icex(S)NT.Si 8" =8 \iyT' =T, se tiene que

S'NT = (S\i)NT=T\ieL,
S'uT = (S\)uT=SecL,

y aplicando la definicién de casisupermodularidad a S’ y 17, se sigue que

v(S)+v(T\i)>v(S\9)+v(T).
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Condicion suficiente. Sean S,T € Ltalque SUT € L. SiT C S o
S C T, se obtiene la igualdad trivialmente. Se considera, por tanto, el caso
SNT#SySNT#T.

Sea C € C (L) una cadena maximal que contenga a las coaliciones T
y SUT. Como S\ T # 0, se puede suponer que |S\T| = k y por tanto,
se puede escribir S\ T = {iy,4s,...,4}, donde se supone que los jugadores
estan ordenados siguiendo el orden de incorporacion en la cadena C; es decir

C(i1) CC(ig) C--- C C(ik).
Entonces, la cadena C viene dada por
bc---cTcTu{ii} C---CTU{iis,...,0xs}=TUSC---CN.

Se denotara S; = {41,14s,...,i;}, paratodo 1 < j < k,y So = 0. Entonces,
para todo 1 < j < k, se tiene que TU S; € L. Ademés, si R = SNT,
entonces RU S; € L por ser interseccién de coaliciones de L (ver figura 3.7).
En efecto, RUS; = (SNT)US; =(SUS;)N(TUS;)=SN(TUS;).

SuT

8N

T U {iy, iy

TU {i}
i s
' U {i1, %}
RU {i;}
R=SnT

Ficura 3.7

Aplicando la hipétesis a los convexos T'U S; y RU S;, se obtiene

U(RUSj)—U(RUSj_l) SU(TUSj)—U(TUSj_l),
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yaque RUS; C TUS, y, ademés, i; € ex (RUS;) N (T'US;). De aqui se
deduce

v(S)—=v(SNT) =

<
—~

RUSk)—U(R)

0
E

[v(RUS)) —v(RUS;1)]

1

Il

J

E

[0(T'US;) —v(TUS;)

TUS)—v(T).

Il
[«
— I

O

El siguiente resultado permite identificar los juegos para los que los vec-

tores de contribucién marginal son vectores del core.

Teorema 3.20 Sea £ una geometria convera. Una condicion necesaria y
suficiente para que todos los vectores de contribucion marginal de un juego

v € T' (L) sean vectores del core es que el juego v sea casisupermodular.

Demostracién: Condicion suficiente. Sea C una cadena maximal en £. Ya
se sabe que a® (v) es eficiente y que, para toda coalicién S de la cadena C,
se verifica
> af (v) =v(S).
j€s
Para ver que a® (v) € Core (L,v), hay que probar que, para toda coali-
cién S que no esté en la cadena C, se tiene
Zajc (v) > v (S).
jes
En efecto, sea S € £ una coalicién que no pertenece a C, y supoéngase que
|S| = s. Se puede denotar S = {i1 4, . ..,1s} donde los elementos se escriben
siguiendo el orden de incorporacién en la cadena C; esto es,

C(i1) CClig) C---CC(iy).



3.3. Juegos casisupermodulares 74

Si se denota por S; al conjunto {4y, ...,%;}, paratoda 1 < j < s,y
So = 0, se puede observar que, para todo 1 < j < s, se tiene que S; € £
ya que S; = SN C (i;). Ademés, i; € ex (C (¢;)), y también i; € S;. Por
ser v un juego casisupermodular, la Proposicién 3.19 implica que, para todo
1<j5<s,

v(C (i) = v (C (i) \§5) 2 v (8)) —v(Si-1),
y de aqui se obtiene

et = Y

jeS j=1

= Y B(CGE) - (O ) \ig)

> Z[U(Sj)—v(sj-l)]
= v(9).

Condicion necesaria. Para cualesquiera S, T € L con SUT € L, se
considera una cadena maximal C € C (£) que contengaa SNT y SUT. Al
ser los vectores de contribucion marginal elementos del Core (£,v), se tiene

daf W) 2v(S) vy Y af(v)>o(T).
JeS JjeT
Por la eleccién de la cadena maximal C, se verifica también que
Zaf(v)zv(SUT) y Za?(v):v(SﬂT).
jesuT JESNT
Por tanto,
v(S)+v(T) < Zaf(v)—FZajC(v)

JjES JjeT

= > d @+ Y d(v)

jeSUT jesnT
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=v(SUT)+v(SNT).

O

Al ser el core de un juego v € I'' (£) un conjunto convexo, una consecuencia

inmediata de este teorema es la siguiente.

Corolario 3.21 Sea v € I' (L) un juego sobre una geometria convera. Una
condicion necesaria y suficiente para que Weber (L,v) C Core (L,v) es que

el juego v sea casisupermodular.

Se probaré que la clase de juegos casisupermodulares se identifica con la
de los juegos supermodulares dentro del conjunto de juegos mono6tonos.

Teorema 3.22 Sea v € ' (L) un juego mondtono sobre una geometria con-

veza. Entonces, v es supermodular si y sélo si v es casisupermodular.

Demostracién: Es suficiente probar que todo juego monétono casisuper-
modular es supermodular. Sean S,T € £, y C € C(L) es una cadena
maximal que contiene a SUT y SNT. Por el Teorema 3.20, el vector de con-
tribucién marginal asociado a esta cadena a® (v) es un vector perteneciente a
Core (L,v) y, ademas, af (v) = v (C (i)) — v (C (i) \ i) > 0 para todo i € N,

debido a la monotonia del juego v. Ademas,

N/
&
o
<
\Y%
e

= =

~— ~—
f Il
< -4

~~ ~—~

C ’

S
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Teniendo en cuenta estas relaciones, se obtiene
v(S)+v (@) < Y af @+ af @)

jes jET

SDILACED IO

jesur jesnT
< Y S+ ) af (v)
jeSuUT jesnT
= v(SUT)+v(SNT).

O

El siguiente ejemplo muestra que hay juegos casisupermodulares para los

que el core y el conjunto de Weber coinciden.

Ejemplo 3.23 Considérese el juego v : L — R definido por

v({1}) =v({3}) =1, v({2}) = -1, v({1,2}) =v({2,3}) =0 y v(NV) = 1.
Este juego es casisupermodular y los vectores de contribucion marginal

para v son
a“! (v) = a®? (v) = a®? (v) = aC* (v) =(1,-1,1),

y de aqui resulta que Weber (L,v) = {(1,-1,1)}. Ademds, también se tiene
Core(L,v) ={(1,-1,1)}.

Proposicién 3.24 Sea v € T'(L) un juego sobre una geometria convera
atomica. Se verifica que Weber (L,v) = {(v({1}),...,v({n}))} si y sdlo si
v(S) = esv({i}), para toda S € L.

Demostracién: Si v (S) = Y ,.qv ({i}), para toda S € L, todos los vec-
tores de contribucién marginal coinciden siendo, para toda C' € C (L),

a® () =(({1}),...,v({n})).
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Reciprocamente, se probara que Weber (L£,v) = {(v({1}),...,v{({n}))}
implica v (S) = ;g v ({i}) para toda S € L, por induccién sobre el cardinal
de S.

Para S € £ con |S| = 2, se tiene que S = {i,j} con {i}, {j} € L.
Entonces, siendo C una cadena maximal que contiene a S,y S = C (j), se
verifica af (v) = v (C ()) = v (C(7)\ ) = v ({4}) v, ast, v (S) = v({i}) +
v({s})-

Supoéngase que la igualdad es cierta para toda T € £ con |T| = r. Para
cualquier S € £ con |S| = r + 1, existe una coalicion T € £ con |T| = r tal
que S =T U {k} con k ¢ T. Para una cadena maximal C que contenga a .S
y a T, se tiene que a$ (v) = v () — v (T). Ademas, af (v) = v ({k}) para
toda C € C (L) . Por tanto, v (S) = v(T) +v ({k}), y como, por hipotesis de
induccioén, se verifica

o(@) = Yo (),
i€T

se obtiene

Obsérvese que todo juego que verifique v (S) = > ..qv ({i}), para toda
S € L, es casisupermodular. Asi, se puede afirmar que éstos son los tuni-
cos juegos sobre geometrias convexas atomicas para los que su conjunto de
imputaciones, core y conjunto de Weber coinciden y tienen como tnica dis-
tribucién el vector (v ({1}),...,v({n})).

Como se acaba de probar, los vectores de contribucién marginal asociados
a dos o méas cadenas maximales pueden coincidir. La casisupermodularidad
estricta del juego asegura que todos los vectores de contribucion marginal
son diferentes.
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Proposicion 3.25 Siv € I' (L) es un juego estrictamente casisupermodular

sobre una geometria conveza, entonces a®* (v) # a2 (v), para cualesquiera
C1,CreC(L).

Demostracion: Sean C;,C; € C (L) dos cadenas maximales cualesquiera

de la geometria convexa L, por ejemplo,

C, : bc{iyc{ii}c...C{is,..., %} C...CN,
Cy : @C{jl}C{jl,jz}c...C{jl,...,jk}c...CN.

Para todo k, 1 < k < n, sean Sy = {i1,..., %} ¥ Tx = {j1,...,Jx} los
convexos de cardinal k de las cadenas maximales C; y Cs, respectivamente.
Esto es, S, = C1 (i) v Tk = Co (J&)-

Sea p el menor indice tal que S, # T, y sea [ > p el menor indice tal que
Sy =1T,. Como S; = C4 (4), T, = Co (ji) v Si—1 # Tj—1, entonces i; # j;. De
aqui que C1 (j;) € Ca (51).

Si se consideran los correspondientes vectores de contribucién marginal
respecto de las cadenas Cy y Cs , por la casisupermodularidad estricta de v,
se obtiene

a5? (v) = v (C2 (1)) — v (C2 (i) > v (C1 (7)) — v (C1 (1) \ 1) = a5 (v).

Con esto queda probado que los vectores de contribuciéon marginal son dis-

tintos puesto que difieren al menos en una coordenada.
|

3.4 Selecciones y vectores de contribuciéon

marginal

Recuérdese que en el capitulo anterior se habia introducido un concepto de
soluciéon para juegos definidos sobre familias atomicas, el selectope, y se es-
tablecian condiciones para que el core fuese un subconjunto de éste. Ahora,



3.4. Selecciones y vectores de contribucién marginal 79

con el objetivo de relacionar el selectope y el conjunto de Weber, se conside-
rard, a lo largo de esta seccién, una geometria convexa atémica £. Para cada
juego v € I' (L), se muestra una relacion entre las selecciones correspondien-
tes a los selectores sobre £ y los vectores de contribucién marginal asociados
a las cadenas maximales de la geometria L.

Proposicién 3.26 Sea C € C (L) una cadena mazimal de la geometria con-
veza atomica L y sea a: L\ {0} — N definida por

a(S)=j, dondejeSySCC(j).
Entonces a es un selector y m® (v) = a® (v), para todo v € T (L).

Demostraciéon: En primer lugar, se probara que « estd bien definido. En
efecto, para cada coalicién no vacia S € L, es obvio que existe un tnico j € S
tal que S C C (j), siendo j el ultimo elemento de S que entra en la cadena
maximal fijada C € C (£); es decir, ese j € S es tal que C (k) C C (j), para
todo k € S. Ademas, se verifica que j € ez (S) ya que

CH\jel

SeL }=>(C(j)\j)ﬂS:S\jec

Esto asegura que « esté bien definido y es el selector que a cada coalicién
no vacia S € L le asocia aquél de sus elementos que se incorpora en ultimo
lugar a la cadena maximal C.

Ahora bien, para cadai € Ny v € T (L), se tiene que

o (v) = v(C(&))—v(CEH)\7)
= > oAM= Y LD

{TeL,TCC()} {TeL,TCC(i)\i}

= Z AW (T)

{TeL,TCC(i),ieT}

= > A, (T)

{Tel,TCC(i)icex(T)}
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= Z A, (T)
{TeLl:a(T)=i}
a

= m (v).

O

Por ser el selectope de un juego v € ' (£) un conjunto convexo, de esta

proposicién se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 3.27 Siv € I' (L) es un juego sobre una geometria convera atémica,

entonces

Weber (L,v) C Sel (L,v).

Para poder asegurar el reciproco de la proposiciéon anterior, hay que es-
tablecer una condicién sobre el selector.

Definicién 3.28 Sea la familia L una geometria conveza atomica. Un se-
lector « € A (L) se denomina consistente cuando verifica las dos condiciones

siguientes:

(1) Para toda S € L\ {0}, a(S) € ez (S).

(2) Si SCT ya(T)eex(S), entonces a.(S) =a(T).

Notese que si se toma una cadena maximal C € C (L) y se define el
selector o como en la proposicién anterior, se comprueba facilmente que o
es consistente. También se puede observar que cadenas diferentes dan lugar
a selectores distintos.
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Teorema 3.29 Sean L una geometria conveza atémica y o € A(L). En-
tonces, existe una cadena mazimal C € C (L) tal que m® (v) = a® (v) para

cada v € I' (L) si y sdlo si a es consistente. Ademds, la cadena mazimal
C:0C{i} C{ir,i2} C--C ity ina} Cli,nnyin} =N
es unica y se obtiene recursivamente con

in=a(N)
itk =a(N\{in,in-1,...9k11}) paratodo 1l <k <n.

Demostracion: Antes de iniciar la prueba del teorema, obsérverse que para
el juego de unanimidad (s € I'(£), con S € L\ {0}, se tiene

1
A (R)=0 para Re L,R# S,

ya que, como se ha indicado antes, {(r : T € £, T # 0} es una base de I' (L)
y ademas, para todo v € I' (L) se tiene

v= Y. AT

{TeL,T#0}

Condicion suficiente. Sea oo € A (L) un selector tal que existe una cadena
maximal C € C (L) que verifica que m® (v) = a% (v), para todo v € T' (£).
Se trata de probar que « es consistente. Para establecer la primera condicién
de consistencia; es decir, para todo T € £, T # (, se tiene « (T') € ex (T'),
considérese el juego de unanimidad {r € I (£). Si o (T) = ¢, se verifica

me ()= Y, Dy (R)=1

{ReL:a(R)=i}

y como, por hipétesis, m¢ (¢r) = af ({r) se tiene entonces

r(C@) - (CH\) =1.
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De aqui se puede asegurar que T C C (i) y T € C (¢) \ . Asi, se verifica
a(T) e Ty T C C(a(T)), y por tanto a(T) € ex(T) ya que se tiene
a(T) € ex (C(a(T))).

Para demostrar ahora la segunda condicion de consistencia, sea S C Ty
a(T) =1 € ex(S), entonces, S C C (i) ya que se probo que T C C (7) y asi,
se tiene

af (¢s) =Cs(C (1) = ¢s (C (D) \0) =1,
luego, por hipotesis
mi(Gs)= Y, DR =1
{ReL:a(R)=i}

En consecuencia se debe verificar que i = « (S), por lo que « es consis-

tente.

Condicidn necesaria. Sea o € A (L) un selector consistente. En primer
lugar, se probara la existencia de una cadena maximal C € C (£) para la cual
se verifica que a® (v) = m® (v) para cada v € I (L) . Se construye la cadena

maximal C' de la siguiente forma
C:0c{i}Cc{in,iza} T - C{ir, . yin1} C{i1,..,in} =N,
esto es,
C:0CC(i1) CCiz) -+ CCin_1) CCin) =N,
donde
in = a(N)
ik = (N \ {in,tn-1,..-tk+1}) paratodol <k <n.

Notese que N, N\ {in},..., N\ {in,in-1,.--iks1} € L por ser el selector
a consistente.

Ademas, el selector a coincide con el selector definido en la proposicion
anterior para esta cadena asi construida, es decir, si § € A (L) es tal que,
para toda S € £, S # (), se define como

B(S)=j, dondejeSySCC(j),
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se verifica que o = §. En efecto, es evidente que « (S) = [ (S) para toda
coalicion no vacia S de la cadena C. Si S no es una coalicién de la cadena C,
entonces 3 (S) =i € ex(S) y S C C (i) donde C (i) es el menor convexo de
la cadena que contiene a 7. Por ser S C C' (i) y a(C (3)) =1 € ex (S) y por
la consistencia del selector « se sigue que a (S) = i. Por tanto 3 (S) = a (S5)
para toda coalicién no vacia S € L. Aplicando al selector « la proposicion
anterior, se verifica que a® (v) = m® (v) para cada v € I' ().

Por dltimo, falta probar que ésta es la inica cadena para la que se verifica
la igualdad a® (v) = m®* (v) para todo v € T'(L£). Considérese el juego de
unanimidad (y € I'(£). Para cada j € N se tiene

1 sia(N)=j,

0 en otro caso.

me= Y e (B)= {

{ReL:a(R)=5}
Por otro lado,

1 siC(j) =N,
0 en otro caso,

ai (Cv) =Cn (C () =W (C )\ J) = {

luego, como « (N) = i,,, ambos vectores coinciden si y sélo si C (i,) = V.
Se considera ahora (y\(;,,} € I' (£). Para cada j € N, se verifica

mf ((ni)) = D, Do (B) = { 1 sia(N\{in}) = in-1,

{ReL:a(R)=5} 0 en otro caso,
y por otra parte

af (i) = Cogin) (C(5)) = oy (C () \ J)
_ {1 SiC () 2N\ {in} yCG)\J 2N\ {in},

0 en otro caso.

Obsérvese que si C' (j) 2 N\ {i,} y C(j)\j 2 N\ {in}, entonces C (j)
es un convexo que debe tener n 6 n— 1 elementos, pero como en cada cadena
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maximal hay un s6lo convexo con k elementos, para todo 1 < k < n, y el
convexo de n elementos esta excluido, se tiene, por tanto

aC (CN\{i }) ___{ 1 siC(j) =N\ {in},

0 en otro caso,

luego, por ser & (N \ {in}) = in—1, se verifica que a® (Cw\(in}) = m* (CN\{in})
siy solo si C (in—1) = N\ {in}. Repitiendo este razonamiento sucesivamente,

se obtiene una tunica cadena maximal C' que es la del enunciado. O

Debido a los resultados anteriores, se puede establecer una correspon-
dencia biyectiva entre cadenas maximales de la geometria convexa £ y los
selectores consistentes sobre L.

Ejemplo 3.30 Considérese el juego definido en el ejemplo 3.16 en el que se
estudiaban las relaciones entre el conjunto de Weber y el core. Las selecciones
correspondientes a este juego son

o | {1,2} {23} {1,2,3} | mf(v) m§(v) mg(v)
1] 1 2 1 1 2 0
2 | 1 2 2 2 1 0
3| 1 2 3 2 2 -1
41 1 3 1 1 0 2
51 1 3 2 2 -1 2
6| 1 3 3 2 0 1
T 2 2 1 -1 4 0
8| 2 2 2 0 3 0
9| 2 2 3 0 4 -1
10| 2 3 1 -1 2

11| 2 3 2 0 1

12| 2 3 3 0 2

TABLA 3.1
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Obsérvese que los selectores 1,4,6 y 12 son consistentes y las selecciones
correspondientes a estos selectores coinciden con los vectores de contribucion
marginal asociados a las cuatro cadenas mazimales de L. En la siguiente

figura se muestran el conjunto de Weber, el core y el selectope de este juego.

(0,0,3)

(2,-1,2) (1,0,2)

.272:0

(2,0,1)

(=1,4,0)

(2,2,-1) (0,4,-1)

FIGURA 3.8

En este ejemplo se puede observar que la inclusion del conjunto de Weber

en el selectope es una inclusion estricta,
Weber (L,v) # Sel (L,v).

El siguiente resultado muestra una condiciéon necesaria y suficiente para

que se dé la igualdad y ambos conjuntos contengan una tnica distribucion.
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Proposicién 3.31 Sea v € I' (L) un juego sobre una geometria conveza
atdmica. Se verifica que Sel (L,v) = {(v({1}),...,v({n}))} si y sdlo si
v(S) =>csv({i}), para cada S € L.

Demostracién: Si el juego v verifica v (S) = Y _,.gv ({i}) para toda S € L,
entonces A, ({i1}) = v({i}) y A, (S) = 0, para cada S € L, S # {i} para
todo ¢ € N. Por tanto, Sel (£,v) = {(v({1}),...,v({n}))}. Reciprocamente,

si se supone que Sel (L,v) = {(v({1}),...,v({n}))}, el Teorema 3.27 ase-
gura que Weber (L,v) = {(v({1}),...,v({n}))} vy por la Proposicion 3.24,
el juego v verifica v (S) = >, s v ({¢}) para cada S € L. O

En el capitulo anterior, se ha probado que los juegos casipositivos son los
tnicos juegos tales que Sel (L,v) C Core(L,v). Por tanto, como siempre
Weber (L,v) C Sel (L,v), se deduce que para los juegos casipositivos sobre
geometrias convexas atomicas, el conjunto de Weber es un subconjunto del
core y, de aqui, que éstos juegos sean casisupermodulares. Esto es cierto

aunque la familia £ no sea una geometria convexa.

Se dedicara el resto del capitulo a relacionar los juegos casipositivos y los
juegos casisupermodulares.

Proposicion 3.32 Sean £ un espacio de clausura atdmico y v € T'(L). Si
el juego v es casipositivo, entonces v es casisupermodular.

Demostracion: Sea v € I' (£) un juego casipositivo. Se distinguen varios
Ccasos:

a) Sean A,B € L, dos coaliciones no vacias tales que AUB € Ly
AN B = 0. Entonces, v (AU B) — v (A) — v (B) es igual a

Z Av (T) - Z Av (T) - Z Av (T) )
{TeL,TCAUB} {Tec,rcA} {TeL, TCB}
y simplificando queda

> A, (T) 20,

{TeL,TCAUB,TZAT¢ B}
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ya que todas las coaliciones T € L tales que T C AUB, T € A, T ¢ B,
verifican que |T'| > 2 y, por tanto, A, (T') > 0.

b) Sean A, B € L coaliciones no vacias tales que AUB € £, ANB # 0,
AZ By B¢ A, entonces v(AUB) +v(ANB)—v(A) —v(B) es igual a

Yo AME Y AM- Y AM- Y AT

{TeL,TCAUB} {TeL,TCANB} {TeL,TCA} {TecL,TCB}

Notese que en las familias {T € L: T C AUB}y{T € L:T C An B},
se encuentran todas las coaliciones de {T € L: T C A}y {T € £L:T C B},
con lo cual los dividendos se simplifican quedando, en esta expresion uni-
camente aquellas coaliciones T' € L tales que T C AUB'y conteniendo al
menos dos jugadores i, tales que i € A\ By j € B\ A. De aqui, |T] > 2,
y asi, todos los dividendos son no negativos. Por tanto,

v(AUB)+v(ANB)—v(A)—v(B) >0.

En los casos restantes, se verifica, trivialmente, que el juego v es casisu-
permodular. O

El reciproco, en general, no es cierto. Hay juegos casisupermodulares
para los cuales existen coaliciones de cardinal mayor o igual que 2 con div-
idendos negativos. Basta tomar el juego v € T'(£), donde £ = 2{}23} y
la funcién caracteristica viene dada por v ({1}) = v({2}) = v({3}) = 0,
v({1,2}) = v({1,3}) =1, v({2,3}) = 5y v({1,2,3}) = 6. Este juego es
casisupermodular y sin embargo A, (N) = —1.

Haciendo uso de la expresion de los dividendos para las coaliciones de
L, se pueden establecer condiciones sobre £ que aseguran que todo juego
casisupermodular es casipositivo.
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Proposicién 3.33 Sean L es una geometria conveza yv € I' (L) . Para cada
S € L, se verifica

A, (S) = > (-1)¥=Mhy (7).

{T'eL:S\ex(S)CTCS}

Demostracién: Al ser los juegos de unanimidad {(r : T € £,T # 0} una
base de I' (L), se verifica

v=" ), AT,
{TeL,T#0}
y, para cualquier S € L, se tiene

v(S) = Y A(D).

{TeL,rCS}

Dado que (£,C) es un conjunto finito parcialmente ordenado, y con-
siderando las funciones v : L — Ry A, : L — R, se puede aplicar la
formula de inversion de Mobius. Entonces, para todo S € L,

v(S) = Z Ay (T) = L, (S) = Z N(TaS)U(T)

{TeL,rCS} {TeL,TCS}

Al ser £ una geometria convexa, la funcion de Mobius [21, Teorema 4.3]
viene dada por

1.5 = (=) 6 S\ T Cex (9),
pi0) = 0 en otro caso.

SiT C S, entonces S\ T C ex (S) siy solosi S\ ex(S)CT. Por tanto,

Ay (8) = > (-)P Ty (7).

{TeL:S\ex(S)CTCS}
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Proposiciéon 3.34 Sea L es una geometria conveza atdmica verificando que
lex (S)| = 2, para toda coalicion S € L con |S| > 2. Entonces, todo juego

casisupermodular v € T' (L) es casipositivo.

Demostracién: Sea v € I' (£) casisupermodular y sea S € £ con |S| > 2.
Si ez (S) = {41,112}, entonces

£y (8) = > (=) (1)

{TeLl:S\{i1,i2}CTCS}

= v(S) —v(S\{ir}) —v(S\{i2}) +v(S\{ir,i2}) 2 0
por la casisupermodularidad del juego v. a

Como consecuencia inmediata de esta proposiciéon y del Teorema 2.24, se
deduce que para aquellas geometrias convexas en las que cualquier coalicion
no unitaria tenga dos extremales y que, ademaés, sean familias intersectantes
atomicas, los unicos juegos en los que el selectope coincide con el core son
los juegos casisupermodulares. En el siguiente ejemplo se pone de manifiesto
esta observacion.

Ejemplo 3.35 Sea N = {1,2,3} y considérese la geometria conveza

Co ({1’ 2, 3}) = {@, {1} ) {2} ) {3} ’ {17 2} ) {27 3} ) {17 2, 3}} .

Ndtese que |ex (S)| = 2, para toda S € L con |S| > 2. Ademds, la familia L es
intersectante. Sea v € T' (L) el juego casisupermodular dado por v ({1}) =0,

v({2h) =v({3}) =0,v({1,2}) =1L, v({2,3})) =0y v ({1,2,3}) = 3.
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Las selecciones para este juego vienen indicadas en la siguiente tabla:

o |{1,2} {23} {1,2,3}|m§(v) m§(v) mg(v)
1 1 2 3 1 0 2
2 2 2 3 0 1 2
3 1 3 3 1 0 2
4 2 3 3 0 1 2
5 1 2 1 3 0 0
6 2 2 1 2 1 0
7 1 3 1 3 0 0
8 2 3 1 2 1 0
9 1 2 2 1 0 2
10 2 2 2 0 3 0
11 1 3 2 1 2 0
12 2 3 2 0 3 0
TABLA 3.2

En este caso, Core (L,v) = Sel (L, v).
(0,0, 3)

(3,0,0) ~(0,3,0)

FiGgura 3.9



Capitulo 4

Valores sobre geometrias

convexas

La primera parte de este capitulo se dedica a estudiar la valoracion individual
de las posibilidades de los jugadores de participar en un juego. Se definen
los valores probabilisticos para juegos sobre geometrias convexas y se obtiene
una caracterizacién de dichos valores. Dicha caracterizacion viene dada por
una familia de axiomas que se van introduciendo secuencialmente con el fin
de observar la repercusion, de cada uno de ellos, en la expresion del valor

probabilistico.

La segunda parte se centra en el estudio de los valores de grupo. En
un juego cooperativo se entiende que el valor v (N) de la gran coalicién se
repartird entre los jugadores. Cuando un valor de grupo cumple esta fina-
lidad, se dice que verifica el axioma de eficiencia. Se mostrara la relacion
existente entre el hecho de que un valor de grupo sea eficiente y que sus com-
ponentes sean valores probabilisticos. Esto conducira a definir los valores de
orden compatible y a probar que son los valores de grupo eficientes cuyas
componentes son valores probabilisticos. La familia de valores de orden com-
patible asocia un conjunto de preimputaciones a cada juego. El conjunto de

preimputaciones asociadas al juego v por los valores de orden compatible es

91
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precisamente su conjunto de Weber.

En la tltima seccion se destaca en concreto un valor de orden compatible:
el valor de Shapley para juegos sobre geometrias convexas. Del valor de
Shapley se muestra una caracterizacion axiomatica distinta a la obtenida
por Edelman y Bilbao [7].

4.1 Valores individuales y valores de grupo

A lo largo de este capitulo, se considerara que la familia £ de coaliciones
factibles es una geometria convexa en el conjunto de jugadores N y, en lo
sucesivo, se omitira esta circunstancia en el enunciado de los resultados para
hacer més fluida su lectura.

Para cada jugador ¢ € N, un valor para ¢ sobre I' (L) es una funcion
o, :I'(L) — R

que asigna a cada juego v definido sobre £ un nimero real. El nimero ®; (v)
asociado a un juego v puede representar el valor que el juego v tiene para
el jugador (por ejemplo, la ganancia que obtendria el jugador i en el juego
v). De este modo, el valor individual ®; permite al jugador ¢ evaluar su

participacion en los diferentes juegos.

Un valor para el conjunto de jugadores o valor de grupo sobre I' (L) es

una funcién

¢:I'(L) — R,

que asocia a cada juego v un vector (®; (v),..., P, (v)). Este vector repre-

senta el valor que tiene para cada jugador su participacion en el juego v.
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4.2 Valores probabilisticos

Los valores probabilisticos son valores individuales que tienen como finalidad
que cada jugador calcule a priori sus posibilidades de participacién en el
juego; es decir, las expectativas que él tiene en los diferentes juegos en los
que puede participar. Formalmente, su definicién es como sigue.

Definicion 4.1 Un valor ®; para el jugador i sobre I' (L) es un valor pro-
babilistico, si existe una coleccion {p% : S € L,i € ex (S)} de nimeros reales

no negativos, verificando Z{SEﬁ:iEez(S)}pg’ =1, de modo que

CI)Z(U) = Z pfg [U(S) —U(S\i)]7

{SeL:icex(S)}

para cada juego v € T' (L).

En lo que sigue, se utilizara esta formulacion para los valores probabilis-
ticos. No obstante, escribiendo 7' = S \ 7 en la expresién anterior se obtiene

®;(v) = >, pr (T U {i}) — (D],
{TeL igT, Tu{i}eL}
y todos los resultados posteriores se podrian reformular haciendo uso de esta

expresion.

En la definicién de valor probabilistico, se debe entender que el jugador ¢
estima su participacion en el juego evaluando sus contribuciones marginales
v (S) — v (S \4) en aquellas coaliciones factibles S que se forman de otras
cuando él entra a formar parte. Para cada S € L tal que ¢ € ex (5), p% es
la probabilidad subjetiva que tiene el jugador ¢ de unirse a la coalicion S\ i.
Asi, ®; (v) es el valor que el jugador 7 puede esperar del juego v.

Con el objetivo de llegar a obtener una caracterizaciéon axiomatica de

los valores probabilisticos, seguidamente se partird de un valor ®; para el
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jugador i, y se procederd a exigirle propiedades razonables. Por ejemplo,
parece razonable que un jugador considere su ganancia de jugar el juego
v + w como la suma de las ganancias de jugar los juegos v y w. Igualmente,
si se considera el juego cv, el jugador deberia esperar el cambio de escala
correspondiente de sus ganancias en el juego v. Entonces, debido a estas
consideraciones, si ®; es un valor para el jugador 7, debe verificar el siguiente

axioma.

Azioma de linealidad. Para todo o, 3 € R, y v,w € I'(L) se verifica

®;(av + fw) = a®;(v) + f;(w).

Teorema 4.2 Sea ®; un valor para el jugador i sobre T' (L), tal que satisface

el azioma de linealidad. Entonces, existe un tnico conjunto de nimeros reales

{a : S € L, S+# 0} de modo que
&(v) = 3 aiu(S),
para cada juego v € T (L).

Demostracién: Como la coleccién de juegos {d5: S € £, S # 00} es una
base del espacio vectorial I'(£), y cada juego v € I' (L) verifica

v=" Y v(S)ds,

{SeL,5#0}
entonces
O(v) = Y Bi(ds)u(S),
{SeL,5+40}
utilizando la linealidad de ®;. Por tanto, basta tomar a% = ®; (ds) . a

Se introduce ahora el concepto de jugador pasivo, entendiéndose que un

jugador es pasivo cuando su contribucién a cada coalicién que se forma por
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su incorporacion a otra ya existente es exactamente el valor que él tiene en

el juego.

Definicién 4.3 Un jugador i € N es pasivo en el juego v € I'(L) si, para
cada T € L tal que i € ex (T), se verifica que

v({r}) s {i} €L,

0 en otro caso.

v(T) —v(T\4) = {

Nétese que también tendria sentido definir al jugador pasivo en un juego,
como aquel jugador para el que todas las contribuciones marginales, a las
diferentes coaliciones factibles que se formen con su incorporacion, coinciden;
es decir, un jugador i € N es pasivo en v € I'(£) si, para cualesquiera
S,T € L tal que i € ex (S) Nex (T), se verifica que

v(T) —v(T\i)=v(S) —v(S\i).

Se puede observar que ambas definiciones son equivalentes cuando el ju-
gador ¢ participa individualmente en el juego, esto es, {i} € L.

Para probar resultados posteriores, se enuncian y demuestran previa-
mente algunas propiedades de los jugadores pasivos en los juegos de una-
nimidad e identidad. En lo que sigue, y para simplificar la notacion, se
escribird S U ¢ en lugar de SU {i}.

Proposicion 4.4 Sean L una geometria convera y S € L un convero no

vacio. Se verifica
(1) Sii ¢ ex(S), entonces i es pasivo en el juego de unanimidad Cs.
(2) Siie S\ ex(S), entonces i es pasivo en el juego de identidad Js.

(3) Sii ¢S ySUié L, entonces i es pasivo en el juego de identidad ds.
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(4) Si {i} € L, entonces i es pasivo en el juego de unanimidad Cg;.

Demostracion: Obsérvese, en primer lugar, que si S € £ es un convexo no
vacio y el jugador i es tal que i ¢ ex(S), entonces si {i} € L se tiene que

S #{i} y, de aqui, (s({i}) =0y ds({¢}) =0.

(1) Sea i ¢ ex(S). Si existiera una coalicion T € L con i € ex (T)
y satisfaciendo (5(T) # (s(T \ i), entonces, necesariamente, (s(T) = 1y
¢s(T'\i) =0. Deaqui, SC T ,S € T\ iy, por tanto, ¢+ € S. Ademés,
S\i=SN(T\i) conlo cual S\ i € L y esto estd en contradiccion con

i ¢ ex(S).

(2) Sea i € S\ ex(S). Para cada T € L, con i € ez (T), se tiene que
T #SyT\i#S; por tanto, d05(T) =b5(T \ i) = 0.

(3)Seai ¢ Sy SUi¢ L. SiT € L tal que i € ex (T), es inmediato que
0s(T) =6s(T' \ i) = 0.

(4) Sea {i} € L. En este caso, si T € L, con i € ex (T), se verifica que
Cay (T) =1y (i (T'\ §) = 0. Ademss, (y ({e}) = 1. O

Denominar a un jugador i como jugador pasivo en un juego v es considerar
que este jugador no tiene ningin papel estratégico en el juego, ya que sus
contribuciones a las coaliciones factibles que se formen con su incorporacion
coinciden. Por tanto, el valor que debe esperar este jugador en el juego v
debera ser exactamente su contribucion. Esta consideracion permite justificar

la introduccién del siguiente axioma.

Azioma del jugador pasivo. Si el jugador ¢ € N es pasivo en v € ['(L),

entonces
0 en otro caso.

®;(v) = { v({i}) si{i}eL,

En el siguiente resultado se puede observar que afiadiendo al axioma de

linealidad el axioma de jugador pasivo, la funcién de valor para el jugador @
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se expresa como una combinacién lineal de las contribuciones de éste.

Teorema 4.5 Sea ®; un valor para el jugador i sobre T (L) definido, para
cada juego v € T (L), por ®;(v) = > g, asv(S), y satisfaciendo el azioma
del jugador pasivo. Entonces,

)= 3 ab[u(S) - oS\ ).

{SeL:icex(S)}

Ademds, si {i} € L entonces 3 al = 1.
{SeLl:icex(S)}

Demostracion: Sea E; : I'(£) — R un operador definido por

Ew)= Y  ds[u(S)-v(S\),
{SeL:icex(S)}
para todo v € I (£).
Dado que los operadores E; y ®; son lineales y los juegos de unanimidad
forman una base de I'(L), bastara demostrar que ®;(¢r) = E;({r), para cada
coalicién no vacia T € L. Considerando T' € £, T # (), se distinguen dos

CaSo8s:

1. Sii ¢ ex(T), por la proposicion anterior, i es pasivo en el juego (.
Entonces, se verifica que (7(S)—({r(S\i) = 0, para todo S € L con i € ex(S5),
al ser (7({i}) = 0, atn cuando {i} € L. Por tanto, por definicién de Ej, se
tendria que F;(¢r) = 0y, ademas, por el axioma del jugador pasivo, se tiene

que ®;((r) = 0.

2. Sii € ex(T), entonces i € Ty, de aqui, (7(S\ i) =0, paracada S € £
con i € ex (S). Se obtiene asi la equivalencia siguiente

(r(S)—¢r(S\i)=1 siysolosi SDT.
Por estas consideraciones,

Ei(Cr) = >, as

{SeL:icex(S),SOT}
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= > d,(6s)

{SeL:icex(S),SOT}

= & Z Os

{SeL ,SDT}

= &;((r),

donde, aplicando el axioma de jugador pasivo, se ha utilizado que ®;(ds) = 0,
cuando i € S\ ez(9).

Finalmente, si {i} € L entonces el jugador i es un jugador pasivo en
el juego (3. Asi, como ®; satisface el axioma del jugador pasivo, de su
expresion se sigue que

Y dh=9(Gy) = ¢l =1.
{SeL:icex(S)}
O

Sit € N no es un elemento de la geometria convexa £, entonces se puede
comprobar que el juego de unanimidad Cm : L — R, viene definido por

Cm(T)={ 1 siieT,

0 en otro caso,
y, en dicho juego, el jugador 7 no es pasivo. De aqui que, si para ese jugador
¢ se tiene un valor ®; que cumpla las hipétesis del teorema anterior, entonces
> a=w(G),
{SecL:icex(S)}

y, de ahi, que se obtenga el siguiente resultado.

Teorema 4.6 Sea ®; un valor para el jugador i sobre T' (L) que satisface los
aziomas de linealidad y jugador pasivo. Entonces, existe una coleccion de
nimeros reales {a% : S € L, i € ex(S)} tal que

O(v)= Y as[(S) —v(S\9)],

{SeL:icex(S)}



4.2. Valores probabilisticos 99

para todo v € T'(L). Ademds, si ®; (Cm) =1 entonces > at = 1.
{SeLl:icex(S)}

Si se supone que un juego v € ['(L) es monoétono, es decir, el valor
de cada coalicién es menor o igual que el valor de cualquier otra que la
contenga, entonces la repercusion de cada jugador a cualquier coalicién nunca
es desfavorable. De aqui, que el jugador espere ser valorado no negativamente

en cada juego monétono.

Azioma de monotonia. Si v € I'(L) es un juego mondtono, entonces

Introducir este nuevo axioma en las hipotesis del teorema anterior, per-

mitira afirmar que los coeficientes a son no negativos.

Teorema 4.7 Sea ®; un valor para el jugador i sobre T'(L) definido, para
todo juego v, por

Qi(v)= Y ai[u(S)—u(S\).

{SeLl icex(S)}

St el valor ®; satisface el azioma de monotonia, entonces a > 0, para todo
S € L tal que i € ex(S).

Demostracién: Para cada T € L, se considera el juego

- {1 siTCS8,

0 en otro caso.

El juego ZT es mon6tono; de aqui, ®; (ET) > 0. Por otro lado, para cada
R € L tal que i € ex (R), se obtiene

®; (ZR\Z’) = ) 4 [ER\Z‘(S) — Cru(S\ i)] = ajg,

{SeL:icex(S)}
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y entonces a’ > 0, para todo R € £ tal que i € ex (R). O

Es facil comprobar que cada valor probabilistico satisface los axiomas
previos. Por tanto, se puede dar una caracterizacién de valor probabilistico

para un jugador ¢ que resulta de la combinacién de los resultados anteriores.

Teorema 4.8 Sea ®; un valor para el jugador i sobre T'(L). Si {i} € L,
entonces ®; es un valor probabilistico si y sdlo si ®; satisface los axiomas de

linealidad, jugador pasivo y monotonia.

Teorema 4.9 Sea ®; un valor para el jugador i sobre T'(L). Entonces, P,
es un valor probabilistico si y sélo si ®; satisface los axiomas de linealidad,

Jjugador pasivo, monotonia y ®; (Cm> =1.

4.3 Valores eficientes

En esta seccién, se estudian aquellos valores de grupo
®:T'(L)— R, &) =(P(v),...,0,(v)),

que proporcionan una distribucién del valor de la gran coalicién entre los

jugadores. Desde esta perspectiva, ® debe satisfacer el axioma siguiente:

Azioma de eficiencia. Para todo v € I'(L), se verifica

Z@i(v) = v(N).

1IEN
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Teorema 4.10 Sea & = (®4,...,®,) un valor de grupo sobre I' (L) que sa-
tisface el arioma de eficiencia. Entonces, si su componente ®; cumple los
aziomas de linealidad, jugador pasivo y monotonia, ®; es un valor probabilis-
tico.

Demostracién: Por el Teorema 4.9, es suficiente probar que @, (CW) =1.
Notese que se verifica ex (W) = {i} ya que, en una geometria convexa, se
tiene er (—{—E) # 0 y, ademas, si existiera algin j € ex (m), con j # i,
entonces {i}\ j € L. Se obtendria asi que i € {}\j v, de aqui, {i} C {i}\J,
lo cual es una contradiccion.

De la Proposicién 4.4 se sigue que, para cada j distinto de ¢, se satisface
@, (C{T}‘) =0,yaquej ¢ ex (ﬁ) Por tanto, el axioma de eficiencia implica

Zq’j (Cm) =, (Cm) =1
jJEN

que

O

El siguiente teorema caracteriza a los valores de grupo que son eficientes.

Teorema 4.11 Sea ® = (®,...,D,) un valor de grupo sobre I' (L) definido,
para cada juego v y para todo ¢ € N, por

Qi(v)= Y ds[u(S) —u(S\9).

{SeLl:icex(S)}
Entonces, el valor ® satisface el azioma de eficiencia si y sélo si

Z aby =1, y Z a Z aéuj, vSeLl, S#0O,N.

i€ex(N) icex(S) {jgs:SujeL}

Demostracion: Para cada v € I'(£) se tiene

Su@=> > aku(S) - v(S\ ).

ieN €N {SeLl:icex(S)}
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Obsérvese que, en la expresion anterior, aparecen los valores del juego v
sobre todas las coaliciones no vacias de £, ya que toda coalicién no vacia tiene
algin punto extremal. Por ello, dicha expresién se puede escribir como una
combinacién lineal de los valores v (S), para toda coalicién no vacia S € L.
Se tiene que

Saw= Y S| D d- X dy| e Y d

ieN {SeL,5#0,N} icex(S) {j¢S:SujeL} icez(N)

Si los coeficientes satisfacen las relaciones del enunciado del teorema,
entonces ) ;. v ®:(v) = v(IV) y, por tanto, ® satisface el axioma de eficiencia.

Reciprocamente, fijado un conjunto convexo no vacio T' € L, y aplicando
la anterior igualdad al juego identidad d7, resulta

Z aly si T =N,
q)((ST) — icex(N) . . .
; ' ab— Z apy; si T#N.
i€ex(T) {j¢T:TujeL}

Asi, si @ satisface el axioma de eficiencia, se verifican las relaciones del

enunciado para los coeficientes. |

Obsérvese que en el caso de que la geometria convexa L esté constituida
por una dnica cadena maximal C, cada jugador ¢ es extremal en una sola
coalicién de L. Esta sera precisamente el convexo mas pequefio de la cadena
que lo contiene, denotado por C' (i) . Asi se tendria

@ (v) = v (C (i) — v (C (i) \ i),

¥, como se puede observar, este valor corresponde a la i-ésima coordenada

del vector de contribucién marginal a®(v) asociado a la cadena maximal C.
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4.4 Valores de orden compatible

La caracterizacién dada en la seccién anterior para los valores de grupo efi-
cientes establece que, atin cuando los jugadores tengan distintas percepciones
de su participacion en las diferentes coaliciones, pueden lograr conjuntamente
ser eficientes.

A continuacién, se van a considerar valores de grupo que resultan de
una percepcién comin para todos los jugadores. Se supone que todos ellos
estiman que la gran coalicion N se forma mediante un proceso secuencial
en el que en cada paso se incorpora un jugador diferente. Estos procesos
secuenciales quedan reflejados al considerar las distintas cadenas maximales
de la geometria convexa L.

Definiciéon 4.12 Un wvalor de orden compatible sobre I'(L) es un valor de
grupo ¥ = (Uy,...,V,), tal que existe una coleccion de nimeros no negativos
{pc : C € C(L)} verificando > cec(c)Pc =1, de modo que

Vi(v) = Y pelv(CE) —v(CW)\ ),

cec(L)

para todo i € N y para todo v € T'(L).

Un valor de orden compatible es un valor de grupo en el que cada ju-
gador considera sus contribuciones marginales en los diferentes procesos de
formacién de la gran coalicion. Ademas, todos los jugadores tienen un mismo
punto de vista de la probabilidad de dichos procesos.

La relacion entre valores de orden compatible y valores probabilisticos
que satisfacen el axioma de eficiencia se pone de manifiesto en los teoremas
siguientes.
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Teorema 4.13 Sea ¥ = (VUy,...,¥,) un valor de orden compatible sobre
['(L). Entonces, ¥ satisface el axioma de eficiencia y cada componente de ¥

es un valor probabilistico.

Demostracion: Sea {pc: C € C (L)} la coleccion de constantes asociada a
¥ de modo que, para cadai € N y v € I'(L), se tiene

Ti)= 3 polv(CH) —v(Ci)\ ).

cec(L)

Puesto que al variar C en C (L), los convexos C (i) determinan todas las

coaliciones de £ que tienen a ¢ como extremal, se puede escribir

Ge)= Y S pe | (S) —u(S\ ).

{SeL:icex(S)} \{CeC(L): C(i)=5}
Asi, para cadai € N, y todo S € L con i € ex (S), y llamando
pfS‘ = Z bc,
{cec(L):C(i)=S}

se tiene que pL > 0y, ademas,
> =) pe=1,
{(SeLicex(S)} cec(L)

ya que, fijado i, en la expresion

Z Z bc

{SeL:icex(S)} \{Cec(L): Cli)=5}

lo que se hace es examinar todos los convexos S que tienen al jugador 7 como
punto extremal y, para cada S, aquellas cadenas donde C (i) = S. Al variar
S, se toman cadenas diferentes y se llega a considerar todas las cadenas de
L, ya que en todas ellas hay una tnica coalicién que tiene a i como extremal.
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Ello prueba que ¥; es un valor probabilistico. Ademas, para cada juego
v € I'(L), se verifica

S = 3 pel(©6) - v (C6)\ i)

iEN ieN CeC(L)
= 3 e (Z [v (C() ~ v (C) \ i)])
Cec(L) tEN
Ccec(L)

Teorema 4.14 Sea & = (®y,...,P,) un valor de grupo sobre I'(L) que sa-
tisface el azioma de eficiencia y tal que cada componente de ® es un valor
probabilistico. Entonces, ® es un valor de orden compatible.

Demostracién: Por hipotesis, para cada componente de P, se tiene

Qi(v)= > ps[o(S)—u(S\i).

{SeL:icex(S)}

Paracada T € £, i ¢ T tal que T U1 € L, se define

pél’ui
AGT) = > Py
{j¢T: TujeL}
0 en otro caso.

si el denominador es distinto de 0,

Notese que, en esta expresion, se est considerando un cociente entre la
probabilidad asignada por el jugador a su unién a la coalicién T y la suma
de las probabilidades de unién a dicha coalicién, de todos los jugadores que
puedan formar coalicién con T.
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Para cada cadena maximal C' € C(L) asociada a un orden compatible
11 < g < -+ - < 1y; es decir,

C:0cC(iy) CCiy) C--CClin),

se define
bc = p?il} A (2'2, {21}) A (2'3, {ib Z2}) A (in; {7;17 12y v 0y in—l}) )
donde se escribird C' = (i, 42, ..., i,) . Notése que el dltimo factor es igual a

1. La coleccién {pc : C € C(L)} satisface, ademas de ser pc > 0, que

Z Pc = Z Z Z Plir,..in)
CEC(E) {il :{’il}EE} {zzi{zl} : {il,iQ}Eﬁ} {in:inf{il,...,in_l}}
= Z p Z{lil}
{i1:{ir}eL}
- Yo (3)
iEN
= 1,
donde la dltima igualdad se sigue del axioma de eficiencia aplicado al juego
Cp, definido por @;(S) = 1, para cada coalicién no vacia S € L. De aqui
{pc : C € C(L)} es una distribucién de probabilidad en C(£). Sea ¥ el
valor de orden compatible asociado a esta distribucién de probabilibidad;
esto es,
Vi(v) = Y pe[v(C@E) —v(C @)\ )],
cec(L)
para todo ¢ € N y para cada v € T (£). Como

L) = S pe | (S) - w(s\ ),

{SecLicea(s)} \(CeC(L):C(i)=5}

para todo 7 € N, se tiene que ®; = U, si, para cada S € L tal que ¢ € ex(S5),
los coeficientes satisfacen

ps = Z bc-

{cec(L):C()=5}
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Se escribira C; = (iy,...,4s_1),con s = |S|, cada cadena C; € C ([, S\ 7])
y Cy2 = (is41,--.,1n) cada cadena Cy € C ([S, N]) . Estas cadenas pueden ser

concatenadas con % para obtener una cadena maximal en £,
C = (i1, vy lgm1,bylsq1y---s0n)-

Entonces, se obtiene

Z bc

{cec(L):C(i)=S}

R D I » >

1g—1 EEJ’)(S\?;) i3_2€ew(5\{i,is_1}) 21 Eex(S\{i,is—1,...,i2}) {is+1¢5 :SUTs41 EE}

: : p(il7-"1is—17i7is+19"'7in)

{inESU{ist1,sin—1}:SU{ts41,.-8n }EL}

= A(Z,S\Z) Z A(is—las\{iais—l})

ts—1€ex(S\1)

> Py > Alien,S)

i1€ex(S\{i,55—1,.482}) {i5+1¢S:SUiS+1€C}

> Alin, SU{igs, - in1})

{in ¢SU{is+1 yoeesin—1 } . SU{is+1 yeeestn }EE}

Los primeros s factores satisfacen

i

Ps

2. Hswu

{ggs\e: (S\ujeL}

is—l

Z Z S\i .

a1 cen(S\) P(s\{iyie-1})05

{]¢S\{'L,zs_1} (S\{Z’ls—l})u‘jeﬁ}

Z p?,‘l} = pga

i1 Gem(S\{i,is_l,...,iQ})
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ya que, por las ecuaciones del Teorema 4.11, el denominador de un factor es
igual al numerador del siguiente. Ademas, a partir del factor s+1 en adelante,
todos son iguales a 1. En efecto, escribiendo Ty = S U {ig41,. -0k},

. piillsk_lUik
A(ig, Tp—r) =
> > 5

j
(61T 1:T—1 Ui €L} {65 #Tho—1:To—1Uir €L} Ty _1uj

{j¢Tx_1:Tp_1UjEL}

e igual a 1. Por tanto, la expresion es igual a pk. g

La familia de valores de orden compatible asocia un conjunto de preim-
putaciones a cada juego. Recuérdese que, para cualquier juego v € I' (L), v
cualquier cadena maximal C € C (L), el vector de contribuciéon marginal aso-
ciado a la cadena C venia definido por a® (v) = v (C (3)) —v (C () \ 4) , para
todo 2 € N. Por tanto, al ser el conjunto de Weber del juego v la envoltura
convexa de estos vectores, se puede afirmar que el conjunto Weber (L, v) es el
conjunto de las preimputaciones asociadas al juego v por la familia de valores
de orden compatible.

4.5 Valor de Shapley

La clasica caracterizacion del valor de Shapley [56] para juegos cooperativos,
afirma que éste es el anico valor de grupo ® = (®1,...,®,) sobre I'(2V)

cuyas componentes satisfacen los siguientes axiomas:

1. Azioma del soporte. Si U € 2V es un soporte de v € ' (2V); es decir,
v(S) =v(SNU), para toda S C N, entonces

> () =v(U).

el
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2. Azioma de simetria. Para cada permutacion 7 del conjunto de ju-

gadores N,
O, (mv) = @, (v),

donde 7v es el juego definido por v (7.5) = v (S), para toda S C N.

3. Azioma de linealidad. Para cada a, 3 € Ry u,w € T (QN) se verifica

Para el reticulo distributivo £ = J(P) de todos los ideales de orden
de un conjunto parcialmente ordenado (P, <), Faigle y Kern [25] definen el
concepto de poder jerdrquico de un jugador i en la coalicion S € L tal que
1 € 5, como

. {Ccecw):CcHnS =S5}
hs (1) = C0) ’

es decir, hg(¢) es el promedio de 6rdenes compatibles de £ en los que el

jugador ¢ es el Gltimo miembro de S en el orden. Notese que hg (i) # 0 siy
solo si ¢ € ex (S). Faigle y Kern proponen el siguiente axioma para juegos
definidos sobre el reticulo distributivo £ = J (P).

Azioma del poder jerdrquico. Para cada coalicién no vacia S € £ y para

cualesquiera i,j € S,

hs (i) @5 (Cs) = hs (7) @i (Cs) -

Faigle y Kern [25, Teoremas 1 y 2| probaron la siguiente extension del
valor de Shapley a un juego v: J (P) — R

Teorema 4.15 Eziste un tnico valor de grupo ® : T (J (P)) — R cuyas
componentes verifican los axiomas de linealidad, soporte y poder jerdrquico.
Ademds, para cada i € P,

o= Y LLNIEPAD iy )

{TeJ(P)ieMax(T)} e(P)
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donde € (-) es el nimero de extensiones lineales de los correspondientes sub-

conjuntos parcialmente ordenados de (P, <) .

Bilbao y Edelman [9] generalizan esta formula del valor de Shapley para
juegos sobre geometrias convexas. En este contexto, el numero de extensiones

lineales es el nimero de cadenas maximales de L.

Para cualesquiera T, S € £, T C S, se denotaré por ¢ ([T, S]) el namero
de cadenas maximales de T a S. Ademas, c ([0, S]) se escribira, de forma
abreviada, como ¢(S) y asi, ¢(N) es el ntimero total de cadenas maximales.

Definicién 4.16 Sea v € I' (L) un juego sobre la geometria conveza L. El
valor de Shapley, para el jugador i € N y el juego v, estd dado por

c(S\i)c([S,N]) :
P; (v) = [v (S) —v(S\i)],
o o)

donde ¢ ([N,N]) = c(9) = 1.

Los resultados de las secciones precedentes permiten obtener una nueva
caracterizacion axiomatica del valor de Shapley para juegos sobre geometrias
convexas. Obsérvese que si a un valor de grupo eficiente se le exige que
sus componentes verifiquen los axiomas de linealidad y jugador pasivo, sus
componentes no estidn determinadas de forma tnica y, estas componentes,
podrian ser o no valores probabilisticos. Sin embargo, el siguiente axioma
conduce a un unico valor de grupo que es el valor de Shapley. En este nuevo
axioma, el valor del jugador depende de la posicién que ocupa en la estructura
de la geometria convexa.

Arioma de la cadena. Para cada coalicién no vacia S € £ y cualesquiera
i,j € ex(9),
c(S\)2;(ds) = ¢(S \ J)Pi(Js).
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En geometrias convexas, el valor de Shapley queda caracterizado por cua-
tro axiomas. Tres de ellos aparecen en la caracterizacion clasica de valor de
Shapley cuando cualquier coalicién se considera factible. El axioma de la
cadena es el que sustituye al clasico axioma de simetria.

Teorema 4.17 El valor de Shapley es el inico valor de grupo ® = (&4, ..., P,)
sobre I' (L) eficiente y cuyas componentes ®; satisfacen los aziomas de linea-
lidad, jugador pasivo y de la cadena.

Demostracién: Es evidente que el valor de Shapley satisface todas las
propiedades. Reciprocamente, se sigue de los Teoremas 4.6 y 4.11 que, para
cada i € N, existe una coleccion {a% : S € L, i € ex(S)} tal que
O(v)= Y as[(S)—v(S\9)],
{SeLl:icex(S)}

y los coeficientes satisfacen

Zaﬁvzl,
)

icex(N
Z afg = Z aguj, paratoda Se€ L, S#0,N.
icex(S) {j¢S:SujeL}

Por tanto, es suficiente probar que
c(S\9) ¢([S, N])
c(N) ’
Nétese que los coeficientes son a4 = ®;(ds) y, por tanto, el axioma de la
cadena implica que a%e(S \ i) = ake(S \ j) para todo i,j € ex(S). Fijado
i € ex(S), se obtiene
i i c(S\J)
P AP Gk
jeex(S) {seex(S): j#i}

= By 2 5\D)

j€ex(S)

as = para toda S € L, i € ex(S).
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Haciendo S = N en la expresion anterior, y utilizando las relaciones que
verifican los coeficientes, se tiene

¢(N\ i) =a’ c(N), paracadai€ ex(N).

Asi, '
aby = oV Zc)(]c\%N’ N]), para todo i € ex(N).

Se supone la siguiente hipoétesis de induccion: Para cada T € L, con
IT| =k > 2, se verifica

c(T\ i) e((T, N])
c(N) ’

a = para todo i € ex(T).
El caso k = n; esto es, T = N ya ha sido probado. Sea S € L, tal que
|S| = k — 1 < n. Entonces,

Z a5 = Z A%y

icex(S) {j¢S:SujeL}

- ¥ c(§) e([SU 4, N])
c(N)

{j¢S:SujeL}

= B S suin)

( ){j¢S=SUj€E}
o(S) (S, N)
oN)

donde la segunda igualdad se sigue de la hipétesis de induccién para T = SUj.
Finalmente, para cada i € ez(S5), la identidad

c(S) _ «(S) (S, N])

implica
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Obsérvese que, tomando pe = 1/¢(N), para toda C € C(L), la distribu-
cién {pc : C € C(L)} es una distribucién de probabilidad y, el valor de orden
compatible ¥ asociado a esta distribucion es, precisamente, el valor de Shap-
ley. Esto conduce a la conclusién de que el valor de Shapley para un juego
v € I' (L) es siempre un elemento de su conjunto de Weber.



Capitulo 5

Juegos simples

En este capitulo se estudian los distintos conceptos de solucién ya definidos
en capitulos anteriores para una interesante clase particular de juegos: los
juegos simples. Este tipo de juegos surge, por ejemplo, al modelar situaciones
de votacién en las que el resultado refleja dos posibilidades (ganar-perder,
aprobar-rechazar, etc.) y han sido objeto de estudios especificos como los
iniciales de Isbell [36] y Shapley [58]; los de Rafels y Marin-Solano [42], y
Einy y Wettstein [23] que tienen una incidencia particular en este capitulo;
y el de Carreras [15] al estudiar los juegos simples restringidos por un grafo
de cooperacién.

5.1 Preliminares

Se supondra, en todo lo que sigue, que £ C 2V es una familia de coaliciones
factibles cualquiera tal que §, N € L. So6lo en determinadas ocasiones se
exigiran otros requisitos a dicha familia.

Definicién 5.1 Un juego v € I' (L) es simple si satisface las dos condiciones
stquientes:

114
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(1) Para cada coalicion S € L, v(S) € {0,1} yv(N) =1.

(2) Para cualesquiera S,T € L con S C T, se tiene v(S) < v (T).

Se denotara por §2 (L) la clase de todos los juegos simples definidos sobre
la familia C.

En un juego simple, una coalicién S € £ es ganadora si v (S) = 1; en otro
caso, es perdedora. Una coaliciéon ganadora S es minimal si es ganadora, y no
existe ninguna coalicién contenida en S que sea ganadora. Se denotara por
W al conjunto de las coaliciones ganadoras minimales. Dicho conjunto es no
vacio y, en general, se escribirda W = {Si,..., S, } con r > 1. Obsérvese que
todo juego simple esta totalmente caracterizado por sus coaliciones ganadoras
minimales. Si un juego tiene una tnica coalicion ganadora minimal, esto es,

W = {51}, se tiene que v es el juego de unanimidad (g, .

Hay cierta clase de jugadores que, en los juegos simples, desempenan un
papel muy importante, y son los llamados jugadores veto. Un jugador ¢ € N
es un jugador veto en el juego v si pertenece a cada coaliciéon ganadora S € L,
es decir,

v(S)=1=1i€S.

Se denotara por V el conjunto de jugadores veto en el juego v € Q(L);

v=" (] S

{SeL:v(S)=1}

Si existen {i},{j} € L, i # j tales que v ({1}) = v({j}) = 1, entonces
VYV = (. Esto quiere decir que no hay jugadores veto en todos los juegos

esto es,

simples. Por ello, para distinguir entre los juegos simples que tienen jugadores
veto, y los que no los tienen, se introduce la siguiente definicién. Un juego
simple se llama débil si tiene al menos un jugador veto; esto es, V # ). Se
tiene entonces que cualquier juego de unanimidad (7 es débil y los jugadores
veto son los miembros de la coalicién T.
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En la siguiente proposicién se prueba que, en la clase de juegos simples so-
bre espacios de clausura, el conjunto de juegos supermodulares es el conjunto
de juegos de unanimidad. Este resultado es la clave para la demostracién de

algunos teoremas de las dos ultimas secciones de este capitulo.

Proposicion 5.2 Si L es un espacio de clausura y v € Q (L), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) El juego v es supermodular.
(b) El juego v es un juego de unanimidad.

Ademds, cuando la familia L es una geometria conveza, entonces las

afirmaciones (a) y (b) son equivalentes a
(¢) El juego v es casisupermodular.

Demostracién: En primer lugar, se demuestra que si v es un juego de
unanimidad, entonces v es supermodular. En efecto, considérese el juego
de unanimidad (7, para alguna coalicién 7' € £ no vacia, y dos coaliciones
A, B € L. Se pueden distinguir tres situaciones:

1. Si se verifica A D Ty B D T, entonces

CT(A):L CT(B)ZL CT(AUB) =1y§T(AOB)=1

2. Si se verifica que AD Ty B 2 T, entonces

¢r(A)=1, ¢¢(B)=0, ¢r(AUB) =1y {r(ANB) =0.

3. Si se verifica que A 2 Ty B 2 T, entonces

(r(4)=0,¢r(B)=0, (¢ (AUB) >0y (r (AN B) =0.
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Por tanto, en cualquier caso, se verifica la condiciéon de supermodularidad.
Reciprocamente, sea v € 2 (L) un juego supermodular y sea T' € L tal que

|7| = min{|S|: v (S) =1} =«a.

Esta coalicién T es unica ya que si hay dos coaliciones A, T € £, A# T
que satisfacen v (T') = v (4) =1y |T| = |A| = «, entonces, como

v(T)+v(A) <v(TUA)+v(TNA),

se llega a v (T'N A) = 1. Esto contradice la eleccién de T
Ahora, utilizando dicha coaliciéon T, para cualquier otra A € L tal que
A 2 T, como se verifica que

v(A)+v(T) <v(AUT)+v(ANT) =1,

se deduce que v (A) = 0. Asi, el juego v es el juego de unanimidad correspon-
diente a la coalicién T'; esto es, v = (7.

Para finalizar la demostracién, sélo hay que tener en cuenta que cuando
el juego esta definido sobre una geometria convexa la equivalencia entre (a)
y (¢) para juegos mono6tonos esta probada en el Teorema 3.22. O

La equivalencia de (a) y (b) con la afirmacion (c) no es cierta si £ no es una
geometria convexa. Para comprobar esto, basta considerar N = {1, 2, 3,4},
L ={0,{1},{2},{3},{4},{3,4},{1,2,3} ,N} y el juego v : L — R que
tiene como coaliciones ganadoras minimales a {1},{2},{3}. Este juego es
casisupermodular y no es de unanimidad.

5.2 Imputaciones y core

Alo largo de esta seccion, se supondré que la familia £ de coaliciones factibles

es atomica. Si se denota por {e;};_, a los vectores de la base canénica de R”,
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es inmediato comprobar que para el conjunto de imputaciones 7 (£, v) de un
juego v € Q (L) hay tres posibilidades:

1. I(L,v) =0, si hay dos coaliciones ganadoras de cardinal uno.

2. I(L,v) = {ex}, si existe k € N, con v ({k}) = 1, y v({i}) = 0 para
todoi € N, i # k.

3. I(L,v)=conv{ey,...,e,},siv({i}) =0 paratodoi€ N.

Por consiguiente, el conjunto de imputaciones es un conjunto amplio cuando

ninguna coalicién ganadora minimal es unitaria.

El core de un juego simple estd completamente determinado por los ju-

gadores veto. Como, en general,
Core(Liv)={z€R":z(N)=v(N), z(S)>v(S) paratoda S e L},

se puede observar que, cuando v € Q2 (L), hay ciertas desigualdades en la
definicién del core que son redundantes. En concreto, lo son las desigualdades
correspondientes a coaliciones no unitarias que sean o bien perdedoras o bien
ganadoras no minimales. En efecto, los vectores del core deben verificar las
desigualdades z; > 0, para todo ¢ € N, por lo que las restricciones corres-
pondientes a coaliciones perdedoras no unitarias son redundantes. Ademaés,
si S € L es ganadora pero no minimal, existe una coalicion S* ganadora

minimal tal que $* C S. En este caso, se tendria
z(8)>z(S*)>v(S*)=v(9).

Luego la condicion z (S) > v (S) es consecuencia de z (S*) > v (S*) v,
por tanto, es redundante. A la vista de estas observaciones, se puede concluir
que

Core(L,v)={z€R":2>0, x(N)=2z(S) =1 para todo S € W}.
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Teorema 5.3 Sea v € Q(L) un juego simple sobre una familia atomica.
Una condicion necesaria y suficiente para que Core (L,v) # 0 es que el juego
v sea débil. Ademds,

Core(Lv)={z€eR":2>0, z(N)=xz(V) =1},
donde V es el conjunto de jugadores veto de v.

Demostracion: Condicidn suficiente. Si v es débil, entonces V # 0 y asi
existe 1 € V. Para este i, se considera el correspondiente vector e; de la base
candnica de R". Se tiene entonces que ¢; (N) =1 =v(N) y ¢; (S) = v (S)
para todo S € Wy, por tanto, e; € Core (L, v).

Condicion necesaria. Se construye la matriz A = (a;;) de orden r x n tal

que
1 sijes;,
(1,,']' =
0 en otro caso,
donde Sy, ..., S, son las coaliciones ganadoras minimales en el juego v. En-

tonces, C'ore (L, v) es el conjunto de vectores que verifican

n n
Z$j=1, Zaijszl, 1_<_Z§7‘, .’EjZO, j=1,,n
J=1 j=1

Si dicho conjunto es no vacio, debe tener un elemento z # 0. Entonces, si
V = (), cada columna de la matriz A tendrfa al menos una entrada igual a 0 v,

sumando todas las ecuaciones correspondientes a las filas de Az, se obtendria
1Ty + -+ oty = [W|, con a; < |W)| paral <j<n.

Por tanto, ((W| — )z + -+ + ([W| — a) 2, = 0 y, esto, es una con-
tradiccién por ser 2; > 0, para 1 < j < m, y algin zx > 0, con 1 < k < n.
Luego, el juego es débil.

Finalmente, nétese que si v es débil y se toma ¢ ¢ V), entonces z; = 0 para
todo vector del core, y asi Core (L,v) ={z € R* : £ > 0, z(N) =z (V) = 1}.
O
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El teorema anterior generaliza y precisa un resultado analogo de Curiel
[16] y permite identificar los vértices del poliedro Core (£,v). Como conse-
cuencia de ello, es inmediata la siguiente proposicion.

Proposicién 5.4 Para todo juego débilv € Q (L) sobre una familia atdmica,

se tiene

Core(L,v) =conv{e; : i € V},

siendo V el conjunto de jugadores veto de v.

Aunque en esta seccion se han considerado juegos simples sobre familias
atémicas, se puede comprobar también que todo juego débil sobre una fa-
milia cualquiera de coaliciones factibles tiene core no vacio. Sin embargo,
al considerar juegos débiles sobre familias no atémicas, la Proposicién 5.4
no se verifica en general. En efecto, considerando N = {1,2, 3}, la familia
L= {0,{1},{1,2},{1,2,3}} y el juego de unanimidad (2}, se tiene que su
core ni siquiera esta acotado.

Por otro lado, si la familia no es atémica, puede suceder que el core de un
Jjuego simple sea no vacio sin que éste sea débil. Este hecho se puede observar
cuando se toma N = {1,2,3,4,5}, £ = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,2,3,4,5}}
y el juego simple v cuyas coaliciones ganadoras minimales son {1,2} y {3},
ya que (1/2,1/2,1,—1,0) € Core (L,v) y v no es débil.

5.3 El conjunto de Weber

Al considerar en esta seccion el conjunto de Weber, es necesario exigir, en lo
que sigue, que la familia de coaliciones factibles £ sea una geometria convexa

en NV, no necesariamente atémica.
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En primer lugar, se probara que el conjunto de Weber es un conjunto
convexo cuyos vértices estan determinados por los jugadores que al unirse a

una coalicién perdedora la convierten en ganadora.

Proposicién 5.5 Siv € Q(L) es un juego simple sobre una geometria con-

vera, entonces

T
Weber (L,v) = conv {ei D€ Uem (Sl)} ,
1=1
donde {S1,...,S,} es el conjunto de coaliciones ganadoras minimales de v.

Demostracién: Sea C' € C (L) una cadena maximal y sea a® (v) € R el
vector de contribucién marginal correspondiente a esta cadena. Para todo
i € N se tiene que af (v) = v (C (3)) — v (C (3) \ i) € {0,1} ya que v es un
juego monétono y, ademis, a® (v) es eficiente y por tanto >,y af (v) = 1.
Entonces, el vector a® (v) € R® tiene sélo una de sus componentes igual a 1
y el resto de ellas son iguales a 0. Si se supone que la componente j es igual
a 1, es decir, v (C'(j)) =1y v(C (j) \ j) = 0, entonces a® (v) = ¢;.

Por otra parte, C (j) es una coalicion ganadora y, por tanto, existe una
coalicion ganadora minimal Sy tal que Sy C C(j). Noétese que j € S, ya
que en otro caso se tendria S, C C (5) \ j y, asi, C (j) \ J seria una coalicion
ganadora, lo cual no es posible ya que v (C (5) \ j) = 0. Ademas, j € ex (Sk)
puesto que S \ 7 = (C (j) \ j) N Sk € L. Por tanto, ya se ha probado que
Weber (L,v) C conv{e; : i € J,_, ez (S)}, al ser el conjunto de Weber la

envoltura convexa de los vectores de contribucién marginal.

Para probar la inclusién contraria, sea ¢ € |J;_, ez (S;) . Entonces, existe
una coalicién ganadora minimal S; tal que i € ex (S;). Si C € C (L) es una
cadena maximal tal que S; = C (i), resulta que, para esta cadena, se tendria
la igualdad a® (v) = e;. O
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Obsérvese que si £ = 2V, entonces

r
Weber (L,v) = conv {e,- D 1€ US;} ,
=1
y contiene al core. Sin embargo, cuando no se trabaja en dicha geometria
convexa no siempre se verifica esta inclusién para juegos simples. En efecto,
si N ={1,2,3,4}, L = Co({1,2,3,4}), y es v : L —> R el juego simple

cuya tnica coalicion ganadora minimal es {1, 2,3}, se tiene que

Core (L,v) = conv {e1,e2,e3} 'y Weber (L,v) = conv{e,e3}.

El siguiente resultado muestra que cualquier distribucion eficiente que
satisfaga el principio de individualidad racional y verifique el axioma del
jugador pasivo (véase pag. 96) es un elemento del conjunto de Weber.

Teorema 5.6 Sean L una geometria conveza atomica y v € Q(L). Si
J C I(L,v) y las componentes de las distribuciones x = (x1,...,2,) de
J satisfacen el arioma del jugador pasivo, entonces J C Weber (L, v). El
reciproco es cierto cuando I (L,v) # 0.

Demostracion: Si I (£,v) = {e;} el resultado se sigue facilmente. Asi, se
puede suponer que I (£,v) = conv {ey, ..., e, }; es decir, no hay coaliciones
ganadoras de cardinal uno y, por tanto, v ({i}) = 0, para todo 7 € N.

Siz € J, entonces z es una imputacién y, asi, x € conv {er,...,e,}; es

n
T = § Hi €4,
=1

cony o pui=1lyp >0parai=1,...,n.

decir,

Por el teorema anterior, probar que z € Weber (L, v) equivale a demostrar
que px = 0 cuando %k no sea extremal para ninguna coalicion ganadora mi-
nimal. Por ello, sea k € N \ Uj_, ez (S;) . Como el juego v es monétono, se
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tiene que v (S) —v (S \ k) > 0, para todo S € £ con k € ez (S). Ademas,
en este caso, se puede afirmar v (S) — v(S\ k) = 0. En efecto, si fuese
v(S)—v(S\k) =1, entonces necesariamente v (S) =1y v(S\ k) =0y, de
aqui, existirfa una coalicién ganadora minimal S; C S con k € S;, ya que si

S; € S\ k se obtendria v (S \ k) = 1, lo cual no es posible. Por tanto, k es
un jugador pasivo en el juego v y, asi, ux = zx = v ({k}) = 0.

Reciprocamente, sea v € 2 (£) un juego simple tal que I (£,v) # () y sea
J C Weber (L,v). Como Weber (L,v) C I(L,v), se verifica J C I(L,v).
Ademaés, si £ € N es un jugador pasivo en v y z € J, entonces, para algun
S € Lconkeex(S),zx=v(S)—v(S\k) porque x € Weber (L,v). Por
tanto, zx = v ({k}). O

5.4 Conjuntos estables

En el capitulo segundo, ya se introdujo la nocién de dominancia y el concepto
de conjunto estable. En esta seccién, se estudiaran algunos resultados rela-
tivos a la estabilidad para juegos simples v € (L), donde £ es una familia
atémica.

Se mostrara, en primer lugar, que todo juego simple cuyo conjunto de
imputaciones sea no vacio tiene al menos un conjunto estable.

Teorema 5.7 Todo juego simple v € Q (L) sobre una familia atémica, tiene
al menos un conjunto estable.

Demostracion: Al ser £ atémica y el conjunto de imputaciones no vacio,
solo caben dos posibilidades para I (£,v). Cuando el conjunto de imputa-
ciones se reduce a un vector, es inmediato deducir que I (£,v) es el tnico
conjunto estable del juego. Por ello, supéngase I (£,v) = conv {ey,...,e,}.

En este caso, se comprobara que, para cada coalicién ganadora minimal S en
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v, el conjunto formado por las imputaciones que reparten la unidad entre los
jugadores de S es un conjunto estable. Si se denota por Eg dicho conjunto;
esto es,

Es = {(al,...,an) € R} :Zaizl,aj:Opara todo j ¢ S},

€S
se tienen las siguientes propiedades:

i) Estabilidad interna. Dados z,y € Eg, no se verifica z dom y. Ello es
debido a que, caso de verificarse, existiria una coalicién no vacia T € L, tal
que

x; >y; paratodoieT, ij < o(T).
jET
Estas dos condiciones sélo se pueden verificar si T C Sy v(T) = 1, ya que
z,y € Eg. Pero esto es imposible por ser S una coalicién ganadora minimal.

ii) Estabilidad externa. Si z € I(L,v) \ Es, entonces existe y € Es tal
que y dom z. En efecto, teniendo en cuenta que v(S) — z(S) > 0, basta
considerar el vector y de componentes

0 sii ¢S,
vi= 28 —a(8) sii € S.
|5

O

El siguiente resultado indica que los juegos de unanimidad son los tnicos
juegos simples para los que el core es un conjunto estable.

Teorema 5.8 Sea v € Q(L) un juego simple sobre una geometria conveza
atémica. Entonces, Core (L,v) es estable si, y sdlo si, el juego v es un juego
de unanimidad.

Demostracién: Si Core (L, v) es un conjunto estable, entonces debe ser no
vacio y, ademés, Core (L,v) = conv {ei |ie ﬂ;zl Sj}. Sea {S1,...,5,} el
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conjunto de coaliciones ganadoras minimales con |S1]| < |Sy] < ... < |S,|.
Considérense dos casos:

1. Si |Si| =1 o |S1| = n, entonces v = (s, .

2. Sea 1 < |S;| < m, y sup6ngase que Weber (L,v) € Core (L,v). En-
tonces, existe k € (Jj_, ez (S;) \ M=, S; ¥, asi, ey ¢ Core(L,v). Como
Core(L,v) es un conjunto estable , existe z € Core (£, v) tal que xdom ey
usando una coalicion T € L. Por ser z (T) = v(T), z; > 0 para todo
1€T, t# k,yar>1sikeT, debeser v(T) =1y k ¢ T. Asi, existe una
coalicién ganadora minimal S;« € £ tal que S;« CT y z(S+) = v (S;-) = 1.
Por tanto, z; > 0 para todo ¢ € S;» y como z (N \ Sj-) = 0, esto implica que
z (Sp \ Sj+) = 0 para toda coalicién ganadora miminal S, € £, S, # Sj-.
Sin embargo, como x € Core(L,v), se tiene que v(S,) = 1y, de aqui,
r (Sp N Sj«) = 1, para toda coalicién ganadora minimal S, € £. Entonces,
tiene que ser S;- C ﬂ;zl S;. Si no fuese asi, existiria una coalicién ganadora
minimal S, € £ tal que Sj« € S, y se tendria que

r(N)=2(S;+NSp) +2(S;-\Sp)+...> 1.

Ahora bien, esto es imposible. Por tanto, Nj=1 Si = Sj= v, asi, v = (-

Se prueba ahora el reciproco. Sea v = (7 un juego de unanimidad.
Cuando |T| =1 o |T| = n, Core(L,v) = I(L,v) y, por tanto, es estable.
En otro caso, Core (L,v) # I (L,v) y, para cada x € I (£,v) \ Core (L,v) se
puede tomar y € Core (L, v),

0 sit ¢ T,
1-2z(T)
7]

&
Il

x; + sit €T,

tal que y dom z usando la coalicién T'. Asi, el core del juego v es un conjunto
estable. O
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Ejemplo 5.9 Considérese N = {1,2,3} y el juego v: 2" — R, dado por

U(S):{ 1 si|S|>2,

0 en otro caso.
Entonces, I(2V,v) = conv{ey, ez, e3} y Core(2V,v) = 0.

Ademds, (ver Driessen [20]), hay una infinidad de conjuntos estables. Cual-
quier conjunto formado por imputaciones que asignen un valor constante ¢
a un jugador v, y determinen todos los posibles repartos del valor 1 — ¢ entre
los otros dos jugadores, son conjuntos estables. Cada uno de estos conjuntos
estables contienen infinidad de imputaciones; ademds el siguiente conjunto

finito también es estable

11 1 1 11
e={(329)-(303) (33)}

En este ejemplo se observa con claridad que cada conjunto estable puede
entenderse como un modelo de comportamiento, por el cual se eligen las
imputaciones. Ademds, sugiere que cada conjunto estable delimita formas
de reparto sobre las que los jugadores deben negociar, o bien indica un juego

mds pequeno entre las coaliciones.

S1 se considera, ahora, la familia £L = Co({1,2,3}) y el juego v € Q (L),

definido por
1 s]S5|>2
v(S) = Sz
0 en otro caso.
Tiene interés observar cuales son sus conjuntos estables y comparar con

el caso de L = 2N. Teniendo en cuenta que los conjuntos Eg, con S € W,

son estables, en este caso, permanecen como conjuntos estables
E{19) = conv{e, e3}, Epa33 = conv{es,es}.

Sin embargo, ninguno de los otros conjuntos estables del caso L = 2V lo
son ahora. Ademds, se puede observar que, aunque el core es no vacio, éste

no ofrece soluciones razonables al juego, ni tampoco es un conjunto estable.
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5.5 Conjuntos de negociacién

Aunque existen en la literatura varios conceptos de conjuntos de negociacion,
se consideraran, en el contexto de juegos simples, sélo tres de ellos, y se
mostraran algunos resultados que los relacionan con el core y el conjunto de
Weber.

Los diferentes conceptos de solucién, denominados conjuntos de nego-
ciacién, tienen en comun el estudiar como repartir las ganancias de la co-
operacion (se supone ya decidida esta cooperacion) teniendo en cuenta los
procesos de negociacién que se pueden establecer entre las diferentes coali-
ciones. Esto es, se tiene presente que ciertos jugadores pueden ofrecer pactos
a otros con el fin de conseguir repartos méas ventajosos, y que a su vez a estos

pactos se pueden contraponer otros que los hagan peligrar.

Se considerara que la familia de coaliciones factibles £ es un espacio de
clausura atémico en N. Uno de los tres diferentes conjuntos de negociacion
que se van a considerar es el conjunto de negociacién de Aumann y Maschler
ya definido en el capitulo segundo. Recuérdese que su definicion exigia que
el conjunto de imputaciones fuese no vacio.

Ejemplo 5.10 Considérese el juego v € T’ (2N) definido en el ejemplo 5.9.
Para este juego, se tenia I(2N,v) = conv{es, ey, e3} y Core(2¥,v) = 0. De
esta forma, caso de que esté decida la cooperacién entre los jugadores, ;cémo
se repartirdn éstos el valor de la gran coalicion v(N) = 1% El core, en
este caso, no determina ninguna forma de reparto. Ademds, parece ldgico
pensar que cualquier imputacidon no sea aceptada como reparto por todos
los jugadores. Por ejemplo, la imputacion (1,0,0) no debe satisfacer a los
Jugadores 2 y 3, puesto que en el juego su coalicion estd valorada por 1.
Por otro lado, teniendo en cuenta la simetria del papel de los jugadores en
dicho juego, seria razonable esperar que el reparto que se adopte los trate a

todos por igual; esto es, que sea (3, 3,%). En este caso, B(L,v) = {(3,, 1)},
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Para comprobar esta afirmacion, basta observar que cualquier jugador i puede
objetar contra cualquier otro j con respecto a dicha tmputacion usando la
coalicion que él forma con el restante jugador k. Sin embargo, cualquier
objecion presentada tiene contraobjecion por parte del jugador j utilizando la
coalicion {j, k}.

Obsérvese ahora que cuando el conjunto de imputaciones de un juego es
vacio, entonces también el conjunto de negociacién de Aumman y Maschler
es vacio. Esto sucede, por ejemplo, en el caso del juego v : 2123 — R
dado por

1 en otro caso.

U(S)={ 0 siS=0{3},

En casos como éste, en los que también el conjunto de imputaciones es
vacio, jcomo se debe hacer el reparto cuando los jugadores han decidido
formar la gran coalicién? Se ver4 que los siguientes conjuntos de negociacion
si pueden ofrecer soluciones.

e FEl conjunto de negociacion de Mas-Colell (1989) [43].

Considérese el conjunto X (£,v) = {z € Rt : 2 (N) =v(N)}, yseax €
X (L£,v). Una objecidn a z en el sentido de Mas-Colell es un par (y, S) con
y € R}, S € L verificando

y(S) <v(S),
Yr > T, para cada k € S, con al menos una desigualdad estricta.

Una contraobjecion contra el par (y,S) es un par (2,7, donde z € RY},
T € L, verificando

z(T) <v(T),
zr > yp para cada k € TN S, 2, > zx para cada k € T\ S, donde al
menos una de estas desigualdades es estricta.
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El conjunto de negociacion de Mas-Colell del juego v, MB(L,v), es el
formado por los vectores z € X (L£,v) para los que toda objecion a x tiene
contraobjecion en el sentido de Mas-Colell.

o FEl conjunto de negociacion de Greenberg (1992) [29].

Considérese el conjunto X*(£,v) = {z € RL: z(N) <v(N)}, y sea
z € X*(L,v). Una objecion a z en el sentido de Greenberg es un par (y, S)
cony € R}, S € L, verificando

y(S)=v(9),
yr > zp paratodo k € S,
Yr = Zp paratodo k€ N\ S.

Una contraobjecion contra el par (y,S) es un par (z,7), donde z € R,
T € L, verificando
2(T)=v(T),
2 >y parakeT,
zr=1xr parake N\T.
El conjunto de negociacidn modificado, MBS (L,v), consta de todos los
vectores x € X* (L, v) para los cuales toda objecioén a z tiene contraobjecion
en el sentido de Greenberg.

Obsérvese que los dos conjuntos de negociacion introducidos ahora tam-
bién contienen al core del juego.

Se puede comprobar que, para el altimo ejemplo, se tiene que el vector
(%, %, 0) pertenece a los dos dltimos conjuntos de negociaciéon. Ademés, dicho
vector se puede considerar un reparto razonable ya que, en este caso, se puede
entender que el jugador 3 no aporta nada a las coaliciones en las que participa,
y sin embargo, los jugadores 1 y 2 desempefian el mismo papel en el juego.

Los tres conjuntos de negociacion introducidos contienen al core ya que,
con estas definiciones, a los vectores del core no se les puede poner objeciones.
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A continuacion, se estudian diversas clases de juegos simples en los que dichos

conjuntos coinciden con el core.

Teorema 5.11 Sean L un espacio de clausura atémico y v € Q (L) un juego

simple débil. Entonces
B(L,v) = MB(L,v) =Core (L,v) .

Demostracién: Si V es el conjunto de jugadores veto, se tiene, por el
Teorema 5.3,

Core(L,v)={zeR":2>0, z(N) =2z (V) =1}.

Primero, se probara que B (£, v) = Core (L,v) . Puesto que una inclusién
es evidente, sea x € B(L,v) \ Core (L,v). Entonces, z (V) < 1y, de aqui,
VY # N . Por tanto, existe i € N\ V tal que z; > 0 ya que z (N) = 1. Si
Jj € V, entonces j puede objetar contra i en x. En efecto, sea S € £ una
coalicién ganadora tal que j € Sy i ¢ S, entonces z (S) < 1. Sea y = (Yr)yes
definido por

1_—|;|—(S—), para todo k € S.

Este vector y satisface que y (S) = v (S) y, ademds, y, > x para cada

Ye = Tk +

k € S. Por tanto (y,S) es un objecién de j contra ¢ en x. Si existiera una
contraobjecion (z,T) a (y, S), entonces 2 (T) = v (T), v(T)=0con i € T,
y por tanto z; = 0. Pero esto es una contradiccion ya que z; > x; > 0.

Se verd que MB(L,v) = Core(L,v). Si z € MB(L,v) \ Core(L,v),
entonces z (V) < 1y, de aqui, V # N. Por tanto, existe 1 € N\ V tal
que 7; > 0y 2(N\i) < 1. Sea T € L una coalicién ganadora tal que
z (T) = min{z (S) : v(S) = 1} . Entonces z (T) < 1. Se define y € R? por

1—2z(T)
V|
z; site N\ V.

z; + sii eV,

Yi
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Asi y; > x; para cada i € V y ademais
y(T) =z(WV) +1-a@) +2(T\V)=1=0v(T).

Por tanto (y,T') es una objecion a x en el sentido de Mas-Colell. Ademas
(y,T) esté justificada. En otro caso, sea (z, R) una contraobjecion a (y,T).
Entonces z (R) < v(R) =1y 2 > y; paracadai € RNT y z; > x; para
i € R\ T con al menos una desigualdad estricta. Por tanto,

2(R) = z(R\T)+z(RNT)>z(R\T)+y(RNT)
= y(R\T)+y(RNT) =y(R)
= 14+z(R)—z(T) > 1,

que es una contradiccion. u

Este resultado anterior no es cierto si el juego v € Q (L) no es débil.
Basta observar el ejemplo 5.10.

Teorema 5.12 Sean L una geometria convezra atémica y v € Q (L) un juego
simple débil. Entonces MBS (L,v) = Core (L,v) si y sdlo si v es un juego
de unanimidad.

Demostracién: Sea una coalicién T € £ no vacia tal que v = (7 y sea
T € MBS (L,v) tal que z ¢ Core(L,v). Entonces z (T) < 1. Se define
y € R} por

xl_{_l—x(T)
Yi = Z ||
T sii¢T.

siteT,

Entonces (y,T) es una objecién a z en el sentido de Greenberg y ademas
estd justificada. En efecto, si (2,S5) es una objecion contra (y,T), entonces
v(S)=1yasi S DT Por tanto, 1 = 2 (S) > y(S) > y(T) = 1, lo cual es
imposible.
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Para obtener el reciproco, se probara que MBS (L,v) = Core (L,v) im-
plica que v es un juego casisupermodular, ya que la Proposicién 5.2 asegura
que entonces v es un juego de unanimidad. Razonando por reduccion al
absurdo, si v no es casisupermodular (véase Teorema 3.20), entonces existe
C' € C (L) una cadena maximal tal que a (v) ¢ Core (L,v). Se tiene que
af (v) € {0,1} para todo j € N. Ademss, Y, saf (v) = v(S) para cada
coalicion S de la cadena C'y de aqui >,y af (v) = 1. Entonces, el vector
a® (v) € R tiene todas sus componentes nulas salvo una y por tanto es igual
a un vector de la base candnica de R”.

Por otro lado, si V es el conjunto de jugadores veto, entonces V # (), N.
El hecho de ser V # () es debido a que el juego es débil y el que V # N a que
se supone v # (n. Ademés, Core (L,v) = conv {e; : j € V}. Por tanto, como
a® (v) ¢ Core (L, v) entonces existe un i € N\ V tal que a€ (v) = ¢;. Como
a® (v) ¢ MBS (L,v), existe una objecién justificada (z,S) a a® (v) en el
sentido de Greenberg, donde x € R*, S € L y se verifica que x > 0, 2 (S) =
v (S), xx > af (v) para cada k € Sy z = af (v) para k € N\ S. Por tanto,
$(S)=v(S)=1y ademési ¢ S. Sea

A={GeL:i¢Gyexiste j €S tal que j ¢ G}.
Este conjunto es no vacio, y se pueden distinguir dos casos:
1. Existe G € A tal que v (G) = 1. En este caso
z(G) = z(GNS)+z(GN(N\S))=z(GNS)
= z(S)—-z(S\G) <1
Se define y € R™ por

{L'k-i-w si ked,
Yr = |G|

Ty sikeN \ G,
entonces y > 0, yx >z, para k € G, y, = x para k € N \ G, y ademaés

y(G)=2(G)+z(S\G)=z(S)=1=0(G).
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Asi, (y, G) es una contraobjecion a (z,S) y esto es una contradiccion.

2. Para todo G € A, v(G) = 0. En este caso, v (I') = 1 implicaque i € T
o bien S C T. Como v € Q(£) no es casisupermodular, entonces v (V) = 0.
Sea j € S\ V. Si se define y € R? por

1/2|V]) sikeV,
ye={ 1/4 si k€ {i, 5},
0 en otro caso,

entonces y ¢ Core (L,v). Se prueba ahora que y € MBS (L, v) y se llega asi
a una contradiccién. Sea (z,7T’) una objecion contra (y,S). Entonces z € R?
y T € L satisfacen z > 0, 2(T) = v(T), 2z > yx para k € T, z, = yp
para k € N\T. De aqui 2(T) = v(T) =1y V C T. Se consideran dos
posibilidades:

(a)Sii € Tentoncesj ¢ Tyaquez(T) =1. Asiz(N\T) =y (N\T) =
1/4, 2(N) =5/4y z > y; = 1/4. Entonces z (N \ i) < 1. Por tanto, se puede
construir una contraobjeciéon a (z,T) usando una coalicién ganadora 7T tal
que i ¢ T™.

(b) Sii ¢ T entonces S C T y asi j € T, de aqui z; > y; > 1/4. Por
tanto, se puede construir una contraobjeciéon a (z,7') usando una coalicién
ganadora T™ tal que j ¢ T*. O

Los juegos de unanimidad sobre geometrias convexas son débiles. Si se
considera el juego de unanimidad v = {7, con T € L, T # (), entonces:

1) v=T,
(2) Core(L,v) =conv{e;:1 € T} = B(L,v) = MB(L,v) = MBS (L,v),
(3) Weber(L,v) =conv{e; :1 € ex(T)},

(4) Core(L,v) = Weber(L,v) <= T =ex(T) <= 2T C L.
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Teorema 5.13 Sea v € (L) un juego simple sobre una geometria conveza

atomica. Si B (L,v) = Weber (L,v), entonces v es un juego de unanimidad.

Demostracién: Si v no es un juego de unanimidad, no es casisupermodu-
lar y entonces Weber (£,v) € Core (L, v). Sea k € U;_, ex (S;) \ j=; Sj» 0
equivalentemente e, € Weber (L£,v)\Core (L, v). Entonces, existe una coali-
cién ganadora minimal S;. € £ tal que k¥ ¢ S;-. Un jugador 7 € S;- puede
hacer una objecién contra el jugador k£ con respecto a e, usando la coalicion

Sj=. Se define y = (yk)kesj* por

1
= — sit € Sj.
yt ISJ* ! 7

Esté claro que y (S;+) = v (S;+) = 1, y > 0 para todo ¢ € S;-. Entonces,

el par (y,S;+) es una objecion de i contra k respecto a e, € Weber (L,v) =
B(L,v). No existe ninguna contraobjeciéon a esta objecién. En efecto, el
jugador k£ no puede hacer una contraobjecion usando R = {k} porque en
este caso, tendria que ser v ({k}) = 1 y entonces I (£,v) = Weber (L,v) =
B(L,v) y esto implica que v = ;.

Ademas, k no puede hacer una contraobjecion usando R € £ con |R| > 1
y tal que k£ € R, i ¢ R porque en este caso debe haber un vector z = (2;),c
tal que 2 (R) = v(R), 2 > y: > 0 para todot € RN Sj», z > 0 para
te R\ Sj», t#ky zx > 1 pero esto es imposible. a

Teorema 5.14 Sea v € Q (L) un juego simple sobre una geometria conveza
atdmica. Si Core(L,v) # 0 y MB(L,v) = Weber (L,v), entonces v es un
juego de unanimidad.

Demostracion: Siv no es un juego de unanimidad, entonces Weber (L, v) €
Core (L,v) y como Core (L,v) # 0, entonces Core (L,v) = MB(L,v). En
consecuencia Weber (L,v) # MB(L,v). O

Los reciprocos de los Teoremas 5.13 y 5.14 no son ciertos. Basta tomar
el juego v = (r, con T € L, T # { tal que 2T ¢ L, entonces Weber (L,v) C
B(L,v)y Weber (L,v) C MB(L,v).
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5.6 El valor de Shapley

En esta seccién se prueba que los tinicos juegos simples sobre geometrias
convexas atomicas, para los que el valor de Shapley es un vector del core son

los juegos de unanimidad.

Para un juego simple v € Q(L), donde £ es una geometria convexa
atomica, la expresion del valor del Shapley @ (v) € R" viene dada, para todo
t € N, por

c(S\i)c([S,N)) -
®; (v) = [v(S)—v(S\1%)],
I 2N iy

siendo W el conjunto de coaliciones ganadoras minimales del juego v.

Teorema 5.15 Sea v € Q (L) un juego simple sobre una geometria conveza
atomica. Entonces, el valor de Shapley ® (v) € Core (L, v) si y sdlo si v es

un juego de unanimidad.

Demostracion: Supoéngase que @ (v) € Core(L,v) = conv{e; :i € V},
entonces ®;(v) = 0 para todo ¢ € N\ V. Ademaés, la formula del valor de
Shapley implica que ®;(v) # 0 para todo i € U;zl ex (S;) . En orden a probar
que v es de unanimidad, se probara que v es casisupermodular. Si no fuese
asi, entonces Weber (£, v) Z Core (L,v) y existiria i € |J;_, ez (S;)\V. Para
este 4, se tendria ®;(v) = 0y ®;(v) # 0, pero esto es imposible.

El reciproco es evidente ya que ® (v) € Weber (£,v) y ademas, cuando v

es un juego casisupermodular sobre una geometria convexa, Weber (£,v) C
Core (L,v). O
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A.1 Algoritmo Selectope

Entrada: Lista L de coaliciones factibles en orden creciente de su cardinal

y lista V' de sus valores correspondientes.

Salida: Todos los selectores posibles con sus correspondientes selecciones.

Paso 0. Inicializacién: Sea N el nimero de jugadores, C' el nimero de
coaliciones y S el nimero de selectores posibles.

Sea L2 una lista igual a lista L incluyendo el 0 como ltimo elemento

de cada coalicion.

Paso 1. Calculo de dividendos: Se crea una lista D con los dividendos
de cada coalicion.

[ Desde i = 1 hasta C
Si el cardinal de L () =1
Afadir V (i) alalista D
Sino
dividendo =V ()
[ Desde j=1hastat—1
SiL(7)NL(j)= L)
dividendo = dividendo — D (j)
FinSi
| FinDesde
Anadir dividendo a la lista D
FinSi
| FinDesde

Paso 2. Proceso principal: Se crea una lista L3 conteniendo a los posi-
bles selectores y una lista M2 con las selecciones correspondientes.
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Desde ¢ = 1 hasta S
Louz = {}
Afadir a Laux primer jugador de cada coalicién de L2
Anadir Lauz a la lista L3
M1 = {}
[ Desde j =1 hasta N
acumulador = 0
[ Desde k = 1 hasta C
Si Lauz(k) =j
acumulador = acumulador + D(k)
FinSi
| FinDesde
Anadir acumulador a la lista M1
FinDesde
Afiadir M1 a la lista M2
Rotar a la izquierda ultima coalicién de L2
Si¢ < Sy el primer jugador de la altima coalicién de L2 =0

indice = C

[ Hacer mientras primer jugador de L2(7ndice) = 0
Rotar a la izquierda coalicion L2(indice)
indice = indice — 1

Rotar a la iquierda coalicion L2(indice)

| FinMientras
FinSi
FinDesde

Este algoritmo ha sido implementado con el programa de calculo simbolico
MATHEMATICA. A continuacion se puede observar un ejemplo de la salida
de resultados, donde la opcién 1 muestra todos los selectores posibles y sus
correspondientes selecciones y la opcién 2 muestra tinicamente las selecciones

no repetidas.
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coal := {{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,2,3}}
valores := {0,1,1,2,3,4}
Selectope[1,coal,valores]

(1,2, 3,2 3,1} —> {0, 2, 2}
(1,2, 3,2, 3,2} —> {0, 2, 2}
{1,2,3,2 3 3} —> {0,2,2}
{1,2,3,2,2 1} -> {0, 3, 1}
{1,2,3,22 2} > {0, 3,1}
{1,2,3,2 2 3 -> {0, 3,1}
{1,2,3,1,3, 1} -> {1, 1, 2}
{1,2,3,1,3 2} > {1, 1, 2}
{1,2,3,1,3,3 > {1, 1, 2}
10. {1,2,3,1,2, 1} —> {1, 2, 1}
11. {1,2,3, 1, 2,2} = {1, 2, 1}
12. {1,2,3,1, 2,3} = {1, 2,1}

© X NS e =

Selectope[2,coal,valores]
1. {0, 2, 2)
2. {0, 3, 1}
3. {1,1, 2}
4. {1,2,1)

A.2 Algoritmo Weber

Entrada: Lista L de coaliciones factibles en orden creciente de su cardinal
y lista de sus valores correspondientes.

Salida: Todas las cadenas maximales y sus correspondientes vectores de
contribucién marginal.
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Paso 0. Inicializacién: Sea N el numero de jugadores y C' el ntimero de
coaliciones. Sea L2 una lista cuyos elementos estan constituidos por
coaliciones, que representaran a cada una de las cadenas maximales.
Inicialmente, se parte de tantas cadenas como coaliciones unitarias ex-
istan.

Paso 1. Calcular cadenas maximales: Se afiaden a la lista L2 todas
las cadenas maximales posibles y se completan las iniciales.

[ Desde i = N + 1 hasta C
Lauz = {}
[ Desde j = 1 hasta tltima cadena de L2
Si altima coalicién de la cadena L2 (j) C L (4)
Afadir L (7) ala cadena L2(j)
Sino
Si longitud de la cadena L2(j) = cardinal de L(3) y
pentltima coalicién de la cadena L2 (j) C L (4)
Lauz2 = L2(j) — tltima coalicion de L2(j)
Afadir L(i) a la cadena Lauz2
Si Laux2 ¢ Laux
Anadir Lauz2 a Lauz
FinSi
FinSi
FinSi
FinDesde
Si Laugz #{}
Anadir Lauz a la lista L2
FinSi
| FinDesde

Paso 2: Calcular vectores de contribucién marginal: Se crea una
lista V' con los vectores de contribucién marginal correspondientes a
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las cadenas maximales de L2.

[ Desde 7 = 1 hasta tiltima cadena de L2

Lauz = {}
[ Desde j =1 hasta N
k=1
Hacer Mientras j ¢ a la coalicion k de L2(7)
k=k+1
FinMientras

Si cardinal de la coalicion & de L2(i) =1
Ailadir Valor de la coalicién £ a la lista Laux
Sino
Anadir Valor de la coalicién k£ — Valor
de la coalicién k£ — 1 a la lista Laux
FinSi
| FinDesde
Anadir Lauz a la lista V
| FinDesde

Se puede observar, en el siguiente ejemplo, la salida de resultados al
implementar este algoritmo con el programa MATHEMATICA. La opciéon 1
muestra todas las cadenas maximales de la geometria convexa considerada asi
como los vectores de contribucién marginal asociados; y la opcion 2 muestra
Unicamente los vectores no repetidos

coal := {{1},{2},{3},{4},{1,2},{1,3},{1,4},{1,2,3}.{1,2.4}.{1,2,3.4}}
val := {0,0,0,1,2,1,2,3,1,4}

Weber|1,coal,val]

1 {{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 4}} —> {0, 2, 1, 1}

2. {{2}, {1, 2}, {1, 2,3}, {1, 2, 3, 4}} —> {2, 0, 1, 1}

3. {{3}, {1, 3}, {1, 2,3}, {1, 2, 3, 4}} —> {1, 2, 0, 1}
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C{{4}, {1, 4}, {1, 2, 4}, {1, 2, 3, 4}} —> {1, -1, 3, 1}
C{{1), {1, 3}, {1, 2,3}, {1, 2,3, 4}} — {0, 2, 1, 1}

C{{1), {1, 4}, {1, 2, 4}, {1, 2, 3, 4}} —> {0, -1, 3, 2}
{1}, {1, 28 {1, 2,4}, {1, 2, 3, 4} — {0, 2, 3, -1}
{42}, {1, 28, {1, 2,4}, {1, 2, 3, 4} — {2, 0, 3, -1}

Weber[2,coal,val|
{0, -1, 3, 2}
. {0,2,1, 1}
{0, 2,3, -1}
{1,-1,3, 1}
. {1,2,0,1}
. {2,0, 1,1}
. {2,0,3,-1}

Qo ~ O Ot &~

=~ O Ot = W DN ==
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