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Introduccion

La moderna teoria geométrica y de bifurcaciones de sistemas dindmicos tiene
su origen en los trabajos de H. Poincaré al final del siglo XIX motivados, como
es bien conocido, por el estudio de problemas de mecdnica celeste.

Es menos conocido que las primeras aplicaciones de las ideas de Poincaré se
producen en el campo de la investigacién bésica en ingenieria, concretamente
en la teoria de circuitos eléctricos y de control. Citemos a este respecto el
descubrimiento por Van der Pol en los afnios 20 de la existencia de oscilaciones
periédicas automantenidas (concepto definido por Poincaré como ciclo limite)
en circuitos electrénicos con triodos, los resultados tedricos de Cartan y Lie-
nard que prueban dicha existencia y caracterizan su estabilidad y los trabajos
pioneros de Andronov y Pontriaguin y su escuela que extienden las ideas y
métodos de Poincaré y comienzan a introducirlos en el estudio de oscilaciones
de sistemas eléctricos, mecanicos y de control.

En el libro seminal de Andronov, Vitt y Khaikin “Teoria de Oscilaciones”
publicado en 1937 podemos encontrar abundantes ejemplos de tales aplicacio-
nes. En particular, hay que hacer notar el uso de funciones lineales a trozos
(continuas y discontinuas) en el modelado de las no linealidades presentes: ca-
racteristicas estaticas de los dispositivos electrénicos, mecdnicos y de control.

Hay pues una tradicién en el dmbito de la ingenierfa, que ha continuado
hasta nuestros dias, de considerar las funciones lineales a trozos como las apro-
ximaciones mas adecuadas a ciertos comportamientos no lineales: saturacion,
zona muerta, limitador de pendiente, etc. Por consiguiente, nos encontramos
con sistemas dindmicos lineales a trozos, cuyo estudio es de gran interés.



II Introduccion

En los sistemas lineales a trozos tenemos regiones del espacio de estado
donde la dindmica es puramente lineal y por tanto integrables explicitamente.
La dificultad surge cuando nos planteamos unir dichos flujos lineales a lo largo
de las fronteras comunes a las correspondientes regiones de comportamiento
lineal. En este punto, debemos senalar que la no diferenciabilidad de las fun-
ciones lineales a trozos impide usar, en principio, los resultados y técnicas de
la dindmica diferenciable y el analisis de la dindmica lineal a trozos estd lejos
de ser trivial.

Con referencia a los dispositivos electronicos, el conjunto de los sistemas
lineales a trozos que presentan un especial interés lo conforman aquellos que
poseen dos o tres variables de estado y dos o tres zonas de linealidad separadas
por variedades lineales paralelas.

Como ejemplos de tales sistemas podemos destacar el oscilador de Goodwin
(ver [38]) como sistema bizonal plano, el puente de Wien como sistema plano
con tres zonas, el circuito de Chua como sistema trizonal tridimensional y el
circuito de Colpitts como sistema tridimensional con dos zonas.

Como un primer paso para el andlisis de tales sistemas se procede a simpli-
ficar las ecuaciones de éstos para reducirlo a alguna forma candnica (es decir,
a la representacién mas sencilla en algin sentido). A este respecto cabe desta-
car, entre otros, los trabajos de Khalert, Chua y sus colaboradores (véanse por
ejemplo [32], [33] y [53]) en la obtencién de dichas formas candnicas utilizando
en ocasiones herramientas e ideas basicas de la teoria de control.

En relacién con lo anterior, Carmona, Freire, Ponce y Torres analizan
en [12]| distintas formas canénicas para sistemas con dos zonas y sistemas
simétricos con tres zonas, aplicando ideas propias de la teoria de control y
consiguiendo formas candnicas en las que la no linealidad del sistema se ma-
nifiesta en una sola de sus ecuaciones.

El andlisis del comportamiento dindmico de los sistemas se realiza con
frecuencia definiendo una adecuada aplicacién de Poincaré. Para los sistemas
lineales a trozos, esta definicién implica cominmente la composicién de diferen-

tes aplicaciones de transicién o semiaplicaciones de Poincaré (ver [5]). Khalert
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pone de manifiesto en diferentes trabajos (ver [34] y [35]) algunas propiedades
analiticas de estas semiaplicaciones y evidencia el complejo comportamiento

de éstas.

En particular, las semiaplicaciones de Poincaré asociadas a sistemas planos
bizonales y trizonales con simetria han sido analizadas por Freire, Ponce, Ro-
drigo y Torres (ver [22] y [23]), llegando a encontrar parametrizaciones de tales
semiaplicaciones, lo que les permite describir las bifurcaciones que presentan
estos sistemas y dar resultados sobre la existencia y estabilidad de ciclos limite,
homoclinas y heteroclinas.

Los trabajos anteriormente citados, entre otros, muestran que los siste-
mas lineales a trozos presentan una dindmica de gran riqueza, incluyendo la
existencia de comportamiento cadtico como se pone de manifiesto en la gran
cantidad de publicaciones sobre el circuito de Chua como ejemplo de sistema
trizonal y el oscilador de Colpitts como ejemplo de sistema bizonal. La varie-
dad de comportamiento exhibido para los sistemas lineales a trozos nos lleva a
pensar que estos sistemas son capaces de reproducir los fenémenos dinamicos

que cabe esperar de un sistema dindmico general.

En este trabajo nos hemos centrado principalmente en sistemas bizonales
y hemos realizado cierta incursién en los sistemas planos trizonales con sime-
tria. Concretamente, una gran parte de la memoria se dedica al andlisis de la
dindmica de un sistema tridimensional continuo lineal a trozos bizonal cuyas

matrices poseen un par de autovalores complejos conjugados.

Esta tesis se encuentra dividida en cinco capitulos. El primero de ellos
estudia las formas canénicas de los sistemas n—dimensionales con dos zonas
cuya frontera esté definida por un hiperplano, es decir, se centra en la bisqueda
de sistemas equivalentes al dado (mediante cambios exclusivamente lineales)
con un menor numero de pardmetros y que resulten mdés ficiles de analizar.
Mediante traslaciones y rotaciones podemos conseguir que el hiperplano de
separacién pase por el origen y sea ortogonal a una de las variables de estado.
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Las primeras formas canénicas presentadas dependen de la diferencia de las
trazas de las dos matrices del sistema. Cuando ambas matrices poseen trazas
distintas conseguimos que la no linealidad del sistema aparezca tdnica y exclu-
sivamente en la ecuacién que describe la dinamica de la variable ortogonal al
hiperplano de separacién, llegando a la forma candnica que hemos denominado
de Van der Pol generalizada. Si las trazas son iguales, la forma candnica que
se obtiene se denomina de Duffing generalizada y estd caracterizada por tener
la no linealidad sélo en una de las ecuaciones que describe la dindmica de una
variable no ortogonal al hiperplano de separacién.

Para la obtencién de otras forma candnicas hemos recurrido a nociones
bésicas de teoria de control. Si el sistema homogéneo asociado a un sistema
bizonal es no observable, entonces el sistema puede ser parcialmente descom-
puesto, con lo que el problema inicial resulta ser de menor dimensién. Por el
contrario, si el sistema es observable, entonces éste puede ser transformado en
en la forma canénica de Lienard generalizada.

Si un sistema observable es no controlable, entonces las matrices que defi-
nen al sistema deben compartir algiin autovalor. En este caso, los autovalores
compartidos serdn usados para seguir con el proceso de simplificacién del sis-
tema.

En la tltima seccién del Capitulo 1 se particularizan las formas candnicas
obtenidas en las anteriores secciones a los sistemas con dos zonas y dos o tres
dimensiones.

El segundo capitulo lo hemos dedicado al anélisis de las semiapliaciones de
Poincaré. En él definimos rigurosamente, para sistemas continuos y diferen-
ciables a trozos, las semiaplicaciones de Poincaré y la aplicacién de Poincaré
como composicién de éstas. Analizamos las derivadas de estas aplicaciones
prestando especial atencién en el caso bidimensional. También observamos
que algunas propiedades de la aplicacién de Poincaré para sistemas diferencia-
bles pueden extrapolarse a los sistemas continuos y diferenciables a trozos. En
particular, la derivada de la aplicacién de Poincaré para sistemas planos conti-



Introduccion \Y%

nuos y diferenciables a trozos adquiere la forma ya conocida para los sistemas
diferenciables en todo el plano.

En el tercer capitulo nos centramos en los sistemas planos bizonales y tri-
zonales con simetria. El eje principal del capitulo es el estudio de la existencia
de soluciones periddicas en tales sistemas, la aparicién o desaparicién de éstas
y sus estabilidades. Una parte del capitulo estd dedicada al estudio de las
conexiones homoclinas y heteroclinas y la posible aparicién (o desaparicion)
de 4rbitas peridédicas a partir de éstas.

Para el anélisis de las 6rbitas periddicas v los lazos separatrices generaliza-
mos la teoria de Melnikov a los sistemas planos continuos y diferenciables a tro-
zos. Esta generalizacion se aplicard a sistemas bizonales y trizonales simétricos
obtenidos como perturbacién de sistemas que poseen una banda continua de
érbitas periddicas y, eventualmente, lazos separatrices y estan caracterizados
por el hecho de que sus matrices poseen trazas nulas.

La aplicacién de la teoria de Melnikov a los sistemas anteriores nos permi-
tird obtener resultados de existencia y estabilidad de soluciones periddicas y de
lazos homoclinos, asi como la determinacién de sus bifurcaciones. No obstante,
los resultados obtenidos son locales, en el sentido de que son validos si las tra-
zas de las matrices que definen al sistema son suficientemente pequenas. Por
otra parte, estos resultados han sido probados (no de forma local) por otros
autores analizando de forma exhaustiva las semiaplicaciones de Poincaré. Este
analisis, en alguno de los casos, no permite determinar la hiperbolicidad de los
ciclos limite encontrados, lo que si se consigue aplicando la teoria de Melnikov.

Los sistemas bizonales homogéneos se estudian en el Capitulo 4. La homo-
geneidad del sistema nos permite deducir que éste no posee érbitas periddicas
aisladas y que las semiaplicaciones y aplicacién de Poincaré transforman se-
mirrectas contenidas en el hiperplano de separacién que pasan por el origen en
semirrectas contenidas en el hiperplano de separacién que pasan por el origen.
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Si una de estas semirrectas es invariante para la aplicacion de Poincaré, enton-
ces el sistema homogéneo posee, con la accién del flujo sobre dicha semirrecta,

un cono invariante bizonal.

El estudio de tales superficies invariantes es el objetivo central del cuar-
to capitulo. A partir del andlisis que se lleva a cabo sobre la existencia y
estabilidad de conos invariantes, es posible determinar algunos resultados de
estabilidad asintética del origen para los sistemas bizonales homogéneos.

La propiedad de homogeneidad permite trasladar la bisqueda de conos in-
variantes a la btisqueda de érbitas periddicas en cierto sistema continuo cibico
a trozos definido en la esfera unidad de R™. La estabilidad de los puntos de
equilibrio de dicho sistema cubico a trozos nos conducird, aplicando el Teo-
rema de Poincaré-Bendixon sobre superficies cerradas bidimensionales, a un
primer resultado de existencia de conos invariantes en el caso tridimensional
y podremos determinar la estabilidad del origen cuando el sistema carece de

conos invariantes.

Para obtener nuevos resultados de existencia de conos invariantes para un
sistema, tridimensional observable transformamos éste a su forma generalizada
de Lienard. Con esta forma candnica es posible determinar paramétricamente
el comportamiento de las semiaplicaciones de Poincaré y ofrecer diferentes
resultados de existencia, unicidad y estabilidad de conos invariantes.

Las bifurcaciones que puede presentar el sistema en cuanto a la existencia
de conos invariantes pueden ser variadas (bifurcaciones silla-nodo, transcriticas
y Hopf-centro). Hemos realizado un estudio completo de tales bifurcaciones
cuando las matrices del sistema poseen un par de autovalores complejos con-
jugados y comparten el autovalor real.

Por 1ltimo, el andlisis sobre los conos invariantes para cierto sistema tridi-
mensional permite analizar la existencia, unicidad, estabilidad e hiperbolicidad
de las soluciones periddicas en un sistema bizonal plano no homogéneo y detec-
tar la bifurcacién de Hopf en el infinito que puede presentar el sistema plano.
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El quinto capitulo de la memoria analiza los sistemas bizonales tridimen-
sionales no observables o no controlables. Para los sistemas no observables se
comprueba que la dindmica de éstos se rige por la de sistemas lineales a trozos
unidimensionales o bidimensionales. Cuando el estudio se reduce a un sistema
bidimensional y éste posee un ciclo limite, entonces el sistema tridimensional
tiene un cilindro invariante y sobre él aparece una 6rbita periddica.

Cuando el sistema es observable y no controlable sabemos, del andlisis efec-
tuado en el Capitulo 1, que las matrices que rigen al sistema deben compartir
algtin autovalor. Sicomparten un Unico autovalor real, el analisis del sistema se
reduce al estudio de ciertos sistemas bizonales planos. Si, por el contrario, las
matrices comparten un par de autovalores complejos conjugados con parte real
nula, entonces la dindmica del sistema tridimensional puede analizarse a través
de una ecuacién unidimensional no auténoma 2m—periddica, a la que dedica-
remos la mayor parte del Capitulo 5. Determinamos que todas sus soluciones
periédicas deben tener periodo 27, lo que nos permite definir una aplicacion de
Poincaré asociada, cuyo andlisis andlisis exhaustivo nos conducird al completo
estudio de la dindmica en la ecuacién unidimensional.

El anterior an4lisis trasladado al sistema tridimensional no controlable nos
da una informacién completa de su dindmica y bifurcaciones: en el sistema
puede aparecer un continuo de drbitas periédicas que, dependiendo del valor
de los pardmetros, permanecerd acotado o no.

En la dltima seccién del Capitulo 5 recogemos mediante, algunas simula-
ciones numdéricas, el comportamiento dindmico de un sistema proximo a uno
no controlable cuyas matrices comparten un par de autovalores complejos con-
jugados con parte real nula. A la luz de las simulaciones realizadas podemos
evidenciar la complejidad dindmica que pueden presentarse en los sistemas
lineales a trozos tridimensionales y bizonales.



Capitulo 1

Formas canonicas

Este capitulo se dedica a la obtencién de formas candnicas para los sistemas
lineales a trozos en dos zonas, es decir, se presentan procedimientos para deter-
minar sistemas equivalentes al inicial (obtenidos por cambios exclusivamente
lineales) con menor nimero de pardmetros y que por consiguiente resultan mas

simples y al mismo tiempo recogen todo su comportamiento dindmico.

Las formas canénicas se obtienen analizando distintas propiedades de las
matrices que rigen a estos sistemas. En particular, se consideraran los sistemas
lineales a trozos en dos zonas escritos en forma de control y se utilizaran los
conceptos de observabilidad y controlabilidad de la teorfa cldsica de control

para obtener determinadas formas candnicas.

Finalmente, pondremos de manifiesto cémo las formas candnicas encontra-
das recogen aspectos dindmicos significativos, como la existencia de variedades
invariantes y de comportamiento oscilatorio, caracteristicas que se estudiaran
con mas detalle en capitulos posteriores.

Los principales resultados de este capitulo, con algunas aplicaciones a sis-
temas electrénicos, apareceran publicados en [12]: V. Carmona, E. Freire, E.
Ponce, and F.Torres, On Simplifying and Classifying Piecewise Linear Sys-
tems, IEEE Trans. Circuits Syst.



2 Capitulo 1. Formas candnicas

1.1 Definiciéon y primeras propiedades

En esta primera seccién definiremos los tipos de sistemas que consideraremos
en el resto de la memoria y dejaremos sentadas las bases de la notacién que se
empleard en todo el trabajo.

Nuestro objetivo es estudiar los sistemas dindmicos continuos lineales a
trozos bizonales, donde la superficie de separacion es un hiperplano del espacio
euclideo n—-dimensional R*. En todo lo que sigue, & denotara la derivada de z
respecto de la variable independiente, M, ,(R) es el conjunto de las matrices
de orden p X g con elementos en el cuerpo de los nimero reales R, M,(R)
designa al conjunto de las matrices cuadradas de orden p con elementos en
R. Mediante I, denotaremos la matriz identidad de orden p, por 6 (u O)
la matriz nula de orden conveniente, la traza de la matriz M € M,(R) se
denotaré por tr(M), el rango de M por rg(M), det(M) serd su determinante,
pu(A) = det(M — AI,) el polinomio caracteristico de M, (-,-) el producto

escalar usual de R" y || || la norma euclidea asociada el producto escalar usual
de R™.

En determinados casos representaremos las filas y columnas de una ma-
triz como vectores. Asi, si si,8,,...,5, son 7 vectores de R¥. escribiendo
(s1|sa|...|sr) estamos denotando la matriz de orden k£ x r formada por los
vectores s; escritos por columnas. Por otro lado, la traspuesta de la matriz

31
52

anterior serd | —

—_—

S
Ademsds, nos interesard denotar a las matrices cuadradas reales M de orden
p siguiendo la estructura por bloques

M
M = 1 | Mo , (1.1)
Moy | M2

donde 1 < r < p, My; € MT(R),Mlz € er(p_r)(R),]\/.[gl S M(p_,-)x,-(R) y
M35 es una matriz cuadrada de orden p — r.
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La base canénica de R? se denotard {ef,€},...,eb} , si el espacio de trabajo
estd claramente determinado se suprimirdn los superindices.
Con estas notaciones estamos en condiciones de definir la clase de sistemas

a estudiar.

Definicién 1.1 Decimos que la ecuacién diferencial auténoma
T = F(z), (1.2)

con x = (T1,T2,...,Zn)" € R* define un sistema dindmico continuo lineal a
trozos bizonal en R™ si existen ai,a2,v € R*, con v # 0, Ay, A2 € M,(R) y
6 € R tales que

Air+a st (z,v)+6<0,

1. F(z) =
Asx +ay si (z,v)+0d>0.

2, Ajz+a; = Ayx +a, cuando (z,v)+6=0.

En lo sucesivo el conjunto de los sistemas dinamicos que satisfacen la De-

finicién 1.1 se denotard por 2CPL,.

Veremos que, mediante una traslacién y una simetria, el hiperplano de
separacién I1 = {z = (z1,Zs,...,2,)"! € R" : (z,v) +§ = 0} se puede transfor-
mar en el hiperplano de ecuacién z; = 0. M4s ain, la continuidad del campo
vectorial implica a; = as y la coincidencia de las n — 1 ultimas columnas de

las matrices que definen al sistema:

Proposicién 1.2 Cualquier sistema dindmico lineal a trozos bizonal continuo
puede escribirse en la forma
A"z +a si 21 <0,
T=F(z)= (1.3)
Atz +a si z; >0.
donde a € R* y las matrices AT, A~ € M,(R) satisfacen la relacién

(A-)ijz(A+)ij Vi=1,2...,n, \7’]=2,,n
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Demostracion. Consideremos la matriz de Householder H que verifica la con-
dicién Hv = (||v]|,0,...,0)t € R*. El cambio de variable y = H (z + v/||v]|?)
nos permite escribir (1.2) en la forma

HAHy + H (a; — Adv/||v]]?) si y <0,
HAHy + H (ay — Aydv/||v]|?) si y > 0.
De la continuidad del campo vectorial se deducen, por un lado la coinci-

dencia de las n — 1 ultimas columnas de las matrices HA\H y HAyH y, por
otro lado, la igualdad

H (a1 — Avdv/|[o]2) = H (ag — Asbv/||v]?) .

Tomando A~ = HAH, AT = HAyH y a = H (a, — Adv/||v||?), conclui-
mos la demostracién renombrando la variable y por z. =

Notemos que la igualdad de las n — 1 dltimas columnas de las matrices A™
y A~ puede escribirse como

AY — A7 = (AT — A7)esel.

En las ecuaciones diferenciales definidas a trozos pueden no verificarse las
propiedades de existencia y unicidad de soluciones del problema de valores
iniciales asociado (ver [36]). La siguiente proposicién nos revela que para los
sistemas dindmicos de la clase 2CPL, la existencia y unicidad de soluciones
estd garantizada.

Proposicion 1.3 El problema de valores iniciales

t = F(x),
(1.4)
z(0) = o,
con F dada en la Definicion 1.1 y xy € R™ posee una unica solucidn, que
ademds estd definida en toda la recta real.
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Demostracién. Para probar esta proposicion es suficiente demostrar que la
funcién F es globalmente lipschitziana en R* (véase {19]).

Debido a la Proposicién 1.2, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que el campo vectorial F' es de la forma indicada en (1.3).

Consideremos la norma matricial subordinada a la norma euclidea de R".
Para z,y € R" tendremos las siguientes posibilidades:

(a) Siz; >0ey; >0, entonces

|F(z) = Fy)ll = |ATz — ATyl < |47 - llz = yll.

(b) Siz; <0ey <0, entonces

1F(z) = F)l = |47z = A7yl < JA7I - flz = yll.

(c) Siz; > 0ey; <0, tomemos

n
z= (z—-9)+v,
Y1 — T

entonces z; = 0 y de la continuidad del campo F' se tiene que

|F(@) = Fll = [[F(z) - F(z) + F(z) - Fy)ll <
< F(z) = F)l +1F(2) = Fy)ll =
= [|ATz - A%2|| + [[A7z - ATyl <
< ATz =2l + 147 -z =yl <

< (1A +1A7 - llz =yl
Por tanto,
|F(z) - F(y)ll < Kllz -yl Vz,y e R,

donde K = ||A*|| + ||A”||. Es decir, F es globalmente lipschitziana en R",
luego el problema de valores iniciales (1.4) posee una tnica solucién definida
en toda la recta real. ]
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La expresién (1.3) puede ser considerada como una primera forma canénica
para los sistemas 2CPL,. En las siguientes secciones estudiaremos las carac-
teristicas de las matrices AT y A~ y obtendremos formas canoénicas mas simples
del sistema (1.3).

1.2 Primeras reducciones: Formas candnicas
de Van der Pol y Duffing

Para las reducciones que pretendemos presentar en esta seccidon nos resultard
util el simbolo 57 para denotar los superindices + o —. Usando esta notacion,
mediante AV podemos representar a las matrices AT y A~ y considerando las
matrices estructuradas por bloques, el sistema (1.3) se podra expresar como

(1.5)

v A z+4+a st ;<0
a A 1S4,
j::AVa:—l—az( 1L 12>x+a=

7 .
Ag) | Az Atz 4+a si ;> 0,

donde af;] € R, 45, € M(n-1)x1(R), A1z € Mix(n-1)(R) y A2 es una matriz
cuadrada de orden n — 1.

Notemos que si A;p = 6, entonces la primera ecuacién de (1.5) esta “desa-
coplada”; en ella sélo interviene la primera variable. Sustituyendo la solucién
de la primera ecuacién en las restantes n—1 ecuaciones se obtiene un problema

lineal a trozos de dimensién menor. Seguidamente consideramos la reduccién
del sistema (1.5) cuando A5 # 6.

Proposicién 1.4 Si el sistema (1.5) verifica Ay # 0, entonces existe un
cambio lineal de variables que transforma el sistema (1.5) en

0
ay, | —et by
=By +b= 1 : + : 1.6
] y (BZ K 2 (1.6)
bn

donde e; es el 1-ésimo vector de la base candnica de R*!.
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Demostracién. El cambio de variable

e

donde d € M@u-1)x1(R) y P € M,_1(R) es regular, deja invariante al hiper-
plano de ecuacién z; = 0 y transforma (1.5) en

Algp—ld +a
v -1

. a A12P as
y = llv ] —1 y + -1 . : (18)

PAY, | PAnP PApP ld+P|

Gn
Tomando una matriz P regular cuya i—ésima fila sea p; = —A;2 tenemos
APt = —¢!, y eligiendo la i—ésima componente de d como d; = —ay, se
deduce que A3 P~ 'd + a; = 0. =

Nétese que el cambio (1.7) no modifica el primer coeficiente ay; de las
matrices AV de (1.5) y que la primera ecuacién de (1.6) es homogénea.

La siguiente proposicién traslada el cardcter “no lineal” del sistema (1.5)
a su primera ecuacién. Nos serd de gran ayuda en lo sucesivo tener en cuenta
que tr(AT) — tr(A”) = af; — afy.

Proposicién 1.5 Si el sistema (1.5) verifica que tr(47) # tr(A™), entonces

eziste un cambio lineal de variables que transforma (1.5) en

a,

bV 44.12 b2
y=BYy+b=|—=2 v+ | |- (1.9)

( 321 B22 :

b,

Demostracidn: El cambio de variable

1 ¢
y=Pz=<P I )m (1.10)
21 | dn—1
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donde P,; € M(n_l)xl(R), deja invariante al hiperplano r; = 0 y transforma
el sistema (1.5) en

y = BVy + Pa, (1.11)
a1v1P21 + A2v1 — Py1 Ao Py — APy i PyiAg + Ay

Las matrices BY tendrdn iguales las n — 1 dltimas componentes de la pri-
mera columna cuando

aﬁPgl—i-A'{l =a1"1P21 +A2—1 (112)

Como aj; — aj; = tr(A*) — tr(A7) # 0, podemos elegir
1
Py = ———— (A5, - A5
21 o = ‘11—1( 21 21);
que satisface la condicién (1.12). Con esta eleccién el sistema (1.5) se escribe
en la forma (1.9) poniendo b = Pa. u

Notemos que el cambio (1.10) deja invariante al bloque 41, de las matrices
que definen al sistema (1.3) y no modifica el término independiente de la
primera ecuacién de tal sistema.

Considerando una tras otra las proposiciones 1.4 y 1.5 se obtienen nuevas
reducciones en el sistema (1.5).

Teorema 1.6 Si (1.5) verifica A1z # 8 y tr{A*) # tr(47), entonces exis-
te un cambio lineal de variables que transforma el sistema (1.5) a la forma
generalizada de Van der Pol

0
Vo —et c
3=C 4e= |1 T&% ), 4 ,2 , (1.13)
Ca | Co :
Cn

donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de R*™! y Cy; es o bien nulo
o bien multiplo de algin vector candnico de R*1.
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Demostracién. Aplicando sucesivamente las Proposiciones 1.4 y 1.5 podemos
transformar el sistema (1.5) en

0
bY | —et by
= BYy+b= 11 : + . 1.14
Y Y ( B, Ba Y ; (1.14)
bn

El cambio de variable adicional

R

donde d € M,_1)x1(R) y P € M,_1(R) es regular, transforma (1.14) en

—elP~d
bY, | —etP! b
PR | 2+ : . (1.16)
PBy | PBpP! PByuP 'd+P| :
bn
Tomando una matriz regular P cuya i—ésima fila sea p; = e! tenemos

e!P~! = ¢! y eligiendo d ortogonal a e; se obtiene e!P~'d = 0.

Si By; = 0, obtenemos PBy; = 0 para cualquier matriz P.

Si (e;, Ba1) = p # 0, elijamos los vectores py,...,Di-1,Di41,- - > Pn—1 fOI-
mando una base del subespacio ortogonal al vector Bs;, entonces tomando
P como la matriz cuyas filas son pi,...,pi—1, €, Pis1, ..., Pn—1 e deduce la
igualdad PBg; = pe;.

Si {e;, By,) = 0, con Bs; # 0, prolonguemos el conjunto {e;} a una base del
subespacio ortogonal al vector By;. Afiadiendo a esta base el vector de Rr!
w = ||Ba1|| 2B conseguimos ampliar este conjunto a una base del espacio
R*~!. Con estos n — 1 vectores formamos una matriz P cuya fila i—ésima es e}
y cuya k—ésima fila (k # i) es w. Entonces, PBy; = e, donde ey es el k—€simo
vector de la base canénica de R*!. N
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Nota 1.7 Obsérvese que las elecciones realizadas sobre la matriz P y el vector
d en el cambio (1.15) hacen que la primera ecuacién del sistema (1.13) sea
homogénea y que en ella sélo intervengan dos variables, una de las cuales es
la primera. Ademds, la primera variable interviene tinicamente en la primera
ecuacién y, a lo sumo, en otra maés.

Nota 1.8 La denominacién de forma generalizada de Van der Pol para la
forma candnica (1.13) tiene su origen en los sistemas planos. Si el sistema (1.13)
es bidimensional tenemos

i‘l = f(xl) — T,
(1.17)
Ty = C1%1 + C2T2 + Co,

donde
chr1 stz <0,

f(z1) =

chry si x>0

Cuando ¢y = ¢, = 0y ¢z = 1, el sistema (1.17) se reduce a la ecuacién
escalar

Zy — f(22) + ca122 = 0,

que constituye un caso particular de la ecuacién de Van der Pol con un término
“disipativo” lineal a trozos.

Debemos destacar que la forma candénica de Van der Pol para los sistemas
continuos bidimensionales lineales a trozos con dos zonas (2CPL,) ha sido
ampliamente estudiada en [22], donde se recoge el conjunto de bifurcaciones
de los sistemas 2CPL; que pueden poseer un ciclo limite (ver también [47]).

Cuando las trazas de las matrices A* y A~ coinciden podemos obtener
formas canénicas similares a las recogidas en las proposiciones anteriores.
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Proposicién 1.9 Si (1.5) verifica tr(AT) = tr(A™), entonces eziste un cambio

lineal de variables que transforma (1.5) en

) D u+d st u <0,
i = (1.18)

Dtu+d si u >0,
con (D—)ij = (D+)ij V(27]) 7é (2a 1)

Demostracion. Si A¥ = A~, entonces el resultado es inmediato. Si A" # A~
y tr(A*) = tr(A™), entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que
(A*),, # (A7), pues en caso contrario, existiria un valor i € {3,...,n}
de forma que (A%);; # (A7) e intercambiando las variables z; y z2 entre
si conseguirfamos que las matrices que definen al sistema a ambos lados del
hiperplano de separacién se diferencien al menos en el primer coeficiente de la
segunda fila.
Utilizando la notacién por bloques podemos escribir (1.5) en la forma

ain a2 | Az
T = a§71 Qg2 A23 r+a, (119)

Af A ‘ Aszs

donde a;1,a12,a5,a22 € R, AY, Az2 € Mn_9)x1(R), Ass € Mp_o(R) v
Az, Azs € Mixn-2)(R).
Realicemos en (1.5) el cambio de variable

1 0 7 0
u=| v ulo |o+|a |, (1.20)
P P | Py d

donde v,d; € R, u € R\ {0}, P31, Py € M(n-2)x1(R), d € R*? y P33 es una
matriz regular de orden n — 2.

Con estas notaciones, eligiendo

Py = —————Py3(43, — 43) (1.21)
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y tras unos calculos directos obtenemos el resultado. |

Noétese que si el sistema (1.19) verifica (a1, A13) = (0,8), entonces el pro-
blema lineal a trozos, como se indicé anteriormente, es de menor dimensidn.
Si las matrices AT y A~ poseen trazas iguales y (a2, A13) es no nulo, siguiendo
razonamientos analogos a los realizados en las pruebas de la Proposicién 1.5 y
el Teorema 1.6, puede obtenerse el siguiente resultado.

Teorema 1.10 Si el sistema (1.5) verifica Ao # 0 y tr(A7) = tr(A™), en-
tonces existe un cambio lineal de variables que transforma (1.5) a la forma
generalizada de Duffing

0

0 b12 BlB b

. 2
u = b‘zvl b22 ng U+ . . (122)

By By | Bs .

Ademds, st Aja = (a12, A13), con Az # 6 € R"2, entonces el cambio puede
elegirse de forma que B3 = —et, siendo e; el i-ésimo vector candnico de R*~2.

Notemos que el Teorema 1.10 nos indica las condiciones en las que podemos
trasladar el cardcter “no lineal” del sistema (1.5) tnica y exclusivamente a su
segunda ecuacién, al mismo tiempo que anulamos algunos de sus coeficientes.

Cambios de variables adicionales permitirdn anular otros elementos de las
matrices que rigen a (1.22). No obstante, la casuistica es elevada y evitaremos
los detalles, pues no haremos uso de tales simplificaciones.

Nota 1.11 La denominacién de forma generalizada de Duffing para la forma
candnica (1.22) tiene su origen en los sistemas bidimensionales. Si el siste-
ma (1.22) es plano podemos escribir

T = bia%o,
(1.23)
i‘z = g(ﬂ')1) + b22$2 + bz,
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donde
bz, stz L0,
g(z,) =
bg-ll'l s1 ry > 0.

Cuando by, = 1, el sistema (1.23) se reduce a la ecuacién de Duffing
Ty = boady — (g(z1) + b2) =0,

con un término recuperador lineal a trozos.

1.3 Sistemas Observables

En esta seccién consideraremos los sistemas homogéneos de la clase 2CPL,
escritos en forma de sistemas de control. Estudiaremos la reduccién de los
sistemas 2CPL,, a la luz de los conceptos de observabilidad y controlabilidad, es
decir, usaremos algunas propiedades caracteristicas de los sistemas controlables
u observables con objeto de simplificar las ecuaciones de los sistemas 2CPL,,.
Las definiciones y algunos de los resultados que se presentan y hacen referencia
a los sistemas de control en forma general pueden encontrarse en los textos [8]
y [13] y en el trabajo de Chai Wah Wu y Leon O. Chua [53].

Si en (1.5) hacemos a = 0, obtenemos su sistema homogéneo asociado

A x st x; <0,
i = (1.24)
Atz si z; >0,
que puede escribirse en la forma

T=A"z+bm((z,e1)), : (1.25)

0 si u<0,
donde b= (AT —A7)ey vy nlu)=
uw si ou>0.

Noétese que (1.5) puede escribirse, usando (1.25), en la forma

z=A"z+b((z,e1)) +a. (1.26)
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A partir de estas observaciones se puede considerar (1.24) como un sistema
lineal de control que de forma general se escribe como

z(t) = Az(t) + Bu,
u = (y) (1.27)
y(t) = Cz(t),

siendo A, B, C matrices constantes de 6rdenes convenientes, z(t) € R” y donde

denominaremos a u € R* ley de control o simplemente control, mientras que
y(t) € R™ es la funcién de salida.

1.3.1 Observabilidad y controlabilidad. Primeras Pro-
piedades

A continuacién establecemos los conceptos de observabilidad y controlabili-

dad de los sistemas de control para particularizarlos después al estudio de los
sistemas 2CPL,, (ver [8] y [13]).

Definicién 1.12 Decimos que el sistema (1.27) es controlable en el intervalo
[to, t1], con t; > to, si para todo xo,z1 € R™, existe una ley de control u(t) y
una solucidn z(t) de (1.27) con x(ty) = zo y x(t1) = ;.

Definicién 1.13 Diremos que el sistema (1.27) es observable en el intervalo
[to, t1], con t; > to, si para todo zo € R* eziste una funcién v(t) € RP y una
solucion z(t) de (1.27) de manera que

() = /t (v (s), u(s))ds.

o]

En otras palabras, un sistema es controlable en un intervalo temporal si
dados dos estados arbitrarios zp,z; € R", existe una ley de control que per-
mite transferir el sistema desde zp a z; en dicho intervalo temporal. De la
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misma manera, el sistema se dird observable en un intervalo temporal si el
conocimiento de una determinada combinacién de la variable de salida nos

determina las variables de estado z;(t), 1 < i < n.

Ahora, recordamos criterios algebraicos cldsicos que caracterizan la contro-
labilidad vy observabilidad de los sistemas de control con matrices constantes
(ver [8]).

Proposicién 1.14 El sistema (1.27) es controlable si y solo si la matriz
C=<B|AB]A2Bl~~|A"“1B), (1.28)
que se denomina matriz de controlabilidad, verifica rg(C) = n.

Proposicién 1.15 El sistema (1.27) es observable si y sdlo st la matriz

Ct
CtA
0= ctar |, (1.29)

CtAn-!
que se denomina matriz de observabilidad, verifica rg(O) = n.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores se obtiene la siguiente propie-
dad de dualidad (ver [8]).

Proposicién 1.16 El sistema (1.27) es controlable (respectivamente, obser-

vable) si y solo si el sistema dual
i = Atz(t) + Clu,
u = ¢(y)
y(t) = B'z(t),

es observable (respectivamente, controlable).
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En la siguiente proposicién se establece que los cambios de variables lineales
no modifican las condiciones de observabilidad y controlabilidad del sistema
(1.27) (vedse [8]).

Proposicién 1.17 Si el sistema (1.27) se transforma mediante un cambio
lineal de variable en el sistema

#(t) = Az(t) + Bu,
u = p(w) (1.30)
w(t) = Cz(t),

entonces, los rangos de las matrices de observabilidad (respectivamente, con-
trolabilidad) de los sistemas (1.27) y (1.30) son los mismos.

Cuando C es el primer vector de la base canénica de R* podemos enunciar
el siguiente resultado, que usaremos més adelante, y que también caracteriza
la observabilidad del sistema.

Proposicién 1.18 Consideremos el sistema (1.27) con C = €} y escribamos

ain | A . ,
A= ( , con ayyp € R y Ao, Agy, Aag matrices de drdenes conve-

Aar | Az
nientes, entonces (1.27) es observable si y sélo si
Az
ArpAg
rg| | =n—-1.
A AL

Demostracién. Como C = €t la matriz de observabilidad podemos escribirla,

t
e )

et A
0 P et1A2 == 1 0
. 021 022 ’

ey

en la forma
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luego la matriz O posee rango completo si y sélo si rg(Og) =n — 1.
Por otra parte, observamos que

i
elA

et A2 9
Opp = | ——— ( ) . (1.31)
. In—l

et Ant

Seguidamente, mediante el principio de induccién, probaremos que las filas
de la matriz Oy, son de la forma

0 k-1 .
etlAk ( T > = ZaikAlgA‘QQ Yk > ]., (132)
n—1 1=0

donde o € Rparai=0,1,...,k—1y ag_14 =1 para k > 1.

e Si k=1, se tiene que

A A
et a1y ' 12 0 = (119) 12 ) _ Ay,
An | An ) \ Lo Ay

es decir, e A (

> = a01A12, con G = 1.

n—1

e Supuesto el resultado cierto para k£ y denotando la primera componente
del vector e A*¥ por cyx, obtenemos

€§Ak+1 <—I—6——-> = eiAkA(
n-—1
k—
AIQ
= wA1A =
(s 22

k-1
= cidie + (Z aikA12A§2> Ay =

i=0

k
— i
= E ai,k+1A12A22,

1=0
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siendo g i+1 = Clk Y O4k+1 = Qi1 Para ¢ = 1,2...,k, en particular,
Qg p+1 = Q-1 = 1, luego se satisface (1.32).

A partir de (1.31) y (1.32) obtenemos que

1 0 ... 0 A
Qo2 1 ... 0 14121422
Op = : : S : ’
Qon-1 O1p-1 ... 1 ApAL?

de donde, rg (O) = n — 1 si y sélo si

A
A9 Ao
rg | —— | =n -1,
A An—2
124322
con lo que termina la demostracién. [ ]

1.3.2 Forma canénica de Lienard

De forma natural, puede extenderse los conceptos de observabilidad y con-
trolabilidad al sistema lineal a trozos no homogéneo (1.5) estableciendo que
tal sistema es observable (resp. controlable) si su sistema homogéneo asocia-
do (1.24) es observable (resp. controlable).

A continuacién establecemos una forma canénica para el sistema (1.5) bajo
el supuesto de observabilidad.

Teorema 1.19 FEI sistema (1.5) es observable si y sélo st existe un cambio
lineal de variables que lo transforma en la forma generalizada de Lienard

M-y+a si y; <0,
jg=My+a= . (1.33)
Mty+a si y >0,
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donde
5 10 0
5 0 1 0
MY = N (1.34)
57, 1
oy 0 - 0
a=(0,0,...,0,—a,)" € R* y el polinomio caracteristico de AV es

pav(N) = (=177 (=X 7N 44 0T A+ 67 ).

Demostracién. Si el sistema (1.24) es observable, existe un unico vector
z € R® tal que Oz = e,, siendo e, el dltimo vector de la base canénica de R"
v O la matriz de observabilidad del sistema (1.24).

Tomermos P = ( (47)" "z [ (A7) 72|+ |4z |2 ). Es facil probar
que Ple; = e; y que las columnas de P son linealmente independientes, por lo
que P es regular.

Si denotamos por
Pa-(A) = (1) (AT TN 6 A+ 6;)

el polinomio caracteristico de la matriz A~, utilizando el Teorema de Cayley-
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Hamilton se tiene que

aP=( (A2 (@) ]| (A7) 2] A ) =

= < ST(AY a4 46 (A 2+ 052 ‘ (AT)* "2 l ‘ A"z ) =
5T 10 0
5 0 0

= ( (A5)" ' 2 } (A% 2 l ’ A~z ‘ z ) oo =
6y 00

(=2
|
o
o
o

=PM~.

De esta forma, escribiendo el sistema (1.5) en la forma (1.26) y realizando
el cambio de variable X = P~z obtenemos

X=MX+b({X, e))+a

donde M~ =P 'AP, b=P"% y a=Pla

Finalmente, mediante la transformacién
0] 8
y=X— a
0 In~1

J=M"y+b((y,e))) +a, con a=(0,0,...,0,—an),

llegamos a

expresién que coincide con (1.33).

Reciprocamente, si existe un cambio lineal de variables que transforma (1.5)
en la forma de Lienard (1.33), entonces existe una matriz regular Q € M, (R)
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de forma que @ 'A"Q = M~ y €@ = €, asi el rango de la matriz de obser-
vabilidad del sistema (1.24) viene dado por

efiQ €
et A~Q et M~
rg(0) = rg(0Q) =18 : =g|—— | =n
el (A7) Q et (M)
ya que
e (A Q=eQ (M) =¢ (M7)" paratodo k>1
vy la dltima matriz es triangular inferior con unos en la diagonal. ]

Nota 1.20 El parametro a, es un pardmetro homotético del sistema (1.33)
en el sentido de que el cambio de variables z = y/|a,|, para a, # 0, transforma,
el sistema (1.33) en

z = MYz —sgn(ay)en,

donde e, = (0,...,0,1)* € R* y sgn es la funcién signo.

Nota 1.21 Si un sistema 2CPL,, es observable y no tiene puntos de equilibrio,
entonces no posee orbitas periddicas. En efecto, si el sistema (1.5) no tiene
puntos de equilibrio y es observable, entonces el sistema de Lienard (1.33)
equivalente a (1.5) no tiene puntos de equilibrios, por lo que debe verificarse
an 05 <0,an-6, 20y a, #0.

Por tanto,

. an-0" -y —a2 <0, si y <0,
nGn = an (091 = an) = 0,6V y1—a2 = ,
an -0ty —ad <0, si y >0,

y la variable y, es estrictamente monétona. Asi, los sistemas (1.33) y (1.5) no
pueden tener soluciones periddicas.
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Nota 1.22 La denominacién de forma generalizada de Lienard para la forma
candnica (1.33) tiene su origen en los sistemas planos. Si el sistema (1.33) es
plano podemos escribir

= f(n) — v,
(1.35)
Y2 = —g(y1) — a,
donde
6fyr st oy =0, =05y sty =0,
fln) = y g(y) =
51—3/1 si Y < 0. —52—y1 si < 0,

luego (1.35) estd escrito en la forma cldsicamente denominada de Lienard.

Si el sistema (1.24) es no observable, la matriz de observabilidad no posee
rango completo. En este caso, veremos que es posible transformar (1.5) en
otro sistema con las primeras variables evolucionando independientemente de
las restantes.

Proposicién 1.23 5% la matriz de observabilidad del sistema (1.24) verifica
rg(0) = p, con 1 < p < n, entonces eziste un cambio lineal de variables que
transforma el sistema (1.5) en la forma

i’l = Alvll'l -+ as,
| (1.36)
Ty = A2v1:v1 + .422.’2]'2 + as,

donde z1,a; € RP, z3,a0 € R*™P y A}, AT, AS, A5, v Ayy son matrices de
ordenes convenientes.

Demostracién. Si 1 < rg(O) = p < n, podemos asegurar la existencia de
un conjunto de vectores S = {ky, ks, ..., k,} linealmente independiente, siendo
ki = ey ki, i=2,...,p, una fila (diferente de la primera) de la matriz de
observabilidad O, es decir, k; = et (A~) para algin j € {1,2,...,n -1}
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Formemos la matriz

donde hemos elegido v, p + 1 < I < n, de manera que P sea regular.

Obsérvese que k; A~ (1 <4 < p) es o bien una fila de la matriz de observabi-
lidad o bien k;A™ = €} (A7) que, aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton,
puede escribirse como combinacién lineal de las filas de la matriz de observa-
bilidad O.

Puesto que S = {ki,k2,...,k,} es base del subespacio generado por las
filas de la matriz de observabilidad O, se tiene que el vector k;A™ (1 <1 < p)

es combinacidn lineal de los vectores del conjunto S.

Ademas, como las filas de P~! forman una base de R" se sigue que los
vectores y;A~, para p+ 1 <[ < n, pueden expresarse como combinacién lineal
de las filas de P71, luego podemos escribir

P—-IA—- — ( Azl 0_ ) P—l,
A21 A22

siendo A} € M,(R).

En consecuencia, el cambio lineal de variable z — Pz en (1.5) nos conduce
de manera inmediata al sistema (1.36) n
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1.3.3 Formas canénicas de Van der Pol y Duffing para

sistemas observables

En este apartado particularizamos las formas candnicas de Van der Pol y Duf-
fing al sistema (1.5) cuando es observable. En este supuesto, podemos explici-
tar los coeficientes superdiagonales de las matrices que aparecen en estas dos
formas candnicas, aunque los restantes elementos también pueden ser explici-
tados si partimos del sistema (1.33) (véase [12]).

Supongamos en primer lugar que tr(A™) # tr(A™). Si el sistema (1.5) veri-
fica A;o = 6, entonces una aplicacién directa de la Proposicién 1.18 nos permite
deducir la no observabilidad del sistema (1.5) v en consecuencia podemos ex-
traer un subsistema de menor dimensién que evoluciona independientemente,
como ya sabiamos. '

Si Ajz # 0, un cambio lineal de variables (Teorema 1.6) permite escribir el
sistema (1.5) en la forma de Van der Pol

0
S A
. Co
Tr = Co1 Co9 023 x + . , (137)
Cy Cs | Ch
Cn

donde ¢}, 21, c22 € R y los demds elementos de la descomposicién por bloques
son numeros reales o matrices de érdenes convenientes.

Estudiemos mediante el criterio recogido en la Proposicién 1.18 la obser-
vabilidad del sistema homogéneo asociado a (1.37). Como

(<110) (Z242) = (-eul-cx ),

el conjunto de vectores

(-219).(en|-Cu )}

es linealmente dependiente si el vector Cy3 de R®2 es nulo. En este caso, el
sistema homogéneo asociado a (1.37) es no observable y podemos extraer un
subsistema bidimensional que evoluciona independientemente.
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Si Cy3 # 0, siguiendo un razonamiento andlogo al afectuado en la demos-
tracion de la Proposicién 1.4, el cambio de variables

Y= T+
transforma el sistema (1.37) en la forma
d -1 016
. dot dp2 -1 6
y =
dsi  dsz dsz | Dss
Dy Dy Dyz | Daa

Y+

0
0
Ca
0
0
0
0
ds . (1.38)
dn

Aplicando de nuevo la Proposicién 1.18, observamos que si D34 es el vector
nulo de R"~3, entonces el sistema homogéneo asociado a (1.38) es no observable
y podemos extraer un sistema tridimensional que evoluciona de manera inde-
pendiente. Por otro lado, si D34 # 0 podemos simplificar de manera similar el
sistema inicial y en consecuencia podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 1.24 [Forma canénica de Van der Pol] Si el sistema (1.5)
es observable y tr(A1) # tr(A™), entonces existe un cambio lineal de variables

que lo transforma en

ay) -1 0 ... 0
a1 Q22 -1
T =
Gn-11 Op-12 Gp-13 ... —1
Qn1 Qn2 an3 Qnn

T+ (1.39)

an
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Podemos enunciar un resultado andlogo a la Proposiciéon 1.24 cuando las
trazas de las matrices que rigen al sistema (1.5) coinciden.

Proposicién 1.25 [Forma candnica de Duffing] 5i el sistema (1.5) es
observable y tr(A*) = tr(A™), entonces existe un cambio lineal de variables

que lo transforma en

an -1 0 ... 0 0
ax Q22 -1 ... 0 0
T = : : N e (1.40)
On-11 Qp-12 Qp-13 ... —1 0
Gn1 Qn2 An3 ... Gnpn an

Noétese la similitud existente entre las formas (1.39) y (1.40) y la forma
candnica de Lienard (1.33) cuando el sistema (1.5) es observable.

1.3.4 Reduccion de sistemas lineales a trozos observa-
bles y no controlables

Nuestra estrategia en la obtencién de las formas candnicas considerando la
observabilidad del sistema homogéneo asociado al sistema lineal a trozos escrito
en forma de control ha consistido hasta ahora en descomponer el sistema si no
es observable, y en caso de observabilidad simplificar las matrices que rigen al
sistema.

En este apartado, consideraremos la reduccién de sistemas observables y
no controlables a la vista de la relacién existente entre los autovalores de las
matrices que rigen a este tipo de sistemas.

Considerando la controlabilidad, disponemos de un resultado cldsico, anilogo
a la Proposicién 1.23, que enunciamos sin prueba (ver [8]).
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Proposicién 1.26 Si la matriz de controlabilidad del sistema (1.24) verifica
rg(C) = p, con 1 < p < n, entonces existe un cambio lineal de variables que

transforma el sistema (1.5) en la forma

n = Auyi + Awpy + wn({y.0) + ai,
(1.41)
Y2 = + Ay +  ag,

donde yi,b1,a1 € R, yg,a0 € R*P, 4y = (y1,10) € R*. c € R* y A;; son

matrices de drdenes convenientes.

Observamos que en este caso cambiamos el hiperplano de separacién z; = 0
por el hiperplano de ecuacién (y, c) = 0.

De (1.41) se deduce cierta relacién entre los autovalores de A* y A~.

Corolario 1.27 Si el sistema (1.24) es no controlable, entonces la matrices

At y A™ comparten al menos un autovalor.

Demostracién. Si la matriz de controlabilidad C asociada al sistema (1.24)
posee rango nulo, entonces b = 0, luego las matrices AT y A~ coinciden y por
tanto poseen el mismo conjunto de autovalores.

Sirg(C) = p, con 1 < p < n, de la Proposicién 1.26, se deduce la existencia
de un cambio lineal de variables que transforma (1.24) en el sistema (1.41) con
a; =ags =0

El sistema homogéneo asociado a (1.41) puede escribirse en la forma

_ By si (y,¢) <0,
y =
B?y Si <ya C> > Oa

B} | B} B2 | B? .
con B; = ( 911 B:z ) , By = < 911 B:Z ) € M,(R) y siendo Bj; una

matriz real de orden n — p. De aqui, los n — p autovalores, posiblemente
complejos, de la matriz B,y son autovalores comunes de las matrices B, y B,
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y de la semejanza entre las matrices By con A~ y By con AT, se sigue que las
matrices AT y A™ comparten al menos esos n — p autovalores. ]

El reciproco del Corolario 1.27 es cierto si se impone una condicién adicional
al sistema (1.24).

Proposicién 1.28 Si el sistema (1.24) es observable y las matrices AT y A~

comparten un autovalor, entonces el sistema (1.24) es no controlable.

Demostracién. Si el sistema (1.24) es observable, del Teorema 1.19, deduci-
mos que tal sistema puede escribirse en la forma de Lienard

i=Mz (1.42)

donde MV viene dada por (1.34).

Como A* y A~ comparten un autovalor A € C, las matrices M* y M~
también tienen a A como autovalor comun. Puede probarse con facilidad que
w = (A1, A2 ... )\ 1)" es un autovector de las matrices (M*)" y (M~)*
asociado al autovalor comuin A.

Eligiendo entonces la matriz regular

_ In—l 8 _ In—l ‘9
P_< w' )_(/\"‘1 A2 A“)EMn(C) (1.43)

se deduce que

J— ( Af’ A ) e,

donde €2~} es el dltimo vector de la base canénica de C*~! y

N 1 0 - 0
5y 0 1 - 0

MY = : : P (1.44)
5Y_, 0 0 - 1

67\17_1_/\11—1 _/\n—? _)\n—3 el =
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es una matriz compleja de orden n — 1.

Por consiguiente, si el sistema (1.42) se escribe en la forma de control
t=M"z+bn({z,e)), (1.45)

con b= (M* — M~)ey, la matriz P y el vector b satisfacen la relaciéon
Pb= : =d.

Si mediante C denotamos la matriz de controlabilidad del sistema (1.45),
entonces el rango de la matriz de controlabilidad del sistema (1.24) coincide
con el rango de la matriz C. Pero,

@(C) = rg(PC)=
= wg( Po|PMb|- | P(M)'b ) =

n—1

— rg(Pb‘M‘Pbl---!(M‘) Ph ) =
- rg(d|M~dl---[(M-)Hd)Sn—l,

ya que la n—ésima fila de la dltima matriz obtenida es nula. Luego la matriz
de controlabilidad del sistema (1.24) no posee rango completo, de donde tal
sistema es no controlable. u

El siguiente resultado recoge la informacién dada en el Corolario 1.27 y en
la Proposicién 1.28.

Teorema 1.29 Supongamos que el sistema (1.24) es observable. Entonces, el
sistema (1.24) es no controlable si y sélo si las matrices AT y A~ comparten
algin autovalor.
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Si un sistema es no controlable, entonces la Proposicién 1.26 nos indica la
posibilidad de aislar el comportamiento dindmico de algunas variables modifi-
cando el hiperplano de separacién z; = 0 en otro de la forma (z,c) = 0 para un
cierto vector ¢. Si ademas el sistema es observable, sabemos que las matrices
que rigen al sistema comparten un autovalor (Teorema 1.29). Aprovecharemos
esta circunstancia para reducir el sistema a una forma mas simple sin modifi-
car el hiperplano de separacién. Distinguiremos si el autovalor comin es real
o complejo.

1.3.5 Reduccion cuando las matrices comparten un auto-

valor real

Supongamos que el sistema (1.24) es observable, entonces (Teorema 1.19) po-
demos transformar el sistema (1.5) en la forma de Lienard (1.33).

Siguiendo la demostracién de la Proposicién 1.28, si las matrices AT y A~
comparten un autovalor real A, entonces el cambio lineal de variables y = Pz,
con P € M, (R) dada por (1.43), transforma (1.33) en

. M n—1
y=MVy+ Pa= ( 91 e""l>y+a, (1.46)

donde MY € M, (R) estd dada en (1.44).

Seguidamente estudiaremos el rango de la matriz de observabilidad del
sistema homogéneo (n — 1)-dimensional z = M) z.

Si denotamos la base canénica de R™! por {e} ™', el ... e 1}, puede

probarse con facilidad que

# (317) = (@) ]0) ( (M;—)k t e ) =

= (@™ (M) [(ertenh) ) 1Sk<n-1

(1.47)

Como el sistema de partida (1.24) es observable, el sistema homogéneo
asociado a (1.46) también lo es (Proposicién 1.17) y usando las relaciones (1.47)
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obtenemos,
el (erll—tl)t
et M~ (er™h) My
n=rg : =1g : ot
) ]\;[" =T (e’f‘l)t (.Ml_)n_2 0
€1 ( ) (6?_1)t (Ml__)n—l 1

de donde la matriz de observabilidad del sistema z = M’z posee rango n — 1,
luego tal sistema es observable.

Por tanto, el Teorema 1.19 garantiza la existencia de una matriz regular
P, € M,_1(R) que reduce el sistema 2 = Mz a su forma de Lienard; es

decir, existe una matriz P; verificando

& 10 -+ 0
& 01 -0
PMY P = S C | =MY e M, (R)
§n2 0 0 -+ 1
€.y 00 -0 0

yert= (P e
P |6

Si ahora elegimos @ =
g Q (9 !

> € M,(R), se tiene que

" A;[V n—1
QMVQ_lz( 91 €n/\—1> y Qa = a.

Asi, el cambio de variables u = Qy transforma el sistema (1.46) en

: MV n-—-1
U= ( 61 En1 )u—l—a, (1.48)

i= MYz (1.49)
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estd escrito en forma Lienard.
Enunciamos en el siguiente resultado la conclusién obtenida con el razona-

miento anterior.

Teorema 1.30 Si el sistema (1.5) es observable y las matrices AT y A~ poseen
un autovalor comun X real, entonces ezriste un cambio lineal de variables que
lo transforma en

SN ¥ 2 v n—1
2 =Mz 4+ une;” 1,

(1.50)
Up = AUp — G,
donde u, € R,z € R*™! y el sistema (n—1)-dimensional 2 = MY z estd escrito

en forma de Lienard.

Observemos que bajo las hipétesis del Teorema 1.30 hemos conseguido
aislar la dindmica de u, respecto de las restantes n — 1 variables.

Si A = a, = 0, entonces los hiperplanos de la forma u, = K, con K
constante, son superficies invariantes del sistema (1.50) y la restriccién de tal
sistema a cada uno de estos hiperplanos proporciona un sistema continuo lineal
a trozos de dimensién n — 1. Si A = 0 y a, # 0, entonces el sistema (1.50)
carece de érbitas periddicas, ya que u, no puede tener comportamiento osci-
latorio. Cuando A # 0, el sistema (1.50) s6lo puede tener drbitas periddicas
cuando u, = a,/A; en este caso, la busqueda de dérbitas periddicas en el sis-
tema (1.50) puede realizarse sobre el sistema (n — 1)-dimensional escrito en
forma de Lienard

i=MYz+ %ﬁeg:}. (1.51)

1.3.6 Reduccidén cuando las matrices comparten un auto-

valor complejo

En condiciones de observabilidad podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que el sistema (1.5) esta escrito en la forma de Lienard (1.33).

Si las matrices reales AT y A~ comparten el autovalor complejo A = a+ip,
entonces A = o — i3 también es un autovalor comiin de ambas matrices y por
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consiguiente A y A son autovalores comunes de las matrices M* y M~. Ademds,
no es restrictivo considerar g > 0.

Descomponiendo el autovector complejow = (A"}, A"72, L A, 1)" de (M+)"
N (M‘)t asociado a \ en parte real e imaginaria w = ps + ipy, con py, p2 € R*,

(MV)t(pllpz)=(p1|p2)<‘; —a5>.

Si realizamos en (1.33) el cambio lineal de variables y = Pz, con

se tiene que

I |6
P= b1
P2
dicho sistema adopta la forma
NY |en2 6
Y= 6 a -0 |y+a, (1.52)
0 B8 o

donde e"~2 es el wltimo de la base canénica de K"~ y NV € M, _»(R).

Utilizando un razonamiento andlogo al realizado para el caso real, se deduce
que el subsistema (n—2)~dimensional 2 = Nz es observable, por lo que existe
una matriz regular P, € M,_5(R) de manera que

nw 10 0
ny 0 1 0
PBNYP7'=| i i o1 | =N
Mn-3 00 1
M- 0 0 0
De esta forma, el cambio de variable

Pl 0

U= 9 1 0 Y

—a -8
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reduce el sistema (1.52) a la forma

NY | er2 g
U = 200 1 u+ a,
,
—(a®2+8% 0
donde el sistema
z= Nz (1.533)

estd escrito en forma de Lienard.

La anterior discusién nos permite enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.31 Si el sistema (1.5) es observable y las matrices AT y A~ com-
parten el par de autovalores complejos conjugados a i3, con 8 > 0, entonces

eziste un cambio lineal de variables que lo transforma en

N -2
t=NYz+ u,-1€}73,

un-—l _ 20 1 Un—1 0 (154)
i )\ —(e?+8%) 0 w | \a, )

donde (Un—1,un) € R%, 2z € R*2 y el subsistema (n—2)-dimensional 2 = NY z
estd escrito en forma de Lienard.

Por tltimo, indicamos que si el sistema (1.5) es observable y las matrices
A%y A” comparten méas de un autovalor (real o complejo), entonces podemos
aplicar los Teoremas 1.30 y 1.31 a los subsistemas (1.49) v (1.53) para poder
reducir ain mas las ecuaciones del sistema inicial.

1.4 Formas candnicas para sistemas bidimen-

sionales y tridimensionales

En esta seccién aplicaremos las formas candnicas estudiadas en las secciones
anteriores a los sistemas continuos bi y tridimensionales lineales a trozos con
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dos zonas. En particular, pondremos de manifiesto la sencillez de las formas
candénicas en el supuesto de que el sistema tridimensional homogéno (1.24) sea

observable y no controlable.
Si el sistema (1.5) es bidimensional, lo escribimos en la forma

T = afz + apy + a1,
SN v
Y = a5 T + a2y + as,

y denotamos

v v
a a1 a alo
tV =1tr 171 y d¥V =det 1v1 ,
) Ggy Q22

entonces el Teorema 1.19 nos permite escribir la forma candénica generalizada

de Lienard para los sistemas planos lineales a trozos con dos zonas.

Proposicién 1.32 Si el sistema (1.55) verifica a12 # 0, entonces eziste un
cambio lineal de variables que transforma (1.55) en la forma de Lienard

T=tVx — vy,
(1.56)
y=dvz — a,

donde a € R.

Demostracién. Segun la Proposicién 1.18, el sistema homogéneo asociado
a (1.55) es observable si y sé6lo si a2 # 0, luego en esta situacion existe cambio
lineal de variables (Teorema 1.19) que transforma el sistema (1.55) en

=681 +y,
Y =06z +a.

Como los polinomios caracteristicos de las matrices que rigen al sistema
no se modifican, tenemos que 6 = tV, §5 = —dV y realizando el cambio
adicional y — —y obtenemos (1.56). n
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Nota 1.33 Es facil comprobar que el sistema (1.56) es invariante bajo las
siguientes transformaciones:

I, I, I,
T — —I r — —Z r—>x
Y= =y | Yy -y | y—= -y
t—t | t——t | t——t

tt—t~ | tT = —t~ | tT — —t*
tm =ttt = —tT | tT = —tT
dt —-d" |dt - —dt | d" > d*
d-—d"|d- = —dt | d —d”

a— —a a—a a—a

Estas transformaciones permiten restringir el espacio de parametros en el
estudio del comportamiento del sistema (1.56). En concreto, la transformacién
1, nos indica que sélo es necesario estudiar el sistema en cuestién para los
valores de a mayores o iguales que cero.

Si la trazas de las matrices que definen a un sistema del tipo 2CPL, son
distintas, el Teorema 1.6 nos conduce a la forma generalizada de Van der Pol
para los sistemas bidimensionales (ver [22] y [47]).

Proposicién 1.34 Si el sistema (1.55) verifica a;z # 0 y af} # ajy, entonces

existe un cambio lineal de variables que transforma (1.55) en la forma de Van
der Pol
T=0blz—y,
. (1.57)
Y = bo1& + bagy + bo.

Cuando las trazas de las matrices que definen a (1.55) coinciden, el Teore-
ma 1.10 nos conduce de manera inmediata a la forma generalizada de Duffing
para los sistemas bidimensionales.



1.4. Formas candnicas para sistemas bi y tridimensionales 37

Proposicién 1.35 Si el sistema (1.55) verifica a1z # 0 y t© =+t~ =T,
entonces eziste un cambio lineal variables que transforma (1.55) en la forma
de Duffing

T = -y,
| (1.58)
y=dvz+Ty+ fo.

Vistas las formas candnicas de los sistemas 2CPL, pasamos a describir la
formas canénicas de los sistemas tridimensionales continuos lineales a trozos
“con dos zonas. Escribiremos los sistemas 2CPL3 en la forma general

T T T ay
. aqy Al -
Yy = Uy + as (109)
i ( A | Ag )
z as
con ay, € R Ajp € M;(R), A}, € My (R), Ay € Ma(R) y (a1,a2,a3)" un
vector de R3.
En el siguiente resultado obtenemos la forma candnica generalizada de Lie-

nard del sistema tridimensional (1.59), cuando su sistema homogéneo asociado
es observable.

Proposicion 1.36 Sien el sistema (1.59), el conjunto de vectores bidimensio-
nales {A12, A12A2n} es linealmente independiente, entonces existe un cambio
lineal de variables que transforma (1.59) en la forma generalizada de Lienard

T =tVr —y,
y=mVz -z, (1.60)
z2=dVzr — aq,

v
ay; A2

donde a € R y el polinomio caracteristico de AV = =
A | Az

> viene dado

por
pav(A) = =23 +tVA2 = mV A +dV. (1.61)
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Demostracién. De acuerdo con la Proposicién 1.18, el sistema tridimensional
homogéneo asociado a (1.59)

T
y _ alvl A12
P szl A22

es observable si y sélo si el conjunto {49, Aj9 A2} es linealmente independien-

(1.62)

te. En este caso, el Teorema 1.19 nos indica que (1.59) se transforma, mediante
un adecuado cambio lineal de variables, en el sistema
T=6z1+y,
Yy =0T+ 2, (1.63)
z=26yz —a.
Teniendo en cuenta que los polinomios caracteristicos de las matrices que

rigen al sistema no se modifican, la realizacién del cambio y — —y en el
sistema (1.63) nos permite escribirlo en la forma (1.60). [

Nota 1.37 Es inmediato comprobar que el sistema (1.60) es invariante bajo
los cambios:

II, I1, 13
r— —T r —> —Z e
y—y y— -y Y=y
zZ—> —2 zZ—> —Z zZ—> —2
t—1t t—1 t—1

tt = —t= | tt = —tT | tT = ¢~
tm > —tt | tT = —t7 | T =t
mt—=m~|m*—->mt imt—om"
m-—>mt|im —-m |m —-m"
dt —-d™ |d"— —dt | dt = dF
d = —d"|d~—> —-d | d—=d*
a— —a a— —a a— —a
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Compérense estas transformaciones con las transformaciones invariantes
para un sistema bidimensional lineal a trozos en forma de Lienard (véase la
Nota 1.33).

Cuando Ajs # 0 y las trazas de las matrices que definen al sistema (1.59)
son distintas, el Teorema 1.6 nos proporciona la forma candnica generalizada

de Van der Pol para los sistemas tridimensionales.

Proposicién 1.38 Si el sistema (1.59) verifica Aj» # 0 y af; # afy, entonces
existe un cambio lineal de variables que transforma (1.59) en la forma de Van

der Pol generalizada

e AV
T=CpT — Y,

Y = €T + CoY + Co32 + d, (1.64)

z= C1 T + C32Y + C332 + d3,
donde el vector (ca1,c31) es nulo o miltiplo de un vector candnico de R?.

La forma generalizada de Duffing para el sistema (1.59) se obtiene cuando
Az # 0 y coinciden las trazas de las matrices que definen al sistema.

Proposicién 1.39 Si el sistema (1.59) verifica Ay2 # 0 y aj; = ayy, entonces
eziste un cambio lineal de variables que transforma (1.59) en la forma de
Duffing generalizada

z= -Y,

Y = d3) T + dooy + dazz + fo, (1.65)

2 = dnx + d3oy + d3zz + f3.

Si el sistema homogéneo (1.62) es no observable, entonces de la Proposi-
ci6n 1.18 deducimos la dependencia lineal de los vectores Aj2 y A12A2 y dos
casos posibles surgen:
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(a) Si Aj; = 6, entonces el sistema tiene de ecuaciones

i =ayz +ay,

<y:>=A22(y>+Alv2$+<ag>, (1.66)
z z as

la dindmica de la variable z no depende de las otras dos y el problema
lineal a trozos es de menor dimensién.

(b) Si Ajx # 6, entonces existe un cambio lineal de variables (Teorema 1.6)
que transforma (1.59) en el sistema
T =bjz —vy,
Y = bT + baoy + bagz + by, (1.67)
Z= b§71x + b32y + b332 + bg,
cuyo sistema homogéneo continua siendo no observable (Proposicién 1.17),
luego haciendo uso de la Proposicién 1.18 se deduce que by3 = 0. Este
razonamiento y su conclusién final se enuncian en la siguiente proposi-
cién.
Proposicién 1.40 Si el sistema (1.59) es no observable y A1 # 6, entonces
existe un cambio lineal de variables que lo transforma en

= blle -,
Y = b3, T + baoy + b, (1.68)

z= b3v1$ + b3y + b33z + bs.

Nétese que en las dos primeras ecuaciones del sistema (1.68) no interviene
la variable z, por lo que el problema lineal a trozos es bidimensional, es decir,
las soluciones del sistema plano lineal a trozos

. _ BV
T =bjjz —y,

(1.69)
Y= bfzle -+ b22y + b,
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permiten conocer la variable z a partir de la solucién de la ecuacion lineal

unidimensional no auténoma

z= b3v1.’17 + b32y + b332 + b3.

A continuacién estudiamos la reduccién del sistema (1.59) cuando su siste-
ma homogéneo asociado es observable y no controlable. El Teorema 1.29 nos
indica que en este caso las matrices reales de orden tres

LA alA
P e e T (1.70)
A21 Ag A?l An

deben compartir algin autovalor.

Estas matrices pueden compartir autovalores reales o complejos. Los si-
guientes resultados recogen por separado ambas posibilidades y no son mas
que una aplicacién directa de los Teoremas 1.30 y 1.31.

Proposicién 1.41 Si el sistema (1.59) es observable y las matrices AT y A~
definidas en (1.70) comporten un autovalor real A, entonces existe un cambio
lineal de variables que lo transforma en

z=0V =Nz —vy,
Y= (mv + 22— )\tv) -z, (1.71)

Z= Az —a.

Proposicién 1.42 Si el sistema (1.59) es observable y las matrices A* y A~
dadas en (1.70) comparten el par de autovalores complejos conjugados o % 18,
con B > 0, entonces eziste un cambio lineal de variables que lo transforma el
sistema en

T =(tV - 2a)r -y,

Y =20y - 2, (1.72)

z=(a?+ %y - a.
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Ciertas similitudes y diferencias pueden observarse entre los sistemas (1.66)
y (1.71). En primer lugar, vemos que ambos sistemas contienen una variable
que evoluciona independientemente de las otras. Sin embargo, para el sis-
tema (1.66) su primera ecuacién es lineal a trozos, mientras que la tercera
ecuacién de (1.71) es lineal. Ademas, introduciendo la solucién de la primera
ecuacién de (1.66) en sus dos tltimas ecuaciones obtenemos un sistema lineal
y la introduccién de solucién de 2 = Az — a en las dos primeras ecuaciones
de (1.71) nos conduce a un sistema lineal a trozos.

Un comentario andlogo puede realizarse sobre los sistemas (1.68) y (1.72).
Ambos sistemas contienen a un sistema plano que evoluciona de forma inde-
pendiente. Para el primero, el sistema bidimensional es lineal a trozos y en el
segundo, sus dos ultimas ecuaciones, conforman un sistema lineal. Ademas,
la solucién del sistema lineal a trozos bidimensional (1.69) introducida en la
tercera ecuacion de (1.68) nos lleva a una ecuacién unidimensional lineal. Por
otro lado, la solucién del sistema lineal

Y =20y -z,

z=(a®+ 8%y —a.
llevada a la primera ecuacién de (1.72) nos conduce a una ecuacién unidimen-
sional lineal a trozos.

En el caso tridimensional es posible obtener explicitamente los cambios
lineales de variable que reducen el sistema escrito en forma generalizada de
Lienard (1.60) a las formas (1.71) y (1.72), cuando las matrices del sistema
comparten autovalores. Si las matrices que rigen a (1.60) comparten el auto-
valor real A, es inmediato probar que el cambio de variables

Tz, yYy—=>Arty, z—-Ay+z

reduce el sistema (1.60) a la forma indicada en (1.71)
Andlogamente, si las matrices del sistema (1.60) comparten el par de auto-
valores complejos conjugados a i, con 8 > 0, el cambio lineal de variable

-z, y—2az+y, z—o(P+f)z+z
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transforma, el sistema (1.60) a la forma (1.72).

Nota 1.43 Observemos que si en el sistema (1.71) X # 0, entonces el plano
de ecuacién z = a/\ es una variedad invariante para dicho sistema. Mds an,
si (1.71) posee 6rbitas periddicas, entonces o bien A # 0 o bien A =a =0, en
cuyo caso las érbitas periddicas del sistema (1.71) se obtienen a partir de las
soluciones periédicas del sistema bidimensional

T=0tV-ANz—y

g=(mY + A= M\Y)z—b

con b € R.

Por otro lado, en el sistema (1.72) las variables y y z evolucionan inde-
pendientemente. Si (1.72) posee una érbita periddica, entonces @ = 0 y en
este caso es inmediato comprobar que el sistema (1.72) posee un continuo de
cilindros invariantes de ecuaciones

2 2
a
(——-B—Q-> +—23:r2, para r > 0.

Las formas candnicas relacionadas en este capitulo se utilizardn en los pos-
teriores para analizar la dindmica de los sistemas 2CPL,.

La forma canénica de Lienard bidimensional constituird la base de las apli-
caciones que desarrollardn en el tercer capitulo para la deteccién y estabilidad
de 4rbitas periédicas y homoclinas en sistemas 2CPL.

La forma canénica de Lienard para sistemas tridimensionales constituird el
punto de partida del estudio, que se realizard en el Capitulo 4, sobre ciertas
variedades invariantes en los sistemas 2CPL3 homogéneos.

Por tltimo, dedicamos la totalidad del Capitulo 5 al anélisis de la dindmica
de los sistemas 2CPL3 que no poseen las propiedades de controlabilidad u
observabilidad. El apoyo fundamental de este estudio lo encontramos en las
formas candnicas (1.68), (1.71) y (1.72).



Capitulo 2

Aplicacién y Semiaplicaciones
de Poincaré para sistemas
continuos y continuamente

diferenciables a trozos

2.1 Introduccion. Resultados preliminares

Uno de los principales problemas que aborda el estudio cualitativo de los sis-
temas dinamicos es el andlisis de la existencia de soluciones periddicas de un
sistema y la determinacién de su estabilidad, asi como, las posibles bifurcacio-
nes que pueden experimentar.

Para los sistemas dindmicos, donde el campo vectorial que lo define es
continuamente diferenciable, la aplicacidn de Poincaré juega un papel funda-
mental en el estudio de las propiedades de las soluciones periédicas. De hecho,
los puntos fijos de la aplicacién de Poincaré establecen la existencia de solucio-
nes periédicas y los autovalores de la matriz jacobiana de esta aplicacion nos
dan informacién sobre la estabilidad de las érbitas periédicas y sus posibles
bifurcaciones.

45
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Con la idea de introducir la aplicacion de Poincaré para los sistemas con-
tinuos lineales a trozos con dos zonas, recordaremos a continuacién algunas
cuestiones referentes a ecuaciones variacionales a lo largo de una curva inte-
gral de un campo vectorial n-dimensional continuamente diferenciable. Las
ideas principales de lo expuesto en esta secciéon pueden encontrarse en los tex-
tos [19] y [44].

Consideremos un campo vectorial F' : R* — R" continuamente diferen-
ciable, es decir, F € C'(R"), y denotemos por ¢;(.X) = ¢(t, X) el flujo de la
ecuacién diferencial

X=F(X), XeR" (2.1)

Si v(t) es una solucién de (2.1), llamaremos ecuacién variacional de (2.1) a
lo largo de 7(t) al sistema de ecuaciones diferenciales lineales

X = DF(v(t)X, (2.2)

donde DF(~(t)) es la matriz jacobiana de F evaluada en ~(t).
Por otra parte, es sabido que una matriz fundamental de (2.2) es una matriz
®(t) regular de orden n que satisface

©(t) = DF(v(1))®(2). (2-3)

Nétese que la bien conocida férmula de Liouville

T

det(®(2)) = det(®(r)) exp ( / t divF(ﬂy(s))ds) ,

donde

" OF,
div F = Z——’
=1 aXz

= tr(DF)
denota la divergencia del campo vectorial F, nos garantiza que la matriz ®(t)
es regular para todo t si y sélo si es regular en algin punto 7.

Ademsis, recuérdese que si ¥(t) es otra matriz fundamental de (2.2), en-

tonces se verifica la relacién

¥(t) = 3() -1 (0)%(0). - (2.4)
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Finalmente, con ayuda de la matriz fundamental ®(¢), la solucion del pro-
blema de valores inciales

X = DF(y(1)X
X(O) = X(), X() € Rn

viene dada por
X(t) = ®(t)®1(0) Xo. (2.5)
Consideremos la matriz H(t, X) = Dx¢:(X), donde Dy indica la diferen-

cial respecto de la variable X. Puesto que ¢;(X) es solucién de la ecuacién (2.1),

obtenemos que

O x) = AP _p (D (g0 =

ot
= Dx(F(¢:(X))) = DF(¢:(X)) Dx ¢:(X),

luego
0H
es decir, H(t, X) es una matriz fundamental de la ecuacién variacional (2.2),
que ademds verifica la condicién H(0,X) = Dx¢o(X) = I,.
La érbita v(t) de (2.1) que satisface la condicién inicial v(0) = X, puede
expresarse como y(t) = ¢:(Xo). Ahora bien, puesto que se verifica la relacion

Y(t) = F(v(t)), si derivamos de nuevo obtenemos

() = DF (y(8))7(8),

resultando que “(t) es la solucién de la ecuaci6n variacional (2.2) que satisface
la condicién inicial 4(0) = F(v(0)) = F(X,). Por consiguiente, haciendo uso
de (2.5), se obtiene que

Y(t) = H(t, Xo)H (0, Xo) F(Xo) = H(t, Xo)F(Xo),

es decir,
F(¢:(X0)) = Dx¢:(Xo) F(Xo). (2.6)
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2.2 Aplicaciones de Transicién y su Diferen-
cial

Es bien conocido que si (t) es una 6rbita peridédica de un sistema de clase
C! que cruza transversalmente en X, a cierta variedad, entonces aplicando
el Teorema de la Funcién Implicita, resulta que para puntos X en la citada
variedad y préximos a Xy la solucién del sistema que pasa por X para t =0
corta a la variedad en un punto P(X) cercano a X,. La aplicacién X — P(X)
se denomina aplicaciéon de Poincaré.

En este apartado extenderemos esta idea y consideraremos que la 6rbita que
pasa por el punto py de la variedad X cruza transversalmente a otra variedad
% en un punto fo. En este caso, para puntos X de £ préximos a po, la solucién
que comienza en X cortard a S en un punto &£(X) cercano a py. Esta aplicacién
€ se denomina aplicacién de transicién entre las variedades & y . En lo que
sigue estudiaremos la citada aplicacion, centrando nuestra atencién en algunas
propiedades de su diferencial.

Sean E y E dos abiertos de R*! y sean
c:ECR"!' —TZCcR y 6:ECR"! - CR
dos difeomorfismos de forma que

E={o(s) eR*:5s=(s1,82,...,8,-1) € E}

$ = {&(é) ER": 5= (31,89,...,8n1) € E}
son dos variedades de clase C! en R de dimensiones n—1 y donde se satisfacen
las relaciones

rg(Dso(s)) = rg(Ds6(8)) =n—1 paratodo s€ E, $€ k.

Sea pyp = o(sp) un punto de la variedad £ y supongamos que la 6rbita
v(t) = ¢+(po) cruza transversalmente en el punto py = 6(3q) a la variedad £
(véase la Figura 2.1).
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Figura 2.1: El flujo cruzando transversalmente las variedades X y 5.

Asi, podemos asegurar que existe un valor Ty # 0 de forma que
b1,(po) = Do = 3(30) € L. (2.7)

Si denotamos los vectores que generan los hiperplanos tangentes a las va-
riedades T y © mediante

Zi = ?g y Zi = a_?-H
881;

1<ig<n—-1,

respectivamente, deducimos que la 6rbita y(t) serd transversal a la variedad 5
en po = 6(8p) cuando el conjunto

[2:(50), 2a(30), .-, Zua(50), F o)}

forme una base de R*. Por tanto, es regular la matriz real de orden n
By = ((Fpo) | -Dsolso) ) =
(2.8)
= ( F(po) ‘ ~Z1(3) } —Z>(30) 1 l ~Zn-1(80) ) :

Del mismo modo, si ¥(t) es transversal a ¥ en py = 0(so), tenemos que
también es regular la matriz

By = ( F(po) i —D;0(s0) ) =
(2.9)
= ( F(po) ’ —Z1(s0) 1 —Z2(80) | e I —Zpn_1(s0) ) .
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La condicién de transversalidad del flujo sobre £ en el punto gy, junto con
la igualdad (2.7) y una aplicacién directa del Teorema de la Funcién Implicita
nos permitird definir la aplicacién de transicion.

Proposicién 2.1 Si ¢ denota el flujo del sistema (2.1) y v(t) = ¢(t, po), con
Po = 0(sg) € L, es una Jrbita que cruza transversalmente a S en el punto
po = o(Ty, po) = 6(8) € S, entonces ezisten un entorno U(po) del punto py y
dos funciones diferenciables

p: Ulp) — R y S : Ulp) — FE

de forma que p(po) =Ty, S{po) =8 vy

o(p(X), X) = 6(S(X)) para todo X € U(py). (2.10)

Demostracién. Consideremos la funcién
G(X,t,8) = o(t, X) — 6(3).

Entonces, G es diferenciable, ya que el campo vectorial F' lo es (ver [19]),
y satisface

G(po, To, 30) = #(To,po) — &(30) = Po — Po = 0.
Por otra parte, se cumple que

oG 0¢

—87(270,T0,§0) = E(TO,PO) = F(é(To,p0)) = F(po) # 0

D;G(po, To, 30) = —D;6(50),

resultando que la matriz D(; 5G(po, To, §0) = B, (ver (2.8)) es regular.
Por consiguiente, del Teorema de la Funcién Implicita, se deduce la exis-
tencia de un entorno U(py) del punto py y dos funciones diferenciables

~

p : Ulp) — R y S Upy) — E,
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tales que A(po) = To, S(po) = %0 y
G(X,p(X),S(X)) =0 paratodo X € U(po).

Luego,
o(3(X), X) = 6(5(X)) paratodo X € U(po).

De la relacién (2.10) se sigue que el flujo de la ecuacién (2.1) transforma
los puntos de un entorno del punto py en puntos pertenecientes a la variedad
3., lo que permite definir la aplicacién

£ : Ulp) — =
X — £(X) = o(p(X), X),

que puede expresarse como

£=608. (2.11)

A partir de las funciones £ y p se definird una aplicacién £ entre las varie-
dades X y S y una funcién real p definida en puntos de ¥ préximos a po.

Definicién 2.2 En las condiciones de la Proposicion 2.1, definimos la apli-
cacién de transicion & del sistema (2.1) entre las variedades ¥ y > como la

restriccion de € a la interseccién £ N U(py), es decir,
£:TNU(py) — S, donde £(X)=E(X).

Denominaremos aplicacion tiempo de vuelo p del sistema (2.1) entre las
variedades ¥ y Y a la restriccidn de p a £ N U(po), es decir,

p: ENU(p) — R, donde p(X)=p(X).
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Nuestra intencién se centra en la obtencién de determinadas propiedades
de la diferencial de la aplicacién de transicién £. Para ello, utilizaremos las
coordenadas locales s de ¥ para representar el dominio de la aplicacién £ y
las coordenadas locales § de & para representar el rango de la aplicacién de

transicion.

Con las funciones introducidas anteriormente, podemos establecer el dia-

grama conmutativo

g

Ulso) CE 25 Ulg) C E

donde la aplicacién h estd definida en un entorno U(sp) del punto sq por
h=0¢"1o 5 oo y su rango es un entorno U(§y) del punto §.
Notemos que del Teorema de la Funcién Implicita deducimos que las fun-
ciones £,&, 5, p y h son de clase C! en sus respectivos dominios de definicién.
Por otro lado, utilizando (2.11) podemos escribir h = So ¢ y asi,

Dsh = DxS - Dyo. (2.12)

De forma andloga, podemos definir la aplicacién 7 = p o o, de clase
C*(Ul(sp)), y obtenemos
V1 =Vp. Do, (2.13)

donde V es el operador gradiente.
Utilizando las coordenadas locales s y § para el dominio y el recorrido de
la aplicacién h podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.3 En las condiciones de la Proposicion 2.1, si denotamos por

_ 1 VT(So)
Q= ( ALY ) (2.14)

Q@ a la matriz
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entonces, se satisface la relacion

ByQ = Dx¢(Ty, po) Bo, (2.15)
donde By y By estdn definidas en (2.8) y (2.9), respectivamente.
Demostracién. Diferenciando (2.10) con respecto a X y teniendo en cuenta

ave 22(5(X), X) = F($(3(X), X)), resulta

F($(5(X), X)) - VA(X) + Dxd(5(X), X) = Ds6(S(X)) - DxS(X)..

Evaluando la igualdad anterior en X = pg, se obtiene

F(po) - Vi(po) + Dx (T, po) = Ds&(S(po)) - DxS(po), (2.16)

donde se ha hecho uso de las identidades 5(pg) = Tp vy é(7o, po) = Po.
Multiplicando a la derecha ambos miembros de la igualdad (2.16) por la
matriz jacobiana D;o(s¢) obtenemos

F(po) - VA(po) - Dso(sq) + Dxd(To, po) - Dso(s0) =
= D;s6(S(po)) - DxS(po) - D50 (s0)
y utilizando las relaciones (2.12) y (2.13) se establece que

F (o) - VT(s0) + Dx (T, po) '.DsU(So) = D;6(50) - Dsh(so).

1
Si ahora tomamos @ = V7(s0) , entonces
7 Dsh(SO)

i = (r|-pate ) (Tt ) -

H

( F(po) | F(po) - V7(s0) — Ds6r(0) - Dsh(so) ) -

- ( F(po) ’ —Dx¢(To,po) - Dso(s0) ) :
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Ahora bien, de la igualdad (2.6) deducimos
F(po) = Dx¢(Ts, po) F(po),

y finalmente obtenemos la relacién buscada,

BiQ = ( Dxé(To,p0)F(p) | ~Dx(To,po) - Deo(s0) ) =

= Dx¢(To, po) ( F(po) , —D,0(s0) ) = Dx¢(To, po)Bo.

Teniendo en cuenta la transversalidad del flujo sobre la variedad S en el
punto py sabemos que la matriz By es regular y, en consecuencia, la identi-
dad (2.15) puede ser escrita en la forma

Q = By ' Dx é(Ty, po) Bo. (2.17)

Cuando el campo vectorial F' que define la ecuacién diferencial (2.1) es
lineal, la relacién (2.15) admite una forma mas explicita.

Corolario 2.4 En las condiciones de la Proposicion 2.1, si el campo vectorial
F es de la forma F(X) = AX +b, con A € M,(R) yb € R*, entonces se
verifica la relacion

BoQ = exp(ATy) B, (2.18)

Demostracién. En este caso, el flujo de (2.1) viene dado por
t

o(t, X) = exp(At) X + exp(At)/ exp(—As)b ds,
0

luego Dx¢(Ty, po) = exp(ATy) v (2.18) sigue directamente. n

Obsérvese que la relacién (2.15) involucra la diferencial de la aplicacidn
h, pero no proporciona de manera explicita dicha diferencial. En la siguiente
seccién obtendremos a partir de (2.15) la derivada de h cuando el sistema (2.1)
es plano.
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2.2.1 Derivada de la aplicacién de transiciéon para siste-

mas planos

Si el campo vectorial F' que define a la ecuacién diferencial (2.1) es plano,
entonces las variedades ¥ y ¥ se convierten en curvas planas, las aplicaciones
oy & estan definidas en ciertos entornos de R y la diferencial D;h es de hecho
una derivada unidimensional h/(s). Asi, tomando los vectores planos Z = o’(s)
yZ = 6'(3), la Proposicién 2.3 nos permite obtener la derivada de h, expresion
que coincide con la obtenida por C. Chicone y M. Jacobs en [14] y C. Chicone
en [15] utilizando la matriz fundamental de Diliberto de la ecuacién variacional
bidimensional X = DF(¢(t, po))X.

Proposicién 2.5 En las condiciones de la Proposicion 2.1, si el campo vec-
torial F es plano, entonces la derivada de la aplicacidn de transicion h viene

dada por

det( F(po) ‘ Z(s0) ) T
det( F (o) l Z(50) ) oxP (/0 leF(¢(t7P0))dt> : (2.19)

h(so) =

Demostracién. Si F es un campo vectorial plano, entonces las matrices B,
y By definidas por (2.8) y (2.9) respectivamente, adoptan la forma

B, = ( F(po) | —Z(s0) )7 By = ( F(po) ‘ —Z(3) ),

la matriz ) dada en (2.14) se escribe como

_ 1 TI(S())
Q B ( 0 h,(So) )

y de la relacién (2.15) obtenemos
5 5 1 | 7'(s0)
F -Z =
( (Po) l (30) ) ( 0 | #(s0) >

= Dx¢(Tp, po) ( F(po) ‘ ~Z(s0) ) '

(2.20)
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Evaluando los determinantes de ambos miembros de (2.20) se obtiene
det( F(po) | =Z(50) ) W (s0) =

= det (Dx#(Ty, po)) det ( F(po) ‘ ~Z(sg) ) )

Puesto que H(t,po) = Dx®(t,po) es una matriz fundamental del sistema
variacional X = DF(¢(t,po))X, con H(0,py) = I, se tiene a partir de la
féormula de Liouville que

To
det (Dx¢(To,po)) = exp (/ div F(qb(t,po))dt) :
0
y teniendo en cuenta que det(By) # 0, llegamos a (2.19). n

Cuando (2.1) es plano y lineal, es decir, es de la forma F(X) = AX + b,
con A € My(R) y b € R?, entonces la divergencia del campo F' coincide con
la traza de la matriz A y la Proposicién 2.5 nos permite enunciar de forma
directa el siguiente resultado.

Corolario 2.6 En las condicitones de la Proposicion 2.5, si el campo vectorial
es F(X) = AX +b, con A € M3(R) y b e R?, entonces

det( F(po) | Z(sg) )

)= det ( F(o) | 2(50) )

exp(tr(A)Ty). (2.21)

2.3 Diferencial de la Aplicacién y Semiaplica-
ciones de Poincaré para sistemas continua-

mente diferenciables a trozos

El objetivo fundamental de esta memoria es el estudio de los sistemas continuos
y lineales a trozos con dos zonas (2CPL,). Para estos sistemas, la aplicacién
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de Poincaré, cuando estd definida, se obtiene como composicién de las deno-
minadas semiaplicaciones de Poincaré que se definirin mds adelante (ver [22],
[34], (35] v [47]).

Por otra parte, los sistemas 2CPL,, constituyen un subconjunto de los sis-
temas continuos y de clase C! a trozos, motivo por el que estudiaremos estos
ultimos previamente.

Consideremos un sistema continuo y continuamente diferenciable a trozos

con dos zonas, donde la superficie de separacién es el hiperplano X; = 0,

_ Fr(X) si X;20,
X =F(X)= (2.22)
F-(X) si X, <0,

donde Ft € C([0,+00) x R* 1), F~ € C'((—oc,0] x R*™1) y verifican la
relacién de continuidad

Fr(X)=F(X) ¥ X=(0Xa...,X,) €R" (2.23)

Necesitamos introducir algunas notaciones de las que haremos uso mas
adelante; llamaremos:

H:{X:(Xl,Xz,,Xn)ERn . X1:0},
H+={‘¥=(1Y1,X2,...,Xn)€Rn 1‘¥1>0} Yy

H—z{XI(Xl,XQ,...,Xn)ERn : X1<0}.

Para los sistemas definidos a trozos, la unicidad de soluciones del problema
de valores iniciales no estd garantizada (ver [36]). No obstante, las hipdtesis
realizadas hasta ahora sobre el sistema (2.22) si garantizan la existencia y
unicidad de soluciones del problema de valores iniciales asociado. La existencia
se deduce de la continuidad de F' y la unicidad, como veremos a continuacién,
de su caracter localmente lipschitziano.
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Proposicién 2.7 Para el campo vectorial F' definido en (2.22), el problema

de valores iniciales '
X = F(‘Y)a

X(0) = X°,
posee una Unica solucion para cada X° € R*.

Demostracién. Puesto que F* y F~ son de clase C!' en sus respectivos
dominios, sélo debemos probar el caracter localmente lipschitziano de F' en los
entornos de aquellos puntos que se encuentran sobre el hiperplano IT (ver [31]).

Sea X% € II y denotemos por B,(X?) la bola cerrada de centro X° y radio
r > 0, es decir,

B(X)={XeR" : | X-X°<r}.

La continuidad de las diferenciales de los campos F™ y F~ nos garantiza
la existencia de las cantidades

M* =max {|DF*(X)| : X € B,(X%)}

M~ =max {||DF(X)|| : X € B,(X"},

donde || - || es la norma matricial subordinada a la norma euclidea de R™.
Se verifican las siguientes desigualdades:

e Para X,Y € B.(X°) N (IIT UTI), se tiene

I1F(X) - F(Y)| < MT|X =Y.

e Anilogamente, para X,Y € B.(X°) N (IT- UII) obtenemos

IF(X) - F(Y)|| < M7||X =Y.
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e Si X,)Y € B/(X%, con X € IT" eY € II", tomemos Z el punto de
interseccién de la linea que une los puntos X e Y con el hiperplano de
separacién II. Entonces,

IF(X)-FY)II = [IF(X)=-F(2)+F(Z)-F{Y)| <
< |F(X) - F@)I+1IF(Z) - FY)I
< MF|X - Z|+M-|Z-Y]|
< (M*+MO)X =Y.
Por tanto,
IF(X) - FY)| < (MY + M) || X -Y| ¥ X,Y € B,(X%),
con lo que finaliza la demostracién. .

El flujo ¢ de (2.22) estd definido para toda condicién inicial X € R* y no
es restrictivo suponer que también se encuentra definido para todo ¢ real, al
igual que los flujos ¢* y ¢~ de los sistemas X = F+(X) y X = F~(X), res-
pectivamente. En caso contrario, rescalarfamos convenientemente la variable
temporal ¢ de acuerdo con la férmula (ver [44])

r= / (1 + [IF(X ()| ds.

Siguiendo las notaciones anteriores, trabajaremos bajo la siguiente hipdtesis
(véase la Figura 2.2).
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%:{XFO}

Figura 2.2: Una o6rbita cruzando el hiperplano II en varios puntos.

Hipétesis A:

Sobre el hiperplano de separacién II = {X; = 0}, existen tres
puntos po = (0, 7o), g0 = (0,%0) ¥ 70 = (0, 20), con xo, Yo, 20 € R*7*,
y dos valores reales positivos T;", T, verificando las siguientes con-
diciones:

L ¢(t,po) = ¢~ (t,po) €I ¥V t e (0,Ty).
¢(T5po) = ¢~ (T3 ,po) = o € IL.
o(t,q0) = ¢t (t,q) €IIT V t € (0,T5).
Ty q0) = (T3, q0) =m0 € I1.

La érbita v(t) = ¢(t,po) corta transversalmente a II en los
puntos ¢g y 7.

SA R

Noétese que los apartados 2 y 4 de la Hipétesis A y la propiedad de grupo
para el flujo ¢(t, X) nos indican que ¢(Tp, po) = 7o, siendo Ty = T; + T

El siguiente resultado es una aplicacién directa de la Proposicién 2.1.
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Proposicién 2.8 Si el sistema (2.22) satisface la Hipdtesis A, entonces exis-
ten un entorno U(py) del punto po, un entorno U(gy) del punto qo y dos fun-

ciones diferenciables
pm : Up)) — R vy p7 : Ulg) — K
con p~(po) =Ty, p*(q0) =Ty, de manera que

¢~ (5~ (X),po) € Il para todo X € U(po)

y
dT(pT(X),q) €I para todo X € U(qp).
Este resultado nos permite definir las siguientes aplicaciones,
£ Ulpy) — I, con & (X)=9¢ (5 (X),X)
y

£ 1 Ulg) — I, con &F(X)=¢"(5"(X) X),

por lo que, de forma andloga a la Definicién 2.2, podemos fijar con preci-
sién los conceptos de semiaplicacién y aplicacién de Poincaré para el sistema
continuamente diferenciable a trozos (2.22).

Definicién 2.9 Si el sistema (2.22) satisface la Hipdtesis A, denominaremos
semiaplicacion de Poincaré izquierda P~ del sistema (2.22) a la restriccidn de
£ a la interseccion TLN U (py).

La restriccidn de p~ sobre IINU(py) se denomina semiaplicacion de vuelo
izquierda (semitiempo de vuelo izquierdo) del sistema (2.22) y la denotaremos
mediante T~ .

Definicién 2.10 Si el sistema (2.22) satisface la Hipdtesis A, denominaremos
semiaplicacion de Poincaré derecha P™ del sistema (2.22) a la restriccién de
£t a la interseccion TN U(go).
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La restriccion de p* sobre 1N U(qy) se denomina semiaplicacién de vuelo
derecha (semitiempo de vuelo derecho) del sistema (2.22) y la denotaremos

mediante 7.

Definicién 2.11 Si el sistema (2.22) satisface la Hipdtesis A, denominare-
mos aplicacion de Poincaré P del sistema (2.22) a la composicidn de las dos

semiaplicaciones de Poincaré P~ y P*; es decir,
P=PtoPpP. (2.24)

Llamaremos aplicacion tiempo de vuelo T del sistema (2.22), o simplemente

tiempo de vuelo, a la restriccion de la aplicacidn

pX) =57 (X) 457 (X)) =5 (X) +5* (7(77 (), X)) (2.29)

sobre la interseccion IIN U(py).

Debemos tener en cuenta que las semiapliaciones de Poincaré y de vuelo
son continuamente diferenciables en sus respectivos dominios de definicién, asi
como las aplicaciones de vuelo y Poincaré.

Es bien sabido que para un sistema n-dimensional continuamente diferen-
ciable que poseea una érbita periédica y(t) = @(¢, X) de periodo T, se verifica
que A = 1 es un autovalor de la matriz de monodromia Dx¢(T, X) y que
los autovalores de la diferencial de la aplicacién de Poincaré en el punto fi-
jo X, denominados multiplicadores caracteristicos de la érbita periddica (),
son los restantes n — 1 autovalores de la matriz jacobiana Dx¢(T, X). Segui-
damente, vamos a generalizar estas relaciones para los sistemas continuos y
continuamente diferenciables a trozos con dos zonas.

Cuando el campo vectorial F' es continuo y continuamente diferenciable
a trozos, la matriz Dx¢(t, X) no estd definida en principio para todos los
valores ¢, X. El siguiente resultado prueba que si se verifica la Hipétesis A,
entonces la matriz Dx ¢(Tp, po) estd bien definida, siendo Ty = Ty + T, o, ¥ nos
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indica que si ¢(Tp, po) = Do, entonces Dx¢(Tp, po) posee un autovalor unidad.
Por extensién, también llamaremos multiplicadores caracteristicos de la érbita
periddica @(t,po) a los restantes autovalores de la matriz Dx ¢(T, po).

Teorema 2.12 Si el sistema (2.22) satisface la Hipétesis Ay Ty =Ty + Ty,
entonces existe la matriz jacobiana Dx¢(Ty, po) y verifica

DX¢(T0ap0) = DX¢’+(T0+7CIO) ' DXQS_(TO—rpO)' (226)

Ademds, si v(t) = &(t,po) es una drbita periddica del sistema (2.22) de
pertodo Ty, entonces
Dx(To, po) F'(po) = F(po)- (2.27)

Demostracién. Para cada valor X en un cierto entorno de pg y 0 < ¢ < p(X),
el flujo del sistema (2.22) puede escribirse en la forma

o~ (t, X) si 0<t<p(X),

¢* (¢ = p7(X), 07 (7 (X), X)) si p7(X) <t <B(X),

siendo p la funcién definida en (2.25).
Asi, para t > g~ (X) se sigue que

Dx¢(t, X) = ¢* (t — 5 (X), ¢~ (5" (X), X)) - (=V5~ (X)) +
+Dx¢™ (t — p~(X), ¢~ (57 (X), X)) -
[0, X) Vi (X) + Dxé (5 (X), X))
Haciendo uso de las igualdades
To=Ty +Ty, o (T5,po) = g0, ¢ (T5,q0) =70 ¥ 5 (po) =Tg

utilizando que ¢ y ¢~ son los flujos de los sistemas continuamente diferencia-
bles X = F*(X) y X = F~(X) respectivamente y, recordando la continuidad
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del campo F (ver (2.23)), la anterior igualdad para t = Ty y X = po nos queda
en la forma

Dx¢(Ty, po) = F(ro) (=V 5™ (po)) +
(2.28)

+Dx ¢ (Ty", q0) [Fg0) V5™ (po) + Dx 9™ (Ty , po)] -

Teniendo en cuenta que (2.6) aplicada a X = F*(X) permite escribir la
identidad

Dx¢™ (T4, q0) F (q0) = F(ro), (2.29)

deducimos finalmente (2.26) a partir de (2.28).

Para el sistema X = F~(X), la igualdad (2.6) puede escribirse en la forma
Dx ¢~ (Ty , po)F(po) = F(qo). Aplicando esta dltima relacién junto con (2.29)
y (2.26) tenemos

Dx¢(To,po)F(po) = Dx¢™ (T, q0) - Dxéd™ (Ty ,po)F(po) =
= Dx¢™(Ty, q0)F(q0) = F(ro).
Si ro = po, obtenemos (2.27), con lo que concluye la demostracién. n

Nétese que la relacién (2.27) nos indica que F'(py) es un autovector de la
matriz Dx¢(Ty, po) asociado al autovalor A = 1, cuando v(t) = ¢(¢,po) es una
orbita periédica del sistema (2.22) de periodo Ty = T; + T .

Definicién 2.13 Si el sistema (2.22) satisface la Hipdtesis A y la solucion
¥(t) = @(t,po) es una drbita periddica de (2.22) de periodo Ty = Ty + Ty,
entonces T, se denomina semiperiodo izquierdo de vy, mientras que Ty es el
semiperiodo derecho de .

Para establecer un resultado andlogo a la Proposicién 2.3 referido a la
aplicacién de Poincaré necesitamos determinar unas coordenadas locales en el
hiperplano II, dominio de definicién de la aplicacién P.
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El hiperplano II estd generado por los vectores

0 :
Zi=< n_l) para t=1,2,...,n—1,

€;

donde €' es el i-ésimo vector de la base canénica de R*~'. Ademds, deno-
tando los puntos X del hiperplano II en la forma X = (0,z), con z € R !,y
teniendo en cuenta las definiciones 2.9 y 2.10 podemos escribir

(O,P"(:v)) =£7(0,z), 7 (z)=p"(0,z) para (0,z)€ U(po)

v analogamente

(0, P (y)) =£€7(0,y), 7% (y)=5"(0,y) para (0,y) € U(q)-

Por tanto, la Proposicién 2.3 y el Teorema 2.12 nos conducen al siguiente
resultado.

Proposicién 2.14 Supongamos que el sistema (2.22) satisface la Hipdtesis A
y denotemos Ty = Ty + T,

Co:(F(po) ’ ) k= 257}55?53))

o+
Cl———(F(QO) v )’ R" = ; lef?(J;)z))’

6 _ _1_ VT(xo)
I ) A Dmp(xo)>'

Entonces, se satisfacen las siguientes itgualdades

02: ( F(To)

CIR— = DX¢—(TO—7PO)COa CQR+ = DX¢+(T0+,QO)01; (230)

C2R = Dxé(Ts, po)Co- (2.31)
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Ademds, si v(t) = ¢(t,po) es una drbita periddica de periodo Ty del siste-
ma (2.22), entonces
R= Co_le¢(To,po)Co- (2.32)

Demostracién. Las identidades recogidas en (2.30) son una consecuencia
inmediata de la Proposicién 2.3 para este caso particular.

De la propia definicién de la aplicacién de Poincaré P a partir de las se-
miaplicaciones de Poincaré, P = Pt o P, se tiene que

D, P(zo) = DyP* (yo) - Dz P~ (z0)
y puesto que el tiempo de vuelo 7 viene dado por (véase (2.25))
T(z) =77 (z) + (P (2)),
se sigue que
Vr(zo) = V7~ (20) + V7T (P (20)) - D2P~(z0).
De aqui,

R ( 1| V7~ (o) + VT (P~ (w)) - DaP~(m0) \ _
0| Dy, P*(yo) - D2 P~ (o)

Ahora, aplicando sucesivamente las relaciones (2.30) v haciendo uso de la
igualdad (2.26) obtenemos

CoR = CyRT™R™ = Dxo¢™ (T3, q9)C1R™ =

= Dx¢™(Ty,90)Dxd™ (Ty ,p0)Co = Dx(To, po)Co,
con lo que queda demostrado (2.31).
Si ¥(t) = &(t,po) es una orbita periddica de periodo Ty, entonces py = 7g.
La condicién de transversalidad nos indica que la matriz Cy = Cj es regular y
de (2.31) se obtiene de forma inmediata (2.32). n

Cuando el sistema (2.22) es plano, las Proposiciones 2.5 y 2.14 nos llevan
directamente al siguiente resultado.
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Proposicién 2.15 Si (2.22) es plano y satisface la Hipdtesis A, entonces las

derivadas de la aplicacidn y semiaplicaciones de Poincaré son

dP~, . Fi(0,z0) To
—d;—(.’ro) = mexp (/0' div F(¢(t, (0,$0)))dt> y (233)
dP+ F1 (O, yo)

Ty .
—d;(?}o) = 500 P+ () exp (/0 div F(o(t, (O,yo)))dt> (2.34)

dP, . Fi(0,z) o
Eg—j—(l’o) = miﬁexp < . div F(¢(t, (0,.’E0)))dt> , (235)

donde F = (F\, F»)8, Ty = Ty + T3 y por divergencia de F entendemos

div F*(X1, Xa) si X; >0,
div F(Xl,Xg) =
div F_(Xl, Xg) si )(1 < 0.

Ademds, si la solucidn v(t) = ¢(t, (0,x0)) es una drbita periddica del siste-
ma (2.22) de periodo Ty, entonces

To
%(xo) = exp ( /0 div F((t, (0, xo)))dt> : (2.36)

Demostracién. Puesto que el vector Z = (0, 1)* genera la linea de separacién
X, = 0, las igualdades (2.33) y (2.34) se obtienen como caso particular de la
identidad (2.19).

Aplicando la regla de la cadena a P = P* o P~ obtenemos, |

d_-P_ Fl(O,xO)

T (zo) = F.(0, P(zy)) exp(K (z0)),

donde

T TS
K(zo) = /0 div F(6(0, zo))dt + | div F(4(0, P~(z0)))dt.

0
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Realizando en la segunda integral el cambio de variable s = ¢t + T, ¥y
teniendo en cuenta la propiedad de grupo del flujo ¢,

8:(0, P~ (20)) = 6,77 (0, P~ (20)) = &, (9_7-(0, P~ (o)) = 4(0,0),

se obtiene

T Ty +T5
/ div F(¢:(0, P (z0)))dt = / div F(0,(0, z9))ds.
0 Ty
Sustituyendo esta igualdad en K(z4) obtenemos directamente (2.35).
Si y(t) = ¢:(0, zp) es una orbita periddica de periodo Ty, entonces P(zy) =
Tg, por lo que la igualdad (2.36) sigue inmediatamente de (2.35). [

La expresion (2.35) obviamente también es vélida para sistemas planos
continuamente diferenciables que poseen una oérbita peridédica transversal al
eje X; = 0, ya que podemos considerar que estos sistemas forman parte del
conjunto de sistemas dindmicos continuos y de clase C! a trozos bizonales.
Maés ailn, obsérvese que (2.35) es la expresién ya conocida de la derivada de
la aplicacién de Poincaré en un punto fijo de la misma para sistemas planos
continuamente diferenciables, obtenida en la Seccién 28 de Andronov, Leon-
tovich, Gordon y Maier [4]. El caso particular P(zq) = zy es el utilizado con
mas frecuencia en la préctica (véanse entre otros [15], [29] y [44]).

Notemos que se ha generalizado la expresién clasica para sistemas bidimen-
sionales continuos y de clase C! a trozos en dos zonas.

2.3.1 Estudio para el caso de Sistemas Lineales a Trozos

Bizonales

En este apartado presentaremos los resultados precedentes, que hacen referen-
cia a la aplicacién y semiaplicaciones de Poincaré, para los sistemas continuos
lineales a trozos con dos zonas.
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Denotemos por ¢(t, X) el flujo del sistema continuo
. A+X +a si ‘Xl > 0,
X=FX)= (2.37)
A X+a st X; <0,

donde At, A~ € My(R) y a € R*. Los flujos de los sistemas X=A"X+a
y X = A~ X + a se denotardn, respectivamente, por ot (t, X))y ¢~ (t, X) y se

satisfacen, como ya sabemos, las relaciones
Dx¢*(t,X) = exp(A¥t) y Dx¢*(t,X) =exp(A7t).
Seguidamente particularizamos el Teorema 2.12 para el sistema (2.37).

Proposicién 2.16 Si el sistema (2.37) satisface la Hipdtesis A y denotamos
T, = Ty + Ty, entonces eziste la matriz Dx¢(Ty, po) y verifica

Dx¢(To, po) = exp(ATTy) exp(A™Ty )

Ademds, si ¥(t) = ¢(t,po) es una Orbita periddica del sistema (2.87) de
periodo Ty, entonces

exp(ATT;") exp(A™ Ty ) F(po) = F(po)-

La Proposicién 2.14 aplicada al sistema (2.37) se enuncia como sigue.

Proposicién 2.17 Si el sistema (2.37) satisface la Hipdtesis A, denotamos
To = Ty + Ty y Co, Cr, Co, R7, R* y R son las matrices definidas en la
Proposicion 2.14, entonces se satisfacen las siguientes igualdades

CiR™ = exp(A—To_)Co, CoR* = eXP(A.{’TJ)Cl

CaR = exp(A*T") exp(A™T; ) Co.
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Ademds, si y(t) = &(t,po) es una drbita periddica del sistema (2.37) de
periodo Ty, entonces

R = C;lexp(ATT;) exp(A™Ty ) Co.

Sabemos que el sistema (2.37) satisface

tI‘(A+) si X1>0,
div F(X) =
(A7) si X <0,

luego cuando el sistema (2.37) es plano, la Proposicidon 2.15 se redacta en la

siguiente forma.

Proposicién 2.18 Si el sistema (2.37) es plano, satisface la Hipdtesis A y
denotamos F = (Fy, Fy)t, entonces las derivadas de la aplicacion y semiapli-
caciones de Poincaré vienen dadas por

%i—_(xo) = E%(%% exp (tr(A7)Ty), (2.38)
%(y") B ﬁ% exp (tr(AT)Ty) , (2.39)

y |
%’?(%) = %exp (tr(A")Ty +tr(A7)Ty) . (2.40)

Ademds, si la solucion y(t) = ¢(t, (0,z0)) es una drbita periddica del siste-
ma (2.37) de semiperiodos T, y Ty, entonces

%(3)0) = exp (tr(AN) Ty + tr(A™)Ty) . (2.41)
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Debemos hacer notar que las expresiones (2.38), (2.39) y (2.40) han sido
obtenidas por E. Freire et ali. en [22] y F. Rodrigo en [47] para distintos tipos
de sistemas lineales a trozos, a partir de expresiones explicitas y paramétricas
de las semiaplicaciones de Poincaré de dichos sistemas.

Por iltimo, no es dificil comprobar que las expresiones encontradas en este
capitulo, que hacen referencia a la aplicacién y semiaplicaciones de Poincaré,
tienen una extension natural a los sistemas continuos y de clase C! a trozos
definidos en multiples zonas. En este caso, la aplicaciéon de Poincaré se obtiene
como composicién sucesiva de diferentes aplicaciones de transicién (ver [35] y
[47)).

Las ideas expuestas en este capitulo seran utilizadas fundamentalmente en
el siguiente, aunque el resultado principal de la Seccién 2.2.1 (Proposicién 2.5)
resultard esencial en parte del desarrollo del Capitulo 5.



Capitulo 3

El método de Melnikov para
sistemas continuos planos

diferenciables a trozos

En este capitulo se generaliza el método de Melnikov a sistemas continuos
planos y continuamente diferenciables a trozos. El resultado principal nos
permitira estudiar la existencia de ciclos limites en sistemas que pueden repre-
sentarse como la perturbacién de un sistema que posee un continuo de drbitas
periédicas. Esta idea se aplicara a sistemas continuos lineales a trozos bizonales
y trizonales con simetria. Con cierta modificacién en la teoria conseguiremos

establecer la existencia de curvas de homoclinas en sistemas lineales a trozos.

3.1 Introduccion y teoria clasica

Con frecuencia el modelo de ciertos sistemas fisicos responde a una familia
de ecuaciones diferenciales dependientes de parametros. Si un elemento de
la familia (obtenido al fijar un valor en los pardmetros) posee alguna propie-
dad dindmica relevante (punto de equilibrio, érbita periédica o separatriz),
entonces tiene perfecto sentido realizar la siguiente pregunta: ;Cudles de estas

73
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caracteristicas dinamicas persisten si se modifica el valor de los pardmetros?

La teoria de continuacién proporciona una coleccién de herramientas que
permiten dar una respuesta positiva a esta cuestidn en distintas ocasiones.

Cuando el sistema fijado posee una banda continua de érbitas periédicas la
teoria anterior permite conocer las drbitas periddicas del continuo que persisten
si se modifican levemente los pardmetros. El conocimiento de estas érbitas
periédicas persistentes pueden relacionarse con los ceros de una determinada
funcién real de variable real.

Para describir esta teoria, consideremos un campo vectorial f € C*(R?) y
supongamos que el sistema plano

X =f(X), XeR, (3.1)

posee un continuo de érbitas periddicas transversales a una seccién, que pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que es la seccién & = {(0,y) : y € I},
donde I C R es un intervalo abierto.

Queremos conocer qué érbitas periddicas del sistema (3.1) persisten si per-
turbamos tal sistema en la forma

X = f(X) +5g(X757:u) (32)M

donde X € R?, ¢ € R, u € R* y la funcién g es de clase C*.
Si la solucién del sistema (3.2), que para t = 0 pasa por (0, 2), con z € I,
se denota por

X(t, 2,6, ) = (x(t, 2,8, 1), y(t, 2,8, 1)),
entonces, la continuidad y derivabilidad respecto a condiciones iniciales y
pardmetros, permite asegurar que, para ¢ suficientemente pequerio, la dérbita
de dicha solucién vuelve a intersecar a £ después de un tiempo T'(z,¢, 1) en un
punto z(T'(z,&, ), 2, €, 1), lo que nos permite definir la aplicacién de Poincaré

P(Z,é’, :u) = .CL'(T(Z, &, ;u)? z,¢, /"’)

y la funcién desplazamiento

d(z,e,pu) = P(z,e,p) — 2.
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Si z es un cero de la funcién desplazamiento d, entonces la solucién

(z(t,z,e, 1), y(t, 2,6, 1))

proporciona una érbita periédica del sistema (3.2), de periodo T(z,¢, ).
Con estos preliminares, la idea consiste en establecer la existencia de una
funcién z = h(e, u) de forma que d(h(e, p),, u) = 0. Nétese que d(z,0,u) =0
para todo z € I, luego g% = 0, lo que impide de momento determinar la funcién
z = h(e, u) que anula a la funcién desplazamiento. Sin embargo, este hecho

permite escribir d en la forma
d(z,¢, ) = eD(z,¢, p),

por lo que si existe una funcién h de forma que D(h(e, n), 2, ) = 0, entonces
d(h(e, p),&, 1) = 0.

Por tanto, hemos reducido el problema de encontrar érbitas periddicas en
el sistema perturbado (3.2), al problema de encontrar las soluciones implicitas
de la ecuacién D(z,¢, u) = 0.

Si existe z € I de forma que

oD o*d

od
D(Z,O,/J/) = -a—g(z’o,'u) =0 y _a;_(zaoa/'l’) = a—zg(‘zvovu) # Oa

entonces el Teorema de la Funcién Implicita asegura la existencia de una fun-
cién definida implicitamente z = h(e, p).

Denominaremos funcién de desplazamiento reducida a

od

D(Z,O,/,L) = —(Z,O,,LL)-
Oe

El método de Melnikov establece que la funcién de desplazamiento reducida
es proporcional a una funcién, denominada integral de Melnikov, que estad
definida exclusivamente a partir de los campos vectoriales f y g.

Ahora, con ciertas aplicaciones del Teorema de la Funcién Implicita y el
Teorema de Preparacién de Weierstrass (ver [17]) podemos confirmar la rela-
cién existente entre el el nimero, la posicién y las multiplicidades de los ciclos
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limites de (3.2),, cuando € es suficientemente pequefo, con el nimero, la po-
sicién y las multiplicidades de los ceros de la funcién de Melnikov de (3.2),.

Diferentes formas de la deduccién de la proporcionalidad pueden verse,
entre otros, en [4], (7], [14] y [15]. Todas ellas se basan en la misma idea con-
sistente en aproximar, haciendo uso de ecuaciones variacionales, las soluciones
de (3.2), por medio de las érbitas periddicas de (3.1).

Si el sistema no perturbado (3.1) posee una homoclina o una heteroclina,
una leve modificacién en la teoria permite construir una funcién desplaza-
miento y la correspondiente funcién de desplazamiento reducida que también
resulta ser proporcional a cierta funciéon de Melnikov. Los ceros de esta funcién

de Melnikov nos permitirdn continuar la conexién homoclina o heteroclina.

Las ideas anteriores se generalizardn a sistemas planos continuos y con-
tinuamente diferenciables a trozos y particularmente se aplicardn a sistemas
continuos lineales a trozos. Para tal cometido, definiremos como se hizo en el
Capitulo 2 la aplicacién de Poincaré de tales sistemas como composicién de
las denominadas semiaplicaciones de Poincaré (ver [34], [35] y [47]). Estas,
también permitirdn definir la funcién desplazamiento de la misma forma que
se realiza para los sistemas continuamente diferenciables (ver [7]).

Mostraremos que la funcién de Melnikov para los sistemas definidos a tro-
zos coincide con la obtenida en la teoria cldsica. Ademds, si las funciones
involucradas en la definicién del campo vectorial del sistema definido a tro-
zos poseen divergencia nula, entonces la funcién de Melnikov adopta, via el
Teorema de Green, una forma mas compacta.

Las notaciones y los resultados correspondientes a las funciones definidas a
trozos se dardn a conocer seguidamente. En secciones posteriores estudiaremos
la existencia de lazos homoclinos y heteroclinos y més adelante se expondrén
ejemplos especificos.
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3.2 La teoria de Melnikov para sistemas defi-

nidos a trozos

En esta seccién trabajaremos con sistemas continuos definidos a trozos en dos
zonas y supondremos que la recta de separacién es el eje z = 0.

Consideremos como sistema no perturbado el sistema continuo

) fHX) si z2>0,
X =f(X)= . (3.3)
fm(X) si z<0,

donde X = (z,y) € R% y f*, f~ son funciones de C"(R?), con r > 1.
Debemos tener presente que la condicién de continuidad implica la igualdad
fr(0,y) = f7(0,y) para todo y € R,

Anadiendo una perturbacién al sistema (3.3) obtenemos el sistema

X =H(X,e,p) = f(X)+e9(X, e, ),  (34),

que denominaremos sistema perturbado, donde ¢ € R, || < 1, p € RF y g es
la funcién

gt (X,e,p) st x>0,
9(X,e,p) =
9 (X,e,p) si z<0,

siendo g*,g~ € C" (R? x R x R*), 7 > 1, y H continua en R* x R x R*.

Como hemos visto en el Capitulo 2 los sistemas (3.3) y (3.4), satisfacen
condiciones suficientes que garantizan la existencia y unicidad de soluciones de
los problemas de valores iniciales asociados (ver Proposicién 2.7).

Introducimos la notacién 7, (t) para denotar la érbita del sistema (3.3) que
para t = 0 posee como condicién inicial el punto (0, z) de la recta de separacién
z = 0; es decir, si el flujo del sistema no perturbado (3.3) se denota por ¢(t, X),
entonces 7v,(t) = ¢(t, (0, 2)).
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3.2.1 Perturbacién de una banda continua de orbitas
periodicas

En este apartado supondremos que el sistema no perturbado (3.3) satisface la
siguiente hipdtesis. '

Hipdtesis A:
El sistema no perturbado (3.3) posee un continuo de drbitas

periddicas que cruzan en dos puntos y de forma transversal al eje
de ordenadas en un conjunto abierto.

Podemos admitir, sin perdida de generalidad, que las érbitas periddicas
cruzan el eje OY en sentido antihorario; en caso contrario, bastaria cambiar el
signo de la variable independiente.

La Hip6tesis A implica que toda 6rbita periddica del sistema (3.3) cruza
transversalmente a la recta de separacién en dos puntos (0, o), (0,%s), con
Yo > U0, donde yo € T C R, §o € I C R (vedse la Figura 3.1), y como
consecuencia, la familia de drbitas periddicas de (3.3) puede parametrizarse en
la forma

Tyo: X =olt), wel

La funcién f se escribe, usando sus componentes, como f = (f1, f2) v la
condicion de transversalidad se puede expresar de la forma

£1(0,90) - £1(0,70) #0 paratodo yo € 1,90 € 1.

Para cada yy € I, denotaremos por T, el periodo la érbita periédica I'y,,
y la solucién del sistema (3.4), que para ¢t = 0 pasa por (0, z) se denotard por

X(t,z,e,p) = (z(t, 2,&, 1), y(t, 2,€, u)). (3.5)

A continuacién definimos, al igual que se realizé en la Definicién 2.13, los
conceptos de semiperiodos para las drbitas periddicas del sistema (3.3).
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Yo

=N
==k

Figura 3.1: Continuo de drbitas periédicas del sistema (3.3)

Definicién 3.1 Si (3.3) satisface la Hipdtesis A, llamaremos semiperiodo iz-
quierdo de Ty, al menor valor positivo T, que satisface 2(Tyy, 40,0, 1) = 0.

Definicién 3.2 Si (8.8) satisface la Hipdtesis A, llamaremos semiperiodo de-
recho de Ty, al menor valor positivo T} que satisface z(T,5, o, 0, ) = 0, donde

o = Y(Tyg, ¥0,0, 1) y Ty es el semiperiodo izquierdo de T'y,.

A partir de la diferenciabilidad de f~ +eg~ y f* +eg* y de las propie-
dades de continuidad y diferenciabilidad respecto de pardmetros y condiciones
iniciales se puede establecer el siguiente resultado, cuya demostracién no es
muy diferente de la realizada para la Proposicién 2.1 (ver [19] y [44]).

Proposicién 3.3 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A, entonces la pri-
mera componente de la solucidn (3.5) del sistema perturbado (8.4), verifica
las siguientes propiedades:

1. Siyy € I y¢ es suficientemente pequenio, entonces eziste un unico valor
ty =ty (yo,€, p) > 0 de forma que

(a) z(t,yo,&,4) <0 para todo te€(0,t).
(b) =(t5, 0,6, 1) = 0.
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2. Sifio €I ye es suficientemente pequeno, entonces existe un unico valor
t& = t$(do,&, 1) > 0 tal que
(a) z(t, Jo,&, 1) >0 para todo t € (0,t]).

(b) :L'(tg,gjo,g,u) =0.

El valor t; es el semitiempo de vuelo izquierdo del sistema perturba-
do (3.4), y, andlogamente, t; es el semitiempo de vuelo derecho de (3.4),
(véanse las definiciones 2.9 y 2.10). Una interpretacién geométrica de los es-
calares t7 y t7 puede contemplarse en la Figura 3.2.

Yo y

y(th .5, €, H)/\

X

o<

¥(ty Yy EH)

Figura 3.2: Visién geométrica de los semitiempos de vuelo.
Evidentemente, se verifican las relaciones
Ty_o = ta (yO, 07 ,U,), T;; = t;(go, 0) lu) (36)
y por consiguiente el periodo T, de la érbita periddica I'y, es

Ty = to (%0, 0, 1) + 5 (0,0, 1), con G0 =y(Tyy,%0,0,).  (3.7)

La Proposicién 3.3 permite determinar, como a continuacién realizamos,
las semiaplicaciones de Poincaré del sistema perturbado (3.4), (véanse las de-
finiciones 2.9 y 2.10).
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Definicién 3.4 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A, llamaremos se-
miaplicacidn de Poincaré izquierda P~ del sistema (3.4), a la aplicacion defi-

nida en un entorno de I x {0} x R¥ mediante

P~ (yo,€, 1) = y(tg (Yo, &, 1), Yo, €, 4)- (3.8)

Definicién 3.5 Si el sistema (8.8) satisface la Hipdtesis A, llamaremos se-
miaplicacidn de Poincaré derecha Pt del sistema (3.4), a la aplicacion definida

en un entorno de I x {0} x R¥ mediante

P+(’g075a )u’) = ?J(t;(@o,fyﬂ)’%aa, /J’) (39)

Definicién 3.6 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A, llamaremos apli-
cacion de Poincaré P del sistema (3.4), a la aplicacion definida en un entorno
de I x {0} x R¥ mediante

P(yo, e, 1) = PT(P™(yo,¢, 1), €, u)- (3.10)

Nota 3.7 Las semiaplicaciones de Poincaré P™ y P~ son continuas y el or-
den de diferenciabilidad de las mismas coincide, al menos, con el orden de
diferenciabilidad de los campos f* + &gt y f~ + €g~, respectivamente. Por
consiguiente, la aplicacién de Poincaré P es continua en todo su dominio y el
orden de diferenciabilidad de ésta es igual o superior al menor de los 6rdenes
de diferenciabilidad de los campos vectoriales f* +egty f~ +¢eg™.

A continuacién definimos la funcién desplazamiento.
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Definicién 3.8 Si el sistema (3.3) satisface la Hipétesis A, se denomina fun-
cion desplazamiento del sistema perturbado (3.4), a la funcién definida en un
entorno abierto de I x {0} x R*¥ mediante

d(Yo, €, k) = P(Yo, €, 1) — Yo (3.11)

Nota 3.9 Obsérvese que, para ¢ y u fijos, la funcién escalar d(-, ¢, 1) se anula
si y sélo si el sistema perturbado (3.4), posee una 6rbita periddica. Ademds, el
sistema (3.4), posee tantas érbitas periédicas como soluciones diferentes tenga
la ecuacién escalar d(-,e, ) = 0. Por otra parte, la funcién desplazamiento
es continua en todo su dominio y su diferenciabilidad depende, al igual que
ocurrfa con la aplicacién de Poincaré P, de la diferenciabilidad de los campos
vectoriales f* +¢eg™ y f~ +eg~ (ver Nota 3.7). Interpretaciones geométricas
de las semiapliaciones de Poincaré, de la aplicacién de Poincaré y de la funcién
desplazamiento pueden verse en la Figura 3.3.

I’(yo,e,u) <"~

P (y, &H)

Figura 3.3: Aplicacién de Poincaré y funcién desplazamiento.
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Puesto que f no es diferenciable cuando z = 0, entendemos, tal y como se
hizo en el Capitulo 2 (ver Proposicién 2.15), que su divergencia viene dada por

div f*(z,y) si z>0,
div f(z,y) =
div f7(z,y) si z <0.

Si se verifica la Hipdtesis A entonces, como muestra el siguiente resultado,
el exponente caracteristico de la banda de 6rbitas periddicas de (3.3) es nulo.

Proposicién 3.10 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A, entonces

Tyo
/ div f(vy,(t))dt =0 para todo yo € 1. (3.12)
0

Demostraciéon. La Hipétesis A nos indica que P(yo,0, ) = yo para todo

Yo € I, luego
oP

395

De la expresién (2.36) que nos proporciona el valor de la derivada de la

Y0,0,4) =1 paratodo yo € I.

aplicacién de Poincaré en un punto fijo obtenemos que

Ty,
exp (/ div f (g, (t))dt> =1 paratodo vy €1,
0

con lo que concluye la demostracién. [

Para obtener la derivada con respecto a ¢, para ¢ = 0, de la funcién des-
plazamiento introducimos las semiaplicaciones de Poincaré normalizadas que
definimos a continuacién.

Definicién 3.11 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A, llamaremos se-
miaplicacidn de Poincaré izquierda normalizada N~ a la aplicacidn

N_(yOa‘E’ ,LL) = fl(O’QO)P—(yO’Ev ,LL), (313)

definida en un entorno de I x {0} x R, siendo §o = P~ (0,0, 1)
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Definicién 3.12 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A, llamaremos se-
miaplicacidn de Poincaré derecha normalizada N* a la aplicacion

N*(do, €, 1) = f1(0, y0) P* (Jo, €, 1), (3.14)

definida en un entorno de I x {0} x R, siendo yo = P* (4,0, u).

Si el ortogonal a un campo vectorial F' = (Fi, F3) lo denotamos mediante
F+ = (=F,, F}), las semiaplicaciones de Poincaré normalizadas pueden escri-
birse en forma de producto escalar

N~ (yo,&, 1) = ((f7)" (0, 90), D (1o, &, 1)) (3.15)

N* (o, e, 1) = ((F5)™ (0, %0), D* (do, &, 1)), (3.16)

donde D~ y D™ son las funciones

D_(yOasaM) = (O7P~(y0a5au))7 D+(Zj0,€,/J:) = (Oa P+(@0757M)),

es decir, DT y D~ son de hecho las aplicaciones £+ y f“ definidas en el
Capitulo 2 como consecuencia de la Proposicién 2.8.

El siguiente lema nos permitirdn obtener las derivadas con respecto a ¢ de
las semiaplicaciones normalizadas evaluadas en £ = 0.

Lema 3.13 Sea F' un campo vectorial bidimensional continuamente diferen-
ciable, v(t) una solucidn de X = F(X), p una funcidn vectorial bidimensional

continua de variable real y X (t) una solucion de la ecuacidn

X(t) = DF(y(t) X (t) + p(t), X € R, (3.17)

Entonces, £(t) = (F1(v(t)), X(t)) es solucién de la ecuacidn diferencial
unidimensional

£(t) = div F(v(8))€ + (F*((2)), (1)) (3.18)
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Demostracién. Derivando £(t) = (F1(v(t)), X(t)) se obtiene

£(t) = (DF(y(t)) F(v()), X (2)) + (F(v(1)), DF (v(£)) X (t) + p(t)),

ya que v(¢t) es solucién de X = F(X) y X(t) es solucién de (3.17).
Suprimiendo la dependencia de t y ¥(t) para facilitar la lectura, obtenemos

£ =(DF*F + (DF)' F* X) + (F*, p), (3.19)

donde, el superindice ¢ denota la matriz traspuesta.
Un simple cdlculo muestra que

DF*F + (DF)'Ft = (divF) F+,
y ahora (3.18) sigue facilmente de (3.19). ]

Si X = (X, X,),Y = (Y1,Y2) € R?, utilizaremos la notacién X AY para
denotar el producto escalar (X+,Y), es decir,

XAY =(X5Y) =X Y, - XpY1.
Teorema 3.14 Si el sistema (8.8) satisface la Hipdtesis A, entonces:

1. La derivada de la semiaplicacion de Poincaré izquierda normalizada res-
pecto de € para e =0 es

ON~ To £~ (1o (1)) A g™ (1), 0, 1)
5o W0, 0, 1) = B7(T,) 0 dt, (3.20)
siendo ,
B™(t) = exp (/0 div f"(’yyo(T))d7‘> ) (3.21)

2. La derivada de la semiaplicacidn de Poincaré derecha normalizada res-
pecto de € para € =0 es

3N+ f+ 7yo (’Yyo( )70’:“)
9 (90,0, 1) )/ () dt,

(3.22)
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siendo yo = P (90,0, ) y

BH(t) = exp (/Ot div f+(fygo(7'))d7'> : (3.23)

Demostracién. En primer lugar obtendremos, a partir de (3.15), la derivada
parcial de N~ respecto de € en € = 0:
ON~ 0D~

5 (v0:0,) = (/)" (0,90), —— (90,0, n))- (3.24)

Comenzamos derivando respecto de ¢ las igualdades

37(to—(y0:5,/ﬁ>ayo,5»ﬂ) = O) y(t(;(yoyfyﬂ),ymf,/i) = P*(y075a/1’)'

Evaluando estas derivadas en ¢ = 0 y usando (3.6) obtenemos

o, oty or,
'éft'(TyO, Yo, 07 ,U) : E‘(yo, 0) #) + a_g(Tyoy Yo, 07 /’L) =0 (325)
y
oY ,._ oty oy, . 0P~
5 (Tyor 40,0, 1) - —é?(yo,O, 1)+ 5= (T, 10, 0, ) = (0, 0,). (3.26)
Introduciendo la funcién vectorial
0X Oz Oy
W(t) - &-(ta Yo, 01 :U’) - (}%(ta Yo, Oa /‘l')a 5&'_'(16; Yo, 0; M))

y teniendo en cuenta las igualdades

2(Ty: 90,0, 8) = 0, y(Tyq, 0,0, 1) = o

se tiene, a partir de (3.25) y (3.26), la ecuacién vectorial

ot P~ dD~

- - 7 LL )= -_— = . .
de (yo,O,M)f (O7y0) + (Tyo) (0, 9e (yo,O,u)) Oe (yOaO) ,LL) (3 27)
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Asi, (3.24) puede expresarse como

ON~
Oe

(30,0, ) = ((£7) " (0,50), W(Ty,))- (3.28)
Por otra parte, a partir de (3.5) se obtiene

x(O,yO,‘f:#) =0 e y(07y07811u') =%
para todo (yg, €, 1) de un cierto entorno de I x {0} x R y por tanto,

or Qy_

wW(0) = (%(O,ymf,#), 5% (O,yo,e,u)> = (0,0).

Si ahora derivamos X = f~(X) 4 eg~ (X, ¢, u) con respecto a , intercam-
biamos los 6rdenes de derivacién y evaluamos la expresién obtenida en € = 0,
obtenemos que W (t) es la solucién del problema de valores iniciales

{ W (t) = Df~ (1 (8))W () + g7 (16 (1), 0, ), (3.29)

W (0) = 0.

Tomando £(¢) = ((F7)" (7, (t)), W(t)) y haciendo uso del Lema 3.13, re-
sulta que £ es solucién del problema unidimensional de valores iniciales

{ E(t) = div F~ (1o (8)E + ((F7)T (1o (1)), 9~ (16 (2), 0, 1)),
(3.30)

£(0) = 0.

La solucién de la ecuacién lineal (3.30) se puede expresar como

(0 =50 [ L2 0n(0 00,

donde 3~ (t) viene dada en (3.21).
Ahora, de la expresién (3.28) se obtiene

ON~
Ode

(40,0, ) = ((f ) (0, 50), W(Ty)) = &(Tyy)
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y la conclusién (3.20) sigue inmediatamente.
Un razonamiento totalmente andlogo permite probar (3.22). m

El resultado anterior junto con una aplicacién directa de la regla de la
cadena nos va a permitir obtener la derivada respecto de ¢ de la funcién des-
plazamiento en el punto ¢ = 0.

Teorema 3.15 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A, entonces la deri-
vada respecto de € de la funcidn desplazamiento definida en (3.11) evaluada
en £ = 0 viene dada por

od _ 1 T Fy(£)) A g(0(2), 0, 1)
(yo,O,u)—f(O,yO) i 0

i dt, (3.31)

donde ,
6t =exo (| div fip(r))dr).

Demostracién. La funcién desplazamiento viene dada por
d(yo, €, 1) = P(yo, €, ) — Yo = P* (P (y0,€, 1), 6, 1) — %0.

Si denotamos gy = P~ (o, 0, u) y derivamos con repecto a ¢ se obtiene

od oP+t | oP~ oP* .
55(:‘/0707”) - %‘(yo,oyﬂ) : 79—&:"(1/0»0,#) + Té?(yO;D,/J/)

Haciendo uso de la Proposicién 2.15 se deduce

0 h(0.d) BT op- 0P
—(yOaO,)u)'— fl(O,P+(:g0,0,,Uz)) : O (y070a/'l‘)+ Oe (y0701:u’)

Oe

y teniendo en cuenta las definiciones de N~ y N* (ver (3.13) y (3.14)) y que
P* (50,0, 1) = yo se concluye que

od 1 ON~ ON™*
&(yo,()’ lu‘) = fl(O, yO) (5+(T;(;) : Oe (?JO,O,#) + ""'——(’!)0,0,#)) (332)

O¢
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Por otra parte, si mediante ¢;(X) denotamos el flujo del sistema (3.3),
usando el cambio de variable s =t + T, y las propiedades de grupo para el
~ flujo obtenemos

Y30 () = 04(0, Jo) = ¢3—Ty"0(07 Go) = ¢s(¢_Ty—0(Oa 90)) = ¢5(0,%0) = Yyo(8),
(3.33)
luego, se satisface la igualdad

e=Tyy e
| vt ena = | i £+ ialonds,
0 T,
por lo que, véase (3.23),

B* (0 - Ty;) = exp ( / Q din+(7yo(S))d8> .

Yo

Asi, para t > T, se sigue que
t
B(t) = B7(Ty,) - exp . div ¥ (v (5))ds | = B7(Ty) - 87 (t = Typ)
Yo
expresién que particularizada para t =T, =T + Ty*(; nos conduce, junto a
la Proposicién 3.10, a

B(T,,) - B7(T,)) = B(Ty,) = 1. (3.34)

Ahora, a partir de (3.32) y (3.34), utilizando el Teorema 3.14, el cambio de
variable s =t + T, y la relacién (3.33) encontramos que

@_ _— 1 T% f—(7yo (t)) A g—(7yo (t)) Oa /J‘)
Oe (yO,Onu') - f1(0,yo) ] 6—(t) dt+
1 [T fH((8)) A g ((5), 0, )
d
+f1(0, Yo) T, B(s) 5
lo que nos lleva directamente a (3.31). n

El Teorema. 3.15 nos conduce a la siguiente definicién.
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Definicién 3.16 Si el sistema (3.3) satisface la Hipétesis A, llamaremos fun-
cion de Melnikov del sistema perturbado (3.4), a lo largo de una drbita pe-
riddica v, (t) del sistema no perturbado (3.3) a la funcidn

To f(y0(8)) A (1 (8), 0, 1) y

M (yo, p)= t, 3.35
donde ,
616) = exp ([ aiv o) )
Esta definicién permite escribir (3.31) en la forma
ad 1
y &y _—M ’ . 3.36
50 W06, 1) = 70.90) (3o, 1) (3.36)

Cuando se anulan la divergencia de las funciones que definen al sistema no
perturbado (3.3), la expresién de la funcién de Melnikov adopta una forma
mas compacta.

Corolario 3.17 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A y ademds se ve-
rifica que div f(z,y) = 0 para todo (z,y) € R?, z # 0, entonces

M (yo, p) = // div g(z,y,0, u) dz dy, (3.37)
fi( 0 y¥0) J Jiny(r

)

Y0

donde por divergencia de g entendemos

dgy og5 .

. = (z,y,&, 1) + 8; (z,y,6,1) si x>0,
divg(z,y,&,p) =

391 392 .
S &Y+ 3 —=(z,y,6,1) si z <0,

Demostracién: Si la divergencia de f es nula, resulta 3 = 1. En este caso,
la expresién (3.31) adquiere la forma

M (yo, p) = /0 N (F1(790 (8)) 92 (750 (£), 0, ) = fa(7yo (£)) 91 (74 (2), 0, 1)) dlt.
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Utilizando que 7y, (t) es solucién de (3.3) y haciendo uso del Teorema de
Green se deduce directamente (3.37). n

Notemos que la relacién (3.36) nos indica que la férmula cldsica de la teoria
de Melnikov para sistemas continuamente diferenciables es también valida pa-
ra sistemas continuos y continuamente diferenciables a trozos bizonales. Por
tanto, los resultados cldsicos (existencia y multiplicidad de ciclos limite) que
se obtienen como aplicacién de dicha teoria (véase [4], [7], [14], [15] vy [45])
también son validos para los sistemas objeto de estudio.

Ahora, establecemos la relacién existente entre los ceros de la funcién de
Melnikov del sistema perturbado (3.4), y sus ciclos limite hiperbélicos. Omi-
timos la prueba del siguiente resultado, pues éste aparece, para sistemas con-
tinuamente diferenciables, repetido en multiple ocasiones a lo largo de la lite-
ratura (véase por ejemplo [7]) y la demostracién para los sistemas continuos y
de clase C! a trozos es completamente analoga.

Teorema 3.18 Supongamos que el sistema no perturbado (3.3) satisface la
Hipdtesis A y las funciones ft+egt y f~ +¢eg~ son dos veces continuamente
diferenciables en sus respectivos dominios de definicion.

Si existen §o € I, po € RF tales que

. oM
M (Jo, o) =0y ‘a—"‘(yo,ﬂo) #0,
Yo

entonces para todo € # 0 suficientemente pequefio, el sistema (3.4)u, posee un

inico ciclo limite hiperbélico en un entorno de I'y,. Ademds:

1. El ciclo limite es asintdticamente estable si

& .B_M_(~ ) <0
f1(0,%) Oyo Yo, o '

2. El ciclo limite es inestable st

& .8_Af[_(~ ) >0
f1(0,%) OBy Yo, o '
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Mids atn, si M(go,p0) # 0, entonces para todo € # 0 suficientemente
pequerio, el sistema (3.4),, no posee ciclos limite en un entorno de I'y,.

Seguidamente definimos el concepto de ciclo limite bizonal miltiple para
el sistema perturbado (3.4), (ver [44]).

Definicién 3.19 Supongamos que el sistema (8.3) satisface la Hipdtesis A y
los campos f*+egt y f~+eg™ son de clase C™, param > 1. Si denotamos por
o(t, X, e, 1) el flujo del sistema (3.4),, un ciclo limite T,, = ¢(t,(0,%0), €, 1)
del sistema perturbado (3.4), que cruce transversalmente la recta z = 0 se
dice de multiplictdad m st yo es un cero de multiplicidad m de la funcidn
desplazamiento d(-, &, u).

El siguiente resultado permite establecer la existencia de ciclos limite multi-
ple en sistemas planos, continuos y analiticos a trozos bizonales. La prueba de
este resultado sigue una demostracién idéntica al Teorema 1.3 de T.R. Blows
y L.M. Perko [7], aunque éste hace referencia a sistemas analiticos en todo R2.

Teorema 3.20 Supongamos que el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis A y los
campos f* +eg™ y f~ +eg™ son analiticos. Si existen o € I y po € R* tales
que '

oM o™t M
./l/y 1, = —_— 7] g R e OV — Y —_—
‘[(y()a AU’O) ayo (yO) luo) aysn—l (yOJ )U'O) 0>
oM , . oM .
ay(y)-n (y()? /‘LO) # 0 y _a—l;;(y(b /J'O) # 0

para algin j € {1,2,...,k}, entonces eziste una funcidn u(c) = uo + O(e)
analitica de forma que el sistema (3.4)u.) posee un dnico ciclo limite de mul-
tiplicidad m en un entorno de I'y,.

Nota 3.21 Puede probarse, siguiendo razonamientos anélogos a los realizados
en la demostracién del Teorema 3.15, que la relacién de proporcionalidad dada
en (3.36) entre la derivada de la funcién desplazamiento respecto de ¢ para
€ = 0 y la funcién de Melnikov M(yo, 1) sigue siendo valida para sistemas
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continuos y continuamente diferenciables a trozos definidos en miltiples zonas,
siempre que las érbitas periddicas del continuo crucen transveralmente a las

lineas de separacion de estas zonas.

3.2.2 Perturbacién de érbitas homoclinas y heteroclinas

Para sistemas continuamente diferenciables que verifiquen hipétesis adecuadas
es posible extender la teoria de Melnikov para establecer la existencia de lazos
homoclinos y heteroclinos.

Para el estudio de los lazos homoclinos, el método de Melnikov descansa
en las propiedades que satisface una cierta funcién distancia definida entre las
variedades estables e inestables de un punto de equilibrio hiperbdlico de tipo
silla del sistema perturbado.

En concreto, se determina la relacidn existente entre esa funcién distancia y
la funcién de Melnikov, y a partir de aqui, se establece la existencia de drbitas
homoclinas en el sistema perturbado cuando la perturbacién es suficientemente
pequeiia (ver [7] y [45]).

Seguidamente generalizamos esta teoria a los sistemas continuos y conti-
nuamente diferenciables a trozos. Para ello, comenzamos suponiendo que el
sistema no perturbado (3.3) satisface la siguiente hipétesis.

Hipétesis B:

El sistema no perturbado (3.3) posee una 6rbita homoclina aso-
ciada a un punto de silla hiperbédlico que cruza transversalmente el
eje de ordenadas en dos puntos.

En el supuesto de la Hipétesis B introducimos algunas notaciones. Deno-
taremos la érbita homoclina de (3.3) por

[: X =~(), —00 < t < 00,
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el punto de silla hiperbdlico se denotard mediante py = (Zo, Jo) v los puntos

de interseccién de I' con la linea de separacidén z = 0 se denotaran mediante
g0 = (0,ug) y 7o = (0, vg), con ug < vp.

Nétese que no es restrictivo suponer que la homoclina I” se recorre en sentido
antihorario y que el punto de silla hiperbélico py se encuentra en el semiplano
izquierdo z < 0 (véase la Figura 3.4). En otros casos, bastarfa cambiar el
signo de la variable independiente t o de la variable z. Adem4s, denotaremos
por Ty > 0 el semitiempo de vuelo derecho de la érbita homoclina, es decir, si
o(t, X) es el flujo del sistema (3.3), entonces ¢(Tp, go) = 7o. Téngase en cuenta
que la condicién de transversalidad nos indica que f,(0, uo)-f1(0,vy) # 0.

y
ry= 0, vo)

< [

= (0,
A 0,4

Figura 3.4: Una érbita homoclina para el sistema (3.3).

El siguiente resultado es una aplicacién directa de los Teoremas de la Fun-
cién Implicita, de las Variedades Estables e Inestables y la persistencia de
puntos de equilibrios hiperbdlicos (ver [27] y [42]). La demostracién sigue las
mismas pautas que la prueba del Lema 1 de L.M. Perko [45]. Recuérdese que
X(t,z,e, 1) denota la solucién del sistema perturbado (3.4), con condicién
inicial (0, 2).

Proposicién 3.22 Si el sistema (8.3) satisface la Hipdtesis B, entonces ezis-
ten tres funciones continuamente diferenciables p(e, ), u(e, u) y v(e, p), defi-
nidas para € suficientemente pequenio, de forma que:

1. Se verifican las igualdades p(0, n) = P, u(0, k) = up y v(0, 1) = vo.
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2. El punto p(e, ) es un punto de silla hiperbélico del sistema perturba-
do (3.4),.

8. Los puntos (0,v(e, u)) y (0,u(e, u)) son, respectivamente, los puntos de
corte de las variedades estables e inestables de (e, u) con la recta de
separacion ¢ = 0. Es decir,

lim X(ta v(g? /1')’ £, 1) = :Einoo X(t, u(e, 1), € 1) = }5(8, /"’)'

t—=4c0

La transversalidad de la 6rbita homoclina I' permite definir en un entorno
de {up} x {0} x R* la semiaplicacién de Poincaré derecha P del sistema
perturbado (3.4), (ver Definicién 3.5). La semiapliacién P* y las conclusiones
de la Proposicién 3.22 nos llevan a la siguiente definicion.

Definicién 3.23 Si el sistema (3.3) satisface la Hipdtesis B, llamaremos fun-
cién distancia entre las variedades estables e inestables del equilibrio p(e, u)

del sistema (3.4), a la funcién, definida en un entorno de {0} x R¥, por

d(é;‘, :u') = P+(U’(€’ ,LL), &, ,LL) - ’U(e’;‘, :u) (338)

En la Figura 3.5 puede verse el significado geométrico de la funcién distan-
cia definida en (3.38) y los valores p(e, ), u(e, ) y v(e, ). Destacamos que
para los sistemas continuamente diferenciables la funcién distancia se define
cominmente en una linea ortogonal a la homoclina I'.

Notemos que si la funcién distancia se anula, entonces el correspondiente
sistema perturbado (3.4), posee una érbita homoclina.

El siguiente resultado proporciona la derivada respecto de ¢ para ¢ = 0
de la ordenada de los puntos de corte de las variedades estables e inestables
de p(e, 1) con la linea de separacién z = 0 (es decir, de los valores u(e, u) ¥
v(e, ). Recuérdese que v, (t) denota la érbita del sistema no perturbado (3.3)
que posee como condicién inicial el punto (0, z).
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P*(u)

vl

d
v
_/ *
u

Figura 3.5: Funcién distancia para el sistema (3.4),.

Proposicién 3.24 Supongamos que el sistema no perturbado (3.3) verifica la
Hipdtesis B. Si los campos vectoriales f™ +egt y f~ + &g~ son de clase C?,

entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. La derivada de v(e, p) respecto de £ para £ = 0 viene dada por

e =L T (e () A g (1 (8), 0, 1)
0: M = F 0,00 s 0 o B3
stendo ,
B, (t) = exp (/0 div f‘(%o(r))dT> . (3.40)
2. La dertvada de u(e, p) respecto de € para € = 0 viene dada por
Ou _ 1 T (ue(8) A g7 (o(t), 0, 1)
500 = 5 | Bl #o By
siendo .
By, (t) = exp (/0 div f_(’yuo(T))dT) ) (3.42)

Demostracién. Haciendo uso del Teorema de la Variedad Estable (ver [2]
y [44]), la solucién del sistema perturbado (3.4), que para t = 0 pasa por
(0,v(e, 1)) puede expresarse para t > 0 en la forma

X(t,v(e, u),e, 1) = X(t,v0,0, ) + X1 (¢, v0,0, 1) + O(e?), (3.43)
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donde X, (t, v, 0, i) es solucién de la siguiente ecuacién variacional

X\ (t,v0,0, 12) = D f™ (7o (1)) X1(t,v0, 0, 1) + 97 (a0 (£), 0, 2)-

Si definimos la funcién
£(5) = (Xu(t,00,0, 1), (F)* (val®)) (3.44)

donde (f~)" = (—f;5, f7), entonces utilizando el Lema 3.13 se sigue que &(t)
satisface la ecuacién diferencial unidimensional

(1) = div £~ (1o () - €0) + ((F7)" (a0, (uo(8,0,1)) . (3:45)
cuya solucién para t > 0 viene dada por

£r) €00 :/‘ (o (8)) A g~ (7o(5), 0. 11)
Bnt) B0 Jo B (s)

donde 8, (t) estd definida en (3.40).
Por otra parte,

s, (3.46)

lim £(t) = lim (X,(t,20,0,10), (/) (5a(8))) =0,

t—+4oo t—+o00

ya que tliin Yoo (t) = Po, [~ (Do) = 0 (Po un punto de equilibrio de (3.3) situado
en el semiplano z < 0) y la funcién X, (¢, vo, 0, u) permanece acotada gracias
al Teorema de la Variedad Estable (véase [27]).

Asi, a partir de la igualdad (3.46) encontramos la relacién

(o) - [ sl0) 25&()%@),0, b, 47

De igualdad (3.43) y teniendo en cuenta que X (0, v(e, u), &, u) = (0, v(g, )
se obtiene

X,(0,30,0,8) = 5 (X(0,0(0,,0.60) = (0. 320,
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luego de (3.44) deducimos que

ov - - _ ov
6(0) - 07_(07:“)> ’ (—f2 (Ovvo)vfl (O)UO)) = fl (O’UO)'—(O’/J’)
Ot Oe
v la relacién (3.39) sigue directamente de (3.47).
Un razonamiento andlogo establece la igualdad (3.41). m

El Teorema 3.14 y la Proposicién 3.24 permiten obtener la derivada respecto
de ¢ para € = 0 de la funcién distancia d definida en (3.38).

Teorema 3.25 Supongamos que el sistema no perturbado (3.3) satisface la
Hipdtesis B. Si los campos vectoriales f* 4+ eg*, f~ + g~ son de clase C?,
entonces la derivada respecto de € para ¢ = 0 de la funcidn distancia d definida
en (3.38) viene dada por

0d,  BET) [ F(ne(t)) A glne(t),0.4)
0w =2 Bt * (348)
stendo .
T (t) = exp </o div £+ (7, (T))dT) (3.49)
Buo (t) = exp (/0 div f(’)’uO(T))dT) (3.50)

Demostracién. A partir la definicién de la funcién distancia (véase (3.38)) y
utilizando la regla de la cadena se obtiene que

ad oP* ou oP* ov
520 w) = 5= (u0, 0, 1) - 5=(0, 1) + ——(uo, 0, ) = ==(0, )~ (3.51)

Haciendo uso de las Proposiciones 2.15 y 3.24 y del Teorema 3.14 obtenemos

oP* Ou o Bi(To) [0 (e (®) A g™ (s (1), 0, 1)
Au (’U,(), 0, ,LL) . ‘8—6(0, ,LL) - f]_—(o, Uo) [oo ,B_o (t) dt:
opP* O BET) ™ (e () A gF (o (£),0, 1)
E—(uo, O,p) = = (0.00) /. 0 dt,
v =1 T (g (8) A g (e (8), 0, 1)
54 = o ), R0 .
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Realizando el cambio de variable s = t + T, y utilizando propiedades de
grupo para el flujo del sistema no perturbado (3.3) encontramos

uls —To) =ep i () )

To

2o (T0) * Big (s = To) = Buy(s)

+ (T, +oo p— —n
% 0, ) = _u_oi_ﬂ/ I~ O (8)) A g~ (g (9,0, 1)
de fl (O’UO) To ﬂuo(s)
lo que nos conduce, a partir de (3.51), a la relacién (3.48). -

El siguiente resultado es una aplicacién directa del Teorema de Green y el
Teorema 3.25.

Corolario 3.26 Bajo las hipdtesis del Teorema 3.25, si div f(z,y) = 0 para
todo (z,y) € R?, z # 0, entonces

od 1
—(0,n) = ———// div g(z,y, 0, 1) dx dy. 3.52
5 ) 70,00 J Jccoison g( p) dz dy (3.52)

El Teorema 3.25 puede generalizarse de forma directa al caso en el que la
érbita homoclina y(¢) cruza transversalmente el eje de separacion z = 0 en un
nimero finito de puntos.

Un desarrollo similar puede realizarse para el caso en el que sistema no
perturbado (3.3) posea una conexién heteroclina que cruce transversalmente
la recta de separacién z = 0 en un numero finito de puntos.

Estas consideraciones previas nos inducen la siguiente definicién.

Definicién 3.27 Si el sistema no perturbado (3.3) posee una drbita homoclina
o heteroclina
I': X =~(t), —00 < t < 00,
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que cruza transversalmente la linea de separacién xr = 0 en un numero finito
de puntos, llamaremos funcién de Melnikov del sistema perturbado (3.4), a lo
largo de la conezidn ¥(t) de (3.3) a la funcidn definida en R* por

Mi () = [ T @) /; f((g(t),O, M gt (3.53)
donde c
Br(t) = exp </o div f(v(v'))d7'> . (3.54)

Si una 6rbita homoclina o heteroclina no interseca a la recta de separacién
z = 0 es de aplicacion la teoria clasica de Melnikov y en este caso encontramos
que la funcién de Melnikov es la definida en (3.53).

Debido al Teorema 3.25, podemos generalizar a los sistemas diferenciables
a trozos los resultados de la teoria de Melnikov relativos a la existencia de
homoclinas y heteroclinas para sistemas diferenciables. El siguiente resultado
sigue una demostracién andloga a la teorfa clisica (véase [7] y [45]).

Teorema 3.28 Supongamos que el sistema no perturbado (3.8) posee una
orbita homoclina (resp. heteroclina)

I': X =~(t), —00 < t < 00,

que no corta a la linea de separacion x = 0 o la cruza transversalmente en un
numero finito de puntos y fT +eg™, f~ +eg™ son campos de clase C?.
Si eziste un valor py € R* de forma que

oM},

Mp(o) =0 y e
3

(o) # 0,

para algin j € {1,2,...,k}, entonces eziste una funcidn u(e) = uo + O(e)
de clase C' definida para ¢ suficientemente pequerio de forma que el siste-
ma (3.4)u) posee una orbita homoclina (resp. heteroclina) en un entorno de
' para todo € suficientemente pequerio.



3.3. Ciclos limite y separatrices en sistemas bizonales 101

Ademds, si Mp(uo) # 0, entonces para todo € suficientemente pequeno y
para todo p1 suficientemente cercano a pq, el sistema perturbado (3.4), no posee

homoclinas (resp. heteroclinas) en un entorno de I'.

Los resultados obtenidos en esta seccién se aplicaran a sistemas continuos
lineales a trozos definidos en zonas dos y en tres zonas con simetria.

3.3 Ciclos limite y separatrices en sistemas li-

neales a trozos bizonales

En esta seccién aplicaremos la teorfa de Melnikov a un sistema continuo lineal
a trozos bizonal observable de la forma
T =ajT +apy+a
11 12Y 1

| (3.55)
U = a3 T + asny + as.

En el Capitulo 1, se establecié que el sistema homogéneo asociado al siste-
ma (3.55) es observable si y sélo si a;2 # 0. En consecuencia, de la Proposi-
cién 1.32, se deduce la existencia de un cambio de variable que transforma el
sistema (3.55) a la forma de Lienard generalizada

T=tVzr -y,
(3.56)
y=dVzr —a,

donde

v, v
ay, a ay; a
ac€R, tV=tr 1v1 12 y dVY =det 1v1 2.
Qg1 Q22 Qg G22
El estudio completo del conjunto de bifurcaciones de un sistema continuo

lineal a trozos bizonal, que posee un ciclo limite, puede encontrarse en los
trabajos de E. Freire et ali. [22] y F. Rodrigo [47]. En las siguientes paginas
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comprobaremos que la teoria de Melnikov desarrollada en la Seccién 3.2 permi-
te obtener, desde un punto de vista local en el espacio de parametros, algunos
de los resultados de bifurcaciones recogidos en [22] y [47].

Para el desarrollo que sigue debemos tener presente, tal como se prueba
en la Proposicién 1.7 de [22], que si el sistema (3.56) posee un ciclo limite,
entonces t* -t~ < 0.

Por otra parte, recuérdese, a partir de las transformaciones invariantes para
el sistema (3.56) descritas en la Nota 1.33, que sélo es necesario estudiar el

sistema en cuestién para los valores de a mayores o iguales que cero.

Pretendemos estudiar el sistema (3.56) cuando los valores de las trazas t*
y t~ son suficientemente pequeiios. Para ello, realizamos los cambios t+ = et]
y t~ = et], siendo |e] < 1.
Ahora, podemos considerar como sistema no perturbado el sistema
T=-y T=-y

si x>0, sioz<0. (3.57)
y=d'z—-a y=dz—a

y como sistema perturbado el sistema

t=-y+etiz T=-y+etiz
si z >0, si z <0. (3.58)
y=dz—a y=dr—a

Asi, siguiendo las notaciones de la Seccién 3.2, tomamos

f+(l"y) Z(—y,d+.’L‘*—CL), f_(J":y):(—'y’d—x—a‘)a

9" (z,y,6, ) = (¢t{2,0), ¢ (z,y,¢,p) = (7 z,0),

donde u = (t1,t7).

Consideremos el sistema (3.58) con ¢ # 0 suficientemente pequeiio y siendo
tf -¢7 # 0. Sid* > 0 (respectivamente, d* < 0), entonces las ¢érbitas del
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sistema (3.58) en la zona z > 0 corresponden a 6rbitas de un foco lineal
(respectivamente, un punto de silla lineal).

Consideraciones andlogas puede realizarse sobre el comportamiento dindmico
del sistema (3.58) en la zona z < 0, dependiendo del signo de d~ y para ¢ # 0
suficientemente pequeno.

Como consecuencia de estas propiedades diremos que el sistema (3.58),
para ¢ # 0 suficientemente pequefio y ¢ -t # 0, es de tipo foco-focosi d* >0
y d~ > 0 y de tipo silla—focosi d* >0y d~ < 0.

3.3.1 Ciclos limite para el caso foco—foco

Consideremos el sistema (3.57) con d¥ > 0,d~ > 0y a > 0. En esta situacién
el sistema (3.57) posee un tnico punto de equilibrio X = (a/d*,0).

El sistema (3.57) es reversible, es decir, invariante mediante la transforma-
cién (t,y) — (—t, —y). Este invariancia y el hecho de que el punto de equilibrio
X sea un centro para el sistema lineal de la parte derecha, permite asegurar
que el sistema (3.57) posee un continuo no acotado de dérbitas periddicas que
rodean a dicho punto de equilibrio X.

En este continuo existen érbitas periddicas que evolucionan siempre en la
zona z > 0 y 6rbitas periddicas que lo hacen en las dos zonas. Estas tltimas
forman un continuo no acotado de drbitas periddicas que cruzan transversal-
mente, y en sentido antihorario, el eje z = 0.

De hecho, integrando el sistema, se observa que cada érbita periddica bi-
zonal estd formada por dos trozos de elipses que se unen con continuidad y
diferenciabilidad en la linea z = 0. Esta familia de drbitas periédicas bizonales

puede parametrizarse en la forma

(dz—a)’+dy?=a’+dy} si z<0,
Ly = (3.59)
(dtz—a) +dty? =a2+d¥ty? si x>0,

con 1 € (0, +00) y siendo (0, yo) el punto de corte de I'y, con el eje OY (ver
Figura 3.6).
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TN

a/d " X

=7
\5
RN <

~

Figura 3.6: Plano de fase del sistema (3.57) con dt >0y d~ > 0.

Nétese que el campo vectorial que define al sistema perturbado (3.58) es
analitico a trozos. Esto implica la analiticidad de las semiaplicaciones de Poin-
caré en situaciones de transversalidad y, en consecuencia, la analiticidad de la
aplicacién de Poincaré, la funcién desplazamiento y la funcién de Melnikov
asociada.

Observemos que en el sistema no perturbado (3.57) las funciones f* y f~
poseen divergencia nula. De este modo, segun el Corolario 3.17, la funcién
de Melnikov del sistema perturbado (3.58) a lo largo de una érbita periédica
Yyo(t) de (3.57) estd dada por

Mi(yo, 1) = / / div g(yy, (1), 0, 1) dzdy, (3.60)
int(Ty,)

siendo u = (t1,t7).
Puesto que la divergencia de la funcién ¢ para el sistema perturbado (3.58)
posee la forma simple
t, st <0,

divg(x,y,&,u) = diV9($,y,5a t-l*-?tl_) = )
tf st >0,
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la funcién de Melnikov M, adopta en este caso la forma particular

Mi(yo, 1) = t1 ST (y0) +t7S™ (%), (3.61)

siendo
§*(yo) = avea (int(T, 1 {(2,9) € B : 2 > 0}))

S™(yo) = area (int(Ty, N {(z,y) € R?:z<0})).

Ahora es sencillo establecer la existencia de ciclos limite del sistema no
perturbado (3.58) para ¢ suficientemente pequefio. El siguiente resultado no es
més que la restriccion local de la Proposicién 15 de [22] (para valores pequenios
de las trazas t* y t~ en el sistema (3.56)), aunque en este caso es posible probar
la hiperbolicidad del ciclo limite encontrado, resultado que no se establece
en [22] (véase también [47]) .

Proposicién 3.29 El sistema perturbado (3.58) con los valores de los pard-
metros t7 - t7 < 0,dt > 0,d” > 0,a # 0 y € # 0 suficientemente pequeno
posee ciclo limite st y solo st

Y
sgn (a-t]) = —sgn ( + ) . 3.62)
(et1) Vit Vi (
Ademds, cuando existe ciclo limite, éste es unico, hiperbdlico y se encuen-
tra en un entorno de I'y,, siendo §o el unico valor estrictamente positivo que
satisface la ecuacion

Ml(gO: til—, t;) = 0

Demostracién: Atendiendo al conjunto de transformaciones invariantes del
sistema (3.56) (ver Nota 1.33), la prueba de este resultado se realizard sdlo
para el caso a > 0,7 > 0y tf < 0. Para esta situacién, utilizando la
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expresién (3.59) de las curvas I'y,, el drea de cada una de las porciones de
elipses que define a T'y, tienen la forma

7 (a® +d¥ys) | 2ayo N N LT
S+(y0) = d+\/d_+ + a+ - \/F‘/O E_T_ +Y —Y dy7 (363)
_ 2ayo
5”() =~ + = / JE -y (3.64)

Sustituyendo estas expresiones en (3.61) y derivando con respecto a g
puede probarse que

oM,
th,t7) = 2y F
Em (yo, ) Yo 1(1!0)
donde
! dryg
Fl (y()) = arcsen pEan d“yg \/d_+71' - \/d_+arcsen m‘g

Derivando la funcién F} se obtiene que

dFy tr tf
Pl U I s R 5] <0
dyo a’*+d-y;  a®+dryg

cuando d* > 0,d” > 0,a > 0,t7f >0y t; < 0y resulta que la funcién F) es
mondtona decreciente para todo valor yo > 0.

Asi, al ser
t+ 2
lim M t
yol—r>I01 1(’90; 1at1) d+\/d—+ 0
tr [ tf tr
lim F —2_7>0 lim F = L
yol—I>n l(yo) \/E‘T‘ﬂ- ¥ yo—l-g-loo 1(yo) 2 (\/ZlI d—)

se deduce que:

+ tl

\/___ \/__ 2 0, entonces Fi(yp) > 0 para todo yo € (0,+c0) ¥,

e Si

por tanto, M (-, t],t7) es una funcién estrictamente creciente que nunca
corta al eje de abscisa (ver Figura 3.7 (a)).



3.3. Ciclos limite y separatrices en sistemas bizonales 107

\/— \/—

coincidente con el inico punto critico (méximo en este caso) de la funcién
. + p—
de Melnikov M, (-, t7,t7).

A partir del Teorema del Valor Medio y para yo > 0 tenemos que

oM,

j\/[l(y0+17ti*->t1_) '—A/Il(y()atf_vt;) a
Yo

(y07 tl ’tl ) = 2g0Fl (go)a

con Yo € (yo,yo + 1).

De esta forma,

lim (My(yo + 1,87, 87) = Mi(yo, tF,47)) = —o0,

yo——+00

luego, puesto que M;(-,t7,t7) es mondtona decreciente en el intervalo
(yg, +00), ésta no puede estar acotada inferiormente, por lo que se tiene

. + — —_
yol-giloo M, (yo,t7,t7) = —oc.
Por consiguiente, la funcién M, (-, ¢7,¢]) posee una unica raiz positiva o
(ver Figura 3.7 (b)), que ademads satisface la condicién

oM,
Oyo

(o, t1,t7) < 0.

La demostracién concluye aplicando directamente el Teorema 3.18. [ ]

Nota 3.30 Conviene realizar algunas observaciones sobre las consecuencias
obtenidas en la Proposicién 3.29.

1. En primer lugar, observemos que la superficie de ecuacién

tf ty

vt vE "
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M,(y,) M (3,)
ARG
Yo
(a) Valores a > 0,d* > 0,d~ >0, (b) Valores a > 0,d* > 0,d~ > 0,
tF>0,t7 <0 y tF >0,t7 <0 y

tF T

t
_1_+_1_
vd+ vd— 2

et T
0. #+\/—d%<0.

Figura 3.7: Funcién de Melnikov M; para el sistema foco-foco (3.58).

en el espacio de parametros nos delimita la aparicién o desaparicién,
segun el caso, del dnico ciclo limite existente.

Ademas, la tnica raiz positiva §y de la funcién de Melnikov M, tiende a
. . tF T . .

L L r
infinito cuando 7% T 4= se aproxima a cero. Esto coincide claramente
con el estudio que se realizara en el siguiente capitulo sobre la bifurcacién
en el infinito que presenta el sistema, considerado.

2. Por otro lado, la caracteristica homotética del pardmetro a sobre el sis-
tema (3.56) (ver Nota 1.20) se traslada a la raiz positiva de la funcién
de Melnikov M;. En efecto, es inmediato verificar que se satisface la
relacién

My(yo, tF,t7,d*,d",a) = ale(%,tf,t;,dJ“,d’, 1), para a> 0.

3. La amplitud del ciclo limite puede conseguirse en una primera aproxi-
macion (para t{ pequefio) a partir de la raiz §o de M;. Paratf =0y
t7 < 0 el sistema perturbado (3.58) posee un continuo acotado de érbitas
periédicas que rodean al punto de equilibrio X = (a/d*,0). La tltima
de estas orbitas periédicas toca tangencialmenate al eje de ordenada en
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el punto (0,0) v variando t{ hacia valores positivos que verifiquen la re-
lacién (3.62), nace a partir de ella un ciclo limite como consecuencia de

una bifurcacién de Hopf-Centro (ver [25] para mds detalles).
Obsérvese que M1(0,0,t7) = 0 y puesto que
aM]_ 7T'0.2
——(0,0,t7) = S*(0) =
at-lf- (07 ) 1) S (0) d'*\/&I#O,

se sigue, aplicando el Teorema de la Funcién Implicita, que t7 puede

desarrollarse en funcién de o (tnica raiz de la funcién de Melnikov M)

en un entorno del origen.

De la igualdad M (9o, t],t7) = 0 se deduce (ver (3.61)) que
57 (o)

5*(9)

Ahora bien, desarrollando S* y S~ (ver (3.63)-(3.64)) en un entorno del
origen obtenemos

tf = —t]

(3.65)

2
4+ /A _ ma ~ —/A _ _1_'~3 ~4
S (fo) = d+\/d—+ +O(F0), S7(Fo) = 6aY0 +O(Y0)
y a partir de (3.65) encontramos
_dtvdt | .
t‘f— = _tl 67'('(13 Yo + O(Yé))

de donde,
J __a( 6m )1/3 (t+)1/3+ _
’ t7d*+/dr !

Asi, tomando en el sistema perturbado (3.58) como pardmetro variable
t7 podemos concluir que la amplitud del ciclo limite proveniente de la
bifurcacién de Hopf-Centro crece, en primera aproximacién, de la misma
forma que (ti’)l/ ® Este resultado coincide con el estudio descrito en
en [25] sobre la bifurcacién Hopf-Centro para un sistema lineal a trozos
trizonal y simétrico (véase la Seccién 3.4 de este capitulo).
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3.3.2 Perturbacién de un sistema foco—foco homogéneo

Aplicaremos desde otro punto de vista la teoria de Melnikov a un sistema de
tipo foco—foco. Si el sistema (3.56) es de tipo foco-foco, entonces las matrices
reales de orden dos que rigen al sistema poseen autovalores de la forma ot +if*
y a~ £if~, con fT, 37 > 0.

Asi, tV =2aV y dV = (av)2 + (BV)Q, por lo que el sistema (3.56) puede

escribirse como
z = 2aVr -y,

i = (@) +(7))s-a

Ahora nos interesaremos en la dindmica del sistema para at/87 +a~ /8~

(3.66)

y a no nulos y suficientemente pequenos.
Para ello, realizamos las transformaciones

at  a” .
6_++_Bj=gw y a=cA, siendo [e] K 1.

Con las anteriores transformaciones y siguiendo notaciones ya empleadas,
el sistema (3.66) se escribe en la forma

X = f(X)+eg(X,e, p) (3.67)

donde X = (z,y), p = (w, 4),

f(zy) = (—TB;ﬁx -y, (-;?—::)2 [(a+)2 + (ﬁ*)z] r) ,

g+(33, y) = (0’ —A)
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De esta forma, para ¢ = 0 tenemos el sistema no perturbado

’ T = ——2ﬂf;$+x -y
S si Tz <0,
o 5“a+)2 \2
\ ! {( B + 6 )}x (3.68)
(& = 2otz -y
ﬁ si z=0
v = (@) + 7))z

Como se observa claramente, el sistema (3.68) es homogéneo y posee co-
mo tunico punto de equilibrio el origen. Ademss, tras algunos calculos sen-
cillos, puede comprobarse con facilidad que el origen se encuentra rodea-
do de un continuo no acotado de 6rbitas periédicas isécronas con periodos
T = w(1/87 +1/87) (ver [22] y [47]). El retrato de fase del sistema (3.68)
puede observarse en la Figura 3.8.

=

Yo

2

-
S

=

o

Figura 3.8: Plano de fase del sistema homogéneo (3.68).

Las érbitas periédicas del sistema no perturbado pueden obtenerse expli-
citamente. En concreto (véase [22] y [47]), la solucién periddica, con periodo
T =7n(1/BT+1/87), Tyo = Yyo(t) = (T4 (t), Yyo(t)) del problema de valores
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iniciales asociado al sistema (3.68) con condicién inicial 7,,(0) = (0, yo), siendo
Yo > 0, viene dada por

Ty (t) = ~—g—0_ exp <—ﬂ;j+t> sen 87t,

< 2o
Yyo(t) = Yo exp (—%t) . <gi sen 37t + cos ﬁ‘t) , p

3+
yparanw/B- <t<m/B” +7/B"

- Y Lot ot +) <+<_l>>
:z:yo(t)—ﬁ+exp< 5+7r 5_7r+at sen | 87 [t =))

a’ ot + a’ + )
Yuo (t) = Yo eXp ——B:w—-—ﬁ—_—w—%-at . B—;—senﬁ s—cosfTs |,

donde s=t—7/5".

Con estos calculos, podemos enunciar un resultado de existencia de ciclos
limite para el sistema perturbado (3.67). Este resultado es de nuevo una
restriccién local de la Proposicidn 15 de [22] (ver Proposicién 3.29 de esta
seccién).

Proposicién 3.31 Consideremos el sistema (3.67) con a*,a” € R, 8+ > 0,
B~ >0yw-A#0.

Si sgn (Aa™) = —sgn(w), entonces el sistema (3.67), para € # 0 suficien-

temente pequeno, posee un ciclo limite. Ademds, dicho ciclo limite es inico,

hiperbélico y se encuentra en un entorno de ['y;, donde
at
- 24 (1 + eﬁ_”) at (B~ +B87)
8w ((a*)* + (8+)%)

~

Yo =

(3.69)

Demostracién. Para este caso particular la divergencia del campo vectorial
f que define al sistema no perturbado (3.68) es no nula y viene dada por

2ot si <0,

div f(z,y) = 8ot
-9 o

si xz>0.
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Asi, la funcién de Melnikov del sistema (3.67) a la largo de una drbita
periédica [y, del sistema (3.68) se encuentra definida, para yo > 0, por

M2(y0, w, A) = Il (yO) W, A) + I2(y03 W, A)?

donde
e ot
Il(y():wv A) = o f(ﬁyyo(t)) Ag('Yyo(t)’O’wa A) exp 25 'BI dt
e
BL_+6_’:F (et o) _aq
I2(y0’w’ A) - f(7yo(t)) A g(’)’yo(t),o,w, A) 62 (F+B_) 2 tdt

Después de tediosos, pero directos cdlculos, se obtiene que
at
24 <1 + e’rﬁ_+> at Bt + myeSw ((a’“)2 + (ﬁ*’)Q)
B ((a*)* +(8%)%)

Il(y07w7A) = Y

a+
2A <1 + e"F> at

(@) + ()

I2(y07w7 A) ==Y

b

por lo que la funcién de Melnikov es

-+

24 (14678 ) v (57 + 5% + mnsw (@7 + (%))
B~ (%)’ + (8+)°)
Por consiguiente, la funcién M, se anula para yo > 0 si y sélo si
24 <1 + e”g—:> at (B”+B8%) + myfw ((a+)2 + (,6’+)2> =0. (3.70)

Si w-A # 0, entonces la ecuacién (3.70) posee soluciones estrictamente
positivas si y sélo si sgn (Aat) = — sgn(w). En este caso, la solucién de (3.70)
es tnica y viene dada por

Ms(yo,w, A) = —yo

+

e

~ 24 (1 + eﬁ“") at (8~ + B7)
78-w ((e+)® + (8+)%) '

La demostracién concluye aplicando directamente el Teorema 3.18. ]

~

Yo =
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Nota 3.32 Téngase en cuenta que la unica solucién de (3.70) o es propor-
cional al pardmetro A, lo que es natural, debido al cardcter homotético del
sistema (3.56) respecto al pardmetro a (ver de nuevo la Nota 1.20).
Se observa que
lim o = +o0,

w—0
sgn(Aa+)=-— sgn(w)

lo que nos indica que w = 0 es un valor de bifurcacién en el infinito para el
sistema (3.67). Esto concuerda, como hemos comentado anteriormente, con el

analisis que recogemos en la tltima seccién del siguiente capitulo.

3.3.3 Ciclos limite y homoclinas para el caso silla—foco

Aplicaremos la teoria de Melnikov a la obtencién de ciclos limite y homoclinas
del sistema (3.58), para £ pequefio, cuando el sistema no perturbado (3.57) es
de tipo silla-foco, es decir, suponemos d* > 0, d~ < 0 y, sin restriccién, a > 0.

En estas condiciones, el sistema (3.57) posee un continuo de érbitas pe-
riédicas que cruzan transversalmente el eje z = 0 y que estd acotado por un
lazo homoclino que conecta el punto de equilibrio p; = (a/d~, 0) mediante sus
variedades estables e inestables. El retrato de fase para este sistema puede
contemplarse en la Figura 3.9.

Las orbitas periddicas del sistema (3.57) para el continuo en cuestién estan
formadas por trozos de elipses en la parte derecha (z > 0) y trozos de hipérbolas
en la parte izquierda (z < 0) que se unen con continuidad y diferenciabilidad en
la linea de separacién x = 0. Estas érbitas periddicas pueden parametrizarse
en la forma

(dtz —a)’ +d*y? =a® +d*y2 si >0,
Ly = (3.71)
(dz—-a)l+dy?=a>+d 2 si z<0,

para yo € (0,a/v—d™).

La 6rbita homoclina I del sistema silla—foco (3.57) para a > 0 es la solucién
de dicho sistema cuya condicién inicial es (z(0),y(0)) = (0, a/v/—d~); esto es,
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<

Figura 3.9: Plano de fase del sistema (3.57) con d* > 0,d™ <0y a > 0.

I posee la forma

d+
(dtz — a)® +dty? = a? (1 - d—_> si >0,

'ﬂ
11

(3.72)

(d‘x—a)2+d“y =0 si <0, aaj<y<0.

Recordando que el campo vectorial que define al sistema (3.57) posee diver-
gencia nula y tomando p = (¢, t7), la funcién de Melnikov del sistema (3.58) a
lo largo de una 6rbita Ty, del sistema (3.57) viene dada para yo € (0,a/ V—=d-)
por

Ms(yo, ) = t1 S5 (yo) + 11 55 (30), (3.73)
siendo
S (yo) = area (int(Ty,) N {(z,y) € R* : £ > 0})

Ss (yo) = area (int(Ty,) N {(z,y) e R? : z < 0}).

Del mismo modo, la funcién de Melnikov del sistema (3.58) a lo largo de
la 6rbita homoclina I' del sistema (3.57) viene dada

M3 (tf,17) = tf Ry + 17 Ry, (3.74)
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siendo
R} = area (int(T') N {(z,y) € R* : z > 0})

Ry =area (int(TU {pg}) N {(z,y) e R? : 2 < 0}).

Con estos datos, podemos enunciar el siguiente resultado para a > 0, pero
a la vista de las simetrias en el sistema de Lienard (3.56) (ver Nota 1.33) un
resultado anadlogo puede enunciarse para valores de a estrictamente negativos.
Las conclusiones que se exponen en la siguiente proposicién son la restriccién
local de resultados ya probados en [22] y [47] para un sistema bizonal de tipo
silla-foco.

Proposicién 3.33 Consideremos el sistema perturbado (8.58) con los valores
a>0,tf-t] <0,d" >0yd <0y definamos

L=—o h + t <—1— - —1—> T — arcsen i + =
T d-V=d-  Jar | \dt d- - —d ) daad |
Se verifican las siguientes propiedades:

1. St L #0 y e # 0 es suficientemente pequerio, entonces el sistema (8.58)
posee ciclos limite si y solo sisgn(t]7) = sgn(L). Ademds, en este caso, el
ciclo limite es dnico, hiperbdlico y se encuentra en un entorno de la drbita
periddica Iy, siendo gy la dnica solucién en el intervalo (O,a/m
de la ecuacion

M; (9o, tF,t7) = 0.

2. Si L = 0, entonces existen dos funciones tf(€),t7(g), definidas para ¢
suficientemente pequerio, de forma que el sistema (8.58) con tf =t (¢)
y tT = t7(€) posee una drbita homoclina en un entorno de la drbita
homoclina T' del sistema no perturbado (8.57).
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Demostracién. Segin la expresién (3.71), las dreas de las porciones de elipse
e hipérbola que definen a I'y,, para yo € (0,a/v/—d~), pueden expresarse en la
forma

T (a® + d*yd) 2ay0 vo
S5 (yo) = Froy pr \/d_+/ +y0 y? dy, (3.75)

a _ —2a 2 Yo a? 9 2
53 (yO) - d- - \/:—dfl \/_F — Yo + Yy dy (376)

Anélogamente, las 4reas que definen a la funcién de Melnikov M7 del sis-

tema perturbado (3.58) asociada a la homoclina I' vienen dadas por

a2

7 =55 () P

Es facil ver que para u = (t7,¢]) fijo, la funcién de Melnikov M3 para

y Ry =-

las 6rbitas periédicas T, converge a la funcién de Melnikov M} asociada a la
4rbita homoclina I' en el sentido de que

lim  Ms(yo, 1) = M3 (). (3.77)
yo—ra/V —-d~

0<yg<a/V —d~

Ademss, se satisface la relacién M (u) = a®L, donde

[=——4 21 (—1— ! ) s se dr P
iV Vi |[\& & MM - ) T Sedrd- |
Sustituyendo las expresiones (3.75) y (3.76) en (3.73) y derivando respecto
de yo encontramos que

OM;
—(yo, t7,t]) =
515 (Yo, t7, t7) = 2yo F3(10),
siendo
—d- yo d+y§
F3(yo) = ArgS ’/ a2 arcsen m.
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Derivando la funcién F; obtenemos

B (o —d @
dyo b a? + d-y2 Va2 +dty? )

De esta forma, tomando d* > 0,d™ < 0,a > 0,7 > 0y ¢; < 0 resulta que
la funcién F; decrece monétonamente en el intervalo (0,a/v/~d~) y como

t+
Iim F = =71 >0 lim F = —00,
yo—0+ S(yo) \/F Y vo—=a/v—d- B(ZJO)
0<yg<a/V —d~

deducimos que la funcién F3 posee una tnica raiz yj en el intervalo (0, a/v/~d ).
De aqui, M3(-, ) es mondtona creciente en (0,y;) y mondtona decreciente
en (45, a/v/=F).

Por consiguiente, puesto que

t+ 2
lim M3(y0,ti+-,t1—) = 19

yo—0t dTvVdTt

m >0,

se tiene que:

e Si L > 0, entonces la funcién Mj(-, u) nunca se anula en el intervalo

(0,a/v/—d~) (ver Figura 3.10 (a)).

e Si L < 0, la ecuacién M;3(-, u) = 0 posee una tnica solucién g en el
intervalo (0,a/v/—d~) (ver Figura 3.10 (b)) que satisface

oM,
Yo

(G0, tf,t7) < 0.

Asi, la demostracién del primer apartado para t7 > 0 y tJ < 0 es conse-
cuencia directa del Teorema 3.18 y la prueba de este apartado para tf < 0y
t7 > 0 es completamente andloga.

Para finalizar la demostracidn, el segundo apartado es una aplicacién in-
mediata del Teorema 3.28. ]
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My(y,)
Vo
My,
/‘.\ . :
| 1
1 1
i = e
X ) . &
. | % i;\ Yo
b/ & Yo oyl L. y
i = 0 2L

(a) Valores a > 0,d* > 0,d~ <0

(b) Valores a > 0,d* > 0,d~ <0
tf >0,ty <0y L>0.

tF>0,t7 <0y L<O.

Figura 3.10: Funcién de Melnikov M; para el sistema silla-foco (3.58).

Nota 3.34 En [22] y [47] se ofrece una condicién necesaria y suficiente para
que un sistema silla-foco escrito en forma de Van der Pol posea un lazo homo-
clino. Dicha condicién puede trasladarse al sistema de Lienard (3.56) para el
caso silla—foco si tomamos

=a +f7, d-=a" 87, t+=2", d*=(a*) +(5%)’,

cona” <0, >0,f>0ya>0.
De esta forma, el sistema de Lienard (3.56) es de tipo silla-foco y posee
una drbita homoclina si y sélo si (ver [22] y [47])

1- B,B 1+ B2
v 7 — tg—— b @ — :
0% <7r arccotg B.t B; ) + log [T B! 0, (3.78)
donde
g () +1) g () +1) ot
Ba = —~T e — At + = —,
o v", Bg 5 LA A Al

La condicién (3.78) puede expresarse en funcién de los pardmetros iniciales
del sistema (3.56), a saber, t*,¢t7,d*,d” y a. Manteniendo fijos los valores
dt >0,d <0ya >0, la expresién (3.78) define una curva en el plano de
parametros t*—t~.
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De forma similar, la ecuacién

— L + t = ! arcsen 4 + L 0
— —— | |7 —ar =
d-v—d- d+ |\dt d- d+ — d- [ dtd-
para d* > 0,d~ < 0 y a > 0 fijos, define una recta en el plano de parametros
t*—t~. Representado esta recta y la curva anterior en un mismo plano se obser-

va como la teoria de Melnikov predice la existencia de la curva de homoclinas

e indica la pendiente de la misma en el origen (ver Figura 3.11).

t+

Figura 3.11: Curva de homoclinas y aproximacidn (- -) para el sistema (3.56).

3.4 Ciclos limite y separatrices en sistemas li-

neales a trozos trizonales

En esta seccion aplicaremos la teoria de Melnikov a un sistema continuo lineal
a trozos definido en tres zonas simétrico que se escribe en la forma de Lienard
generalizada

T =12 —y— (t —te)p(x)
(3.79)
Y =dez+ (di - de)‘P(x)
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donde ¢;, t., di,d. € Ry ¢ es la funcién de saturacién

sgn(z) si |z|>1,
o(z) = sat (z) =
r si |z] <L

Debemos comentar que el sistema (3.79) ha sido ampliamente estudiado
por diferentes autores y que el conjunto de bifurcaciones del mismo estd en la
actualidad perfectamente establecido (ver [25], [47] y [51]).

En lo que sigue veremos que la teoria de Melnikov desarrollada con ante-
rioridad corrobora, desde un punto de vista local en el espacio de pardmetros,
las conclusiones obtenidas en los trabajos anteriores, lo que permite presentar
de nuevo la teoria de Melnikov como una herramienta eficaz en el andlisis de
las bifurcaciones en sistemas definidos a trozos.

El sistema (3.79) evoluciona en la zona interior (Jz] < 1) segiin las ecuacio-

nes
T=tx—Y
(3.80)
y =d
y en las zonas exteriores siguiendo las ecuaciones
T =tex—y— (t; —te)
' s ozg-1 (3.81)
y= dex - (dz - de)
T =t —y+ (t;i —te)
’ sioz>1 (3.82)

?_../: de$+ (dl —de)

Nétese que para que el sistema (3.79) posea un ciclo limite debe cumplirse
la condicién t; - t, < 0 (véase, por ejemplo, [47]).

El sistema (3.79) es lineal en cada una de las zonas de definicién. Al igual
que para el sistema bizonal (3.56) y a la vista de la igualdad de las matrices que
rigen al sistema (3.79) en las zonas exteriores, diremos que el sistema (3.79)
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es de tipo silla-foco si las érbitas del sistema en la parte interior se comportan
como las de un punto de silla lineal y las exteriores como las de un foco lineal.
Si tanto las drbitas interiores como las exteriores se comportan como las de un
foco lineal diremos que el sistema es de tipo foco—foco.

Nuestra intencién se centra en el andlisis del sistema (3.79) cuando ¢; y ¢,
son no nulos y suficientemente pequenos.

Para ello, realizamos las transformaciones
ti=¢eT;, te=¢eT,, con |g|<K1.

Con éstas, conseguimos como sistema no perturbado el sistema

==y
(3.83)
y=der + (di — de)o(z)
y como sistema perturbado el de ecuaciones
& =-y+e(T; - T)p(z)
(3.84)

Y =d.z+ (dz - de)QO(JI)

Obsérvese que para € # 0 suficientemente pequefio el sistema (3.84) es de
tipo foco—focosid; > 0y d. > 0, y es de tipo silla—focosi d; < 0y d. > 0.

3.4.1 Ciclos limite para el caso foco—foco

El sistema no perturbado (3.83) con d; > 0 y d. > 0 presenta en el origen
su unico punto de equilibrio. Este se encuentra rodeado por un continuo no
acotado de 6rbitas periddicas formadas por elipses completas o trozos de ellas
que se unen con continuidad y diferenciablidad en las lineas de separacién
z =1y z = —1 (ver Figura 3.12).

Puesto que el sistema (3.84) en la zona interna es lineal, dicho sistema
no puede presentar ciclos limite contenidos estrictamente en dicha zona. Por
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)

Figura 3.12: Plano de fases del sistema no perturbado (3.83).

este motivo, para estudiar la existencia de ciclos limite en el sistema foco-
foco (3.84), con € # 0 suficientemente pequeilo, de todas las érbitas periédicas
del sistema no perturbado (3.83) que rodean al origen nos centraremos en
aquellas 6rbitas periddicas que visitan las tres zonas.

Estas drbitas periddicas trizonales forman un continuo no acotado que cru-
zan transversalmente las lineas de separaciéon z = 1y £ = —1 y puede para-
metrizarse en la forma I'y,, para yo > 0, donde (1,%o) es el punto de corte de
Ty, con la semirrecta {(z,y) € R* : z = 1,y > 0} (ver Figura 3.12).

Como la divergencia del campo vectorial que define al sistema no pertur-
bado (3.83) es nula, atendiendo a la simetria de tal sistema y considerando
que

T, si |z| > 1,
divg(z,y) =
T, si |z| <1,
resulta que la funcién de Melnikov del sistema perturbado (3.84) asociada a
'y, puede escribirse en la forma ,

My(yo, T, Te) = 4T;5i(yo) + 4TeSe(%o), (3.85)
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donde

Si(yo) = area (int (Ty,) N {(z,y) e R*: 0 < z < 1,y > 0})

Se(yo) = area (int (Ty,) N {(z,y) eR*: x> 1,y > 0}).
El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 3.18 (véase

la Nota 3.21).

Proposicién 3.35 Sid; > 0,d. > 0 y T; - T, < 0, entonces el sistema per-
turbado (3.84) para € # 0 suficientemente pequerio posee un unico ciclo limite.

Ademds, dicho ciclo limite es hiperbdlico y se encuentra en un entorno de [y,

stendo §o la Unica raiz positiva de la ecuacion My(-,T;,T,) = 0.

Demostracién. Un célculo simple muestra que el drea de las porciones de

elipses que definen a la funcién M, pueden obtenerse, para y, > 0, en la forma

1
Sz(yo) = / \/ d'i +y§ - di332 diE,
0

Yo d2 yz y2 d.
Se = __'L_ _2 e _l d .
o) = [ ( & a, "d d)"
Sustituyendo estas expresiones en (3.85) y derivando respecto de yo obte-

nemos, poniendo p = (73, T,), que

oM,
. ) =4y, F. ’
e (Yo, 1) = 4o Fy(o)

Fy(yo) = 2—arcsen % + —Tf-arcsen ———%—?ﬁ—
IRV G+ V. &+ dogf

Puesto que

donde

lim Fy(yo) = ugh Lk
yo—0+ 4\Wo) = 2\/d—7; y Yo—+o0 2@’
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resulta que si T - T, < 0, entonces F; posee al menos una raiz y; > 0.
Derivando la funcién F, obtenemos

dF4 1 d’i
= _711. Te )
G B+

de donde, F; es mondtona decreciente en (0,+o00) si T; > 0y T, < 0, y
mondétona creciente si T; < 0y T, > 0. Esto demuestra que la raiz positiva y;
de F; es unica.

De esta forma:

e SiT;, >0y T, <0 se tiene que

1
lim My(yo) = —co0 ¥ lirr(}+ My(yo) = 42}\/5,-/ vV1—-2z2dz >0,
Yo— 0

Yo—>+0Q
por lo que la ecuacién M,(-,T;,T,) = 0 posee una unica raiz positiva g
(ver Figura3.13 (a)), que ademads satisface la propiedad

oM,
Yo

(g()v ’-T"iaTe) < 0
e SiT, <0y T, >0, entonces

1
lim My(y) =400 vy lim My(yo) = 4Ti\/d—,-/ V1-2z%dz <0,
0

Yo —+00 yo—0+

por lo que la ecuacién My(-,T;, T.) = 0 posee una Unica raiz positiva g
(ver Figura3.13 (b)), que ademaés satisface la propiedad

oM,
Yo

(270, ’I‘iv Te) > 0

La demostracién finaliza con una aplicacién directa del Teorema 3.18. m

Nota 3.36 Visto el anilisis realizado sobre la funcién de Melnikov M, en
la prueba de la Proposicién 3.35 puede deducirse que las rectas T; = 0 y
T, = 0 (en el espacio de parmédmetros T,-T.) marcan, para valores de € # 0
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M4(y0) M4(Yo)

I
|
% 90\ %
I

(a) Valores d; > 0,d. > 0, (b) Valores d; > 0,d. > 0,
T, >0y T, <0. T, <0y T, >0.

Figura 3.13: Funcién de Melnikov M, para el sistema foco—foco (3.84).

suficientemente pequenos, la aparicién o desaparicién del unico posible ciclo
limite existente en el sistema perturbado (3.84) con d; > 0y d. > 0.

Por un lado, la recta 7T, = 0 puede ser entendida como una curva de bifur-
cacién de Hopf en el infinito, en el sentido de que la unica solucién positiva
Jo de My(-,T;,T,) = 0, cuando existe, tiende a infinito cuando T, se aproxi-
ma a cero. Este estudio concuerda con el andlisis realizado en [39] sobre la
bifurcacién de Hopf en el infinito para el sistema foco—foco (3.79).

Por otra parte, la recta T; = 0 delimita una curva de bifurcacién de Hopf-
Centro, en el sentido de que la dnica solucién positiva g de My(-,T;,Te) = 0,
cuando existe, converge a cero cuando 7; tiende a cero. Obsérvese que g
representa, en primera aproximacién, la ordenada de la 6rbita peridédica en
z = 1, por lo que si §j, tiende a cero, entonces la érbita periédica tiende a la
tltima érbita periédica unizonal (ver Figura 3.12).

Ademas, puede probarse, siguiendo razonamientos andlogos a los realizados
en el apartado 3 de la Nota 3.30, que la amplitud del ciclo limite proveniente
de la bifurcacién de Hopf-Centro para valores T; # 0 pequefios (T; - T, < 0),
crece en primera aproximacién de la misma forma que Til/ 3. Este anilisis
coincide con el realizado en [25] sobre la bifurcacién de Hopf~Centro del sistema
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trizonal (3.79).

3.4.2 Ciclos limite y homoclinas para el caso silla—foco

El sistema no perturbado (3.83) con d; < 0 y d. > 0 posee tres puntos de
equilibrios, uno de ellos es el origen, otro se encuentra en el semiplano z < —1
y el dltimo en el semiplano z > 1.

En este caso, de acuerdo con las simetrias que presenta el sistema no pertur-
bado (3.83), éste posee tres continuos de érbitas periédicas bien diferenciados
y un par de lazos homoclinos.

Dos de estos continuos de drbitas periddicas son simétricos uno respecto
del otro y rodean, cada uno de ellos, a los puntos de equilibrio de las zonas
exteriores. Las drbitas periédicas de estos continuos estdn formadas por elipses
o trozos de elipses e hipérbolas, son unizonales o bizonales y estan acotadas por
lazos homoclinos que conectan las variedades estables e inestables del origen
(véase la Figura 3.14).

El tercer continuo de Orbitas peridédicas no estd acotado, las érbitas pe-
riédicas que lo forman rodean a los dos lazos homoclinos, son trizonales, cruzan
transversalmente a las lineas de separacién z = —1 y £ = 1, y estdn formadas
por trozos de elipses e hipérbolas (véase la Figura 3.14).

Nétese que el sistema (3.83) con d; < 0y d. > 0 restringido al interior
de cado uno de los lazos homoclinos se reduce a un sistema bizonal. En esta
situacidn, la teoria de Melnikov aplicada a los dos continuos acotados de érbitas
periédicas y a los dos lazos homoclinos proporciona los resultados ya descritos
en la Proposicién 3.33.

De todas formas, habida cuenta de la simetria del sistema, sélo es necesario
trabajar con uno sélo de estos continuos y definir de manera conjunta una tinica
funcién de Melnikov asociada al sistema perturbado silla—foco (3.84) para las
érbitas periddicas de uno de los continuos acotados.

Tomando como referencia el continuo de drbitas periédicas contenido estric-
tamente en el semiplano z > 0, las érbitas periddicas bizonales de tal continuo
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Figura 3.14: Plano de fases del sistema no perturbado silla—foco (3.83).

se parametrizardn en la forma FZO, para yp € (0,v/—d;), donde (1,%p) es el
punto de interseccién de 'Y con la semirrecta ¢ = 1,y > 0 (ver Figura 3.14).
La funcién de Melnikov para este continuo se denotard mediante Ms(yo, T3, Te),
para 0 < yo < /—d;.

El continuo no acotado de érbitas periddicas que rodea a los tres puntos de
equilibrio del sistema no perturbado (3.83) puede parametrizarse en la forma
Ty, para yo > v/—d;, donde (1,1p) es el punto de interseccién de Iy, con la
semirrecta z = 1,y > 0 (ver Figura 3.14).

Por iltimo, denotaremos mediante I y I'™ a las homoclinas izquierda y
derecha, respectivamente, del sistema.no perturbado (3.83) (ver Figura 3.14)
y la funcién de Melnikov del sistema perturbado (3.84) a lo largo de I'™ se
denotard mediante M"(T;, Te).

Puesto que el campo vectorial que define al sistema no perturbado (3.83)
posee divergencia nula, atendiendo a la simetria de tal sistema y considerando
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que

T. si |z|>1,

divg(z,y) =

T, si |z] <1,
resulta que la funcién de Melnikov del sistema perturbado (3.84) asociada a
'y, puede escribirse en la forma

]\/Iﬁ(y01 7-;, Te) = 41—'1-R/L(y0) + 4'T6Re(y0), (386)

para yo > \/—d;, con

Ri(yo) = area (int (Ty,) N {(z,y) eR*: 0<z < 1,y > 0})

Ru(yo) = area (int (Ty) N {(z,9) € B : 2 > L,y > 0}).

Ahora podemos establecer el resultado que nos proporciona la existencia
y bifurcacién de ciclos limite en el sistema perturbado silla~foco (3.84) para
€ # 0 suficientemente pequeno.

Proposicién 3.37 Consideremos el sistema perturbado (3.84) con los valores
d; <0,de>0yT;-T, <0 y definamos

Te di de di
K =T\ —d; + _\/——d—e {Zi: (d; — d.) (ﬂ' ~ arcsen / i di) — dyg /_d_e] )

Se verifican las siguientes propiedades:

1. 81 sgn(T;) = sgn(K), entonces para € # 0 suficientemente pequerio se
satisface:

(a) El sistema perturbado (3.84) posee dos ciclos limite bizonales (uno
simétrico del otro) que estdn contenidos, respectivamente, en los
semiplanos T < 0 y z > 0. Ademds, dichos ciclos limite son
hipérbolicos y el que estd contenido en el semiplano z > 0 se en-
cuentra en un entorno de I',, siendo 46 la tnica solucidn en el

intervalo (O, \/-—di) de la ecuc:cio’n Ms(-,T;,T.) = 0.
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(b) El sistema perturbado (3.84) no posee lazos separatrices.

(c) El sistema perturbado (3.84) posee un tnico ciclo limite trizonal.
Ademds, dicho ciclo limite es hipérbolico y se encuentra en un en-
torno de I'y,, donde o > +/—d; es la unica raiz de Mg(-,T;,T,) = 0.

2. 51 K =0, entonces:

(a) El sistema perturbado (3.84), para ¢ # 0 suficientemente pequerio,
no posee ciclos limite bizonales.

(b) Ezisten dos funciones T;(e) y Te(¢), definidas para € suficientemente
pequenio, tales que el sistema perturbado (3.84) con T; = Ti(e) y
T. = T.(¢) posee una separatriz formada por la unién de dos lazos
homoclinos que se encuentra en un entorno de la separatriz T'UTT.

(c) El sistema perturbado (3.84), para € # 0 suficientemente pequerio,
posee un unico ciclo limite trizonal. Ademds, dicho ciclo limite es

hipérbolico y se encuentra en un entorno de I'y,, donde gy > +/—d;
es la dnica ratz de Mg(-,T;, T,) = 0.

3. La funcion de Melnikov Mg(-,T;, T.) posee un inico punto critico y; per-
teneciente al intervalo (/—d;, +00).

4. Si K #0 ysgn(Ty) # sgn(K), entonces:

(a) El sistema perturbado (8.84) para £ # 0 suficientemente pequefio,
no posee ciclos limite bizonales ni lazos separatrices.

(b) Si sgn(T;) = sgn(Ms(ys, T;,Te)), entonces el sistema (3.84), para
£ # 0 suficientemente pequerio, posee ezactamente dos ciclos limite
trizonales. Ambos ciclos limite son hiperbélicos, uno asintdticamente
estable y el otro inestable. Ademds, se encuentran, respectivamente,
en los entorno de Iy y L'z, donde U5, U son las inicas soluciones
en el intervalo (v/—d;, +00) de la ecuacién Ms(-, T;, T,) = 0.
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(c) Si Me(yg,T;, Te) = 0, entonces existen dos funciones T:(e) y Te(e),
definidas para ¢ suficientemente pequerio, tales que el sistema per-
turbado (3.84) con T; = T;(e) y Te = T.(€) posee un tnico ciclo
limite trizonal. Ademds, dicho ciclo limite posee multiplicidad dos

y se encuentra en un entorno de I'ys.
(d) Si Ms(ys, T3, Te) # 0 y sgn(Ti) # sgn(Ms(ys, T, Te)), entonces el
sisterna perturbado (3.84), para € # 0 suficientemente pequeno, no

posee ciclos limaite trizonales.

Demostracién. Comenzamos la prueba de este resultado suponiendo que
para el sistema perturbado silla-foco (3.84) (d; < 0,d. > 0) se tiene T; > 0,
T, < 0.
Es posible definir una funcién de Melnikov asociada al sistema (3.84) ex-
tendida a las orbitas T8 (0 < yo < v=d;), T" ¥ Ty (%0 > vV —di).
Tomando p = (T}, Te), dicha funcién definida para yo > 0 posee la forma
Ms(yo, ) st 0 <yo<v—ds
M(yo, ) = 4 M"(p)  si yo=+/~d, (3.87)
Me(yo, p) si yo > v —di.
Es facil probar que la funcién de Melnikov extendida M (-, 1) es continua
en (0,+occ), andlitica en (0,v/—d;) y en (v/—d;, +00) y ademds satisface la

propiedad
lim M (yo, p) = M" () = 2K,

yo—>v—d;
donde
T. |d; de d;
K=Tn/—di+—= | 2 (d; — - —dy |-G
+ VA [ ) (di — de) <7r arcsen - di) d de}

El sistema no perturbado (3.83) restringido al interior del lazo homoclino
derecho es lineal a trozos bizonal. Mediante una adecuada traslacién (ver
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Proposicién 1.3) podemos conseguir que dicho sistema restringido posee como
linea de separacién el eje z = 0.

De esta forma, los subapartados (a) y (b) de los apartado 1 y 2 y el sub-
apartado (a) del dltimo apartado se deducen de forma directa a partir de la
Proposicién 3.33.

Las érbitas periédicas trizonales [y, para yo > v/—d;, estan formadas por
trozos de elipses en las zonas exteriores y trozos de hipérbolas en la zona
interna. El drea de las porciones de elipses e hipérbolas que intervienen en la
expresién de la funcién de Melnikov Mg (ver (3.86)) vienen dadas por

0
Ri(yo) = / \/di —di(z +1)2 + ¢ dz, (3.88)
-1

Re(yo) = (3.89)

2d.\/d,

Sustituyendo las expresiones (3.88) y (3.89) en (3.86) y derivando respecto

d? + d.y? Yo 2 (. 2 )
;i tdeys Y6 y dy.
0

a Yo encontramos que

OMs
= 4yo Fi
e (Yo, 1) YoFs(yo),
donde
T; - d; T, T, dey?
F, = ———ArgSh : - == Y L
o) = AN g T T VR
Ahora es facil ver que yol—l>r-11-100 Ms(yo, 1) = —c0.
Puesto que
lim  Fg(yo) = +o0 lim Fy( )_7rTe <0
= 6190 Y Yo +00 6\Yo) = 2\/3; )

yo>v—di

se deduce la existencia de un valor y5 > v/—d; tal que Fs(y3) = 0.
Pero, la funcién

aFy
dyo

- Tz Tedi

o) = Brd @ tdey
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se anula a lo sumo una vez en el intervalo (v/—d;, +00), de donde la raiz
y; > \/—d; de Fs es tnica. Esto prueba el tercer apartado.

Si K > 0, entonces M(\/——_d;, u) = 0y por tanto Mg(-, 1) posee una tnica
raiz §o > /—d; (ver Figura 3.15), que ademds verifica %(gjo, ©) < 0. De esta
forma, las conclusiones de los subapartados (c) de los dos primeros apartados
y del subapartado (b) del segundo apartado son consecuencia inmediata de la
teoria de Melnikov desarrollada en la Seccién 3.2. Si K < 0, entonces:

My, My,

| ‘ K== o
A/ |
/ % 90‘\ Yo arE] 90\ Yo

K=0 , K>0

Figura 3.15: Funcién MparaT;>0,T. <0y K > 0.

e Cuando Mg(y3,p) > 0, la funcién de Melnikov M;(-, ) posee exacta-
mente dos raices §§ < 92 en el intervalo (v/—d;, +oc0) (ver Figura 3.16)

que satisfacen
OMs

Oyo

" OMs , .

e Cuando Ms(yg, 1) = 0, la funcién Mg(-, u) sélo se anula en yg (ver Figu-
ra 3.17) y se verifica

oMs, . . P M;, |
B (yo,u) =0 y —@g—(yo,ﬂ)?éo-
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i
l
V=4 :
T At ~
B ] y‘z)\ %o

Figura 3.16: Funcién M para T; > 0,T, < 0, K < 0y Ms(y, 1) > 0.

My,

My,

Yo

Figura 3.17: Funcién M para T; > 0,T, < 0,K < 0y Mg(yg, 1) = 0.

e Cuando Ms(yg, 1) < 0, la funcién de Melnikov Mg (-, 1) no posee ninguna
raiz en el intervalo (y/d;, +00) (ver Figura 3.18)

A partir de aqui, las conclusiones de los subapartados (b)-(d) de 4 son
consecuencia directa de los teoremas 3.18 y 3.20 (véase la Nota 3.21).

Esto finaliza la demostracién para T; > 0 y T, < 0. De forma analoga se
realizaria para T; < 0y T, > 0. [

Nota 3.38 El apartado 4 de la Proposicién 3.37 nos advierte de la posibilidad
de encontrarnos, dependiendo del punto critico y5 de Ms(-, T3, Te), una bifurca-
cién de silla-nodo de érbitas peridicas en el sistema trizonal silla-foco (3.84).

Ahora probaremos que para d; < 0y d. > 0 fijos, es posible elegir valores T;
y T, de signos contrarios de forma que el dnico punto critico y3 de Mg(:, T3, Te)
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My

Yo

Figura 3.18: Funcién M para T, > 0,T, < 0,K < 0y Ms(y3, 1) < 0.

satisfaga la condicién Ms(y;, Ti, Te) = 0.
Fijados d; < 0y de > 0 y segin (3.86), el punto y; satisface las condiciones

OMs

]\/IG(ySa ,-Ti,-Te) = "a—y';-

(ygaﬂyTe) =0

si y sélo si
TiRi(y;) + TeRe(y;) = 0
dR; dR, (3.90)
2% ) + T2 () = 0
v (%) It (o)
De esta manera, para d; < 0y d. > 0 fijos, existen valores (T3, T,) (con
T; - T, < 0) verificando (3.90) si y sélo si y5 > /—d,; satisface

T;

Ri(y5)  Re(y))
det @( S dRe( S =0.
% Yo dvo Yo
Pero, es facil ver que el valor y§ > /—d; verifica la relacién anterior si y
solo si

d (R, . _
@E(E)@o)—o,

esto es, y; es un valor critico para la funcién R(ye) = Ri(yo)/Re(vo), definida
en el intervalo (v/—d;, +00).
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A continuacién probaremos que la funcién R posee un punto critico, pero
antes debemos observar que si tal punto existe, entonces el sistema (3.90) posee
infinitas soluciones (73, Te) todas perteneciente a la misma recta de ecuacién
T. = —R(y;)T;, con pendiente negativa (recuérdese que debemos encontrar T;
y T, con T; - T, < 0).

Obsérvese ademads que la funcién R posee a lo sumo un punto critico, pues
en caso contrario seria posible encontrar valores T; y T, de signos contrarios de
forma que la funcién de Melnikov Ms(+, T3, T,) tuviera mds de un punto critico
y esto, segin el apartado 3 de la Proposicién 3.37, no puede suceder.

Un céalculo directo muestra que

. . dR
Jm  R(yo) =0y yoil\/mq; %(yo) = +0o0.
yo>v/—d;

Por tanto, resulta que R tiene un tnico punto critico en (v/—d;, +00). Es
decir, el sistema perturbado (3.84) posee efectivamente una bifurcacién silla—-
nodo de érbitas periddicas.

Para d; > 0 y d. < 0 fijos, la recta T, = —R(y$)7T; marca, en primera apro-
ximacion, la curva de silla-nodo de érbitas periddicas del sistema perturbado
silla-foco (3.84).

Del mismo modo, la recta

Te di / de / di _
E\/ —di + —\/a—: l:;e' (dz de) <7T arcsen de — d,) - d, —--C-l—e'] = 0,

esto es, la recta

T, = mT;, con m=— lim R(y),
vo—+v/—di

o>/ —d;

aproxima la curva de homoclinas del sistema considerado.

Ademsds, repitiendo analisis desarrollados con anterioridad puede estable-
cerse, para d; > 0y d. < 0 fijos, que la recta T, = 0 marca tanto la bifurcacién
de Hopf-Centro del sistema (3.84) como la bifurcacién de Hopf en el infinito.
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Este estudio permite representar en la Figura 3.19 el conjunto de bifur-
caciones del sistema (3.79) para d; > 0, d. < 0 fijos y t;, t. suficientemente

pequenos.

Doble homoclina y una
6rbita periddica trizonal

i
N
N
N N
AN Dos 6rbitas
. peri6dicas bizonales
Dos érbitas * .Y una trizonal No existen 6rbitas
peri6dicas trizonales AN peri6dicas ni separatrices
N
Una 6rbita periddica AN
trizonal semiestable | ~--.. s
..l .
.. N
- N
Tl N
No orbitas periddicas Sl R
ni separatrices Treally,
A No 6rbitas periédicas !,
N ~~-._ niseparatrices
.. SN
~ T T ] 0
AN Theeld Una 6rbita periédica
. Dos 6rbitas * | trizonal semiestabie
. . N
No existen Orbitas Dos écbitas  ~  Periédicas trizonales
peri6dicas ni separatrices >P . ~
peri6dicas bizonales™ |
- ~
y una trizonal ~
N
N
N

Doble homoclina y una
Grbita periddica trizonal
Figura 3.19: Bifurcaciones para el sistema trizonal simétrico silla-foco (3.79).

El analisis efectuado en las secciones 3.3.3 y 3.4.2 para los sistemas lineales
a trozos bizonales y trizonales simétricos muestra la existencia de una bifur-
cacién que tiene un gran parecido con la bifurcacién de Takens-Bogdanov que
experimentan los sistema diferenciables cuadraticos y cibicos.

En efecto, en el caso de un sistema bizonal nos encontramos con una bi-
furcacién de Hopf-Centro y una bifurcacién de homoclinas que nos recuerdan
a las que aparecen en los sistema cuadréticos (ver [37]), mientras que para los
sistemas trizonales con simetria tenemos una bifurcacién Hopf-Centro de los
equilibrios exteriores, una bifurcacién de homoclinas y una bifurcacién silla-
nodo de érbitas periédicas que se asemejan a las que aparecen en los sistemas
ctibicos (ver [27]).
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Una notable diferencia la constituye la expresiéon R = R;/R., que en el caso
de sistemas diferenciables involucra funciones elipticas (ver [27], [37] y [48])
y en el caso de sistemas lineales a trozos estd definida a partir de funciones
trigonométricas e hiperbélicas inversas. No obstante, en ambos casos la funcién
R presenta un comportamiento cualitativo muy semejante (ver [48]).



Capitulo 4

Sistemas Lineales a Trozos

Bizonales Homogéneos

En este capitulo nos centramos en el estudio de los sistemas continuos lineales
a trozos y homogéneos definidos en dos zonas. Es decir, sistemas continuos
que se escriben en la forma

. ATX s X1 p- 0,
X =F(X)=AX = (4.1)
A~X st X; <.

En primer lugar, daremos a conocer algunas propiedades de los conjun-
tos invariantes para los sistemas 2CPL, (sistemas continuos lineales a trozos
bizonales n-dimensionales) homogéneos. El conjunto formado por todos los
sistemas de este tipo se denotara por 2CPLH,,.

Seguidamente estudiaremos los sistemas lineales homogéneos cuyas pro-
piedades, relativamente faciles de establecer, nos permitirdn conocer algunas
caracteristicas de los sistemas 2CPL,, homogéneos.

En particular, nos concentraremos en los sistemas 2CPLH; y observables,
prestando especial atencién a los conjuntos invariantes y érbitas periédicas de
los sistemas del tipo anterior cuando sus matrices poseen un par de autovalores
complejos conjugados.

139
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En la dltima seccidn de este capitulo aplicaremos los resultados de los
anteriores apartados al estudio del conjunto de bifurcaciones de un sistema
bidimensional lineal a trozos bizonal de tipo foco—foco no homogéneo.

4.1 Primeras Propiedades. Conjuntos Inva-

riantes

La homogeneidad del sistema lineal a trozos (4.1) nos permitird deducir algunas
propiedades de su comportamiento dindmico. En concreto, veremos que el
sistema homogéneo (4.1) no posee érbitas periédicas aisladas.

Como punto de partida, notemos que X = 0 es siempre un punto de equili-
brio del sistema (4.1) y ademads, si las matrices AT y A~ son regulares, entonces
el origen es el unico punto de equilibrio de tal sistema.

De aqui en adelante, siempre que nos refiramos a la aplicacién y semia-
plicaciones de Poincaré de los sistemas continuos lineales a trozos bizonales,
y @ menos que se explicite lo contrario, consideramos que dichas aplicaciones
tienen como seccién de Poincaré asociada el hiperplano de separacién X; = 0.

La homogeneidad del campo vectorial F' que define al sistema (4.1), es
decir, la relacién

F(\X) = AF(X), VXeR, VA0,
nos conduce al siguiente resultado, cuya prueba es directa.

Proposicién 4.1 El sistema lineal a trozos homogéneo (4.1) satisface las si-
guientes propiedades:

1. §i X(t) es solucidn del sistema (4.1) y X > 0, entonces AX (t) es también
solucidn del sistema (4.1).
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2. Si el sistema ({.1) posee una drbita periddica ¥(t), entonces posee un
continuo de drbitas periddicas Ay(t), con A > 0.

3. Las semiaplicaciones de Poincaré del sistema (4.1), cuando estdn defini-
das, transforman semirrectas contenidas en el hiperplano de separacion
X, = 0 que pasan por el origen, en semirrectas contenidas en el hiper-
plano de separacion X, = 0 que pasan por el origen. Mds ain, todos los

puntos de una misma semirrecta poseen el mismo semitiempo de vuelo.

4. La aplicacién de Poincaré del sistema (4.1), cuando estd definida, trans-
forma semirrectas contenidas en el hiperplano de separacion X; =0 que
pasan por el origen, en semirrectas contenidas en el hiperplano de sepa-
racién X, = 0 que pasan por el origen. Mds ain, todos los puntos de

una misma semirrecta poseen el mismo tiempo de vuelo.

El apartado 4 de la Proposicién 4.1 nos lleva a considerar la existencia de
ciertos conjuntos invariantes. Si la aplicacién de Poincaré del sistema (4.1) po-
see una semirrecta invariante que pasa por el origen, entonces el sistema (4.1)
posee un cono invariante cuyo vértice es el origen (punto de equilibrio del siste-
ma) y esta generado por la transformacién, mediante el flujo del sistema (4.1},
de dicha semirrecta invariante.

Puesto que dicho cono invariante posee puntos en los subespacios X; > 0
y X; < 0, diremos que el cono invariante es bizonal. Veremos en paginas
posteriores que el sistema (4.1) puede poseer conos invariantes que se encuen-
tran en uno sélo de los anteriores semiespacios. Para estos conos invariantes
utilizaremos el calificativo de unizonales.

Destacamos, como se pondra de manifiesto mds adelante, que la existencia
de conos invariantes, para una gran variedad de sistemas homogéneos, esta
intimamente relacionada con la estabilidad asint6tica del origen. Remitimos a
los trabajos [10] y [11] para un estudio de esta cuestién en el caso de sistemas
diferenciables.
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4.2 Sistemas Lineales Homogéneos
A continuacién estudiamos algunas propiedades del sistema homogéneo
X = AX, (4.2)

donde A una matriz cuadrada real de orden n y X pertenece a R".
En préximas secciones extenderemos los resultados de este apartado al

sistema lineal a trozos (4.1) para analizar la existencia de conos invariantes en
sistemas 2CPLH;.

La homogeneidad del sistema (4.2) nos induce al estudio de un sistema en
la esfera unidad S™~! de R*. Los detalles de las transformaciones que realiza-
remos pueden seguirse en [10] y [11] para sistemas homogéneos diferenciables.

La transformacién u = X/||X||, para X # 0, sobre (4.2) permite escribir

X d<_1_> L, X (XX)
- XX

+ — X = Au — (Au, u)u,
=1+ a ] (A, u)

lo que nos lleva a considerar sobre la esfera unidad S™~! de R™ el sistema
= Au— (Au,u)u, ueS" (4.3)

Definicién 4.2 El sistema ({.3) se denomina sistema esférico asociado al sis-
tema lineal homogéneo (4.2).

El cambio v = X/||X]||, para X no nulo, transforma el sistema lineal ho-
mogéneo (4.2) en el sistema esférico (4.3). Este cambio provoca la pérdida del
conocimiento de la evolucién de una de las variables del sistema homogéneo (4.2).
No obstante, podemos recuperar dicha informacién considerando r = | X|| y
notando, tras un cdlculo inmediato, que

7= (Au,u)r,

siendo u € S™! solucién del sistema esférico (4.3).
Este razonamiento nos conduce al siguiente resultado.
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Proposicién 4.3 El sistema lineal homogéneo n-dimensional (4.2) se trans-

forma mediante un cambio de variables en el sistema
%= Au — (Au,u)u, ue S,

(4.4)
r = (Au,u)r, r>0.

Seguidamente caracterizamos los equilibrios del sistema esférico (4.3). Més

adelante se determinaran sus estabilidades.

Proposicién 4.4 Los puntos de equilibrio del sistema esférico (4.3) son los

autovectores unitarios de la matriz A asociados a autovalores reales.

Demostracién. Si & € S"! es un punto de equilibrio de (4.3), entonces

Ad — (AT, @)

=]

=0,

por lo que A% = A& con A = (Ag,q) € R
Reciprocamente, si % € S™~! es un autovector de A asociado a un autovalor
real A, entonces

(AT, T) = (\&,a) = M@, ) = Mu||® = ), (4.5)
de donde @ es un punto de equilibrio del sistema (4.3) porque

= A0 — Au = 0.

1

At — (Ag, q)
|

Por conveniencia, para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio del
sistema esférico (4.3) extendemos este sistema a todo R, esto es, consideramos
el sistema n—dimensional

X =F(X)=A4X - (AX, X)X, X€eR" (4.6)

La siguiente propiedad es una consecuencia directa e intrinseca a la propia
definicién del sistema (4.6).



144 Capitulo 4. Sistemas Lineales a Trozos Bizonales Homogéneos

Proposicién 4.5 La esfera unidad S™"! es una variedad invariante para el
flujo del sistema n—dimensional (4.6).

El siguiente lema nos proporciona la matriz jacobiana del campo vectorial
que define la ecuacién diferencial (4.6).

Lema 4.6 Sea A una matriz cuadrada de orden n real y F' el campo vectorial
definido en (4.6). La matriz jacobiana de F viene dada por

DF(X)=A - XX'(A+ A") - (AX, X)I,. (4.7)

Demostracién. Si G(X) = (AX, X), entonces F(X) = AX — G(X)X, luego
DF(X) = A— XVG(X) - G(X)I,.
Pero, VG(X) = X*(A + AY), por lo que finalmente llegamos a (4.7). =

Si @ es un punto de equilibrio del sistema esférico (4.3) definido en S™1,
entonces claramente @ es un punto de equilibrio del sistema (4.6) definido en
R", cuya linealizacién en dicho punto nos lleva, de acuerdo con el Lema 4.6,
al sistema lineal

X=(A-ua' (A+A) - (Ag,5)],) X, X e R"™ (4.8)
Tal como indica la Proposicién 4.5, la esfera unidad S™~! es una variedad
invariante del sistema (4.6), por lo que el hiperplano tangente a S"! en i es
una superficie invariante para el sistema linealizado (4.8).
Si W representa el hiperplano tangente a S®~! en 4, es decir,
We={X eR*: (X,a) =0}
y definimos la matriz Mz como

M; = A —ua' (A+ AY) — (Ag, 3)],, (4.9)

entonces resulta que W; es una variedad invariante para la aplicacién lineal
definida por Mj.
El siguiente resultado proporciona los autovalores de la matriz Mj.
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Proposicién 4.7 Sea A € M,(R) con autovalores A, Az, ..., A, A1 ER, ¥y
% € S™ ! un autovector de A asociado al autovalor real A\;. Entonces, los

autovalores de la matriz My definida en (4.9) son

p1==2X1, pa=Aa— Ay, H3=A3— AL, ..., Mo = An = Ap

Demostracion. Si A, Ay,..., A\, son los autovalores de A, con A} € R, y
i € S" ! es un autovector de A asociado al autovalor real A;, entonces existe
una matriz de Householder H de forma que Ha = ey, siendo e; el primer vector
de la base canénica de R”.

Por consiguiente, se satisface la relacién

HAH = ( A Bu ) = B,
0 | By

donde By, By son matrices de 6rdenes convenientes, 0 es la matriz nula y los
autovalores de la matriz By son Ag, Az, ..., Ap.
De esta forma,

M, = A-aut(A+ A" — (Ag,a)], =
= HBH — Heie!H(HBH + HB'H) — \\HH =
= H(B-ee (B+ B) - \I,)H,

luego las matrices My y N = B — ejel (B + BY) — A1, son semejantes, por lo
que poseen los mismos autovalores.
Un célculo simple muestra que

N ( ~2) | 0 ) |
0 ’ By — Ml

lo que permite concluir que g = =2\ y gy = A — Ay, para 2 < ¢ < n, son los

autovalores de Mj. n

Puesto que 7 es ortogonal a Wy y dim(W;) = n—1, se deduce que los auto-
valores de la aplicacién lineal X — M X restringida a W; son todos los de My
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salvo el primero. Enunciamos esta conclusion en el siguiente resultado. Debe-
mos sefialar que en el Teorema 1 de Hadeler [28] se obtienen los autovalores

de esta restriccion utilizando directamente matrices de deflacién.

Corolario 4.8 En las condiciones de la Proposicion 4.7, los autovalores de la
aplicacidn lineal X — MzX restringide a W; = {X € R* : (X, @) = 0} son
Po = A= AL, U3 = A3 = A1,.., fn = Ap — AL

Ahora podemos estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrio del sis-
tema esférico (4.3) definido en S™L.

Corolario 4.9 En las condiciones de la Proposicion 4.7, el punto de equilibrio
u del sistema (4.3) es asintdticamente estable si la parte real de \; — A\, es
negativa para todo ¢ = 2,3,...,n e inestable si existe algin j € {2,3,...,n}

de forma que la parte real de A\; — A\ es positiva.

Enunciamos a continuacién un resultado que recoge el efecto sobre (4.3) de
los cambios lineales realizados al sistema (4.2).

Proposicién 4.10 Si B,C son matrices reales de orden n semejantes, enton-

ces eziste un cambio de variables que transforma el sistema
v = Bv — (Bv, v)v, v e St (4.10)

en el sistema
4= Cu — (Cu,u)u, ue St (4.11)

Demostracion. Silas matrices B y C son semejantes, debe existir una matriz
P € M,(R) regular de forma que P"'CP = B.
Consideremos la aplicacién biyectiva

Sn—l — Sn—l
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cuya inversa viene dada por v = |P=1u||”t P~tu.
Derivando respecto de ¢ la igualdad ||Pv|lu = Pv obtenemos

d : . . (Pv, Pv) . .
2P Pulli = P, esdecir, 22y 4 ||Pulju = Po.
= (| Pv]]) u + || Pv||z v, es decir TPl u + | Pulju v

Supongamos ahora que v es solucién del sistema (4.10), entonces

(P (Bv — (Bv,v)v), Pv)
|| Poll

u + ||Pv|la = P (Bv — (Bv,v)v) . (4.12)

Si tomamos u = Pv/||Pvl||, puesto que PB = CP, la relacién (4.12) se

convierte en
(Cu — (Bv,v)u, Pv)u + |Pv||u = CPv — (Bv,v)Pv.
Dividiendo ambos términos de esta tltima igualdad por ||Pv|| se obtiene
(Cu, uyu — (Bv,v){u,u)u+ & = Cu — (Bv,v)u

y haciendo uso de que u es unitario se sigue que u es solucién del sistema (4.11),
con lo que finalizamos la prueba de este resultado. ]

4.2.1 Sistemas Lineales Homogéneos Tridimensionales

Como una introduccién al estudio de los sistemas lineales a trozos bizona-
les homogéneos tridimensionales, cuyas matrices poseen un par de autovalores
complejos conjugados, analizamos algunas propiedades del sistema lineal tri-
dimensional (4.2) y su sistema esférico asociado (4.3), para el caso en que la
matriz real de orden tres A posee autovalores A, o £ i3, con S # 0.

En esta situacidn, la forma candnica de Jordan real de la matriz A es

a B 0
J=| -8 a 0 |,
0 0 A
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el sistema lineal tridimensional (4.2) es equivalente al sistema lineal
Y =JY (4.13)

y la solucién del sistema (4.13) con condicién inicial Y(0) = ¥, € R® viene
dada, como es bien sabido, por

e*cosBt e*sent 0
Y(t) =exp(Jt)Yo = | —e*senfBt e*cosft 0 |Yo. (4.14)
0 0 eAt

Para el caso que contemplamos (A € M3(R) con autovalores o £ i, A,
siendo 8 # 0), algunas propiedades de las soluciones periddicas del sistema
esférico en S? asociado a X = AX pueden relacionarse con las partes reales
de los autovalores de la matriz A. En concreto, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.11 Si A € M;3(R) posee autovalores \,a + i3, con 8 # 0,
entonces toda solucidn del sistema esférico asociado al sistema lineal X = AX

es periddica st y sdlo st o = A.
Demostracién. Consideremos el sistema esférico asociado a (4.13)
v =Jv— (Ju,v)uv, v e S? (4.15)

que tras una sencilla manipulacién puede escribirse como

’l.)l 0 ,@ 0 (J U1
v =] -8 0 0 vy |~ =a)vi| v, |.  (4.16)
U3 0 0 M-« U3 (%

El sistema (4.16) posee como tnicos puntos de equilibrio los puntos (0, 0, 1)
y (0,0,—1) y, de acuerdo con la Proposicién 4.10, es equivalente al sistema
esférico asociado al sistema lineal X = AX.

Atendiendo a la dltima ecuacién de (4.16), es decir, a la ecuacién unidi-
mensional

1.)3=()\—C¥)’U3 (1—'03),
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es inmediato comprobar que todas las soluciones del sistema esférico (4.15) son
periédicas si y sélo si @ = A. Por consiguiente, todas las soluciones del sistema
esférico asociado al sistema lineal X = AX son periédicassiy slosia = A. m

4.3 Sistemas Lineales a Trozos Bizonales Ho-

mogéneos

En esta seccién aplicaremos los resultados recogidos en la seccién precedente
al estudio del sistema lineal a trozos homogéneo (4.1).

Observemos en primer lugar que el cambio v = X/||X||, para X # 0,
aplicado a (4.1) nos introduce el siguiente sistema sobre la esfera unidad 5™~

o= Ay — (AVu,u)u, ue S, (4.17)

Aty st u; 20,
donde AVu= u = (ug, U, ..., Un).
A u si u; <0,

Definicién 4.12 El sistema (4.17) se denomina sistema esférico asociado al

sistema lineal a trozos (4.1).

Nota 4.13 La proyeccién sobre S™! de una solucién no nula X (t) del sis-
tema lineal a trozos homogéneo (4.1) es una 6rbita u(t) del sistema esférico
asociado (4.17). Por otra parte, toda drbita del sistema (4.17) se corresponde
con un conjunto de 6rbitas del sistema homogéneo (4.1).

Mis ain, los conos invariantes del sistema (4.1) se corresponden biunivo-
camente con las érbitas periddicas del sistema esférico (4.17).

Para el sistema lineal a trozos (4.1) la adaptacién de la Proposicién 4.3 es
inmediata.
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Proposicion 4.14 El sistema lineal a trozos homogéneo n-dimensional (4.1)

se transforma mediante un cambio de variables en el sistema

4= Ay — (AVu,u)u, ue S
(4.18)
F= <Avu, uyT, r20.

En cuanto a los puntos de equilibrio del sistema esférico a trozos (4.17), la
adaptaciéon de la Proposicién 4.4 a dicho sistema es directa.

Proposicién 4.15 El vector @ = (4, Ga, ..., Un) € S™! es un punto de equili-

brio del sistema (4.17) si y sélo si se verifica una de las siguientes condiciones:
1. Elpunto @ es un autovector de A* asociado a un autovalor real y @, > 0.

2. El punto u es un autovector de A~ asociado a un autovalor real y i, < 0.

Cuando los puntos de equilibrio del sistema esférico asociado al sistema
lineal a trozos (4.1) no estdn localizados en el plano de separacién u; = 0,
podemos determinar su estabilidad aplicando directamente las ideas expuestas
en la Seccién 4.2 acerca de la estabilidad de los puntos de equilibrio de los
sistemas esféricos asociados a sistemas lineales.

Si el sistema (4.17) posee un punto de equilibrio en el hiperplano de se-
paracién u; = 0, los resultados de la Seccién 4.2 no permiten determinar la
estabilidad de ese punto de equilibrio. La siguiente proposicién nos indica que
tal situacién no ocurre si el sistema lineal a trozos (4.1) es observable.

Proposicion 4.16 Si el sistema ({.1) es observable, entonces el sistema esfé-

rico (4.17) no posee puntos de equilibrio en el hiperplano de separacidn u; = 0.

Demostracién. Sea 4 = (0,4, d3,...,%,) € S*! un punto de equilibrio
del sistema esférico (4.17) sobre el hiperplano de ecuacién u; = 0. Entonces,
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segiin la Proposicién 4.15 y la continuidad del campo vectorial que define al
sistema (4.1), se deduce la existencia de dos escalares A*, A~ € R verificando

Ata=X"a y A"a=\"u

De esta manera, si e; denota el primer vector de la base candnica de R",
se sigue que et (A7)" @ = 0 para todo n > 0, por lo que la matriz de observa-
bilidad O de (4.1) (véase la Proposicién 1.15) verifica O% = 0, con 4 # 0.

De aqui, se sigue que la matriz O no posee rango completo y el sistema
lineal a trozos homogéneo (4.1) es no observable. n

Nota 4.17 Debemos tener en cuenta que el sistema (4.1) es observable si
y sblo si las matrices A* y A~ no poseen autovectores (reales o complejos)
ortogonales al vector e; (consultar [13] para mas detalles).

4.4 Sistemas 2CPL3; Homogéneos Observables.

Conos Invariantes

Consideraremos en este apartado el estudio de los sistemas continuos lineales
a trozos homogéneos tridimensionales y observables. En el Capitulo 5 analiza-
remos los sistemas 2CPL3; no observables.

Supondremos que las matrices que rigen al sistema tridimensional y obser-
vable (4.1) poseen un par de autovalores complejos conjugados y un autovalor
real. En estas condiciones, el siguiente resultado nos caracteriza la estabilidad
de los puntos de equilibrio del sistema esférico (4.17).

Teorema 4.18 Si el sistema (4.1) es tridimensional, observable y las matrices
AT y A~ poseen autovalores At,at £ it y A7,a” £1B7, respectivamente,
con Bt - B~ # 0, entonces el sistema (4.17) posee ezactamente dos puntos
de equilibrio a+ = (af,us,43) v 4~ = (47,4;,483), con G4y > 0 y a4y < 0.
Ademds, se verifica:
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1. Siat - At <0 (resp. = — A~ < 0), entonces el punto de equilibrio @+
(resp. 4~ ) es asintdticamente estable.

2. Siat — At >0 (resp. = — A~ > 0), entonces el punto de equilibrio @+
(resp. @~) es inestable.

3. Siat — AT =0 (resp. a= — A\~ =0), entonces el punto de equilibrio G+
(resp. 4~ ) estd rodeado por un continuo de drbitas periddicas.

Demostracién. El sistema lineal X = A+ X posee una variedad invariante
unidimensional que interseca a la esfera S? en dos puntos. De acuerdo con la
Proposicién 4.16 tales puntos no se encuentran en el plano u; = 0.

Por tanto, el sistema esférico asociado a X = A+ X posee dos puntos de
equilibrio 4% = (af,43,43) y o = (], 95, 97), con a7 > 0y o < 0.

Andlogamente, el sistema esférico asociado a X = A~ X posee dos puntos
de equilibrio @~ = (4], 4, ,43) y 9~ = (07,905,035 ), con 4y <0y 7, > 0.

Por consiguiente, 4t y @~ son los dos tinicos puntos de equilibrio del sistema
esférico a trozos (4.17) y del Corolario 4.9 sigue de forma inmediata los dos
primeros apartados.

El tercer apartado es una aplicacién directa de la Proposicién 4.11. ]

Nota 4.19 Noétese que el sistema esférico (4.17), bajo las hipétesis del Teore-
ma 4.18, posee Orbitas periddicas unizonales, que ademés son no aisladas, si y
sélo si ™ = A* 0 @~ = A~ (ver Proposicién 4.11).

Haciendo uso del Teorema de Poincaré-Bendixson, probado por J. A. Sch-
wartz [50] para variedades bidimensionales cerradas (ver también [30] o [46]),
puede enunciarse un primer resultado de existencia de conos invariantes bizo-
nales para los sistemas 2CPLHj.

Aclaramos que en las referencias sefialadas anteriormente se exige para la
prueba del Teorema de Poincaré-Bendixson la clase C! del campo vectorial
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definido en la esfera unidad S%. No obstante, la tesis del Teorema sigue sa-
tisfaciéndose si el campo vectorial es continuo y lipschitziano (véase Zhang
Zhi-fen et al. [54]).

Teorema 4.20 Si el sistema (4.1) es tridimensional, observable y las matrices
At y A~ poseen autovalores A\t o™ £ift y A7, a” £if~, respectivamente, con
BB~ #0y (ot —A") - (a” = A7) > 0, entonces el sistema (4.1) posee al
menos un cono invariante bizonal.

Demostraciéon. Utilizando el Teorema de Poincaré-Bendixson sobre la esfera
S? los posibles conjuntos limite del sistema continuo (4.17) son los puntos de
equilibrio, las érbitas periddicas o los grafos (ciclos formado por la unién de
equilibrios y separatrices) en S2.

Del Teorema 4.18 se deduce que el sistema esférico asociado al sistema
tridimensional lineal a trozos (4.1) posee dos puntos de equilibrio 2+ y @~ y del
Corolario 4.8 y la Proposicién 4.16 sigue que la linealizacién del sistema (4.17)
en los puntos %@+ y 4~ posee los autovalores complejos at — At £ if", a” —
A~ + 187, respectivamente.

Siat = AT >0y a — A" > 0, entonces los puntos de equilibrio son
focos inestables y por consiguiente, el sistema (4.17) no posee grafos. En
consecuencia, el sistema (4.17) debe tener al menos una érbita periddica, es
decir, el sistema (4.1) posee al menos un cono invariante.

Ademas, segun la Nota 4.19, la érbita periédica existente y su correspon-
diente cono invariante son bizonales, con lo que finaliza la prueba de este caso.

Cambiando el signo de la variable independiente tendriamos la demostra-
cibnparaa™ — AT <0ya — A" <0. n

Utilizando de nuevo el Teorema de Poincaré-Bendixson sobre S? podemos
dar una condicién de estabilidad asintética del punto de equilibrio X = 0 del
sistema (4.1) en el caso tridimensional. El siguiente teorema puede considerarse
una generalizacién del resultado de S. Busenberg y P. Van Den Driessche [11]
sobre la estabilidad asintética del origen en sistemas homogéneos de clase C2.
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Teorema 4.21 Si el sistema (4.1) es tridimensional, observable, las matrices
A" y A~ poseen autovalores AT, ot £ifT y \™,a” +i8~, respectivamente, con
B* -8~ #0, y carece de conos invariantes, entonces el origen es un punto de
equilibrio asintdticamente estable de (4.1) si y sélo si AT <0 y A~ < 0.

Demostracién. Segtn la Proposicién 4.14, el origen es un punto de equilibrio
asintéticamente estable del sistema (4.1) si y sélo si la solucién nula de la
ecuacion unidimensional

7= <Avu,u> r, r>0 (4.19)

es asintdticamente estable para toda solucién u del sistema esférico (4.17).
Puesto que la solucién general de la ecuacién (4.19) es

r(t) = exp </Ot (AVu(r), u(r)) dT) To, (4.20)

resulta que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable del
sistema (4.1) si y sélo si

t
tlgrnoo/o (AVu(r),u(r))dr = —c0 (4.21)
para toda solucién u del sistema esférico (4.17).

Por otra parte, de acuerdo con la Proposicién 4.15, el sistema (4.17) posee
dos puntos de equilibrio ¥, @™, que son autovectores unitarios de AT y A~
asociados a los autovalores reales AT y A~, respectivamente.

Ademads, debido a la observabilidad, de la Proposicién 4.16 se sigue que
los puntos & y @~ no estdn en el plano de separacién del sistema X; = 0,
luego el tipo topolégico de los puntos de equilibrio 4% y %~ estd determinado
por los autovalores de la linealizacidon del sistema esférico (4.17) en dichos
puntos, es decir, por los autovalores complejos at — AT £ift y o= — A~ £if™,
respectivamente. En consecuencia, el sistema esférico asociado (4.17) no posee
grafos.
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De esta manera, cuando el sistema (4.1) carece de conos invariantes, el
Teorema de Poincaré-Bendixson nos garantiza que toda solucién no constante
de (4.17) converge bien a 4+ o bien a @~ cuando ¢ tiende a +oo.

Asi, si toda la solucién no constante u de (4.17) tiende a %", entonces

lim (AVu(r),u(r)) = A*

T—=+00

y si tendiera a 4~ tendriamos

lim (AYu(r),u(r)) = A",

T—=+00

Ahora, si AT < 0y A~ < 0, entonces toda solucién u del sistema (4.17)
satisface
lim (AVu(r),u(r)) <0

T—+00
y por consiguiente, se verifica la igualdad (4.21) y el origen es un punto de
equilibrio asintéticamente estable del sistema (4.1).
Reciprocamente, si el origen del sistema (4.1) es asintéticamente estable,
‘entonces, segun (4.21), tenemos

t
lim / (A*a*, a*)dr = lim ATt = —oo,
0

t—+o00 t—+o0

por lo que AT < 0. Un razonamiento andlogo permite probar que A~ < 0. m

Nétese que el cardcter homogéneo del sistema (4.1) nos indica que la esta-
bilidad asintética del origen es global.

Por otra parte, el Teorema 4.21 exige la carencia de conos invariantes en el
sistema (4.1) y, a esta altura del desarrollo, no contamos con ningin resultado
sobre la no existencia de conos invariantes en el sistema (4.1).

Por consiguiente, resultard importante, y a eso nos dedicaremos en las
préximas paginas, analizar las situaciones en las que el sistema posee conos
invariantes o bien carece de ellos.

Por otro lado, la existencia de conos invariantes en sistemas 2CPLH3 com-
plica el estudio de la estabilidad del origen en tales sistemas, pues sera necesario
estudiar con detalle la dindmica restringida a los posibles conos invariantes.
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A modo de resumen recordemos los principales resultados descritos en este
Capitulo hasta este punto. En primer lugar, contamos con un resultado de
existencia de conos invariantes para sistemas lineales a trozos bizonales tridi-
mensionales homogéneos (ver Teorema 4.20) y en segundo lugar, hemos enun-
ciado un resultado sobre la estabilidad del origen para tales tipos de sistemas
(véase el Teorema 4.21).

4.5 Semiaplicaciones de Poincaré en Sistemas

Lineales Homogéneos Tridimensionales

En lo que sigue nos restringiremos al estudio de la existencia, unicidad y esta-
bilidad de conos invariantes bizonales para el sistema tridimensional (4.1) en el
supuesto de observabilidad y cuando las matrices del sistema posean un par de
autovalores complejos conjugados. Nétese, que ya contamos con un resultado
de existencia de conos invariantes bizonales para tal sistema: el Teorema 4.20.

Para ello, daremos a conocer unas ecuaciones paramétricas que nos in-
formaran del comportamiento de las semiaplicaciones de Poincaré del siste-
ma (4.1) actuando sobre las semirrectas que pasan por el origen y estdn con-
tenidas en el plano de separacién X; = 0.

En un primer paso nos dedicamos a conocer la dindmica de las semia-
plicaciones de Poincaré de un sistema lineal tridimensional escrito en forma
canénica de Jordan.

Puesto que estamos interesados en el estudio de las semiaplicaciones de
Poincaré del sistema (4.1) cuando las matrices que lo rigen poseen un par de
autovalores complejos conjugados y tal sistema es observable, vamos a trabajar
con el sistema

a B 0
=] -8 a 0 v |, (4.22)
z 0 0 A z
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siendo f > 0, y tomaremos como seccién de Poincaré el plano de ecuacién
z = qy, con ¢ # 0, que como mas adelante veremos es una eleccién adecuada.

Debe tenerse en cuenta que los conceptos de semiaplicacién de Poincaré y
semitiempo de vuelo definidos en el Capitulo 2 se adaptan de forma natural al
sistema (4.22) tomando como seccién de Poincaré el plano de ecuacién z = gy.

El plano z = 0 es invariante para el sistema (4.22) y est4 asociado al par de
autovalores complejos conjugados. Esto nos introduce la siguiente definicién.

Definicién 4.22 Sea A € M;3(R) con autovalores A\, o £ 18, siendo 8 # 0.
Denominamos plano focal de la matriz A o del sistema X = AX al plano inva-
riante para el sistema lineal X = AX asociado al par de autovalores complejos
conjugados o £ 1.

En el futuro, resultard ttil hacer uso de la notacién v = (o — A)/B, consi-
derar la funcién, introducida por Andronov et al. en [5],

©4(7) =1 — exp(y7) (cos T — ysen )
y utilizar de ella las siguientes propiedades, que se deducen de forma inmediata:
(a) o_o(—7) =py(T) Vr,yeR

(b) Para todo v > 0 existe un dnico valor

7 =7, € (m, 2n] tal que p,(7) = 0.
Ademds (véase la Figura 4.1), para v > 0 se satisface

0, (1) >0 Vre(0,7) vy o,(r) <0 Vre(F2m).

Comenzamos con un breve resultado que nos proporciona la recta del plano
z = qy donde el flujo del sistema (4.22) es tangente a dicho plano. Dicha recta
se denominard linea de tangencia

Lema 4.23 El flujo del sistema (4.22) es tangente al plano z = qy a lo largo
de la recta que pasa por el origen y tiene como vector director W = (7,1, q).
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>

L0

Figura 4.1: La funcién ¢, para vy > 0.

Demostracién. Las trayectorias de tangencia sobre el plano z = gy deben ser
ortogonales al vector (0, ¢, —1), que es normal a dicho plano. Cualquier vector
del plano z = qy puede escribirse en la forma a(1,0,0) + 5(0,1,q) = (a, b, bq),
con a,b € R, luego en la linea de tangencia debe verificarse la igualdad

a [ 0 a
0g -1 -8 a 0 b | =0.
0 0 A bq

De aqui, a = vb y por consiguiente, la direccién de tangencia viene deter-
minada por el vector w = v(1,0,0,) + (0,1,q9) = (7,1, q). n

Nota 4.24 Obsérvese que la base de vectores {e; = (1,0,0),w = (v,1,9)}
para representar los puntos del plano z = qy estd formada por un vector de la
interseccién del plano focal z = 0 con la seccién z = qy y un vector en la linea
de tangencia del flujo del sistema (4.22) sobre el plano z = gqy.

Representando tanto el punto de salida como el punto de llegada de la
semiaplicacién de Poincaré por sus coordenadas respecto a la base {ei, w}
establecemos paramétricamente unas relaciones entre dichas coordenadas.
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Proposicién 4.25 Si la semiaplicacidn de Poincaré del sistema (4.22), to-
mando como seccidn de Poincaré el plano de ecuacion z = qy, transforma
el punto (a + vb,b,bq) en el punto (a' + V', V,b'q), entonces se verifican las
stguientes relaciones:

1. Sib=0, entonces b’ =0 y a' = —aexp(yr/B).

2. Sib#0, entonces b #0 y

a e "o, (n)

_l; - sen (4 23)
a eMp_.(11)

v sen T

donde 1 € (0,7) y 7 € (m, 27| satisface py(7) = 0.

Demostracién. De acuerdo con la identidad (4.14), si el flujo del siste-
ma (4.22) transforma el punto (a + b, b, bg) en el punto (a' + ¥, b',b'q) debe
existir un valor ¢; > 0 de forma que

(a + vb) e** cos Bty + be*tsinft; = o + b,
— (a + yb) €*** sen ft; + be*' cos ft; = U, (4.24)
bge?t = Vq.

Ahora, a partir del valor de b distinguimos los siguientes casos:

1. Si b =0, entonces ¥ = 0y —aexp(at;)senft; = 0. Como a # 0, pues
en caso contrario nos encontrariamos en el origen (punto de equilibrio
de (4.22)), se deduce que sen 8t; = 0.

Al estar interesado en la semiaplicacién de Poincaré, el valor ¢; debe ser el
menor valor estrictamente positivo que satisfaga la condicion anterior, es
decir, t; = m/B. La demostracién de este apartado finaliza sustituyendo
este valor de ¢; en la primera ecuacién de (4.24).
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2. Si b # 0, entonces de la tercera ecuacién de (4.24) se deduce que b’ # 0.
Escribiendo 7 = ft; y dividiendo las dos primeras identidades de (4.24)
por b’ = bexp(At;) obtenemos

a . a'
(3 + 7) e’ cosT +€tsinTy = m +v
a
- (5 + ’y) e sent +e™cos, = 1

Calculos directos sobre las anteriores expresiones nos llevan a (4.23). =

Notemos que el menor valor ¢; > 0 que satisface (4.24) es el semitiempo de
vuelo del punto (a + vb, b, bq) (véanse las definiciones 2.9 y 2.10).

Definicién 4.26 El escalar 1 = t,5, donde t; es el semitiempo de vuelo del

punto (a + vb,b,bq), se denomina semitiempo de vuelo normalizado.

Nota 4.27 La Proposicion 4.25 nos indica que la semiaplicacién de Poincaré
del sistema (4.22) sobre la seccién z = gy transforma, como ya sabiamos (ver
Proposicién 4.1), semirrectas que pasan por el origen y estdn contenidas en el
plano z = gy en semirrectas contenidas en el plano z = gy y que pasan por el
origen. Ademas, todos los puntos de una misma semirrecta poseen el mismo
semitiempo de vuelo.

Noétese que los cocientes a/b y a'/b' representan la pendiente, en la base
elegida, de las semirrectas de partida y llegada de la semiaplicacién de Poincaré.

Debemos destacar la similitud existente entre las expresiones (4.23), que
describen el comportamiento dindmico de las semiaplicaciones de Poincaré para
un sistema lineal tridimensional homogéneo, y las expresiones encontradas por
E. Freire et al. en [22] (ver también [47]) que parametrizan las semiaplicaciones
de Poincaré de un sistema plano lineal no homogéneo de tipo foco. Tal similitud
se reforzard alin més en la Seccién 4.10.
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Nota 4.28 A través de las propiedades de la funcién ¢, puede verse que el
dominio y el rango de la semiaplicacién de Poincaré del sistema (4.22), tomando
como seccién de Poincaré el plano z = qy, depende del signo de . Ademds, el
semitiempo de vuelo normalizado recorre todo el intervalo [0, 7].

Siendo mas concreto:

e Si v > 0, entonces la semiaplicacién de Poincaré transforma todo el
semiplano {(a + vb,b,bq) : @ > 0} en el conjunto

siendo 7 la tnica solucién en (7, 27) de la ecuacién ¢, (1) = 0.

e Si v = 0, entonces la semiaplicacién de Poincaré transforma todo el
semiplano {(a,b,bq) : a > 0} en el semiplano {(a,b,bq) : a < 0} y la
recta {(0,b,bq) : b € R} es invariante.

e Si vy < 0, entonces la semiaplicacién de Poincare estd definida en

siendo 7 la tnica solucién en (m,27) de la ecuacién ¢_,(r) = 0, y su
rango es todo el semiplano {(a + vb,b,bq) : a < 0}.

4.6 Semiaplicaciones de Poincaré en Sistemas

2CPL; Homogéneos Observables

De acuerdo con la Nota 4.17, si el sistema 2CPLH,, (4.1) es observable, entonces
tanto A* como A~ no poseen autovectores (reales o complejos) ortogonales al
primer vector de la base candnica.

Esto nos indica que si las matrices A™ y A~ de orden tres poseen un par de
autovalores complejos conjugados, los planos focales de AT y A~ no coinciden
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con el plano de separacién y los autovectores de A*™ y A~ asociados a sus
autovalores reales no pertenecen a dicho plano de separacion.

Con estas premisas, mostraremos que somos capaces de elegir un sistema
de coordenadas en el plano de separacién en el que las semiaplicaciones de
Poincaré de un sistema 2CPLH; posean relaciones idénticas a las descritas en
la Proposicion 4.25 para la semiaplicacidon de Poincaré del sistema escrito en
forma candnica de Jordan real (4.22) sobre la seccién z = gy.

Recuérdese que un sistema tridimensional homogéneo es observable si y s6lo

si puede escribirse en la forma de Lienard generalizada (ver Proposicién 1.36)
T=1tVr —y,

y=mVz — z, (4.25)

z=dVz,
donde el polinomio caracteristico de AV es
pAv(/\) = -')\3 +tv/\2 —va'f‘dv. (426)

Antes de obtener las expresiones paramétricas de las semiaplicaciones de
Poincaré del sistema (4.25) establecemos varios resultados preliminares.

Lema 4.29 El flujo del sistema ({.25) es tangente al plano z = 0 a lo largo
del eje OZ. Ademds, el dominio de la semiaplicacion de Poincaré derecha
P* (resp., semiaplicacion de Poincaré izquierda P~ ) del sistema ({.25) es un
subconjunto del semiplano {x = 0,y < 0} (resp., {x =0,y > 0}).

Demostracién. El flujo del sistema (4.25) es tangente al plano de separacién
z = 0 si es ortogonal al vector e; = (1,0,0). Asi, debe ocurrir que

tv. -1 0 0
(1L,0,0)| mv 0o -1 ||y |=0
dvV 0 0 z
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de donde, y = 0. Las conclusiones sobre los dominios de P* y P~ son inme-
diatas. n

El siguiente desarrollo nos proporciona una matriz de paso que permite
transformar cada una de las matrices que rigen al sistema (4.25), cuando éstas
poseen un par de autovalores complejos conjugados, a su forma canénica de
Jordan real.

Supongamos que la matriz real de orden tres

t -1 0
A=l m 0 -1
d 0 0

posee autovalores A, o =13, con 8 # 0.

Es sabido que los autovectores de A’ asociados al autovector real A son
ortogonales al plano focal de A. Es ficil observar que vy = (A2, =\, 1) es
autovector de A! asociado a A, por lo que el plano focal de A viene dado por
la ecuacién

Mz —dy+2z=0.

Asi, el vector p; = (0,1, A) pertenece a la interseccién del plano focal de A
con el plano de separacién z = 0.
Es inmediato comprobar que el vector

1 1
D2 = _B‘(A - aIS)pl = —,B—(l,a+ /\,O!/\)

también pertenece al plano focal de A, no es proporcional al vector p; y satis-
face las relaciones

Apl = apy — pr2a
Ap; = Bp1 + aps.

Por otro lado, un célculo inmediato permite probar que p; = (1, 2c, a2+ 2)
es un autovector de A asociado al autovalor .
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Por consiguiente, la matriz P cuyas columnas son py,p, y p3 es regular y,
como recogemos en el siguiente lema, es una matriz de paso que transforma la
matriz A a su forma candnica de Jordan real.

Lema 4.30 St la matriz real de orden tres

t -1 0
A= m 0 -1
d 0 0

posee autovalores A, i3, con 8 # 0, entonces la matriz

0o = 1
ﬂ/\
P=]1 O‘; 2% (4.27)
Ao
A —  aP+p
B
es regular y verifica
a B 0
P'4AP=| -8 o 0 |. (4.28)
0 0 A

En la Proposicién 4.25 se establecieron unas relaciones entre las coorde-
nadas de dos puntos homodlogos mediante la semiaplicacién de Poincaré del
sistema (4.22) tomando como seccién de Poincaré el plano z = qy. El si-
guiente resultado extiende esas relaciones al sistema lineal a trozos tridimen-
sional (4.25).

No obstante, ya que estamos interesados en la obtencién de conos invarian-
tes bizonales para el sistema (4.25) y puesto que, segiin el Lema 4.29, la linea
de tangencia del sistema lineal a trozos (4.25) sobre el plano de separacién es
la recta z = 0,y = 0, sélo estudiaremos el comportamiento de las semiapli-
caciones de Poincaré sobre los puntos del plano x = 0 que no se encuentran
sobre dicha recta.
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Proposicién 4.31 Si las matrices A* y A~ que rigen al sistema tridimensio-
nal (4.25) poseen autovalores A\*,at £ i y A7, a” £ 18", respectivamente,
con Bt >0 y B~ > 0, entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si la semiaplicacién de Poincaré izquierda P~ del sistema (4.25) trans-
forma el punto (0, yo, z0) en el punto (0,y1,21), con yo -1 # 0, entonces
eziste un valor 7= € (0,77), siendo 7~ la primera solucion positiva de
@ly-1(1) =0, de forma que

% = x 45 () +1) ?’E%L_ (4.29)
% = A’ -4 ((“/‘)2 + 1) iﬁ%
R ((27~ . 2_:> 7'_> %f((—;_—_)—)yo, (4.30)

cony~ =(a”—A7)/B".

2. Si la semiaplicacion de Poincaré derecha P* del sistema (4.25) trans-
forma el punto (0,y1, 21) en el punto (0,ys, 22), con y; - Y2 # 0, entonces
eziste un valor 7+ € (0,7%), siendo 7% la primera solucién positiva de

Qv+ (1) = 0, de forma que

2 . ()2 e sentt
o= ar g () 1)
U1 Pyt (T )
z e sentt (4.31)
2 2
I )\+ _ A+ + + 1 B e
" 5 (0 +1) e
AT ©w- +(7’+)
= — Iyt 4 -y 2 4.32

con y* = (ot — AT) /B*.
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Demostracién. A la vista de la simetria existente entre las expresiones de
los dos apartados es suficiente realizar la prueba de este resultado sélo para el
primero de ellos. Por ello, y para facilitar la lectura, suprimimos el superindice.
Es decir, vamos a deducir unas expresiones paramétricas de la semiaplicacién
de Poincaré del sistema lineal

t -1 0
X=4X=|m 0 -1 |X, (4.33)
d 0

tomando como seccidn de Poincaré el plano de ecuacién z = 0.
Si el punto (0, y1, z1) es la imagen del punto (0, yo, o) mediante una semia-
plicacién de Poincaré del sistema (4.33), entonces existe un valor ¢; > 0 de

forma que
0 0
exp(At) | o | =1| v |- (4.34)
20 21

Si P denota la matriz definida en (4.27) y J es la forma canénica de Jordan
real de la matriz A, el Lema 4.30 y las propiedades de la exponencial matricial
nos indican que la relacién (4.34) puede escribirse en la forma

0 0
exp(Jt)P7' | yo | =P yi |. (4.35)
20 21

De forma andloga a la descrita en la Nota 4.24, si tomamos el vector
p1 = (0,1,)) en la interseccién del plano focal de A con el plano de sepa-
racién z = 0 y el vector w = (0,0, —3 (72 + 1)) en la linea de tangencia del
sistema (4.33) sobre el plano z = 0, tenemos que el conjunto de vectores {p;, w}
es base del subespacio de ecuacién z = 0 y podemos escribir

zi = Ay;

0,yi,2i) = a;p1 + bjw con a; =y, by = — T
(0, yi, 2:) D1 Yi ICEY

i=0,1. (4.36)
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Como los vectores p; y w verifican las relaciones
P'po=e=(1,0,00 y Plu=w=(y,1,-1/8),
la expresién (4.35) se transforma en
exp(Jt1) (q061 + b)) = aey + byw.

Esto nos indica que el punto (ag + b, by, —bo/B) del plano z = —y/3 se
transforma mediante la semiaplicacién de Poincaré del sistema (4.22) en el
punto (a; + b1, b1, —b1/B3) del mismo plano. Por consiguiente, de la Proposi-
cién 4.25 sigue que

29 _ e senm

G eln) (4.37)
b _ e "senn

ZL: B <P—7(T 1)

siendo 7, = Bt; € (0,7) y 7 la primera solucién positiva de ¢, (1) = 0.
Sustituyendo los valores a;,b;, i+ = 0,1 y tras una sencilla manipulacién
en (4.37) llegamos a (4.29).
Por otra parte, haciendo uso de la dltima igualdad de (4.24) tenemos que
by = exp(A71/B)by y segin (4.36) obtenemos

zZy — )‘yl = B%TI (Z() - )\yg) .

Finalmente, utilizando las dos expresiones de (4.29) se tiene directamente
la igualdad (4.30). u

Obsérvese que de la Nota 4.28 y de la expresién (4.36) puede establecerse
el dominio y rango de las semiaplicaciones de Poincaré del sistema (4.25). No
obstante, omitimos el desarrollo de tales propiedades ya que éstas no seran
significativas en los posteriores desarrollos.

Nota 4.32 Eligiendo coordenadas polares en el plano de separacién z =0

y=rcosf, z=rsend, r>0, 0€]l0,2n),
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segin la Proposicién 4.31, las semiaplicaciones de Poincaré Pt y P~ del sis-
tema lineal a trozos (4.25) poseen la estructura triangular

01 = (9) P+ 02 = F+(01),

F- 0/
P~ =
r = G—(GQ)TO, re = G+(01)7‘1,

donde F'~, F*,G™ y G~ son funciones analiticas en ciertos intervalos abiertos
de R.

Por tanto, la aplicacién de Poincaré P = P* o P~ del sistema (4.25) tiene
también estructura triangular

P(6o,m0) = (F(60),G(00)ro) ,

siendo F=FtoF yG=(GtoF7)-G".

4.7 Existencia de Conos Invariantes en Siste-

mas 2CPL3; Homogéneos Observables

A partir de la Proposicién 4.1, las semiaplicaciones de Poincaré del siste-
ma (4.25) transforman semirrectas contenidas en el plano z = 0 que pasan
por el origen en semirrectas contenidas en dicho plano que pasan por el origen.
Utilizando esta propiedad es posible definir dos aplicaciones biyectivas St y
S~ que transformen la pendiente de la semirrecta de partida en la pendiente
de la semirrecta de llegada para cada una de las semiaplicaciones P* y P~.

Las relaciones (4.29) establecen en forma paramétrica el comportamiento
de la aplicacién S~, mientras que las relaciones (4.31) determinan S*.

Nétese que el conocimiento de las aplicaciones ST y S~ en forma pa-
ramétrica nos informa del comportamiento de las semiaplicaciones de Poincaré
del sistema esférico asociado a (4.25), ya que cada punto de la circunferencia
S? N {z = 0} se corresponde de manera biunivoca con cada una de las se-
mirrectas que pasan por el origen y estan contenidas en el plano z = 0.
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La relacién entre los conos invariantes bizonales del sistema (4.25) y las
aplicaciones ST y S~ es obvia. No obstante, y para futuras referencias, enun-

ciamos dicha relacién en el siguiente resultado.

Proposicién 4.33 En las condiciones de la Proposicidn 4.31, las siguientes

condiciones son equivalentes:
1. El sistema (4{.25) posee un cono invariante bizonal.
2. El sistema esférico asociado a (4.25) posee una drbita periddica bizonal.

3. La aplicacion St o S~ posee un punto fijo.

Las nociones de estabilidad, estabilidad asintética e inestabilidad para un
conjunto invariante de un sistema dindmico (ver [42]) se trasladan de forma
natural a los conos invariantes del sistema (4.25). No obstante, gracias a la
Proposicién 4.33, los conceptos de estabilidad, estabilidad asintética e ines-
tabilidad para los conos invariantes bizonales del sistema (4.25) pueden ser
definidos a partir de estos mismos conceptos sobre las drbitas periédicas del

sistema esférico asociado a (4.25) o sobre los puntos fijos de la aplicacién
StoS-.

Para establecer algunos casos més de existencia de conos invariantes para
el sistema (4.25), asf como otros de no existencia, analizaremos las aplicaciones
S* y S~. Para ello, introducimos la aplicacién

SIR——)R, S(u0)=u1

definida en forma paramétrica por
YT
W= SO T
S = ! (4.38)

e "senT
u = A=-B(+1)—F——
' ( ) 30—'7(7')

3

?
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donde v = (@ — A)/B3, 8 >0, 7 € (0,7) y ¥ € (m,2n] satisface la condicién
P (7) = 0.
Enunciamos a continuacién algunas propiedades de la aplicacién S.

Lema 4.34 La aplicacion S definida en (4.38) satisface las siguientes propie-
dades:

1. S(A\) =\
2. Siv =0, entonces S(ug) = —ugp + 2.

3. La aplicacion S es estrictamente decreciente y
3
S'(ug) = —e™4" (—(‘0—7(—1> . (4.39)
9-(T)

4. La recta de ecuacion uy = —ug + (2/3) (2a+ \) es asintota oblicua de S
para ug —» +00.

5. Sty > 0, entonces la recta uy = uy es asintota de S para uy — —o0,

donde )
e ""senT

P~y (%) '

6. Siv <0, entonces la recta uy = uy es asintota vertical de S, siendo

ug =A—-B(y*+1)

e’ sen 7

Y

Demostracion.

1. Tomando 7 = 7 en (4.38) se tiene directamente que S(\) = .

2. Si v =0, la aplicacién S adopta la forma

senTt
w = A+ f——,
1—cost
S = 0<7<2m,
sen T
U = A—f———ro
1—cost

luego, u; = S(ug) = —up + 2.
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3. Un célculo directo muestra que

! 3
S/(uo) — u‘l(T) — _6—4'77 (%) <0.

4. Tras aplicar reiteradamente la regla de L’'Hopital se tiene que

3
m = lim 5(1) = — lim ™7 (M) = —1.

uo—+00 U 0+ 0_(T)

Célculos tediosos, pero sencillos, muestran que

2
Im [S(ug) + ug) = z(2a+ A)
ug—r+00 3

y por consiguiente, la recta u; = —ug + (2/3) (20. + A) es una asintota
oblicua de S para ug — +oc0.

Para finalizar, los dos ultimos apartados de este lema son consecuencia in-
mediata del recorrido del pardmetro 7 en las expresiones de S y las propiedades
de la funcién ¢,. n

La Figura 4.2 ilustra graficamente el comportamiento de la aplicacién S
para los casos v > 0, v = 0 y v < 0, manteniendo constante el valor 2o + A.

El siguiente resultado muestra nuevos casos de existencia de conos inva-
riantes en el sistema homogéneo y observable (4.25).

Proposicién 4.35 Supongamos que las matrices AT y A~ que rigen al sis-
tema tridimensional ({.25) poseen autovalores \*,a™ £ 18T y \7,a” £ifT,
respectivamente, con 8t > 0 y 8~ > 0. Denotemos v* = (o™ = A7) /BT y

v~ =(a~ = A7) /B~. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Siy*t -y~ >0, entonces el sistema (4.25) posee al menos un cono inva-
riante bizonal.

2. Si vt =~ =0, entonces se satisfacen las siguientes propiedades:
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>0

Figura 4.2: Representacion grafica de la aplicacién S.

(a) SitT =t~, entonces todas las soluciones del sistema esférico aso-
ciado a (4.25) son periddicas, por lo que el sistema (4.25) posee un
continuo de conos invariantes bizonales y unizonales.

(b) Sitt # ¢, entonces el sistema (4.25) no posee conos invariantes

bizonales, pero posee dos continuos de conos invariantes unizonales.

3. Syt =0y (tt—t7)y < 0, entonces (4.25) posee un continuo de
conos invariantes unizonales y al menos un cono invariante bizonal.

4. Sivy~ =0y (" —t7)y*t > 0, entonces ({.25) posee posee un continuo
de conos invariantes unizonales y al menos un cono invariante bizonal.
Demostracién.
1. El primer apartado es consecuencia directa del Teorema 4.20.

De acuerdo con la Proposicién 4.33, el sistema (4.25) posee un cono inva-
riante bizonal si y sélo si la aplicacién ST o S~ posee un punto fijo. Puesto
que los puntos fijos de St o S~ se corresponden con los ceros de la funcién
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desplazamiento d(ug) = (ST 0 S7) (ug) — uo, analizaremos para cada uno de
los casos resefiados la existencia o no de soluciones en la ecuacién d(ug) = 0.

2. Si vt = 4~ = 0, entonces t* = 3\, ¢~ = 3\~ y la aplicacién S* 0 S~
es, de acuerdo con el segundo apartado del Lema 4.34,

(ST 0S57) (uo) = uo+ % (t"—t7).

Esto permite considerar los siguientes casos:

(a) Sitt =t~ entonces la funcién desplazamiento d es idénticamente
nula, por lo que en este caso el sistema (4.25) posee un continuo
de conos invariantes bizonales. Ademds, puesto que se verifican las
igualdades @™ = AT = @~ = A7, haciendo uso del tercer aparta-
do del Teorema 4.18 y de la Nota 4.19, se concluye que todas las
soluciones del sistema esférico asociado a (4.25) son periédicas.

(b) Si t* # t~, entonces d(ug) # 0 para todo ug € R, por lo que el
sistema (4.25) no posee conos invariantes bizonales, aunque si posee
un par de continuos de conos invariantes unizonales (ver Nota 4.19).

3. Sivt =0y vy~ >0, entonces del Lema 4.34 se deduce que

d(UQ) = (S+ o) S—) (UQ) — Up = —S_(Uo) + 2/\+ — Ugp.

Por tanto,
2
li — . _ 2 + - )
uo_l)rgood(uo) +o00 ¥ uol_lglood(uo) 3 (tt —t7)

Si ahora t* — ¢~ < 0, entonces aplicando el Teorema de Bolzano, dedu-
cimos la existencia de un valor %y € R de forma que d(%@g) = 0, con lo
que el sistema (4.25) posee al menos un cono invariante bizonal. La exis-
tencia de un continuo de conos invariantes unizonales estd garantizada
como consecuencia de la Nota 4.19.

El caso y* =0, 7y~ <0y tt —¢~ > 0 se prueba de manera analoga.



174 Capitulo 4. Sistemas Lineales a Trozos Bizonales Homogéneos

4. La prueba de este apartado sigue del apartado anterior y las invariancias
del sistema (4.25) descritas en la Nota 1.37. |

Los resultados recogidos en la Proposicién 4.35 se precisardn méas adelante
en el Teorema 4.47. En concreto, se establecerd la unicidad del cono invariante
cuando v -y~ > 0 y se determinara su estabilidad.

El contenido de la Proposicién 4.35 puede visualizarse en la Figura 4.7,
donde también se reflejan los resultados que recogeremos en el Teorema 4.47.

4.8 Posicion Relativa entre Conos Invariantes

y Planos Focales para Sistemas 2CPLH;

Cuando la matriz A" del sistema observable (4.25) posee un par de autovalores
complejos conjugados y un autovalor real At el plano focal de la matriz A*,
que denotaremos mediante I1}, tiene de ecuacién (A+)? — Aty + z = 0.

Andlogamente, el plano focal de la matriz A~, que se denotard II7, es el
plano de ecuacién (A7)? = A~y + z = 0.

Estos planos permitiran restringir las regiones de R® donde pueden encon-
trase los conos invariantes bizonales del sistema (4.25).

Una vez localizadas estas regiones del espacio, veremos que la buisqueda de
conos invariantes bizonales en (4.25) se reduce al estudio de la existencia de
orbitas periddicas en diferentes sistemas planos continuos cuadraticos a trozos.

Ahora definimos los conceptos de semiplanos focales a partir de la nocién
de plano focal.

Definicién 4.36 Sean AT, A~ € M;3(R) que poseen autovalores AT, at +if+,
AT,a” £if7, respectivamente, donde 8- B~ # 0.

Llamaremos semiplano focal derecho I1} . del sistema tridimensional ({.1)
al plano focal de la matriz AY restringido para X, > 0.

Andlogamente, el semiplano focal izquierdo Il del sistema (4.1) es el
plano focal de la matriz A~ restringido para X, < 0.
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A continuacién determinamos la posicién relativa de un cono invariante
bizonal del sistema (4.1) y los semiplanos focales del mismo.

Diremos que un cono esta por encima (resp., por debajo) de un semiplano, si
cualquier recta paralela al eje OZ que interseque al cono en un punto (21, y1, 21)
y al semiplano en (z;,y1, 22) verifica z; > 25 (resp., z; < 22).

Lema 4.37 Si los autovalores de las matrices AY y A~ que rigen al sistema
tridimensional (4.25) son AT, ot £18" y A", a” £ 18T, respectivamente, con
Bt -7 #0, A\t # A y el sistema ({.25) posee un cono invariante bizonal,
entonces dicho cono se encuentra bien por encima o bien por debajo de los dos

semiplanos focales del sistema.

Demostracién. Realizaremos la prueba de esta resultado para A~ > AT. Un
razonamiento analogo permitiria probar el lema para A~ < A%,

Obsérvese que los semiplanos focales 155 y [ del sistema (4.25) inter-
secan al plano de separacién z = 0 en las rectas

rt={z=02= Ay} y r ={z=0z=Ay},

respectivamente.

Supongamos que la semirrecta 7y = {z =0, z = Agy, y > 0} genera un
cono invariante bizonal C. Entonces, de acuerdo con las propiedades de los
dominios de P* y P~ establecidas en el Lema 4.29, la imagen de ro mediante
la semiaplicacién P~ es la semirrecta r; = {z =0, z=M\y,y <0} y 1 se
transforma mediante P* en la semirrecta .

En primer lugar, probaremos que si C se encuentra por encima del semi-
plano focal Il p, es decir, si Ag > A~, entonces C también estd por encima de
55

Ahora, si fuera A; > A™, tendriamos que el cono C estarfa por debajo del
semiplano focal IT}; v, por tanto, la semirrecta P*(r,), imagen mediante P*
de la semirrecta r1, se encontraria por debajo de la recta r*, de donde, ry no
podria generar un cono invariante bizonal (ver Figura 4.3).
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x=0

Figura 4.3: Rectas ™ y 7~ y semirrectas ro y r; cuando Mg > A~ y A\ > AT

Si tuviéramos A\; = AT, entonces la semirrecta r; coincidird con la semirrec-
ta r* N {y < 0} y P*(ry) serfa igual a r* N {y > 0}, por lo que ry no generaria
un cono invariante bizonal.

Luego, necesariamente A\; < A* y por consiguiente, el cono invariante bi-
zonal C se encuentra por encima del semiplano focal IT}; .

Un razonamiento similar permite probar que si el cono estd por encima de
I1}; ., entonces también estd por encima de Iz .

Los casos en los que el cono se sitia por debajo de alguno de los semiplanos
focales se demuestran de manera andloga.

Finalmente, es ficil probar que las semirrectas r* N {y < 0} y r~N{y > 0}
no pueden generar conos invariantes bizonales, luego los conos invariantes del
sistema (4.25) se encuentran simultdneamente por encima o por debajo de los
semiplanos focales del sistema. ]

El siguiente resultado establece que los conos invariantes bizonales del sis-
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tema (4.25) no poseen puntos comunes con los planos focales si At # A7,

Proposicién 4.38 Si los autovalores de las matrices AT y A~ que rigen al
sistema tridimensional (4.25) son A*, ot £ift y A\~, a” £if*, respectivamente,
con Bt -8~ #0 y AT # A~, entonces los conos invariantes del sistema (4.25),
si ezisten, no intersecan a los planos (AT)? =Aty+z =0y (A2 =A"y+z = 0.

Demostracién. Realizando sobre el sistema (4.25) el cambio de variable
Z = (A*)?z — Aty + 2, éste adopta la forma

z = tVr—y,
g = (mv + ()\+)2) z—A\y-Z, (4.40)
Z = paw(A)z+A7Z,

donde pyv (A) = =22 +tVA —mY A +dV es el polinomio caracteristico de AV.

De esta forma, el semiplano Z = 0, z > 0 es el semiplano focal derecho
del sistema (4.40), por lo que el flujo de dicho sistema no puede intersecar
transversalmente al semiplano Z = 0, z > 0 y los posibles conos invariantes
bizonales que intersecan al plano Z = 0 lo hace en la zona z < 0.

En el semiplano Z = 0, z < 0 tenemos que Z = pu-(A*)z # 0 y mantiene
un signo constante, ya que consideramos A* # A~. Luego, todas las orbitas
del sistema (4.40) intersecan al semiplano Z = 0,z < 0 en la misma direccién
y por tanto, no pueden originar un cono invariante bizonal.

Por 1ltimo, la recta Z = 0, £ = 0 estd en el semiplano focal derecho del
sistema (4.40), por lo que de acuerdo con el Lema 4.37 no puede generar un
cono invariante.

Razonando de forma semejante, los conos invariantes del sistema (4.25)
tampoco pueden tener puntos en comun con el plano ()\“)2 - A y+z=0.m

Los siguientes resultados relacionan de forma biunivoca los conos invarian-
tes del sistema (4.25) con las drbitas periédicas de ciertos sistemas planos.
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Proposicién 4.39 Si At es un autovalor real de la matriz AT, entonces los
conos invariantes del sistema (4.25) que se encuentran por encima del plano
(/\*')2 — ATy +2 = 0 se corresponden biunivocamente con las drbitas periddicas
del sistema continuo plano cuadrdtico a trozos bizonal

B = (tV = AF) v — vy — paw (AF)0,
2 (4.41)
vy = (mv + (A7) ) v = 2AT0y = pav (AT )vivp ~ 1,

donde pav es el polinomio caracteristico de AV.

Demostracién. Sabemos que el cambio de variable Z = (A\*)?z — Aty + 2
transforma (4.25) en el sistema (4.40) y el plano focal IIf en el plano Z = 0.
El cambio de variables

vw=z/Z, ve=y/Z, con Z >0,

valido para érbitas del sistema (4.40) que se encuentran por encima el plano
focal Z = 0, transforma las ecuaciones del sistema (4.40) en

Z = paw(A\DnZ+ATZ
U = (tv - /\+) V1 — Vg — pao (AT)02,

Uy = (mV + ()\+)2) v = 2ATv = pav (AT)vrve — 1,

donde se ha tenido en cuenta que v; = z/Z > 0siy sélosi z > 0.
De esta forma, queda probado que los conos invariantes del sistema (4.25)

)2 Z—A"y+z > 0 se corresponden con las érbitas
periddicas del sistema (4.41). ]

que satisfacen la relacién (A

Para los posibles conos invariantes bizonales que se encuentran por debajo
del plano focal IT} enunciamos el siguiente resultado.

Proposicién 4.40 Si A\* es un autovalor real de la matriz A, entonces los
conos invariantes del sistema (4.25) que se encuentran por debajo del plano
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(AT)* z—=ATy+2z = 0 se corresponden biunivocamente con los érbitas periddicas

del sistema continuo plano cuadrdtico a trozos bizonal

b = (87 =A%) v = vp + pav (AT)ed,
2 (4.42)
Uy = (mV + (A1) ) v = 20 v + pav (AT )vive + 1

Demostracion. Si sobre el sistema (4.40) realizamos el cambio de variable
v = —z/Z, v, = —y/Z, para Z < 0, entonces siguiendo un razonamiento
analogo al realizado en la demostracién de la Proposicién 4.39, y teniendo en
cuenta que v; > 0 si sélo si z > 0, obtenemos directamente la conclusién de la
proposicién. [ ]

Considerando el autovalor real A~ de la matriz A~ para sistema (4.25)
podemos enunciar resultados semejantes a las proposiciones 4.39 y 4.40.

Proposicién 4.41 Si A\~ es un autovalor real de la matriz A™, entonces los
conos invariantes del sistema (4.25) que se encuentran por encima del plano
(/\‘)2 — A"y + 2z = 0 se corresponden biunivocamente con las drbitas periddicas
del sistema continuo plano cuadrdtico a trozos bizonal

o= (V= A7) v — vy — pav (A7)0,

(4.43)
Vg = (mv + ()\—)2) U1 = 227V — pav (AT )viv2 — 1.

Proposicién 4.42 Si A\~ es un autovalor real de la matriz A~, entonces los
conos invariantes del sistema ({.25) que se encuentran por debajo del plano
()\‘)2 — A"y +2z = 0 se corresponden biunivocamente con las drbitas periddicas
del sistema continuo plano cuadrdtico a trozos bizonal

b = (V- A7) v — v+ pav (A7),
(4.44)

Vg (mv + ()\—)2> v — 22T vy + Dyv ()\_)1111)2 + 1.
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Nota 4.43 Conviene realizar algunas observaciones de interés sobre los siste-
mas cuadraticos a trozos (4.41)-(4.44).

1. Téngase en cuenta que el sistema esférico asociado a (4.25) es equivalente
a los sistemas (4.41)—(4.44) dependiendo de la posicién que ocupen las
érbitas del sistema esférico en relacién con cada uno de los planos focales.

2. Los sistemas (4.41)—(4.44) son lineales a uno de los lados de la recta de
separacion v, = 0, puesto que pa+(AT) = py- (A7) = 0.

3. Si At = A~ = A, entonces los planos focales de las matrices que rigen
al sistema (4.25) son coincidentes. Dicho plano es invariante para el
sistema (4.25) y conforma un cono invariante bizonal de dicho sistema.

Ademds, en este caso, los sistemas (4.41)—(4.44) son continuos lineales
a trozos bizonales y los conos invariantes del sistema (4.25) que se en-
cuentran por encima del plano A2z — Ay + z = 0 se corresponden con las
érbitas periddicas del sistema lineal a trozos bizonal

1.)1 = (tV - )\) V1 — VU2,
(4.45)
1.)2 = (mv + /\2) vy — 2/\’02 — 1,
que segun la Proposicién 1.18 es observable. Por consiguiente, de acuerdo
con la Proposicién 1.32, es equivalente al sistema,

i)l = (tv el 3)\) V1 — Vg,
(4.46)
by = (MY +3X2-2tVA)vy; — 1.

Analogamente, los conos invariantes que se encuentran por debajo de
dicho plano invariante A2z — Ay + z = 0 se relacionan biunivocamente
con las drbitas periddicas del sistema lineal a trozos bizonal

I

?.)1 (tv - /\) U1 — Vg,
(4.47)

Up = (mv + )\2) vy — 2Av9 + 1,
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y este sistema es equivalente al sistema en forma de Lienard generalizada
7:)1 = (tv — 3/\) U1 — Vg,

(4.48)
(mY +3)% - 2tVA) vy + 1.

Vg

4. Si el sistema (4.25) es lineal, esto es, t* =t~ ,m* = m™,d* =d7, y
la matriz que rige al sistema posee autovalores o, £ i3, con 8 > 0,
entonces los sistemas (4.46) y (4.48) se convierten en

?.)1 = U,
(4.49)
1}2 = /B2U1 - 17
y
'[)1 = —y,
(4.50)

Uy = ﬁQ'Ul'{"l.

De esta forma, el sistema esférico asociado a (4.25) en caso de linealidad
es equivalente al sistema (4.49) para las érbitas que se encuentran por
encima del plano A2z — \y + z = 0 y equivalente a (4.50) para las drbitas
situadas debajo de dicho plano.

Puesto que todas las soluciones de los sistemas (4.49) y (4.50) son pe-
riddicas, se sigue que todas las soluciones del sistema esférico asociado
a (4.25) también son periédicas. Este razonamiento permite demostrar
por una via diferente el tercer apartado del Teorema 4.18.

Analizando los sistemas cuadréticos a trozos (4.41)—(4.44) podemos enun-

ciar un resultado de no existencia de conos invariantes bizonales.

Proposicién 4.44 Supongamos que los autovalores de las matrices AT y A™
que rigen al sistema (4.25) son A*,at £18% y A7, £ifT, respectivamente,
con Bt > 0,8~ > 0. Denotemosy™ = (ot = AT) /BT yy~ =(a” = A7) /6.
Si se satisface alguna de las siguientes condiciones:
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(a) v~ =0y~y" (A" -A7) <0,
(b) vt =0yvy (A =A%) <0,
entonces el sistema (4.25) no posee conos invariantes bizonales.

Demostracién. Si A\~ # \*, entonces, de acuerdo con el Lema 4.37 y la Pro-
posicién 4.38, los conos invariantes bizonales del sistema (4.25) se encuentran
por encima o por debajo de los dos planos focales I1f y IT7.

En particular se situardn por encima del plano (/\*')2 z—Aty+2z =00 por
debajo del plano (A™)* = A"y + z = 0.

Luego, atendiendo a las proposiciones 4.39 y 4.42, el sistema (4.25) posee
conos invariantes bizonales si y sélo si el sistema (4.41) o el sistema (4.44)
poseen Orbitas periddicas bizonales.

Si denotamos mediante Fy al campo vectorial que define a (4.41), entonces

2(at =A%) si v >0,

div Fy(vy,v9) =
(20 + A7 = 3AT) = 3pa-(AT)u; si vy <0,

y denotando mediante F; al campo vectorial que define a (4.44) tenemos

2(a” = A7) si v <0,
div FQ('Ul,UQ) =
(2a™ + AT = 32A7) +3pa+r(A7)vy st v > 0.

Ahora, considerando A~ > AT, se tiene que ps-(AT) > 0, ya que A~ es la
tnica raiz real de p4- y, andlogamente, ps+(A~) < 0.

Si ademds, a™ > AT y @~ = A~, entonces div F(v;,v;) > 0 para todo
vy # 0, div Fy(vy, v2) = 0 para todo vy < 0y div Fa(vy,v9) < 0si vy > 0.

De aqui, haciendo uso del criterio de Bendixson (ver [29]), vélido en esta
situacidn, los sistemas (4.41) y (4.44) carecen de drbitas periddicas bizonales,
por lo que el sistema homogéneo (4.25) no puede tener conos invariantes bizo-
nales. Esto finaliza la demostracién del primer apartado para v~ =0, v* > 0
y AT > AT,

Por simetria, la prueba de los restantes casos se reduce a la anterior. n
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4.9 Unicidad y Estabilidad de Conos Invarian-

tes en Sistemas 2CPL; Homogéneos

Cuando el sistema (4.25) posee un cono invariante bizonal existe un valor
%y € R de forma que (S* o S7) (@) = @y La estabilidad de dicho cono
invariante bizonal viene determinada por la derivada de S* o S~ en el punto
ﬁjO Ug.
Introduciendo la funcién auxiliar
_ay 0y(T)
9 (r)=e 3L 9 (0) =1,
Y ‘,0__7(7') ’Y(

tenemos, de acuerdo con (4.39),

d(SToS7)

- (o) = B (7F) - 92 (77), (4.51)

o-
donde 7+, 7™ son los semitiempos de vuelo normalizados derecho e izquierdo,

respectivamente, de las semirrectas que generan al cono invariante bizonal.

En lo que sigue probaremos la existencia de un tnico cono invariante en el
sistema (4.25) cuando y* -y~ > 0 y determinaremos su estabilidad.

Ademds, ampliaremos el nimero de casos de no existencia de conos inva-
riantes bizonales recogidos en las proposiciones 4.35 y 4.44, daremos a conocer
el nimero maximo de conos invariantes bizonales aislados que puede presentar
el sistema (4.25) y enunciaremos nuevos resultados de estabilidad asintotica
del origen para el sistema (4.25).

En el siguiente lema se establecen algunas propiedades de la funcién 9,.
Para ello, recurriremos a la Proposicién 4.44 pues la funcién 9, posee un
contacto de orden elevado en el origen que dificulta determinar el signo de su
derivada en el intervalo de existencia.

Lema 4.45 Consideremos la funcion

9., (1) = e-%7;‘f’:"-7(%2—), 9,(0) =1, (4.52)
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definida para T € [0,7), con 7 € (7, 27| y o, (F) = 0.

Entonces, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Para v > 0 se verifica

do.,

37—_-(7') <0 y 9,(r)<1 VYr7e€(0,7). (4.53)

2. Para v = 0 se verifica

a0,

- (r)=0 y d,(r)=1 V7€) (4.54)

3. Para v < 0 se verifica que

d9.,

7T_(T) >0 y Uy(r)>1 Vre(,17). (4.55)

Demostracién. Para probar este lema construiremos un determinado sistema
2CPLHj; en la forma candnica de Lienard (4.25) verificando v+ = v y de forma
que la asintota oblicua de su aplicacién asociada S* coincida con (S~) "

Para empezar, tomemos v > 0 y sean A*,a" +i8" los autovalores de la
matriz que caracteriza al sistema para x > 0 verificando la condicién

R
”y:’y+:-——§+—_‘

De acuerdo con el Lema 4.34, la asintota oblicua de S* es la recta
2 + +
UQZ—U1+—3'(2(1 +)\)

Por otra parte, tomando v~ = 0 y haciendo uso de nuevo del Lema 4.34, se
sigue que (S7) 7" (u1) = —u; + 2\7, e imponiendo que (S7)7" sea la asintota

oblicua de S* se tiene
20t + AT

3

A =a
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En estas condiciones, se verifica A= > A*, luego vt (At — A7) < 0y de
la Proposicién 4.44 se deduce que el sistema asi construido no posee conos
invariantes bizonales.

A partir del Lema 4.34 tenemos que
ST = (ST) () =2 (M = A7) <0,

y como la aplicacion S* o S~ no posee puntos fijos (es decir, S*(u1) no corta
-1

a su asintota (S7)7 (u;)), debemos tener

St(uy) < (S‘)-1 (u1) = —u; +2X~ paratodo u; €R (4.56)

Sustituyendo en (4.56) las representaciones paramétricas de u; y S¥(u1)
dadas en (4.31) y después de una pequefia manipulacién obtenemos

2 e""sent e " senT 4
v +1 ( - ) - =y <0 4.57
I\ TE e ) T (457

para todo 7 en el intervalo (0, 7).

Si introducimos la funcién

&mq:mumﬁ»=mg<%”)>—§w,Temf%

resulta que

dd, 1 dv,

- By (a2 B GIN D.
dr (r) = Fy(r) dr ") (’y M 1) s (‘PW(T) <P~7(7')> 3%

para todo 7 en el intervalo (0, 7).

Por consiguiente, a partir de (4.57), se concluye que
dd,
dr

Una aplicacién directa del Teorema del Valor Medio nos permite deducir

() <0 paratodo 7€ (0,7).

que 9,(7) < 9,(0) = 1 para todo 7 € (0,7), con lo que finalizamos la demos-
tracién del primer apartado.

El segundo apartado es inmediato y el tercero es consecuencia directa del
primero, ya que 9_,(7) = 1/9,(7) para todo 7 en el intervalo [0, 7). n
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Nota 4.46 A la vista del desarrollo efectuado en la prueba del Lema 4.45 se
tiene que la grafica de ST se encuentra por debajo, coincide o estd por encima
de su asintota oblicua segin que ¥y* > 0,y* =00~" < 0.

Un comentario analogo puede realizarse sobre la aplicacién S™.

El andlisis efectuado en el Lema 4.45 sobre la funcién ¥, permite, entre
otros, determinar la estabilidad y unicidad del cono invariante bizonal cuando
~v* -4~ > 0. Por razones de completitud, en el siguiente Teorema se recogen los
resultados ya establecidos en la Proposicién 4.35. (véase también la Nota 4.19).

Teorema 4.47 Supongamos que los autovalores de las matrices que rigen al
sistema tridimensional (4.25) son AT, at+ifT y \™, o~ +if™T, respectivamente,
con 3% >0y B~ > 0. Denotemosy™ = (at = \") /BT yy =(a” — A7) /B™.
Se verifican las siguientes propiedades:

1. Si~yT-y~ > 0, entonces el sistema (4.25) posee un unico cono invariante

bizonal, asintdticamente estable si y*+~~ > 0 e inestable si y"+~v~ < 0.
2. Siyt =~~ =0, entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(a) SitT # t~, entonces el sistema (4.25) no posee conos invariantes

bizonales, pero posee dos continuos de conos invariantes unizonales.

(b) Sitt =t~, entonces todas las soluciones del sistema esférico aso-
ciado a (4.25) son periddicas, por lo que el sistema (4.25) posee un
continuo de conos invariantes (bizonales y unizonales).

3. SiyT -y =0y~y"+v #0 se satisface:

(a) SiyT =0y (It —t7)y" <0, entonces el sistema (4.25) posee un
unico cono invariante bizonal, asintdticamente estable si v~ > 0 e
inestable st v~ < 0. Ademds, el sistema (4.25) posee un continuo
de conos invariantes unizonales.

(b) Sivt =0y (@t —t7)y 20, entonces (4.25) posee un continuo de
conos tnvariantes unizonales y ningun cono invariante bizonal.
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(c) Siv~ =0y (tT —t7)y" > 0, entonces el sistema (4.25) posee un
dnico cono invariante bizonal, asintdticamente estable si v© > 0 e
inestable st v* < 0. Ademds, el sistema (4.25) posee un continuo

de conos invariantes unizonales.

(d) Sivy~ =0y (t* —t7)y* <0, entonces (4.25) posee un continuo de

conos invariantes unizonales y ningin cono invariantes bizonal.

4. SiyT -y~ < 0, entonces el sistema (4.25) posee a lo sumo dos conos
invariantes bizonales. Si ademds vt - (tt —t7) < 0, entonces el siste-

ma (4.25) no posee conos invariantes.

Demostracién.

1. Siy* -y~ > 0, entonces, segin el primer apartado de la Proposicion 4.35
(ver también el Teorema 4.20), el sistema (4.25) posee un cono invariante
bizonal, es decir, la aplicacién ST o S~ posee al menos un punto fijo.

Si vt ++9~ > 0 (es decir, y* > 0y v~ > 0), a partir de (4.51) y del
Lema 4.45 se deduce que
d(SToS7)

s (uo) < 1

para todo ug en el dominio de definicién de S*o0S~. Una aplicacién direc-
ta del Teorema del Valor Medio permite concluir que el cono invariante
bizonal es unico y asintéticamente estable.

Anélogamente, para v+ + v~ < 0 se tiene que

d(StoS7)

dug ('ILQ) >1

para todo up en el dominio de definicién de S* 0 S™, de donde el cono
invariante bizonal es inico e inestable.

2. El segundo apartado ha sido probado en la Proposicién 4.35.
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3. Paray* -y~ =0y vyt +7~ # 0 distinguimos las siguientes posibilidades:

(a)

Siyt =0y (tt —t7)y~ <0, entonces la Proposicién 4.35 garantiza,
la existencia de al menos un cono invariante bizonal y continuo de
conos invariantes unizonales.

En este caso, si v~ > 0 (resp., v~ < 0), entonces la derivada de la
aplicacién S* o S~ es menor que uno (resp., mayor que uno), por
lo que el cono invariante bizonal es inico y asintéticamente estable
(resp., inestable).

Siyt =0,7" >0y (tt =t7)y~ >0, entonces la grifica de (S*)™*
es una recta paralela a la asintota oblicua de S™, situada por encima,

o coincidente con esta asintota.

Puesto que en este caso la grafica S~ siempre estd por debajo de su

~ asintota oblicua (ver Nota 4.46), resulta que las curvas (SH) 'y S~

no se cortan, de donde el sistema (4.25) no posee conos invariantes
bizonales.

Cuando v+ =0, v~ < 0y (t* —=t")y~ > 0, razonando de for-
ma andloga, concluimos que el sistema (4.25) tampoco posee conos
invariantes bizonales, aunque de la Proposicién 4.35 concluimos la
existencia de un continuo de conos invariantes unizonales.

La prueba de los apartados (c) y (d) sigue de los apartados (a)
y (b), del cambio de signo en la variable independiente y de las
transformaciones descritas en el Capitulo 1 que dejan invariante al
sistema (4.25) (ver Nota 1.37).

4. Demostraremos en primer lugar que si v~ -yt < 0, entonces el siste-

ma (4.25) posee a lo sumo dos conos invariantes bizonales.

Para ello, determinaremos el nimero méximo de raices en la funcién
desplazamiento d(uq) = (ST 0.57) (ug) — uo.

A partir de los lemas 4.34 y 4.45, cuando v~ > 0 y v* < 0, tenemos que
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las aplicaciones St y S~ verifican

dS~ dS+ d®S- d?S+
d—uo(’U,Q) < O, E’II(U]_) < O, dug (’U,()) <0 ] du%

(u1) >0

en sus respectivos dominios definicién y podemos concluir que

2 g+ - 2 25—
#(un) = L (57(ua) (G tua)) + o (57() Gy ) >0

1 dug
para todo ug en el dominio de S* o S~.

Para v~ < 0y vt > 0, razonando de forma andloga la funcién desplaza-
miento satisface d”(ug) < 0 en su dominio de definicién.

Luego, en cualquier caso, la funcién desplazamiento posee a lo sumo
dos raices. Es decir, el sistema (4.25) tiene como méximo dos conos
invariantes bizonales.

Supongamos ahora que v~ > 0 y v* < 0, entonces, de acuerdo con la
Nota 4.46, la curva S~ se encuentra por debajo de su asintota oblicua
U, = —ug + 2t7/3 y la curva (S*)”" estd por encima de su asintota
oblicua u; = —ugy + 2t*/3.

Por consiguiente, si t* > t~, entonces S™ y (S*)™" no tienen puntos
comunes, por lo que el sistema (4.25) no puede tener conos invariantes
bizonales.

Razonando de forma aniloga, se tiene que si v~ < 0,7 >0y tT < ¢,
entonces el sistema (4.25) no puede tener conos invariantes bizonales. ®

Obsérvese que si vt -y~ < 0y y*(t* —t~) > 0, tenemos un conocimien-
to incompleto de la existencia de conos invariantes en el sistema (4.25). De
todas formas, las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6 muestran, para la citada situacién, la
posibilidad de que las curvas (ug, S~ (ug)) ¥ (uo, (S*) ™" (ug)) posean dos pun-
tos de corte, uno sélo o ninguno. Esto nos indica que el sistema puede tener
uno, dos o ningdn cono invariante bizonal. Se ha considerado el caso y* > 0
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Dos puntos de corte. Dos conos invariantes bizonales
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% 4 22 ) 2 4 6
Y*y~<0

Figura 4.4: Curvas S~ y (S*)™" con dos puntos de corte.

y v~ < 0. Debido a la simetria, la situacién v© < 0 y v~ > 0 presenta las
mismas posibilidades.

En la Figura 4.7 se recogen las diferentes situaciones descritas en el Teore-
ma 4.47 acerca de la existencia de conos invariantes en el sistema (4.25) cuando
tt —t~ < 0. El caso t* — ¢t~ > 0 es completamente andlogo.

En la Figura 4.8 se representa el conjunto de bifurcaciones de conos inva-
riantes cuando t+ =t~

Antes de tratar con mds detalle la situacién y*-y~ < 0, presentamos dos re-
sultados de estabilidad asintética del origen para el sistema (4.25). Recuérdese
que el Teorema 4.21 estudiaba la estabilidad asintética del origen cuando el
sistema (4.25) no posefa conos invariantes. Ahora podemos ser més explicitos
considerando los resultados de no existencia de conos invariantes descritos en
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Un punto de corte. Un cono invariante bizonal
10 T T Y T T

T

-2+

-6}

-8

-10 L L
-8 -4 -2

Y yry<o
Figura 4.5: Curvas S~ y (S*)™" con un sélo punto de corte.

cuarto apartado del Teorema 4.47.

Corolario 4.48 Supongamos que los autovalores de las matrices que rigen al
sistema tridimensional (4.25) son AT, o™ £ifT y A™, o~ xi8T, respectivamente,
con Bt >0y B~ > 0. Denotemosy™ = (ot = \*) /BT yy =(a” = A7) /8.
Si se satisfacen las relaciones yt-y~ < 0 yvy* (t* —t7) < 0, entonces el origen
del sistema (4.25) es asintdticamente estable si y sélo si AT <0y A~ < 0.

Demostracién. Siy" -y~ <0y v (¢ —t7) < 0, entonces, segtn el dltimo
apartado del Teorema 4.47, el sistema tridimensional (4.25) carece de conos
invariantes, por lo que haciendo uso del Teorema 4.21, el origen de dicho
sistema es asintéticamente estable si y sélosi AT <0y A~ < 0. ]

El siguiente teorema proporciona resultados de estabilidad del origen en
presencia de conos invariantes.
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No existen puntos de corte. No existen conos invariantes bizonales
8 T T T T T T

-2

-6

Figura 4.6: Las curvas S~ y (ST)™" no intersecan.

Teorema 4.49 Si los autovalores de las matrices que rigen al sistema tridi-
mensional (4.25) son AT, o™ £i8% y A7, a~ +iB87, respectivamente, con 8T > 0

y B~ > 0, entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. Sia” < A7 <0yat <At <0, entonces el origen del sistema ({.25) es
globalmente asintdticamente estable.

2. Sia” > A" >0yat > A" >0, entonces las soluciones no nulas X (t)
del sistema (4.25) verifican

lim [|X(t)|| = +oo. (4.58)

t—--00

Demostracién. En las condiciones de los dos apartados del Teorema tenemos
que v* -y~ > 0, luego, de acuerdo con el Teorema 4.47, el sistema, (4.25) posee
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+4 -
Y Un continuo de conos
invariantes unizonales

No existen conos n inico cono invariante
invariantes izonal asintéticamente

estable

Un unico cono invariante
bizonal inestable

Dos continuos de conos
nvariantes unizonales

Un continuo de conos
invariantes unizonales

Figura 4.7: Conjunto de bifurcaciones de conos invariantes cuando t* —t~ < 0.

un dnico cono invariante C, es decir, su sistema esférico asociado posee una
tinica solucién periddica up(t) y ademds, del Teorema 4.18 se sigue que este
sistema esférico posee exactamente dos puntos de equilibrio a7 y @~.

Por otra parte, si Tp+ y 7, denotan los semitiempos de vuelo normalizados
de las semirrectas que generan el cono invariante C, entonces, de acuerdo con
la Proposicién 4.31, la estabilidad del origen para el sistema (4.25) restringido
a C viene determinada por el cociente

Y2 Y2 N — ’\—> - ( + )‘+> +] Py~ (T_)QO—’Y+ (T;)

= ==.—=eX 2y +— |1+ |2y T+ T, .

Yo Y1 Yo P K 7 B=/ 7 7 B ) Pl oy (1) oy ()
(4.59)

Supongamos ahora que se verifica o~ < A™ < 0y a™ < AT < 0, entonces
7~ < 0y7T <0y del Lema 4.45 deducimos 9_,-(77) < 1y d_+(7+) < 1
cuando 7~ € (0,77) y 7+ € (0,7%) y la siguiente desigualdad

- - + 4t
exp (2137;:)‘—7") Y_,-(T7) - exp (QQT;_E\——T*') I_+(tF) <1 (4.60)
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+4
Y Un continuo de conos
' mvanantes unizonales

No existen conos Un dinico cono invariante
invariantes bizonal asintéticamente
estable
X f
X

Un (nico cono invariante No existen conos
invariantes

bizonal inestable
Continuo de conos J

invariantes unizonales
bizonales

Un continuo de conos
invariantes unizonales

Figura 4.8: Conjunto de bifurcaciones de conos invariantes cuando t* = ¢~.

es inmediata para todos los semitiempos de vuelo normalizados 7+ y 7.
Una simple manipulacién en la desigualdad (4.60) nos permite deducir que

o[+ 5) ) (o )] 22

luego, a partir de (4.59), deducimos que el origen del sistema (4.25) restringido
al cono invariante C es globalmente asint6ticamente estable.

Los puntos de equilibrio @™ y %@~ son asintéticamente estables y el cono C
es inestable, ya que y* < 0y v~ < 0. Luego, toda solucién u # u, del sistema
esférico asociado a (4.25) tiende a un punto de equilibrio.

Por consiguiente, siguiendo los pasos de la demostracién del Teorema 4.21,
podemos deducir que

lim / (AVu(r),u(r))dr = -

t—=+o0

para toda solucién u del sistema esférico asociado a (4.25) que no coincida
con la solucién periédica u,. Esto significa que toda solucién X (t) del siste-
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ma (4.25) que no se encuentra sobre el cono invariante C también tiende al
origen cuando ¢ tiende +oc y el primer apartado del Teorema es cierto.

Para probar el segundo apartado distinguiremos si las soluciones no nulas
de (4.25) se encuentran en el cono invariante, en las semirrectas {mu* : m > 0}
o {mu~ : m > 0} o bien en el complementario de la unién de los anteriores
conjuntos invariantes.

Supongamos que se verifica o~ > A7 >0y at > AT > 0, entonces v~ > 0
y v* > 0 y del Lema 4.45 se tiene que ¥_,-(77) > 1y 9_,+(7F) > 1 para
todo 7~ € (0,77) y 7+ € (0,7%).

Siguiendo un razonamiento andlogo al primer apartado, se sigue que las
soluciones no nulas del sistema (4.25) que pertenecen al cono C verifican (4.58).
Es decir, haciendo uso de la Proposicién 4.14 (véase (4.20)), se tiene

t—+oco

lim /0 (A uy(7), up(7)) dr = +00. (4.61)

Las soluciones contenidas en alguna de las semirrectas invariantes se alejan
hacia el infinito cuando ¢ crece, pues AT >0y A~ > 0.

Ahora probaremos que todas las soluciones no nulas que no estdn en las
semirrectas invariantes ni en el cono C también verifican (4.58). Sea X (t) una
de estas soluciones, tomemos u(t) = X (t)/|| X (t)|| y sea F el campo vectorial
que define al sistema (4.25).

Nétese que segin (4.20), la solucién X (t) satisface (4.58) si y sélo si

t

lim (F(u(r)),u(r)) dr = +o0. (4.62)

t——+00 0
Segiin el Lema 4.45, tenemos

d(S*oS")

F B (5 B-(F) <1,

it p

luego el multiplicador caracteristico de la érbita periédica u, es menor que
la unidad; por tanto, u, es una érbita periédica hiperbélica y orbitalmente
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asintéticamente estable, lo que nos permite escribir la desigualdad (ver [19] y

21))
lu(t) — uplt — to)l] < Le™ (4.63)

para ciertas contantes tp € R, L > 0, M > 0 y para todo ¢t > 0.
Ahora, probaremos que X (t) satisface (4.62). Para ello, si denotamos

AF(r) = F(u(r)) = Fup(T —%0)) vy Au(r) = u(r) = up(7 — to)

obtenemos la igualdad
/0 (F(u(r)), u(r)) dr = /0 (AF(r), Au(r) dr + /0 (AF(F), up(r — to)) dr+

t t
+/ (F(up(T — t0)), Au(r)) d7 + / (F(up(T — 1)), up(T — to)) dr,
’ " (4.64)
lo que nos permite estudiar la convergencia de la integral de (4.62) a partir de
la convergencia de las integrales del segundo miembro de (4.64).

Como F es globalmente lipschitziana con constante de Lipschitz K (ver
demostracién de la Proposicién 1.3), a partir de (4.63) podemos deducir

[ (AF(7), Au(r)) | < KHAu(T)H2 & Le™MT V7r2>0,

+00

de donde la integral [[" (AF(7), Au(r)) dr es convergente.

Con un razonamiento similar y utilizando que F/(0) = 0y |ju,(7)|| = 1 para
todo 7 € R, podemos probar que también son convergentes las integrales

00 +00
/0 (AF(r), uy(r — o)) dr y /0 (Pl — o)), Au(r)) dr-

Por 1ltimo, realizando el cambio 7 = ¢ +¢; en la integral de (4.61) tenemos

lim /0 (F(up(r — to)), up(7 — t0)) dr = +00

t—+o0
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y de acuerdo con (4.64) concluimos que se satisface la relacién (4.62), con lo
que completamos la demostracién del Teorema. [ ]

Nos detenemos un instante en este punto de la memoria para relacionar
el Corolario 4.48 y el Teorema 4.49 con la conjetura de Kalman y exponer
algunos comentarios al respecto.

Recordamos que la conjetura de Kalman (véase [6] y [9]) establece una
condicién suficiente para la estabilidad del origen en sistemas de control. En
concreto, la conjetura de Kalman trasladada a los sistemas 2CPLH; establece
que el origen de esta clase de sistemas es globalmente asintéticamente estable
si la combinacién lineal convexa de las matrices que determinan al sistema
proporciona siempre matrices con todos sus autovalores de parte real estricta-
mente negativa, es decir, matrices de tipo Hurwitz (ver [2]). Esta conjetura
es falsa si la dimensién del sistema es mayor que tres. Véase [9] para un
contraejemplo en R*.

La conjetura de Kalman traducida al sistema (4.25) nos llevaria a conjeturar
que el origen de tal sistema es asintGticamente estable si todos los autovalores
de las matrices

tt =1 0 t— -1 0
Aw=p| m* 0 -1 |+Q-w)] m 0 -1{, (4.65)
dt 0 0 d 0 0

con p € [0,1], poseen parte real estrictamente negativa.

El resultado del Teorema 4.49 puede considerarse como una condicién su-
ficiente de estabilidad asintética del origen no incluida dentro de la conjetura
de Kalman, pues es posible elegir valores verificando las simples relaciones
del primer apartado del Teorema 4.49 para los cuales algunas de las matri-
ces A(u) definidas en (4.65) no es de tipo Hurwitz. Por ejemplo, tomando
a”=-05<A =-03, =1,0"=-26< AT =-21y g%t =30, el ori-
gen del sistema (4.25) es globalmente asintéticamente estable y sin embargo,
la matriz A(0.94) no es de tipo Hurwitz.

Por otro lado, el resultado descrito en el Corolario 4.48 es también inde-
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pendiente de la conjetura de Kalman. En este caso, es facil observar que es
posible elegir valores satisfaciendo las hipétesis de este corolario, por ejemplo
con at > 0, y estd claro que para estos valores la matriz A* no es de tipo
Hurwitz. Es decir, el origen del sistema (4.25) es globalmente asintéticamente

estable, pero A(u), con u € [0, 1], no tiene todos sus autovalores en semiplano
izquierdo {z € C : Re(z) < 0}.

Nota 4.50 Obsérvese que para el caso y* > 0 y v~ < 0, de acuerdo con
el Lema 4.34, la funcién desplazamiento d(up) = ST (S (ug)) — ug sélo estd
definida en el intervalo (uy,+oc0), donde

YTFT 2=
uy = A" + 57 ((7-)2 + 1) S—""Eg‘ri_Tﬂ con 77 € (0,2m), pp-(77) =0
©y- (77)
y satisface
ugl—g}v d(uo) = u()liIBood(uO) o

ug>uy

Por tanto, teniendo en cuenta que d”(up) < 0 para todo uy € (uy,+00),
deducimos que d posee un tnico punto critico @y (d'(%p) = 0) y la existencia
de dos, uno o ningin cono invariante bizonal depende del valor d(dg) (ver
Figura 4.9). En concreto:

e Sid(ig) < 0, entonces (4.25) no posee conos invariantes.

e Si d(@) = 0, entonces el sistema (4.25) posee un tnico cono invariante
bizonal, que ademds es no hiperbdlico y semiestable.

e Si d(iy) > 0, entonces (4.25) posee dos conos invariantes bizonales, uno
de ellos es asintoticamente estable y el otro inestable.

De forma anéloga, para v+ < 0y v~ > 0, la funcién d posee un nico punto
critico 4o y se satisfacen las siguientes propiedades (véase la Figura 4.10):

e Sid(@p) > 0, entonces (4.25) no posee conos invariantes
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/__\w N 7 % I\

Figura 4.9: Funcién desplazamiento d paray™ >0y v~ < 0.

e Si d(%) = 0, entonces el sistema (4.25) posee un tnico cono invariante

bizonal, que ademds es no hiperbdlico y semiestable.

e Si d(@g) < 0, entonces (4.25) posee dos conos invariantes bizonales, uno
de ellos es asintéticamente estable y el otro inestable.

d d d

N |

Figura 4.10: Funcién desplazamiento d para vt >0y v~ < 0.

El anélisis realizado con anterioridad nos permite afirmar que el sistema
esférico asociado a (4.25), en lo referente a sus érbitas periédicas, puede pre-
sentar distintos tipos de bifurcaciones, entre las que se incluye una bifurcacién
silla-nodo de drbitas periddicas.

El estudio completo de tales bifurcaciones es complejo, pero puede comple-
tarse cuando A\~ = A*. En este caso, los planos focales de las matrices A* y
A~ coinciden y pueden ser interpretados como las partes constituyentes de un
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cono invariante bizonal del sistema (4.25) (véase la Nota 4.43). El siguiente
Teorema, precisa, para el caso A~ = A%, los resultados del Teorema 4.47 cuando
vt -~~ < 0. Nétese que en esta situacién el sistema (4.25) es observable, pero
no controlable (ver Teorema 1.29).

Teorema 4.51 Supongamos que los autovalores de las matrices que rigen al
sistema tridimensional (4.25) son A, a™ £i8% y A\,a” £ iB™T, respectivamente,
con B >0y B~ > 0. Denotemos y" = (at = A) /BT yv =(a" = N) /8.
Entonces el plano TIp = M2z — My + z = 0 es un cono invariante bizonal del
sistema (4.25).

Ademds, si vT -y~ < 0, entonces se verifican las siquientes propiedades:

1. SiyT + v~ =0, entonces el Unico cono invariante bizonal de (4.25) es
el plano llp. Ademds, dicho plano invariante es semiestable.

2. Siyt 4+~ #0, entonces el sistema ({.25) posee dos conos invariantes
bizonales, siendo uno de ellos el plano [1p. Ademds:

(a) Si vt 4+~ > 0, entonces el plano invariante es asintdticamente
estable y el otro cono invariante bizonal es inestable.

(b) Si~y* + v~ <0, entonces el plano invariante es inestable y el otro
cono tnvariante bizonal es asintdticamente estable.

Demostracién. Si AT = A~ = )\, entonces es inmediato comprobar que el
plano Il = A%z — Ay + z = 0 es un cono invariante bizonal.

El plano invariante Il interseca al plano de separacién z = 0 en la recta
{z =0,z = Ay} y los semitiempos de vuelo normalizados de las semirrectas
que generan este plano son 7t =717 = 7.

Por tanto, para el punto fijo %y = A (pendiente de la semirrecta que genera
aIlp) de ST o S~ se tiene, a partir de (4.51),

d(S*o57)

duo

(A) = 05+ () - 95 (m),
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siendo ¥, la funcién auxiliar definida en (4.52).

Un célculo simple muestra que para todo v real

luego, la derivada de la aplicacién ST o S~ en el punto fijo iy = A es

d(SToS™)

i S

Por tanto, podemos deducir:

Siyt+7" =0, cony" -y~ # 0, entonces la funcién desplazamiento
verifica d(\) = d'(A\) = 0 y, a partir de la Nota 4.50, se concluye que
el plano invariante [T es el unico cono invariante del sistema (4.25) y
ademds es semiestable.

Sivyt-y~ <0y~ +9" >0, entonces d(\) = 0, d'(A) < 0y el plano
invariante [Iz es asint6ticamente estable. Ademds, de acuerdo con la
Nota 4.50, debe existir otro cono invariante bizonal que serd inestable.

Siyt -y~ < 0y~yt+7" <0, entonces d(A) =0, d'(A) > 0 y el plano

invariante es inestable. Ademads, existe otro cono invariante bizonal, que
es asintéticamente estable. =

En la Figura 4.11 puede contemplarse la ampliacién de los conjuntos de

bifurcaciones recogidos en las figuras 4.7 y 4.8 al caso AT = A™. Obsérvese

que en este caso, si ¥ -y~ < 0, entonces el signo de la diferencia de las trazas

tt —t~ = 2(at — a~) permanece fijo. Por este motivo realizamos el diagrama

de bifurcaciones sin mantener fijo el signo de la diferencia t* — t~. Nétese

que la linea v* + v~ = 0 es una recta de bifurcacién transcritica de conos

invariantes.
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n tnico cono y"‘
invariante bizonal
semicstable

Un continuo dc conos
invariantcs unizonalcs

Dos conos invariantes bizonales.
Uno asintdticamente estable y
otro inestable.

n dnico cono
invariante bizonal
asintoticamente cstable,

X
Dos conos invariantes bizonales X<
Uno asintdticamente estable y
otro inestable. Continuo de conos
invariantes unizonales
bizonales
X

xr y

Dos conos invariantes bizonales.
Uno asintéticamente estable y
otro inestabie.

Un unico cono invariante
bizonal inestable

X
n continuo de conos + .
invariantes unizonales Y +Y =0
Dos conos invariantes bizonales.
Uno asintéticamente estable y
otro inestable.

Un tinico cono
invariante bizonal
semiestable

Figura 4.11: Bifurcaciones de conos invariantes para (4.25) si At = A~.

4.10 Bifurcaciones en un sistema plano bizo-

nal de tipo foco—foco

En esta seccion pretendemos dar a conocer, como aplicacién de los resultados
de las secciones precedentes, el conjunto de bifurcaciones de un sistema plano
continuo lineal a trozos con dos zonas no homogéneo cuyo sistema homogéno

asociado es observable y las matrices que definen al sistema poseen un par de
autovalores complejos conjugados.
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Debemos comentar que el conjunto de bifurcaciones del sistema que es-
tudiaremos est4 bien establecido en [22] y [47]. Recuérdese, ademads, que el
conjunto de bifurcaciones de este tipo de sistemas fue presentado de forma
local en la Proposicién 3.29 utilizando la teoria de Melnikov para sistema con-
tinuos diferenciables a trozos (véase también la Proposicién 3.31).

A continuacién obtendremos los mismos resultados que se enuncian en [22]
y [47], pero ademéds probaremos la hiperbolicidad de los ciclos limite del sistema
y describiremos la bifurcacién que en el infinito presenta tal sistema.

Es inmediato observar la correspondencia entre el sistema bidimensional

T=tVx —y,

(4.66)
y=dVzx — a,

y el sistema tridimensional homogéneo y observable
T =tV —y,
y=dVz — 2, (4.67)
z2=0.

Las matrices que rigen al sistema (4.67) tienen a A = 0 como autovalor
comin, por tanto, el plano focal z = 0 de ambas matrices coincide y tal plano
es un cono invariante bizonal del sistema.

Por consiguiente, para a > 0 (resp., a < 0), el sistema (4.66) es equivalente
al sistema esférico asociado a (4.67) restringido al hemisferio superior (resp.,
inferior) de S2.

Asi, las érbitas periédicas del sistema bidimensional (4.66) para a > 0
(resp., a < 0) se corresponden de forma biunivoca con los conos invariantes
del sistema (4.67) que se encuentran en el semiespacio z > 0 (resp., z < 0).

Por otro lado, de acuerdo con el apartado 3 de la Nota 4.43, el sistema
esférico asociado a (4.67) es equivalente, para z > 0, al sistema

T =tV — vy,

(4.68)
y=dVz -1,
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y para z < 0 es equivalente al sistema

T =tVz -y,
(4.69)
y=dVzr+1,
lo que permite observar de nuevo el cardcter homotético del parametro a para
el sistema bidimensional (4.66).
El siguiente resultado recoge las bifurcaciones del sistema (4.66) en el caso
foco-foco cuando a # 0. Parte de la situacién a = 0 estd recogida en la
Seccién 3.3 y su andlisis completo puede verse en [22] y [47].

Teorema 4.52 Supongamos que las matrices que rigen al sistema bidimen-
sional (4.66) poseen autovalores a* + ifT, a~ £ if~, respectivamente, con
BT > 0,87 >0, ya # 0. Si denotemos w™ = oF/B", v~ = a /B y
w=wt 4w, entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. Para wt-w™ =0, el sistema (4.66) satisface:

(a) Sia >0, w =0ywt#0 (resp,, a <0, w #0ywt =0),
entonces el sistema (4.66) no posee soluciones periddicas.

(b) Sia >0, w #0ywr =0 (resp, a <0, w” =0 ywt #0),
entonces el sistema (4.66) posee un continuo acotado y unizonal de
drbitas periddicas.

(c) Siwt =w™ =0, entonces todas las soluciones del sistema (4.66)
son periddicas.

2. Siwt-w™ >0, entonces el sistema (4.66) no posee orbitas periddicas.

3. Siwt-w™ < 0, entonces (4.66) posee a lo sumo una drbita periddica.
Ademds, la drbita periddica eziste si y sélo si sgn (a-w’) = —sgn(w),
en cuyo caso, la orbita periddica es bizonal y se trata de un ciclo limite
hiperbélico. Por ultimo, el ciclo limite es asintdticamente estable siw < 0
e inestable si w > 0.
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Demostracién. Teniendo en cuenta que A = 0 es un autovalor comin de las
matrices que rigen al sistema (4.67) deducimos que

vt = %}:w*, v = g—_zw', tt =2a", t7 =2a”
y el plano z = 0 es un cono invariante bizonal del sistema tridimensional (4.67).

De esta manera, si wt-w™ > 0, los dos primeros apartados son consecuencia
directa del Teorema 4.47.

Si wt - w™ < 0, entonces, puesto que z = 0 es un cono invariante del
sistema (4.67), de acuerdo con el tercer apartado del Teorema 4.47, el sistema
bidimensional (4.66) posee a lo sumo una 6rbita periddica.

Ademsis, de acuerdo con el segundo apartado del Teorema 4.51, el siste-
ma (4.67) posee un cono invariante bizonal no coincidente con el plano z = 0
siysélosiw=w"+w™ #0.

Ahora, analizamos la posicién que ocupa este nuevo cono invariante bizonal
en relacidn con el plano invariante z = 0.

Siwt >0y w™ <0, entonces la funcién desplazamiento
d(’LL()) = (S+ o S‘_) (UQ) — Up

asociada al sistema (4.67) verifica d"(uy) < 0 para todo up en el dominio de
definicién de ST o S~ y su derivada en el punto fijo 4y = 0 (pendiente de la
semirrecta que origina el plano invariante z = 0) es d'(0) = exp(—wm) — 1.
De esta forma, si w > 0, entonces d(0) = 0 y d’'(0) < 0, de donde, el sis-
tema (4.67) posee un tnico cono invariante bizonal hiperbélico no coincidente
con el plano z = 0, que ademds se encuentra por debajo de dicho plano y,
segtin el Teorema 4.51, es inestable.
Es decir, el sistema plano (4.66) posee un unico ciclo limite hiperbdlico,
que ademads es inestable, si y sélo si a < 0.
" De forma analoga, si w < 0, entonces el sistema (4.67) posee un tnico
cono invariante bizonal no coincidente con el plano z = 0, que ademés se
encuentra por encima de dicho plano, es hiperbdlico y asintéticamente estable.
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Es decir, el sistema (4.66) posee un tnico ciclo limite hiperbélico, que ademds
es asintéticamente estable, si y sélo si a > 0.

Un razonamiento semejante, permite considerar el caso w* < 0y w™ > 0
y finalizar la prueba de este resultado. (]

Nota 4.53 A la vista de las consideraciones previas, podemos dar una inter-
pretacién de la bifurcacién en el infinito para el sistema plano (4.66).

Suponiendo que el sistema (4.66) es de tipo foco—foco, el ecuador de la
esfera de Poincaré (ver [44]) es una 6rbita periddica del sistema (4.66) en el
infinito, ya que el ecuador de S? es una érbita periédica del sistema esférico
asociado a (4.67).

Ahora, siwt >0, w” <0, w >0y a <0, entonces el sistema plano (4.66)
posee un ciclo limite hiperbdlico tinico e inestable y el ecuador de la esfera de
Poincaré es asintéticamente estable.

Manteniendo constantes los signos de w* > 0, w™ < 0y a < 0 y variando el
signo de w, deducimos que la amplitud del ciclo limite tiende a infinito cuando
w se aproxima a cero (véanse las notas 3.30 y 3.32).

Cuando w = 0, se produce una colisién entre el ciclo limite del siste-
ma (4.66) y el ecuador de la esfera de Poincaré, donde ambos intercambian sus
estabilidades y el ciclo limite desaparece. Es decir, se produce una bifurcacién
de Hopf en el infinito.

Esta situacién vista desde el sistema esférico asociado a (4.67) se observa
como una bifurcacién transcritica de érbitas periédicas en S?, es decir, una
bifurcacién transcritica de conos invariantes en el sistema tridimensional (4.67)
(véase la Figura 4.11).



Capitulo 5

Sistemas Tridimensionales
Lineales a Trozos Bizonales No
Observables o No Controlables

En este capitulo consideramos los sistemas tridimensionales lineales a trozos
bizonales que no verifican las propiedades de observabilidad o controlabilidad.

Recuérdese que un sistema del tipo 2CPL, se dice observable (resp., con-
trolable) si su sistema homogéneo asociado es observable (resp., controlable).

El estudio de los sistemas lineales a trozos tridimensionales no observables
se realizard, gracias a la formas canénicas establecidas en el primer capitulo,
a partir de sistemas unidimensionales o bidimensionales lineales a trozos.

AN
Por otra parte, los sistemas 2CPL3 observables y no controlables se estu-
diardn a partir de ecuaciones diferenciales lineales a trozos unidimensionales
2m—periddicas o. bien a partir de sistemas bidimensionales lineales a trozos
bizonales.

207
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5.1 Sistemas No Observables. Cilindros Inva-

riantes. Orbitas periddicas

Para empezar recordamos algunas ideas recogidas en el Capitulo 1 de las que
haremos uso en el desarrollo posterior.

Los sistemas tridimensionales continuos lineales a trozos bizonales se escri-
ben en la forma general

T T a

y | = 1 | A y |+ a1 (5.1)
— 2 9 -

. AZ Az

2z Z as

con alvl € R, A12 € M12(R),A2v1 € Mgl(R),Azz S MQ(R) y (al,ag,ag)t un
vector de R3.

Si el sistema tridimensional (5.1) es observable, entonces, de acuerdo con
la Proposicién 1.36, dicho sistema puede escribirse en la forma de Lienard
generalizada (1.60).

Si el sistema bizonal (5.1) es no observable, entonces, segiin la Proposi-
cién 1.18, el conjunto de vectores {A;a, Aj3A2} es linealmente dependiente y
cabe distinguir dos posibilidades:

1. Si A;; = 0, entonces, la primera ecuacién de (5.1) es
T =a)zT+a;. (5.2)
La ecuacién unidimensional (5.2) no puede tener soluciones periédicas,

aunque si puntos de equilibrio.

Una vez localizados los puntos de equilibrio de la ecuacién (5.2), el estu-
dio de la existencia de 6rbitas periddicas en el sistema (5.1) se reduce al
andlisis de los sistemas bidimensionales lineales de la forma

Z Z as
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para todos los puntos de equilibrio Z de (5.2), donde

AT A5z si 720,
21T = )
Ayz st 2<0.

Esto permite considerar el problema lineal a trozos (5.1) como uno de
menor dimensién.

2. Si Ajp # 0, entonces de la Proposicién 1.40 se sigue que el sistema (5.1)
se reduce a la forma

T =blz—y,
¥ = bz + bagy + b, (5.3)

z= bzl‘ + b32'y + b332 + b3.

Nétese que el sistema (5.3) contiene al subsistema continuo bidimensional
lineal a trozos bizonal
i=bjz -y,
_ (5.4)
Y = b3} + byyy + by,
que evoluciona de forma independiente y ademds es observable (ver Propo-
sicién 1.32), por lo que puede escribirse en forma de Lienard generalizada.

En cuanto a la existencia de érbitas periddicas para el sistema tridimensio-
nal no observable (5.3) podemos asegurar que es condicién necesaria la exis-
tencia de érbitas periédicas en el sistema bidimensional (5.4).

El siguiente resultado establece la existencia y estabilidad de ciclos limite
en el sistema tridimensional (5.3).

Teorema 5.1 Consideremos el sistema tridimensional (5.3) con baz # 0, en-
tonces se verifican las siguientes propiedades:
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1. Si el sistema bidimensional (5.4) posee un ciclo limite estable y b33 < 0
(resp., bzs > 0), entonces el sistema tridimensional (5.3) posee un ciclo
limite estable (resp., inestable).

2. Si el sistema bidimensional (5.4) posee un ciclo limite inestable, entonces

el sistema tridimensional (5.3) posee un ciclo limite inestable.

Demostracién. Si el sistema (5.4) posee un ciclo limite y(t) = (z(¢),y(t))
con periodo T, entonces el cilindro ortogonal al plano z = 0 generado por ~(t)
es una superficie invariante del sistema tridimensional (5.3) (ver Figura 5.1).

De esta manera, el sistema no observable (5.3) poseer ciclos limite cuando
la ecuacidn lineal unidimensional no auténoma

z= bg,le(t) + b32’y(t) + b33z + b3 (55)

posea soluciones periddicas aisladas.

Es decir, el sistema tridimensional (5.3) sélo puede tener 6rbitas periédicas
sobre el cilindro invariante y el periodo de todas ellas es 7.

Si bs3 # 0, entonces la ecuacién homogénea z = b33z no posee soluciones
periédicas, por lo que la ecuacién (5.5) posee una tnica solucién T-periédica
(ver [29]) y por consiguiente, el sistema (5.3) posee un ciclo limite, que adem4s
estd sobre su cilindro invariante.

Para determinar la estabilidad de este ciclo limite, construimos la siguiente
aplicacién de Poincaré P asociada a la ecuacién diferencial (5.5). Si z(%, z)
denota la solucién de la ecuacién diferencial lineal (5.5) con condicién inicial
2(0) = zp € R, definimos la aplicacién de Poincaré P mediante

<
AN

P:.R — R

29 +— P(z) = 2(T, z).

En la Figura 5.1 se visualiza el significado geométrico de la aplicacion de
Poincaré P sobre el cilindro invariante del sistema (5.3).
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Un célculo directo nos indica que la aplicacién P viene dada por

T
P(z9) = "z + eb”T/ g~ bast <b3v1x(t) + byoy(t) + b3> dt.
/ 0

z| Plz)) !

Figura 5.1: Cilindro invariante y aplicacién de Poincaré para el sistema (5.3).

Asi, es obvio ver que la aplicacién de Poincaré P posee un dnico punto fijo

T
eb33T/ g bsst (bg,le(t) + baoy(t) + bg) dt
0

1 — ebssT ’

20 =

correspondiente al nico ciclo limite existente sobre el cilindro invariante.
Puesto que P'(z) = exp(bs3T) para todo z real, resulta que la unica drbita
T-periddica de la ecuacién unidimensional (5.5) es asintéticamente estable si
b33 < 0 e inestable si b33 > 0.
A partir de aqui, las conclusiones sobre la estabilidad del ciclo limite exis-
tente en el sistema tridimensional (5.3) son inmediatas. k n

Nétese que si b33 = 0 en (5.3) y el sistema bidimensional (5.4) posee una
érbita periddica, entonces el sistema tridimensional (5.3) posee un cilindro
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invariante y la aplicacién de Poincaré sobre este cilindro invariante es

Plz) = 20 + /0 ’ (bylx(t) + baoy(t) + b3) dt.

Por tanto, el sistema no observable (5.3) posee un continuo de érbitas
periddicas sobre su cilindro invariante si y sélo si

/T (byll‘(t) + baay(t) + bs) &t = 0.

5.2 Sistemas Observables No Controlables. Un

autovalor real comun

Cuando el sistema tridimensional (5.1) es observable y no controlable podemos
obtener, a partir de lo expuesto en la seccién 1.4 del Capitulo 1, diferentes
formas canodnicas reducidas para este sistema.

Recuérdese que si el sistema homogéneo asociado a (5.1) es observable, en-
tonces dicho sistema es no controlable si y sélo si las matrices que lo determinan
comparten algin autovalor (ver Teorema 1.29). En este caso, la reduccién en
las ecuaciones del sistema (5.1) depende del niimero y caracteristicas (reales o
complejos) de los autovalores compartidos.

Comenzamos considerando la existencia de un autovalor real comin en las
matrices que rigen al sistema (5.1).

Si el sistema tridimensional (5.1) es observable, no controlable y las ma-
trices que lo rigen comparten un autovalor real ), entonces, de acuerdo con la
Proposicién 1.41, se sigue que el sistema (5.1) es equivalente al'sistema

z=(tV - ANz -y,
y=(mV+A2 - MV)z — 2, (5.6)

zZ=Az—a.
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Para la biisqueda de soluciones periédicas del sistema (5.6) debe tenerse
presente las siguientes circunstancias (ver Nota 1.43):

1. Si A = a = 0, entonces todos los planos de la forma z = b, con b € R,
son superficies invariantes para el sistema (5.6).

2.S1 A =0ya # 0, entonces de la dltima ecuacién del sistema (5.6)

deducimos que éste no posee puntos de equilibrio ni érbitas periddicas.

3. Si A # 0, entonces el plano de ecuacién z = a/X es una superficie inva-
riante del sistema (5.6).

En consecuencia, las soluciones periddicas del sistema (5.6), si existen, se
encuentran en un plano de la forma z = b (donde b € Rsi A = a = 0 o bien
b=a/\ si\#0)y por consiguiente, la determinacién de soluciones periodicas
en el sistema (5.6) se reduce al estudio de la existencia de soluciones periédicas
de los sistemas bidimensionales

.’I:'—‘-(tv—/\)l‘—y,

(5.7)
y=(mV+A-AtV)z—b

Estos ultimos sistemas ya han sido analizados en este trabajo en varias
ocasiones y desde diferentes puntos de vista, por lo que el estudio del siste-
ma (5.6) queda perfectamente establecido a partir de (5.7). Para el estudio
de las bifurcaciones en los sistemas continuos lineales a trozos bidimensionales
puede consultarse de nuevo [22], [47] y [51].

5.3 Sistemas Observables No Controlables. Un

autovalor complejo comin

Cuando el sistema homogéneo asociado al sistema tridimensional (5.1) es ob-
servable y su pérdida de controlabilidad proviene del par de autovalores comun
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a+if (8 > 0), para las matrices que lo caracterizan, entonces, de la Proposi-
cién 1.42, se tiene que el sistema (5.1) es equivalente al sistema

= (tV - 2a)z -y,
Y =20y — z, (5.8)
z=(?+ Yy —a.

Notemos que en el sistema (5.8) las variables y, z evolucionan de manera
independiente (ver Nota 1.43) gobernadas por las ecuaciones del sistema lineal
plano

y =2y -z,
(5.9)
z=(a?+PYy —a.

Ademds, si el sistema (5.8) posee una solucién periédica, entonces el sistema
plano (5.9) debe tener una solucién periédica, y esto sucede si y sélo si a = 0.
En este caso, podemos reducir atin més las ecuaciones del sistema (5.8).

Proposicion 5.2 St a = 0, entonces existe un cambio de variables y de
pardmetros, incluyendo a la variable temporal s, que transforma (5.8) en el
siguiente sistema

T =tV —y,
y = =z, (510)
z =1y —sgn(a).

Demostracion. El cardcter homotético del pardmetro a en el sistema (5.8)
(véase Nota 1.20) establece que dicho sistema es equivalente, para o = 0, al

sistema de ecuaciones
T=tVr —y,

y=—z, (5.11)

z = %y — sgn(a).
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Ahora es suficiente realizar en (5.11) los cambios
r—z/8 y—vy/B: z-2z/8, s—s/B, tT— ftt, tT — Bt

para llegar al sistema equivalente (5.10). |

Puesto que (5.10) es invariante (ver Nota 1.37) para la transformacion
T— -, y— -y, z——z, tT=t7, t7- >t a— —aq, (5.12)
podemos centrar el estudio del sistema (5.10) en el sistema
T=1tVr —y,
Y= -z, (5.13)
z=y—b,
donde b=00b=1.
Para empezar, observemos que la solucién del sistema lineal
§=-z
z=1y—b,
con condicién inicial
(y(0), 2(0)) = (b + 7 cos(bp),rsen(fy)), siendo r>=0 y 6 € [0,27),
viene dada por
y(s) = b+ rcos(s ~ bp), 2(s) = —rsen(s — bq).
Luego, son superficies invariantes para el sistema (5.13) los cilindros
\
(y—b?+22=r% con r3>0. (5.14)
Tomando 8 = s — 6, como nueva variable independiente, obtenemos

y(0) = b+ rcosé, z(0) = —rsend. (5.15)
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La sustitucién de (5.15) en la primera ecuacién de (5.13) nos lleva a la

siguiente ecuacién reducida unidimensional no auténoma

%:tvx——b—rcosﬂ, be {0,1}, r>0, (5.16)

ecuacién que analizaremos y que recoge el comportamiento dinamico del sis-
tema tridimensional (5.13).

5.3.1 Propiedades generales de la ecuaciéon reducida

La existencia y unicidad de soluciones para el problema de valores iniciales
asociado a un sistema 2CPL,, (ver Proposicién 1.3) se traslada de forma natural
a la ecuacién (5.16), por lo que el problema de valores iniciales

z_zztvx—b—rcose, z(0o) =z, con By, z0 €R

posee una unica solucién ¢(8, 8y, o), con ¢(fy, by, o) = ¢, definida para todo
valor 6 real.

Puesto que la ecuacién (5.16) es lineal a trozos, las soluciones que pertene-
cen a una sola de las dos zonas pueden obtenerse de forma explicita.
De esta manera, si ¢(6, 6y, zo) = 0 para todo 6 € R, entonces

6
©(6, 0o, 7o) = et (#=%) (:vo - / e~ (5=%) (b + 7 cos s) d3> : (5.17)
8o
Anélogamente, si ©(8, 6y, x9) < 0 para todo # € R, entonces
9
©(8, 6, o) = e (=% <x0 - / e~t (=0 (b 4 7 cos s) ds> : (5.18)
9o

La ecuacién (5.16) puede tener infinitos, dos, uno o ningiin punto de equi-
librio tal como recoge la siguiente proposicién, cuya prueba es inmediata.

Proposicién 5.3 Si la ecuacidn (5.16) posee puntos de equilibrio, entonces
r = 0. Mds ain, cuando v = 0, la ecuacidn (5.16) solo posee puntos de
equilibrio en los siguientes casos:
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1. Sib=0ytt =0 (resp., t~ = 0), entonces la semirrecta x > 0 (resp.,

z < 0) es una semirrecta de puntos de equilibrio para la ecuacion (5.16).

2. 85ib=0ytt -t~ #0, entonces el origen es el inico punto de equilibrio
de (5.16). Ademds, el origen es asintdticamente estable si t+ < 0 y
t~ < 0, inestable si tt >0 yt~ > 0 y semiestable si t* -t~ < 0.

3. Sib=1yt"* >0, entonces T+ = 1/t es un punto de equilibrio inestable
de la ecuacidn (5.16).

4.8 b =1yt < 0, entonces T~ = 1/t~ es un punto de equilibrio
asintéticamente estable de la ecuacidn (5.16).

Ahora nos centramos en el estudio de las soluciones periddicas de la ecua-
cién diferencial no auténoma (5.16), es decir, soluciones no constantes que
verifican (6 + T, 6o, o) = (6,80, o) para todo 6 real y algiin valor T' # 0.
Como siempre, el periodo de la solucién periddica serd el infimo de los valores
positivos de T que satisfacen la relacién anterior.

Aunque las soluciones de la ecuacién unidimensional (5.16) no son monéto-
nas en , la existencia y unicidad de soluciones nos llevan de manera inmediata
a la siguiente propiedad de monotonia respecto de las condiciones iniciales (ver
demostracién en [29]).

Lema 5.4 Si (0, 6y,20) y (8,8, y0) son dos soluciones de la ecuacion (5.16)
con Ty < Yo, entonces se verifica p(6, 0, o) < v(8, 60, yo) para 8 € R.

La funcién g(#, z) = tVz—b—r cos 8 que define a la ecuacién (5.16) satisface
la condicién g(6 + 2w, z) = g(, z) para todo (9, z) € R?, lo que nos indica que
la ecuacién unidimensional (5.16) es 2r—periddica. Ello nos permite enunciar
el siguiente lema, cuya prueba estd en [29].

Lema 5.5 Si z(8) es una solucion de la ecuacién (5.16), entonces z(6 + 2m)
también es solucién de (5.16). Ademds, para todo 6y y T Teales y para todo
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nimero entero k se verifica

0(0 + 2km, 6p, o) = ¢ (8,00, p(00 + 2k, by, 29)) para todo 6 € R

Es conocida la equivalencia entre la existencia de soluciones acotadas y la
existencia de soluciones peridédicas en una ecuacién diferencial T—periddica y
continua. Tal equivalencia se deduce de forma directa del Teorema 4.11 de
Hale-Kogak [29] y establece condiciones de existencia de soluciones periédicas
en la ecuacién (5.16). Enunciamos tales condiciones en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.6 Si una solucion (0, 6y, x0) de la ecuacién (5.16) estd aco-
tada para § > 0 (resp., § < 0), entonces la ecuacion (5.16) posee una solucion
2m—periddica ®(0) tal que kginmcp(ﬂ + 2km, B, o) = ®(6) (resp., V(0) tal que
kginoocp(ﬁ — 2km, 60y, z0) = ¥(0)), donde k es un nimero entero, 0 < 0 < 27 y

la convergencia es mondtona y uniforme.

Los resultados anteriores determinan el periodo de las soluciones periédicas
de la ecuacién reducida (5.16).

Proposicién 5.7 Todas las soluciones periddicas de la ecuacidon diferencial
(5.16) tienen periodo T = 2.

Demostracién. Sir = 0, entonces (5.16) no tiene soluciones periédicas.

Sir >0y (8,0, zo) es una solucién peridédica de periodo T de la ecua-
cién (5.16), entonces r cos(d +T) = r cos(#) para todo 6 € R, de\donde resulta
que T = 2nm, para un nimero natural n, y por tanto,

QO(anW + 0) 007 xO) = (p(97 001 $0)

para todo 8 € R y para todo nimero entero k.
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Ademss, ¢(8, 6y, 7o) estéd acotada, luego de la Proposicién 5.6 sigue direc-
tamente que ¢ es periddica de periodo 27. ]

Conocido el periodo de la soluciones periddicas de la ecuacién diferen-
cial (5.16), el Lema 5.5 y la propia definicién de la ecuacién (5.16) caracterizan
sus soluciones periddicas.

Proposicién 5.8 Las soluciones de la ecuacidn (5.16) satisfacen las siguien-
tes propiedades:

1. Una solucion ¢(0,0q,1z9) de la ecuacion (5.16) es periddica si y sélo si
©(00 + 2, 89, T0) = To.

2T
2. Una solucion o(8) de (5.16) es periddica si y sélo si/ tV(8)dd = 27b.
0

Demostracion.
1. Si (8,60, z0) es periddica, de acuerdo con la Proposicién 5.7 tenemos

o(6 + 27,00, z0) = (6,00, 20) para B8R

En particular, tomando 6§ = 6, obtenemos que

(8o + 27, 09, 20) = (6o, B0, To) = To.

Reciprocamente, si ¢(6p + 27, 6y, zo) = T, entonces del Lema 5.5 sigue
directamente que ¢(6, 8o, zo) es periédica de periodo 27.

2. Si ¢(f) es una solucién de (5.16), entonces

do _

=tV —b-
7 tVp(f) — b —rcosd.

Integrando ambos miembros de esta dltima igualdad obtenemos

27 dcp 2n
/ —df = p(27) — ¢(0) = / tVp(8)do — 2md.
o df 0
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Puesto que del primer apartado se tiene que ¢ es periddica si y sélo si
©(2m) = ¢(0), la conclusién del segundo apartado es inmediata. ]

La Proposicién 5.8 nos proporciona un resultado de no existencia de solu-
ciones periddicas para la ecuacién (5.16).

Proposicién 5.9 La ecuacidn (5.16) satisface las siguientes propiedades:
1. Sib=1,t" <0yt~ > 0, entonces (5.16) no posee soluciones periddicas.
2. 851b=0ytt -t~ <0, entonces (5.16) no posee soluciones periddicas.
Demostracién. Si b =1, tt < 0y ¢t~ > 0, entonces tV¢ < 0 para toda
<

0. Ahora, del
segundo apartado de la Proposicién 5.8 se concluye que la ecuacién (5.16) no

solucién ¢ de la ecuacién (5.16) y en consecuencia, f027r tVdf

puede tener soluciones periddicas. Esto finaliza la prueba del primer apartado.

Sib=0yt" -t~ <0, entonces, por continuidad, para toda solucién ¢ no
nula de la ecuacién (5.16) tenemos que f027r tVe # 0, lo que impide la existencia
de soluciones periddicas para la ecuacién (5.16). ]

Analizando el signo de la derivada

dx

7 = ¢(#,0) = —b—rcosf

=0

deduciremos el crecimiento de las soluciones de la ecuacién (5.16) en los puntos
de corte (si existen) de éstas con el segmento

S-—={(9,x)eR2:0<9<27r,a:=0}.

Este andlisis se efectia en el siguiente lema, cuya prueba es directa. Obsér-
vese que z = 0 es una solucién de la ecuacién reducida (5.16) para el caso
trivial b = r = 0. Por este motivo, no recogemos dicha situacién en este lema.

Lema 5.10 La soluciones de la ecuacidn (5.16) verifican las siguientes pro-
piedades:
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(i) Si0 < r <1yb=1, entonces las soluciones que intersecan a S son
transversales a S y poseen derivada negativa en los puntos de corte.

(ii) Sir = b =1, entonces las soluciones que intersecan a S en (8,0), con
8 # 7, son transversales a S con derivada negativa en los puntos de
corte. Ademds, la solucion que interseca a S en (m,0) cambia de signo

en este punto y posee derivada nula en dicho punto.

(1ii)) Sir>1lyb=1obienr >0yb= 0, entonces podemos definir los valores
reales 6, = arccos(—b/r) y 0 = 27 — arccos(—b/r) y se satisfacen las
siguientes propiedades:

e Las soluciones que intersecan a S en (9,0), con 8 € [0,8,)U (8, 2],

son transversales a S con derivada negativa en los puntos de corte.

e Las soluciones que intersecan a S en (0,0), con 0 € (él,ég), son
transversales a S con derivada positiva en los puntos de corte.

o La solucion que interseca a S en (61,0) posee un minimo local en
dicho punto.

e La solucién que interseca a S en (6,,0) posee un mdzrimo local en
dicho punto.

La situacién descrita en el Lema 5.10 se representa en la Figura 5.2.

Nota 5.11 Como consecuencia del Lema 5.10, una solucién ¢(6,0,p) de la
ecuacién (5.16) presenta uno y sélo uno de los siguientes comportamientos:

1. La solucién ¢(f,0, p) no interseca al segmento S.

-

2. Todos los puntos de corte de ¢(6,0,p) con el segmeﬁto S son transver-
sales, pudiendo existir tres, dos o un solo punto de corte.

3. La solucién ¢(6, 0, p) tiene un punto de corte no transversal con S y un
punto de corte transversal.
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Figura 5.2: Puntos de corte de las soluciones de (5.16) con el segmento S.

4. La solucién (6,0, p) tiene sélo un punto de interseccién con el segmento
S y es no transversal.

5.3.2 Aplicacién de Poincaré asociada a la ecuacién re-
ducida

En esta seccién definiremos una aplicacién de Poincaré para la ecuacién uni-
dimensional (5.16) y estableceremos algunas propiedades de la misma.

Las soluciones de la ecuacién (5.16) estédn definidas en todo R, por lo que
no es restrictivo determinar cada solucién por su valor en §; = 0. Esta idea y el
primer apartado de la Proposicién 5.8 nos sugiere como herramienta clave para
el estudio de las soluciones periddicas de la ecuacién (5.16), la introduccién de
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la aplicacién de Poincaré definida de la manera siguiente (ver Figura 5.3)

P:R — R

(5.19)
p — P(p) = ¢(2m,0,p).

&

/

P(p)

Z2n

\/"\e

Figura 5.3: Aplicacién de Poincare P para la ecuacién (5.16).

Notemos que los puntos fijos de P determinan las soluciones periddicas
de (5.16), ya que ©(, 0, p) es solucién periddica de (5.16) si y sélo si P(p) = p.

Nuestro objetivo serd ahora estudiar la aplicacién de Poincaré P para de-
terminar sus puntos fijos y la estabilidad de los mismos.

Como es habitual, decimos que la solucién (6, 0, p) es bizonal si cambia de
N
signo en el intervalo [0, 27], en otro caso, diremos que la solucién es unizonal.

Si (6,0, p) es bizonal, no es posible dar una expresién explicita de la apli-
cacién de Poincaré P. Sin embargo, si ¢(8,0, p) es unizonal podemos encontrar
de forma explicita el valor P(p).
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Si p > 0, mientras ¢(8,0,p) > 0 se tiene a partir de (5.17) que

©(6,0,p) =€ [p - /06 et (b+rcoss)ds| .
Por consiguiente, si definimos
It(6) = /00 et (b+rcoss)ds, 6 € |0,2n]
tenemos que para p > max {I* ()}, P(p) viene dada por

P(p) = ¥™" [p—It(2m)]. (5.20)

Anélogamente, definiendo
9
I~(8) = / e *(b+rcoss)ds, 0¢€]0,2n]
0

encontramos que P(p) se expresa para p < min {I ~(6), O} mediante

P(p) =€ [p—1(2m)]. (5.21)

La aplicacion de Poincaré P es continua, porque las soluciones de la ecua-
cién diferencial (5.16) dependen continuamente de las condiciones iniciales
(ver [19]). Sin embargo, puesto que g(#, z) no posee derivada parcial continua
respecto de z, en un principio, la derivabilidad de la aplicacién de Poincaré
P no esta garantizada. No obstante, gracias al Lema 5.4, sabemos que la
aplicacién de Poincaré P es mondtona creciente.

La siguiente proposicién establece la derivabilidad de la aplicacion P.

Proposicién 5.12 La aplicacién de Poincaré P definida en (5.19) es conti-
nuamente derivable y su derivada viene dada por

P'(p) = exp (ttrt + ¢t~ (2r — 7)), (5.22)

donde T es la medida del conjunto {0 € [0, 27] : ©(8,0,p) = 0}.
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Demostracién. Determinaremos la derivabilidad de la aplicacién de Poincaré
P estudiando cada uno de los casos sefialados en la Nota 5.11.

1. Si (6,0, p) no interseca al segmento S, entonces ¢(f,0,p) mantiene un
signo constante en el intervalo [0, 27], por lo que la aplicacién de Poincaré
P viene dada por (5.20) o (5.21), es derivable en p y

Pp) = exp(27tt) si ¢(6,0,p) > 0,
exp(27t~) si ¢(6,0,p) <0,

expresién que coincide con (5.22) para la situacién considerada.

2. Si todos los puntos de corte de ¢(8,0,p) con el segmento S son trans-
versales, introducimos el sistema bidimensional continuo diferenciable a

trozos
g = 1,
(5.23)
T = tVr—b—rcosh.

y las secciones

To={(6,z) ER*:0=0} y Zpr={(02)eR*:0=2r}.

Ahora, es posible definir varias aplicaciones de transicién para el sistema
bidimensional (5.23) (ver Definicién 2.2).

Al menos existe una aplicacién de transicién entre 2y y S y otra entre
S y Tor v, dependiendo del niimero de intersecciones de ¢(§,0, p) con la
seccién S, podemos definir una o varias aplicaciones de transicién entre

el segmento S y él mismo. N

Supongamos que p > 0 y la solucién ¢(6, 0, p) interseca a S transversal-
mente en el nimero maximo de puntos posibles, es decir, en tres puntos
(ver Nota 5.11) 6;, 6, y 63, con 0 < 6; < 8, < 0y < By < 05 < 27, donde
0, y 05 estan definidos en el Lema 5.10 (ver Figura 5.4).
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En esta situacién, si U(q) denota el entorno de un punto g de R?, podemos
definir las aplicaciones de transicién

fo:EoﬂU(O,p)——)S, 51:SHU(01,0)—+S’,

ngSﬂU(eg,O)—')S, §3ZSﬂU(93,O)——>22ﬂ-,

de forma que la aplicacién de Poincaré P en un entorno de p puede
expresarse mediante

P = 63 o 52 o &1 o) 60. (524)

Figura 5.4: La solucién (6,0, p) interseca a S transversalmente.
\

La Proposicién 2.5 nos proporciona la derivada de la aplicacién de tran-
sicién para un sistema plano. De ella se deduce que

d01 ]. et+91

bolp) = % = b+ rcosb,

, (5.25)



5.3. Sistemas No Controlables. Un autovalor complejo comun 227

d@g b + T COS 01 et 02 01)

"(8) = — 5.26
&8 db, b+rcos92 ( )

; d93 b+ rcos 92 t+(63~02)
= = 27
&(0,) df, b+ rcos 936 ' (5.27)

y
£3(6s) = dp = (b+rcosfs)e ~(2m=8s),
d93

Luego, aplicando la regla de la cadena en (5.24) se tiene que
P'(p) = exp (t+ (61 — O+ 0;3) +t~ (6, — 01 + 27 — 93)) ;

es decir, P'(p) coincide con (5.22), siendo 7" = 6, — 0, + 5.

Naturalmente, si (6, 0, p) corta a S transversalmente en distinto niimero
de puntos a los considerados, la demostracién seria andloga.

Para p < 0 una prueba similar nos conduce a (5.22).

3. Si p(6,0,p) interseca a S no transversalmente un un punto y transve-
ralmente en otro, entonces, segin el Lema 5.10, los posibles puntos de
interseccién no transversal se dan en § =6, 0 6 = 0.

Ahora, supongamos que p > 0y (4,0, p) corta a S no transversalmente
en 0 = 6, y transversalmente en 65, con 0y < 65 < 2.

Entonces, para todo € > 0 suficientemente pequefio, ¢(8,0,p + €) sélo
corta a S en un punto 0y > 92, siendo la interseccién transversal; y
©(6,0,p — €) s6lo corta a S transversalmente y lo hace en los puntos 6,
§1y§2,00n51<91<§1<§2<92.

«

Asi, todos los cortes de ¢(6,0,p +¢) y ©(6,0,p — £), para € > 0 sufi-
cientemente pequefio, con S son transversales y en virtud del segundo
apartado se deduce que

P'(p+¢) =exp (t—ég +1 (27r - 52))
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P'(p—¢) =exp (t+ (51 + 8, —91) +t (51 -6 +27r—-§2)) .

Por continuidad con respecto a las condiciones iniciales en la ecuacién (5.16)
se tiene para € — 0 que

91—)é1, 9-1—)91, 9—2——)02 52—+92,
por lo que obtenemos
. ! I / _ — + - —_
E%P(p—ks)—ll_%P(p g) =exp (T8 + ¢t~ (27 — 6,))
y por tanto, P es derivable en p y

P'(p) =exp (t*0; +t~ (2m — 63)) .

La prueba se realizaria de forma similar en cualquier otro caso.

4. Si ¢(0,0,p) interseca a S en un solo punto, siendo la interseccién no
transversal, un razonamiento andlogo al realizado en el apartado 3 nos
permite finalizar la prueba de este resultado.

Por ultimo, la continuidad de P’ se deduce de forma inmediata a partir de
la continuidad de 7. =

El siguiente resultado asegura la existencia de la derivada segunda de la
aplicacién P y establece su signo para t* >0y ¢t~ <0.

Proposicién 5.13 La aplicacion P definida en (5.19) es dos yeces derivable.
Ademds, sitt 20yt~ <0, entonces P"(p) > 0 para todo p € R.

Demostracion. De la expresién de P’ dada en la Proposicién 5.12 tenemos

P'(p) = (t* —¢7) P'(p)%, (5.28)



5.3. Sistemas No Controlables. Un autovalor complejo comin 229

siempre que 71 (p) sea derivable.

Analizamos a continuacién la derivabilidad de 7+ distinguiendo el numero
y caracteristicas de las intersecciones de ¢(f,0, p) con el segmento S indicadas
en la Nota 5.11.

Si ¢(6,0,p) no interseca a S, entonces la aplicacién de Poincaré P viene
dada por (5.20) o (5.21), de donde P"(p) = 0.

Si p > 0y la solucién ¢(6,0,p) interseca a S transversalmente en tres
puntos 6, 63, 83, con 0 < 8, < 6, < 0y < 6y < 03 < 2, (donde 6, v 6, estén
definidos en el Lema 5.10), entonces 77 = 6, — 6, + 03 (ver Figura 5.4) y por
tanto, 71 es derivable y

Yy = Bty By oy a, b
dp dp db, dp db, df, dp

Asi, de acuerdo con (5.25)—(5.27) obtenemos

+(63—6
() (p) = 0 | — (O 1 et ]
b rcosty b+rcosf, b+rcosfs

Ahora, teniendo en cuenta que

do

7] (6;,0,p) = —b—rcosf;, para i=1,2,3,

del Lema 5.10 se deduce que ()" (p) > 0,

Finalmente, haciendo uso de (5.28) y de la Proposicién 5.12 concluimos
que P"(p) 2 0sitt 20yt <0.

Si (6,0, p) interseca a S transversalmente en un nimero de puntos distin-
tos a los considerados, la demostracion se efectuaria de forma analoga.

Para finalizar la prueba, podemos probar, realizando un razonamiento
andlogo a la demostracién de la Proposicién 5.12, que 7+ es derivable en los
puntos p € R para los cuales (6,0, p) interseca a S no transversalmente. m

Los resultados que se obtendran en las secciones posteriores hacen refe-
“rencia al nimero y la estabilidad de las soluciones periddicas de la ecuacién
reducida (5.16).
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A este respecto conviene senalar que los resultados que se expondrin ge-
neralizan otros en los que se supone que la funcién que define a la ecuacidon
diferencial (5.16) es diferenciable o estrictamente convexa. En concreto, N.
G. Lloyd en [40] propone resultados para la existencia y unicidad de solucio-
nes periddicas cuando dicha funcidn es suficientemente diferenciable, mientras
que J. Mawhin en [43] establece resultados del tipo Ambrosetti-Prodi (ver [3])
cuando la funcién es estrictamente convexa.

5.3.3 Existencia y Estabilidad de Soluciones Periédicas
en la Ecuacién Reducida

En este apartado analizamos la existencia y estabilidad de soluciones periédicas
en la ecuacién unidimensional (5.16)

Comenzamos tratando el caso b = 0 y seguidamente estudiamos la situacién
b = 1y las condiciones de existencia de una tinica solucién periédica hiperbélica
en la ecuacién (5.16).

La invariancia de la ecuacién diferencial (5.16) bajo la transformacién

T -z, 80— —-0, tt = —t~, t7 = —t* (5.29)

nos permite reducir el nimero de situaciones a considerar.

Empezamos por el andlisis de las soluciones periddicas en la ecuacién (5.16)
cuando b = 0. En este caso, la ecuacién (5.16) recoge el comportamiento
dindmico del sistema tridimensional homogéneo y observable (5.13).

Ademss, es inmediato establecer la relacién biunivoca existente entre las
soluciones periédicas de la ecuacién (5.16) y los conos invariantes del siste-
ma (5.13), por lo que los resultados del Capitulo 4 nos permiten enunciar
directamente, y tras notar que y* = —tt y v~ = —¢t~, el sigiiiente teorema
(ver Teorema 4.47). Recogemos por completitud el caso t* -t~ < 0, cuyo
comportamiento ha sido establecido con anterioridad en la Proposicién 5.9.

Teorema 5.14 Consideremos la ecuacion diferencial (5.16) conb=0yr > 0.
Se satisface las siguientes propiedades:
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1. Sitt =t~ =0, entonces todas las soluciones de (5.16) son periddicas.

2. Sitt =0yt # 0, entonces (5.16) posee un continuo de soluciones

periddicas positivas y ninguna solucién periddica bizonal.

3. Sit” =0 ytt #0, entonces (5.16) posee un continuo de soluciones
periddicas negativas y ninguna solucidn periddica bizonal.

4. Sitt -t~ <0, entonces (5.16) no posee soluciones periddicas.

5. 8i tt -t~ > 0, entonces (5.16) posee una tunica solucion periddica.
Ademds, dicha solucidn periddica es bizonal, asintdticamente estable st
tt <0yt <0 einestable sitt >0yt~ >0.

Con ayuda de la Proposicién 5.3 y el Teorema 5.14 podemos construir el
conjunto de bifurcaciones, representado en la Figura 5.5, de la ecuacién (5.16)
cuando b = 0.

El siguiente resultado establece las condiciones de existencia de una tunica
solucién periédica hiperbélica cuando b = 1.

Teorema 5.15 La ecuacion diferencial (5.16) con'b =1, r > 0, t < 0
ytt <0 (resp., t= 2 0 y t* > 0) posee una tnica solucién periddica que
es hiperbélica. Ademds, dicha solucién periddica es asintéticamente estable
(resp., inestable).

Demostracién. Para probar la existencia de soluciones periddicas estudiare-
mos los ceros de la funcién desplazamiento d(p) = P(p) —p. -

Supongamos b =1, r > 0, t~ < 0 y t* < 0, entonces, segin (5.20), para
p > max {I*(§)} la funcién desplazamiento puede escribirse en la forma

d(p) = (" — 1) p— e I* (2m),

por lo que d(p) < 0, para p suficientemente grande.
De forma anéloga y utilizando (5.21), puede probarse que si p < 0, con |p|
suficientemente grande, entonces d(p) > 0.
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Figura 5.5: Conjunto de bifurcaciones de la ecuacién (5.16) para b = 0.

Por consiguiente, aplicando el Teorema de Bolzano, existe al menos un

valor py € R de forma que d(py) = 0, es decir, py es un punto fijo de P (véase
la Figura 5.6).

A continuacién estudiamos la estabilidad de los puntos fijos p de P a partir
de la derivada de la aplicacién de Poincaré en p = p (véase (5.22))

P'(p)=€"®, donde v(p)=ttrt+¢ (2r—71%). (5.30)

Para 7 < 0y t* < 0, la funcién v(p) se anula si y sélo si t+ = 0y
T+ = 2m, es decir, cuando ¢(,0,p) > 0 para todo 8 € [0,27]. En este caso,
P(p) = p — 27 y por tanto, ¢(6,0,5) no puede ser una solucién periédica de
la ecuacién (5.16). A

En consecuencia, para t~ < 0y t* < 0 se tiene que v(p) < 0 para toda
solucién periédica (6,0, p) de la ecuacién diferencial (5.16).

Luego, de acuerdo con (5.30), tenemos 0 < P'(p) < 1 para toda solucién
periddica (8,0, p) de la ecuacién (5.16), lo que nos indica que todos los puntos
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Figura 5.6: Aplicacién de Poincaré P parab=1,r>0,t” <0y t* <O0.

fijos de P son hiperbdlicos y asintdticamente estables.

Puesto que la aplicacién de Poincaré P no puede tener dos puntos fijos
consecutivos estables, concluimos que (8,0, pg) es la tnica solucién periddica
de la ecuacién diferencial (5.16) y ademds, es asintéticamente estable.

Las propiedades de simetria (5.29) permiten reducir el caso t* >0yt~ > 0
a la anterior situacién, donde debe tenerse en cuenta que la inestabilidad de
la solucién periédica est4 causada por el cambio de signo de 6 en (5.29). =

5.3.4 Reversibilidad en la Ecuacién Reducida

Presentamos ahora el caso t+ = —t~, en el que la ecuacién diferencial (5.16)
es reversible. La ecuacién (5.16) presenta en este caso ciertas similitudes con
una ecuacién de Ricatti con coeficiente periddico en el término independiente
(véase [29] y [49]). )

Antes ofrecemos algunas consecuencias que se deducen de esta situacién
particular.

En primer lugar, notemos que si t¥ = —t~ y ¢(8, 6, p) es solucién de la
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ecuacién (5.16), entonces es fécil ver que p(27 — 6,60y, —p(27 — 6y, 60, D)) es
también solucién de (5.16), verificindose la relacién

30(271’ - 9, 60) —(‘0(271' - 90, 90,27)) = “(ﬂ(e, eﬂ’p) v 97 90,10 € Ra (531)

lo que significa que la ecuacién (5.16) es reversible.

Esta igualdad permite establecer algunas propiedades de la aplicacién de
Poincaré P asociada a (5.16) cuando t+ = —¢~.

Lema 5.16 Consideremos la ecuacion (5.16) con t* = —t~ > 0, entonces se
satisfacen las siguientes propiedades:

1. La gréifica de la aplicacion de Poincaré P es simétrica respecto de la
bisectriz del segundo cuadrante, es decir,

P(—-P(p))=—-p paratodo peR (5.32)

2. Eziste un dnico punto de corte p de la grdfica de P con la bisectriz del
segundo cuadrante, es decir, p es el unico valor que verifica P(p) = —p.

Mads atin, p es el inico punto donde la derivada de P es igual a la unidad.

3. Sip es un punto fijo de P, entonces —p es también punto fijo de P.

Demostracién.
1. Tomando 6 = 6y = 0 en (5.31), obtenemos directamente (5.32).
2. Eligiendo 8 =p =0y 6y = 7 en (5.31) obtenemos que
w27, 7, 0) = —p(0,7,0)

y por consiguiente, tomando p = ¢(0, m,0), sigue que P(p) = —p y del
crecimiento de P y su simetria tenemos que p es el dnico punto que
satisface la igualdad anterior.
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Derivando ambos miembros de (5.32) tenemos P’ (—P(p)) P'(p) = 1 para
todo p real y, tomando p = p, se obtiene P’ (p) = 1. Ademds, de la
Proposicién 5.13 se deduce que P’ es creciente en p y puede establecerse
con facilidad que p es el dnico valor real donde la derivada de P es igual
a la unidad.

3. Si p verifica P(p) = p, entonces, a partir de (5.32), es inmediato obtener
que P(—p) = —p. n
En el siguiente resultado analizamos la situacién t* = =t~ > 0y b =1

y mostramos que la ecuacién diferencial (5.16) presenta una bifurcacion silla-

nodo de soluciones periddicas para un cierto valor del parametro r.

Teorema 5.17 Consideremos la ecuacidn diferencial (5.16) con tT™ =t > 0,
t~ = —t, b= 1 y definamos

Entonces, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. 8i 0 < r < f, entonces la ecuacidn diferencial (5.16) posee solo dos
soluciones periddicas que ademds son hiperbdlicas, una asintdéticamente
estable y la otra inestable.

2. Sir =7, entonces la ecuacion diferencial (5.16) posee una inica solucion

periddica, que ademds es no hiperbolica y semiestable.

3. Sir > 7, entonces la ecuacién (5.16) no posee soluciones periddicas.

Demostracién. En primer lugar, probaremos que la aplicacién de Poincaré
P posee a lo sumo dos puntos fijos.

Si suponemos que p # 0 es un punto fijo de P, entonces del Lema 5.16 se
deduce que —p es también punto fijo de P.

La simetria de la aplicacién de Poincaré P (ver (5.32)) nos indica que los
puntos fijos verifican — |p| < p < |p|, siendo p = (0, 7, 0).



236 Capitulo 5. Sistemas 2CPL3 No Observables o No Controlables

Luego, utilizando que P"(p) > 0 y p es el tnico punto donde la derivada
de P es la unidad, se tiene que P'(—|p|) < 1 < P'(|p]).

Por consiguiente, la solucién periddica ¢ (6,0, — |p|) es asintéticamente es-
table, la solucién periddica ¢ (6,0, |5]) es inestable y ambas son hiperbdlicas.

Por otro lado, la monotonia de P’ impide la existencia de mas puntos fijos
para la aplicacién de Poincaré P, luego ¢ (6,0, — |p|) y ¥ (6,0, |p|) son las tinicas
soluciones periddicas de la ecuacién (5.16).

Ahora estudiamos la existencia de puntos fijos en la aplicacién de Poincaré
P segun el signo de p = (0, 7,0). Més adelante relacionaremos el signo de p
con el valor del pardmetro r.

Sib=1ytt = —t~ > 0, entonces, a partir de la expresién (5.20), se deduce
que P(p) > p si p > 0 es suficientemente grande. De esta forma, utilizando
que P"(p) > 0 (ver Proposicién 5.13), podemos distinguir los siguientes casos:

(a) Si p > 0, entonces P(p) = —p < 0 < Py, aplicando el Teorema de
Bolzano a la funcién desplazamiento d(p) = P(p) — p, se deduce que
existe un valor p > 0 de forma que P(p) = p, por lo que P posee dos
puntos fijos hiperbédlicos (ver Figura 5.7).

(b) Si p =0, entonces p = 0 es el Unico punto fijo de P, ademds P'(0) =1y
por tanto, (6, 0,0) es no hiperbélica y semiestable (ver Figura 5.8).

(c) Sip < 0, entonces la aplicacién P no posee puntos fijos (ver Figura 5.9).

Ahora, haciendo uso del Lema 5.10, establecemos la relacion existente entre
el valor del parametro r y el signo de p, esto es, entre el valor de r y la existencia
de érbitas periddicas en la ecuacién (5.16).

Sip < 0, de acuerdo con el Lema 5.10, se tiene que (4, 7,0) < 0 para todo

g € [0, 7). Por consiguiente, haciendo uso de (5.18), sigue que .
\

p=¢(0,7,0) = 6_”/ =™ (1 + rcos s)ds < 0
0

y tras un calculo sencillo obtenemos que

1+4¢2
r>Ff= + tanh ﬂ >1
12 2
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Oy

Figura 5.7: Aplicacién de Poincaré P parab=1,tt=—-t" >0y 0 <r <7

y la ecuacién diferencial (5.16) no posee soluciones periédicas.
Anélogamente, si p = 0, entonces (6, 7,0) < 0 para todo 6 € (0,7]. Asi,
la relacién

p=¢(0,7,0) = 6'”/ et~ (1 4 rcos s)ds = 0
0

nos conduce a la igualdad r = 7 y la ecuacién (5.16) posee una unica solucién
periddica, que ademas es no hiperbélica y semiestable.

Por iltimo, si p > 0, entonces ©(6,0,0) < 0 para todo 8 € (0, 7], de donde,
utilizando de nuevo (5.18) tenemos

™
¢(m,0,0) = —e"t"/ e (1 + rcoss)ds < 0,
0

<

lo que nos conduce a la relacién 0 < r < 7 y la ecuacién (5.16) tiene dos
soluciones periddicas. ]

Nota 5.18 Bajo las hipétesis del Teorema 5.17, si r > 7 (es decir, si p < 0),
entonces la aplicacién P satisface P(p) > p para todo p real (ver Figura 5.9).
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P(p) §

Oy

Figura 5.8: Aplicacién de Poincaré P parab=1,tt* = -t~ >0y r = 7.

5.3.5 Bifurcacién Silla-Nodo de Orbitas Periédicas en

la Ecuacion Reducida

A continuacién extendemos el Teorema 5.17 a la situacién general t* > 0 y
1~ < 0. Esta extensién permitird deducir la existencia de una bifurcacién silla-
nodo de soluciones periddicas en la ecuacién reducida (5.16) para b = 1. M4s
adelante, probaremos su unicidad.

El siguiente resultado, que establece, en cierta medida, la monotonia de las
soluciones de la ecuacién diferencial (5.16) respecto de los pardmetros t* y ¢,
resultard de utilidad en lo que sigue.

Lema 5.19 Sean z(0) e y(0) las soluciones de los problemas de valores ini-
ciales

dz dy
Ee——-mx—b——rcosﬁ, a—é_ny—b—rg\osé,
z(6) = p, y(01) = p,

donde, m,n, 0, y p son nimeros reales.

Sim < n y eriste 6 > 0; de forma que y(f) < 0 para todo 8 € (6y,6,),
entonces y(0) < z(0) para todo 6 € (01, 0,).
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Figura 5.9: Aplicacién de Poincaré P parab=1,t" = -t~ >0y r > 7.

Demostracién. La funcién z = z —y satisface el problema de valores iniciales

dz
- =mz + (m=n)y(0), (5.33)
2(91) = 0.

Por tanto, si y(#) < 0 para todo 4 en el intervalo (6, 6;) y m < n, resulta,
resolviendo el problema el problema de valores iniciales (5.33), que

9
z(0) = (m —n) em(a_el)/ emO1=y(sVds >0 V8 (6,6s),
01
es decir, z(0) > y(6) para 6 € (6, 62). =

El significado geométrico del Lema 5.19 se muestra en la Figura 5.10.
Seguidamente, enunciamos la extensién del Teorema 5.17 a la situacién
b=1,t" >0yt <0

Teorema 5.20 Consideremos la ecuacion diferencial lineal a trozos (5.16) con
tt>0,t" <0, |t7| >t*, b=1 y definamos

1 +)2 t+
r; =41+ —=, r+=1—+(—t—é)—tanh<?—r—),
() () 2
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)

' ¥(6)

Figura 5.10: Interpretacién geométrica del Lema 5.19.

+_1+ rtt ___1+ Tt~
PTET ey Y P TE T ey

Entonces, se satisfacen las siguiente propiedades:

1. 510 <r <17, entonces la ecuacion diferencial (5.16) posee ezactamente
dos soluciones periddicas ¢(8,0,p*) y ©(8,0,p™). Ademds, dichas so-
luciones periddicas son unizonales e hiperbdlicas, siendo ¢(6,0,p*) > 0
una solucidn inestable y ¢(0,0,p) < 0 asintdticamente estable.

2. Sir>rt, entonces la ecuacion (5.16) no posee soluciones periddicas.
7

Demostracién. En primer lugar, determinamos las condiciones que aseguran
la existencia de soluciones periddicas unizonales en la ecuacién (5.16).
Consideremos la ecuacién diferencial lineal no auténoma 2n—periédica
\

dr
a—e———t z—1—rcosf. (5.34)

Es facil comprobar que la ecuacién diferencial (5.34), parar > 0y t* # 0,
posee una Unica solucién periddica (ver [29]). Ademds, de acuerdo con (5.20),
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puede establecerse con facilidad que dicha solucién periédica tiene por condi-

cién inicial

1 4 rtt

tt 14 (t1)%
Denotaremos mediante ¢*(6,0,p") a esta solucién periédica.

De forma anéloga, la ecuacion diferencial
dz

7= t7z—1—rcosé, (5.35)
posee una tnica solucién periédica, que viene definida por la condicién inicial
1 rt~
z0)=p = — 4+ ———
( ) p - 1+ (t_)2

y que serd denotada por ¢~(6,0,p7).

Naturalmente, la funcién ¢*(#,0,p") (resp., ¢~(6,0,p~)) es solucién pe-
riédica de la ecuacién diferencial lineal a trozos (5.16) si se verifica la desigual-
dad ¢*(,0,p") > 0 (resp. ¢~ (8,0,p™) < 0) para todo 6 € [0, 27].

Para establecer los valores del parametro real » > 0 que verifican la con-
dicién anterior, determinamos el valor r = r} (resp., 7 = r_) para el que
la solucién periddica ¢*(8,0,p%) (resp., ¢=(8,0,p7)) es tangente al segmento
S={0,z)eR*:0<0<2m,z=0}

De acuerdo con el Lema 5.10, la solucién ¢* (6, 0, p*) es tangente a S cuando
§ = 6, = arccos(—~1/r7F), por lo que de (5.18) se sigue que

R . b1
ot (6:,0,p7) =™ [p*’ -~ / et (147} coss) ds} =0
0

y, tras algunos célculos directos, obtenemos
1
+ — —— -
re =4 /1+ (t+)2' N
Andlogamente, puede probarse que la condicién cp‘(ég, 0,p”) = 0 implica

1
(t)*

T, =4 /1+
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Asi, considerando 0 < t* < |t7| se tiene que r; < rJ y por consiguiente,
0(0,0,p7) = 0y ¢(6,0,p7) < 0 son soluciones periddicas unizonales de la
ecuacién (5.16) para 0 <r < 7.

Ademads, de la Proposicién 5.12 obtenemos

P'(p*)=exp(2rtt) >1 y P'(p7) =exp(2mt7) <1,

por lo que ¢(6,0,p") es inestable, ¢©(6,0,p™) es asintéticamente estable y am-
bas son hiperbdlicas.

Para finalizar la demostracién del primer apartado, téngase en cuenta que
la propiedad P"(p) > 0 impide la existencia de més soluciones periédicas en
la ecuacién (5.16).

Para demostrar el segundo apartado, probaremos que P(p) > p para todos
los valores p candidatos a ser puntos fijos de la aplicacién de Poincaré P.
Consideremos la ecuacién diferencial reversible

dz
0= tyT —1—rcosb, (5.36)
donde tf;, = t* y tz = —t* y denotemos mediante Pr a la aplicacién de
Poincaré asociada a la ecuacién (5.36).

Si p > 0 verifica ¢(6,0,p) > 0 para todo 6 en el intervalo [0, 2], entonces

P(p) = Pgr(p). De esta forma, si

r>rt = 1+ )y (t:)z tanh (E)
(t*) 2
tenemos, de acuerdo con Teorema 5.17 y la Nota 5.18, Pr(p) > p para todo
p € R, de donde, la ecuacién diferencial (5.16) no puede tener soluciones
periddicas unizonales positivas. N
Asi, sip > 0y ¢(0,0,p) es periddica, entonces ¢(6,0,p) debe cambiar de
signo en el intervalo [0,27] y segin la Nota 5.11, ¢(6,0,p) debe intersecar al

segmento S transversalmente en dos puntos § = 6, y 8 = f,, verificando:

e ©(0,0,p) > 0 para todo 9 € [0,6,) U (6, 27].
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b ()0(917 Ovp) = ‘10(0'2’ 0717) = 0.
e (0,0,p) < 0 para todo 8 € (61,62).

Denotando mediante g(6, 0, p) la solucién de la ecuacién reversible (5.36)
que posee la condicién inicial z(0) = p, se tiene que pg(8,0,p) = ©(6,0,p)
para todo 8 € [0, 6,].

Ademis, tomando r > r¥, se sabe de la Nota 5.18 que Pg(p) > p > 0y,
por tanto, se deduce que existe un valor 6,5 en el intervalo (6;,27) de forma
que

e vr(62r,0,p) = 0.
L goR(Q,O,p) <0 para g€ (91,92}3).
e ©r(#,0,p) > 0 para todo 8 € (fg, 27).

De esta manera, si t+ < |t7| = —t~, entonces, aplicando el Lema 5.19 a las
funciones ¢(6,0,p) y ¢r(8,0,p), se deduce que

QO(07 0’p) > (pR(eaOap) Si 61 < 0 < min{92’ 62R}>

lo que implica que O > 0 (véase la Figura 5.11).

Ahora, de la unicidad de soluciones para el problema de valores iniciales
asociado a (5.16) sigue que P(p) > Pgr(p) > p cuando r > r* y la ecuacién
diferencial (5.16) no posee soluciones periédicas ¢(6,0,p) con p > 0.

Sitt <|t7]=—-t",p <0y ¢(00,p) <0 para todo 8 € [0,27], entonces
de acuerdo con el Lema 5.19, tenemos que

0> ¢(6,0,p) > pr(6,0,p) paratodo 6 € 0,2n]

y si 7 > r*, entonces P(p) > Pr(p) > p y la ecuacién (5.16) no puede tener
soluciones periédicas unizonales negativas. R
Por tanto, si p < 0y (6,0, p) es periddica, entonces (8,0, p) debe cambiar
de signo en el intervalo [0, 27]. Ahora distinguimos los casos p < 0y p = 0.
Sip <0y p(0,0,p) es periddica, entonces ¢(8,0,p) debe intersecar trans-
versalmente al segmento S en dos puntos § = 8 y 6 = 0, verificando:
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P(p)

PaP)

2r

Figura 5.11: Comparacidn entre las soluciones ¢(6,0,p) y vr(6,0, p).

e ©(0,0,p) < 0 para todo 8 € [0,6;) U (6, 2].

* ©(61,0,p) = p(62,0,p) = 0.

e ©(6,0,p) > 0 para todo 6 € (61, 6,).

Por otra parte, la funcién ¢g(6,0, p) puede intersecar o no al segmento S.

e Si (0,0,p) no interseca al segmento S, entonces wr(#,0,p) < 0 para
todo 8 € [0, 27] y aplicando el Lema 5.19 deducimos que

©(0,0,p) > ¢r(9,0,p) para todo 8 € (0,2n]
y por tanto, si r > r*, entonces P(p) > Pr(p) > p.

e Si pg(#,0,p) interseca al segmento S en un punto 61z con pg(4,0,p) < 0
para todo @ en el intervalo [0,#,g), entonces, aplicando‘el Lema 5.19,
obtenemos que

QO(G, O,p) > SOR(oa Ovp) para tOdO 0 € (07 min {91’ GIR})

y por consiguiente, 6, < 6;p.
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De este modo, haciendo uso de nuevo del Lema 5.19 y de la unicidad
de soluciones para el problema de valores iniciales asociado a (5.16),
obtenemos que P(p) > Pr(p), por lo que, si r > r*, tenemos P(p) > p.

Un razonamiento analogo permite probar que P(0) > 0 y, en resumen, la
ecuacién diferencial (5.16) no posee soluciones peridicas para r > r™. ]

El Teorema 5.20 posee un resultado dual que enunciamos sin prueba.

Teorema 5.21 Consideremos la ecuacidn diferencial lineal a trozos (5.16) con
tt>0,t" <0, |[t7| <tt, b=1 y definamos

1 1+ ()3 t
T'g-z 1+ 3 T_=__—_i_§l_tanh<7rl l>,
(t*) (t) 2
p+ — _l. + _I_L R 1 + Tt—
ey P T E TR

Se satisfacen las siguiente propiedades:

1. Si0 <r <}, entonces la ecuacidn diferencial (5.16) posee exactamen-
te dos soluciones periddicas ¢(0,0,p") y ¢©(6,0,p™). Ademds, dichas
soluciones periddicas son unizonales, siendo ¢(6,0,p") > 0 inestable y
©(0,0,p7) < 0 asintdticamente estable.

2. Sir > r~, entonces la ecuacion diferencial (5.16) no posee soluciones
periddicas.

Como hemos comentado anteriormente, bajo las hipétesis del Teorema 5.17
la ecuacién diferencial (5.16) es reversible y presenta una bifurcacién silla-nodo
de soluciones periddicas para el valor r = 7. \

Del mismo modo, satisfaciéndose las hip6tesis de los Teoremas 5.20 0 5.21
debe existir al menos un valor 7 > 0, dependiente de t* y t~, de forma que
la ecuacién diferencial (5.16) presente una bifurcacién silla-nodo de soluciones

periédicas para r = 7. El siguiente resultado establece la unicidad del valor 7 y
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completa el andlisis de la ecuacién unidimensional (5.16). Este resultado viene
a confirmar que los resultados probados en [40] para funciones suficientemente
diferenciables y los demostrados en [43] para funciones estrictamente convexas
se extieden a la ecuacién reducida (5.16).

Teorema 5.22 Consideremos la ecuacion unidimensional (5.16) con t+ > 0,
t~ <0 yb=1. Eziste un unico valor 7 =7 (t+,t7) > 0 de forma que:

1. Si0 < r <7, entonces la ecuacion (5.16) posee ezactamente dos solucio-
nes periddicas. Ademds, dichas soluciones periddicas son hiperbdlicas,
una de las cuales es asintoticamente estable y la otra inestable.

2. Sir =7, entonces la ecuacion (5.16) posee una tnica solucién periddica
y dicha solucidon periddica es semiestable.

3. Sir > 7, entonces la ecuacion (5.16) no posee soluciones periddicas.

Demostracién. La existencia de la bifurcacién silla-nodo de soluciones pe-
riddicas esta garantizada a partir de los Teoremas 5.20 y 5.21 (y el Teorema 5.17
donde también se prueba la unicidad).

A continuacién probamos su unicidad. Si para r = 7 (¢*,¢7) la ecuacién
diferencial reducida (5.16) presenta una bifurcacién silla-nodo de soluciones
periddicas, entonces la aplicacién de Poincaré posee un tnico punto fijo p y
ademéds P'(p) = 1. Es decir, la ecuacién (5.16) posee una tdnica solucién
periddica ¢(6,0,5) y es no hiperbdlica.

Por otro lado, puesto que la ecuacién diferencial lineal

dz
E—é—tm—l—rcose

posee una Unica solucién periddica parat # 0y 7 > 0y es \hiperbélica, se
deduce que la solucién periddica ¢(6,0,5) de (5.16) debe ser bizonal.

Asi, utilizando la Nota 5.11, deben existir dos valores §; € (0,27) y f; € R,
con 6, > ;, de forma que la funcién (8, 0,p) se anule para§ =0, y 8 =08, y
verifique (ver Figura 5.12):
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e ©(6,0,5) <0 para 8 € (6,60,).

e ©(8,0,p) > 0 para 8 € (6,0, + 2r).

x|

8, 8,+2x

Figura 5.12: Una solucién periddica para la ecuacién (5.16).

Por consiguiente, haciendo uso de las expresiones (5.17) y (5.18), se deduce

0, - by _
/ et (-0 gs 4 F/ et (=00 cos sds = 0, (5.37)
8 g

é1+2ﬂ, + _ §1+27|' + -
/ e~tt(s=02) go 4 f/ et (5=02) cog5 5ds = 0 (5.38)
g [

y utilizando que ¢(6,0,7) es no hiperbdlica, se tiene, de acuerdo con la Pro-
posicién 5.12, que

- (0—2 - 0—1) + t+(9_1 + 27 — 0-2) = 0. (539)

Si introducimos la notacién Af = §, — 6;, entonces de (5.39) se deduce

2mtt

A9=t+_t_

(5.40)

y las expresiones (5.37) y (5.38) se convierten, respectivamente, en

1 — e—t'AO_

6,+A8 _ _
p + 'F/ et ) cossds = 0 (5.41)
]
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y
1— et‘AB 1 +2r + _ _
—_—t F/ e~ (8=01=89 co5 5ds = 0. (5.42)
¢ [N
Consideremos ahora las funciones
6+A8 _ 942 . _
1,(6) =/ et O cossds,  I(h) =/ et (5=6-29) cos sds.
0 0+A0

Es facil comprobar que las funciones I; e I, son 27x—periddicas y pueden
expresarse en la forma

I,(f) = Ay senf + B cosé, I,(6) = Aysenf + By cos/,

donde A;, Ay, B, y By dependen de t* y ¢~.
Ahora, eliminando 7 entre (5.41) y (5.42) obtenemos la igualdad
-

1-— e—t‘Ag _ l1—¢e Af ~
Por otro lado, la funcién
1— e—t‘A§ 1 — et-Aé
[0) = ———0(0) = ——5(0)

es 2m—periddica y puede escribirse en la forma I(f) = Asen 8 + B cos 6, siendo
Ay B dependientes de t* y ¢t~

Si B # 0, entonces la ecuacién I(f) = 0 posee exactamente dos solucio-
nes distintas 6, > 6y en el intervalo (0,27), una de las cuales debe ser 8,
(véase (5.43)). Ademis, 8y — 8o = m, por lo que I1(f;) = ~ I, ().

Si B = 0, entonces la tnica solucién de I(f) = 0 en el intervalo (0, 27) es
0o = m, por lo que #; = 7 (véase de nuevo (5.43)).

Finalmente, a partir de (5.41), se tiene que

e—t‘ A 1
t_Il (90)

F=

es el tnico valor de r > 0 para el que la ecuacién (5.16), con b = 1, t+ > 0
y t~ < 0, presenta una tdnica érbita periddica no hiperbélica y la conclusién
sigue de los Teoremas 5.17, 5.20 y 5.21. ]
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Nota 5.23 Calculando las integrales que aparecen en la definicién de las fun-
ciones I; e I, pueden obtenerse explicitamente los valores A, Az, A, By, By y
B en funcién de los pardmetros t* y t~. De hecho, puede probarse con facili-
dad que B =0 si y sélo si t¥ = —t~, es decir, si y s6lo si la ecuacién (5.16) es
reversible (ver Teorema 5.17).

De esta forma, los valores §; y 7 pueden expresarse en funcién de los
parametros t* y ¢t~. En concreto, después de algunos tediosos cdlculos puede
comprobarse que el valor de 7 viene dado por

1 —etTAd ((t*)2 + 1) ((t‘)2 + 1) ((t+ 1)+ 1)
[—— \ 2e~t"29 (cosh(t~Af) — cos Af)

(5.44)

Obsérvese que 7 es invariante bajo la transformacién t — —t~, t~ — —t*.
Dicha simetria es debida a la invariancia de la ecuacién (5.16) mediante la
transformacién (5.29).

Si ¢+ = —t— > 0, entonces, de la igualdad (5.40), se tiene que Ad = 7 y el
valor de 7 dado en (5.44) para el que la ecuacién diferencial (5.16) presenta la
bifurcacién silla—nodo de soluciones periddicas coincide, naturalmente, con el
valor 7 establecido en el Teorema 5.17 para el caso reversible.

La Figura 5.13 muestra la superficie r = 7(¢*,¢7) y el conjunto de bifurca-
ciones para la ecuacién (5.16) cuando b = 1.

5.3.6 Conjunto de Bifurcaciones en el Sistema Tridi-

mensional

El estudio realizado con anterioridad sobre la ecuacién diferencial unidimen-
sional (5.16) nos permitird conocer el comportamiento dindmico del sistema
tridimensional observable y no controlable (5.13). \

Si para cada valor 7 > 0 denotamos mediante ¢, (8,0, xo) la solucién de la
ecuacién diferencial (5.16) con condicién inicial z(0) = z,, entonces la solucién
del sistema (5.13) con condicién inicial

(z(0), y(0), 2(0)) = (z0,b+rcosby,Tsenby), siendo r>20 y 6 € [0,27),
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Una unica sol. per) period. inest.
Asint. estable
peribdicas.

Asint. astab.
Una unica sol.
per. Semiestablg

o existen sol.
Una Unica sol. per) periédicas.
Asint. estable
r

[ 3

o existen sol.
periodicas.

. -
Asint. estab. . o . :
e P . periddicas
.
;

Dos puntos de
equilibrio

Un unico equi.
Una unica sol. Inestable

. t o existen ariod. Inest.
o existen equilibrios

equilibrios

Figura 5.13: Conjunto de bifurcaciones de la ecuacién (5.16) para b = 1.

viene dada por
(z(t), y(t), 2(t)) = (@r(t — 60,0, 20),b + 7 cos(t — bp), —7 sen(t — 6y)).
De nuevo, distinguimos las situaciones b=0y b = 1.

1. Si b = 0, entonces el sistema (5.13) es homogéneo, el origen es un punto
de equilibrio del sistema, las soluciones periddicas de la ecuacién (5.16)
se corresponden de forma biunivoca con los conos invariantes de dicho
sistema y podemos diferenciar los siguientes casos:

(a) SitT =t~ = 0, entonces todas las soluciones de la ecuacién uni-
dimensional (5.16) son periédicas y, por tanto, todas las soluciones
del sistema esférico asociado a (5.13) son periédicas, es decir, el
sistema (5.13) posee un continuo de conos invariantes bizonales y
unizonales. De hecho, el sistema (5.13) es lineal y todas sus solu-
ciones son periddicas de periodo 2.
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(b)

Sitt =0yt # 0 (resp, t7 = 0y t" # 0), entonces to-
dos los puntos de la semirrecta {(x,0,0) € R® : pu > 0} (resp.,
{(#,0,0) € R* : u < 0}) son puntos de equilibrio para el siste-
ma tridimensional (5.13). Tal sistema posee un continuo de conos
invariantes unizonales y ningin cono invariante bizonal. Ademds,
todas la soluciones contenidas en cada uno de los conos invariantes
unizonales son periddicas.

Si t* -t~ < 0, entonces el origen es el tnico punto de equilibrio del
sistema (5.13). Ademds, dicho punto de equilibrio es inestable y el

sistema tridimensional carece de conos invariantes.

Si tt -t~ > 0, entonces el origen es el tinico punto de equilibrio del
sistema tridimensional (5.13). Dicho sistema posee un tnico cono
invariante, siendo éste bizonal, y todas las érbitas contenidas en el
cono invariante bizonal son periédicas de periodo 27.

El estudio realizado en los cuatro apartados anteriores nos permite confi-

gurar el diagrama de bifurcaciones presentado en la Figura 5.14. Nétese

que las lineas t+ = 0 y t~ = 0 son rectas de bifurcaciones del siste-

ma (5.13) en las que las estructuras de puntos de equilibrio y drbitas

periddicas se ven modificadas.

2. Si b = 1, entonces el sistema tridimensional (5.13) es no homogéneo y

cabe distinguir las siguientes situaciones:

(a)

(b)

()

Sitt <0yt >0, entonces el sistema (5.13) no posee puntos de
equilibrio ni érbitas periddicas.

Sit™ < 0ytt <0 (resp, t7 2 0y tt > 0), entonces el siste-
ma (5.13) posee un tnico punto de equilibrio (Z, 7, 2) = (1/t7,1,0),
(resp., (Z,7,2) = (1/t*,1,0)) y un continuo no acotado de drbitas
periddicas.

3) posee posee exacta-

Sit™ < 0yt* >0, entonces el sistema (5.1
= (1/t7,1,0) y (2,5,2) =

mente dos puntos de equilibrio (Z, g, )
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de equilibrio.
Cono invariante bizonal

€l origen es el unico pumo}
oliado de 6rbitas peribdicas,

No existen orbitas periédicas|

El origen es el Gnico punto )
de equilibrio. Es inestable.
No existen conos invariantea

nfinitos puntos de equilibrio.
Continuo de conos invariante:
unizonales foliados de 4rbitas
eriddicas

// -

Infinitos puntos de equilibrio
Todas las soluciones son
periédicas

fnfinitos puntos de equilibrio.
Continuo de conos invariantes %
unizonales foliados de érbitas El origen es el Grico punto
Qeriédicas [

de equilibrio. Es inestable.
No existen érbitas periddicas
No existen conos invariantes

El origen es el Unico punto
de equilibrio.

Cono invariante bizonal
foliado de orbitas periddicas,

Figura 5.14: Conjunto de bifurcaciones del sistema (5.13) cuando b = 0.

(1/t*,1,0) y un continuo acotado de érbitas periédicas. Ademads,
como puede comprobarse con facilidad, el sistema posee una cone-
xién heteroclina de ecuacién {(z,1,0) : 1/t~ < z < 1/t"} que une
los dos puntos de equilibrio del sistema.

A partir de los razonamientos anteriores construimos el diagrama de
bifurcaciones recogido en la Figura 5.15. Al igual que sicedia para la
situacién b = 0, las lineas t* = 0 y £~ = 0 son rectas de bifurcaciones del
sistema (5.13) para b = 1. En éstas, los puntos de equilibrio se desplazan
hacia el infinito desapareciendo y la estructura de drbitas periédicas se
ve modificada.
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Un continuo no acotado

Un Unico punto de equilibrio
e Orbitas periddicas

No existen puntos de equilibrio
No existen orbitas periédicas.

t+

Dos puntos de equilibrio.

— v Un continuo acotado
n Gnico punto de equilibrio de orbitas peridicas
Un continuo no acotado Una conexién heteroclina
de érbitas periodicas

Figura 5.15: Conjunto de bifurcaciones del sistema (5.13) cuando b = 1.

5.4 Una simulaciéon numeérica

En este dltimo apartado presentaremos con algunas simulaciones numeéricas
la riqueza y complejidad dindmica de un sistema lineal a trozos observable
no homogéneo y controlable que consideramos como la perturbacién de un
sistema observable no controlable cuyas matrices poseen el par de autovalores
complejos conjugados +i. Es decir, las matrices del sistema poseen autovalores
complejos con partes reales préximas a cero y partes imaginarias préximas a
la unidad.

De esta forma trabajaremos con la perturbacién del sistema (5.13) escrita
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en forma de Van der Pol
T = (tv—eg)x~y,
= —€1Z + &2y — 2, (5.45)

z=¢ex+y—1,

dondet* = -t~ >0ye,e0€R

La simulacién que llevaremos a cabo reflejard el comportamiento de la
aplicacién de Poincaré del sistema tomando como secciones de Poincaré los
planos z = 0 (plano de separacién del sistema lineal a trozos (5.45)) e y = 1
(un plano que contiene a los puntos de equilibrio del sistema cuando £, = 0).
Noétese que el sistema (5.45) no posee divergencia nula.

Comenzamos suponiendo ¢, = g2 = 0, lo que significa que el sistema (5.45)
coincide con el sistema (5.13) cuando b = 1, es no controlable, reversible, esto
es, invariante mediante la transformacién

T -, Yy—yY, z2—>—z t— —t (5.46)

y su comportamiento dindmico ha sido establecido en la Seccién 5.3.6.

En la Figura 5.16 puede observarse el comportamiento de la aplicacién de
Poincaré sobre las secciones z =0 ey =1 paratt = 0.2, e, =&, = 0. Sobre la
seccién y = 1, observamos los dos puntos de equilibrio A y A’ del sistema (5.45),
que se encuentran conectados por una o6rbita heteroclina. Observamos tam-
bién la aparicién dos segmentos paralelos (AL y A'L') de puntos fijos para
la aplicacién de Poincaré que se corresponden con dos continuos unizonales
de érbitas periédicas del sistema (5.45). Estos continuos de érbitas periddicas
estan contenidos en cada unos de los semiplanos focales del sistema (5.45). Los
puntos fijos L y L' se corresponden con las érbitas periédicas contenidas en
los semiplanos focales que intersecan tangencialmente al plano de separacién
z = 0. La curva de puntos fijos LOL’ para la aplicacién de Poincaré se corres-
ponde con drbitas periddicas bizonales del sistema (5.45). Todas las 6rbitas
periédicas del sistema (5.45), salvo una, son semi-hiperbélicas (sélo uno de
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sus multiplicadores caracteristicos es 1). La drbita periddica, cuyo punto fijo
correspondiente se ha sefialado con la letra O, es completamente no hiperbdlica
(sus dos multiplicadores caracteristicos son iguales a la unidad).

Nétese que sobre la seccién z = 0 sélo aparece la curva de puntos fijos
correspondientes a 6rbitas periddicas bizonales. Obsérvese que los cilindros
invariantes para este sistema (véase (5.14)) se visualizan como rectas invarian-
tes en la seccién y = 1 y como trozos de circunferencias sobre el plano de

separacion z = 0.

Figura 5.16: Secciones de Poincaré para (5.45) con t7 = 0.2, ey = &2 = 0.

Ahora tomando t* = 0.2, &, = 0.05 y €, = 0, el sistema (5.45) continua
siendo reversible mediante (5.46), pero ahora es controlable (y observable). La.
simulacién realizada para esta situacién puede contemplarse en la Figura 5.17;
vemos que, tras la perturbacidn, permanece la érbita periédica completamente
no hiperbdlica existente en el caso anterior, pero dicha érbita periddica es
ahora eliptica. Las zonas marcadas con un rectangulo se han ampliado en la
Figura 5.18. Aqui podemos contemplar la aparicién de érbitas periddicas (de
periodo alto) elipticas e hiperbdlicas.

Ahora al aumentar el valor de ¢; podemos observar sin necesidad de amplia-
cién las zonas de resonancia de la Figura 5.18. Las secciones de la Figura 5.19
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y=1 z=0

Figura 5.17: Secciones de Poincaré para (5.45) con t* = 0.2, £; = 0.05,¢2 = 0.

corresponden a simulaciones del sistema (5.45) con t+ = 0.2,¢; = 0.3y &, = 0.

Ampliado la zona enmarcada de la Figura 5.19 podemos observar en la
Figura 5.20 la aparicién de una oOrbita periddica de periodo aproximado 21 -
2w rodeada de un continuo de toros y de una drbita peridédica de periodo
aproximado 7-21-27. Contemplamos también la proyeccidn en el plano zy de
la érbita periédica de periodo aproximado 21 - 27.

Si modificamos €;, tomando por ejemplo €; = 0.5 podemos observar de
forma més nitida la aparicién érbitas periddicas de periodo aproximado 7 - 27
y 11 - 27 (véase la Figura 5.21).

«

En ltimo lugar, elegimos €, €2 € R no nulos, con lo que el sistema (5.45)
es controlable, pero no es invariante mediante la transformacién (5.46). En
este caso contemplamos la permanencia de uno de los toros invariantes y la
existencia de ciertas érbitas periddicas. En la Figura 5.22 podemos visualizar
la simulacién del sistema (5.45) para t* = 0.2, &; = 0.5,e2 = —0.02, donde se
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5"
E
-t

y=1 z=0

Figura 5.18: Ampliacién de la Figura 5.17.

observa un toro invariante que rodea a un drbita periédica de periodo aproxi-
mado 7 - 27 y otra érbita periddica, de periodo aproximado 11 - 27, exterior al
toro invariante. En la Figura 5.23 se encuentran representadas las proyecciones
de estas érbitas periddicas sobre el plano zy.

AN
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Figura 5.19: Secciones de Poincaré para (5.45) con t* = 0.2, £; = 0.3,e, = 0.

y=1 Orbita periddica

Figura 5.20: Ampliacién de la Figura 5.19 y érbita peridédica de periodo aprox.
21 - 2m.
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Figura 5.22: Secciones de Poincaré de (5.45) con t* = 0.2, &, = 0.5,e = —0.02.
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Periodo aprox. 7- 27 Periodo aprox. 11 - 27

Figura 5.23: Orbitas periédicas de (5.45) con t* = 0.2, ¢; = 0.5,62 = —0.02.



Conclusiones

En las siguientes lineas intentamos resumir y sintetizar los resultados que con-
sideramos m4s relevantes en esta memoria.

En primer lugar, queremos hacer hincapié en la importancia de las for-
mas canénicas recogidas en el Capitulo 1, que reducen la presencia de la no
linealidad a una sola ecuacién (formas candnicas de Van der Pol y Duffing) y
transforman los sistemas observables a la forma candénica de Liernad.

Con esta tltima forma canénica hemos sido capaces de capturar, localmen-
te en el espacio de pardmetros, las bifurcaciones que se producen en sistemas
planos continuos lineales a trozos bizonales y trizonales simétricos. Para ello, se
ha analizado sistematicamente en el Capitulo 2 la diferencial de las semiaplia-
ciones de Poincaré, lo que nos ha permitido en el Capitulo 3 demostrar que la
teoria de Melnikov desarrollada para sistemas diferenciables puede extenderse
a sistemas continuos y diferenciables a trozos.

Por otro lado, la diferencial de las semiaplicaciones de Poincaré nos ha
proporcionado en el Capitulo 2 la derivada de la aplicacién de Poincaré para
sistemas planos continuos y diferenciables a trozos, pudiendo comprobar que
tal derivada coincide con la expresién bien conocida de ésta para los sistemas
planos y diferenciables.

Como la pérdida de observabilidad reduce la dimension del problema li-
neal a trozos, para los sistemas no observables tridimensionales la dindmica
del problema puede reducirse, como se pone de manifiesto en el Capitulo 5,

261
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a un sistema bien unidimensional o bien bidimensional lineal a trozos. Si la
reduccién nos conduce a un sistema bidimensional que posee una orbita pe-
riddica, entonces nos encontramos con un cilindro invariante para la dindmica
tridimensional y, en condiciones genéricas, la aparicién de una tnica érbita
periddica sobre el citado cilindro invariante.

Para los sistemas homogéneos observables tridimensionales estudiados en
el Capitulo 4, la forma canénica de Lienard ha sido clave en la obtencién de
las expresiones paramétricas de las semiaplicaciones de Poincaré usadas para
describir algunas de las bifurcaciones de conos invariantes. Con el estudio de
estas bifurcaciones hemos sido capaces de dar algunos resultados de estabilidad
asintética global para el origen y otros de inestabilidad cuando el sistema posee
uno o ningun cono invariante.

Hemos podido completar las bifurcaciones de conos invariantes de un sis-
tema observable cuando las matrices del sistema comparten un autovalor real.
En este caso, el sistema es no controlable y su dindmica periédica se restringe
a un sistema bidimensional. Estos hechos nos han llevado a la caracterizacién
de la bifurcacién de Hopf en el infinito para sistemas bizonales planos de ti-
po foco—foco, caracterizacién que pudimos intuir de forma local a partir de la
teoria de Melnikov desarrollada en el Capitulo 3.

Hemos comprobado que un sistema observable puede descomponerse, sin
modificar el hiperplano de separacidn, si las matrices que rigen al sistema
comparten algin autovalor. Para el caso tridimensional, si estas matrices sélo
comparten un autovalor real, entonces la dindmica del sistema es basicamente
bidimensional. Por el contrario, si las matrices comparten un par de autovalo-
res complejos conjugados con parte real nula, entonces la diném}ca del sistema
se rige mediante una ecuacién diferencial unidimensional lineal a trozos no
auténoma con excitacién 27—periddica.

El estudio de esta ecuacién periddica unidimensional ha sido el eje principal
del Capitulo 5. Analizando las soluciones de tal ecuaciéon hemos podido des-
cribir la dindmica del sistema tridimensional y encontramos que en tal sistema
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puede que no aparezcan movimientos periédicos, pero si los hay, entonces el
sistema siempre posee un continuo, acotado o no, de drbitas periodicas.

El estudio de la ecuacién unidimensional no auténoma ha sido posible com-
pletarlo gracias al an4lisis realizado en caso de reversibilidad y hemos toma-
do esta situacién de reversibilidad como punto de partida para la simulacién
numérica realizada sobre el sistema tridimensional, que ha puesto de manifies-
to la complejidad dindmica que presentan los sistemas lineales a trozos. En
primer lugar, se ha considerando un sistema reversible y controlable en el que
aparecen continuos de toros invariantes rodeando a dOrbitas periédicas de pe-
riodo alto, y en segundo lugar, se ha considerando un sistema no reversible y
controlable como perturbacién del anterior, donde aparecen érbitas periédicas

y observamos que uno de los toros invariantes permanece tras la perturbacion.

Somos conscientes de que en la memoria no se determina todo el conjunto
de bifurcaciones que puede presentarse en los sistemas lineales a trozos. Con-
sideramos que tal cometido seria un trabajo, por nuestra parte, demasiado
pretensioso.

No obstante, el andlisis efectuado nos lleva a considerar algunos interro-
gantes. Asi, la presente memoria deja abiertas, entre otras, las siguientes

cuestiones referidas a sistemas observables tridimensionales bizonales:

o ;Es posible determinar de manera precisa el conjunto de bifurcaciones
de conos invariantes en un sistema homogéneo?

e Cuando existen dos conos invariantes bizonales en un sistema homogéneo,
;es posible caracterizar la dindmica del sistema restringida a dichos co-
nos?

-~

N\
e ;Cémo puede caracterizarse, en funcién de los pardmetros del sistema,

la estabilidad del origen para un sistema homogéneo?

e ;Bajo qué condiciones, la perturbacién no homogénea de un sistema ho-
mogéneo que posee un cono invariante bizonal genera érbitas periédicas?
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. Qué bifurcaciones pueden aparecer en estas érbitas periddicas ?

e ;Qué orbitas periddicas persisten cuando perturbamos un sistema no
controlable que posee un continuo de érbitas periédicas? ;Qué bifurca-
ciones pueden presentar estas érbitas periddicas? ;Qué nuevas variedades
invariantes aparecen?
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