2166 SRR a=y

LeS (oo DS | | - 02
LBS joo 214 s ',33/1{1

Ear

Sobre las componentes irreducibles de la variedad de
leyes de algebra de Lie nilpotentes complejas de
dimensién 8

Memoria presentada por Gerardo Valeiras Reina
para optar al grado de Doctor en Matematicas por
la Universidad de Sevilla

Directores:
Fdo: José [Ramén Gémez Martin

Fdo: José M. Ancochea Bermiidez

Doctorando;

Fdo: Gerardo Valeiras Reina

Mayo de 1992



Agradecimientos

Es especialmente agradable para mi expresar mi sincero agradecimiento a todas
aquellas personas que de una forma u otra han contribuido a la realizaciéon de
este trabajo.

En primer lugar debo citar a los profesores José Maria Ancochea Bermidez
y José Ramén Gémez Martin, por su constante apoyo y estimulo, y por su ayuda
incondicional, sin los que este trabajo nunca se hubiera realizado.

Mi agradecimiento al profesor Michel Goze, por su valiosisimo asesoramiento
y ayuda.

Al profesor José Luis Vicente Cérdoba, quien siempre tuvo el consejo ade-
cuado en el momento en que era més necesario.

Deseo también recordar aqui a mis compaiieros y amigos del Departamento
de Algebra, Computacién, Geometria y Topologia; especialmente al profesor Fran-
cisco J. Castro Jiménez, por aceptar las molestias que le causaron los tramites de
la presentacién del trabajo.

Expreso también mi agradecimiento a mis actuales compaifieros y amigos
del Departamento de Matemdtica Aplicada que siempre me ayudaron cuando lo
necesité.

En dltimo lugar, aunque no en importancia, mi gratitud a mi mujer, por su
paciencia y aliento durante la realizacién del trabajo.



Contenido

Introduccién
Presentacion de la Tesis
Organizacion de la Tesis

...........................

0 El método no standard en el estudio de N*
0.1 Lavariedad N™ . . . . . . . . @ i i it i it e e s se e e
0.2 Analisis No Standard
0.3 Perturbaciones

..........................

.............................

1 Componentes irreducibles de N™
1.1 Antecedentes

..............................

1.2 La Sucesién caracteristica . . . ... ... ..o

1.2.1 Sucesién caracteristica y particién de multiplicidades . . . .
1.3 Determinacién de las componentes irreducibles . . . ... .. ...
1.4 Obtencién de las familias deleyes . . . . . ... ... ..o 0.
1.5 Obtencién de las componentes . . . . . . . ... .. o0 oo
1.6 Dimensiones de las componentes irreducibles de N® . . . . .. ...

2 Tratamiento informadtico
2.1 Matematicas e Informética

......................

2.2 Sobrelaimplementacién . . . . . .. ... .o e oo e e el
23 Funcionesdecdlculo . ... .. ... . ... e
2.3.1 Condicionesde Jacobi . ... ... ... ..
2.3.2 Condiciones de nilpotencia . ... ... ... ... ...
2.3.3 Condiciones de la sucesién caracteristica . . . . . . . . . ..

234 Cambiosdebase .. .. ... ...
2.4 Manipulacién deresultados . . ... ... ... ..

24.1 Usodelasbasesde Grébner. . .. ... ... ... ...
2.5 Funciones de escritura
2.5.1 Salida TgX

.........................

...........................

ii

12

14
15
16
17
19
20
23
24



Contenido iii

2.5.2 Otras funciones de escritura . . . . ... ... ... ..... 38

2.6 Elprogramacompleto ... ... ..... ... ... ........ 38
3 Determinacién de las componentes irreducibles de N® 59
3.1 Sobre las exposiciones siguientes . . . . . ... o000 60
3.2 Sucesién caracteristica (7,1) . . . . . ... ... oo 63
3.3 Sucesién caracteristica (6,1,1) ... ... ... ... ... ... 64
331 Laleydeldlgebra . ...................... 65
3.3.2 Componentes irreducibles cortando U(86,1,1) ......... 67

3.4 Sucesién caracteristica (5,2,1) ... ... ... .. .. 00 .. 75
34.1 Laleydeldlgebra ....................... 76
3.42 Componentes irreducibles cortando U, (85,2,1) ......... 7

3.5 Sucesidn caracteristica (5,1,1,1) .. ... ... ... ... . ... 82
3.5.1 Laleydeldlgebra ............... ..., 82
3.5.2 Componentes irreducibles cortando U, ?5,1,1,1) ......... 83

3.6 Sucesion caracteristica (4,3,1) ... ... ... . ... . ... 87
3.7 Sucesién caracteristica (4,2,1,1) .. ... ... ... ... 89
3.8 Sucesion caracteristica (4,1,1,1,1) . ... ... ... ... 90
3.9 Sucesiones caracteristicas (3,3,1,1), (3,2,2,1) y (3,2,1,1,1). . . . 91
3.10 Sucesion caracteristica (3,1,1,1,1,1) . . . . ... ... ..o 93
3.11 Sucesion caracteristica (2,2,2,1,1) . ... ... ... ... . ... 96
3.12 Sucesidn caracteristica (2,2,1,1,1,1) . . . ... ... . oL 98
3.13 Sucesién caracteristica (2,1,1,1,1,1,1) . . ... ... ... 100
3.14 Sucesién caracteristica (1,1,1,1,1,1,1,1) ... ... ... ... .. 101

Bibliografia 101



Introduccién



Introduccién

Presentaciéon de la Tesis

En el presente trabajo se expone el desarrollo de un método para el tratamiento
efectivo de los problemas que se presentan en el estudio de la variedad N™, junto
con los desarrollos teéricos necesarios, y su aplicacién a la resolucién de un pro-
blema abierto hasta el presente: la determinacién de las componentes irreducibles

de esa variedad en dimensién 8.

Nos parece importante sefialar dos aspectos distintos en el trabajo:

1. La metodologfia, integrando técnicas fundamentadas en el Analisis No Stan-
dard, invariantes algebraicos y técnicas de Algebra Computacional, junto

con un tratamiento informdtico.

2. Los resultados obtenidos con estos métodos, principalmente el teorema fun-
damental de determinacién de todas las componentes irreducibles de la va-
riedad N8, resultado que parecia inalcanzable con las técnicas clasicas.

El principal resultado es

Teorema. La variedad N® posee ocho componentes irreducibles, C;, (1 < i < 8)
donde solo las dos primeras cortan al abierto de las filiformes, y las siguientes
vienen dadas respectivamente por las clausuras de Zariski de las orbitas de las

familias:

r /"l(le Xi)
“1(X4? XS)
(X5, X7)
¢ p(Xs, Xs)
I‘I(XGv X7)
' (Xe, Xs)
1! (X7, Xs)

Xi—l, 3<e< 8,
aXZ,

X2,

(1 + a) X3 + X2,
X31

(2 + a) X4 + X3,
(2 + a) X5 + X4
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( ﬂ2(X1’Xi) Xi—l, 3 S : S 8’

ﬂ'2(X4, X?’) = X29
1A X4, Xs) = Xs+ X,
[‘2(X5, XG) = "'XZ’
8 B X5, X7) = -1X,,
pi(Xs, Xs) = X4+ 32X,
pi(Xe, X7) = -2Xs,
pi(Xe, Xs) = X5+ %X4+X3+0X2,

\ l‘z(X'T’ Xs)
[ ﬂa(Xl’ Xi)

Xe+ 5 Xe +aXs

Xi-1,4<1 <8,

#3(X2, X6) = X37
p3(X2,X7) = Xet+ogXs,
) P (X2, Xs) = X5+ Xy,
13 (X5, Xs) = azXs,
[1.3(X6, X7) = X37
B (Xe, Xs) = (1+02)Xy,
L y3(X7, Xs) = (1 + ag)Xs + a3 X3 con a3 75 -1
( N4(X1’ X:) = Xi—h 4 S { S 8,
p( X2, X7) = X,
p(X2, Xs) = Xq4+ 01 X3,
{ /J'4(X57 XS) = o X3,
p(Xe, X7) = a3Xs,
14(Xe, Xs) = (o3+ 02) X4+ a4 X3,
| w4 (X7, Xs) = (a3t o) Xa+e3Xat X,

([ 15(X1, X) Xi1,4<i<8,

NS(X% XS) -2 X3v
b (Xs, X7) = X,
J (X5, Xs) = Xi+ X,
#(Xe, X7) = X4+o1X3- Xy,
p3(Xe, Xs) = 2Xs5+ a1 X4+ az X,

w3 (X7, Xg) 2Xe+ a1 Xs+ a2 X4+ a3 X3+ ay X
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#G(Xh XS)
I‘G(Xl’ X:)
l"e(XZ’ X3)
l"’e(X?’ X7)
#%(Xa2, Xg)
#%(X3, Xe)
/I’G(XSa X7)
/“'6(X3s XS)
“G(XG’ X7)
p#%(Xe, Xs)
MG(X'(’ XS)

1 (X1, X3)
1 (X1, X3)
1 (X3, X7)
1 (X3, Xs)
#7(X5’ X8)
/‘7(X6’ X7)
p#7(Xe, Xs)
1’ (X, Xg)
Fs(le X3)
”‘S(Xla Xt)
NS(X% XS)
/‘8(X3’ X7)
#3( X3, Xs)
us(XGa X7)
13(Xe, Xs)
p3(X7, Xs)

H

(T |

(1 I TR |

o

X27

Xi—l’ 5 < 1 < 8’

X4,

a1 Xy,

az X4 + a1 Xs,

a3X4’

ay X4+ (01 + a3) X5,

ags X + og X4 + (az + 014) X5 + (201 + 03) Xe,
X‘b

a7X4 +X5,

(203 + 1(2 + a5)) X2 + ag X4 + a7 X5 + X¢

X27

X1, 5<1 <8,
X4,

o1 X2 + ag X4 + X,
X27

-X2 + a3z Xy,

X2 +a3X51

X3+ a3 Xe

X21

X;1,5<¢<8,

X47

ay Xy,

a2 Xo+ X4+ (1 + a1) Xs,
a3z Xy,

X2 + a3 Xs,

X3+ a3 Xs
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Creemos que el resultado obtenido es interesante por si mismo; sin embargo
posiblemente tenga mayor alcance la metodologia empleada para su consecucion,
ya que abre camino al tratamiento de otros problemas que involucran cdlculos
efectivos. Pese a esto, queremos enfatizar que no es el programa el que hace las
Matemdticas; remitimos para ello a la discusién realizada en 2.1.

Se ha elegido un modo expositivo en el que los resultados aparecen tras
el razonamiento que conduce a ellos. Asi es frecuente que el enunciado de una
proposicién aparezca solo al final de su demostracién, cuando la obtencién de la
misma parece ya obvia. De hecho sélo se enfatizan etiquetindolos como lema,
proposicion o teorema, algunos resultados escogidos. Esta presentacién a veces
enmascara la verdadera dificultad de obtencién de algunos resultados, pero pone
de manifiesto el discurso 16gico que conduce a ellos.

Organizacion de la Tesis

La exposicién del trabajo est4 dividida en 4 capitulos, la bibliografia y un apéndice
(en un volumen aparte):

Introduccién : Es el capitulo actual, en el que se presenta el trabajo y se
describe su organizacion.

Capitulo 0 : Se hace un breve recorrido por las principales técnicas de Andlisis
No Standard que se utilizardn en el trabajo.

Capitulo 1 : Tras una exposicién sumaria del estado de los conocimientos en
los temas de que se ocupa el trabajo, se fija la terminologia y se obtienen
los resultados que justifican los métodos utilizados para la determinacién
de las componentes. En particular se obtienen resultados que enlazan con
otros existentes y que permiten su tratamiento informatico.

Capitulo 2 : Es una descripcién del programa informético desarrollado para los
calculos que intervienen en la determinacién de las componentes. No es una
exposicién informética (de hecho se omiten las complejidades técnicas), sino
que se muestran las ideas matemdticas usadas, junto con su traduccién a
fragmentos escogidos de cédigo. En estas secciones hay por tanto conteni-
dos matematicos fundamentales para el resto del trabajo. Se concluye el
capitulo con un listado completo del programa.
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Capitulo 3 : Se utilizan los métodos desarrollados en los capitulos anteriores
para aplicarlos a la determinacién de las componentes irreducibles de la
variedad N8. Est4 dividido en secciones que estructuran el problema segin
la consideracién de las sucesivas sucesiones caracteristicas.

Bibliografia : Aqui de dan las principales referencias utilizadas en el desarrollo
del trabajo. No se pretende ser exhaustivo, ya que la bibliografia y articulos
sobre el tema es extensisima; de hecho se han omitido casi todas las refe-
rencias a libros, y se citan solo los articulos més relevantes relacionados con
el tema del trabajo.

Apéndice : Se dan muestras de los cilculos intermedios proporcionados por el
programa, que justifican los desarrollos del capitulo 3. Hemos hecho una
seleccién (para que el volumen fuera razonable), ya que solo se pretende
ilustrar la naturaleza de estas salidas y mostrar su complejidad.



Capitulo 0

El método no standard en el
estudio de N"
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0.1 La variedad N"

Sea B2(C") el espacio vectorial de todas las aplicaciones bilineales de C* x C"
en C*. Dada una base (ey,...,e,) de C*, podemos determinar un elemento
a € B%(C") por sus constantes de estructura dadas por la igualdad

n
a(ee,ej)=ZC,"j-ek Vi,j € {1,...,n}
k=1
De este modo podemos identificar B%C™) con un espacio afin.

Para que g € B%(C™) sea una ley de algebra de Lie debe ser alternada y
verificar la igualdad de Jacobi, es decir, para todos X,Y, Z € C" deben verificarse:

I‘L(X’Y) = _“(Y7X)
(X, w(Y, 2)) + p(Z, (X, Y)) + (Y, (2, X)) = 0

La primera condicién nos da la sencilla relacién
k ..
Ci=-C;;  (1<4j<n)

y entonces la igualdad de Jacobi equivale a las ecuaciones sobre las constantes de
estructura:

Z O+ CHhCL+ CLCY =0 (1<i<j<k<n,1<s<n)
=1

Asi el conjunto L™ de todas las leyes de ilgebra de Lie en C™, parametrizadas
por las (n® — n?)/2 constantes C; es una variedad algebraica afin de B?(C™).

Anélogamente, por el teorema de Engel, la nilpotencia del dlgebra de Lie se
corresponde con unas ecuaciones polinémicas sobre las constantes de estructura y
por tanto el conjunto N™ de las leyes de dlgebra de Lie nilpotentes es una variedad
cerrada de L™.

Consideramos la fibracién de N™ definida por las 6rbitas correspondientes
a la acci6én natural del grupo lineal general Gl(n,C) definida por los cambios de
base:
Gl(n,C)x N* — N*:(f,u) - flu-fxf

Sig = (u,C") € N*, designaremos por O(g) o O(p) la érbita de g por esta accién.
Entonces O(p) es una subvariedad regular de N™ y que su espacio tangente en el
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punto u es el espacio vectorial B?(u,p) de los 2-cobordes en la cohomologia de
Chevalley asociada a u (véase [14]).

Consideramos en N™ la topologia métrica (la misma que la topologia indu-
cida como subconjunto de =)/ 2). Debe notarse que al tratarse de ilgebras
de Lie complejas, la clausura de Zariski de cualquiera de las érbitas coincide con
su clausura en la topologia métrica (véase [7]).

0.2 Anailisis No Standard

Clésicamente, el estudio de las variedades de leyes de dlgebra de Lie sobre C" se
apoya en el concepto formal de deformacién introducido por Gerstenhaber en 1964
[10], lo que conduce, bien a sofisticados cilculos cohomolégicos, bien a cdlculos
formales que se alejan de los problemas topoldgicos iniciales. En esta seccién
pretendemos mostrar brevemente algunos de los principales resultados que pro-
porcionardn poderosas herramientas para la determinacién de las componentes
irreducibles de N8 Debemos hacer constar que ésta exposicién serd necesaria-
mente incompleta, y remitimos para un tratamiento mis amplio y profundo a las
referencias [22,24,25].

Daremos en primer lugar la exposicién axiomdtica de I.S.T. (‘Internal Set
Theory’).

Se afiade al lenguaje de Z.F.E. (Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel
con el axioma de eleccién) el simbolo predicado st (leido standard). las nuevas
férmulas se llaman ezxternas, las de Z.F.E. internas. Los axiomas no légicos de
I.S.T. son ademas de los de Z.F.E. restringidos a las férmulas internas, los tres
principios siguientes:

T Azioma de Transferencia: sea A(z,ty,...,t;) una férmula interna sin mas
variables libres que z,1;,...,t;. Entonces

Ve, . YO [V A, - Br) € V2 AR, 2,0 8]

donde V*!z A(z) es una abreviatura para Vz [zstandard = A(z)]
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I Azioma de Idealizacion: sea B(z,y) una férmula interna que contiene al menos
dos variables libres z e y. Entonces

V* finito 23z Vy € z B(z,y) < 3z V*y B(z,y)

S Azioma de Standarizacién: sea F(z) una férmula (interna o externa). Entonces

VizItyViz[2 €y & 2z €2y F(2)

Se demuestra que 1.S.T. es una extensién conservativa de Z.F.E.; por con-
siguiente, las propiedades internas demostradas en 1.S.T. admiten también una
demostracién en Z.F.E., a menudo mds larga y menos natural.

Aunque el predicado st es indefinido, es decir, no se sabe a priori cuéles
son los conjuntos standard y cudles no, se tiene que todo conjunto definido de
manera tnica por una propiedad interna es standard. De esta manera los objetos
matemiticos cldsicos son standard, asi como todos los construidos a partir de
ellos por un procedimiento interno.

El axioma T se aplica esencialmente en los dos casos siguientes:

1. Para demostrar que una propiedad interna (dependiente solamente de cons-
tantes standard) es verificada por todo z, basta con probarla para todo z
standard.

2. Los objetos cuya existencia y unicidad viene dada por una férmula interna
a partir de constantes standard, son standard.

El axioma I proporciona objetos ideales imperceptibles para la matemdtica
clésica. Por ejemlo, si se aplica a la férmula B(u,v) =[u € Nyve Ny u> v],
se obtiene que eziste w € N tal que w > n V*'n € N. Un tal w se dice que
es infinitamente grande y evidentemente no es standard. De forma aniloga, el
Axioma de Idealizacién garantiza la existencia de nimeros reales infinitamente
grandes (mayores en valor absoluto que todo real standard) y reales infinitamente
pequefios (menores en valor absoluto que todo real standard positivo).

Se utilizard la terminologia siguiente:
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e z € R es limitado si 3y tal que |z| < y.

e z,y € R son infinitamente prézimos si |t — y| es infinitamente pequeiio.
Escribiremos en este caso z ~ y.

A partir del axioma S podemos obtener que para todo real limitado = ezxiste
un tnico real standard °z llamado sombra de z tal que °z ~ z. Andlogamente,
para todo A C R el axioma S proporciona la existencia de un unico conjunto
standard °A4, llamado sombra de A, tal que sus elementos son las sombras de los
elementos limitados de A.

Podemos obtener algunas curiosas aplicaciones a la Topologia que luego
resultardn 1tiles en capitulos posteriores.

Si (X,T) es un espacio topoldgico standard (X y T standard), a € X
standard y A C X standard. Si z € X, se dird que:

e z es del halo de a si z pertenece a todos los entornos standard de a.
e z es del halo de A si z es del halo de algin standard b € A.

o z es del gran halo de A si z pertenece a todos los abiertos standard que
contienen a A.

Escribiremos respectivamente z € h(a), z € h(A), z € H(A), aunque el
halo de a, el halo de A y el gran halo de A no son, en general, conjuntos en el
sentido de L.S.T.

Se pueden demostrar los siguientes resultados:
1. A es abierto si y sélo si todo punto del halo de A estd en A.

2. a es del interior de A si y sélo si todo punto del halo de a esta en A.

3. a € A siy sblo si existe un punto del halo de a en A.

Por su importancia a la hora del estudio de las perturbaciones, concepto
crucial en todo el trabajo, citaremos el siguiente resultado
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Teorema. (Goze) Sea My € C" standard. Todo punto M € C" infinitamente
prozimo a My admite una descomposicion de la forma

M=Ms+eav +eaevy+ -+ vy

donde €,...,¢, son infinitamente pequefios y vi,...,vp son vectores standard
linealmente independientes.

Ademds si M = Mo + €, v} + €4 + --- + €, 65 --- €, v, es otra des-
composicion de M con esas condiciones, se tiene que p = q y la bandera definida
por vy, ...,v, coincide con la definida por vy,...,v,.

0.3 Perturbaciones

Introduciremos en esta seccién el concepto de perturbacién, que serd esencial en
los desarrollos posteriores.

Consideraremos n standard, con lo que C" y la variedad de leyes de dlgebra
de Lie L™ son standard.

Diremos que z € C" es limitado (resp. infinitamente pequefio) si las partes
real e imaginaria de cada una de sus componentes lo son. De este modo, si z es
limitado, existe %z.

Una perturbacién de una ley standard po de L™ es una ley u de L™ que
verifica

w(z,y) ~ po(z,y) Vz,y € C"standard o limitados deC"

Si 4 es una perturbacién de ug, escribiremos p >~ po.

Se verifican entonces los siguientes resultados:

1. Si g ~ po, entonces las constantes de estructura de pg respecto de una base
standard son las sombras de las constantes de estructura de pu respecto de
dicha base.
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2. Si po € L™ es standard y pu ~ pg, entonces para toda yy € L™ isomorfa a u,
Mo es una contraccién de pq.

3. El conjunto de todas las perturbaciones de ug constituye el halo de po para
la topologia métrica de L™. Como una topologia standard en un conjunto
standard estd completamente determinada por los halos de los puntos stan-
dard, el estudio de las perturbaciones de las leyes standard de L™ determinan
completamente la topologia de L™.

4. Como consecuencia del teorema de GozE (ver 0.2), si p es una perturbacién
de una ley standard uo de L™, u admite una descomposicion de la forma

B=pmt+eap +taepr+ -+ eae- ey

donde paratodoicon1 < i< p, ¢ ~ 0y ¢; : C"xC" — C" son aplicaciones
bilineales alternadas standard linealmente independientes.



Capitulo 1

Componentes irreducibles
de N"
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1.1 Antecedentes

Una variedad algebraica V se dice irreducible si no puede ser dada como la unién
de dos variedades V1,V con Vq,V2 # V. Un razonamiento elemental conduce a
que toda variedad V reducible puede ser puesta como

V=Vu---uW

donde cada V; es una variedad irreducible. Estas V; son las llamadas componentes
irreducibles de la variedad V.

Uno de los primeros trabajos sobre las componentes irreducibles de la va-
riedad N™ es la tesis de VERGNE [27] en 1966 y otros de sus trabajos del mismo
periodo [29,28], quien demuestra mediante unos cdlculos cohomolégicos, que para
n < 6 es irreducible, que para n = 7y n > 11 es reducible, (aunque no deter-
mina explicitamente las componentes). En 1991, HAKIMIANOV [17] demuestra
que para n > 12, si n es impar hay al menos 3 componentes y si n es par, hay al
menos 4 componentes, siendo siempre filiformes las que encuentra. El problema
en las dimensiones 8,9 y 10 quedé abierto hasta que recientemente, HAKIMJIA-
NOV, ANCOCHEA Y GOZzE [18], demostraron que son reducibles también en esas
dimensiones.

Asi respecto a las componentes irreducibles conocidas de la variedad N*
podemos afirmar:

o Para n < 6 es irreducible.

e Para n = 7 la variedad es la unién de dos componentes irreducibles, una de
las cuales contiene al abierto de las filiformes (lo que implica la irreducibi-
lidad de ese abierto).

e Para n > 11, n = 10 existen al menos dos componentes en el abierto de las
filiformes.

e Para n = 9 el abierto de las filiformes es irreducible [1], pero es posible dar
una familia de leyes de dlgebra de Lie de sucesién caracteristica (7,1,1) que
la adherencia de su 6rbita es una segunda componente.

e Para n = 8 existen al menos dos componentes en el abierto de las filifor-
mes. Recientemente Seeley [26] mostré una componente no filiforme en esta
dimensién.
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e Muy recientemente, HAKIMIANOV, GOZE Y ANCOCHEA [19] han encon-
trado una componente irreducible en N™ para n > 11 que no corta al
abierto de las filiformes. En este mismo trabajo se demuestra que para n
suficientemente grande, el numero de componentes que no cortan al abierto
de las filiformes es mayor o igual que n/74.

Puede sugerir el caracter no trivial del problema el hecho que desde los
primeros trabajos en 1966 hasta la primera obtencién de resultados explicitos
transcurrieron 25 afios. Mds aiin merece la pena sefialar que a pesar de remontarse
los primeros trabajos a 1966, todavia en 1988 se estaba trabajando en dimensién
5 (ver [16]).

Notese la carencia de informacion especialmente en la dimension 8, y en par-
ticular acerca de las componentes no cortando al abierto de las filiformes. También
es necesario insistir en la falta de construcciones explicitas de las componentes
(excepto en casos aislados): en su mayoria, estos resultados dan la ezistencia
de componentes, sin poder construirlas. Esta carencia de ejemplos no triviales
supone un gran obsticulo en el camino de la comprensién de la estructura de la
variedad N™.

En el presente trabajo demostraremos la existencia de exactamente ocho
componentes irreducibles en N8, dos de ellas cortando al abierto de las filiformes
y seis no cortdndolo: determinaremos estas componentes de forma explicita y
calcularemos sus dimensiones.

1.2 La Sucesién caracteristica

La sucesion caracteristica aparece utilizada explicitamente por primera vez en
los trabajos de GOZE Y ANCOCHEA [2]. Es un invariante basado en conceptos
elementales relacionados con la forma candnica de Jordan que proporciona un
método fructifero y sistemdtico para el estudio de la variedad N™.

Sea g = (C",p) un élgebra de Lie nilpotentey D(g) su dlgebra derivada.
Para cada X € g — D(g) llamamos

8u(X) = (s1(X),...,8x(X),1)
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la sucesién ordenada (s; > 83 > --- > si) de los exponentes de semejanza del
operador nilpotente ad,(X). Ordenamos el conjunto de tales sucesiones lexi-
cograficamente y definimos

s(p) = sup(s,(X)|X € g — D(g))

que llamaremos la sucesidn caracteristica del dlgebra. Claramente s(u) es inva-

riante ante los isomorfismos y tiene sentido hablar de la sucesién caracteristica
de un elemento de N*/Gli(n,C).

Por construccién existe al menos un X € g — D(g) tal que s,(X) = s(p);
diremos entonces que X es un vector caracteristico de g.

1.2.1 Sucesién caracteristica y particién de multiplicidades

Sea X un vector caracteristico. Los elementos de la sucesién caracteristica tienen
una interpretacién elemental sobre la forma canénica de Jordan de ad,(X): como
ad,(X) es nilpotente tendra el cero como tnico autovalor, y su forma de Jordan
consistira en distintos bloques de la forma

[0 10 0 0
00 -+ 00
6 00 --- 00
000 --- 01
000 ---00

donde la dimensién del bloque puede estar entre 1 y n. Podemos suponer que los
bloques de Jordan estin ordenados de mayor a menor. Se verifica asi que, si la
sucesién caracteristica es s = (sy,..., s;), entonces s; es la dimensién del bloque
nimero 1.

Si X es un vector catracteristico para la sucesién caracteristica s, por cons-
truccién X; no pertenece al dlgebra derivada, por lo que podemos tomar un
subespacio vectorial V de C" suplementario del engendrado por X y conteniendo
al dlgebra derivada. Entonces VY € V se tiene u(X,Y) € V, con lo que pode-
mos tomar una base de C" para la que ad(X) est4 en forma canénica de Jordan,
uniendo X y una base de V. Como u(X,X) = 0, se puede asegurar que la
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forma candnica de Jordan de ad(X) tiene un bloque de tamaiio uno, es decir,
necesariamente la sucesién caracteristica termina en un uno.

Mediante un razonamiento elemental de Algebra Lineal se tiene que a cada
8,(Y) con Y € g — D(g) y sucesién de semejanza s(Y) = (s1(Y),...,s1(Y))
le corresponde biunivocamente una sucesion de rangos (ro,T1,...,Tk) que puede
obtenerse mediante el procedimiento:

To=n
k = max(si1,...,8)
n; = nimero de veces que aparece i en (81,...,91) (1<i<k)

= rioy — Yhin; (1<i<Lk)

Esta sucesién de rangos se relaciona con la particion de multiplicidades de
ad,(X): si la particién de muliplicidades es (py,...,pk), entonces

pi=rici—r Vi, 1<i<k
y se interpretan ficilmente los r; como

r; = rango(ad, (X))

Dada una sucesién caracteristica s, sabemos que todo vector que no esté en
la derivada tiene una sucesién de semejanza menor o igual (lexicogrificamente)
que s, y para cada uno de ellos obtenemos una sucesién de rangos r. No todas
estas sucesiones de rangos tienen la misma longitud, asi que las completamos con
ceros a la derecha, de modo que todas tengan la longitud m de la mas larga. Co
esto tenemos una lista de sucesiones de rangos

=) (1<i<k)
y tomamos
R=(Ry,...,Rp), siendo R; = ma.x{rj-|i =1,...,k}

y se puede garantizar que si Y es un vector que no estd en el dlgebra derivada,
entonces se cumple

rango(Adj(Y)Y < R;  (1<j<m)

Como veremos en 2.3.3, esto tendrd gran interés a la hora de los célculos
efectivos.
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1.3 Determinacién de las componentes irreducibles

El concepto de perturbacién, junto con el invariante de la sucesién caracteristi-
ca, proporcionan las herramientas claves para la determinacién explicita de las
componentes irreducibles y viene a sustituir ventajosamente al concepto clasico
de deformaci6n.

La bisqueda de las componentes irreducibles se realiza estratificando el co-
ciente N"/Gl(n,C) segin la sucesién caracteristica, procediendo en primer lugar
por las sucesiones caracteristicas mayores en orden lexicogrifico.

El proceso en una sucesién caracteristica dada se puede dividir en las si-
guientes etapas:

1. Determinacion genérica de las constantes de estructura de las posibles leyes
de algebra de Lie en esa sucesién caracteristica.

2. Refinamiento y obtencién de las posibles familias de leyes de dlgebra de
Lie, imponiendo las condiciones de Jacobi, la nilpotencia y exigiendo la
pertenencia a esa sucesién caracteristica.

3. Obtencién de las componentes irreducibles proporcionadas por esas familias.

Determinacion genérica de las leyes de dlgebra de Lie

Sea s una sucesién caracteristica dada. Pretendemos determinar todas las posibles
leyes de dlgebras de Lie nilpotentes correspondientes a la sucesién caracteristica
8.

Empezamos considerando un vector caracteristico, que llamaremos X,. Por
construccién X no pertenece al dlgebra derivada, por lo que podemos tomar un
subespacio vectorial V de C" suplementario del engendrado por X; y conteniendo
al] dlgebra derivada. Entonces

WX, X)eV VX eV

Asi se puede considerar la restriccién de ad(X;) a V, para la cuil tomamos una
base de Jordan (Xj,...,Xy,). Claramente, respecto a la base (X1, X2,...,X»),la
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matriz de ad(X,) estard en la forma canénica de Jordan correspondiente a la su-
cesién caracteristica 3, que es conocida. De este modo podemos partir conociendo
los productos pu(X3y, X;) para todo j.

Los productos u(X;, X;) con j > 1 los podemos obtener simplemente supo-
niendo constantes de estructura genéricas C"-"J- y determinar las que sean posibles
a partir de las condiciones de Jacobi. En la prictica esto es muy sencillo y de
hecho pueden obtenerse los siguientes productos de un modo recursivo mediante
las condiciones de Jacobi, como se vers en los casos que desarrollaremos en detalle
en la exposicién de este trabajo.

Debe notarse que la ley asi generada posee constantes de estructura in-
determinadas, en nimero que dependerid de la sucesién caracteristica y de lo
intensivamente que se apliquen las condiciones de Jacobi y nilpotencia.

En realidad, lo que hacemos al obtener una ley genérica para esa sucesién
caracteristica, es obtener una familia tal que su érbita contiene a todas las leyes
de édlgebra de Lie de esa sucesién caracteristica.

Debemos sefialar que, como veremos mas adelante, a veces es conveniente no
eliminar todos los parimetros posibles. De hecho utilizaremos exclusivamente las
condiciones de Jacobi y nilpotencia ya que las condiciones derivadas de la perte-
nencia a esa sucesién caracteristica pueden sugerir pistas ttilies para la bisqueda
de la posibles perturbaciones.

1.4 Obtencion de las familias de leyes

A partir de la familia encontrada en la fase anterior, dependiendo de cierto nimero
de constantes de estructura indeterminadas, se imponen exhaustivamente las con-
diciones de Jacobi y la nilpotencia.

Se utilizan en esta fase algunas funciones del programa desarrollado para
Mathematica, que construyen listas de relaciones que deben verificar las cons-
tantes de estructura para que se trate de una ley de algebra de Lie nilpotente.
Este proceso informdtico se describe en detalle en 2.3.1 y 2.3.2.
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Debe notarse que las condiciones impuestas son necesarias y suficientes para
que se trate de una ley de dlgebra de Lie nilpotente.

Habitualmente las listas de relaciones obtenidas deben simplificarse y pro-
porcionan en algunos casos valores explicitos para algunas de las constantes, y en
otros casos relaciones polindmicas entre ellas.

Cuando aparecen relaciones polinémicas complicadas, es necesario el des-
glose de la familia general en varias familias, considerando varios casos en los que
pueden aparecer los parimetros y obteniendo las subfamilias correspondientes.
Aunque luego se insistird en ello, es importante sefialar ahora que se imponen

condiciones abiertas; esto tendrd importancia en la obtencién de las componentes
irreducibles.

Bases de Grobner y refinamiento de las restricciones

Las relaciones que se obtienen entre las constantes de estructura que restan inde-
terminadas son en algunos casos muy complicadas y es necesario acudir a potentes
técnicas de dlgebra conmutativa para su tratamiento. La herramienta bisica para
ello la proporciona la teoria matematica de las bases de Grébner (tanbién llama-
das bases de division) sobre las que hablaremos aqui brevemente. Se pueden
encontrar referencias completas en [6,9,8,21].

Las restricciones impuestas a las constantes de estructura se materializan en
una lista de ecuaciones polinémicas sobre ellas. Estos polinomios generan un ideal
de un médulo de polinomios con indeterminadas las constantes de estructura. Los
problemas basicos que se nos presentan, que estan intimamente relacionados entre
si, son los siguientes:

1. Decidir si un polinomio dado pertenece al ideal.
2. Simplificar un polinomio médulo el ideal.

3. Resolver las ecuaciones, obteniendo las soluciones en todos los casos posi-
bles.

Exponemos brevemente los principales resultados que utilizaremos para
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abordar estos problemas:

Suponemos elegido en IN™ un orden total cumpliendo:

Vo, BEN™, 840, a<a+p
Val,az,,BEN"‘, (231 <a2¢al+ﬂ<a2+ﬂ

Ejemplos de tales 6rdenes son el lexicografico, el diagonal, etc.

Designando X = (X1,...,Xn), definimos el ezponente privilegiado de un
polinomio no nulo f = Y, foX* € C[X] (respecto al orden escogido) como el
elemento de N™

exp(f) = max{a € N™|fs # 0}

Si I es un ideal no nulo de C[X] definimos el conjunto de exponentes de I
como

E(I) = {exp(f)| f € T}

Es claro que E(I) + N™ = E(I). Los subconjuntos no vacios de N™ con esta
propiedad se llaman ideales de N™.

Una base de division de un ideal I no nulo de C[X] es una familia finita
fiy.+.., fr de elementos de I tales que

E(1) = | J(exp(f) + N™)

=1
Se tiene entonces:

1. Todo ideal de €C[X] posee una base de divisién.
2. Una base de divisién de un ideal de C[X] es un sistema generador del ideal.

3. Existe una divisién de un polinomio entre una familia de polinomios en la
que existen unos cocientes y un resto de modo que un polinomio pertenece
al ideal si y solo si es nulo el resto de dividirlo entre una base de divisién

del ideal.
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4. Existen algoritmos que permiten encontrar bases de divisién [6,9,8].

Utilizaremos las bases de divisiéon para la reduccién de las restricciones
obtenidas sobre las constantes de estructura, como veremos en 2.4.1

1.5 Obtencion de las componentes

El resultado fundamental que permite disefiar un procedimiento de biusqueda
efectiva de las componentes es el siguiente [13]:

Proposicién. Si u’ es una perturbacion de u en N*, entonces s(u') > p.

DEMOSTRACION: Sea X € C™ tal que s,(X) = s(p). Como u' ~ p, si g’ es el
dlgebra de Lie asociada a p’ y X' ~ X con X' € g’ — D(g’), entonces ad,/(X') es
una perturbacién de ad,(X). Sea s,(X) = (s1,...,1) y consideremos el primer
subespacio propio E; (resp. E}) de ad,(X) (resp. ad,/(X")) que tiene dimensién
1. Si (e1,...,e5 ) es una base de Jordan de E;, entonces ad,/(X')(e;) =~ eiy1 y
dim(E]) > dim(E;). En caso de darse la igualdad se comparan los subespacios
propios siguientes. De aqui la proposicién. O

LLamaremos
Uy ={ne€N"|s(p)2 s}
Ny ={p€N"|s(p) = s}

Como consecuencia de la proposicién, U}' es un abierto de N™. En particu-
lar, cuando s = (n — 1,1) tenemos el abierto de las leyes filiformes.

Si consideramos todas las posibles sucesiones caracteristicas en dimensién

(n-1,1)=80> 8> ..., =(1,...,1)

tenemos entonces la sucesidn de abiertos encajados

U, CcU;,C...CU;
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Cuando busquemos las componentes irreducibles lo haremos recorriendo los abier-
tos U}' en ese orden.

Empezamos por el abierto U(’:L_l,l) de las leyes filiformes. Se describe el
abierto como la 6rbita de una familia de leyes con cierto nimero de constantes de
estructura indeterminadas y con ciertas restricciones entre ellas. Esta familia se
divide en subfamilias que permitan un tratamiento razonable y se descartan las
que pertenezcan a la adherencia de Zariski de las 6rbitas de otras. Las adherencias
de Zariski de las 6rbitas de las familias proporcionan las componentes irreducibles
buscadas, de entre las que habrd que determinar las que sean distintas.

Supuesto que se han determinado las componentes cortando los abiertos
Ug,...,U%_,, se pasa a la sucesién caracteristica siguiente s; (inmediatamente
inferior) y se determinan las posibles familias de leyes cortando el abierto Uyj;.
Para cada una de las familias halladas se estudia si pueden perturbarse en alguna
de las encontradas en las familias halladas anteriormente. Si una de aquéllas
se perturba en otra, entonces estd en la adherencia de la érbita de esa otra, y
por tanto en una de las componentes previamente determinadas. Si una de las
familias no puede perturbarse en ninguna de las anteriores, entonces la adherencia
de su orbita determina una nueva componente.

Debe notarse la importancia del resultado mencionado al principio, que es
fundamental para garantizar la validez de este proceso. Esto pone ademas de
manifiesto lo adecuado del uso de la sucesién caracteristica como invariante cuyo
comportamiento ante las perturbaciones es controlable, contrariamente a lo que
ocurre con otros invariantes cldsicos (grupos de cohomologia, sistemas de pesos,
etc.)

Por otra parte veremos que, al contrario que las deformaciones, las perturba-
ciones permiten un tratamiento informatico que proporciona resultados efectivos.

1.6 Dimensiones de las componentes
irreducibles de N8

El problema de determinar la dimensién de una variedad algebraica cuando viene
dada por sus ecuaciones implicitas no es en absoluto trivial. Existen distintas
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aproximaciones al problema, cohomoldgicas, combinatorias, etc. Afortunada-
mente, en nuestro caso contamos con la ventaja de no estar en una situacién
tan general, sino que nuestras componentes vienen dadas como la adherencia de
Zariski de las 6rbitas de unas determinadas familias de leyes. El problema en
este caso estd perfectamente resuelto [18,14,15]: la dimensién de la clausura de la
érbita es igual a la dimensién del espacio B? de los 2-cobordes de la cohomologia
de Chevalley, mds el nimero de pardmetros independientes en la familia.

El cdlculo de la dimensién de B? se realiza mediante un programa de or-
denador preparado por Goze y Maklouf [14,15]. Asi pues, el problema queda
reducido a la determinacién del minimo nimero de pardmetros en la familia de
leyes que da la érbita. Esto se resuelve por una computacién simple (aunque
a veces terriblemente larga) gracias a la naturaleza lineal de la estructura de
dlgebra de Lie: se plantean los posibles cambios de base que transforman leyes de
la familia en otras leyes de la misma familia. Si la ley de la familia es isomorfa a
otra ley con menos parametros, debe serlo mediante uno de esos cambios de base.
Esto da lugar a un estudio detallado de los célculos del ordenador: el hecho de
transformar la familia en s{ misma impone restricciones a los posibles cambios de
base, de modo que el problema se reduce al fin al estudio de las posibles elecciones
de los coeficientes del cambio de base tales que eliminen algunas de las constan-
tes de estructura. Este cdlculo es perfectamente abordable con un tratamiento
informdtico (léanse los comentarios sobre los cambios de base en el capitulo 2,
especialmente en la pigina 34).

De este modo el cilculo de las dimensiones de las componentes irreducibles
se reduce a una simple computacién.



Capitulo 2

Tratamiento informatico
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El proceso descrito de obtencién de las componentes pasa por la obtencién de las
restricciones sobre las constantes de estructura para garantizar que se trata de
una ley de dlgebra de Lie nilpotente. Por otra parte, el estudio de las dimensio-
nes de las componentes obtenidas, asi como otros cilculos necesarios requieren
la utilizacién de cambios de base y otras transformaciones que si bien son con-
ceptualmente sencillos, en la prictica por su complejidad resultan irrealizables
manualmente. Para facilitar la obtencién de las familias y su posterior estudio se
ha realizado una coleccién de programas; expondremos en el presente capitulo el
modo en que se realiza este tratamiento informatico.

2.1 Matematicas e Informatica

Es quizd el momento de dejar claro que el desarrollo informético que se expone en
este capitulo no es una calculadora de componentes irreducibles, sino un (limitado)
asistente matemadtico que colabora haciendo por nosotros los calculos que quiza
no seriamos capaces de realizar manualmente.

M4ds aiin insistimos en un hecho que hemos tenido ocasién de comprobar
reiteradamente:

El ordenador no hace las Matemdticas.

En efecto, nos atrevemos a afirmar que sin la comprensién de las ideas ma-
temadticas subyacentes a los cdlculos, éstos no habrian llegado a ninguna parte. De
hecho, argumentos geométricos y algebraicos permiten simplificaciones que hacen
posibles las operaciones siguientes. Como sea que estos argumentos se aplican
cuando interpretamos los resultados de cdlculos previos, concluimos que

Es la cooperacion interactiva entre la mente del matemdtico y la
capacidad de cdlculo del ordenador lo que hace posible que se obtengan
resultados.
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2.2 Sobre la implementacién

La programacion se ha hecho para el sistema de cdlculo formal denominado Mat-
hematica. Antes de elegir Mathematica como sistema sobre el que hacer estos
desarrollos se consideraron distintas posibilidades:

1. Una opcidn era trabajar en un lenguaje de mas bajo nivel. Esto tendria la
considerable ventaja de la velocidad de ejecucién y sus pocas exigencias de
equipos potentes para su ejecucién. La experiencia del autor en el desarrollo
de software cientifico en C y C++ (Paquetes de calculo formal, Bases de
Grobner, etc.) hacian que esta opcién fuese tenida en cuenta en la eleccién.

2. Otra posibilidad era trabajar en un lenguaje de mas alto nivel, por ejem-
plo se pens6 seriamente hacerlo en LISP (eleccién aconsejada por el buen
conocimiento y la experiencia en desarrollos en ese lenguaje). No obstante
no se encontré ninguna ventaja del LISP respecto a las opciones siguientes,
por lo que fué descartado.

3. La opcién restante era utilizar un sistema de cdlculo formal especializado
en Matematicas. Pronto parecié ésta la mejor opcién por la mayor expre-
sividad de los lenguajes de programacién que estos sistemas incorporan y
principalmente por la posibilidad de reutilizar software altamente contras-
tado y que se beneficia de la experiencia de otros matematicos. Se barajaron
distintos sistemas REDUCE (una primera versién de los programas se llegé
a utilizar), se consider6 hacerlo con MAPLE y por iltimo se eligié Mat-
hematica como el mis adecuado para las necesidades del programa que se
pretendia.

Entre las ventajas del programa realizado para Mathematica podemos
mencionar:

Interactividad: el sistema debe ser imaginado como una calculadora que sabe
de dlgebras de Lie nilpotentes, mis que como un programa ciego que lee los
datos e imprime los resultados. Como veremos esta interaccién humana en
el desarrollo de los cdlculos resultard indispensable para poder completar
algunos de ellos.
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Portabilidad: Mathematica, asi como el software que se desarrolle con él,
se ejecuta sin cambios en muchas plataformas informaticas distintas. No-
sotros hemos hecho la mayor parte del trabajo en un ordenador personal
con microprocesador 80386/87 a 33 MHz, 8Mb de RAM y disco duro de
200Mb. Por otra parte tenemos acceso a sistemas Mathematica instala-
dos en VAX/VMS, VAX/UNIX, CONVEX y estaciones de trabajo SUN.
Evidentemente la mayor capacidad de estos sistemas daria una solucion
mas rapida de los cdlculos planteados y permitiria abordar otros mas com-
plicados. En nuestro caso hemos preferido un ordenador personal por tener
Mathematica un mejor interface de usuario que lo hacia mds amistoso
que en los sistemas mayores.

Expresividad: El lenguaje mixto procedural/de reglas/funcional de Mathe-
matica hacen que su c6digo sea muy expresivo y legible, lo que disminuye
el riesgo de errores de programacion.

Podemos separar las funciones del programa en tres grandes grupos, segin
la tarea que realizan:

e cilculo
e manipulacion de resultados

e escritura

2.3 Funciones de cdlculo

- Entre las funciones de cdlculo en el programa distinguiremos las principales, des-
tinadas a ser llamadas por el usuario, y las auxiliares, privadas para uso de las
funciones principales. Es de notar que la mayor parte de las veces es en las funcio-
nes auxiliares donde reside la complejidad del programa desde el punto de vista
informdtico. Aqui solo describiremos las principales, agrupandolas segiin la tarea
que realizan. No entraremos a exponer los detalles técnicos de su implementacion,
por considerarlos de menor interés que sus aspectos matematicos.
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2.3.1 Condiciones de Jacobi

Las condiciones de Jacobi se traducen de forma natural al programa utilizando
la muy eficiente multiplicacién de matrices: asi la condicién

WX, u(Y,2)) + p(Z, (X, Y)) + p(Y, 4(Z2, X)) = 0
queda
ad(X)-ad(Y)-Z +ad(Z2)-ad(X)-Y +ad(Y)-ad(Z2)- X =0

lo que se escribe en Mathematica como:

Jacobili_, j., k.] :=
Module[{1lrel},
lrel = Expand[Adj[i] . Adj(j] . vb[k] +
Adj[j] . Adj[x] . vb[i] +
Adj[k] . Adj[i] . vb[jl] /. Rel
1rel = Union[Select[lrel, !NumberQ[#]&]];
Return[Map [#==0&, 1lrell];

Imponiendo la funcién Jacobi[] a todas las ternas de vectores de la base
(X, X;,Xg) con 1 €4 < j < k < n se obtiene una lista de relaciones entre las
constantes de estructura, que son las condiciones necesarias y suficientes para que
se trate de un Algebra de Lie.

2.3.2 Condiciones de nilpotencia

La nilpotencia se impone a través del teorema de Engel, obligando a que el po-
linomio caracteristico de la adjunta de cada vector de la base tenga como tnica

raiz el cero:
|A- I, — ad(X;)] = A" Vi|]l>i>n

El cédigo correspondiente es:
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Nilpotenciali_] :=
Module[{pol, 1lrel, laux, x},
pol = Det[x IdentityMatrix[8] - Adj[il];
lrel = ReplaceAll[Expand[CoefficientList[pol, x]], Rell;
lrel = Select[lrel, Function[!NumberQ[#]1];
lrel = Union[lrel];
Returnflrell;

Debe observarse que la nilpotencia del dlgebra se reduce a la nilpotencia de
los operadores adjuntos de todos los vectores (T. de Engel), y que a su vez ésta
se reduce a la nilpotencia de los operadores adjuntos de los vectores de la base.

2.3.3 Condiciones de la sucesiéon caracteristica

La determinacién de las componentes irreducibles se hace realmente mediante la
consideracién de una sucesién de abiertos encajados: para cada sucesion caracte-
ristica s se considera el abierto (ver 1.5)

Uy ={neN"|s(p) 2 s}

y se estudian las posibles sucesiones en orden descendente, buscando cada vez en
abiertos U mds grandes y con cuidado de no repetir componentes encontradas
a partir de los anteriores.

Cuando se impone que una determinada familia de leyes de dlgebra de Lie
esté en uno de esos abiertos, se obtienen nuevas restricciones sobre las constantes
de estructura. En general s6lo se exigen condiciones necesarias; de hecho se hacen
dos tipos de razonamientos:

1. Los derivados de las condiciones de rango de las adjuntas de los vectores
que no estdn en la derivada, obtenidos en 1.2.1.

2. Consideraciones directas sobre la forma canénica de Jordan de ciertos ope-
radores adjuntos.

El primer grupo de condiciones se hace mediante la consideracién de familias
de vectores que no estin en el dlgebra derivada y dependen de pardmetros, por
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ejemplo, vectores de la forma aX; + 8 X3 con a # 0. Los rangos de las potencias
de la matriz del operador adjunto de cualquiera de esos vectores estd limitado por
ciertos valores impuestos por la sucesién caracteristica (los hallados en 1.2.1). La
imposicién de estas limitaciones da condiciones sobre las constantes de estructura
y los pardmetros. Estas igualdades son polinomios en los pardmetros (a y 8 en
nuestro ejemplo) igualados a cero, polinomios cuyos coeficientes deben ser todos
nulos. Esto da una serie de condiciones necesarias.

Ademis de varias auxiliares, las funciones principales que se encargan de
imponer estas condiciones son:

RSet : Impone la condicién de que el rango no supere los R; (notacion de 1.2.1).
Es una funcién recursiva que reduce la matriz por transformaciones elemen-
tales todo lo que puede, y que acude al cdlculo directo de menores cuando

. no le queda mas remedio.

SetSC : Recibe una matriz e impone RSet a sus sucesivas potencias. Se le pasa el
nombre de los pardmetros utilizados y retorna la lista de restricciones sobre
las constantes de estructura.

A continuacién damos el c6digo de una de las versiones de SetSC (ndtese que
una misma funcién admite en Mathematica mas de una definicién simultanea,
fenémeno llamado polimorfismo en programacién orientada a objeto)

SetSC[A_List, vari_] :=
Module[{k, r, s, j, sol={}},
r = SRMax([SCar];
For[k = 1, k <= Length[r], k++,
s = RSet[MatrixPower[A, x], r[[k]], varil;
sol = Union[sol, s];
1
RelSC = sol;
Return[RelSC];

El segundo modo de obtener condiciones derivadas de la sucesién caracte-
ristica utiliza argumentos directos sobre ésta. Habitualmente se busca un vector
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adecuado Y y se construye una cadena de vectores
Yipr = p(Yo,Yr) (:120)

La sucesién caracteristica impide que cadenas como ésta puedan superar cierta
longitud, lo que nos obliga a que sean cero los vectores Y; a partir de un cierto
¢ > k. De aqui se obtienen nuevas condiciones. Con Mathematica es ficil hacer
estos calculos interactivamente, pudiéndose hacer distintos intentos a partir de
vectores Y escogidos. Un ejemplo de sesién interactiva podria ser, a partir de un
Y y un k adecuados:

Calculamos la sucesién de los Y;:

Y[0l=Y;
For(i=1, i<k, i++, Y[i+1]=mu[Y[0],Y[il1];

Elegida una base, por ejemplo z, pedimos que nos de una lista con las coordenadas
de Y} respecto a esa base igualadas a cero (la funcién Coordenada la hemos
desarrollado expresamente para esta tarea):

1RCoord = {};
For[j=1, j<=8, j++,
1RCoord=Append [1RCoord,
Coordenadalj, Y[k], x] == 0
]
1

A continuacion se puede examinar la lista 1RCoord obtenida, pedir que la sim-
plifique mediante bases de Grébner, o cualquier otra manipulacién que resulte
conveniente. Por ejemplo, en un caso concreto, pidiéndole el cuarto elemento
obtuvimos la respuesta:

d4]==

lo que nos dice que la constante de estructura que hemos llamado d4 debe ser
nula para que la familia de leyes de 4lgebra de Lie que estdbamos considerando
sea de la sucesién caracteristica impuesta.
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Haremos una observacién importante sobre este iltimo ejemplo. Si en el
caso alli presentado, ni las condiciones de Jacobi ni las de nilpotencia exigian
que d4 fuese cero (situacién normal, ya que de otro modo hubiéramos hecho d4
igual a cero y la condicién no hubiera aparecido en 1RCoord), entonces el valor
nulo o no de d4 puede hacer cambiar la familia de sucesion caracteristica y es por
tanto un indicio de como perturbar la ley en otra sucesion caracteristica mayor.
Por razones como ésta no se aplican habitualmente las condiciones de sucesién
caracteristica en etapas tempranas del estudio de la ley.

2.3.4 Cambios de base

En varias ocasiones ha sido necesario obtener la expresién de la ley del 4lgebra
en una base diferente de la considerada, fundamentalmente en dos situaciones:

1. Para simplificar la expresién de la ley permitiendo la anulacién de ciertas
constantes de estructura.

2. Para calcular las dimensiones de las componentes irreducibles halladas.

Para el primero de los casos no hubiera sido imprescindible un tratamiento
informdtico, ya que habitualmente se hacen cambios relativamente simples (aun-
que a veces muy dificiles de encontrar sin ayuda del ordenador). No ocurre lo
mismo con el segundo. Cuando abordamos el estudio de las dimensiones de las
componentes como se explica en 1.6, vemos que los cambios de base generales que
hay que estudiar requieren cdlculos casi inhumanos, imposibles sin un tratamiento
informdtico (al menos en esta dimensién).

La funcién que realiza el cambio de base se llama CambiaBase. Recibe como
argumentos los nombres de las dos bases y una lista de ecuaciones que ligan los
vectores de ambas. Esta lista no tiene que ser completa, ya que para hacer su uso
mds cémodo, hemos programado que suponga que todos los vectores de la nueva
base que, no aparecen ligados a la antigua en las ecuaciones es que permanecen
iguales a sus los vectores correspondientes en la base anterior.

CambiaBase calcula los productos p de los vectores de la nueva base respecto
a la nueva base y construye las ecuaciones del cambio de base.
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Por ejemplo, si se pide:

CambiaBase[{Y[2] == X[2] + a X[1],
Y[6] == X[3] - x[6]}, X, YI;

El programa entenderd que se trata de cambiar de la base X a la base Y y
entendera que la nueva base viene dada por:

Yi=X;

Y = X3 +aX,
I,3=X3y},4'=X47)/5=‘X5
Yo = X3 - X6

Y7 =X7,Ys=Xg

y calculard las ecuaciones de los cambios de base de Y a X y de X a Y, asi como
las coordenadas de los productos u(Y;,Y;) respecto a la base (Y3,...,Ys).
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2.4 Manipulacién de resultados

En el programa hay un grupo de funciones destinadas a realizar distintas transfor-
maciones con las listas de relaciones. Las mds elementales se limitan a convertir
de un objeto a otro: relacién a lista, relacién a ecuacién, relacién a expresién, etc.
Otras sirven para facilitar el acceso a partes de las expresiones, como las funcio-
nes que extraen el numerador y el denominador, entre otras, las que calculan las
coordenadas de un vector respecto a una determinada base, etc.

Las mas interesantes son las que realizan transformaciones basadas en bases
de Grébner, que describimos a continuacién.

2.4.1 Uso de las bases de Grobner

El sistema Mathematica viene con una eficiente implementacién del algoritmo
de célculo de bases de Grobner (véase 1.4), que has sido cruciales en la manipu-
lacién de las condiciones obtenidas.

Mathematica contempla tres tipos de objetos relacionados con las bases
de Grébner:

Bases de Grobner : bases de un ideal de un médulo de polinomios, como se
estudiaron en 1.4.

Reglas algebraicas : listas de reglas de sustitucién, que pueden ser utilizadas
para realizar simplificaciones en expresiones de una forma increiblemente
eficiente.

Listas de soluciones : listas de listas de sustituciones obtenidas como solucién
de un sistema de ecuaciones polinémicas.

Estos tres tipos de objetos han sido utilizados intensivamente en el trabajo,
principalmente a través de las funciones del programa llamadas Simp, LE2AR y
Resuelve cuyo cédigo puede consultarse en la seccién 2.6.
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2.5 Funciones de escritura

Aunque pudieran parecer secundarias, las funciones de presentacién e impresion
de los resultados son un aspecto fundamental del programa. De hecho, algunas
de las relaciones obtenidas eran tan complicadas que sin una presentacion que
pusiera de manifiesto su estructura matemadtica, dificilmente habrian podido ser
interpretadas.

No vamos a entrar aqui en aspectos técnicos, ya que en cierto modo es-
tas funciones son complicadas, sino que mencionaremos algunas caracteristicas
basicas.

2.5.1 Salida TgX

Se ha hecho uso intensivo de las capacidades de Mathematica para traducir
a TEX (el procesador con el que esti escrito el presente trabajo) las expresio-
nes matemdticas. Programando adecuadamente estas capacidades se obtienen
papeles en sucio con los resultados intermedios, con una calidad que permite su
comprension. V

Las funciones basicas de impresiéon en TEX son:

OpenTeX: abre el fichero TEX, escribe una cabecera descriptiva adecuada, es-
cribe la ley del dlgebra y eventualmente también las adjuntas de los vectores
de la base.

CloseTeX: concluye y cierra convenientemente el fichero.
MatrizTeX: escribe en un formato legible una matriz.

LisTeX: escribe los elementos de una lista usando varios formatos alternativos,
que se determinan por los argumentos de la funcion.

AdjTeX: escribe las adjuntas de los vectores de la base por defecto.

SolTeX: Muestra las soluciones de una lista de ecuaciones polinémicas.
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2.5.2 Otras funciones de escritura

No ha sido necesario programar muchas funciones de escritura, ya que Mathe-
matica incorpora muchas opciones que cubren las principales necesidades. Sin
embargo en algunos casos se han preparado algunas que facilitan la interpretacién
de los resultados. Citaremos como muestra algunos de los aspectos de la funcién
mu (debe notarse que esta funcién es a la vez de cdlculo y de presentacién de los
resultados):

mu[x]: llamada con un argumento supone que éste es el nombre genérico de
los vectores de una base y entonces escribe la ley del dlgebra expresada en
esa base.

mu[x,y]: llamada con una lista de dos elementos como argumento, supone
que los elemntos son los nombres genérico de los vectores de dos bases y
entonces escribe la ley del dlgebra en las dos bases, agrupando los productos
correspondientes. De este modo se facilita la comparacién de la ley en bases
diferentes.

2.6 El programa completo

Damos a continuacién un listado completo del programa, tal como se ha utilizado.
Debe observarse que ha sido conveniente omitir acentos y otras puntuaciones, para
evitar ciertos comportamientos extraiios por parte de Mathematica, probable-
mente debidos a que se ha usado una versién poco elaborada del paquete.

ALN::usage = "aln es un paquete de calculo en algebras de Lie.
Se diferencian los procesos de calculo y de impresion de los
resultados.

Primero se obtienen, a partir de las condiciones, unas listas
de polinomios en las constantes de estructura y se las
manipula; luego se escribe un fichero TeX con los resultados
obtenidos.
Funciones de obtencion de relaciones basicas:

mu, Adj, SetJac, SetNil, SetSC.
Funciones de manipulacion de las relaciones:

Rel2List, Rel2Ec, Rel2Expr, Numerador, Simp,
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LE2AR, Resuelve.
Listas construidas:

Rel, RelJac, RelNil, RelSC.
Funciones de escritura:

OpenTeX, CloseTeX, MatrizTeX, LisTeX, AdjTeX, SolTeX.
"

Ejecutar 7nombre para mas ayuda ...

(* VARIABLES GLOBALES *)

RelJac::usage = "Lista con las condiciones obtenidas con los Jacobi."

RelNil::usage = "Lista con las condiciones obtenidas con las
nilpotencias."

RelSC::usage = "Lista con las condiciones obtenidas con la sucesion

caracteristica."

SucCar: :usage = “Cadena de caracteres con la sucesion caracteristica.
Debe asignarse en el fichero de la etapa"

Etapa::usage = "Cadena de caracteres con la etapa actual.
Debe asignarse en el fichero de la etapa"

Rel::usage = "Lista de relaciones de esa etapa.
Debe asignarse en el fichero de la etapa"

RelTeX::usage = "Lista de lineas de texto explicando las relaciones
y otros datos de la etapa.
Debe asignarse en el fichero de la etapa'

Base::usage = "Base por defecto."

MAXPOL: :usage = "constante numerica que determina el numero maximo
de monomios para que se imprima una expresion."

(* FUNCIONES DE CALCULO #)

mu::usage = “mu[X,Y] es la ley del algebra.
mu[base] escribe la ley del algebra en la base dada.
mu[{basei, base2}] escribe juntos los correspondientes

productos en las dos bases dadas."

Adj::usage = "Adj[Y] (re)calcula la adjunta del vector Y.
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Adj[n] es la adjunta calculada del vector n de la base
por defecto."

SetJac::usage = "SetJac obtiene todas las condiciones de Jacobi
en la base por defecto."

SetNil::usage = "SetNil obtiene todas las condiciones de
nilpotencia de las adjuntas de los vectores de la base
por defecto."

SetSC::usage = "SetSC[A_List, k_Integer, vari_]
retorna una lista de expresiones que deben ser nulas para que
el rango de A"k no supere el permitido por la sucesion
caracteristica.
SetSC[A_List, vari_] lo hace para todos los rangos.
En las dos, vari es el nombre de una variable de la que depende
la matriz A."

RSet::usage = "RSet{A_List, r_Integer, vari_]
retorna una lista de expresiones que deben ser nulas para que el
rango de A no supere r.
vari es el nombre de una variable de la que depende la matriz A."

(* FUNCIONES DE MANIPULACION DE LAS CONDICIONES #)

Rel2List: :usage = "Rel2List[izq_ -> der_] convierte la relacion
izq -> der en una lista {izq, der}."

Rel2Ec::usage = “Rel2Ec[izq_ -> der_] convierte la relacion
izq -> der en una ecuacion izq == der."

Rel2Expr::usage = "Rel2Expr[izq_ -> der_] convierte la relacion
izq -> der en una expresion izq - der."

Simp::usage = "Simp[le List, lr_List] reduce una lista de
expresiones le segun una lista de relaciones lr usando para
ello Bases de Groebner.

Simplexpr_, lr_List] simplifica solo la expresion dada.
Simp[le_List] obtiene una base de Groebner a partir de la
lista de expresiones lrel."

Numerador: :usage = "Numerador[expr_] reduce a comun denominador
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la expresion dada y retorna el nuevo numerador."

Resuelve::usage = "Resuelve[lexpr_List] usa bases de Groebner para
reducir todas las expresiones de la lista lrexpr y las resuelve.”

LE2AR: :usage = "LE2AR[le_List] Retorna una lista de AlgebraicRules
a partir de la lista de expresiones que se le da."

CambiaBase::usage = "CambiaBase[cb_List, basex_:x, basey_:y] hace un
cambio de base. cb debe ser una lista de la forma
{basey[]l==basex[], ...} donde pueden omitirse los que no cambian.
Asigna valores permanentes a mu[basey[i], basey[jl]
en funcion de los vectores de la base basey y a dos listas de
relaciones basey[basex] y basex[basey], cada una con las
expresiones de una base respecto a la otra."

(* FUNCIONES DE ESCRITURA *)

LisTeX::usage = "LisTeX[lista_List, HeaderSeccion_, nameltem_,
igualcero_: True]
escribe la lista dada en el fichero TeX."

CloseTeX: :usage = "CloseTeX cierra el fichero TeX."

MatrizTeX::usage = "MatrizTeX[A_List, name_] escribe en el fichero
TeX la matriz A dada."

OpenTeX::usage = "OpenTeX abre y pone los primeros datos de la
etapa en el fichero TeX."

AdjTeX::usage = "AdjTeX escribe las adjuntas en el fichero TeX"

SolTeX::usage = "SolTeX[lsol_List] escribe en el fichero TeX las
soluciones de la lista lsol."

MAXPOL = 25
vb[i_] := IdentityMatrix[8]{[i]] (# base canonica *)
Base = x (* base por defecto *)

fileTeX := StringJoin[SucCar, "E", Etapa, ".TEX"]
(* nombre del fichero de salida *)
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(* SCar construye la lista de la sucesion caracteristica *)
SCar :=
Module[{s},
8 = Map[Function[ToCharacterCode[#][[1]]~
ToCharacterCode["0"]1[[1]11],
Characters[SucCar]];
While[Apply[Plus, s] < 8, s = Append[s, 11];
Return[s]
]

Format[a[i_]]
Format[b[i_]]
Format{c[i_1]
Format[d[i_]]
Format[e[i_]]
Format [£[i_]]
Format [gl[i_]]

:=Subscripted[afil]
:=Subscripted [b[il]
:=Subscripted[c[i]]
:=Subscripted[d[i]]
:=Subscriptedfe[i]]
:=Subscripted[£[i]]
:=Subscripted[glil]

Format[h[i_]]:=Subscriptedhli]]
Format(afi_],
Format[b[i_],
Format{c[i_],
Format[d[i_],
Format[e[i ],
Format[f[i_],
Format[gli_],
Format[h[i_ ],

TeXForm] :
TeXForm] :
TeXForm] :
TeXForm] :
TeXForm] :
TeXForm] :
TeXForm] :
TeXForm] :

Subscriptedlali]]
Subscripted[b[i]]
Subscripted[c[il]
Subscripted[d[il]
Subscriptedle[i]l]
Subscripted[£[i]]
Subscripted[glil]
Subscripted[h[i]]

Format[x[i_J,
Format [x[i_]]

TeXForm] := Subscripted[x[i]]
1= Subscripted[x[i]]

Format[y[i_],
Format [y[i_]]

TeXForm] := Subscripted[y[il]
:= Subscripted[y[i]]

Format[z[i_], TeXForm] := Subscripted[z[il]
Format[z[i_]] := Subscripted[z[i]]

(* reglas para la ley del algebra #*)

mu[0, x_] := O;

mulx_, 0] := 0;

mulx_, x] :=0

mulx_, y_ ] := Simplify[-muly, x]J] /; OrderedQ{{y,x}]
mulx_+y_, z_] := Simplify[mulx, z] + muly, z]]
mufz_, x_+y_] := Simplify[mulz, x] + mulz, y]]

[ ]
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a mulx,y]
a mulx,y]

mula_ x_, y1
mulx_, a_y] :

mufb_:x] :=
Module[{i, j},
Forl[i =1, i <= 7, i++,
For[j =i+ 1, j <= 8, j++,
mulblil, b[j]] = Simplify[mulb[i]l, b[j11];
If[!NumberQmulbli], b[j1]1],
Print["[", ®[il, *, *, b(;]1, "1 =",
mulblil,b[j11111];

1;

mu[{x_, y_}] :=
Module[{i, j},
1x = Tablel[x[il, {i, 1, 8}];
ly = Tablely[il, {i, t, 8}];
For[i =1, i <= 7, i++,
For[j = 1 + 1, j <= 8, j++,
It[!'NumberQ[mulx[i], x[j11] 1|
‘NumberQmuly[il), y[jll],

Print[*[, x[il, ", *, x[j], "1 = ",
mulx[il, x(3j31];

Print["[", y(il, ", ", y[j1, "] ,
muly(il, y[j1]];

]
1;
Print["-"""""-"-7oommeossscossssscessemasse. *1;
1;

mufu_, v_, b_] :=
Module[{cu, cv, i, j},
cu = Coordenadas[u, b];
cv = Coordenadas(v, b];
Sumlcul[ill*cv[[j1]*wub[i],b(1], {i,1,8}, {j,1,8}]

(* Adj obtiene la adjunta de un vector a parxir de la ley *)
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Adjli_Integer, b_:Base] := Adj[i]l = Adj[b[il, bl
Adj[v_, b_:Base] :=
Module[{adjv, fila, columna},
adjv = Table[0, {fila, 1, 8}, {columna, 1, 8}];
For{fila = 1, fila <= 8, fila++,
For[columna = 1, columna <z 8, columna++,
adjvi{fila, columnal] =
Simplify[
ReplaceAll[Coefticient[
Expand[mulv, blcolumnalll,
blfilal
1, Rell

1;
1;
Return[adjv];
]

(* OpenTeX abre y pone los datos de la etapa en el fichero TeX *)
OpenTeX :=
Module[{},
sc = SCar;
FileName = fileTeX;
OpenWrite[FileName, {FormatType->TeXForm, PageWidth->266}];
CabeceraTeX;
LeyTeX;
If(Etapa == "1" || ADJUNTAS, AdjTeX];
relacionesTeX;

(* CloseTeX cierra el fichero TeX *)
CloseTeX :=
Module[{},
Write[FileName, "\\end{document}"];
Close[FileName]

(* CabeceraTeX escribe la cabecera del fichero TeX #)
CabeceraTeX :=
Module[{fecha, tetap, netap},
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Write[FileName, "\\documentstyle[12pt]{aln}"];
Write[FileName, “\\markright{Sucesion
Caracteristica ("];
For[i = 1, i < Lengthlsc], i++,
Vrite[FileName, sc[[il], ","1];
If[StringTake[Etapa, {1}] == "F", tetap
netap = StringDrop[Etapa, 1]];
If[StringTake[Etapa, {1}] == "E", tetap = "E";
‘netap = StringDrop(Etapa, 11];
If[StringTake[Etapa, {1}] != "F" &&
StringTake[Etapa, {1}] != "E", tetap
netap = Etapal;

"F" ;

" E" ;

Write[FileName, sc[[-1]1], ")\\hfill ", tetap, netap ,
*\\ --\\ \\today\\ --\\ Pagina }"];

Write[FileName, "\\pagestyle{cab}"];

Write[FileName, "\\begin{document}\n
\\thispagestyle{plain}"];

Write[FileName, “\\begin{center}{\\Large\\bf\\sc
Sucesion Caracteristica ("];

For[i = 1, i < Length[sc], i++,
Write[FileName, sc{[i]], ","1];

Write[FileName, sc[[-111, ")}\\\\"1;

fecha = Date[];

Vrite[FileName, “{\\large\\sc Etapa ", Etapa, "\\\\
\\normalsize",
fechal[[3]11, /", fechal[211, “/",
fechal[1]], "}\n\\end{center}\n
\\vspace{5ex}\n"];

(* relacionesTeX escribe las relaciones en el fichero TeX %)
relacionesTeX :=
Module[{j},
If[Length{RelTeX] > O,
Write[FileKame, "\\seccion{relaciones}\n\n
\\begin{mathlist}"];
For[j = 1, j <= Length[RelTeX], j++,
Write[FileName, "\n\\rel *, RelTeX([[jl] 13;
Write[FileName, "\\end{mathlist}\n"];
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(* LeyTeX escribe la ley del algebra en el fichero TeX *)
LeyTeX :=
Module[{begin, muij},
Vrite[FileName, “\\seccion{Ley del \\’Algebra}\n\n"];
begin = False;
For(i =1, i <=7, i++,
For[j = it1, j <= 8, j++,
muij = mu[Base[i], Base[jl] /. Rel;
1£[!'NumberQ[muijl,
If[!begin, Write[FileName,
*\\begin{mathlist}"]];
begin = True;
Write[FileName,
*\n\\item[{$[", Base[il, ",",
Base[j], "]=$}] $", muij, "$"

1;
1;
1;
1;
If[begin, Write[FileName,
"\\end{mathlist}\\par
\\vspace{3ex}"]];

(*# AdjTeX escribe las adjuntas en el fichero TeX *)

AdjTeX :=
Module[{name},
Write[FileName, "\\seccion{Adjuntas}\n\n"];
For(i =1, i <= 8, i++,
name = StringForm["adj$(‘‘_‘‘)$", Base, il;
MatrizTeX[Adj[i], name];
1;
]

(* MatrizTeX escribe en el fichero TeX la matriz dada *)
MatrizTeX[A_List, name_] :=
Module[{},
Write[FileName, name, "$=\\left(
\\begin{array}{ccceccccc}"];
For[fil = 1, f£il <= 8, fil++,
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Write[FileName, A[[fil, 1]], *
Af[£i1, 211, *
Af(ri1, 311,
A[[£il, 413, ¢
A[[ti1, 613, *
A[[til, 611, "
AL[£i1, 711, "
A[[fil, 8]]

LN 2B 2N BN JE_J% 4
.2

1;
If[til < 8, Write[FileName, “\\\\"]];
1;
Write(FileName, "\\end{array}\\right)
$\\vspace{1cm}\n\n"]

(* SetJac obtiene todas las condiciones de Jacobi
en la base por defecto *)

SetJac :=
Module[{i, j, k, lrel, max=8},
1lrel = {};
Forli = 1, i <= max-2, i++,
For(j = i+1, j <= max-1, j++,
For[k = j+1, kX <= max, k++,
Module{{jac, lenlrel, antlenlrel},
jac = Jacobili, j, k1;
antlenlrel = Length[lrel];
1lrel = Unionflrel, jacl;
lenlrel = Length[lrel];
1;
1;
1
1;
RelJac = lrel;
Return([lrel];
]

(* Jacobi obtiene las condiciones de Jacobi en la base
por defecto con los tres vectores indicados *)
Jacobili_, j_, k.] :=
Module[{lrel, vall},
lrel = ReplaceAll[Expand[
Adjli] . A4dj(3] . vb([x] +
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Adjl(j] . Adjlk] . vb[i] +

Adjlk] . Adjl[i] . vb[j]

1, Rell;
1lrel = Select[lrel, Function[!NumberQ[#]11];
1lrel = Union[lrell;
Return[lrell;

[}

(* SetNil obtiene todas las condiciones de nilpotencia
de las adjuntas de los vectores de la base por defecto *)
SetNil :=
Module[{i, lrel, max=8},
1lrel = {};
For[i = 1, i <= max, i++,
Module[{cadj, lenlrel, antlenlrel},
cadj = Nilpotencialil;
antlenlrel = Length[lrell;
lrel = Union[lrel, cadjl;
lenlrel = Length{lrell;
1;
1;
RelNil = 1rel;
Return[irell;

(* Nilpotencia obtiene las condiciones de nilpotencia de la
adjunta del vector de la base por defecto dado *)
Nilpotenciali_] :=
Module[{pol, 1rel, laux, x},
pol = Det[x IdentityMatrix[8] - Adj[il];

lrel = ReplaceAll[Expand[CoefficientList[pol, x]1, Rell;
lrel = Select[lrel, Function[!NumberQ[#11];
lrel = Union[lrel];

Return(irel];

(* CambiaBase hace un cambio de base. cb debe ser una lista
de la forma { y[l==x[], ... } donde pueden omitirse los
que no cambian. Asigna valores permanentes a mul[y[il, y[jl]
en funcion de los vectores de la base y a dos listas de
relaciones y[x] y x[y], cada una con las expresiones de una
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base respecto a la otra. *)
CambiaBase[cb_List, x_:x, y_:y, le_:{}] :=
Nodule[{1x, 1y, i, j, ecb},
1x = Tablel(x[i}, {i, 1, 8}];
ly = Table[y[il, {i, 1, 8}];

If{Length[cb] < 8,
y[x] = First[Solve[ecb, 1yl];

(* completa la lista de relaciones *)
For[i = 1, i <= 8, i++,
Module[{temp},
temp = ReplaceAll(y[il, y[x]] ;
If[temp == y[i],
ecb = Union[{y[il==x[il}, ecbl]
]

1;

(* prepara las listas de los cb *)

ecb = Union[cb, le];
Print[“Calculando ", x, "[*, y, "1"];
x[y] = First[Solvelecb, 1x]];
Print["Calculando *, y, "“[", x, "1"];
y[x] = First[Solvelecb, 1yll;

(* genera y guarda los productos con la nueva base *)
For(i = 1, i <=7, i++,
For[j = i+1, j <= 8, j++,
Print[“Calculando [", y[il, *,", y(j1, "1"3;
muly[il, y[j1] =
(muly[il, y(31, x] /. y[x]) /. x[y];

SetRestr[bx_, by.] :=
Module[{lr = {}, coefx, coefy, i, j, k},
For[i = 1, i < 8, i++,
For[j = i+1, j <= 8, j++,
1r = Union(lr, SetRestr[bx, by, i, jl]
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]
1;
Return[lr];

SetRestrix_, y_, i_Integer, j_Integer, ecu_: True] :=
Module[{lr, coefx, coefy, k, n, d},
1r = {};
For[k = 1, k <= 8, k++,
coefx = Coordenadalk, mulx[il, x[j1], x];
It [NumberQ[lcoefx],
coefy = Coordenadalk, muly[il, y[jl1]1, yl;
1f[!'NumberQ[coetyl,
1r = Union[lr, {Numerador[coefy] -
coefx * Denominador[coefy]}]

]
1;
If[ecu, Map[#==0&, 1r], 1r]

Coordenadal[i_Integer, v_, b_] :=
Module[{rel},
rel = Table[b[jl->If[j==i, 1, 0], {j,1,8}];
Returnlv /. rell;

Coordenadas[v_, b_] := Table[Coordenadali, v, b], {i, 1, 8}]

(* LSS : lista de todos los posibles simbolos de Segre en
dimension 8 *)

Lss = { {7,1},
{6, 1, 1},

{5, 2, 1}, {5, 1, 1, 1},

{4, 3, 1}, {4, 2, 1, 1}, {4, 1, 1, 1, 1},

{3, 3, 1, 1}, {38, 2, 2, 1}, {3, 2, 1, 1, 1},
{3, 1,1, 1, 1, 1},

{2, 2,2, 1, 1}, {2, 2, 1, 1, 1, 1},

{2, 1,1, 1,1, 1, 1}, {1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1}
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};

(* SSMenorQ es el predicado de orden (<=) lexicografico

entre simbolos de Segre *)

SSMenorQ[a_List, b_List] :=
Module[{i, la, 1b},

la = Length[al;

1b = Length[b];

For[i = 1, i <= la &k i <= 1b &&
allil] == bl[il], i++];
If{i > 1a || 1 > 1b,

Return[True],
Return[a[[i]] < b[[il]

1;
]

(* SSSub obtiene la lista de los Simbolos de Segre menores
o iguales lexicograficamente que el dado *)
SSSub[ss_List] := Select[LSS, Function[s, SSMenorQls, ssll];

(* SS2SR convierte de Simbolos de Segre a sucesiones de rangos *)
Ss2sRss_List] :=
Module[{k, n, i, j, 1, r},
k = Max[ss];
For[i = 1, i <= k, i++, n([i] = Count[ss, il];
rfo] = 8;
For[i =1, i <= k, it++,
rli] = r(i-1] - sum[n{jl, {j. i, x}1];
Return[Table[r[h], {h, k}]]

(* SRSubSS obtiene la lista de las sucesiones de rangos
correspondientes a la lista de todos los simbolos de Segre

menores que el dado *)
SRSubSS([ss_List] := Map[SS2SR, SSSub{ss]]

(* SRElem obtiene el elemento n de la lista de rangos,
retornando 0 si n es mayor que el numero de elementos

de la lista *)
SRElem[sr_List, n_Integer] := If[n > Length[sr], 0, Part[sr, nll
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(* SRMaxLSR obtiene la lista de rangos maximos permitidos para
la adjunta de un vector que no este en la derivada, a partir
de la lista de rangos posibles:

r([n]] = maximo rango permitido para Adj[X]"n *)

SRMaxLSR[1sr_List] :=

Module[{i, k, r},
k = Apply[Max, Map[Length, 1srl];
For[i = 1, i <=k, i++,
r[il = Apply[Max, Map[Function[1,
SRElem[1, il], 1sx]];
1;
Return([Table[r[1], {1, k}1]
]

(* SRMax toma la sucesion caracteristica dada y retorna la
lista r de rangos maximos permitidos para la adjunta de un
vector que no este en la derivada:

r[[n]] = maximo rango permitido para Adj[X]~n *)

SRMax[sc_List] := SRMaxLSR{SRSubSS[sc]]

(* SetSC impone la condicion de que los rangos de las sucesivas
potencias de la matriz dada A no superen los permitidos por
la sucesion caracteristica *)

SetSC[A_List, k_Integer, vari_ ] :=

Module[{r, s},
r = SRMax[SCar];
If[k > Lengthlr] || k <= 0, Return[Falsel];
s = RSet[MatrixPower[A, k], r[[kx]], varil;
Return[s];

SetSC[A_List, vari_] :=
Modulel[{k, r, s, j, sol={}},
r = SRMax[SCar];
For[k = 1, k <= Length[r], k++,
RSet [MatrixPower[A, k], r[[kl], varil;

8 =

sol = Union[sol, s];
1;
RelSC = sol;

Return[RelSC];



2.6 El programa completo 53

(* TEF suma a la fila i de A la fila j multiplicada por K
y retorna la nueva matriz *)

TEF[A_List, i_Integer, j_Integer, K_] :=

Module[{B},
B = A;
BL[il] = BL[ill + K BL[j1];
Return[B];

]

(* TEFS hace ceros en la matriz A mediante TEF usando como
pivote el elemento de la fila fil y columna col *)
TEFS[A_List, il _Integer, col_Inxeger] 1=
Module[{B, i},
B = A;
For[i = 1, i <= Length[B], i++,
If[i !'= f£il, B = TEF[B, i,
£il, - BL[[i, co1]] / BL[fil, coll]]
]
1
Return[B];

(* RSet impone la condicion de que el rango de la matriz
dada A no supere r *)

RSet[A_List, r_Integer, vari_] :=
Module[{B, nf, nc, fil, col, sol},
It[r < 0, Return[{}1];
£il = col = {};

1f [A=={}, Return({}1];
{nf, nc} = Dimensions[A];

(* se queda con las filas y columnas con algun
elemento no nulo *)
Forli = 1, i <= nf, i++,
For[j = 1, j <= nc, j++,
If(‘NumberQ[AC[i, j111 11 ALCLi, jI11 t= O,
til = Union[fil, {i}];
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¢ol = Unionlcol, {j}]

1;
If{£il == {} || col == {}, Return({}]];
B = A[[fil, coll]);

(* elimina las filas y columnas en las que hay un
pivote numerico no nulo, disminuyendo el rango
en una unidad cada vez *)

{nf, nc} = Dimensions[B];

For[i = 1, i <= nf, i++,

For[j = 1, j <= nec, j++,
If (NumberQ[BL[i, j11] && BL[i, j1] != O,
til = Complement[Range(1, nfl, {i}];
col = Complement[Range[1, ncl, {j}];
B = TEFS[B, i, jl;
Return([RSet [B{[fil, coll]], r - 1, varill

1;

sol = ReplaceAll[Flatten(

CoefficientList[Minors[B, r + 1], varil], Rell ;
sol = ReplaceAll[Union[

Select[sol, Function[!NumberQ[#111], Rel] ;
Return[sol];

(* Combinaciones construye las combinaciones sin repeticion
de r elementos de la lista 1 *)
Combinaciones [m_Integer, n_Integer] :=
Combinaciones[Range[1, m], nl;
Combinaciones[1_List, n_Integer] :=
Module[{i, sol, 1g},
sol = {};
1g = Length[1];
If[n <= 0 || 1g < n, Return[soll];
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If[n == 1,
For[i = 1, i <= 1g, i++,
sol = Union[sol, {{1[[i]1}}]

1;
Return[sol];
1;
Forl[i =1, i <=1g - n + 1, i++,
Module[{el},
el = 1[[il];
sol = Union[sol,
Map[Function[Prepend[#, ell],
Combinaciones[Take[l, i - 1gl,
n - 1]]
1;
1;
].

Réturn[sol];

(* LisTeX escribe la lista dada en el fichero *)
LisTeX[lista_List, seccion_, item_, igualcero_: True] :=
Module[{j},
If[Length[1lista] > 0,
Write[FileName, "\\seccion{", seccion,
*}\n\n\\begin{mathlist}"];
For[j = 1, j <= Length[lista], j++,
Module({1g},
If(item == "",
Write[FileName, "\n\\item $"],
Write[FileName, "\n\\item[${\\rm *, item,
"} _{", j, "I, ":$18"]
1;
1g = Length[listal[[jl1];
If[1g > MAXPOL,
Write[FileName,
"\\; ($demasiado grande$\\;\\ldots\\;)$"],
Write[FileName,
listal[j]], If[igualcero, "=0$", "$"]1]

1;
1;
Write[FileName, "\\end{mathlist}\n"];
1;
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(* Rel2List convierte la relacion a -> b en una lista {a, b} *)
Rel2List[izq_ -> der_] := {izq, der}

(* Rel2Ec convierte la relacion a -> b en una ecuacion a == b *)
Rel2Ec[izq_ -> der_] := izq == der

(* Rel2Expr convierte la relacion a -> b en una expresion a - b *)
Rel2Exprlizq_ -> der_] := izq - der

(* Simp reduce una lista de expresiones le segun una lista de
relaciones 1lr usando para ello Bases de Groebner *)
Simp(le_List, 1lr_List] :=
Module[{1v, bg, sol},
If[1r == {}, Return[lel];

(* construye la lista de las variables involucradas *)
lv = Flatten[Variables[Map[Rel2List, 1r]1];

lv = Union[lv, Flatten[Variables[1ell];

1v = Reverse[lv];

(* convierte la lista de relaciones en una base de Groebmer *)
bg = AlgebraicRules[Map[Rel2Ec, 1r], 1v];

(* Simplifica *)
sol = Map[Function[ex, ReplaceAll[ex, bgll, lel;
sol = Union[Select[sol, Function[!NumberQ[#111];
Return[sol];

]

Simplexpr_, 1lr_List] :=
Module[{1lv, bg, sol},
If[1r == {}, Return[expr]];

(* construye la lista de las variables involucradas *)

lv = Flatten[Variables[Map[Rel2List, 1r]l];
lv = Union[lv, Flatten[Variables[expr]l];
1lv = Reverse[lv];

(* convierte la lista de relaciones en una base
de Groebner *)
bg = AlgebraicRules[Map[Rel2Ec, 1r], 1lvl;
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(* Simplifica *)
sol = ReplaceAll[expr, bgl;
Return([sol];

Simp[le_List] :=
Module[{lvar, BG},
lvar = Union[Flatten[Variables[lell];
BG = GroebnerBasis[le, lvar];
Return[BG]

Simplexpr_, AR.] :=
Module[{num, den},
If[AR == {}, Return[exprll;
{num, den} = NumDen[expr] /. AR;
Return{num / den];

LE2AR[1le_List] :=
Module[{lvar, AR},
lvar = Union[Flatten[Variables[lell];
AR = AlgebraicRules[Map[Function[x, x==0], lel, lvar];
Return[AR]

(* Resuelve usa bases de Groebner para reducir todas las
expresiones de la lista lexpr y las resuelve *)

Resuelve[lexpr_List] :=

Module[{BG, lvar, lecs},

lvar = Union[Flatten[Variables[lexpr]l];
BG = GroebnerBasis[lexpr, lvarl;
lecs = Map[Function[x, x == 0], BG];
Return[Solve[lecs, lvarll;

SolTeX[1lsol_List] :=
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Module[{i},
For[i = 1, i <= Length[lsol], i++,
LisTeX[1sol[[i]l], StringForm["Solucion ‘", il,
“»  Falsel
]

Numerador [expr_] :=
Module[{eexpr},
eexpr = Together[expr];
Return[Numerator[eexprl];

Denominador{expr_] :=
Module[{eexpr},
eexpr = Together[expr];
Return[Denominator{eexprl];

NumDen[f_] :=
Module[{TExpr},
TExpr = Together[f];
Return[{Numerator [TExpr], Denominator [TExpr]}]



Capitulo 3

Determinacion de las
componentes
irreducibles de N%
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Desde los primeros estudios en los afios 60 sobre la estructura de la variedad N*, se
planted la determinacion de sus componentes irreducibles. Pronto se obtuvieron
para dimensiones bajas, pero las dificultades aumentaban exponencialmente con
la dimensién (ver 1.1).

En este capitulo utilizaremos los resultados de los anteriores y la metodo-
logfa expuesta para determinar las componentes irreducibles de la variedad N8.

En las siguientes secciones estudiaremos la sucesién de abiertos
8 8 8 8
Uy C Ugany C U2y € 0 C Uganiiany

y siguiendo lo descrito en 1.5, obtendremos sucesivamente las componentes irre-
ducibles Cy, Cq, ...

3.1 Sobre las exposiciones siguientes

Tanto en la exposicion de los resultados como en el desarrollo de las demostracio-
nes, tendremos necesidad de escribir detalladamente distintas leyes de N8, Para
abreviar esta escritura haremos el siguiente convenio:

Cuando escribamos la ley u respecto a una base (Xy,...,X,) omi-
tiremos los productos u(X;, X;) que sean nulos.

Para describir las perturbaciones seguiremos las notaciones de M. Goze en
[12] (ver 0.3). A menudo daremos una perturbacién de una ley p como u + €,
donde ¢ es una aplicacion bilineal alternada

p:C"xC* — C"
y € ~ 0 (ver 0.3).

Al dar la aplicacidn ¢ seguiremos también un convenio analogo al anterior,
no escribiendo los ¢(X;, X;) que sean nulos.

También por brevedad, si ¢ es una constante de estructura, usaremos ex-
presiones ‘perturbando ¢’, o bien ‘haciendo ¢ = €, que son formas coloquiales que
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se interpretan ficilmente como referencias a una perturbacion u + €y con un ¢
adecuado.

Hay una dificultad en la esposicién de un trabajo como el presente, que
pasamos a analizar.

Una parte del trabajo se apoya en calculos realizados con ordenador, segin
se expuso en 2. Esta es una parte mecdnica, que desde un punto de vista ma-
tematico considerariamos trivial. Sin embargo si, sin un poco mais de reflexion, la
ignordsemos, ocultariamos una de las caracteristicas fundamentales de problemas
como el que nos ocupa; de hecho

la complejidad de los cdlculos necesarios (que incluso se considera-
ban irrealizables), es uno de los principales obstdculos en la obtencion
de resultados como los de este trabajo.

No obstante, las exposiciones detalladas de todos los pasos y calculos condu-
centes a las demostraciones de los teoremas resultarian excesivamente farragosas,
incluso probablemente ilegibles (para el lector humano): la mayor parte de los
calculos intermedios (no sus interpretaciones) se han obtenido mediante uso in-
tensivo del ordenador, con lo que resulta demasiado dificil su seguimiento sobre
el papel (aunque todo se detallara, ver para ello el apéndice a este trabajo). Esto
obliga a que en la exposicién se omitan los cilculos farragosos y se obtengan di-
rectamente los resultados, centrdndonos en sus interpretaciones, de modo que se
pueda seguir el discurso 16gico de las demostraciones.

Lo anterior, aunque casi inevitable, plantea un problema: en algunas oca-
siones se hacen afirmaciones categdricas no evidentes; por ejemplo abundaran las
afirmaciones como

‘en este caso siempre ... (y siguen varias afirmaciones)’

Muchas de estas afirmaciones resultan de los cdlculos realizados o de su elabo-
racion mediante determinados razonamientos. Hemos procurado que los razona-
mientos utilizados aparezcan explicitamente al menos una vez, en alguna de las
exposiciones, aunque por razones obvias, no siempre en la misma seccién. Esto
nos ha llevado a una seleccion peculiar de qué procesos se detallan y cuiles dan
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en forma condensada. Asi, ciertos pasos que se describen solo a grandes rasgos
en las secciones correspondientes a las sucesiones caracteristicas mayores, se dan
relativamente detallados en las sucesiones caracteristicas inferiores, ya que es mas
facil su seguimiento en éstas. De este modo, son los casos intermedios los que
aperecen con menos detalle, llegdndose en alguno de ellos al simple enunciado de
los resultados fundamentales.

En un apéndice proporcionaremos algunas de las salidas impresas de los
calculos que hace el ordenador, a fin de que sirva como ilustracion de qué es lo
que se omite, asi como de la enorme evergadura de estos calculos.
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3.2 Sucesién caracteristica (7,1)

Las leyes de algebra de Lie de esta sucesién caracteristica son las leyes filiformes.
Las componentes irreducibles de N® que cortan al abierto de las filiformes han
sido determinadas por GOZE y ANCOCHEA [13], quienes demuestran la siguiente
proposicion:

Proposicion. El abierto de las filiformes N(su) estd contenido en la union de
dos componentes irreducibles de dimension 55, C, y C2, dadas respectivamente por
las clausuras de Zariski de las orbitas de las familias:

( ”’l(Xl,Xi) Xt'-—l’ 3< 1 <8,

(X4, Xs) = aXa,

(X5, X7) = X,

{ pi(X5,Xs) = (1+a)Xs+ Xy,

(X, X7) = Xa,

/‘I(XG, XS) = (2 + a) X4 + X39
| #'(X7,Xs) = (2+a)Xs+ Xy
r /‘1’2(X17Xt') = Xi-—l’ 3 S { S 87

pi( X4, X7) = X,

p*( X4, Xs) = Xs+ Xo,

1 (Xs,Xe) = —Xa,
¢ B X5, X7) = -%X,,

pi(Xs, Xs) = Xa+2Xs,

1 (Xe, X7) = %X,

1 (Xe, Xs) = Xs+ %X4+X3+0X2,

| 13(X7, Xs) X6+ 5 Xe+aXe
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3.3 Sucesién caracteristica (6,1,1)

Proposicién. FEl abierto U("6 1) €std contenido en la unién de cinco componen-
tes irreducibles, Cy, Cz, Ca, C4 y Cs, donde las dos primeras son las determinadas
en 3.2 y las tres siguientes vienen dadas respectivamente por las clausuras de
Zariski de las orbitas de las familias:

( us(XlaXi) = Xi-1, 4518,

”3(X27 XG) = X37
“3(X2y X7) = X4 + o X37
< (X2, Xs) = X5+ a1 Xq,
“3(X57 XS) = a2 X31
13 (Xe,X7) = Xa,
#3(Xe,Xs) = (1+ a2)Xy,
. I-‘a(Xth) = (l+a2)X5+a3X3 con az # —1

( ”4(X1’Xi) Xi—l, 4 S t S 87

e (X2, X7) = X,
p(X2,Xs) = X4+ a1 Xs,
< #4(X57 XS) = a2 X3’
p(Xe, X7) = a3zXs,
p' (X6, Xs) = (a3+ 0a2) X4+ ag X3,
| 14 (X7, Xs) = (as+a)XatesXat Xo

[ B5(X1, X:) Xi1,4<i<8,

p¥(X2,Xs) = -2Xa,
(X5, X7) = X,
{ (X5, Xs) = X4+ Xy,
p(Xe,X7) = Xyt o1 X3- Xo,
p3(Xe, Xs) = 2X5+ o1 Xq4+ a2 X3,
| 5 X7,Xs) = 2Xe+ a1 Xs+az Xa+ a3 Xs+as X

y siendo sus dimensiones respectivas 54, 57 y 57.

El resto de esta seccién estara dedicada a demostrar esta proposicién. Deter-
minaremos en primer lugar una familia genérica de sucesion caracteristica (6,1,1),
obteniendo las restricciones impuestas sobre las constantes de estructura por las
condiciones de Jacobi, de nilpotencia y la pertencia a esa sucesién caracteristica.
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3.3.1 La ley del slgebra

Sea g un dlgebra de Lie de sucesién caracteristica (6,1,1). Si X; es un vector
caracteristico de g, entonces respecto a una base de Jordan (X1, ..., Xs), la matriz

de ad(X;) es

(0000000 O)
0000O00O0O0O
00010000
00001000
00000100
00000OCT1O0
000000GO0 1
\0 00000O0O0)

De aqui tenemos determinados los productos u(Xi,X;):

(X1, X2) = p(X1, X3) = 0
(X1, X5) = Xja (4<j<8)

Para encontrar u(X32, X3) utilizamos la igualdad de Jacobi
#( X1, (X2, X3)) + p(X3, p(X1, X2)) + p( X2, 1(X3, X1)) = 0
De aqui p(X,, u(X2,X3)) =0y por tanto
(X2, X3) = a1 X3 + a2 X2

pero entonces, por la nilpotencia se tiene que a@; = a; = 0 y obtenemos que
”’(XZ’ XS) =0

Procediendo anilogamente, haciendo uso de las igualdades de Jacobi, junto
con alguna de las condiciones de nipotencia, encontramos la expresién de todos
los productos u(X;, X;) y obtenemos

Lema. N(%.l,l) estd contenido en la drbita de la familia de leyes de dlgebra de
Lie que en la base (X,...,Xg) vienen dadas por:

X1, X)) = X3
p(X1, X5) = Xy
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I‘(Xl’ Xﬁ) =
”’(Xl, X7) =
(X1, Xs) =

(X3, X4) =
(X2, X5) =
(X2, Xe) =
(X2, X7) =
#( X2, Xg) =

”(X37 X8) =

I‘(Xh XG) =
“(X4’X7) =
w( X4, Xg) =

I‘(XS’ XG) =
l‘(XS’ X7) =
(X5, Xs) =

u(Xe, X7) =

u(Xe, X3) =
563 X7

WXz, Xg) =

Xs
Xe
X7

a3 X3

as X3+ a3 X4

a7 X3+ a5 X4+ a3 Xs

a9 X3+ a7 X4+ a5 X5 + a3z Xe

a12 X2+ a11 X3 + a9 X4 + a7 X5 + a5 X¢ + a3 X7

bio X2 + be X3

63X3

—(b1oX2) +c5 X3+ c3 Xy

c7 X3+ (bg + ¢5) X4+ ¢3 X5

bio X2+ dy X3+ c3 Xy

d3 X3+ (cs +d1) Xa4+2¢3 X5

de Xo +ds X3+ (c7+d3) Xg+ (bo+2c¢5+ d1) X5+ 3c3Xe
—(de X2)+e1 X+ ds Xy4+ (c5s+dy) Xs+2¢3Xe

e3Xa+(ds+e1) Xqa+ (e7+2d3) X5+ (bg+ 3¢5+ 2dy) Xe +

foXo+ fiXs+esXq+ (ds+e1) Xs+ (c7+ 2d3) Xet+

(bo+3cs +2d1) X7+ 5¢3Xs

donde, como siempre, omitimos los productos nulos.
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3.3.2 Componentes irreducibles cortando U, ;)
Imponiendo las condiciones de Jacobi y nilpotencia y mediante unos adecuados
cambios de base se obtienen (entre otras) las relaciones

c3 = asbio = arbio = aghyo = asd; = azdg = 0

Procederemos considerando distintos casos, sugeridos por las relaciones obtenidas.

Caso b10 9’-’ 0

En este caso se tiene de las relaciones anteriores
as = a7 = ag = 0

y mediante una eleccion adecuada de los coeficientes a y 3, mediante un cambio
de la forma Y2 = aX;3 + X3 se puede hacer siempre

bo =0

Llevando esto a las restricciones halladas se encuentra
cs=dy=ap;p=0
y entonces por nilpotencia se tiene
d3=a;; =0
y de nuevo con un cambio de la forma Yg = Xg + aX; se puede hacer
¢ =0

Con estos coeficientes nulos, de las condiciones de Jacobi y de las de nilpotencia
s6lo queda la restriccién:

2ds + 3e; =0
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La ley resulta entonces

( p(X1, X;)
#(X3, Xs)
”(X4’X7)
“(X5, XG)
u(Xs, Xs)
1(Xe, X7)
1(Xe, Xs)
| (X7, X3s)

X;1,4<1:<8,

b1o X3,

-b1s X2,

bio X3,

de X3 + ds X3,

-—de X2 — (2d5/3)X3,

€3 X3 + (d5/3) X4,

LXo+ fiXs+e3 Xq+ (ds/3) Xs

Si consideramos la aplicacién bilineal alternada definida por

(X1, X3) = X3
(X4, Xs) = 3ds X
@(Xs5,X7) = —%ds Xz
o(Xe, X7) = €3 X,
o(Xe, Xg) = fL X3)

(donde no escribimos los ¢(X;, X;) nulos), se tiene que 2+ € ¢ es una perturbacién
de p y que es filiforme. Concluimos entonces que en este caso no se obtiene una
nueva componente, ya que la familia hallada esti en una de las componentes C;
o C; halladas anteriormente.

Caso as #0

De las condiciones de Jacobi y nilpotencia tenemos

bo=bg=di=ai2=cs=dg=ds=e;, = fo2=0

Mediante el cambio Yz = Xg + (ds/as) X se convierte la ley en otra de la
misma familia pero con el correspondiente ds nulo, con lo que siempre podemos

suponer ds = 0.
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LLevando esto de nuevo a la ley, queda

[ w(X1,X:) = Xio1, 4<i<8,
wX2,X5) = as5Xs,

(X2, Xe) = asXq4+a7Xs,

{ w(X2,X7) = asXs+ar X4+ a9 X3,
w(X2,Xs) = asXe+ arXs+ a9 Xq+ an Xs,
II’(XG’XS) = €3 X3,

L M(X7,Xs) = e3Xy+ f1 X3

Consideramos entonces la aplicacién bilineal alternada definida por

e(X1,X2) = Xs

o(Xe, X2) = €3 X3
P(X7,X5) =2e3 X5+ f1 X4
p(Xs, X2) =2e3 X+ 1 X5

donde de nuevo no escribimos los ¢(Xj, X;) nulos.

Entonces otra vez se tiene que s+ € ¢ es una perturbacién de p y que es fili-
forme. Concluimos que en este caso no se obtiene una nueva componente, ya que
la familia hallada est4 en una de las componentes C; o C2 halladas anteriormente.

Casoay; #0,b0=as =0

Por las condiciones de nilpotencia y Jacobi se tiene en este caso
bp =cs =dy =ay3 =de =dz = f =0
y mediante un cambio de base de la forma Yz = X5 + aX; se puede hacer

C7=0
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Tenemos entonces la ley del algebra

( l‘(Xl’Xi) = Xi-l; 4 S ! S 81
w(X2,Xe) = a7X3,
w(X2,X7) = a7X4+ a9 Xs,

) (X2, Xg) = a7Xs+ag X4+ an Xs,

w(Xs,Xg) = dsXa,
wXe, X7) = e1X3,
w(Xe, Xs) = (e1+ds)Xy4+e3Xs,

| (X7, Xs) = (e1+ds)Xs+e3Xq+ f1 X3

Mediante un cambio de la forma ¥; = X; + aX; se puede hacer a;; =
0; mediante otro de la forma Y3 = Xg + aX, se puede hacer e3 = 0 y otros
razonamientos similares permiten hacer a; = ¢; = 1. También podemos imponer
que ds # —1 ya que en otro caso la familia se perturbaria (mediante ds) en las
otras.

Tenemos entonces:

Lema. La adherencia de Zariski de la drbita de la familia

[ w(X1,Xi) = Xio1,4<1<8,
w(X2,Xe) = Xa,
X2, X7) = X4+ a9Xs,
) /‘L(X% XS) = XS + ag X‘h
#(Xs,Xs) = ds X3,
w(Xe, X7) = Xs,
#(XG, XS) = (1 + d5) X4’
| #(X7,Xs) = (1+ds5)Xs+ f1 Xs con ds # —1

es una componente irreducible C3 que corta al abierto U(se,l), cuya dimension es
54 y que no corta al abierto de las filiformes.

DEMOSTRACION: Sea p' una perturbacién de u en otra sucesién carac-
teristica (que necesariamente tendria que ser filiforme). Llamemos g = (C,u) y
g’ = (C,u'). Entonces considerando los cocientes por sus centros se tiene que
g'/Z(g') es una perturbacién de g/Z(g); como ésta es una ley de sucesién carac-
teristica (5,1,1) (precisamente la llamada n{3 , en [4]), y el cociente de una ley
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filiforme por su centro es siempre filiforme, se tiene que necesariamente g'/Z(g’)
es no filiforme, con lo que tampoco lo es g’. Esto demuestra que g no puede
perturbarse en una ley filiforme. Una simple computacién muestra que cualquier
ley de esta familia es isomorfa a otra de la misma familia pero con f; = 0.
Ademi3s se tiene que no puede eliminarse ningiin otro pardmetro. La dimensién
del segundo grupo B? de los 2-cobordes de la cohomologia de Chevalley es 52 (ver
1.6), con lo que la dimensién de la componente es 54. O

Observacién. Desde hace tiempo se pensaba que las dimensiones de las com-
ponentes irreducibles no cortando al abierto de las filiformes serian mayores o
iguales que las que sf cortaban a este abierto. Este resultado pone de manifiesto

que la conjetura no era cierta, ya que las componentes C1 y C; son de dimension
55.

Casobjg=as=ar=0,a9 # 0

Se tiene entonces por nilpotencia y Jacobi que
bo=az=ec3=cs=dy=app=dg=d3=0

Por otra parte, siempre se puede hacer c; = 0.

Se obtiene la ley

[ W(X1,X:) = Xi1,4<i<8,
WX, X7) = agXjs,
(X2, Xs) = a9 X4+ an Xs,
4 I‘(XS’ XS) = d5 X37
w(Xe, X7) = e Xa,
w(Xe, Xg) = (e1+ds) X4+ e3Xs,
| (X7, Xs) = (e1+ds)Xs+esXq+ fi Xat f2 X2

Si fa = 0 se puede perturbar en la familia anterior.

Si fa # 0 se puede tomar ag = f, = 1 y f; = 0; entonces un razonamiento
analogo al del lema de la seccién anterior demuestra que se tiene una nueva com-
ponente de dimensién 57 ya que la dimensién de B? es 53 y un célculo demuestra
que no puede eliminarse ningiin pardmetro.
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Tenemos entonces:

Lema. La adherencia de Zariski de la orbita de la familia

4

N(Xl’Xi) = Xt'-ly 4< : < 81
WXz X7) = Xs,
w( X2 Xg) = X4+ an X,
$ w(X5,Xg) = dsXs,
wXe, X7) = e1Xjz,
ll'(Xﬁv XS) = (el + d5) X4 + €3 X37
| (X7, Xs) = (e1+ds) Xs+e3Xq+ X

es una componente irreducible C4 que corta al abierto U(se’l), distinta de C;,C2 ¥
Cs, y que tiene dimension 57.

Casobjg=as=ar;=a9=0, a1 #0

En este caso siempre podemos hacer a3 = ¢3 = 0; por nilpotencia y Jacobi
tenemos entonces:

bg=dy =cs=a;2=0

y podemos conseguir que ¢y = 0.

Entonces nos queda la ley del dlgebra

f “(Xl,Xi) = Xi—lv 4< t < 8’
(X2, Xg) = a1 Xs,
wXs, X7) = d3Xs,
{ m(X5,Xg) = d3Xs+dsX3+deXs,
W Xe, X7) = d3Xs+e X3—dgXy,
(X6, Xg) = 2d3Xs+ (e1+ds)Xs+e3Xs,
| #(X7,X8) = 2d3Xe+(e1+ds)Xs+e3sXa+ fi Xa+ faXo

con la tnica condicién de Jacobi

2d;23 + d(; an = 0

Entonces, si dg = 0 también d3 = 0 y se puede perturbar ficilmente en el
caso dg # 0, tomando

d3 =€, d6 = —262/011
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Si dg # 0 se tiene de la condicién de Jacobi d3 # 0 (ya que a11 # 0), y por
tanto no se puede perturbar en las anteriores. Se pueden tomards =d3 =1y
ay; = —2. Ademds, con un cambio de la forma Y = X3 + a X; podemos hacer

ds = 0.

Hemos encontrado entonces:

Lema. La adherencia de Zariski de la orbita de la familia

( ,‘L(XhXt') = Xi—1,4<i<8,
w(X2,Xg) = an Xs,
W Xs,X7) = d3Xs,
§ (X5, Xs) = d3X4+ds X3+ deXy,
w(Xe, X7) = d3Xy4+ e X3—ds Xy,
w(Xe, Xg) = 2d3 X5+ (e1+ds) X4+ e3 X3,
| (X7, Xs) = 2d3Xe+(e1+d5)Xs+e3Xat+ fi Xzt f2 X

es una componente irreducible Cs que corta al abierto U(Ss'l), distinta de Cy, C2, C3
y Cq.

En esta componente la dimensién del segundo grupo de los 2-cobordes de la
cohomologia de Chevalley es 55 y mediante un estudio asistido por el ordenador,

se demuestra que no puede eliminarse ningdin pardmetro, con lo que la dimensién
es 57.

Casob10=a5=a7=a9=a11=0

Como antes, podemos conseguir a3 = ¢3 = 0. Las condiciones de Jacobi y
nilpotencia nos dan que

a2=bg=ds=dy=¢5=0

y queda la ley simplificada como

w(X1,X:) = Xia1,4<i<8,

(X5, Xs) = ds X3+ ds X,

W Xe, X7) = e1X3—dsXy,

(X, Xg) = (e1+ds) X4+ e3Xs,

WX7,Xs) = (e1+ds)Xs+esXs+ fi Xa+ f2 X,
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De nuevo consideramos los casos dg # 0 y dg = 0. En el primero, tomamos
la aplicacién bilineal alternada definida por

@(X2, Xs) = —(2€%/de) X,
o(Xs, X7) = € X3,

P(Xs, Xg) = € Xy,

(p(Xe, X7) = 26X5,

v(XGa XS) = 26X69

90(X7, Xs) = 2€X6

Entonces otra vez se tiene que p + € ¢ es una perturbacién de p y que es de
la familia anterior.

Si dg = 0, se perturba andlogamente en la ley del caso dg # 0.

Concluimos entonces que en este caso no se obtiene ninguna nueva com-
ponente. ya que la familia hallada estd siempre en la adherencia de las 6rbitas
de familias consideradas anteriormente, y por tanto en una de las componentes
halladas antes.

Esto concluye la discusién de todos los casos y por tanto se tiene demostrada
la proposicion.
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3.4 Sucesion caracteristica (5,2,1)

Proposicion. El abierto U(85’2,1) estd contenido en la union de ocho componentes
irreducibles, Cy, C3, C3, C4, Cs, Cg, C7 y Cg, donde las dos primeras son las deter-
minadas en 3.2, las tres siguientes las determinadas en 3.3, y las tres iltimas
vienen dadas respectivamente por las clausuras de Zariski de las orbitas de las
familias:

[ 18(X1, X3) = X,
”G(XI’Xi) = Xi—ly 5 < t < 81
p8(X2, X3) = X,
(X2, X7) = a1 Xy,
p8(X2,Xs) = a3 X4+ a1 Xs,
18(X3,Xs) = azXy,
pe(Xs3, X7) = ag X4+ (0q+03)Xs,
p(X3,Xs) = asXs+asXs+ (02 + aq)Xs + (201 + 03) X,
po(Xe, X7) = Xy,
18(Xe, Xs) = a7 X4+ Xs,
| #8(X7,Xs) = (203+ a1(2+ as)) X2+ as X4+ a7 X5+ X6
[ W7(X1,X3) = X,
”7(X19Xi) = Xi—la 5 S i S 89
“7(X3) X7) = X47
1'(X3,Xs) = ay X+ oz Xe+ Xs,
#7(X5’ XS) = X?,
/"'7(X6’ X7) = _X2 + a3 X4,
(X6, Xs) = X2+ a3Xs,
| 7(X7,Xs) = X3+ azXg
[ 48(X1,X3) = X,
MS(XI,XI') = Xi—l1 5 S i S 87
p3( X2, Xs) = Xy,
13 (X3, X7) = a3 Xy,
13 (X3, Xs) = a3 Xo+ Xqa+(1+a1)Xs,
,I’S(XG’ X7) = a3 X49
1%(Xe,Xs) = Xa2+a3Xs,
| #8(X7,Xs) = X3+ a3Xe

siendo sus dimensiones respectivas 59, 59 y 55.
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El resto de esta seccién estard dedicada a demostrar esta proposicion.

Determinaremos en primer lugar una familia genérica de sucesién carac-
teristica (5,2,1), obteniendo las restricciones impuestas sobre las constantes de
estructura por las condiciones de Jacobi, de nilpotencia y la pertencia a esa su-
cesion caracteristica.

3.4.1 La ley del algebra

Sea g un dlgebra de Lie de sucesién caracteristica (5,2,1). Si X; es un vector
caracteristico de g, entonces respecto a una base de Jordan (Xy, ..., X3), la matriz

de ad(X;) es

/0000000 O0)
0 01000O0O
0 00 0O0O0OOTUO
0 0001000
000 0O0T10TO0
0000O0OO0T10
00600O0O0O01
\0 0 00O0O0O0 0)
De aqui tenemos determinados los productos p(X1, X;):
#(Xl,X2)=0
w( X1, X3) = X,
/"(XI’X‘!):O

(X1, Xj) = X (5<5<8)

De nuevo utilizamos la igualdad de Jacobi para encontrar los productos u(X;, X;)
obteniendo asi:

Lema. N(85,2,1) estd contenido en la orbita de la familia de leyes de dlgebra de
Lie dada por

M(Xl,Xs) = X,
w( X1, Xs5) = X4
w(X1, X6) = X5
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w(X1,X7) =
I‘(XI’XS) =

WXz, X3) =
H(X2, Xe) =
w(X2, X7) =
p( X2, Xg) =

“(X3, XS) =
ﬂ'(X37 XG) =
W X3, X7) =

II'(X31 XS) =
b10X2

I‘(X‘la XS) =

w(Xs, X7) =
I‘(X5v XS) =

w(Xe, X7) =
u(Xe, Xs) =

I‘(X'I, XS) =

Xe
X7

a1 X4

arX4

a7 Xs + ag X4 + a10X2

arXe + ag X5 + a11 X4 + a10X3 + 612X

b3 X4
(b3 + a7) X5 + bs X5 — 2a10X2

(b3 + 2a7) X6 + (bs + ag) X5 + b7X4 — a10X3 + bgX;
(b3+3a7) X7+ (bs+2a9) X6+ (b7+a11) X5 +bo X4+ (bs+a12) Xz +

C7X 4 — 2d4X 2

d3 X4+ de X3
(d3+ ¢c7)Xs + ds X4 — dy X3+ de X2

d3Xs + e1 X4 + dy X3 — de X2
(2d3 + c7) X6 + (€1 + d5) X5 + €3 X4 + €4 X2

(2d3 + c7) X7+ (e1+ d5) X6 + e3X5 + fiXs + es X3 + f2 X

3.4.2 Componentes irreducibles cortando Uf, ;)

Con varios razonamientos basados de nuevo en las condiciones de Jacobi y nil-
potencia y mediante los adecuados cambios de base se obtienen (entre otras) las
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relaciones

o
e
o
o
il
o

ar =
ads
agdy
bz d,
a) ds
bsdy = 0,

bg = —2012 ot 407 -— 5d3,
b (a12 + bg) = 0,

a1 (e7 + d3) = 0,

d4(a12 + 6C7 + 10d3) = 0

i
SCocoo

-

Il

b

Esto nos sugiere la distincién de los siguientes casos:

caso dq # 0

Al ser d4 # 0, de las relaciones anteriores se tiene

a1=a9=b3=b5=0

Por otra parte, como al ser un algebra de Lie nilpotente existe un centro de
dimensién al menos 1, en la estructura de la ley vemos que se puede suponer

a1 =a12=0,¢7= —§d3
y entonces las condiciones de Jacobi y nilpotencia quedan muy sencillas.

Ahora bien, después de estas simplificaciones, un razonamiento sencillo nos.
permite demostrar que este caso no puede darse en esta etapa; en efecto conside-
ramos un vector ¥; = X; +m Xz con m genérico. Entonces formamos una cadena
de vectores mediante la recurrencia:

Y7 =p11,Xs)= Xz

Ys = u(Y1,Y7) = a1 X¢ + sumandos dependientes de X5, X4, X3 y X2
Ys = u(Y1,Ys ) = az X5 + sumandos dependientes de X4, X3 y X2

Yy = u(Y1,Ys ) = az X4 + sumandos dependientes de X3 y X2

Y3 = u(Y1,Ys ) = a4 X3 + sumandos dependientes de X»

Y, = u(hh,Y3) = as X,
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donde los a; dependen de m y de las constantes de estructura. Se puede observar
que cuando d4 # 0 es posible elegir m de modo que los vectores Y; sean linealmente
independientes y se tiene que el bloque de mayor tamaiio de la forma candnica de
ad(Y7) es mayor que 5, y como Y; no est4 en el 4lgebra derivada, esto contradice
el que la familia sea de la sucesién caracteristica (5,2,1).

Caso dy =0, a; #0

De las relaciones tenemos

a7=a10=d4=C7=d3=d6=a12=e4=0, b8=—2012—5d3

Mediante un cambio de base de la forma Yg = X3 + o X; podemos conseguir
ds = 0,y con Y3 = X3 + B8 X, hacemos bz = 0. Tras simplificar, nos queda la
familia

[ p(X1,X3) = X,
ﬂ(Xl’Xi) = Xi—l’ 5 < 1 < 8,
w(X2,X3) = Xy,
X2, X7) = agXy,
W X2,Xs) = a11 X4+ a9Xs,

. m(X3,Xe) = bs Xy,

(X3, X7) = br X4+ (ag+ bs) X5,
(X3, X8) = bioXa2+ by X4+ (a11+ b7) Xs + (2a9 + bs) X,
wXe, X7) = Xg
wXe, Xg) = esXy+ Xs,

| #(X7,Xs) = (2b5+ ag(2+b10)) X2+ i Xa+e3Xs+ Xe

Esta es la primera familia de la proposicién, y un razonamiento analogo al
utilizado anteriormente nos permite obtener:

Lema. La adherencia de Zariski de la érbita de la familia anterior es una com-
ponente irreducible Cg que corta al abierto U (86,1), distinta de Cy, C2, C3,C4 y Cs.
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Casod4=al=0,d6760

Las relaciones nos dan entonces
ar=ap=di=cr=dz=ag=a;1=a12=bs=bg=0

Por otra parte, siempre se puede hacer b3 = 0 y tras varias simplificaciones queda
la familia
[ w(X1,X3) = X,

wX1,Xi) = Xi,5<i<8,

#(X-'S, X7)
(X3, Xs)

X47
b1o X2 + bg X4 + X,

w(Xs, Xs) = Xa,

W Xe, X7) = —X3+ e Xy,
(X6, Xg) = Xo+ e Xs,

| W(X7,Xs) = X3+e1Xe

Mediante una computacién por ordenador, como se explica en 1.6, se calcula
la dimension de la adherencia de la 6rbita de esta familia, y resulta ser 59, con lo
que nos da una componente irreducible distinta de las anteriores.

Casody=a,=ds=0,e4 #0

Tenemos ahora:
dy=cr=a1=ds=dz=a;=bg=b3=0,b9=¢5

Utilizando un cambio de base de la forma

Y = BXs
Y7 = afXy
Y6 = azﬂXe
s = o’BX;s
Y4 = a4ﬂX4
Y3 = 7X;5
Y2 = avX;

Y1 = aX,
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se puede suponer siempre a;; = e4 = 1 y entonces las condiciones de la sucesion
caracteristica imponen bs = 0. Si bjg — ds + 4e; = 0, entonces se perturba en
bs # 0, que es de sucesién caracteristica mayor. Asi también podemos suponer
bio — ds + 4e; # 0 y si eq = 0 se podria perturbar en el caso a; # 0. Sieq #0
quedan

fo=fi=es=ds=0

y se obtiene una familia cuya adherencia de su érbita es una componente irredu-
cible que claramente no corta al abierto de las filiformes:

r #(XI,XS) X2a
ﬂ(X],X{) = Xi—l, 5 < i < 87

WX2 Xg) = Xy

wX3,X7) = by Xy,
(X3, Xs) = bioXz2+ Xg+ (1+b7) X5,

M(XS’X7) = 81X4’
ﬂ(XS,XS) = X2+61X5,

| #(X7,Xg) = X3+ e1Xe

Calculando la dimensién de esa componente resulta ser 55, con lo que se trata de
una nueva componente.

Casod4=a1=d6=e4=0

Aqui se tiene

Como siempre, se puede anular b3 con un cambio de laforma Y; = X3+a X;,
y entonces es ficil encontrar una perturbacién en el caso a; # 0.

El célculo de las dimensiones se ha realizado
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3.5 Sucesion caracteristica (5,1,1,1)

3.5.1 La ley del algebra

Sea g un dlgebra de Lie de sucesién caracteristica (5,1,1,1). Si X; es un vector

caracteristico de g, entonces respecto a una base de Jordan (X1, ..., Xs), la matriz
de ad(X}) es

(0000000 0)
00000000
0000O0O0O0O
00001000
00000100
000000T10
00000001
\0 00 0O0OCO 0}

De aqui tenemos determinados los productos u( X1, X;):
(X1, X;)=Xj-a (555 <8)

De nuevo utilizamos la igualdad de Jacobi para encontrar los productos u(X;, X;)
obteniendo asi:

Lema. N(85,1,1'1) estd contenido en la érbita de la familia de leyes de dlgebra de
Lie que en la base (X3,...,Xs) vienen dadas por: la ley

w(X1, X;) = X1, (5<5<8)

(X2, X3) = a1 X4
(X2, X7) = a13 Xy
#( X2, Xs) = a18 X2 + @17 X3 + a16 X4 + a13 X5

(X3, X6) = b7 X4
(X3, X7) = bio Xa+ b7 X5
(X3, Xg) = bis Xo 4 b1a X3 + b13 X4 + b10 X5 + b7 X6
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W X5, Xg) = do X2 +dg X3

(X6, X7) = —bg X2 —dg X3+ €1 X4
H(Xe, Xs) = €4 X4+ €1 X5

MX7,Xs) = f3Xo+ foXa+ f1i Xa+e4 X5+ €1 Xe

3.5.2 Componentes irreducibles cortando Uf ,

Proposicién. El abierto U(85 1,11) estd contenido en la union de las componentes
Ry
irreducibles determinadas anteriormente.

Dedicaremos el resto de la seccién a demostrar la proposicién.

A partir de las condiciones de Jacobi, las de nilpotencia y las derivadas de
la sucesién caracteristica, obtenemos una lista de restricciones en las constantes
de estructura que son absolutamente inabordables; en cambio urtilizando bases
de Groebner (ver 1.4), obtenemos la siguiente lista reducida:

bisdg — byadg =0

bydg =0
bydg =0
b7b14 =0
b2 f2=0
ag+b14=0

biadg + ay7dg =0

~b14® —a1rbis =0

(/5% 4 b7 = 0

bizdg + a16dg — b7 f2=10

— (b3 brads) — areb15dg = 0
—(a17b13dg) + a16b14dg =0
— (b0 dg) — a13dg =0
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— (b10b14dg) — a13by15dg = 0

biobis f2 + a13b15 f2 + 2b7ey fo + ar17b10 s —ar3bia f3 =0
arrbiods — ayz3bigdsg =0

- (616 b1o dsz) +a13biads® = 0

— ((@16b10 — a13b13) dg) — a13b7 f =0

a16a17b10ds — a13a17b13dg = 0

biob1a + a13bis +2b7ey —ay f3=10

ay7bio — a13bia+a; f2=10

aydg =0

—(a1dsg) =0

Lo que nos sugiere qué casos es mas adecuado considerar:

Caso b7 #0

En este caso la sucesién caracteristica obliga a que b15 = 0, con lo que la base de
Grobner queda reducida a la iinica relacién

2bre1~a1 f3 =0

Pero entonces siempre se perturba en el caso by5 # 0:

Si ay3 # 0 y a; # 0, se perturba mediante
bis = €, a1 = ayz€/ay
Siajz3#0,a; =0y f3#0, se perturba mediante
bis =€, ay = ai3¢/ f3
Si a13 # 0, a; = f3 = 0, se perturba mediante
bis=€fays, a1 = fa=¢

Si a13 = 0 se perturba de forma evidente.
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Casob7=0ya; #0

En este caso siempre se puede suponer f, = 0 y entonces las condiciones de la
sucesién caracteristica dan

a7 =ag = by = b5 =0

Las condiciones de Jacobi y la nilpotencia quedan reducidas a a; f3 = 0, con lo
que f3=10

Entonces se puede suponer b9 = 0y se tiene una perturbacién evidente mediante
a1 = €.

Caso by =a; =0

Entonces siempre se puede suponer dg = 0 y la base de Grobner queda

b14d9 = 0
a3+ b14=0
a17d9 = 0

~b14®> —a17b15 = 0
a16dg =0
a13dg =0
biobia + a13bis =0

a17b10 —a13b14 =0

Si dg # 0, queda

big = a13 = a17 ==a16 = a13 = 0
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y la ley se simplifica a
[ w(X1,X;) = Xjo1,(5<5<8)

(X3, X7) = bioXg,
w(X3,Xg) = bis X2+ b1z X4+ b1o X,

4 /‘(X5,X8) = d9X2’

W Xe, X7) = dg X3+ e Xy,
(X6, Xg) = e X4+ e Xs,

| (X7, X8) = fs3Xo+ foXs+ iXs+esXs+ e Xe

Como en 3.4.2 en la pégina 78, consideramos entonces la cadena de vectores
definidos recursivamente por

Y1 = aX1+Xs
Ys Xs
Y; = ph,Y)

encontramos que si by # 0 habria mds vectores linealmente independientes de
los que permite la sucesién caracteristica, con lo que necesariamente b5 = 0.
Entonces la familia se perturba trivialmente en una con b5 # 0, que es de otra
sucesion caracteristica.

Si dg = 0, como también dg se puede hacer cero, las relaciones quedan

a3+ b14=0

—b14® —a17b15 =0
biobis + a13bis =0
ay7bio—a3biy =0

y siempre se puede suponer a;3 = 0. Una sucesién de vectores como la considerada
en el caso anterior obliga a las relaciones

big = bis = a7 = a13 =0

y se encuentra como antes la perturbacién evidente dada por b5 = e.
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Esto completa la discusion d elos casos y concluye la demostracién de la
proposicion.

3.6 Sucesién caracteristica (4,3,1)

Sea g un algebra de Lie de sucesién caracteristica (4,3,1). Si X; es un vector

caracteristico de g, entonces respecto a una base de Jordan (X7, ..., X3s), la matriz
de ad(X,) es

(0000000 0)
00100000
00010000
00000O00O0TO
00000100
000000T1O0
00000O0GCO0?1
\0 00 O0O0OO 0

De aqui tenemos determinados los productos u(X1, X;):

/"(Xla X2) =0
II'(X17X3) = X2
M X1, X4) = X3

(X1, X;) = X (6<5<8)

De nuevo utilizamos la igualdad de Jacobi para encontrar los productos p( X;, X;)
obteniendo asi, tras algunas simplificaciones por condiciones de nilpotencia:

Proposicién. N(8431) estd contenido en la orbita de la familia de leyes de
dlgebra de Lie que en la base (X4,...,X3) vienen dadas por: la ley

#(X1, X3) = X,
w(X1, Xq) = X3
w(X1, Xe) = X5
w(X1, X7) = Xe

w(X1, Xs) = Xz
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w(X2,X3) = a1 X5

(X2, X4) = a1 Xe + a3 X5 + a4 X2
(X, X7) = —aq X

w( X2, Xg) = —ay X¢ + a11 X5 + a12 X,

(X3, Xy) = ay X7+ a3 Xe+ b X5+ ag X3+ b2 X,

W X3, Xo) = a4 X5

w(X3,X7) = by X5 + bg X

W( X3, Xg) = —aq X7+ (a11 + b7) X¢ + bg X5 + (a12 + bs) X3 + b1o X

(X4, X6) = as Xe + c3 X5+ c4 X

w( X4, X7) = ag X7+ (b7 + ¢3) Xo + ¢5 X5 + (bs + ¢4) X3 + ¢6 X2

w(X4, Xs) = (@11 + 2b7) X7 + (bo + ¢5) X6 + €7 X5 + (@12 + 2bg + ¢4) X4 +
(bro + ) X3+ cs X2

w(Xs, Xg) = ds X5 + de X2

(X6, X7) = e1 X5+ e2 X2
w(Xe, Xs) = (ds + e1) Xo + €3 X5 + (ds + €2) X3 + €4 X

W X7, Xs)= (ds+e1)Xr+e3Xe+ fi Xs+ (de + €2) X4+ e4 X3+ fo X2

Procediendo de modo similar al de las secciones precedentes encontramos:

Proposicién. FEl abierto U(84 31) estd contenido en la union de las componentes
irreducibles determinadas anteriormente.
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3.7 Sucesién caracteristica (4,2,1,1)

Proposicién. Fl abierto U, & 211) estd contenido en la union de las componentes
irreducibles determinadas anteriormente.

DEMOSTRACION: En efecto, razonando como se ha expuesto anteriormente se
obtiene que N(84 2,1,1) estd contenido en la érbita de la familia

w(X1, Xq) = X3
m(X1, Xe) = Xs
H(X1, X7) = Xe
H(X1, Xs) = X7

/A(Xz, X3) =a1 X5

(X2, X4) = a1 Xe+ a4 X5+ a5 X3+ a6 X,

(X3, X6) = a0 Xs

w(X2, X7) = a10Xe + a13 X5 + 014 X3

w(X2, Xg) = a0 X7+ a13 X6 + a16 X5 + a14 X4 + a17 X3 + @13 X2

w( X3, X4) = b1 X5 + b2 X5+ b3 X2
(X3, X7) = b1o X5 + b11 X3
u(X3, Xg) = b1o X6 + b13 X5 + b1y X4 + b14 X3 + b15 X2

(X4, X6) =4 X5+ ¢5 X3
(X4, X7) = (bro+ ca) Xe + c7 X5 — b11 X4 + s X3 — bi5 X2
(X4, X8) = (2b10+c4) X7+ (b13+c¢7) X6+ c10 X5+ (bra+cs) Xa+c11 Xz+c12 X2

(X5, Xg) = d7 X5+ dg X3+ dg X,

(X6, X7) = €1 X5 — dg X3 — dg X2
w(Xe, Xg) = (d7+e1)Xe +e4 X5+ e5X3
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X7, Xs) =(dr+e1)Xs+eaXe+ fiXs +es Xufo Xa+ f3 Xo

y una discusién de casos nos lleva a comprobar que en todos los casos se puede
perturbar a leyes correspondiendo a sucesiones caracteristicas superiores, con lo
que la érbita estd contenida en las componentes irrdeducibles determinadas pre-
viamente. O

3.8 Sucesién caracteristica (4,1,1,1,1)

Proposicién. El abierto U, (i 1,1,1,1) estd contenido en la union de las componen-
tes irreducibles determinadas anteriormente.

DEMOSTRACION: En efecto, un tratamiento como en las secciones anteriores nos
permite obtener que N, & 1,1,1,1) estd contenido en la érbita de la familia
159593y

(X1, Xe) = X5
(X1, X7) = Xe
w(X1,Xs) = X7

(X2, X3) = a1 X5
w( X2, X4) = a5 X5
(X2, Xg) = a11 Xs

(X3, X4) = b1 X5
(X3, Xg) = b7 X5

w(X4,X7) =c2Xs
w( Xy, Xg) =c2 X6 +¢3X5

(X7, Xs) = AXs+ i Xa+ 5 Xs+ fs X2

Distinguimos entonces los casos:
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Caso f, #0

Entonces se puede suponer que f; = f3 = fy = 0, y con ello, de las condiciones
de Jacobi se encuentra que b; = as = 0. Entonces con la aplicacién bilineal
alternada definida por (X3, Xg) = X, se tiene que p + € ¢ es una perturbacién
de 1 y es de sucesién caracteristica superior.

Caso =0y f3#0o0 f1 #0

Si fs # 0 se puede suponer f; = f; = 0, con lo que queda a; = b; = 0, y es
facil ver que se perturba en un caso anterior (basta cambiar X3 por X4) El caso
fa # 0 se trata de forma similar.

Caso fy=fy=fy=0

Un razonamiento similar permite perturbar en este caso, consiguiendo a; #
0,a59600b1;60. a

3.9 Sucesiones caracteristicas (3,3,1,1), (3,2,2,1) y
(3,2,1,1,1)

Las leyes de estas sucesiones caracteristicas tienen un tratamiento muy similar,
no permitiendo obtener ninguna componente irreducible nueva, por lo que nos
centraremos en solo una de ellas, tratindose las otras de forma casi igual.

Empezamos como siempre utilizando la sucesién caracteristica para conocer
ad(X1), y obteniendo, a partir de los productos u(X3, X;) y las condiciones de
Jacobi, una ley genérica:

Lema. N(83 3,1,1) estd contenido en la drbita de la familia de leyes de dlgebra de
Lie siguiente:
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/‘(Xl,X‘l) = X3

W X1, X5) = X4

W X1, X7) = X

(X1, Xs) = X7

w( X2, X3) = a1 Xe + a2 X3

X2, Xq) = a1 X7+ as Xe + a3 X4+ a5 X3

(X2, Xs5) = a1 Xs+as X7+ a7 X+ as X5 + a5 X4+ ag X3 + ag X2

m( X2, X6) = —az X6 + a11 X3

WX, X7) = —as X7+ a13 X6 + a11 X4 + 014 X3

/l(Xz, Xs) = —ag Xg + a13 X7 + a16 X¢ + a11 X5 + @14 X4+ a17 X3+ as X2

w( X3, X4) = by X¢ — b1o X3

(X3, X5) = by X7+ by X6 — bio X4 + b5 X3

w(X3, X7) = bio Xe + b11 X3

#(X3, Xg) = b1o X7+ bya X + b11 X4 + b14 X3 + b15 X2

M X4, Xs) = by Xs + by X7+ c1 Xe+ b2 X5+ b5 X4+ c2 X3+ c3 X2

w( X4, X6) = —b1o Xe — b1y X3

(X4, X7) = c7 Xo + s X5 — b1s X2

#(X4, Xg) = bio Xg+ (bia+¢1) X7+ 10 X6+ b11 X5+ (bra+cs) Xatenn Xa+
12 X

(X5, Xe) = bio X7+ dy X6 — b1y X4 + d2 X3 + b15 X2

(X5, X7) = bro Xs+(er+di) X7+ds Xo6—b11 Xs+(cs+dz) Xa+ds Xz—c12 X2

(X5, Xs) = (b13+2¢7+d1) Xs+ (cr0+d4) X7+ d7 Xe+ (bra+2c3+d2) X5+
(c11+ ds) X4 + dg X3 + do X

(X6, X7) = —b11 X6 + €2 X3

W Xe, Xg) = —b11 X7+ es Xe+e2 X4+ €5 X3

”(X'T) XS) =

b1 Xs+es Xe+ fiXe+ea Xs+esXa+ o Xa+ f3 X2
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Hemos elegido esta sucesidn caracteristica de entre las tres para comentar
un fenémeno cada vea mds claro segin se va avanzando hacia las sucesiones carac-
teristicas mas bajas. Por un lado la ley obtenida es cada vez mas complicada; esto
no es extrafio si recordamos (ver 1.5) que cada vez trabajamos en abiertos mas
grandes, con lo que la lay general es cada vez mds general. Por otra parte, cuando
imponemos las condiciones derivadas de la sucesién caracteristica, obtenemos
cada vez mayor nimero de restricciones sobre las constantes de estructura, lo que
pronto simplifica enormemente la ley (de hecho cuando en secciones posteriores
escribamos la lay habremos introducido muchas de esas simplificaciones, para
facilitar la lectura del trabajo).

Debe notarse que al tener cada vez mds condiciones impuestas por la suce-
sién caracteristica serd cada vez mds ficil que la ley pueda perturbarse en otras
de sucesién caracteristica mayor. En efecto, basta perturbar las constantes de
estructura que aparezcan en estas relaciones y no en las condiciones de Jacobi
ni en las de nilpotencia, de modo que sin dejar de ser dlgebra de Lie nilpotente,
cambie de sucesién caracteristica.

Tras una serie de computaciones, obtenemos entonces el resultado:

o o, . 8 8 8 ’ .
Proposicion. Los abze_rtos U(3’3,1,1), U(3,2,2,1) y U(3,2,1,1,1) estdn contenidos en
las componentes determinadas anteriormente.

3.10 Sucesion caracteristica (3,1,1,1,1,1)

Detallamos aparte el caso de esta sucesién caracteristica ya que ofrecerd ocasién
de mostrar algunos razonamientos que, aunque hubieran aparecido si hubiésemos
detallado el tratamiento de las anteriores, alli daban lugar a célculos mas com-
plicados y dificiles de seguir, sin aportar en cambio ninguna idea distinta de las
que veremos aqui.

El resultado que obtendremos es:

Proposicién. El abierto U&l 11,1,1) estd contenido en la union de las compo-
bt e b R )
nentes irreducibles determinadas anteriormente.
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DEMOSTRACION: En efecto, cualquier ley de esa sucesién caracteristica es iso-
morfa a una de la forma

w(X1,X7) = X¢
(X1, Xg) = X7

w( X2, X3) = a1 X¢
w( Xz, X4) = a3 Xe
(X2, X5) = a3 Xe
w( X2, X7) = a4 X
(X2, Xs) = a4 X7+ a5 X¢ + a6 X5 + a7 X4 + ag X3 + a9 X

(X3, X4) = by Xe
(X3, Xs) = by Xe
(X3, X7) = b3 X
(X3, Xg) = b3 X7+ by Xe + bs X5 + be X4 + b7 X3 + bg X2

w( X4, Xs5) =1 Xe
(X4, X7) =2 X6

(X4, Xs) =caX7+e3Xe+ca Xs+c5 Xg+c6 X3+ 7 Xy

w(Xs, X7) = d1 Xe
W X5, Xs) =d1 X7+ d2 Xe+d3 X5 +dg Xg+ds X3+ ds X2

wX7,Xs) = iXe+ foXs+ fs Xa+ fa X5+ fs X,

Un razonamiento como los de secciones anteriores, permite siempre suponer

a4=b3=02=b2=a3=a2=f1=0
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Imponiendo las condiciones de la sucesién caracteristica sobre ad(X; +
a Xg), se deducen las relaciones

ag
bs
€4
d3

asf2
bsf2
cef2
dzfa

o

ay
bs
Cs

dy

asf3
bsfs
csf3
dsfs

La ley se reduce entonces a

f M(Xl) X7)
u(X1, Xs)

K(X2, X3)
1(X2, X4)
m(X2, Xs5)
#(X2, Xs)

(X3, X4)
(X3, Xg)

(X4, Xs)
I‘(X‘i’ XB)

n(Xs, X7)
/‘(X59 XS)

L p(X7, X3)

|

&
I

&
I

b7

I
&8
b
&3 &
Lo
C O oo

asfa as fs
bsfs bafs
cef4 crfs

dsfs = defs

o

I
nnn
coceocoe

X61
X79

a; Xe,
az Xﬁ,
a3 Xg,
as X67

bl X67
b4 Xﬁ,

1 XG’
c3 Xe,

dl X61
dy X7 + d3 X,

RXs+ faXa+ faXs+ fs Xo

Tomamos asf la aplicacién bilineal alternada definida por (X3, Xg) = Xz y
se tiene que pu+ € ¢ es una perturbacién de p y que es de sucesion caracteristica su-
perior. Al perturbarse en una superior, es adherente a la érbita de la perturbada,
y ésta estd en una de las componentes determinadas previamente. O
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3.11 Sucesién caracteristica (2,2,2,1,1)

Proposicién. El abierto U(sz’2 2,1,1) estd contenido en la unidn de las componen-
tes irreducibles determinadas anteriormente.

DEMOSTRACION: En efecto, cualquier ley de esa sucesién caracteristica es iso-
morfa a una de la forma

w(X1,Xy4) = X3
w( X1, Xe) = X5
w(X1, Xg) = X+

(X2, X4) = a1 X7+ a2 X5+ a3 X3
w(X2,Xe) =as X7+ a5 X5+ a6 X3
(X2, Xs) = ar X7+ ag X5+ a9 X3

WX, Xe) =1 X7+ e2Xs +e3 X3 +¢4 Xo
(X4, Xg) =es X7+ c6 X5 +¢c7 X3+ cs X2

#(Xe, Xs) = by X7+ b2 X5+ b3 X3+ by X,

Imponiendo las condiciones derivadas de la sucesion caracteristica obtenemos

€404 = C4a5 = c4a6 = O
C481 = c483 = cq4a3 = 0
cgy = cgay = cgaz = 0
cg7 = Cgdg = (Cglg = 0
b4a4 = b4a5 = b4a6 =0
b4a7 = b4a3 = b4a9 = 0

Es evidente la simetria que existe entre by, cg y c4; esto nos permite que si
uno de ellos es no nulo, los otros se pueden suponer nulos.
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Consideramos entonces dos casos:

Primer caso: uno de los tres es nulo

Supongamos by # 0 y ¢g = ¢4 = 0 (los otros casos se tratan de forma simétrica);
de las relaciones anteriores queda

a4 = as =ag = ayr =ag = ag = 0

Las condiciones de Jacobi implican entonces a; = a3 = a3 = 0 y la ley
queda

[ w(X1,Xs) = Xj,
I‘l'(XhXG) = X57
< w(X1,Xs) = X,
X4, X6) = aaXr+ce2Xs+c3X3,
W X4, Xs) = s X7+ ceXs+c7 X3,
(X6, Xs) = be X

Tomamos ahora la aplicacién bilineal alternada definida por (X3, X4) =
X5 y se tiene que p + € es una perturbacién de p y es de sucesién caracteristica
superior.

Falta solamente considerar el caso en que los tres sean nulos:

Segundo caso: los tres son nulos

Si ¢4 = by = cg = 0 se puede suponer que a; = a3 = 0 y entonces tomando la
aplicacién bilineal alternada definida por

o(X4, X6) = —a1 X,
¢(Xe, Xs) = X2

se tiene que pu + €y es una perturbacién de pu y es de sucesidn caracteristica
superior.
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En todos los casos es adherente a la érbita de una familia de sucesién carac-
teristica superior, y por tanto esti en las componentes irreducibles determinadas
anteriormente. O

3.12 Sucesién caracteristica (2,2,1,1,1,1)

Proposicién. Fl abierto U(i"2 211,1,1) estd contenido en la union de las compo-
ylgfedigdy
nentes irreducibles determinadas anteriormente.

DEMOSTRACION: N8 estd contenido en la érbita de la familia
(2,21,1,1,1)

(X1, Xe) = X5
#(X1, Xs) = X7

(X2, X3) = a1 X7+ a2 X5

(X2, X4) = a3 X7+ a4 X5

(X2, X6) = as X7+ a6 X5 + a7 X4 + as X3+ a9 X
(X2, X8) = a10 X7 + a11 X5 + a12 X4 + 013 X3 + 614 X2

#(X3, X4) = b1 X7+ b2 X5
(X3, Xe) = b3 X7+ by X5 + b5 X4 + bs X3 + b7 X2
(X3, Xg) = bg X7+ bg X5 + b1o X4 + b11 X3 + b12 X

MX4,Xe) =1 X7+ 2 Xs+caXqg+ s X3+ ¢5 X,
(X4, Xe) = c6 X7+ ¢7 X5+ cs X4+ cog X3+ c10 X2

W( X5, Xg) =dy X7+ da X5 +d3 Xy +ds X3+ds X,

WM Xe, X7) = —dy X7 —dy X5 — d3 X4 — dy X3 — ds X2
W(Xe, Xg) =e1 X7+ e3 X5+ e3 X4+ e4 X3+ €5 X2
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Consideramos un vector Y; = X; + a X con m genérico. Entonces una cadena
de vectores mediante:

YS = [l(Yl,Xe) = —ae X7 — (ae2 - 1)X5 — ez X4 — (€4 X3 — Q€s Xz
Yo = p(11,Ys) = (ady+ o2By) X7 + (adz + a?B;) X5 + (eds + *f3) X4
+(ady + 0?B4) X3 + (ads + a?f5) X,
donde los §; dependen de las constantes de estructura. Si alguno de los d;, 1 <
i < 5 fuese no nulo, se podria elegir @ de modo que los vectores Y; fuesen lineal-

mente independientes, lo que contradeciria el que la sucesién caracteristica fuese
(2,2,1,1,1,1). Asi tenemos que d; =0, 1 < ¢ < 5.

Un razonamiento similar se hace con los a;, b; y los ¢;, con lo que:

@9 = a4 = ag = 43 = a7 = a2 = 0
by = big = bg = by = by = bo = 0
s = €9 = € = ¢ = ¢63 = ¢g = 0
di = dy = d3 = dy = ds = 0

Por otra parte, siempre podemos conseguir e3 = e4 = 0, con lo que la ley
queda (renumerando algunas de las constantes de estructura)

r /‘(XhXG) = X57
/‘(XlsXS) = X7a
w(X2,X3) = a1 X7+ azXs,
wWX2,X4) = a3Xr+a4Xs,
(X2, Xe) = asX7+agXs,
) (X2, Xs) = arX7+agXs,
wW(X3,X4) = b X740 X5,
| w(X3,Xe) = b3X7+bsXs,
w(X3,Xg) = bsX7+bgXs,
X4, Xe) = aXr+c2Xs,
(X4, Xs) = e3 X7+ caXs,
[ (X6, Xs) = e1X7+e2Xs5+e3X;

Utilizando las condiciones de Jacobi se tienen las restricciones:
azes = agez = ayez = azez = 0
y de nuevo con la sucesién caracteristica

as €3 = ar€z = Ag€z3 = age€z = 0
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Si consideramos ahora la aplicacién bilineal alternada definida por

¢(Xe, Xs) = X,

M + € p es una perturbacién de u y pertenece a otra sucesién caracteristica. O

3.13 Sucesién caracteristica (2,1,1,1,1,1,1)

Proposicién. El abierto U(s2 11,1,1,1,1) estd contenido en la union de las compo-
. . . by by d)
nentes irreducibles determinadas anteriormente.

DEMOSTRACION: N (82 11,1,1,11) estd contenido en la érbita de la familia
A R e Bl Rt

(X1, Xs) = X7

(X2, X3) = a1 X7
w( X3 Xyg) = a2 X7
w(Xa, Xs5) = a3z Xz
w( X2, Xe) = as X7
w( X2, Xg) = as X7

w( X3, X4) = b1 X7
w(X3, X5) = bs X7
(X3, Xe) = b3 X7
w(X3, Xg) = by X7

(X4 X5) =1 X7
(X4, Xe) =2 X7
w( X4, Xg) = e3 X7

w(Xs, Xg) = dy X7
w(Xs,Xg) = dy X7
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w(Xe, Xs) = e1 X7

w(X7,Xs) = fL X7

Si consideramos ahora la aplicacién bilineal alternada definida por
P(X3, Xs) = X3

M + € es una perturbacion de pu y pertenece a otra sucesién caracteristica. O

3.14 Sucesién caracteristica (1,1,1,1,1,1,1,1)

El 4lgebra de esta sucesién caracteristica es abeliana y de forma evidente se puede
perturbar en las sucesiones caracteristicas superiores.
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