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Investigar es ver lo que todo el mundo ha visto,
y pensar lo que nadie mds ha pensado.

Albert Szent-Gyorgi (1893-1986)




Resumen

Los objetivos de esta tesis se pueden enmarcar dentro de la Teorfa Ex-
tremal de Grafos. Uno de los problemas mas conocidos en este dmbito es el
denominado Probleme de Turdn consistente en estudiar el mayor tamartio
posible de un grafo libre de subgrafos completos. Asimismo, han ido apare-
ciendo a lo largo de los tltimos afios distintos problemas extremales como
extensién o generalizacion del Problema de Turdn. Es este tipo de proble-
mas en el que centramos el estudio que pretendemos reflejar en esta memo-
ria.

En particular, analizamos una de dichas extensiones denominada Pro-
blema de Turdn con contraccion de aristas o Problema de Turdn para
menores completos, en la que nos ocupamos de obtener el mayor tamano
posible de un grafo de orden n no contractible a un grafo completo de or-
den p, es decir, sin contener un subgrafo a partir del cual se pueda obtener
un grafo completo con p vértices mediaute una cantidad finita de contrac-
ciones de aristas. Paralelamente, como en todo problema extremal, nos
planteamos la cuestion de caracterizar aquellos grafos que alcancen dicho
valor extremo, denominados grafos extremales.

También estudiamos dos generalizaciones del Problema de Turén a
grafos bipartitos: el Problema de Zarankiewicz y el Problema de Turan
en grafos bipartitos. En este caso se trata de obtener el mayor ntimero de
aristas en un grafo bipartito dado de modo que no contenga un subgrafo

bipartito completo K ;.




En el Problema de Zarankiewicz se establece una ligadura entre las
clases de vértices del grafo bipartito dado y las del subgrafo prohibido,
mientras que en el segundo problema esta relacién no existe. Evidente-
mente, veremos que ambos problemas estan relacionados.

Como comentaremos a lo largo de esta tesis, los resultados conocidos
para estos problemas extremales son mayoritariamente de tipo asintético,
dedicados a acotar las funciones extremales fijando algunos de los parame-
tros que aparecen y dando libertad a otros. Nuestra intencién es abordar
los problemas desde otro punto de vista. Vamos a dedicarnos a aportar
valores exactos y caracterizar grafos extremales para valores relacionados

de log pardmetros.
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Introduccién

En esta tesis hemos abordado el estudio de varios problemas clésicos dentro de
la Teoria de Grafos, que se pueden enmarcar dentro de un grupo denominado
de manera general problemas extremales en grafos. La rama de la Teorfa de
Grafos encargada del estudio de los problemas extremales es conocida como Teoria
Extremal de Grafos. Bésicamente, podemos decir que son problemas extremales
en grafos aquellos en los que se trata de, por un lado, determinar el valor extremo
(ya sea maximo o minimo) de algiin pardmetro (orden, tamano, valencia media,...)
referido a los grafos de una determinada clase o familia (grafos de orden n, grafos
bipartitos....) que cumplen alguna propiedad concreta (no contener subgrafos
completos, tener girth dado,...); y, por otro lado, caracterizar aquellos grafos,
Hamados grafos extremales, pertenecientes a la clase estudiada y que alcanzan

dicho valor extremal.

Uno de los problemas extremales mds conocidos es el denominado Pro-
blema de Turdn, planteado en 1941 y al que se debe, en gran medida, el de-
sarrollo de esta teorfa. En este problema, P. Turdn [46] se plantea cudl serd el
tamano maximo, denotado por ex(n; K, ), de un grafo con n vértices de manera
que no contenga a un grafo completo de orden p como subgrafo. Es el propio
autor quien demuestra el conocido Teorema de Turdn, considerado por muchos

el primer resultado en Teorfa Extremal, en el que determina que

ex(n; Kp) = t,_1(n)
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siendo ¢.(n) el nimero de aristas del unico grafo r-partito completo cuyos n
vértices estan repartidos en las clases de equivalencia de la manera mas igualitaria
posible. Es mds, también demuestra que el tnico grafo extremal para dicho
problema es, precisamente, el grafo r-partito que acabamos de describir, el cual

también pasé a ser conocido como Grafo de Turdn.

La relevancia del trabajo de P. Turdn no radica sélo en que el problema ex-
tremal quedara completamente resuelto, sino también en que dio pie a la aparicién
de numerosos problemas del mismo tipo. Tanto es asi que existe todo un grupo
de problemas extremales agrupados bajo la denominacién genérica de Problemas
de Turdn. Su estructura es similar a la del problema original, y en ellos se estu-
dia el tamano maximo de un grafo de determinado tipo (de orden n, bipartito,
etc...) sin contener determinadas subestructuras (subgrafos bipartitos completos,
subgrafos homeomorfos a un completo, subgrafos contractibles a un completo,

etc...).

Una de las conjeturas mas importantes dentro de la Teoria Extremal, la
Conjetura de Hadwiger, surge en parte como uno de estos problemas de Turdn
que acabamos de describir cuando H. Hadwiger [26] propone relacionar el nimero
cromético de un grafo con el hecho de que éste contenga un subgrafo completo
de orden determinado. Concretamente, este autor conjeturd en 1943 que si un
grafo (G tiene numero cromético al menos p entonces G contiene un subgrafo
contractible a K,. La conjetura de Hadwiger fue rdpidamente confirmada para
los primeros valores de p. Partiendo del hecho de que el resultado es trivial para
p < 3, el primero de los valores, p = 4. es cofirmado por G.A. Dirac [12] en 1952.
El caso p = 5 es especialmente relevante pues a partir del trabajo de K. Wagner

- [47] se pone de manifiesto la relacion existente entre la conjetura de Hadwiger v el
Teorema de los Cuatro Colores. Tras la prueba en 1976 del mencionado Teorema
de los Cuatro Colores por K. Appel y W. Haken [1, 2] también el caso p = 5 de la

conjetura quedoé probado. El dltimo de los resultados conocidos data de 1993 en
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el que N. Robertson y P.D. Seymour [41] prueban la conjetura para p = 6. Para

valores superiores a 6 el problema permanece sin resolver.

En 1961 G. Hajés [27] plantea la misma conjetura desde un punto de vista
topoldgico, conjeturando que todo grafo p-cromatico contiene una subdivision de
K,. Sin embargo, en 1979 P.A. Catlin [6] probd que esta nueva conjetura es falsa

parap > 7.

Este punto de vista topoldgico dio pie a la aparicién de una de las exten-
siones méas conocidas del Problema de Turén, el denominado Problema Topoldgico
de Turdn. Este problema consiste en determinar el mayor nimero posible de
aristas, denotado por ez(n;TK,) de un grafo con n vértices sin contener una
subdivisién del grafo completo K,. Como ya dijimos anteriormente, en todo
problema extremal aparece una segunda cuestién que es la de caracterizar los
grafos extremales. En este caso concreto, se trata de determinar los grafos con
n vértices libres de subdivisiones de K, y con ex(n; TK,) aristas. La familia de

grafos extremales para este problema se denota por EX (n; TK),).

Este ultimo problema arranca cuando W. Mader [35] v P. Erdos y
A. Hajnal [14], de modo independiente, conjeturan la existencia de una funcién
e(p) tal que todo grafo con n vértices y, al menos, ¢(p)n aristas contiene una sub-
divisién de K,. Dicho de otro modo, se trata de acotar superiormente la valencia

media de los grafos libres de subdivisiones de un grafo completo de orden p.

En 1972 el propio W. Mader [37] demuestra que ¢(p) = 3 - 2773 — poes
suficiente. Diversos autores aportaron posteriormente varias mejoras de la esti-
macién dada por W. Mader, hasta llegar a la mejor conocida hasta ahora, que da
el valor ¢(p) = 256p*, obtenida en unos trabajos independientes de B. Bollobas
v A. Thomason [5] y de J. Komlés v E. Szemerédi [32], probdndose ademas que

esta es la mejor estimacion posible desde el punto de vista asintético.
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Por lo que se refiere a valores exactos de la funcién ex(n;TK,) v los
correspondientes grafos extremales, una buena parte de las soluciones permanecen
pendientes de ser encontradas. En una parte de los resultados conocidos se ha
estudiado el problema fijando el valor del pardmetro p y haciendo n tender a
infinito. Dejando a un lado los casos triviales, es decir, para p < 3, en 1960
G.A. Dirac [13] demuestra que ex(n; TK,) = 2n — 3, cuando n > 4. Para el caso
p =5, el mismo autor conjetura 4 afios mas tarde que ex(n; TK5) = 3n — 6. Sin
embargo, hubo que esperar hasta 1998, afio en el que W. Mader [38, 39] demuestra

que dicha conjetura es cierta, caracterizando ademas todos los grafos extremales.

El segundo bloque de aportaciones a este problema se inicia con el tra-
bajo de M. Cera, A. Didnez y A. Marquez [7] en el que por primera vez sc
aborda la bisqueda de soluciones para infinitos valores relacionados de n y p,
simultaneamente. De este modo, los autores encuentran la solucién exacta de la
funcién ex(n; TK,) para todo par (n,p) perteneciente al sector del plano deter-

minado por la expresién
2n+5
—  <p<n
3
y completan los resultados con un segundo trabajo [8] en el que llevan a cabo la

caracterizacién de la correspondiente familia extremal de grafos cuando

<p<n-—3.

2n+6
3

Posteriormente, P. Garcfa-Védzquez [16] siguiendo esta misma linea de trabajo
en su tesis doctoral, profundiza ain mds en la bisqueda de soluciones para este
problema extremal. En ese trabajo se aportan distintos resultados de estruc-
tura acerca de los grafos extremales involucrados en este problema, asi como
nuevos valores exactos para la funcién extremal ex(n; TK,) en sucesivos sectores
del plano (n,p), caracterizando la correspondiente familia EX (n; TK),) de grafos
extremales. De este modo, agrupando dichos resultados con los obtenidos por

M. Cera, A. Didnez y A. Marquez, el problema topolégico queda completamente



resuelto cuando
{771, +7

<p<n
| srsr

Otra conocida extensién del Problema de Turdn estd relacionada con la
inclusién de subgrafos contractibles a un grafo completo. Este es el problema
sxtremal conocido como Problema de Turdn para menores completos o Problema
de Turdn con contraccion de aristas. En este caso se trata de determinar el
mayor ntimero de aristas posible de un grafo de orden n sin contener al grafo
completo K, como menor, es decir, el mayor tamafio de un grafo de orden n
que no es contractible a K,. Este valor extremal se denota por ex(n; MK),) y la

correspondiente familia de grafos extremales por EX (n; MK,).

Citando a Andrew Thomason en [45]: ”Existe cierto interés em conocer
el mayor tamafio posible de un grafo no contractible a K,, méxime teniendo en
cuenta la relacién de este problema con la Conjetura de Hadwiger que afirma que

todo grafo p-cromdtico es contractible a K,,.”

Podemos encontrar en la bibliograffa numerosos trabajos dedicados a aco-
tar la funcién extremal desde un punto de vista asintético. W. Mader [36] prueba
que existe un valor mfmimo c(p) tal que todo grafo de orden n y tamaro, al
menos, ¢(p)n contiene a K, como menor, y ademds, que c(p) < 8plogy(p).
A. Kostochka [33, 34] y W. Fernandez de la Vega [10] basdndose en B. Bollobds,
P. Catlin y P. Erdos [4] pusieron de manifiesto. independiente pero practicamente
al mismo tiempo, que ¢(p) no era funcién lineal de p ya que podian encon-
trarse grafos aleatorios no contractibles a K, y con valencia media del orden
de py/log(p). Ademés, A. Kostochka [34, 33] y A. Thomason [44], indepen-
dientemente, probaron que p+/log(p) era, asintéticamente, el orden de magnitud

correcto. Finalmente, A. Thomason [45] demostré que

c(p) = (e + o(1)) py/log(p)
siendo o = (1 —X)/2/log(1/A) v A < 1 la solucién de la ecuacién
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1 =X+ 2Mlog(A) = 0.

Sin embargo el valor exacto de la funcién extremal ex(n; MK,) y los
correspondientes grafos extremales s6lo se conocen de manera explicita para los
1

primeros valores de p. Considerando el grafo K, o + K,_p 12, es relativamente

tacil comprobar que

L

, p—1
ex(n; MK,) > (p—2)n — (p 0 )

En 1964 G.A. Dirac [13] demuestra que esta cota es dptima para p < 5.
Porteriormente, en 1968, W. Mader [36] prueba que la cota alcanza el valor exacto
también para valores de p < 7, poniendo de manifiesto que no ocurre lo mismo
cuando p = 8. Deben pasar practicamente dos décadas hasta que L. Jorgensen
[31] describe exactamente todos los contracjemplos en el caso p = 8 demostrando

que
6n —20 sibdividean,y
ex(n; MKg) = o
6n — 21  en otro caso.

Este es uno de los problemas extremales que estudiaremos en esta memo-
ria. Como ocurrfa en el caso topolégico, la mayor parte de los trabajos se han
dedicado a aportar acotaciones de la funcién extremal o a tratar el tema desde
un punto de vista asintético. Nosotros nos centraremos en el problema desde el
mismo punto de vista en que abordaron M. Cera, A. Didnez y A. Mdrquez [7, 8],
y P. Garcia-Viazquez [16] el problema topoldgico, es decir, estudiando el mismo

para valores de n y p relacionados entre si.

Otro de los problemas extremales que se pueden enmarcar dentro de este
tipo es el conocido como Problema de Zarankiewicz En éste se trata de relacionar
el nimero de aristas de un grafo bipartito con la inclusién de un subgrafo bipartito

X|=m

completo. Concretamente, si G = (X,Y) es un grafo bipartito tal que
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vy Y] = n, v existen un subconjunto S € X de cardinal s y un subconjunto
T C Y de cardinal  tales que el subgrafo inducido por SUT en G es un bipartito
completo, entonces se dice que G contiene a K, 4 como subgrafo. Evidentemente,
un grafo bipartito G puede contener a K,y pero ser libre de K. Sise da
cualquiera de las dos situaciones anteriores, y no es necesario distinguir cual,
simplemente se dice que G contiene a K, ;. El problema consiste pues en calcular

el mayor ntimero de aristas posible, denotado z(m, n; s, t), de un grafo bipartito

G = (X,Y) con |X| =my

Y| = n tal que G no contenga a Ky como
subgrafo. Como en ocasiones anteriores, también en este problema extremal se
trata de caracterizar los grafos de la correspondiente familia extremal denotada
por Z(m,n;s,t). Por simplicidad, en aquellos casos en los que m=ny s =t la

funcién se denota simplemente por z(n;t) y la familia extremal por Z(n;t).

El problema es propuesto por Zarankiewicz [48] en 1951, y en su versién
original se plantea en términos matriciales. El autor propone el problema de
averiguar ¢l mayor nimero posible de unos, denotado z(n;3), en una matriz
binaria cuadrada de orden n = 4, 5,6, de manera que no contenga ninguna sub-
matriz cuadrada de orden 3 cuyos elementos sean todos unos. Ese mismo ano
S. Sierpinski [42] aporta la solucién al problema original, y posteriormente, dis-
tintos autores contribuyen con nuevos valores numéricos para la funcién z(n; 3)

paran > 7.

En éste, como en otros muchos problemas extremales, la mayoria de tra-
bajos han abordado el estudio de la funcién extremal desde un punto de vista
asintético, es decir, se fijan los valores de s y de t, y se evaliia el comportamiento

de la funcién z(m, n; s,t) cuando m y n tienden a infinito (ver [15, 17, 18]).

En lo que se refiere a valores exactos de z(m,n; s, t), podemos destacar el

trabajo de Culik [9], donde se demuestra que fijados s, t y m enteros positivos,
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se cumple

Zimyn; s t) = (s—Dn+(t —1) (m)}

m
para todo n > (¢t — 1)
g

En [3] se prueba que la cota superior

n-+nydn — 3

z{n: <
z(n;2) < 5 ,

valida para cualquier entero n > 2, es éptima cuando n = ¢° + ¢ + 1, siendo ¢
la potencia de un nimero primo. Goddard, Henning y Oellermann [19] deducen
el valor exacto de la funcién z(n;2) para valores n < 10, gracias a la vinculacién
que establecen entre este problema y los nimeros de Ramsey bipartitos. Griggs
y otros [21, 20] analizan el llamado “caso mitad-mitad”, z(2m, 2n;m, n), desde

un punto de vista matricial, obteniendo las acotaciones
dmn — (2n 4 2m — med(m,n) + 1) < 2(2m, 2n;m,n) < 4mn — (2n+m + 1)

donde mecd denota al méximo comin divisor. Haciendo uso de dichas desigual-
dades, demuestran que sin =km+rcon 0 <r<myr=00bien m <k + 7,

entonces z(2m,2n;m,n) = dmn — (2n +m + 1).

El Problema de Zarankiewicz estd estrechamente relacionado con el lla-
mado Problema de Turdn en grafos bipartitos, en el que la funcién ex(m,n; Ky ,)
denota al ntmero méximo de aristas en un grafo bipartito de clases X e V
con m y n vértices, respectivamente, sin contener a K, ; como subgrafo, siendo
EX(m,n; K;) la familia de grafos extremales correspondiente. Obsérvese que la
aparente coincidencia entre ambos problemas no es tal, ya que a diferencia del
Problema de Zarankiewicz antes descrito, en este segundo problema se prohibe en
el grafo bipartito (X, Y') tanto el subgrafo K, como el K ). En cualquier caso,

es evidente que para cualesquiera valores de los pardmetros se verifica siempre la
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siguiente relaciéon

ex(m,n; K,;) < z(m,n; s, t).

Como va hemos mencionado en lineas anteriores, en esta memoria abor-
damos el estudio de distintos problemas extremales que surgen como extension
del Problema de Turdn. Nuestro objetivo primordial serd la obtencién de valores
exactos v la caracterizacion de los correspondientes grafos extremales. Para ello
nos apartaremos del método cldsico de estudiar estos problemas fijando algunos
pardmetros v haciendo tender el resto a infinito. En nuestro estudio nos cen-
traremos en conjuntos de valores de los pardmetros, involucrados en el problema
extremal en cuestién, ligados entre si por determinadas relaciones. Si bien el
grueso de esta tesis estd dedicado al estudio del Problema de Turén con con-
traccién de aristas, también nos ocuparemos del Problema de Zarankiewicz y, en

menor medida, del Problema de Turan en grafos bipartitos.

Esta memoria se ha estructurado en cinco capitulos que a continuacion

pasaremos a describir con mas detalle.

El primer capitulo recoge, de forma general, algunas notaciones, defini-
ciones vy resultados bésicos de la Teorfa de Grafos que necesitaremos a lo largo

del desarrollo del resto de capitulos de esta memoria.

Los tres capitulos siguientes estdn dedicados al estudio del Problema de
Turdn con contraccién de aristas. En el Capitulo 2 introducimos la técnica
que vamos a utilizar para lograr obtener el valor exacto de la funcién extremal
ex(n; MK,) y caracterizar los grafos extremales. Estudiamos unas familias de
grafos que dehotaremos por Vi, y comprobamos su relacién con la solucién de
este problema extremal. La técnica que aplicamos estd basada en el concepto,
fundamental en nuestro estudio, de conjunto vértice recubridor de un grafo, asi
como en la bisqueda de un emparejamiento completo en un determinado grafo

bipartito definido expresamente. En el Capitulo 3 hacemos uso de la relacion exis-



tente entre el problema que nos ocupa y el Problema Topolégico de Turan, asi
como de la técnica del emparejamiento completo descrito en el capitulo anterior.
Con todo ello obtenemos el valor exacto de la funcién ex(n; M K),) para aquellos
pares de valores (n, p) pertenecientes al sector infinito del plano determinado por

las desigualdades siguientes:

3n+ 3
{& <p<n.

5
Para abordar esta tarea dividimos el sector antes descrito en sectores contiguos
més pequefios, de manera que las expresiones que relacionan los pares de valores

(n, p) puedan representarse de manera homogénea.

Dedicamos el cuarto capitulo a caracterizar los grafos extremales corres-
pondientes a aquellos conjuntos de valores de los pardmetros para los cuales el
valor exacto fue obtenido en el capitulo anterior. Como ocurria con el valor exacto
también en este caso los grafos extremales para ambos problemas, el topolégico

v el de contraccion de aristas, coinciden en parte del sector infinito estudiado.

Por ultimo, en el Capitulo 5 estudiamos el Problema de Zarankiewicz v el
Problema de Turdn en grafos bipartitos. Obtenemos una cota superior para la
funcién de Zarankiewicz vélida para todos los valores de los pardmetros m,n, s v
t. De manera andloga a como estudiamos en capftulos precedentes el Problema
de Turdn para menores completos, nuestro objetivo serd resolver completamente
el Problema de Zarankiewicz y el de Turdn. en determinados sectores, tanto en el
sentido de aportar el valor exacto de la funcién extremal como en el de caracterizar
los grafos bipartitos extremales. Ademads. tratamos este problema sin fijar valores
de los parametros, es decir, al igual que hicimos con el problema con contraccién
de aristas, buscamos la solucién de los problemas en sectores infinitos de valores
de los pardmetros relacionados entre si. En este sentido, demostramos que si
max{m,n} < s+ ¢ — 1 entonces el valor exacto de ambas funciones extremales

coincide con la cota antes citada, y caracterizamos los grafos extremales, que



xi

también coinciden para los dos problemas extremales estudiados. Posteriormente,
aportamos nuevas soluciones al Problema de Zarankiewicz, comprobando que la
cota obtenida es Optima y caracterizando los grafos extremales en otros sectores

infinitos de conjuntos de valores (m,n, s,t) determinados por las relaciones:

. n—1i .
(i) (m—s) +1) <t-1;0 bhien
5
(i1) s divide an —ty (m— s)n < mt, siendo m > 2s si (m — s)n = mt.
Concluiremos esta memoria incluyendo un apartado dedicado a recopilar

las referencias bibliogréficas de todos aquellos trabajos a los que se haga referencia

a lo largo de esta tesis.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo vamos a introducir las notaciones y conceptos
necesarios que nos permitirdn exponer el estudio que se ha llevado a cabo

en esta tesis.

En este trabajo abordaremos el estudio de dos conocidos problemas que
podriamos enmarcar dentro del campo denominado Teoria Extremal de

Gralfos.

En este sentido, cualquiera de los manuales que tratan los principios de
la Teorfa de Grafos como Graph Theory de Harary [29], Extremal Graph
Theory de B. Bollobés [3] o Graph Theory de R. Diestel [11] son referencias
adecuadas para toda la terminologia y resultados bésicos que usaremos a

lo largo de esta memoria.

1.1 Notaciones

Comenzaremos el capitulo haciendo un repaso por los conceptos bésicos de los

que haremos uso a lo largo de esta tesis. Aprovecharemos esta exposicion para
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fijar las oportunas notaciones que seguiremos en el desarrollo de la memoria, si
bien cualquier otra que no se haya dado explicitamente, puede consultarse en

3, 11, 29].

Todos los conjuntos con los que trataremos, a menos que se especifique lo
contrario, serdn finitos. Denotaremos por | 4] al nidmero de elementos del conjunto

A, v nos referiremos a éste como el cardinal de A.

Un grafo G es un par (V) E), donde E es un subconjunto de V' x V. Los
elementos del conjunto V' se denominan vértices del grafo y, por otro lado, a
los elementos de E se les llama aristas del grafo. Si existe riesgo de confusion
denotaremos por V(G) y F(G) a los conjuntos de vértices y aristas del grafo
G, respectivamente. Asi, una arista e = {u,v} € F(G) de un grafo G es un
par no ordenado de elementos de V (), y habitualmente se denota por e = we.
Si existe la arista e = uv en E(G), entonces diremos que los vértices « y v son
adyacentes. En otro caso, diremos que los vértices son no adyacentes. Un conjunto
de vértices se dice independiente si dos a dos son no adyacentes. Diremos que la
arista uv € E(G) une al vértice u con el vértice v y que la arista es incidente con
cada uno de los dos vértices. Dos aristas seran adyacentes si ambas son incidentes

con algin vértice comun.

Por otro lado, lamamos orden v lo denotamos por v(G) al cardinal del
conjunto de vértices de G, |V(G)]. Andlogamente, el cardinal del conjunto de

E(G)

aristas,

se llama tamario del grafo, y lo denotaremos por e(G).

En esta tesis, y a menos que explicitamente se diga lo contrario, todos los
grafos serdn finitos, es decir, con un niimero finito de vértices; simples, lo cual
significa que no puede existir més de una arista uniendo cada par de vértices; no
dirigidos, esto es, que la arista uv es igual a la arista vu; y sin lazos, es decir, que

ninguna arista puede unir a un vértice consigo mismo.
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A continuacién, describiremos algunos conceptos, fijando la notacion opor-
tuna, relacionados con el nimero de aristas incidentes con un vértice concreto.
Si v es un vértice del grafo G, Ng(v) representa al conjunto de vértices de G que
son adyacentes a v. Estos vértices se denominan vecinos de v. El conjunto Ne(v)
se denomina el entorno o vecindad de v. El cardinal del entorno de un vértice v
se denomina wvalencia o grado de v, v se denota por dg(v) = |[Ng(v)| . Dado un

subconjunto A C V(G), se define el entorno de A como Ng(A) = U Ng(v). Si
vEA
un vértice no es adyacente a ningun otro del grafo, diremos que es un vertice

aislado. Por otra parte, se define la wvalencia minima de un grafo G' como
§(G) = min {6g(v) : v € V(G)}. También lamamos wvalencia mdrima de G al

valor A(G) = max {6g(v) : v € V(G)}.Y por iltimo, se denomina valencia me-

dia de G a
Z (5(;(’(;’)

vEV(G)

d(G) = v(G)

Es evidente que estos valores estdan relacionados, ya que

5(G) < d(G) < A(G). (1.1)

Si un grafo es tal que todos sus vértices tienen valencia r, diremos que el
grafo es regular. En este caso, las tres valencias definidas en el parrafo anterior
son iguales entre si e iguales a r.

En todo grafo GG es evidente que

2e(G) = E MG),

veV(G)

de donde se deduce que
2e(G)

4G =T

Dados dos grafos Gy H se dice que H es un subgrafode Gsi V(H) CV (@)

ysi E(H) C E(G). Cuando H sea un subgrafo de G lo denotaremos por HCG.
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Subgrafo de H

inducido por

{Vv V.V, V4}

Subgrafo de H

Figura 1.1: Ejemplo de subgrafo y subgrafo inducido.

Dado un conjunto A de vértices de G, se llama subgrafo inducido por A en G,y
lo denotamos por G[A], al subgrafo que tiene por conjunto de vértices A v cuyas

aristas son todas las de G que tengan ambos vértices en A (ver Figura 1.1).

De manera similar, podemos definir el subgrafo inducido por un conjunto
de aristas F, y se denota por G[F], al subgrafo cuyos vértices son todos los
incidentes con alguna de las aristas del conjunto F y cuyas aristas son las del

propio conjunto F.

A lo largo de esta memoria va a jugar un papel fundamental el concepto
de congunto vértice recubridor de un grafo. Dado un grafo H, diremos que un
conjunto W de vértices del mismo es un conjunto vértice recubridor si toda arista
del grafo es incidente con algin vértice del conjunto W. Al cardinal minimo de

un conjunto vértice recubridor del grafo 7 lo denotamos por #,,.(G).

En la Figura 1.2 podemos observar dos conjuntos vértice recubridores de
un mismo grafo G. El conjunto considerado en el caso (a) no es de cardinal

minimo, mientras que si lo es el del caso (b). Obsérvese que si W = {wy, ..., ws}
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(a) ®)

Figura 1.2: Conjuntos vértice recubridores de un grafo.

es un conjunto vértice recubridor del grafo (G, entonces sabemos que

e(G) < i: de(w;).

9=

Se pueden definir distintas operaciones elementales entre grafos. Concre-
tamente, dados los grafos G y H denotaremos por G + H a un nuevo grafo en el
que el conjunto de vértices estd formado por V(G) U V(H), y cuyas aristas son
todas las de G, todas las de H v todas las aristas que unen cada vértice de G con

cada vértice de H. Para cualquier entero positivo k, el grafok-H = H +---+ H.
(S it
kveces

Por otra parte, a veces es conveniente estudiar en un grafo el conjunto de
aristas ausentes. Con este fin definimos el grafo complementario de un grafo G,
que denotaremos por G, como aquel grafo cuyo conjunto de vértices es el mismo

que el de G, y cuyo conjunto de aristas es (V(G) X V(G)) — E(G). Es decir,

una arista estd en G si y sélo si no esta en G (ver Figura 1.5).

Un conjunto de aristas de un grafo G, {u;_qu; : i = 1,...,p} siendo

los vértices distintos, es un cemino de longitud p uniendo los vértices ug con
b Lol
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-1 <

G H G+H 2:G H

Figura 1.3: Suma, producto por escalar y complementario de un grafo.

P

up. Los vértices ug. u, se denominan vértices finales, y los vértices uy, ..., up-1
vértices internos. Usaremos indistintamente la lista de aristas o la lista de vértices
para representar a un camino, es decir, el camino representado por las aristas
Uy, Uila, - . ., Up—1U, €5 el mismo que el representado por el conjunto de vértices
UG, UL, . .y Up_1, Up.  DOS CAMINOS Ug, Ut ..., Uy ¥ Vo, V1,.. ., Y se dice que son
disjuntos siempre que {uy, ..., w1y {01, ..., v} = 0. 81w = u, diremos que
el camino es un ciclo de longitud p. Se denomina girth, cintura o cuello de un
grafo a la menor longitud de un ciclo contenido en él. Si el grafo no contiene

ciclos decimos cue tiene girth infinito.

Diremos que un grafo GG es conexo si para cualquier par de vértices existe
un camino en GG que los une. Todo grafo ¢ estd formado por la unién de subgrafos
conexos digjuntos. Estos subgrafos se denominan componentes conexas del grafo

G. Una componente coneza trivial es aquella formada por un tnico vértice aislado.

Llamamos drbol a todo grafo conexo que no contenga ciclos. En todo grafo
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Arbol K,

Figura 1.4: Ejemplos de un 4rbol, un grafo completo y un grafo r—partito.

conexo (G se verifica la relacion
e(G) > v(G) — L.

Es mads, ésta se convierte en igualdad si y sélo si G es un drbol. En un arbol, los
vértices de valencia 1 se denominan vértices finales. Un caterpillar es un drbol

tal que el subgrafo que se obtiene al eliminar los vértices finales es un camino.

Denotaremos por K, al grafo completo con n vértices, es decir, al grafo
de orden n con todas las aristas posibles uniendo sus vértices. Evidentemente,
e(K,) = (g) Dado un entero r > 2, un grafo G se dice que es r-partito si el
conjunto de vértices puede descomponerse en r clases de vértices tales que cada
arista del grafo una dos vértices de diferentes clases. Los grafos 2-partitos se de-
nominan habitualmente bipartitos. Aquellos grafos r-partitos que contienen todas
las aristas posibles uniendo vértices de distinta clase los llamaremos completos, y
los denotaremos como K,,, ., siendo n; el niimero de vértices de cada clase de
equivalencia (ver Figura 1.4). Notese que el grafo complementario de Ky, . », €s

aquel formado por la unién disjunta de r grafos completos K, U -+ - U K.

En la parte final de esta tesis trataremos un problema relacionado con la
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inclusion de subgrafos bipartitos completos en un grafo bipartito. Evidentemente,
dado un grafo bipartito G con clases de equivalencia X e Y, el grafo bipartito
completo K, cuyas clases denotaremos X’ ¢ Y/, puede estar contenido en G de
tal forma que X’ € X e Y’ C Y, o bien siendo Y/ C X y X/ C Y. Cuando
sea necesario especificar una de las situaciones anteriores usaremos la siguiente
notacion: diremos que el grafo bipartito ¢ contiene a K, como subgrafo si G
contiene un subgrafo bipartito completo con s vértices en la clase X y # vértices

en la clase Y (ver Figura 1.5).
Con estas notaciones se tiene la siguiente relacion

K  CG e KepCG ylo Ky CG.

K(2,3) g G K(2’3) g G
Key)<€ G Kanc G

Figura 1.5: Subgrafos bipartitos completos de un grafo bipartito.

Determinados grafos r—partitos, muy particulares, jugaran un papel fun-
damental en esta memoria. Nos referimos a los denominados Grafos de Turdn.
El grafo de Turdn, denotado T,.(n), es el vnico grafo r—partito con n vértices
repartidos en sus clases de la forma mds igualitaria posible (ver Figura 1.6). Es

decir, es un grafo con n vértices repartidos en r clases, de modo que cada clase

n n L . ) . _
va a contener, L—J 0 L——J + 1 vértices. El nimero de aristas del grafo de Turdn
r T
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T.(n) se denota por t.(n). En la Seccidn 1.3 veremos una expresion explicita de

tal valor, en funcién de n y r.

,(6)

Figura 1.6: Grafo de Turdn T5(6).

Un emparejamiento en un grafo G es un conjunto independiente de aristas.
Dado B un grafo bipartito con clases de equivalencia X e Y, siendo |X| < [Y],
se dice que B contiene un emparejamiento completo en X, si existe un empare-
jamiento en B de manera que cada vértice de la clase X pertenece a alguna de
las aristas del emparejamiento. Diremos que un conjunto de aristas del grafo
bipartito B es un X-empejamiento si no contiene dos aristas que sean incidentes
con un mismo vértice de la clase X. Anélogamente se define el concepto de
Y-emparejamiento. En la Figura 1.7, el conjunto de aristas resaltadas en negrita
representa un emparejamiento completo en Y, en el grafo de la izquierda, y un

Y-emparejamiento en el grafo bipartito de la derecha.

A lo largo de esta memoria, en la prueba de determinados resultados, nos
veremos en la necesidad de probar la existencia de un emparejamiento completo
en un grafo bipartito. Para garantizar dicha existencia haremos uso del siguiente

resultado, cldsico en Teorfa de Grafos, conocido como Condicién de Hall.
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Figura 1.7: Un emparejamiento completo v un Y-emparejamiento en un grafo

bipartito.

Teorema 1.1.1 [28] Si B es un grafo bipartito de clases X e Y, entonces B
contiene un emparejamiento completo en X si y sdlo si pare todo A C X se tiene

que [Ng(A)| > |Al.

Diremos que estamos realizando un subdivision elemental en un grafo G
si eliminamos una arista uv € E(G), y la reemplazamos por otras dos uw y ww,
siendo w un nuevo vértice que anadimos al grafo. Si un grafo H puede obtenerse
de otro grafo G realizando una sucesién finita de subdivisiones elementales, en-
tonces diremos que H es una subdivision del grafo G, o bien que H contiene a G
como menor topoldgico, y lo denotaremos por H = T(G. En general, si dos grafos
H, y Hj son subdivisiones de un mismo grafo diremos que son homeomorfos (ver

Figura 1.8).

Conviene resaltar que si el grafo H contiene a G como menor topoldgico,
entonces es posible sustituir cada una de las aristas del grafo G por un camino,
de modo que dichos caminos sean dos a dos disjuntos en H. En este sentido,

V(G) CV(H) y a los vértices de G identificados en H se les denomina vértices



1.1. Notaciones 11

AN AN AN

Subdivision elemental — Subdivision Grafos Homeomorfos

Figura 1.8: Subdivisiones de Kj.

branch. Nétese que los vértices, que no son branch, del subgrafo de H inducido

por el conjunto de caminos disjuntos, tienen valencia dos (ver Figura 1.9).

AN

Figura 1.9: Vértices branch en una subdivisién de Kjy.

Dado un grafo H y una arista we € E(H) diremos que hacemos una
contraccion elemental de la arista uv sobre el vértice v si eliminamos del grafo H
el vértice v v unimos mediante una arista el vértice v con cada uno de los vértices

de Ny (u). También diremos que la arista uv se ha contraido sobre el vértice v.
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Al grafo resultante lo denotamos por H/uv. Diremos que un grafo H contiene a
otro grafo G como menor, o bien que H es contractible a G, si es posible obtener
G a partir de un subgrafo de H mediante una sucesién finita de contracciones de
aristas. Esto lo denotaremos por H = M. Los vértices de H sobre los que se
contraen las aristas para obtener el grafo (¢ se denominan, al igual que en el caso

de menores topoldgicos, vértices branch.

(H Juv)fu'y'

Figura 1.10: El grafo H contiene a K4 como menor, H = MK},

Por dltimo, vamos a cerrar esta primera parte de la memoria recordando

la definicion de sucesidn decreciente de vértices en un grafo, introducida en [7].

Definicién 1.1.2 [7] Sean n y g dos enteros positivos con n > ¢. Sea H un
grafo con n vértices y sea {vy,....,v,} un conjunto ordenado de ¢ vértices de H.
Diremos que dicho conjunto constituye una sucesidn decreciente de vértices en H

si verifica lag siguientes propiedades:

1. g, (v;) > 6, (vjp1) paraj=1,...,qg— 1.

2. Para cada entero positivo m, si existe v € Hy con k = 1,...,¢ tal que

&, (v) > m entonces se verifica que . {v;.) > m para todo 7 =10,...,k,
L Hi\Vj+1 J > 3 vy
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siendo Hy = H y H; es el subgrafo de H resultante de eliminar el conjunto de

vértices {v1,...,v;}.

Dicho de otra forma, una sucesién decreciente de vértices {vy,...,v,} de
un grafo H, es aquella que cumple que v es un vértice de valencia maxima en
H, vy es un vértice de valencia méxima en H; = H — {1}, ..., vj es un vértice de

valencia maxima en H; = H — {v1,...,v;_1} (ver Figura 1.11).

Figura 1.11: v; es un vértice de valencia méaxima en H; ; = H — {vi, ..., 01}

El concepto de sucesién decreciente nos permite el recuento del nimero

de aristas de un grafo. En efecto

(’(H) = (5[[(] (/U]) + (’(Hvl)
= (SH()(UI) + (5[]1("!}2> -+ G(HQ)

v en general,

e(H) = Z(SH (v;) + e(H,). (1.2)
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1.2 Teoria Extremal de Grafos

En esta tesis vamos a plantearnos el estudio de dos problemas que se pueden
enmarcar en la denominada Teorfa Extremal de Grafos. En general, dados una
propiedad P y un invariante g sobre una cierta clase de grafos H, un problema
extremal para la propiedad P consiste en encontrar el menor entero m de manera

que todo grafo G € H con p(G) > m posee la propiedad P.

El primer problema que se plantea, dentro de la estructura que acabamos
de describir es el denominado Problema de Turdn. En el mismo, sobre la clase de
grafos de orden n, se relaciona el invariante “nimero de aristas” con la propiedad
de “contener un subgrafo completo con p vértices”. En otras palabras, se trata
de calcular el tamafio méximo, ex(n; K,,), de un grafo con n vértices sin contener

al grafo completo de orden p como subgrafo.

Este problema, planteado en 1941, fue completamente resuelto por el autor
al que debe su nombre. La solucién viene dada por el nimero de aristas del dnico
grafo (p — 1)-partito completo cuyos vértices estdn repartidos entre las clases del
modo mas igualitario posible. Recordemos que ya hablamos definido esta clase
de grafos en la seccién anterior. Ademds la familia extremal EX (n; K,) se reduce

lnicamente a ese grafo de Turan, T,,_(n) (ver Figura 1.6)

La importancia del problema descrito no radica sélo en el hecho de que
quedara completamente resuelto, sino ademds en la gran cantidad de problemas
que surgieron como extensiones del mismo, y que han dado lugar a un buen
nimero de aportaciones relevantes a esta teorfa. De hecho, este problema ha
dado nombre a toda una lista de problemas extremales con la misma estructura,
en los que se estudia el tamano maximo de un grafo sin contener un subgrafo

prohibido. Asi, encontramos el Problema de Turdn...

e para subgrafos bipartitos completos ex(n; K ;), en donde el subgrafo pro-
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hibido es un grafo bipartito completo;

e para subgrafos bipartitos completos en grafos bipartitos con m y n vértices,

respectivamente, en sus clases, ex(m,n; K4);

e para menores topoldgicos, ex(n; TK,), o Problema Topolégico de Turdn, en

donde el subgrafo prohibido es una subdivisién de Kp;

e o para menores, ex(n; MK,), también llamado Problema de Turdn con
contraccién de aristas, en donde el subgrafo prohibido es un menor del

grafo completo K.

Dedicaremos gran parte de esta memoria al estudio de esta tltima variante
del Problema de Turén conocida como Problema de Turdn para menores comple-
tos o Problema de Turén con contraccién de aristas. Este consiste en la busqueda
del valor exacto para la funcién ez(n; MK,) que denota al miximo ntmero de
aristas de un grafo con n vértices sin contener al grafo completo K, como menor,

es decir, buscaremos grafos maximales no contractibles a K.

En la parte final de esta tesis haremos aportaciones a otro problema ex-
tremal denominado Problema de Zarankiewicz. Este consiste en el estudio del
méximo nimero de aristas en un grafo bipartito con clases X, de m vértices, e
Y, de n vértices, sin que contenga a un subgrafo bipartito completo K, con los
s vértices en X v los t vértices en Y, denotado z(m,n;s,t). Muchas han sido
las aportaciones a este estudio, sobre todo para dar acotaciones de la funcién

z(m,n;s,t) desde un punto de vista asintético.

1.3 Resultados previos

Finalizaremos este primer capitulo exponiendo algunos resultados previos de los

que haremos uso a lo largo de la memoria. En algunos de los célculos que llevare-




16 Capitulo 1. Preliminares
mos a cabo tendremos que manejar algunas expresiones, cuya equivalencia vamos

a poner de manifiesto en la siguiente nota.

Nota 1.3.1 Sea g un entero positivo. y sea a = 3 (resp. 7,5) si ¢ = 0 (resp.

1,2) mddulo 3, entonces,

8¢+3| 16¢+9—a
3 - 6

En efecto, no hay mas que estudiar la clase de ¢ médulo 6.

e Sig=003méd. 6, entonces a = 3, y como 8 = 0 méd. 3,

8¢+3| 8g+3 16¢g+6 16¢+9—a
3 36 6 ‘

e Sig=104méd. 6, entonces a =7, vy como 8¢ = 2 mdd. 3,

F(Hg} _8¢—-2+3 16g+2 16g+9—a

3 3 6 6
e Sig=2o05méd. 6, entonces a = 5, y como 8¢ = 1 mdd. 3,

8¢+3| 8¢—1+3 16¢+4 16¢+9—a
3 - 3 6 6 '

Como advertimos en su momento, los grafos de Turdn aparecerdn con
frecuencia a lo largo de este trabajo, por lo que es conveniente disponer de una
expresion del tamafio de dichos grafos en funcién del orden y del nimero de clases

de vértices del mismo.

Nota 1.3.2 Sean n y r dos enteros positivos. El nimero de aristas, t,(n), del

grafo de Turdn T.(n) es

v =(3) = 2] (- 5512
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La clave para alcanzar esta expresion estd en observar que el grafo comple-
mentario del grafo de Turdn 7,.(n) estd formado por la unién disjunta de grafos

completos.

Ademds, en primer lugar, observemos que las clases de vértices de T,.(n)
. . n n . . , -
tienen cardinal [—J ) [——J +1, y es obvio que el ntimero de clases de mayor tamano
r T
coincide con el resto de la divisién entera de n entre r. Por tanto, el nimero de

~ . o . n .
clases de mayor tamafio (ver Figura 1.12) es igual an—r L—J y en consecuencia,

) nyo, . ) n

el nimero de clases con L—J vértices serd r — (n -7 [-D Entonces tenemos
7 T

que el nimero de aristas del complementario del grafo de Turdn T,(n), denotado

por t,.(n) = (;) —t.(n), es

n

v =G () -y (7

S (o [ ()« oo ED (2-1D)
12 o2

de donde deducimos que

Por 1iltimo, enunciaremos dos resultados que fueron probados en [7], y que

nos seran de gran utilidad a la hora de caracterizar los grafos extremales.

El primero de ellos nos permite asegurar la existencia de un determinado

nimero de vértices independientes cuya valencia coincide con la valencia maxima
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Figura 1.12: Distribucion de los vértices en un grafo de Turan.
del grafo.

Lema 1.3.3 [7] Sea m un entero y H un grafo con valencia mdrima A vy, al
m+ A
A+1

menos, m vértices de valencia A, Entonces, al menos, l de ellos son

independientes.

El segundo resultado nos permite contar, en base a hipdtesis acerca del
numero de vértices independientes con valencia maxima en el grafo, el niamero

de copias disjuntas de un grafo completo.

Lema 1.3.4 [7] Sea r un entero positivo y H un grafo con wvalencia mdzima
A Si H tiene (A + 1) vértices de valencia A y exactamente v de ellos son

independientes, entonces H contiene v copias disjuntas de Kai1.



Capitulo 2

Las familias V!

En este capitulo describiremos la téenica general que vamos a utilizar a
lo largo de esta memoria para alcanzar valores exactos de la funcién ex-
tremal ez(n; MK,) v para caracterizar los grafos extremales correspondien-
tes. Para ello estudiaremos el concepto, basico en este trabajo, de conjunto
vértice recubridor de un grafo y su relacién con el niimero minimo de con-
tracciones de aristas necesarias en un grafo dado para obtener un subgrafo
completo. Por tltimo, estudiaremos las familias de grafos que denotare-
mos por V!, que usaremos en el estudio del cardinal minimo de un conjunto
vértice recubridor de un grafo, y analizaremos su relacién con el problema

de Turan para menores completos.

2.1 Introduccion

Como va se ha definido en el capitulo anterior, un conjunto vértice recubridor W
de un grafo G es un subconjunto de sus vértices tal que cualquier arista de G es

incidente con, al menos, un vértice de W.

19
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Supongamos que una red de distribucién esta formada por 10 centrales
eléctricas, con una cierta interconexion entre ellas. Ademds, un equipo de ope-
rarios situado en cualquier central puede realizar el control v mantenimiento de

todas las que estén conectadas a ésta.

Si por necesidades del sistema necesitdramos eliminar 4 de las centrales,
lo que interesa, evidentemente, es que el mantenimiento de las 6 restantes pueda
5 : !

llevarse a cabo desde el menor ntunero posible de centrales.

El grafo H de la Figura 2.1 vepresenta la situacién que acabamos de descri-
bir. Cada central estd situada en un vértice, y si dos centrales estdn conectadas,

entonces los vértices que las representan son adyacentes en H.

Figura 2.1: Modelo de red de centrales eléctricas interconectadas.

Si denotamos por V¢ a la familia de grafos tales que al eliminar r vértices,

r o 3

el subgrafo resultante posee un conjunto vértice recubridor de cardinal menor o
igual que ¢, parece evidente que lo que interesaria es averiguar cudl es el menor

valor de ¢ para el que se cumple que H € V..

De nuevo en el ejemaplo que hemos comentado, si eliminamos las centrales
representadas por los vértices {v; : i = 1,...,4} tendrfamos el grafo H, de la

Figura 2.2.
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Vs

@ @ @
Vs

® L L

Figura 2.2: Conjunto vértice recubridor del grafo Hy.

Es evidente que los vértices vs v 1 forman un conjunto vértice recubridor
de cardinal miimo del grafo Hy, por lo que podemos afirmar que H € V3, y la

eleccion de las centrales a eliminar era éptima.

Por otro lado, observemos que al grafo complementario de Hy le faltan
4 aristas para ser el grafo completo Kg. Si mediante ciertas contracciones de
aristas en G = H pudiéramos generar las aristas ausentes, deducirfamos que G

es un grafo contractible a K.

Ahora bien, como podemos ver en la Figura 2.1 el vértice vy no es adya-
cente en H ni a vs ni a ninguno de sus adyacentes. Esto significa que sf lo es en
su grafo complementario G. Por ello, contrayendo en G la arista vivs generamos

dos de las aristas que nos faltan (ver Figura 2.5).

Un razonamiento anélogo, aplicado a v3 y vg nos permite obtener las otras

dos aristas que buscamos.

Como hemos podido comprobar en el sencillo ejemplo que acabamos de
deseribir, podemos relacionar el cardinal de un conjunto vértice recubridor de un
grafo con el nimero minimo de contracciones de aristas necesarias en un grafo

para obtener un determinado subgrafo completo y todo ello, haciendo uso de las
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familias de grafos V! y sus propiedades.

Ve
D
H e ° —®
v v,
L .9
Ve, '
L & ®
Figura 2.3: Contracciones de aristas en (¢ = H que generan las aristas que faltan.

A lo largo de esta memoria nos basamos en esta técnica para obtener

nuevas soluciones del problema de Turdn con contraccion de aristas.

2.2 Técnica del emparejamiento completo

Recordemos que el problema que nos ocupa es determinar el méximo ndmero
posible de aristas en un grafo con n vértices sin que éste sea contractible a un

grafo completo con p vértices, y caracterizar los grafos extremales.

Como ya vimos en el capitulo preliminar, un grafo es contractible a K,
o contiene a K, como menor, si es posible realizar en él una sucesion finita de
contracciones de aristas, de tal modo que el grafo resultante contenga al grafo

completo K, como subgrafo.

Por tanto, deberemos ocuparnos de dos aspectos fundamentales. El primero
de ellos serd determinar el nimero de contracciones de aristas necesarias para ob-
tener un subgrafo completo. Y el segundo, dado que en principio toda arista del

grafo es susceptible de ser contraida, también habrd que establecer un criterio que



2.2. Técnica del emparejamiento completo 23
nos permita seleccionar las contracciones més adecuadas a nuestros propésitos.

Supongamos que G es un grafo con n vértices, y denotemos por H a su
grafo complementario. Consideremos ahora un subconjunto cualquiera U de p

vértices de G.

Al subgrafo de G inducido por U, G[U], le faltan las aristas que tiene el
subgrafo de H inducido por U, H[U], para ser un grafo completo de orden p (ver
Figura 2.4). Para generar esas aristas ausentes en G|U] es necesario realizar en
el grafo G contracciones de aristas que unan vértices de V(G) \ U con vértices de

{7
/
VN

GlU] H[U]

Figura 2.4: Las aristas que faltan a G[U) para ser K, son las de H[U].

En el enunciado que vamos a probar a continuaciéon demostraremos que el
ntimero de dichas contracciones que es necesario realizar para obtener el subgrafo
completo con los p vértices de U es mayor o igual que el minimo cardinal de un

conjunto vértice recubridor del subgrafo H[U].

Teorema 2.2.1 Sea G un grafo contractible a K, y H su complementario. El
nimero de aristas que es necesario contraer en G para obtener K, es mayor
o igual que el minimo cardinal de un conjunto vértice recubridor del subgrafo

inducido en H por el conjunto de vértices branch.
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Demostracion:

Supongamos que U = {v(,...,v,} es un conjunto de vértices branch del

O P
grafo G sobre los cuales podemos contraer un conjunto de aristas con cardinal
minimo, que denotaremos {ey,...,e.}, para obtener un subgrafo completo de

orden p.

Las aristas {e,...,e,} no pueden unir vertices de U entre si ya que al
contraerlas se perderian vértices branch, vy esto no es posible. Por otro lado,
contraer aristas que unan vértices del conjunto V(G) \ U entre si, no aporta
aristas nuevas a G[U]. En consecuencia, podemos deducir que cada arista e; une

un vértice v;, de U con un vértice del conjunto V(G) \ U (ver Figura 2.5).

GlU]

Figura 2.5: Contraer las aristas e; genera las que faltan (discontinuas) en G[U].

Tengamos en cuenta que el conjunto de aristas {e;,...,e,} se contrae en

G sobre los vértices {v;,,v,,...,v;} € U para geunerar todas las aristas que

faltan en G[U] para obtener un K, es decir, las de H[U]. Por tanto, todas las

aristas de H[U] han de ser incidentes con, al menos, un vértice del conjunto

Viys Vg« v s v, }, lo cual significa que este conjunto de vértices es un conjunto
Jre g2 RV I O g 8

-

vértice recubridor de cardinal r del sugrafo H[U] (ver Figura 2.6).

Esto implica que el minimo cardinal de un conjunto vértice recubridor del

subgrafo H[U] deber ser menor o igual que r, como querfamos demostrar.
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H[U]

Ji J2

Figura 2.6: Los vértices {v;,} son un conjunto vértice recubridor de H{U].

Observemos que por cada arista que se contrae en un grafo, se pierde
un vértice. Por ello, fijado un subconjunto U de p vértices de G, el nlimero
de contracciones de aristas que podemos hacer estd limitado por el cardinal del

conjunto V(G) \ U, es decir, n — p.

Como consecuencia de esto y teniendo en cuenta lo probado en el resultado

anterior, podemos deducir el siguiente corolario,

Corolario 2.2.2 Dado un grafo G de orden n, si para cuclquier subconjunto U
de G con p wértices el minimo cardinal de un conjunto vértice recubridor del
subgrafo inducido por U en G es mayor que n — p, entonces G no es contractible

al grafo K,.

Por tanto, los grafos G con n vértices susceptibles de contener a K, como
menor son aquellos para los cuales podemos eliminar n — p vértices, de manera
que el mfnimo cardinal de un conjunto vértice recubridor del subgrafo inducido

por los p vértices restantes en G sea, a lo sumo, n — p.
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Como lo interesante es que el minimo cardinal del conjunto vértice recubri-
dor del subgrafo generado por log p vértices sea lo menor posible, parece 1égico
pensar que los n — p que tenemos que eliminar son aquellos que mas adyacencias
tengan en el grafo complementario. Por ello recurriremos al concepto de sucesion

decreciente introducido en [7].

Supongamos que un grafo H, con e(H) aristas y n = v(H) vértices, tiene

valencia méaxima A(H). Denotemos por 1 al maximo nimero de vértices

ACH)

independientes con valencia A(H) en dicho grafo.

El grafo H‘"A(m’ obtenido tras eliminar en H estos r, .~ vértices indepen-
dientes, tiene valencia maxima menor o igual que A(H) — 1. Como sabemos que
para todo grafo (G, se cumple la siguiente relacién

2e(G) = E da(v) < A(G(G),

veV (@)

(—\/nton(‘:es\, (S8 (3()Il(i1'(3t(), ].')0(1631!108 deducir que

% (H,,M”) < (A(H) ~ 1o (HTA(H))

o lo que es lo mismo

2 (@(H) — A(H) - rw) < (A(H) - 1) (n ~ *r’A(H)) ,

Si de la dltima desigualdad despejamos el valor de » s tendriamos
2e(H) - (A(H)—-1)n ;
Taimy = A(H) + 1 : (2.1)

Ahora podemos proceder del mismo modo para acotar el numero 7, e

de vértices independientes en el grafo H,.A(H) con valencia A(H) — 1. Ya que el

grafo H, tiene valencia maxima menor o igual que A(H ) — 2, sabemos

A T A -1

que

2¢ (Hrmzf)*”'A(H)—‘x) = (A([{) - 2) v (H"A(I'{)erA(I»I)Ax) ’
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0 equivalentemente

2 (((H) =T AH) =7, (AH) ~ 1)) < (A(H)-2) (n ~Tam — TA(H)—l) ’

y de esta tltima expresion podemos obtener la cota
. . 2e(H) — 15 (A(H) +2) = n(A(H) - 2)
A(HYy—1 = A(H) .

Podemos seguir acotando de esta manera hasta que obtenemos una cota del
nimero ry de vértices independientes con valencia 2 en el grafo H,.A(H) 7ty 1 et

De esta manera, cada uno de los valores r; queda acotado inferiormente por una

funcién que depende de e(H),n, A(H) y de los anteriores 7, ..., 7j+1.

Esta construccién nos da una forma explicita de seleccionar una sucesion
decreciente en un grafo H y nos permite acotar el cardinal minimo de un conjunto

vértice recubridor.

En efecto, teniendo en cuenta que el minimo cardinal de un conjunto
vértice recubridor de un grafo con valencia méaxima menor o igual que 1 coincide

con su nimero de aristas, se verifica

#UT’(H) < T ac) +.o.otrete (1{7'A(H)+-1"1_\(H)~1+4_.+7'2) . (22)

Todo lo anterior nos lleva a introducir unas familias de grafos que van a

desempeniar un papel importante a lo largo de esta memoria.

Definicién 2.2.3 Dados dos enteros positivos 7 y t, se define la familia V! como
el conjunto de grafos H para los que existe una sucesién decreciente de r vértices
de modo que el cardinal minimo de un conjunto vértice recubridor del subgrafo

H,, resultante de eliminar en H los vértices de la sucesién, es menor o igual que .

Con estas notaciones, si denotamos por ¢ = n — p, tenemos que los grafos
(G que centrardn nuestro interés seran aquellos para los cuales su complementario

H = ( pertenece a la familia V.
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Llegados a este punto, tenemos que abordar la segunda de las cuestiones

que nos planteamos al inicio. Dado un grafo H de la familia V7, si su comple-

q’
mentario G = H es contractible a K, ;cudles deben ser las aristas que debemos

contraer en G para obtener un subgrafo completo con p vértices?

Con el fin de llegar a un criterio que nos permita seleccionar dicho conjunto
de aristas, supongamos que G es un grafo con n vértices tal que H = G € VJ,

siendo g = n — p.

Como sabemos, esto implica que existe una sucesidn decreciente de ¢
vértices en H, {vy, v, ..., v}, tal que #,,(H,) < ¢. Denotemos por s = #,,.(H,).
Sea pues W = {wy, wo, ..., w,} un conjunto vértice recubridor del subgrafo H,

con cardinal minimo.

En el grafo de la Figura 2.7 vemos representada esta situacién. Como
las aristas de H, son precisamente las que faltan en G para que el subgrafo de G
inducido por los p vértices de H, sea un A, tenemos que buscar las contracciones
necesarias en G entre vértices de {vy, va,..., v} y vértices de v(H,) que generen

dichas aristas ausentes.

Figura 2.7: Conjunto vértice recubridor del subgrafo H,.

Evidentemente, como queremos que los vértices de H, sean los vértices

branch de ese menor completo, tenemos que buscar entre las aristas que unen
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vértices del conjunto {v;} con otros de {w;}. Observemos, por ejemplo, el vértice
w; de la Figura 2.7. ;Qué propiedades habria que exigirle a un vértice v; para que
al contraer la arista v;w, en G se generen todas las aristas de H, que son incidentes
con w;? La respuesta a esta pregunta nos va a dar la clave que buscamos para la

seleccién adecnada de las aristas que habra que contraer en el grafo G.

En primer lugar, evidentemente, v; tendrd que ser adyacente a w; en el
grafo GG ya que en caso contrario no existiria arista para contraer. En segundo
lugar, toda arista incidente con w; en H, no existe en el subgrafo de & inducido
por los p vértices de H,. Luego al contraer la arista v;w; éstas deben crearse.
Para que esto ocurra es necesario que el vértice v; sea adyacente en G a cada uno

de los vértices que son adyacentes a w; en H,. Por consiguiente

{w,} U f\/’Hq (’Ll)j) Q f\"r(; (‘7}1;) .

Como podemos ver en la Figura 2.8 el vértice v; es adyacente en G tanto
al vértice w; como a los vértices que eran adyacentes a w; en H, y que, por
tanto, permiten crear las aristas que no existian en G[V(H,)]. En dicha figura,
las aristas discontinuas son aquellas de H, que queremos crear en G[V (H,)]. Para

cllo, basta con hacer la contraccién de la arista vsw; en G sobre el vértice w.

Figura 2.8: Eleccién de las aristas adecuadas a contraer en G para generar un K.

Recordemos que toda arista de H, ha de ser incidente con alguno de los
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vértices w; del conjunto vértice recubridor. Por ello, para cada uno de estos
vértices w; debemos encontrar un vértice distinto v; en la sucesion decreciente
verificando las condiciones que hemos comentado en ¢l parrafo anterior. De este
modo, bastaria con contraer en el grafo ¢ las aristas w;v;,; sobre los vértices w;
para obtener un subgrafo completo K, con los p vértices de H,. Esto probaria

que el grafo G es contractible a K.

Necesitamos garantizar la existencia de tales aristas y para ello vamos a
definir un grafo bipartito B cuyas clases de vértices van a ser, por un lado, el con-
junto vértice recubridor del subgrafo H,, que denotaremos por X = {wy,..., w,}.
Y por otro lado, la sucesién decreciente, Y = {v1,...,v,}, de ¢ vértices en el grafo

H.

En el grafo bipartito descrito, diremos que un vértice w; de X es adyacente

a otro v; de Y si se verifica que

{w;} U Ny, (w;) € Ne (vi).

De este modo, por el razonamiento que hemos expuesto previamente, una
condicién suficiente para garantizar que el grafo G contiene a K, como menor es la
existencia de un emparejamiento completo en el grafo bipartito B que acabamos

de construir (ver Figuras 2.7 y 2.9).

Por dltimo, para probar la existencia de tal emparejamiento completo en
el grafo bipartito B haremos uso de un resultado conocido como Condicion de

Hall, que ya enunciamos en ¢l capitulo preliminar.

En resumen, la técnica que vamos a usar a lo largo de esta memoria para
aportar los valores exactos de la funcién extremal ex(n; MK,) v caracterizar los
grafos extremales de la familia correspondiente EX (n; M K,) se basa en establecer
las hipdtesis necesarias sobre el niimero de vértices v aristas de un determinado

grafo G para que su complementario H pertenezca a la familia Vj. v para que,
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Figura 2.9: Un emparejamiento completo en B hace que G sea contractible a Kp.

ademds, esta relacién entre el orden y tamano del grafo nos permita probar la
existencia de un emparejamiento completo en el grafo bipartito B definido para

tal fin.

2.3 Estudio de las familias V!

Como hemos comentado en la seccién anterior, las familias V! van a jugar un
importante papel en la técnica que usaremos para abordar la bisqueda de nuevas
soluciones del problema de Turan para menores completos. Necesitamos obtener
condiciones suficientes sobre el nimero de vértices y aristas de un grafo para que

este pertenezca a una determinada familia V'.

Este primer lema establece una condicion suficiente sobre orden y tamano

de un grafo, que garantiza su pertenencia a una familia de la forma V;’_,,;.

Lema 2.3.1 Sean dos enteros positivos k y g tales que 1 < k < L%QJ Sea H un
grafo con 3q—k—1i vértices y, a lo sumo, 3q+3k+5—4i aristas, siendo 0 <i < gq.

Si la valencia mdrima de H es menor o igual que 3, entonces H € V;’_i.
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Demostracion:

Para ver que H € V;’_ ; tenemos que demostrar que es posible eliminar una
sucesion decreciente de ¢ - 7 vértices en el grafo H de manera que en el subgrafo
resultante H,_;, el cardinal minimo de un conjunto vértice recubridor sea, a lo

sumo, ¢.

Nétese que puesto que e(H) < 3¢ + 3k + 5 — 44, existe un entero m > 0

tal que e(H) = 3¢ + 3k +5 — 4i — m.

Dada cualquier sucesion decreciente, {v, ..., v4—}, de vértices en H exis-
ten varios casos en los que el resultado es inmediato. En efecto, por una parte,
teniendo en cuenta que el cardinal de cualquier conjunto vértice recubridor de
un grafo es menor o igual que su tamano, si e(H,_;) < ¢ el resultado estarfa

probado. Asi que, en adelante, supondremos que e (H,_;) > ¢+ 1.
Por otra parte, si A(H,_;) = 1 tenemos que

1 k
(Hq——’i,) =q— =< Q+ 17

g+1<e(H, ;) < 50 . 5

de lo que deducimos que A(H,_;) > 2.

Y por otro lado, si A(H, ;) = 3 entonces, por definicién de sucesion
decreciente, se tendrfa que 0y, (v;) = 3 para todo j = 1,...,¢ — 1, con lo cual
e(H) = 3(q—1i)+e(H,)
> 3¢—3i+q+1 (2.3)

= 4dg-+ 1~ 3u.

Ahora bien, como e(H) = 3¢ + 3k + 5 — 4i — m y por hipétesis sabemos que

q—9
k< [i—S—J entonces

«

e(H) 3¢+ 3k+5—4i—m

I

IN

3g+3(g—9) +5—4i—m

A

4q + 1 — 34,
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lo que contradice a (2.3). De este modo, sabemos que A(H,_;) = 2.

Asi, para finalizar la prueba, sélo nos queda analizar el caso en el que
e(Hy—;) > g+ 1y A(H,—;) = 2. Hay que tener presente que si esto es asi,
entonces 2 < oy, (v;) < 3 para todo j =1,...,q —i ya que A(Hy ;) =2y, por
hipétesis, A(H) < 3.

Denotemos por r3 al méximo niimero de vértices independientes con va-
lencia 3 en H, y por 9 al maximo numero de vértices independientes con valencia
2 en H,_;. Sea {v1,vs,...,v,-4} la sucesién decreciente formada por r3 vértices
independientes de valencia 3 en H y por ¢ — i — r3 vértices independientes de

valencia 2 en H,,.

Obsérvese que A(H) < 3, y aplicando (2.1) se deduce que

T3Z'P—(_]—{,>Z_—-l7

es decir

3g+3k+5—4i—m-— (3¢g—Fk—1)
Ty > 5 ;

o lo que es igual

5 3. m
T3 Z 2[» -+ ‘2~ — 5'& - —2— (24)

Por otra parte, como A(H,_;) = 2 vy, de nuevo, teniendo en cuenta (2.1)

se sigue que

o 2e(Hy) —v(Hy)
Ty =2 : >
3

y por tanto

. 28q+3k+5—4i—m—3r3—2(¢q—i—r3))—B¢g—k—i—(g—1))
2 3
- 3

de donde obtenemos la cota

7 1 4. 2 2
ro > —gk + —39 - -3-1 —gm- Eg_j' (2.5)
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Finalmente, como A(H,_;4,,) < 1, podemos acotar el minimo cardinal de

un conjunto vértice recubridor de A(H,-;) de modo que

#,1;,~(Hq_¢) =Ty + (i(Hq_,,j.{_TB) == 1y €(Hq_zj) — 27'2 = (?‘(Hq—i) — T9.

Asl pues, teniendo en cuenta el tamano del grafo H,_; obtenemos la si-
guiente expresién

#vr(Hq—i) - GE(H(/_,[,) -T2
3¢+3k+5—4i—m—3ry—2(q—1—r3) — 1o

Il

Haciendo uso de la desigualdad (2.5)

2 5 2 m 1
#'Lw*(Hq—i) < q+ gk -+ "‘ - E))‘Z - 'g' - grda

y teniendo en cuenta (2.4)

5 1 m

-ur H(——i < g+ res _.I -

Hor (Ho-i) ! 6 6 6
< g+ 1.

En consecuencia, H € V;’__,,; , como queriamos demostrar.

El Lema 2.3.1 nos va a permitir a continuacién dar la primera de las
condiciones suficientes que aportaremos a lo largo de esta seccién para que un

grafo pertenezca a la familia V.

Y . —9 .
Lema 2.3.2 Sean k y q dos enteros positivos, stendo 1 < k < Lq—;J Si H es un

grafo con v(H) = 3q — k vértices y e(H) = 3¢+ 3k + 5 aristas, entonces H € V{.

Demostracion:
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Para abordar la prueba de este lema, seria interesante que pudiéramos
acotar la valencia del grafo H. Es aqui donde va a jugar un papel relevante el

lema anterior.

En concreto, & la valencia maxima de H es menor o igual que 3, entonces

la demostracion concluye al aplicar el Lema 2.5.1 tomando ¢ = 0.

Sélo nos queda analizar qué sucede cuando A(H) > 4. En tal caso, sea
{v1,...,v,} una sucesién decreciente de vértices en H. Ademés de estimar la
valencia maxima del grafo H, es fundamental hacer lo propio con la del grafo Hy,

resultante de eliminar en H los vértices de la sucesién decreciente.

En primer lugar, si A(H,) > 4, como la sucesion de vértices es decreciente,

deducimos que ¢ Hj,_l(jz,!j) > 4, para todo 7 = 1....,q, con lo cual
q
e(H) = 0u,_,(v;) + e(Hy) > 4q > 3q+ 3k +5 = e(H),
j=1

lo que contradice nuestras hipétesis de partida. Por tanto, A(H,) < 3.

Visto lo anterior, debe existir un i € {1,...,q} de modo que A(H,;_,) > 4

y A(H;) < 3. En tal caso el grafo H; se encuentra en las condiciones siguientes:

v(H;) = 3q—Fk—1,
e(H;) < e(H)—4i=3q+5+3k— 44,
A(H;) < 3.

Aplicando el Lema 2.3.1 deducimos que H; € V! ., es decir, existe una

q—1i’

sucesion decreciente de vértices {w, .. ., wy—;} en H;, de modo que

i ]

#217'((&)()—@') S q.

Pero entonces, tenemos que {vy,...,v;,wy, ..., we—;} €s una sucesiéon decreciente

de g vértices en H verificando que #,,.(H,) < ¢.
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En conclusién, H € V7, lo cual finaliza la prueba del resultado.

A continuacion probamos ofro resultado que nos permite asegurar que un

. - Y . . ., .
grafo pertenece a una de las familias V;’ L_; bajo ciertas hipdtesis acerca de los
valores de 7 y A. Este resultado nos permitird dar una condicién suficiente para

- ZA
que un grafo pertenezca a la familia V;’_ ¢

Lema 2.3.3 Sean k,q, A y p enteros positivos tales que 0 < X < 3, ¢ > 132,

qg—3 )
ng<{16 J~b y 0<i<qg— A
siendo b =1 si ¢ =4 mod. 6, y b= 0 en caso contrario. Sea H un grafo con

v(H) vértices y e(H) aristas, verificando:

16+ 9-a

1. v(H) G

—k—-A—1i

j4+1— A
2. e(H) <4q+6k+a+p—\ <‘-’—+—-3——~> _ 5,
siendo a = 3 (resp. 7.5) si g = 0(resp. 1,2) mdd. 3; y siendo p =10, si A=0, o

p=1sA>1.

. ., . . ) —A
Bajo estas hipdtesis, si A(H) < 4 entonces H € V:;_ jy

Demostracion:

Tenemos que demostrar que podemos eliminar una sucesién decreciente
de ¢ — A — i vértices en H, de tal modo que el grafo resultante posea un conjunto
vértice recubridor de cardinal menor ¢ igual que ¢ — A. De hecho, probaremos
que el resultado es cierto independientemente de cudl sea la sucesion decreciente

elegida.
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Para ello, fijemos una sucesién decreciente en H con ¢ — A — ¢ vértices
{’1)1, Vo, ... ,"L’qﬁ)\,.i}.

En primer lugar, si e(H,—x»—;) < ¢ — A, entonces ya estarfa probado el
resultado, puesto que siempre se cumple que #,,(Hy_x—i) < e(Hgx—i)-

Por tanto, en adelante, podemos suponer que e(Hy_x_;) > ¢ — A+ 1.

P

Para comenzar, probaremos que 2 < A(H,. ;) < 3. Si fuera

A(H,-r-i) < 1, entonces

2e(Hy-n—i) < v(H,-x-i).

Pero el grafo H tiene n vértices por lo que el grafo H,_»_; tiene orden n—(g—A—1),

y estamos suponiendo que e(H, ,_;) > ¢ — A+ 1, de modo que se tiene

16g 4+ 9 — « ,
20 -A+1) < (—q—%—a—k—/\—i)—qﬁ-)\'}—z
5 5
< :3-q+1—k;§§q+l<2q——4.,

siendo la desigualdad estricta cierta para todo g > 15.

Deducimos, pues, que
2 —2A + 2 < 2q — 4,

lo cual sélo es posible st A > 3, pero esto contradice nuestras hipdtesis. En

consecuencia, podemos afirmar que A(H,_\_;) > 2.

Veamos ahora que A(H,_x_;) < 3. En efecto, si A(H,—x—i) = A(H) =4
entonces cada uno de los vértices v;, por formar éstos una sucesion decreciente,

ha de tener valencia 4 en H;_;, es decir

o, (v;) =4, paratodo j € {1, ..,q—A—i}.
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Por tanto, dado que e(H,_»_;) > ¢ — A + 1, deducimos la relacién

g—A+1 < e(Hpni)=e(H)—4(qg—X—1)

G+1—AX

< 4q+6k+a+u—/\< 3

> — 51— 4q + 4X + 4.
Teniendo en cuenta gue 6k + a < ¢ obtenemos

g—X—i < e(H,_»)

Ag AN
g:m+q+u—7§~§+~?—5wﬂm+4A+M—4
(3=Ng 11x+ )\ .
= I e Tk

y como sabemos que ¢ > 0y que ¢ > 18, llegamos a que

(3—A)  11A+ N
q+ ;

3 3

g—=A+1<e(H;n) <

+pu<qg—A,
siendo una contradiccién. Luego, 2 < A(H, ;) <3.

Denotemos por r4 al niimero de vértices independientes con valencia 4 en
H. El grafo H,, resultante de eliminar en H los ry vértices independientes de
valencia 4 tiene orden n — rq, tamano e( H ) — 4r y valencia méxima menor o igual
que 3. Por todo ello, aplicando (2.1), tenemos que

2e(H) - 3n

5

> (2.6)
Andlogamente, denotemos por r4 al niimero de vértices independientes con

g ; 3
valencia 3 en H,,. Razonando como en el caso anterior, dado que el grafo H,, .,

resultante de eliminar los r3 vértices con valencia 3 en H,., verifica A(Hy,4,) < 2,

y por la relacién (2.1) obtenemos

e(H,,) —v(H,,)

T3
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de donde deducimos la cota

e(H)—3ry —n
9 :

£

T3 Z (27)

Por tltimo, sea 79 el maximo ntimero de vértices independientes con valen-
cia 2 en el grafo H,,.,,. Al eliminar estos 1ltimos vértices en H,,,, obtenemos
el grafo H,, ry1r, que tiene orden n—ry — 13 — 19, tamano e(H) —4ry — 3r3 — 21
v tal que A(Hy iryim,) < 1. De nuevo aplicando (2.1) llegamos a

2(2<HM+T3+T2) - U(H7’1+'f':,s+'r‘z)
3
2(e(H) —dry —3rs —2ry) — (n— (ry + 13+ 12))
3 ’

Ty =2

de donde obtenemos la cota

ry > 2e(H) — 77;4 — 5ry — n. (2.8)

Por una parte, como A(H,,ry4r,) < 1y A(H ;) > 2, tenemos que

T+ 13T >q— A1

Ademas, al ser A(H,,1ry1r,) < 1, sabemos que el minimo cardinal de un
conjunto vértice recubridor de dicho grafo coincide con el nimero de sus aristas,

y por tanto
Hor(Hygormi) < e(Hppirgars) + (ra+ 13 +10 — (g — A —1))
= e(H)—4ry—3rs3—2rg+ (ra+rs+ro— (¢ — A —1i))
= e(H)=3ry—2ry—ro—q+A+1i.

Si ahora tenemos presente la relacién (2.8) nos queda

2(J(H) —Try—5rz3—n
3

#'m‘(Hq—)\-i) S G(H) - 37‘4 - 27'3 - ( > —{ + A +/[/

_ e(H) =2ri—ry+n G A
3 ' '
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Aplicando (2.7) obtenemos

e(H)—ry

7 .
#vr(Hq—)\—'i,) S 6 + 5 —q + A + t,

y por ultimo, hacemos uso de la cota obtenida para el valor de 4 en (2.6) llegainos

a
e(H)+ 6n .
#’z;’r‘(Hq—/\---i) S — — (¢ + A + 7.
10
En conclusion, hemos acotado el minimo cardinal de un conjunto vértice
recubridor del grafo H,_,_; en funcién de su orden y su tamafo. Ahora bien, por

hipdtesis, sabemos que

1—2A
C(H)S4Q+f§/s’?+(l;+/t—)x<“—g-—> — 5

v que
. 16 +9 —a
o 6

con lo cual, teniendo en cuenta que 7 > 0, se obtiene que

e(H) + 6n
10
30—A AN H1IA+2T  p
30 ¢ 30 AT

—k—A—1,

#’UT‘ (Hq—)\~i) S — {4

IN

Tenemos dos casos posibles:

Caso 1. Si A = 0, por hipétesis, se tiene que g = 0 vy deducimos que

27
vr H(, —~% S an
# ( 71— A ) q+ 30

pero como el cardinal es entero, serfa entonces #,.(Hy-x—i) <qg=q— A

Caso 2. Si1 <A <3, como u=1yq> 14, tenemos que

30 — A +,\2+11>\+30< 29 +§g
30 ¢ 30 =309 30

#‘U’I‘ (Hq—/\—li,) S

pero, por otro lado, ¢ — 3 < g — A porque A < 3, y como ¢ > 131, se verifica que

29 42
—{ — NG — D,
30 T3 =9
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con lo cual #,, (Hyx—;) <q— A

Esto concluye la demostracion del lema.

Como hemos comentado previamente, el lema que acabamos de probar

nos va a permitir enunciar el siguiente resultado, en el que damos una condicién
_ . T DY . ., ) .

suficiente para que un grafo pertenezca a la familia V;’_ 1, en funcién de la relacién

existente entre el niimero de vértices y el nimero de aristas del mismo.

Lema 2.3.4 Sean k,q, \ y p enteros positivos tales que 0 < A < 3, ¢ > 132,

o</<;<{ff;g—3J—z) y 0<i<g—A

siendo b =1 si ¢ =4 méd. 6, yb =0 en caso contrario. Si H es un grafo con

v(H) vértices y e(H) aristas, verificando:

1. 1;(H):1_QQ_+__9__£_]<_)\

6
, 1- A
2. e(H)g4q+6k+a+u—A<%—>,

siendo a =3 (resp.7,5) si ¢ =0{(resp.1,2) mdd. 3; 4 =0, si A\=0;, yu=1, st
A > 1. Entonces H € Vg:i‘,

Demostracion.:

En este caso, hemos de comprobar que es posible eliminar ¢ — A vértices en
H, de tal manera que en el grafo resultante exista un conjunto vértice recubridor

de cardinal menor o igual que g — A.

Si la valencia maxima del grafo H es menor o igual que 4 el resultado es

evidente aplicando el Lema 2.3.8 con i = 0.
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Supongamos pues que A(H) > 5, v sea {vq,...,v,-,} una sucesién decre-
SN Ul s Vg

ciente de vertices en H.

En primer lugar, si e(H,_,) < q — A, teniendo en cuenta que el minimo
cardinal de un conjunto vértice recubridor de cualquier grafo es siempre menor o

igual que su tamano, estarfa probado que #,,(H,—\) < q— A

En segundo lugar, si dp, w1 (Ug—r) > 5, por definicién de sucesién decre-

ciente, sabemos que
O, (v;) =5, paratodoi=1,...,q— A,

lo cual implica que

C(Hq—/\)

IA

e(H) —5(g—A)
1—A
< 4q+6k+u+/t—/\<ﬁ——3-——>—5((]—)\)
N (14— )X

3

IN

de donde se deduce que e(H,_) < 0 puesto que A < 3y g > 18.

Por tanto, debe existir un 7 € {1,..., g—X—1} tal que 0y, (v;) > 5y

3 i

Om,(viy1) < 4. El grafo H; satisface las siguientes condiciones:

_16g+9—a

* u(H;) 5

—k=A—i

18]

1—2A
. C(H,i)§4(]+(5k+(L+/,L—>\<£T)“‘“‘-> — %y

Por tanto, el grafo H; cumple las hipdtesis del Lema 2.3.8 vy, por tanto,
H; € V7 ;. Esto significa que existe una sucesion decreciente {v},...,v; , ;}

de manera que en (H,‘)(I_A_,[«/ existe un conjunto vértice recubridor de cardinal

menor o igual que g — A.
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En conclusién, el conjunto {vy,..., v, 04, ..., qu)\_i} es una sucesion de
creciente en H, con ¢ — A vértices, tal que #,,(H,—») < ¢ — A, y con esto queda

demostrado que H € V:]‘:;.

®

A continuacién probamos que en el sector determinado por las relaciones
entre tamafio y orden establecidas en los Lemas 2.3.1y 2.3.2, para todo H € V{,

su complementario H contiene a K,_, como menor.

Lema 2.3.5 Seann, q y k tres enteros positivos, tales que n =3q— k. g > 24y
1<k < LL‘}.‘iJ Sea H un grafo con n vértices y, a lo sumo, 3q + 3k + 6 aristas.

St H € Vi entonces H contiene un subgrafo contractible a K, siendo p =n —q.

Demostracion:

Como H € V{, sabemos que existe una sucesién decreciente de g vértices
{vi,...,v,} en H de modo que #,,.(H,) = s < ¢. Es decir, si denotamos por H,
al subgrafo de H resultante de eliminar los vértices anteriores, existe un conjunto

{wy, ..., ws} vértice recubridor en Hy, de cardinal minimo, s < ¢.

Observemos que el subgrafo H, tiene orden p = n — ¢, y que las aristas de
este subgrafo son justamente las que faltarian a esos p vértices en G = H para

ser un grafo completo de orden p.

Por otra parte, al ser {wy,...,w,} un conjunto vértice recubridor de H,,
cada arista debe ser adyacente, al menos, a un vértice de dicho conjunto. En con-
secuencia, si pudiéramos probar que para cada w; existe un vértice v;;, distinto,
y adyacente en G tanto a w; como a todos los vecinos de w; en H,, habriamos
probado que el grafo G contiene al grafo completo K, como menor. Lo tltimo
serfa evidente va que bastarfa con contracr en G las aristas que unen a cada

vértice w; con su correspondiente vy, (ver Figuras. 2.8 y 2.9).
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Veamos que esto es cierto y, por tanto, que existe en {v; ..., v,} un sub-
conjunto {v;,,...,v;,} de modo que cada v;, es adyacente en el grafo G al vértice

w; v a los vértices adyacentes a éste en H,,.

Consideremos el grafo bipartito B cuyas clases de equivalencia son
X ={wr,...,wst e Y = {v1,...,v,}, definido de modo que un vértice w; es

adyacente a otro vértice v; en B si se verifica que
N . 2> N {17,
Ny (w;) U {w;} € Ne(v;).
Basta demostrar la existencia de un emparejamiento completo en B.

Para ello, haremos uso del Teorema 1.1.1 (Condicién de Hall) , de modo
que es suficiente demostrar que para cada subconjunto A C X, se cumple

INp(A)] > |A]

Observemos que A(H,) < 3, ya que en caso contrario, teniendo presente

que {vy....,v,} es una sucesion decreciente en H, llegariamos a la conclusién de
que

Om, . (v;) > 4, para todo j=1,...,q,
y, por consiguiente
e(H)>4q+e(H,) > 4q+4 > 3¢+ 3k+6 > e(H),
lo cual es absurdo.

Fijemos un subconjunto cualquiera A de X, y denotemos por m = |A| v
or A {A) = A(HA]), es decir, A (A) es la valencia maxima en el subgrafo de
q 4 ) ; q =3

H, inducido por los vértices del conjunto A.

Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo que |[Np(A)| < m — 1.

Esto significa que, a lo sumo, existen m — 1 vértices en la sucesion de-

creciente {vy,...,v,} que son adyacentes en B a algtin vértice de A. O lo que
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es equivalente, existen, al menos, ¢ — (m — 1) vértices en la sucesién que no son

adyacentes a ninguno del conjunto A.

Por la propia definicién del grafo bipartito, el hecho de que un vértice v;

no sea adyacente en B a ninguno de los de A significa que

.vNHq(?Uj) U {U/’j} Q 17\/%;(’01'),

para todo 7 =1,...,s. O de modo equivalente, que

Nyg(v) N (NH,, (w;) U {u;j}) # (),

para todo j = 1,...,s. Veremos que esto hace crecer la valencia de los vértices
de la sucesién decreciente tanto que sobrepasariamos el total de aristas del grafo,

con lo cual llegamos a contradiccién.

Es evidente que el caso mds desfavorable en el computo de las aristas que
aportan los vértices de la sucesién decreciente se dard cuando los m —1 dltimos de
la misma sean los adyacentes en B a A. Pero aun en este caso, podemos asegurar

que
5 ( ) > m
Hy_m Vge(m=1)) = 7~
g~ ) AQ(A)

/

Por tanto, tenemos que

q

g—(m—1)
e(H) > > du_ )+ Y. Ou_,(v)+e(H,)
i=1

i=q—{m—2)

> m—m+nz%5+w“¢mﬁm+m
q

2 . V2 yyy — 2
_ —m* + (q + 1+ Aq(ﬁ)(*};)‘ﬁq(A) )’” AQ(A) — ]:'(Tn)
(£

Si tenemos en cuenta que la funcién polinémica F(m) alcanza su valor

1 - . .
maximo en mg = 3 (q +1+A,4) + A(I(A)2)3 podemos acotar inferiormente
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dicha funcién, en cualquier intervalo [mng — T, mg + T por el valor que alcanza en

los extremos del mismo.

En consecuencia, si m € [4A,(A) + 1,9 — 3A,(A) + A,(A)%], entonces el

numero de aristas de H estaria acotado inferiormente por

- 40, (A = 124,(A)? + (4¢ — 3)A,(A) + q

el H) AA)

Ahora bien, como sabemos que A, (A) < 3, veamos lo que ocurre en cada

caso en funcién del valor de dicha valencia.

(7) Supongamos que A,(A) = 3. Si m € [13, g, entonces deducimos que

. 13g — ¢
e(H)Zﬁ{—%———%>4qﬁ323q+3k+6:c(ﬂ),

lo cual es imposible. Supongamos ahora que m < 12.

Figura 2.10: Posible configuracién de H cuando m = 2,|Np(A)| < |A] y A(H,) = 3.

En el peor de los casos (ver Figura 2.10) tendriamos que

I -

()Hq—(m,+(3) (JU(I‘('”’JFS)) = 4, 6Hq—(m+'10) (/Uq—(m‘i“”)) 29,

()qu(nu»M)(I’}'I—(771"f"13)) = 06,

y por ser A(H,) = 3, se tiene que dy,  (v;) = 3 paratodo j =q—m,...,q.
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Por tanto

q—{m-+13) q—(m+5) q
e(H) = Z 551_7'—1(”]') + Z (57[_7‘—1(1"]') + Z 5HJ 1( ) + 6<H )
g=1 j=q—{m4-12) J=q—{m~+4)

>(q—m—13)6+(4-5+4-4)+(m+5)3+m
= 6g — 2m — 27
> 6q —
pero como g > 24, se tiene que e(H) > 6q — 51 > 49 — 3 > e(H), que es

imposible.

(1) Supongamos que A (A) = 2. Sim € [9,q — 2|, entonces tendriamos que
9g — 9
S 9q

2
e( > 3¢ + 3k + 6 =e(H),

Fq

lo cual es imposible. Supongamos ahora que m < 8. En tal caso, y dado
que existen, al menos, ¢ — (m — 1) vértices en el conjunto {vy,...,v,} que
son adyacentes en H a alguno de los elementos de AU Np (A), atin en el
peor de los casos (ver Figura 2.11) obtenemos que:

)
6H4 —(m+2) (/Uq“("]/'}'l ) 3 (quf— (rn+5) (’l/'(]__(7'n+4)) Z 4‘

=

éHq (m+8} (l q—(m- 4‘7)) 95 ()11114(1111—11) (/U(1~(Tn+10)) 2 67

y ademds, como A(H,) > 2, tenemos que dy,_ (v;) > 2 para todo
J=qg—=1m,....q.

De todo ello deducimos que

q—(m—+10) g—(m-+1)
e(H) = Z O, (vs) + Z i (vg) Z Or,_ () + e(Hy)
j=1 j=q—(m-+9) =¢—m

> (q—m—1())6+5-3+4~3+3~3+(m+1)2+m
= 6g— 3m — 22
> 6q — 46,

vy como sabemos que ¢ > 22, llegamos a

6g— 46 > 4qg—3 > 3¢+ 3k + 6 > e(H),

lo cual es imposible.



48 Capitulo 2. Las familias V!

2 Vs Voa Ves Vo2 Vo Y,
®
H

Figura 2.11: Posible estructura del grafo H cuandom = 1, |Ng(A)| < |A] y A(H,) = 2.

(#74) Supongamos que A (A) = 1. Sim € [5, ¢ — 2], entonces

5q — 11
G(H)2—q—7§——>4q—323(1+3k:+6:e(H),

lo cual es imposible. Supongamos ahora que m < 4. Atn en el caso mas

desfavorable (ver Figura 2.12) deducimos que

()Hq,,m(vq—(m—l)) > 2, (SII(/,_, (m2) (2/’4;(»(771-4-].)) >3,
611(,_(\,,,,v+4)(Uq‘(m%‘ﬁ) > 4; éllfh(,,“«,ﬁ) (Uq~(m+5)) > 57

)
5[I<1'7(n1+8) (1”11—(711,+7)) > 6.

Figura 2.12: Posible estructura del grafo H cuando Ay(A) =1y m = 2.
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Pero como A(H,) > 1, tenemos garantizado que
0m,_,(vj) > 1, paratodo j=qg—(m—2),...,q.

Luego

q
e(H) = Z(S}i,_l(’b’j)‘f’@(Hq)
=1

> (q—m—-7)6+2-54+2-442-34+2-24+m—-1+s
> 6g—5m—15+ 5

> 6g—4m—15

> 6¢— 31.

Ahora bien, como ¢ > 14, sabemos que
6g—31>4¢—-3>3q+6+3k>e(H),

llegando a una contradiccién.

Para finalizar, s6lo queda estudiar qué ocurre en los casos m > ¢ — 1y

A (A) < 2.

Noétese que el caso Ay(A) =1y m = ¢ es imposible. Esto es debido a que
en estas circunstancias, v(H,) > 2¢ con lo que v(H) > 3¢, lo cual es absurdo ya

ey . | . . —9
que sabemos por hipétesis que v(H) = 3¢ — k siendo 1 <k < Lq—g—J

Para el caso Ay(A) = 1 y m = ¢ — 1, tengamos en cuenta que
v(H,) > 2(q— 1), con lo que se tiene que v(H) =3g—k > q+v(H,) > 3¢—2,y

por tanto £ < 2. En consecuencia, si k& < 2 entonces

e(H) < 3q+3k+6< 3q+12.
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Pero por otra parte, al ser dg, (v2) > m > ¢ — 1, tenemos que

q
e(H) 2 Spy(v) + 0, (v2) + Y 6, (w) + e(Hy)
=3

> 2(q-1)4+1g—-2)+¢-1

= 4¢g—5,

pero entonces, por ser ¢ > 17, se tiene que
e(H) >4qg—5> 3¢+ 12 > e(H),

lo cual no tiene sentido.

Para concluir la prueba hemos de ver qué ocurre en los casos A, (A) = 2

conm=q—1,q.

Denotemos por ms al nimero de vértices del conjunto A con valencia 2 en
H,. En el peor de los casos, es decir, cuando pares de vértices de A comparten
un vértice adyacente comin, uno de los vértices de la sucesién decreciente puede
no ser adyacente en B a dichos vértices de A aportando una sola arista, la que le

hace adyacente al vértice comun a los anteriores.
En este caso, podemos deducir que

. My ] ) o
OHq_m(l“(]——(-m--ll)) > -—:-2'— + = Mo =M — "‘2“‘,

v ademas

Particularizado en los casos que nos faltan por estudiar,
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(i) Sim =q— 1. Teniendo en cuenta que my < ¢ — 1, deducimos que

e(H) 2 2(¢-1-22) +2q—2) +q— 1+
Mg mo mo
- —1——) (»-1——) 2 —dtqg—1+2
(q 5 ) T\ p ) tHmiTem it

me q—1 Mo
> g—1= == 3¢ -5+ —
> q 5 + 5 +3q— 95+ 5
_ 9¢—13
B 2
> 4q—3>e(H),

va que q > 7, llegando a un absurdo.
(it) Sim = g, entonces
mo ma

e(H)

Y

q—-—2-+2(q—1)+q—1+ 5

= 49—2>e(H),

y esto es absurdo.

Por consiguiente, |Np(A)| > |A] para todo A C X. Asi que aplicando la
Condicién de Hall existe un emparejamiento completo en el grafo bipartito B y

por tanto, queda probado que H es contractible a K,

&

El lema que enunciamos a continuacion es andlogo al que acabamos de
demostrar, pero bajo hipétesis distintas acerca del orden y el tamaio de los

grafos.

Lema 2.3.6 Scan q k enteros positivos tales que ¢ > 132, 0 < k < Lq—ggj — b,

siendo b =1 si ¢ = 4 méd. 6, y b =0 en caso contrario. Sea H un grafo con
o(H) = 16q +69 —a
7,5) siq=0 (resp. 1,2) mdd. 3.

— k vértices y e(H) < 4qg + 6k + a + 1, donde a = 3 (resp.

Entonces, st H € Vi entonces H contiene a K, como menor, siendo p = v(H)—q.
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Demostracion:

Como H € V] sabemos que existe una sucesién decreciente de vértices
{vi....v.} en H, de manera que el grafo H, resultante de eliminar dichos vértices
en H posee un conjunto vértice recubridor de cardinal minimo s < ¢. Denotemos

por W = {wy,...w,} a un conjunto vértice recubridor cualquiera.

Es interesante resaltar que el grafo H, tiene p = n — q vértices, y que sus
aristas son precisamente las que les faltarfan a esos p vértices en G = H para
ser un K. Por otro lado, como el conjunto W es vértice recubridor de H,, cada
una de esas aristas debe ser incidente con algin vértice de dicho conjunto. Por
tanto, razonando como al comienzo de este capitulo cuando describimos la téenica
del emparejamiento completo, si demostramos que para cada w; € W existe un
vértice vy, distinto, en {vy,... 24} que es adyacente en G a w; y a todos sus
vértices adyacentes en H,, quedaria probado que G contiene a K, como menor.
Para esto dltimo, bastaria con contraer en GG las aristas que unen a cada vértice

w; con su correspondiente v;, (ver Figuras 2.8 y 2.9).

Definamos el grafo bipartito B cuyas clases son X = {wy,...ws} ¢

Y = {v,...0,}, y donde w; va a ser adyacente a v; si
Ny, (w;j) U {w;} € Ne(w),

donde G denota al grafo complementario de H.

Por los argumentos antes expuestos bastaria demostrar la existencia de
un emparejamiento completo en dicho grafo bipartito B. Para ello haremos uso,
como anteriormente, del Teorema 1.1.1 (Condicidn de Hall). Segin este resul-
tado, para asegurar la existencia de un emparejamiento completo en B, basta

probar que |Np(A)| > |A| para cada A C X.

Fijemos un subconjunto cualquiera 4 de X, y denotemos por m = [A| y

por Ag(A) = A(H,[A]). Es decir, A,(A) es la valencia méxima en el subgrafo de
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H, inducido por los vértices del conjunto A.

En primer lugar, es evidente que 1 < A,(A) < 4, ya que en caso contrario

tenemos que o H (v;) > b paratodo j = 1,...¢ y por tanto

e(H) = Z Op,_y (v5) + e(Hy)

v

50+ A(H,) 2 5q+5
> Bg4+1>4g+6k+a+1>e(H),
lo cual es absurdo.

Razonemos por reduccién al absurdo, suponiendo que |Ng(A)| < |A|-1 =

m — 1.

Aplicando un razonamiento andlogo al de la prueba del Lema £2.3.5, po-

demos afirmar que

T )2
Hyom Vgm(m=1)) =
¢ q—{m Aq(A)
y en consecuencia, se puede acotar el nimero de aristas del grafo de modo que
q—(m—1) q
E(H) > Z 6Hif L(W) + Z (SHinl(/Ui) + 6<Hf1)
i=1 i=g—(m—2)
m ,
> (g—m+1) + (m—1)A,(A) +m

Ay(A)

o, A2y 2
i (g 1T+ AA) + A (A))m — Ag(A)” F(m).
A (A)

Ahora bien, la expresién polinémica F(m) toma su valor mdximo en el

1 ; . .
punto my = —2—((1 +14+A,(A)+A,(A)?). Entonces, podemos acotar inferiormente
dicha funcién en cualquier intervalo [mgy — 7", mg + T por el valor que alcanza en

los extremos del mismo.

Por tanto, si m € [5A,(A) + 1, ¢ — 4A,(A) + A,(A)?], entonces el nimero
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de aristas de H estarfa acotado inferiormente por

K V3 2 =P .
e(H) > 5AG(A)” —20A,(A)° + (5g — 1) A (A) + q (2.9)

- Ay(A)

Veamos qué ocurre ahora, en cada caso, en funcién de la valencia maxima

AL (A).

(¢) Supongamos primero que A,(A) = 1. En primer lugar, si fuese m > ¢ — 3,
al haber, al menos, m vértices en el conjunto vértice recubridor, v por ser
A(Hy) = 1, se deduce la existencia de, al menos, 2m vértices en H, y

entonces,
5¢ + 3

v(H,) > 2m>2(g—-3)=2q—6> 3

siendo cierta la ltima desigualdad estricta por ser g > 21.

Pero sabemos que

: 16 9—a 5Y7 3
U(Hq):@(H)—q:__.({ig_l_k_qS%_qz )q; }

con lo que llegamos a una contradiccién.
En segundo lugar, si 6 < m < ¢ — 3. Entonces de la relacién (2.9) tenemos
que
e(H) > 6qg— 19 >5¢g+ 1> e(H),
que es una contradiccidn.

Por otro lado, para valores de m tales que 1 < m < 5. por nuestra suposicién

de que |[Ng(A)] < m — 1, se deduce que, a lo sumo, m — 1 vértices en la

sucesion decreciente son adyacentes en B a alguno de los m vértices de A.
O dicho de otro modo, existen, a lo sumo, m — 1 vértices que no son adya-
centes en H a los w; ni a sus respectivos vecinos en H,.

En concreto, el peor de los casos se darfa cuando los m — 1 vértices adya-

centes en B a los de A fueran los tltimos de la sucesion, {ve_(n_2),.-.,0q},



[}
[}

2.3. Estudio de las familias V!

ya que esto retrasarfa lo méximo posible el crecimiento de las valencias del

resto de los vértices de la sucesion decreciente (ver Figura 2.13).

Comencemos a estudiar el valor de las respectivas valencias de los vértices
de la sucesién decreciente. En primer lugar, como es légico, cada vértice
de {Uq--—(m—‘Z): . ,‘uq} tiene por lo menos valencia 1. Por otro lado, como
el vértice vy_(m-1) no es adyacente en B a ninguno de los vértices de A,
sabemos que debe ser adyacente en H a w; o a alguno de sus vecinos en
H, para todo j € {1,...,s}, por lo que debe tener valencia, al menos, 2 en

Hy ., (ver Figura 2.13).

En segundo lugar, el vértice v,_,, siguiendo el razonamiento anterior, debe
ser adyacente a cada w; 0 a alguno de los adyacentes a éste en H,. En
el peor de los casos, v,_,, serda adyacente a los que no lo era el vértice
Vg—(m—1), con lo cual los vértices w; y sus adyacentes en H, han de tener
valencia, al menos, 2 en el grafo H,_(+1) (ver Figura 2.13). Siguiendo el
mismo razonamiento ahora con el vértice v,_ (41, ¢éste debe tener, al menos,
ralencia 3 en Hy_(m49), al igual que vy (mi2) en Hy_(nys) (ver Figura 2.19).

vV

g-1 vq

1 g-3 q-2

Figura 2.13: Posible estructura del grafo H cuando m = 1.
En conclusién, deducimos que

(3[11(1?(7“_1> (’Uq_(m_«z)) 2 1, Ceey 51’[,,_1 ("l,’q) Z 1
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Oy (Vg—im—1)) = 2y Ofy—iry Vgmm) 2 2,
OH, iy Va—(men)) = 3 Y Om_ i (Vypnt) 2 3,
5Hq ) (/qu(’m%S)) > 4y 5H,,__(,,1+5) (?/’q~(m+ 1)) > 4
(5qu<m+ﬁ) (vg- (m+5)> =z 5y (5[Iq-(nz+7) ('4'"(1—(777,‘#(5)) > b,

y para el resto de los vértices basta observar que
()Hq*(,,ﬁg)(Uq-—(m{—7)) Z 6~
por lo que

du,_,(v;) > 6, paratodoi e {1,....,¢g— (m+8)}.

Teniendo en cuenta estas acotaciones, deducimos que

q—{(m-+7) q
e(H) = > bu )+ Y. Su () +e(H,)
i=1 i=g—{m-+6)

> (g—(m+7))64+2-5+2-442-3+4+2-24(m—11+e(H,).

Como estamos suponiendo que

Al = my que A (A) = 1, en el grafo

H, debemos tener, al menos, m aristas, con lo cual,
e(H) > (g—m—T706+28+m—1+m==06q—4m — 15 > 6¢ — 35.
Pero por otro lado, al ser g > 36, tenemos que
e(H) > 6q—35>5q-+1>e(H),

lo cual es absurdo.

Por tanto, si A,(A) =1 entonces |[Ng(A)| > |A] para todo A C X.

(1) Supongamos ahora que A,(A) = 2. Para valores de m comprendidos entre

11 y ¢ — 4, ambos inclusive, deducimos de (2.9) que

11
e(H) > 4 24> 5¢+1>e(H),
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lo cual no es posible.
Si1 < m < 10 y utilizamos el mismo argumento ue en el apartado an-

terior para acotar inferiormente las valencias de los vértices de la sucesion

decreciente (ver Figura 2.15) obtenemos las cotas

6Hq~(m.+1} ('Uq—m> > 2,... ~.5HqA1 (’U,I) 2 2,

Figura 2.14: La valencia de v,_(;,_1y en Hy—, es al menos m.

Y Vos Voa Vo3 Vo Vo VY
®
H

q

Figum, 2.15: Si A‘I(A) = 2, (SHq——(m+2) (0(1—(7'11,41)) >3 v 6”(1 (mi5) (Uq—(rrt+4)) > 4.
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v
-

(511((1_,,,,,4(2)(”q-(m+1)) > 3y (511qk<7,,+,.—,)(@qf(m+4))

e

éHq—(ers)()UQ“("'”*7)) EIN ()Hq_(m+g>(/U(;a(m+'l())) > 6.

Ademads, teniendo presente que en H, debe haber, al menos, m aristas, una
3 7] 5 3 j

por cada vértice de A, deducimos que,

e(H) > (¢g—(m+10))6+3-54+3-4+3-3+(m+1)24+m
6q — 3m — 22
> 6g — b2.

I

Sin embargo, sabemos que e(H) < hg+ 1y, por otro lado, 5g+ 1 < 6¢ — 52
por ser ¢ > 53, con lo que se llega a contradiccion.

Por dltimo, nos falta comprobar que también se llega a un absurdo en el
caso de que ¢ > m > ¢ — 3.

Supongammos primero que m = ¢ — 3. Vamos a tratar de precisar un poco
la estructura del grafo H, cuando tenemos valencia maxima 2.

Denotemos por my al nimero de vértices de A con valencia 2 en H,. Ten-

dremos, en el peor de los casos (ver Figura 2.16), que

- . ) Mo
(>[[3<’U_4) Z q—o— "9—,
y
me
e(Hy) > q =3+,

ya que un par de vértices independientes, {w;, wy }, de A con valencia 2 en
H, pueden compartir, a lo sumo, un vértice adyacente w. Por tanto, una
g6la arista uniendo vy con w bastarfa para hacer que v4 no fuese adyacente,
en B, niaw; niawy.

Entonces, por definicidn de sucesion decreciente, se deduce por un lado que

L . . my
los vértices desde vy hasta vy tienen valencia, al menos, ¢ — 3 — 5 Y por
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Figura 2.16: Una sola arista puede hacer que v,_(,,_1) no sea adyacente en B a dos

vértices de A.

otro lado, al ser A(H,) = 2, los vértices desde v; hasta v, tienen, al menos,
valencia 2.

Agrupando todo lo anterior y teniendo en cuenta que mq < ¢— 3, se deduce

M m
e(H) 24(q—3—%)+(q—4)2+(q—3+r72>
ol o N 2 o Moy
23((1—3—7>+q—3~—2—+3q 114 5
-3
>397% gy 1
137

Ahora bien, es inmediato verificar que

11 37
e(H) > 7)—(1——;>5q+17

donde la tltima desigualdad es consccuencia de que ¢ > 39. Esto nos lleva

de nuevo a contradiccién por ser e(H) < 4g+ 6k +a+1<5qg+ 1.

Por dltimo, si ¢ — 2 < m < g, entonces tenemos que

#1)1‘([{41) Z m Z q— 2.
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Sitomamos A = g—(m—1), tenemos que 1 < X\ < 3. Y como dg,_, (Vg—(m—1)) =
m

s8¢ CUHlplC que

g+1-—A

(5]-]/\_1(’1),\) Z 5

En estas circunstancias, ohservamos que el grafo H), satisface:

1 s
.,U(H/\):_.(_Sﬁ;%g__ﬁ_k_/\

1 - A

e ¢(H,) §4q+6k+a+1“/\<g—+2—>

41—

§4q+6k:+a,+1—/\<q—+§—~}>

de modo que, siendo 1 < A < 3 v tomando u = 1, este grafo H, esta en las
condiciones del Lema 2.3.4.

. . . —A .
Aplicando dicho resultado, deducimos que Hy € V;’_ 1, por lo que existe una

sucesiéon decreciente de ¢ — A vértices en H, tal que

#'vr((}]/\)q._)\) S q-— A

Esto implica que

#H(H) <g—A=m-—1,

lo cual es absurdo, pues estamos suponiendo que [A| = m y A es un
subconjunto del conjunto vértice recubridor de cardinal minimo. Luego

Hor(Hy) > m.

Supongamos en este caso que A,(A) = 3. Si 16 < m < g — 3, entonces, de

la expresion (2.9) se deduce que

16
e(H) > f,;-)q 19> 5+ 1

va que ¢ > 60. Esto es una contradiceién.

Si 1l <m <15, aplicando un razonamiento andlogo a los casos que hemos

estudiado previamente, en el caso mds desfavorable (ver Figura 2.17), se
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tiene que:

(51-1,1,1(1)(1)) > 3: 5”,17(1”4_6) (fl')(I*('lrzv+5)) >

N

4
Y a =4 by m
0H(/7(m+10) (I’q—(TI’L—{-S))) Z D, ()[141—(771,+1r1) (bq~<771+13)) Z 6

Con lo anterior, y teniendo presente que e(H,) > m, observamos que

e(H) > (¢—(m+13))6+4-5+4-44+(m+5)3+m
= 6g—2m —27
> 6g—57.

Pero, por otro lado, 5¢ + 1 < 6¢ — 57 porque ¢ > 58, lo que nos vuelve a

llevar a una contradiccidn, pues e(H) < 4g+6k+a+1 <5g+ 1.

Figura 2.17: Si Ay(A) = 3 y m = 2, atin en el caso mds desfavorable, 0p,_s(vy—7) > 4.

Por dltimo, veamos qué ocurre cuando m > ¢ — 2. En primer lugar,
lamemos A = ¢ — (m — 1), con lo que es obvio que 1 < A < 3. Por

- m .
otro lado, sabemos que g, _, (Vg—(n-1)) = 5 o lo que es lo mismo,

(q+1—>\).

Ou,_ () > 3

Como el grafo H, estd en las condiciones del Lema 2.3.4, sabemos que

#’(/‘T‘((H/\)q_/\) < q — /\\, y por QHO,

#Ha(H)<g—A=m—1,
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Figura 2.18: Basta una sola arista, si A(H[A]) = 3, para que vy_(,,_1) 10 sca adyacente

en B a {wy, wa, w3}

pero esto 1ltimo contradice nuestras hipétesis, va que el conjunto vértice

recubridor de cardinal minimo tiene, al menos, m elementos.

(iv) Estudiemos finalmente el caso A, (A) = 4. Para valores de m tales que
21 < m < g, a partir de la relacién obtenida en (2.9) deducimos que

P

(z(H)z—Iq—4>5(g+1

puesto que g > 60, lo cual es absurdo.
Por otro lado, si 1 < m < 20, razonando como en los apartados anteriores,
deducimoes que, en el peor de los casos, se tiene que

O, (vgy) = 4,

6Hq~(m+12><‘1"‘1*(T’l+11)) 2

5,
OH, (miim (Ug—(mt16)) = 6,
y por todo ello,
e(H) >(q—(m+16))6+5-5+(m+11)4+m
=6q—m— 27
> 6g — 47 > e(H),

yva que g > 45, y de nuevo legamos a un absurdo.
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En definitiva acabamos de comprobar que en cualquiera de las situaciones

posibles se tiene que

Np(A)| > |A] para todo subconjunto A € X. Luego,
aplicando la Condicion de Hall, existe un emparejamiento completo en el grafo

bipartito B.

Finalmente, como comentamos al comienzo de la prueba, si se contraen en
G = H las aristas correspondientes a este emparejamiento completo obtenemos
un grafo K, = K,,_, cuyos vértices son los de H,. Con esto queda probado el

resultado.

En resumen, los Lemas 2.3.1 y 2.3.3 nos sirvieron como resultados
auxiliares para probar los Lemas 2.3.2y 2.5.4 en los que se aportan condiciones

v . I —A v
suficientes para que un grafo pertenezca a la familia Vg_ seon0< A<

Por ltimo, se han demostrado los Lemas 2.5.5y 2.5.6 en los que se prueba
que si un grafo de la familia V! satisface determinadas relaciones entre su orden
y tamaio entonces su complementario contiene como menor a un grafo completo

con p=n — q vértices.

Como venimos comentando a lo largo de este capitulo, los resultados que
acabamos de demostrar seran bésicos en el desarrollo de los capitulos posteriores.
En el Capitulo 3 aplicaremos dichos lemas a la obtencién de valores exactos para
la funcién extremal del problema de Turan con contraccién de aristas ex(n; MK,,).
Una vez determinados dichos valores exactos, nos centraremos en caracterizar la
familia de grafos extremales EX (n; MK,)) para dicho problema extremal, tarea

que llevaremos a cabo en el Capitulo 4.




Capitulo 3

Estudio de la funcién extremal

ex(n; MKp)

Una vez que hemos situado el problema objeto de nuestro estudio, e in-
troducidos los conceptos y resultados previos con los que trabajaremos a
lo largo de esta memoria, abordamos en este capitulo la tarea de obtener
valores exactos de la funcién extremal ex (n; MK,). Para ello, inicial-
mente, se establecerd una cota inferior, véilida para los pares de valores de
n 'y p pertenecientes a un sector infinito del plano (n,p). A continuacién,
probaremos que esta cota inferior es dptima, y por tanto coincide con el
valor exacto de la funcién extremal ex (n; M K,) cuando n y p satisfacen

la relacién

3.1 Introduccidon

Uno de los problemas extremales mds conocidos dentro de la Teoria de Grafos

consiste en la busqueda del valor exacto de la funcién ex(n; F'), es decir, el méximo

65
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nimero de aristas de un grafo con n vértices sin contener a F como subgrafo,
siendo F' un grafo cualquiera. El resultado mads relevante en este drea fue demos-
trado por P. Turdn [46] en 1941, y responde a la cuestion antes planteada cuando
F"es un grafo completo. El valor exacto de la funcién ex(n; K,,) viene dado por el
nimero de aristas del inico grafo (p — 1)—partito completo cuyos vértices estan
repartidos entre sus clases del modo mds igualitario posible. Ademas, dicho grafo,
conocido como Grafo de Turan, es también el Gnico grafo de tamaino extremal

que no contiene a K, como subgrafo.

El problema de Turdn impulsé, sin duda, un fuerte avance de la Teoria
Extremal de Grafos, con la aparicién de numerosos problemas extremales que
relacionan diversos invariantes de un grafo, como el numero de aristas, la valencia
media o el nlimero cromatico, con la propiedad de contener a cierto grafo £ como

subgrafo. Dos de esos problemas, consisten en la busqueda del valor exacto de:

(1) la funcién ex(n; TK,), esto es, el maximo ntimero de aristas de un grafo de
orden n sin contener un subgrafo homeomorfo a un grafo completo de orden

b,

(2) la funcién ex(n; M K,), es decir, el méximo nimero de aristas de un grafo

de orden n sin contener un subgrafo completo de orden p como menor.

En lo referente al segundo de estos problemas, en el cual nos centraremos
en este capitulo, sélo se conocen valores exactos de la funcién para p < 8 (ver
[31, 36]) aunque existen otros muchos trabajos en los que se aportan cotas para
la funcién. En todos estos trabajos se estudia el problema de manera asintética,

es decir, para valores fijos de p y suponiendo n suficientemente grande.

En esta tesis, aprovechando algunos de los resultados conocidos para la
funcién ex(n; TK,) encontraremos el valor exacto de la funcién ex(n; M K,,) para

n y p relacionados entre si. 'Y haciendo uso de la téenica del emparejamiento
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completo descrita en el capitulo anterior, ampliaremos el rango de soluciones con

un nuevo sector infinito de valores exactos para dicha funcién.

3.2 Cota inferior para ex(n; MK,)

Como ya se ha comentado en la seccién anterior, muchos han sido los trabajos
dedicados a arrojar alguna luz acerca del valor de la funcién extremal e (n; M K),).
En este sentido, la gran mayoria de ellos tratan de aportar acotaciones para esta

funcién.

Entre los mas importantes podemos destacar las aportaciones de W. Mader
quien en [35] prueba que

ex(n; MK,) < ¢mn

v en [36] hace una primera estimacién de la constante ¢, < 8plog,(p). Y los traba-
jos de W. Ferndndez De la Vega [10] y A. Thomasson [44] quienes posteriormente

sitian la constante en

1

TV logz(p) < ¢, < 2.68p+/l0ga(p).

Sin embargo, en esta seccién nos vamos a ocupar de acotar la funcion
extremal inferiormente. Nuestra intencién es aportar una cota inferior para la
funcién ex(n; MK,) que ademds, en infinitos casos, nos conduzca al valor exacto

de la misma.

No es dificil comprobar que el grafo G = K,_o+ K,,_,+2 o es contractible
a K. En efecto, supongamos que existe un conjunto U de p vértices branch sobre

los cuales, tras contraer ciertas aristas, construiriamos un grafo completo.

Ahora bien, U debe contener j de los vértices de K,,_p40, con j > 2.

Pero como el grafo inducido por estos j vértices en G no contiene aristas, se
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necesitaran, al menos, j — 1 contracciones para cubrir esta ausencia.

Evidentemente, las contracciones que aportan aristas son aquellas que
unen un vértice de K,_, con otro de K,_,.o, con lo cual, s6lo quedan p — 2 —
(7 —1) vértices disponibles en el subgrafo K,,_, para formar parte de U. Es decir,

v

<j+(p—-1—7) <p=1<p,locual no es posible.

En consecuencia, el grafo G = K, o + K,,_, 12 conduce a la siguiente cota
inferior para la funcién
ol MY S (o p—1
ex(n; MK,) > n(p —2) — ( 5 )

siendo ésta la cota inferior cldsica, que para pequenos valores de p conduce a la

solucién exacta del problema.

,4:41."’“““.5
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Figura 3.1: T5(10) no es contractible a Kg: grafo extremal con una arista més que la

cota inferior conocida.

Asi, en 1964, Dirac [13] probd que esta cota era Optima para p < 5.

Posteriormente, W. Mader [36] lo hizo para los valores 6 < p < 7. Sin embargo,
este dltimo autor puso de manifiesto que para p = 8 la cota no podia ser dptima.

De hecho, algunos anos més tarde, L. K. Jorgensen [31] dio a conocer el valor
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exacto de la funcién extremal

i 6n — 20, sin es multiplo de 5,
ex(n; MKg) =
6n — 21, en otro caso,

siendo éste estrictamente mayor que la cota inferior conocida para valores de n

que sean multiplo de 5 (ver Figura 3.1).

Teniendo en cuenta que nuestro fin ultimo es aportar soluciones exactas
a este problema, y dado que la cota inferior cldsica se empieza a alejar de tales
valores, pretendemos iniciar nuestro trabajo mediante la busqueda de una nueva
cota inferior que pueda conducirnos a la obtencién de nuevos valores exactos para

dicha funcién extremal.

En efecto, probaremos la existencia de una cota inferior para la funcién
ex(n; MK,) que serd valida en un sector infinito del plano (n,p), y que vendrd
dada por el ntmero de aristas de un determinado grafo de Turdn. Ademds,
comprobaremos que el sector indicado es maximal en el sentido de que més alld

del mismo todos los grafos de Turdn de orden n son contractibles a K.

Si bien esta cota inferior no va a mejorar desde el punto de vista asintético
a la ya conocida, es cierto que para determinados valores de n y de p, relacionados
entre si, nos conducird al valor exacto de la funcién. Concretamente, finalizado
este capitulo, estaremos en condiciones de afirmar que la cota inferior aportada
es 6ptima para todos los valores de n v p tales que

[3n+5] <y
5

n.

IA

A continuacién pasamos a enunciar un primer resultado en el que ponemos
de manifiesto que determinados grafos de Turdn de orden n no son contractibles

al grafo completo con p vértices.
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Teorema 3.2.1 Sean n.p y v enteres positivos tales que p < n < 2p — 3 y
2<r <2p—n—1. Entonces, el grafo de Turdn T.(n) no es contractible al grafo

completo de orden p.

Demostracion:

Sea U = {v1,...,v,} un subconjunto de p vértices del grafo de Turan

T.(n), y denotemos por H al subgrafo de T,(n) inducido por los vértices de U.

Si probamos que el minimo cardinal de un conjunto vértice recubridor de
H es mayor que n — p, aplicando el Corolario 2.2.2, deduciriamos que el grafo de

Turdn no es contractible a K, lo cual concluiria la prueba de este teorema.

Denotemos por C; a las clases de vértices del grafo T,(n) v por r; = [UNC;
para i = 1,...7. Podemos considerar el conjunto I = {j € {1,...,r} :7; # 0}, es
decir, [ seria el conjunto de indices de las clases de vértices de T,.(n) que contienen

algtn vértice del conjunto U.

Es evidente que H = |J,.,; K,, y. en consecuencia, dado que cualquier

iel
conjunto vértice recubridor de cardinal minimo de un grafo completo debe estar

formado por todos sus vértices salvo uno, deducimos que
#wr(H) = Zigj ("'i - 1)
2 i i —

p-Ulzp=r

I

> p—02p—-n—-1)>n—p,

con lo que queda probado el resultado.

En el resultado que acabamos de demostrar hemos visto que ninguno de

los grafos de Turdn 7T,(n), siendo 2 <7 < 2p—n—-1yp < n < 2p— 3, son
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contractibles al grafo completo K. De entre todos estos grafos de Turén de orden
n, el que més aristas tiene es el grafo Ty,_,,_1(n), lo que nos lleva a enunciar el
siguiente corolario del Teorema 3.2.1.

Corolario 3.2.2 Sin y p son enteros positivos tales que p < n < 2p—3, entonces

ex(n; MK,) > ty, 1(n).

16 119
15 104 | 117
14 90 | 102 | 114
13 77 | 88| 99 | 110
12 6575|851 95 | 105
11 54 163 )72 |81} 90 | 99
10 44152 (60 | 68|76 84 | 92
9 3542|4956 |63 | 70| 77 | 84
8 2733|139 |45| 5157|6369 | 75
7 2025130 35|40 |45 | 50| 55| 60 | 65
6 1418222630 |34 |38 [42]46| 50 | 54
5 9121518212427 |30 (33|36 39 | 42
4 517911131517 | 19|21 |23 (25| 27 | 29
3 213456789 |10]11]|12}13| 14| 15
2
1

[p/m[1]2][3]4]5][6[7[8]9[10]11J12]13]14] 15 16 |

Tabla 3.1: Algunos valores de la cota inferior conocida.

En la Tabla 3.1 vemos que para n = 10 y p = 8 la cota inferior cldsica da
un valor minimo para la funcién ez(10; M Kg) de 39 aristas. Sin embargo, en la
Tabla 3.2, podemos ver que la nueva cota inferior que hemos obtenido mejora a la
anterior, ya que para los valores indicados tenemos que ex(10; M Kg) > 40. Este
ltimo valor coincide con la solucién de L.K. Jorgensen [31]. En la Figura 3.1 se

muestra un grafo extremal de orden 10 no contractible a Kj.

En la Tabla 3.3 podemos comprobar que la nueva cota inferior representa

una mejora significativa con respecto a la anterior.
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16 119
15 104 | 117
14 90 | 102 | 115
13 77 | 881100 | 113
12 65 | 75186 | 98 | 109
11 54 [ 63 173 |84 | 93 | 102
10 44 152|161 |70 |78 | 84 | 8
9 35142 [ 50| 57 | 63 | 65 | 56

8 27133 |40 | 45 | 48 | 42

7 20 {25]30] 33| 30

6 14 |18 121 | 20

5 911212

4 5(6

3 2

2

1

p/n|1[2(3[4|5|6 | 7|89 |10(11|12]|13 (14| 15| 16

Tabla 3.2: Algunos valores de la nueva cota inferior obtenida.

Nuestro propésito es demostrar que el valor de esta nueva cota inferior
coincide, precisamente, con el valor exacto de la funcién extremal, en un sector
infinito de pares (n, p) relacionados entre si. Dedicaremos la Seccidn 5.3 a alcanzar

este objetivo.

Para finalizar esta seccién vamos a demostrar que la regién de valores
(n,p) expresada en el Teorema 3.2.1 es maximal. En este sentido, probaremos
que si n y p no pertenecen a dicho sector entonces cualquier grafo de Turdn de

orden n es contractible a K.

Por ejemplo, el grafo T5(10) de la Figura 3.1 no es contractible a Ky, ya que
n =10 <2p — 3 =13. Sin embargo, si lo es a K, por ser n = 10> 10 = 2p — 2.
Como se puede observar en la Figura 3.2, al subgrafo inducido por los vértices
recuadrados s6lo le falta la arista ww para ser un K. Esta arista se puede

conseguir, por ejemplo, contrayendo la arista uv sobre el vértice u.

Teorema 3.2.3 Sin y p son enteros positivos tales que n > 2p — 2, entonces
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p | n | Cota anterior | Nueva cota
9 |11 19 50

12 56 57
10| 12 60 61

13 68 70

14 76 78
1113 72 73

14 81 84

15 90 93

16 99 102

Figura 3.2: T5(10) es contractible a Kg.

cualquier grafo de Turdn de orden n es contractible a K.

Demostracion:

Denotemos por G = T,(n) al grafo de Turdn r-partito de orden n. Evi-

dentemente, si 7 > p, entonces G 2 K, con lo que el resultado estarfa probado.

Supongamos pues que 2 < r < p — 1, v denotemos por C; a las clases
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de vértices del grafo G. Los cardinales de estas clases, como ya sabemos, se

diferencian, a lo sumo, en uns unidad.

Vamos a encontrar un conjunto U de vértices branch, de modo que garan-
ticemos que existen aristas en G tales que al contraerlas sobre este conjunto de
vértices generan un grafo completo con p vértices. Para ello, consideremos un
conjunto U de p vértices en G de modo que el subgrafo inducido por U en G sea

precisamente T, (p) (ver Figura 3.3).

El grafo H complementario de 7,.(p) consiste en la unién de r grafos com-
pletos, de lo que se deduce que #,,.(H) = p — r. Ademds, por hipitesis tenemos
que

#HoH)y=p—r<p-2=02p-2)—p<n-—-p. (3.1)

c, C,

u=r@®e) oL L T

Z=V({IT m)\U

N e Ol

Figura 3.3: Eleccién del conjunto U7 de vértices branch.

) e tener en cuenta que las aristas del grafo H son precisamente las
Hay que tener en cuent e 1 tag del grafo H cisamente las
que faltan en el subgrafo inducido por U en G para ser un grafo completo de
orden p. Vamos a probar que es posible encontrar las aristas necesarias en G de

manera que al contraerlas generan tales aristas ausentes en G[U].

Sea W = {wy, ..., ws} un conjunto vértice recubridor de cardinal minimo

del grafo H. Consideremos el grafo bipartito B cuyas clases de vértices son Wy
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Z =V (T,(n)y\ U, y de manera que un vértice w; es adyacente a otro vértice z;
si

vaf(ywi) U {’LU,:} g jv(,‘(;?j)‘

Recuérdese del Capitulo 3 que si w; es adyacente a z; en By, por tanto,
Ny (wi) U {w;} € Na(z)),

tenemos que z; es adyacente en GG a w; y a todos sus vecinos de H. Esto quiere
decir que si contraemos en G la arista z;w; sobre el vértice w;, en el grafo resultante

éste 1ltimo vértice ya es adyacente a todos los del conjunto U.

Es por ello por lo que serd suficiente probar la existencia de un empare-
jamiento completo en B, va que las aristas de este emparejamiento son justamente
las que deben contraerse en GG para obtener un subgrafo completo cuyos vértices

branch son los del conjunto U.

Por (3.1), sabemos que |[W| < n—p = |Z]. Asi que es posible preguntarse
si existe 0 no un emparejamiento completo sobre W en el grafo bipartito B. Para

ello, haremos uso de la Condicion de Hall (Teorema 1.1.1). Segin ésta, debemos

comprobar que [Ng(A)| > |A| para todo subconjunto A de la clase W.

Si A C W contuviera dos vértices pertenecientes a clases C; y C; distintas,

entonces Np(A) = Z y por tanto

INg(A)l=n—p=>s>|A]

Supongamos pues que el subconjunto A de W esta contenido en una sola

clase de vértices C; del grafo de Turdn. Ahora bien

Al <IWNC| = |05l -1-1Z2nCY
n
< (ﬂ —1-1ZNnc (3.2)
< [%1 ~1-1ZNn¢jl,

5~

Vi
N LRI
Y
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pero sabemos que n > 2p — 2, lo cual implica que
n—2<2n-—2p,

o lo que es igual,

(%1 —1<n—np

Sustituyendo en la expresién (3.2), nos queda

A < [g] —1-ZNC <n—p—|ZNC,| = |Ng(A)

N

lo que nos permite concluir la prueba de este resultado.

A
%

En resumen, en esta seccién hemos probado que si n < 2p — 3 entonces
el grafo de Turdn 15, ,_1(n) no es contractible al grafo completo con p vértices.
Esto nos ha permitido deducir una nueva cota inferior para la funcién extremal
ex(n; MK,). Ademds hemos verificado que la relacién entre los grafos de Turdn
y el problema extremal para menores sélo tiene lugar cuando n < 2p — 3 ya que

si n > 2p — 2 entonces cualquier grafo de Turdn 7,.(n) es contractible a K.

3.3 Valor exacto para ex(n; MK,)

En la seccion precedente hemos establecido una cota inferior para la funcién ex-
tremal ez(n; M K,), y hemos visto que, en ciertos casos, mejora las cotas inferiores

anteriormente conocidas.

Vamos a dedicar esta seccidén a comprobar que dicha cota inferior conduce
a valores exactos de la funcién ex(n; M K,,) para todos aquellos pares (n,p) que

satisfacen la relacion
[371 +3

5 1 <p<n.
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Para abordar esta tarea dividiremos el sector infinito de pares (n,p) que
acabamos de describir en varios subsectores (ver Figura 3.4) que estudiaremos

por separado.

Figura 3.4: Pares (n,p) para los que se determinard ex (n; MKj,) .

2 + 3
3.3.1 Si % <p<n

En este apartado comenzaremos a abordar la tarea de encontrar valores exactos
para la funcién extremal ex(n; MK,). Para ello, y como ya se ha comentado,
vamos a estudiar la funcién en distintos sectores del plano (n, p). Comenzaremos
nuestro estudio suponiendo que el par (n,p) estd contenido en el sector infinito
determinado por la expresién

2n+43

5 <p<n. (3.3)

Como veremos a continuacion, la solucién del problema que estamos es-
tudiando va a estar directamente relacionada con la solucién en el mismo sector,
de otro de los problemas extremales mds estudiados, que al igual que el que nos
ocupa, surge como una extension del Problema de Turdn, el problema topolégico

de Turan.
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Figura 3.5: Pares (n,p) para los que se determinard ex (n; M K,).
'P)E ! ; I

Recordemos que una subdivisién elemental en un grafo consiste en sustituir
una arista por un camino de longitud 2, anadiendo asi un nuevo vértice al grafo
inicial. Un grafo H se dice que es un menor topoldgico, o subdivision o subdivision
topoldgica de un grafo G si puede obtenerse a partir de este Ultimo mediante
una sucesion finita de subdivisiones elementales de aristas. Si H es un menor

topoldgico de G, lo denotaremos por H = TG (ver Figura 1.8).

Conviene observar que un grafo H es una subdivisién de G si el conjunto
de aristas de G puede sustituirse por un conjunto de caminos disjuntos en H. Por
dltimo, dos grafos se dicen homeomorfos si ambos son subdivisiones de un mismo

grafo.

Una de las més conocidas extensiones del Problema de Turan relaciona el
tamano méximo de un grafo con la inclusién en éste de menores topoldgicos de
un grafo completo. Este problema consiste en el cilculo del méaximo numero de
aristas posibles en un grafo con n vértices sin que contenga una suhdivision de

un grafo completo con p vértices. Denotaremos a este valor por ex(n; TK,).

Para una revision del desarrollo histdrico de esta extensién del Problema

de Turédn se puede consultar [3]. Sin embargo, nuestro interés se va a centrar en
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los recientes resultados obtenidos en [7, 8, 16].

Agrupando los resultados obtenidos en dichos trabajos se obtiene el si-

guiente resultado.

Teorema 3.3.1 [7, 8, 16] Sean n y p dos enteros positivos tales que

27113 !
[Ljﬂ < p < n. Entonces

ex(n; TK,) = toy_n_1(n)

A continuacién estudiaremos la relacion existente entre el problema topo-
l6gico de Turédn, ex(n; TK,), que acabamos de describir, y el problema de Turédn

con contraccion de aristas, ex(n; MK,), que nos ocupa en esta tesis.

Recordemos que, tal y como hemos definido en los preliminares, decimos
que un grafo H contiene a otro grafo GG como menor si podemos obtener G a partir

de un subgrafo de H mediante una sucesion finita de contracciones de aristas.

Obviamente, ambos problemas estdn relacionados (ver Figura 3.6).

Observacién 3.3.2 Si un grafo H contiene a otro grafo G como menor topols-

gico entonces también lo contiene como menor.

En efecto, st H = TG, es decir, si H es un menor topolégico de GG, entonces
existe un conjunto W de vértices branch en H, y un conjunto de caminos disjuntos
en H uniendo cada par de vértices de W. Si contraemos cada camino del conjunto

anterior a una sola arista, obtenemos el grafo GG. En consecuencia, H = MG.

Sin embargo, el reciproco no es cierto. Es decir, ambos problemas no son
equivalentes. Como veremos a continuacién es posible que un grafo contenga a

otro grafo como menor y no lo contenga como menor topolégico.
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N

< >

Subdivision de K,

Figura 3.6: TKy4 implica M Kj.

Si observamos el grafo H de la Figura 3.7 vemos que basta con contraer

una arista, tal v como indica la flecha en trazo grueso, para obtener K.

i

Figura 3.7: El grafo H contiene a K5 como menor.

Pero por otro lado, no puede contener a K como menor topoldgico va que

el ntmero de vértices con grado, al menos, 4 es estrictamente menor que 5.

Una vez que hemos visto la relacién que existe entre los dos problemas
extremales con los que estamos tratando, vamos a pasar a estudiar relaciones

entre los valores exactos de las funciones extremales correspondientes.

A partir de la Observacion 3.38.2. podemos deducir la siguiente consecuen-



3.3. Valor exacto para ex(n; MK) 81

cia inmediata.

Corolario 3.3.3 Sin y p son dos enteros positivos con n > p, entonces

ex(n; MK,) < ex(n; TKp)

Por ultimo, pasaremos a enunciar el resultado central de esta seccién, en
el cual vamos a resolver el Problema de Turdn para menores, en el sentido de
aportar el valor exacto de la funcién extremal ex(n; M K,), para todos los pares
de valores (n,p) pertenecientes al sector infinito del plano determinado por la

expresién (3.3).

Teorema 3.3.4 Sin y p son dos enteros positivos tales que P”—j’ﬂ < p <,

entonces

ex(n; MK,) = to, n_1(n)

Demostracion:

En primer lugar, sabemos por el Teorema 3.3.1 que si

2 ;
IV_r.E.i.}-I S p S 7n
3
entonces
ex(n; TK,) = typ—n-1(n) (3.4)

De (3.4) y del Corolario 5.3.3 se tiene que

ex(n; MK,) < ty, n_1(n)

La otra desigualdad es consecuencia del Corolario 3.2.2 en el que se prueba

ex(n; MK,) > top_p_1(n) (3.5)
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parap <n < 2p— 3.
Ahora bien, dado que [%1 < p, se obtiene
2n43 < 3p

3p—3
n§£————3<2p—3

9 —_

y por tanto, p < n < 2p — 3, de donde deducimos que la desigualdad (3.5) es

cierta en el sector que estamos estudiando.

Esto concluye la prueba del teorema.

Acabamos de demostrar que cuando n y p estan relacionados por
2n -+ 3
— | Sp<n,
3
el valor exacto de la funcién extremal es
ex(n; MK,) = tap_n_1(n).
Sin embargo, seria interesante disponer de una expresion explicita de dicho
valor en funcién de los pardmetros n v p.
Para obtener las expresiones que buscamos, distinguiremos dos casos dis-

tintos

1. Supongamos primero que
27‘1,(+ 3 <p< 3n -+ 2 .
3 4
Denotemos por ¢ = n — p, de modo que
n+3<3p=3n—-3¢ = n>3g+3

IN+2>4dp=4n—-4q¢ = n <4q+ 2,
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con lo que podemos expresar n = 3¢ +3 + k, siendo 0 < k < ¢q— 1.
En estas circunstancias no es dificil comprobar que
n | 3¢+3+k
2p—n—1]| n—2¢—1

| 3¢+3+k
N L g+2+k

og—1-k
+q+2+kJ

donde la ultima igualdad se deduce porser k < g¢g—1yqg—1—k < q+2+k.

Si recordamos la expresién del nimero de Turdn que obtuvimos en la

e =(3) - 1055 5D

y la aplicamos en nuestro caso, tomando r = 2p —n —1 = n — 2¢ — 1,

Nota 1.5.2,

tenemos que

ex(n; MK,) = <”) -2 ('n, - %(n —2q — 1)>

L

= (g) — (‘ZH, —3n+6(n—p)+ 3)

- (g) ~ (57z~6p+3).

. Cuando
3n+3
{ 1 <p=n,
el razonamiento es totalmente analogo. En esta ocasién, podemos expresar
. I n
n =4q+ 3+ k siendo 0 < k de modo que se verifica [—2————1— =1, con
D —n —

lo que nos queda

n —2¢—1 n—2g-1
ex(n; MK,) = (g) - (n _n 2(1 _n ()q )

_ <’>_(2n——2p+1).
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Con lo que acabamos de ver, podemos enunciar el Teorema 3.3.4 desde

una perspectiva diferente.

entonces, ex(n; MK,) = to,_n—1(n). Es decir

. Mo 4 37 3n+2
<g> — (5'n—6;r)+3)-, 5l "’E’}L’— SPS [,LTJ "

ex(n, MK,,) =

, [3n + 3]
<;>—<2n—2p+1), s _n_j»_ <p<n.

En resumen, en esta primera parte de la seccién hemos comprobado que la
cota inferior para la funcién extremal ex(n; M K,,) que describimos en la Seccion 3.2
es &ptima, y por tanto nos permite conocer el valor exacto de dicha funcidn, en

el sector

5n+ 9 on — 1
3.3.2 Si —11;’— <p< |22

En apartados precedentes hemos visto que la cota inferior que obtuvimos en la
Seccidn 3.2 es éptima para valores de n y p satisfaciendo las relaciones

{277, +3

3 —l <p<n. (3.6)

A continuacién, ampliamos el sector infinito del plano (n, p), definido por
la expresién (3.6), con una nueva regién infinita de pares (n,p) en la que de-

terminamos el valor exacto de la funcion ex(n; MK,), y que viene dada por las

5n+ 9 2n—1 )
RER B - e 3.7

C

designaldades
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=

P A n=p

Il
]

0 4 >n

Seccién 3.3.1  Sector que vamos a afiadir

Figura 3.8: Sector infinito para el que vamos a aportar el valor exacto.

Para ello procedemos de modo andlogo a como lo hicimos para probar que
la cota era ptima en el sector anterior. Vamos a demostrar que cualquier grafo
G de orden 7, con una arista més que el grafo de Turdn T5,_,_1(n) contiene un
subgrafo contractible al grafo completo de orden p. Haremos uso de las familias

de grafos V! v de las propiedades de éstas que se expusieron en el Capftulo 2.

Si denotamos por ¢ = n — p, las desigualdades (3.7) se pueden expresar

del siguiente modo:

5n+9 9 -9
[m%— ]§p¢=:>37228q+9<:>712[8q; -I——_~3q—[q3 J

2n —1
p< [ 713 J<:>3p§2nv1<::>n§3q——1.

En consecuencia, podemos expresar el mimero de vértices de este modo:

-9
n=3¢—k  siendo 1 <k < [QTJ .

Considerando que n = 3¢ — k, es facil ver que

n n 3qg — k . 2k +3 .
2p—n—1 n—2q¢—1 g—k-—1 g—k—1




86 Capitulo 3. Funcién Extremal
donde la dltima igualdad se deriva de que 2k +3 <qg—Fk — 1.
Recordemos que el nimero de Turén ¢,(n) podemos expresarlo como
n n roorn
o= ()2 6= 3512
) (2) r 2 2Llr
; ; n . .
Asi que tomandor =2p—n—1=n — 2¢ — 1, como L—J = 3 deducimos que
r

tapn—1 (n> = ty9g-1 (_”/)
= <2> (B¢ ~k—2(n—2¢—1))

() sty

:< )—« (3¢ + 3k +6).

(3.8)

En resumen, nuestro objetivo en este apartado va a ser probar que todo

: . - n . . .
grafo con 3q — k vértices, y (2> — (3g + 3k + 5) aristas contiene un subgrafo

. . q—9
contractible a un grafo completo de orden p. siendo g =n—pyv 1 <k < V 7 J .

Para ello, demostraremos el siguiente resultado.

Teorema 3.3.6 Sean n y p dos enteros positivos tales que n —p > 24 y

Pn_;_ﬂ <p< LZ”"J Entonces

. n
e,:z:(n; LMK;,,) = t2];~n~l(n> = (9

) —(9n—12p+6).

Demostracion:

Para comenzar con la prueba de este resultado, conviene tener presente

que

5 9 & —9
[Jn+ -l<p<:é5n+9 81)(=>n<{p J

<t
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y por ello deducimos que

n < {%;J < 2p-—3.

Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el Teorema 3.2.1, que afirma que en
estas circunstancias, el grafo de Turdn T5,_,,1(n) no contiene a Kj, como menor.

Esto nos conduce a la desigualdad

ex(n; MK,) > ty_n_1(n).

Para probar la otra desigualdad basta demostrar que cualquier grafo de
orden n con, al menos, ¢y, ,_1(n) +1 aristas. contiene al grafo completo de orden

P €OmMo menor.

Segiin hemos visto en la introduccion de esta seccién, tomando ¢ = n —p,

podemos expresar el numero n de vértices del siguiente modo

-9
n=3q—k, gsiendo 1 < k < [q A J

Por otra parte, ¢l ntimero de aristas del grafo de Turan Tg,,Anq(n,), en
funcién de n,q y &k viene definido, como vimos en la expresién (3.8), de esta
manera:

n .
top—n—1(n) = (2> — (3¢ +3k+6).
Por ser ¢ = n —py k = 3q — n se verifica la igualdad

(Z) ~ (8¢ +3k+6) = (g) ~(9n — 12p +6).

Nuestro objetivo consiste en demostrar que todo grafo G de orden

; 7 — 9 n :
n =3¢ —k,siendo 1 <k < V—E—J con al menos (9> — (3¢ + 3k + 5) aristas,

4

es contractible a K, siendo ¢ =n —p > 24.

Sea G un grafo cumpliendo tales hipdGtesis y denotemos por H a su grafo

complementario.
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Obviamente H es un grafo que tiene n = 3¢ — k vértices vy, a lo sumo,
o S ?

3¢ + 3k + 5 aristas. Por tanto, aplicando el Lema 2.3.2 deducimos que H € VJ.

Ahora bien, por ser H de orden n, tamatnio e(H) < 3¢+3k+5 < 3¢g+3k+6
v H € V!, entonces haciendo uso del Lema 2.5.5 deducimos que ¢ = H contiene

a K, como menor, lo que concluye esta demostracion.

®

En conclusién, hemos verificado que la nueva cota inferior para la funcién
extremal ex(n; M K,) aportada en la Seccidn 8.2 coincide con el valor exacto de
dicha funcién, no sélo en el sector infinito determinado por las relaciones (3.6),
sino que ademas lo hace en otro sector infinito que contiene a este ultimo, v que
viene definido por la expresion

5n+9
8

] <p<n.

3n+ 3 5
3.3.3 Si ——951- <p< —I-lgﬁ

En esta seccién nos ocuparemos de afiadir un tercer sector infinito del plano (n, p)
para el cual la cota inferior del Teorema 3.2. 1 basada en el grafo de Turdn conduce
al valor exacto de la funcién ex(n; MK, ). En concreto, para enteros positivos n
y p relacionados por las desigualdades

3n 4+ 3

I8}

(3.9)

on + 3
<p< | /2
o[

comprobaremos que el valor de la funcién extremal coincide con el numero de

Turan top—n_1n).

La prueba del resultado central de esta seccion, que pasaremos a enunciar
a continuacién, extiende la téenica que va usamos en la Seccidn 3.3.2 al sector

determinado por (3.9).
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3n+3
=p

o on

Secciones 3.3.1y3.3.2  Sector que vamos a afiadir

Figura 3.9: Sector ampliado para los que obtendremos ex (n; MK,) .

Como ya se ha comentado ampliamente, la idea fundamental en todo este
proceso es probar que, bajo ciertas hipdtesis sobre el niimero de vértices y aristas
de un grafo H, es posible establecer un emparejamiento completo en un determi-
nado grafo bipartito, de modo que al contraer las aristas de este emparejamiento

en el complementario del grafo, H, se obtenga un subgrafo completo.

. S
Teorema 3.3.7 Sean n y p enteros tales que [Q"Tfé-‘ <p< L—’ﬂg—dj Entonces

7
2

ex(ni MK,) =toyp_pn1(n) = ( > — (14n — 20p + 10) .

Demostracion:

En primer lugar, de la desigualdad

{371 + 3-l <y

5

se deduce que
5p—3
n+3<dp+==n< -T-%—

3
.

y por tanto,

n < 2p—3.
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En consecuencia, aplicando el Teorema 3.2.1, sabemos que el Grafo de

Turén Ty,_,,—1(n) no es contractible a K, con lo que llegamos a que

ex(n; MK,) > ty,_n_1(n).

Una vez acotado inferiormente el valor exacto de la funcién extremal, para
completar la demostracién basta comprobar que todo grafo con n vértices v, al

menos, tg,_,—1(n) + 1 aristas contiene al grafo completo de orden p como menor.

Al igual que hicimos en ocasiones anteriores, tomamos g = n — p de modo

que2p—n—1=n—2¢—1.

Ademsds, por un lado,

D

3n+3 5

v por otra parte,

5n + 3 8 +
o< [m+ J:;?"’"SL(SQ;SJ’

de modo que podemos expresar el niimero de vértices del grafo como

q

n = t—-——-—bq + 5J —k, siendo 0 <k < {—g SJ — b,

3
donde b = 1 si ¢ = 4 méd. 6, que equivalentemente (ver Nota 1.3.1) podemos
expresar de esta manera:

16¢g+9—a
) = —————
6

N

¢

siendo a = 3 (resp. 7,5) si ¢ = 0 (resp. 1,2) mdd. 3.

Recordemos que el ndmero de Turdn viene dado (ver Nota 1.3.2) por la

expresion
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En nuestro caso, r =2p —n —1=n —2g— 1, con lo cual

16¢g+9 —a — Gk

LR
P g _ 4 — 6F
7 16g +9 ) a — 6k _og—1
6
| 16¢+9 —a—6k (3.10)
| 4g+3—a— 6k

—3 + 3a+ 18k ,
= |4+ =4,
4+ 3 — a — 6k

donde la 1iltima desigualdad es cierta por ser —3 4 3a + 18k < 4¢ + 3 — a — 6k.

En definitiva, vemos que el nimero de Turdn tg,_,,—1(n) expresado en

funcién de n y ¢ queda como sigue:

t2p—n—1 ('Tl) = tn—2q—1 (n)

16g+9—a ﬁk*§ 4Q+3_(L——I¢
62 6 '
() (32q+18~a—12k—20q~1 +5a+3()l<:>
2

12

n 12q + 18k + 3a + 3
12

(g) —(4g+6k+a+1).

I

Obviamente, como ¢ = n—p y 6k = 16¢+ 9 —a — 61, el ntimero de aristas
del grafo de Turan T3, ,-1(n) puede expresarse en funcién de n y p del modo
sigulente:

n

tapn1(n) = <9

L

> — (14n — 20p + 10) .

Resumiendo todo lo visto hasta este momento, vemos que para demostrar

que ex(n; MK,) < ty,_,—1(n) podemos probar, de modo equivalente, que

ex(n, MK,_,) < (g) —(4g+6k+a+1),
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qg—3
6
v b= 0 en caso contrario; y siendo a = 3 (resp. 7,5) si ¢ = 0 (resp. 1,2) mdd. 3.

donde n = {SQTJFSJ —kcon 0<k < { J — b, siendo b= 1si g =4 mdd. 6.

Sea GG un grafo con n vértices v una arista mas que el numero anterior, es
decir,

2

Llamemos H al grafo complementario de G, que tendra n vértices y 4q + 6k + «

(G) = (”) - (g + 6k + a).

aristas. El grafo H estd por tanto en las condiciones del Lema 2.3.4, tomando
A = 0. Asf que, aplicando dicho resultado deducimos que H € V1.
B¢+ 3

3
y H € V{, entonces dicho grafo satisface las hipdtesis del Lema 2.3.6. Aplicando

Ahora bien, como H tienen = J —~k vértices, e(H) < 49+6k+a+1
este dltimo resultado concluimos que H = G es contractible a K),. Esto finaliza

la prueba de este teorema.

3.4 Conclusiones

Una vez finalizado este capitulo, v a modo de resumen, podemos decir que hemos
alcanzado nuestro objetivo inicial, que como describimos en la introduccién no
era otro que el de aportar una nueva cota inferior para la funcién extremal
ex(n; MK,) y verificar que esta cota conduce al valor exacto de la funcién para
todos aquellos pares de valores de los pardmetros (n, p) pertenecientes al sector
infinito del plano descrito por las relaciones
I‘}I-I-;;ﬂ <p<n.
5
Si bien es cierto, como podemos observar en la Figura 3.10, que el sector

del plano (n, p) para el que el problema permanece aiin abierto es bastante amplio,
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no es menos cierto que en esta tesis hemos llevado a cabo un avance importante

en la obtencién explicita del valor exacto de la funcidn extremal ex(n; MK,).

3n+3

Il
S

Valores conocidos Nuevos valores

Figura 3.10: Pares (n,p) para los que se ha determinado explicitamente ex (n; MK)) .




Capitulo 4

Estudio de la familia extremal

EX(n; MKp)

En el capitulo anterior hemos demostrado que el valor exacto de la funcion
extremal ex(n; M K,) coincide con el nimero de Turén top—n—1(n) cuando

n v p estdn relacionados por la expresion

=

3n+3
5

} <p<n

Dedicaremos este capitulo a caracterizar la familia extremal para los mis-
mos pares de valores (n,p). Probaremos que en este mismo sector esta fa-
milia se reduce al correspondiente grafo de Turdn Ty, —1(n), salvo cuando

n=p+ 1, caso que detallaremos de manera particular.

4.1 Introduccion

En este capitulo vamos a abordar la segunda parte del Problema de Turdn con
contraccién de aristas, que como en todo problema extremal, consiste en deter-

minar cudles son los grafos pertenecientes a la correspondiente familia extremal,

95
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que denotamos EX (n; MK,).

Como ya hemos comentado en distintas ocasiones, los resultados conocidos
acerca de este problema, tanto en lo referente al cdlculo de valores exactos de la
funcién extremal como a la caracterizacién de los grafos extremales, especialmente
en este segundo aspecto, no son demasiado abundantes. En todos estos trabajos
se ha estudiado el problema desde un punto de vista asintético, es decir, fijando

el valor de p v haciendo tender n a infinito.

Teniendo en cuenta que el grafo K, o + K,_, 0 no es contractible a un
completo con p vértices, se obtiene la cota cldsica conocida para la funcién ex-

tremal ex(n: M K,)

n—1
ex(n; MK,) > (p — 2)n — (1) 5 ) (4.1)

En el posterior estudio de este problema extremal han jugado un papel
importante los grafos denominados G(m)-cockades. Estos grafos se definen por
recursion de la siguiente manera: todo grafo isomorfo a G es un G/(m)-cockade,
v si Gy y Go son G(m)-cockades entonces el grafo que se obtiene de la unién
disjunta de G| v G identificando los vértices de un K, contenido en G con
los de otro completo K,, contenido en (G también es un G(m)-cockade; y todo

G(k)-cockade se obtiene de esta manera.

n 1964 G.A. Dirac [13] demuestra que los tnicos grafos con una arista
més que la cota (4.1) son precisamente K, ;(p — 2)-cockades, para los valores
p < 5. Posteriormente, en 1968, W. Mader [36] prueba que la cota alcanza el
valor exacto cuando p < 7, poniendo de manifiesto que no es vélida para p = 8
mediante el contraejemplo K3 2942, que 10 es contractible a Ky pero tiene una
arista mas que el valor de la cota (4.1). En 1988, L. Jorgensen [30] caracteriza
la familia extremal de grafos EX(n; MK7) y este mismo autor [31], en 1998,

demuestra que todo grafo con n vértices y, al menos, 6n — 20 aristas contiene a
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Ky como menor o bien es un Kj5(2)-cockade. Por altimo, A. Thomason [45] prueba
que en el caso general, los grafos extremales son grafos casi-aleatorios, es decir,
grafos tales que cualquier subgrafo inducido por la mitad de sus vértices tienc la
misma densidad que el grafo original. J. S. Myers [40] completa la demostracién
de este hecho, resolviendo algunas lagunas que aparecen en el argumento inicial

de Thomason.

Al igual que hicimos en el capitulo anterior cuando estudiamos el valor
exacto de la funcién extremal ex(n; MK,), estudiaremos esta segunda parte del
Problema de Turdn con contraccién de aristas cuando n y p son valores rela-
cionados entre si. Concretamente, caracterizaremos los grafos extremales de las

familias EX (n; M K,,) para aquellos pares (n, p) satisfaciendo

[3)2—;——13—] <p<n. (4.2)

4.2 Familia extremal EX(n; MK,)

Como ya hemos comentado anteriormente, todo problema extremal tiene dos
vertientes. Por un lado es necesario obtener el valor exacto de la funcién extremal
en cuestion, y para completar el estudio de dicho problema, se debe abordar
también la caracterizacién del conjunto de grafos extremales, denominado familia

extremal.

Para el caso que nos ocupa, en el Cupitulo 3 hemos puesto de manifiesto
que el valor exacto de la funcién extremal ex(n; M K,) coincide con el nimero de
aristas del unico grafo (2p —n — 1)-partito cuyas clases difieren, a lo sumo, en
un vértice. El grafo descrito es el denominado grafo de Turdn 75, ,,—1(n), y esto
ocurre siempre que los valores de n y p satisfacen la relacién

|4

3n+3
5

] <p<n. (43)
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A continuacidén, y para completar el estudio de este problema extremal,
vamos a demostrar que en el mismo sector (4.3) la familia extremal de grafos,
EX(n; MK,), se reduce exclusivamente al mencionado grafo de Turan T5,_,_1(n)
salvo para el caso particular n = p + 1. En este Gltimo caso, ademds del citado
grafo de Turdn, encontramos otros dos grafos extremales que describiremos con

detalle.

Para hacer esto procederemos del mismo modo que en el capitulo anterior
cuando buscdabamos el valor exacto de la funcién extremal. Dividiremos el sector
infinito del plano (n,p) determinado por la expresién (4.3) en distintos sectores

mas pequenos (ver Figura 4.1).

.12n+3
4.2.1 Si —“—é—— E P S 1
Iniciamos la caracterizacién de la familia extremal EX (n; M K,,) estudiando aque-
llos casos para los que los parametrog n v p estdn relacionados por las desigual-

dades

Figura 4.1: Pares (n,p) para los que se determinard EX (n; MK)) .
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Recordemos que si un grafo G contiene a otro como menor topolégico
entonces también lo contiene como menor (ver Observacion 3.8.2), lo cual nos

permite relacionar ambas funciones extremales mediante la desigualdad

ex(n; MK,) < ex(n; TK,).

Esta relacién existente entre las dos funciones extremales podemos exten-
derla a las correspondientes familias extremales en aquellos casos en los que los
valores exactos de ambas funciones coincidan, como queda de manifiesto en el

sigulente teorema.

Teorema 4.2.1 51 n y p son dos enteros positivos con n > p tales que

ex(n; MK,) = ex(n,; TK,), entonces

EX(n; MK,) C EX(n;TK,)

Demostracion.:

Sea G un grafo perteneciente a la familia extremal EX(n; MK,). Ob-
viamente, se tiene que e(G) = ex(n; MK,) lo cual, por hipétesis, implica que

e(G) = ex(n; TK,).

Por otro lado, si G = TK,, es decir, si G contiene a K, como menor
topolédgico, entonces por la Qbservacidn 3.5.2 se tiene que G = MK, o lo que es
igual, GG contiene a K, como menor. Pero esto es absurdo ya que G € EX (n; M K,).
Por consiguiente, tenemos que G # T K, y que ¢(G) = ex(n; TK),), luego llegamos

a la conclusion de que G € EX(n;TK,) y esto concluye la demostracion.

®

De esta manera, en aquellos casos en los que los valores exactos de am-
bas funciones extremales coincidan y conozcamos los correspondientes grafos ex-

tremales para el problema topolégico, el problema de determinar la familia de
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grafos extremales para el problema con contraccién de aristas se reduce a exami-
nar cudles de los grafos de la familia £X (n: TK,) no son contractibles al grafo

completo de orden p.

En definitiva, los avances obtenidos en la caracterizacién de los grafos
extremales para el problema topoldgico pueden ser utilizados, v de hecho eso
es lo que haremos a continuacién, para caracterizar familias extremales en el

problema de Turan con contraccion de aristas.

En la Seccion 3.5.1 demostramos que el valor exacto de la funcién extremal
para el problema con menores coincide con el obtenido por M. Cera, A. Didnez
y A. Mérquez [7, 8] y por P. Garcia-Vazquez [16] para el problema topoldgico.
Concretamente

ex(n; MK,) = ex(n; TK,) = to,_n1(n)
siempre que
3

Por tanto, aplicando el Teorema 4. 2.1 en dicho sector infinito del plano, deducimos

[2‘n + 3] <p<n.

que

EX(n;MK,) C EX(n;TK,).

Agrupando las aportaciones de los mencionados autores en [7, 8, 16] te-
nemos los resultados de caracterizacién de la familia extremal para el problema

topoldgico que exponemos a continuacion.

Teorema 4.2.2 [7, 8, 16] Sean n y p dos enteros positivos tales que

P”TH] <p<nyp#n-1. Entonces

EX(m;TK,) = { thp,nﬁ(n)}

Teorema 4.2.3 [16] Para todo entero n > 6 se verifica que

EX (5 Ty 1) = { Too(n). Ty + Koo, By + K |
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En la Figura 4.2 se muestran los complementarios de los grafos extremales,
Gy =T, 3(n),Gy = Kz + K,_3 y Gy = P; + K,_4, pertenecientes a la familia

EX(n;TK,_1).

Figura 4.2: Complementarios de los grafos extremales de EX (n; TKy—1).

Una vez expuestos los resultados conocidos en relacién a la familia ex-
tremal para el problema topolégico de Turan y probados los resultados que rela-
cionan a dicho problema extremal con el problema para menores, abordamos la ca-
racterizacién de la familia extremal EX (n; A/ K),). Para ello probamos un primer
resultado en el que se describen todos los grafos extremales de EX(n; MK,),

siempre que n # p + 1, en el sector de pares (n,p) que estamos estudiando.

Teorema 4.2.4 Sin y p son dos enteros positivos tales que P’%ﬂ <p<ny

p#n—1, entonces
EX(n; MK,) = {7?21)_,,1,1(71,)}
D(E'ITL()SM‘(I/C?I()’N,:

Teniendo en cuenta los Teoremas 3.5.1 y 3.3.4 tenemos que

ex(n; MK,) = ex(n; TK,) = top_n_1(n).
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Por tanto, aplicando el Teorema 4.2.1 vy considerando la caracterizacién de la
familia extremal para el problema topoldgico dada en el Teorema 4.2.2, sabemos
que

EX(n; MK,) C {sz_n_l(n)}.

Obsérvese que de P"—ji] < p < 1 se deduce que n < —i—"j——i < 2p— 3 vya
que p > 3. Asi que aplicando el Teorema 3.2.1 sabemos que el grafo de Turdn

Ty n-1(n) 00 es contractible a K, de donde tenemos que
{ T2p-nwl(n)} CEX (’fl,; */M]\fg))'

lo que prueba la ignaldad de ambos conjuntos.

Para concluir analizamos el caso concreto p = n — 1. En esta ocasidn,
probamos que de nuevo las familias para ambos problemas extremales coinciden.
Teorema 4.2.5 Para todo entero n > 6 se verifica que

EX(n; MK,_,) = { Toos(n). Ky + Kos, B + Kn_4}.

Demostracion.:

Razonando como en la demostracion del Teorema 4.2.4, haciendo uso de

los Teoremas 3.3.1, 8.8.4, 4.2.1y 4.2.5, sabemos que
EX(”; *]\’{K'n—o - { Ez—.‘i(yl)e- F—i + [(71,—.‘57 ?{ + [\/7144}~
En primer Iugar, por el Teorema 5.2.1, el grafo de Turan T,,_3(n) no es

contractible a K,,. Y para concluir, basta observar que tanto en el caso del grafo

K3+ K,,_3 como en el de P3+ K,,_4 al contraer una arista cualquiera en el grafo,
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siempre queda al menos una arista en el complementario, lo cual implica que
ninguno de estos dos grafos es contractible a K,,_;, lo que concluye la prueba de

este resultado.

La relacién que hemos descrito entre los dos problemas extremales, el
topoldgico v el de contraccién de aristas, nos ha permitido caracterizar la familia
extremal del segundo de ellos gracias a los resultados conocidos en relacién al
problema topolégico de Turdn. La pregunta que surge ahora de manera natural
es si serd posible aplicar esta misma técnica para completar la caracterizacion
de dicha familia en los deméas sectores. Como veremos a continuacién, en los
sectores contiguos los valores de las funciones extremales de estos problemas no
coinciden y por tanto no podremos aplicar el Teorema 4.2.1. Serd aqui donde
haya que retomar la técnica del emparejamiento completo que describimos en el

Capitulo 3.

Como hemos dicho, el problema que se nos plantea a continuacion es
que los valores exactos de las funciones extremales exz(n; TK,) v ex(n; MK,) no
coinciden, en general, cuando p < Lz’%ij Concretamente, en el Teorema 4.2.6

de [16] se demuestra que

ex(n; TK,) = (g) — (5n —6p + 2)

para valores de n y p tales que (%} <p < Pi}:—l] Pero por otra parte, en la

Seccion 3.3.2 de esta memoria, hemos demostrado que
o n !
ex(n; MK,) = o)~ (9n — 12p +6),
para ese conjunto de pares (n,p).

En la Tabla 4.1 se pueden observar los valores exactos de ambas funciones

para algunos de los valores de n y p verificando [7’?;7} <p< Pls‘—l]
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n | p|ex(nTK,) | ex(n; MK,)
126 | 80 7723 7695

81 7729 7707

82 7735 7719

83 7741 7731
127 | 82 7856 7836

83 7862 7848

84 7868 7360

Tabla 4.1: Valor exacto de las funciones extremales ex(n; TK)) v ex(n; MK,).

5 on —1
4.2.2 Si —-’3-819 <p< —I—lg—

En este apartado nos proponemos continuar con la caracterizacién de la familia
extremal de grafos £X (n; ALK,) que hemos comenzado en la Seccidn 4.2.1. En
aquella ocasion verificamos que dicha familia se reducia a un unico grafo, el Grafo
de Turdn T5,_,,_1(n), para valores de n y p satisfaciendo la relacién

2n+3
3

|<p<n

salvo cuando n = p + 1, en cuyo caso aparecian dos grafos extremales mads, que

fueron deseritos con detalle.

En este caso vamos a caracterizar la familia extremal EX (n; M K,,) cuando

n 'y p vienen determinados (ver Figura J.3) por

|97 ) —
Hn+9 <p< 2n—1
8 3

Para empezar debemos recordar que, por un lado, en la Seccidn 3.2 demos-
tramos que el grafo de Turdn Th,_,_1(n) no es contractible a un erafo completo
& 2p—n—1 &
con p vértices siempre que n < 2p—3. Y por otra parte, a lo largo de la Seccion 3.5

hemos verificado que el valor exacto de la funcién extremal exz(n; M K,) coincide
3 7 b



4.2. Familia extremal EX(n; MK,) 105

P A n=p

0 >

Seccién 4.2.1 Sector que vamos a afiadir

Figura 4.3: Sector infinito para el que vamos a caracterizar la familia extremal.

precisamente, con el tamano de dicho grafo. De todo ello podemos deducir que
el grafo Ty, ,1(n) es un grafo de la familia extremal EX(n; M K,). Nuestra
intencién es demostrar que éste es justamente el tnico grafo extremal de dicha

familia.

La técnica que vamos a utilizar consistird en considerar un grafo no con-
tractible a K, de orden n y tamano ex(n; M K,), es decir, un grafo de la familia
extremal EX (n; MK,), y verificar que su grafo complementario estd formado por
2p —n — 1 copias disjuntas de grafos completos cuyos ordenes se diferencian, a lo

sumo, en una unidad.

Como viene siendo habitual, ya que los grafos extremales contienen un

ntimero elevado de aristas, trabajaremos con los grafos complementarios.

Por tanto, y denotando por ¢ = n — p, como estamos suponiendo que

5 9
{ﬂ} <y
8

deducimos que

C
s
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Y ademés, como

se tiene también que n < 3¢ — 1.

En resumen, es posible relacionar el nimero n de vértices con el valor ¢

de la siguiente manera:

n=3q -k, siendo 1 <k < [%J

Autes de abordar el resultado principal de esta seccién, y aprovechando
las relaciones que hemos obtenido en los parrafos anteriores, vamos a obtener
algunas expresiones que nos seran de avuda. A continuacién, mostraremos una
expresion del nimero de aristas del grafo de Turdn Ty, ,,—1(n) en funcién de los

valores n y .

Hemos visto que podemos expresar el nimero de vértices como n = 3g—k,

de modo que es facil ver que

n n 3g—k . 2k+3
2p—m—1 n—2q—1 g—k—1 g—k—1

siendo la tltima igualdad consecuencia directa de que 2k +3 < ¢ —k — 1.

Por otro lado, haciendo uso de la expresién del ntmero de Turdn que

obtuvimos en la Nota 1.3.2,

- n .
tomando r =2p—n—1=n—-2¢g—1y L—J = 3, tenemos, en definitiva, que el
,



4.2. Familia extremal EX(n; MK,) 107

nimero de Turdn to,_,_;(n) expresado en funcién de n y ¢ nos queda

t2p~n—l (’fl) = tn-‘lq—l (’I'L)

- (g) —3(3¢ —k—2n—2¢—1))

- <;”>—3(q+k+2)

Por dltimo, como

n | 3¢k _ 5
p—n—1| |qg—-k—1 o

sabemos que el complementario del grafo de Turdn Thy_,—1(n) = Thong—1(n) =

) — (3q + 3k + 6)

o 3

T, 1-1(n) es un grafo formado por a copias disjuntas del grafo completo K3 y por b

copias disjuntas de K4, siendo a y b enteros no negativos tales que a+b = ¢—k—1.

Por tanto, tenemos el sistema
g—k—1=a+b
3¢ + 3k + 6 = 3a + 6b

de donde se deduce que a =q— 3k — 4y b=2k+ 3.

En resumen, nuestro objetivo en este apartado va a ser probar que todo
grafo de la familia extremal EX (n; MK,) es tal que su complementario consiste
en la unién de ¢ — 3k — 4 copias disjuntas de K3 y 2k + 3 copias disjuntas de A},

siendog=n—-pyl1<k< LQ;—S)J

Para llevar a cabo esta tarea haremos uso de los Lemas 1.3.83 y 1.8.4
enunciados en el Capitulo 1y en los que bajo ciertas hipdtesis, podemos afirmar

que un grafo contiene copias disjuntas de un determinado grafo completo.

A continuacién, pasamos a enunciar el resultado central de esta seccion en

el que vamos a determinar la familia extremal FX (n; MK,).
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Teorema 4.2.6 Sean n y p dos enteros positivos tales que n — p > 24 y

P’%ﬂ <p< [%ﬁij . Entonces se tiene que

EX(n:MK,) = {TZ,,,,L,l (n)}

Demostracion:

Para comenzar la prueba de este resultado recordemos que en el Teorema
3.3.6 se asegura que el valor de la funcién extremal ex(n; ATK,,) coincide con el
nimero de aristas del grafo de Turdn 75, ,_1(n). Por otro lado, aplicando el
Teorema 3.2.1, sabemos que dicho grafo no es contractible a K,. De todo ello se

deduce que este grafo pertenece a la familia extremal EX(n; MK)).

Una vez comprobado esto, sélo nos queda verificar que ese grafo de Turdn
es el unico elemento de esta familia. De acuerdo con el razonamiento expuesto
en parrafos anteriores, nuestra tarea consistird en demostrar que si un grafo es
extremal, entonces su grafo complementario se compone de ¢ — 3k — 4 copias

disjuntas de K3y 2k+3 copias disjuntas de K, siendog=n—py 1 <k < L%J .
Sea G € EX(n; MK,). Sabemos que v(G) = 3qg—k y, por el Teorema 3.3.6

e(G) = ex(ms MK,) = (") = (90 —12p+6) = [ ) — (3¢ + 3k + 6) .
P =\ 2

Por ello, si denotamos por H al grafo complementario de G, tenemos que

v(H) =3¢ —kye(H) =3¢+ 3k +6.

Como sabemos que G no contiene a K, como menor, aplicando el
Lema 2.3.5, podemos deducir que H ¢ VY, es decir, que para toda sucesién decre-
ciente de ¢ vértices en H, {vy,...,v,}, el cardinal minimo de un conjunto vértice
recubridor del grafo H,, obtenido al eliminar de H los vértices de la sucesién, es

mayor o igual que ¢ -+ 1.

Sea {vq, ..., v, una sucesion decreciente formada por ¢ vértices del grafo
1s q 5



4.2. Familia extremal EX(n; MK,) 109

H. Para continuar con la demostracidn, serd conveniente que obtengamos cierta

informacién acerca de la valencia maxima en los grafos H 'y H,.

En primer lugar, vamos a ver que A(H,) = 2. Para ello, supongamos
primero que A(H,) < 1. En ese caso, el grafo H, estarfa formado por aristas
disjuntas y vértices aislados, con lo que un conjunto vértice recubridor de cardinal
minimo del mismo podria formarse tomando un vértice de cada una de las aristas.
En consecuencia

1 1 k
#W(Hq) =e(H,) < 5“(Hq) =35 (2 —k)=q— B) <q+1

lo cual no es posible ya que H ¢ Vi

Supongamos, por otro lado, que A(H,) > 3. En ese caso, por definicion de
sucesién decreciente en H, se tendria que &g, ,(v;) > 3 para todo i € {1,...,q}.

Alora bien, es obvio que #,,(H,) < e(H,) v por todo ello, tenemos que
#.,(H,) <e(H)) <e(H)—3¢=3¢+3k+06-3¢ < 3(1_;_9 +6<g—3<qg+1
pero esto también contradice nuestras hipdtesis. Luego A(H,) = 2.

A continuacién, veamos que A (H) = 3.

En primer lugar, como e(H) = 3q + 3k + 6 > 3¢ — k = v(H), es evidente

que A (H) > 3. Luego sélo nos queda ver que es cierta la otra desigualdad.

Supongamos pues que A(H) > 4. Denotemos por s3 > 1 al mdximo
nimero de vértices independientes en H con valencia mayor o igual que 3, y

por rp al maximo ntimero de vértices independientes con valencia 2 en H,.

Por una parte,

q
C(H&‘z) = Z 5Hj+1(lz/’j) + e(Hq) - 2((1 - 53) + ()<Hq)

J=s3+1

y como A(H,) = 2, haciendo uso de la relacion (2.2) entre el minimo cardinal de
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un conjunto vértice recubridor v ro, deducimos que

e(Hy) =2(q — s3) + #or(H,) + 70 > 3¢ — 283+ 1+ 1o (4.4)

Por otro lado, como A (H,,) = 2, sabemos que e(H,, ) < v(H,,), v teniendo
en cuenta (4.4)
3¢g—2s83+1ro+1<3g—Fk—s3
llegamos a

Ty + k-1 S 53 (45>

Ademas, como A (Hyy,,) < 1, se cumple que 2e (Hyyy,) < v (Hyep,) y por
tanto,

2(e(H,) —2ry) <3¢ —k —q—rs.

De nuevo aplicando (2.2) obtenemos
2 (#W'(Hq) - 7‘2) < 2(] — k- T,

es decir,

b

20+2-2ry <2¢—k -1

IN

b

de donde deducimos que

k+2 <. (4.6)

Sin embargo, al ser e(H) > 3s3 + 1 + 2(q — s3) + e(H,) y puesto que
#.(Hy) > g+ 1 tenemos que

G(H) > 333 + 1+ 2((] — 53) + #m’(Hq) + 9,
pero como #.,,.(H,) > q¢+1

e(H) > 3q+2+ry+ s3.



4.2. Familia extremal EX(n; MK,) 111

Por dltimo, considerando las relaciones (4.5) y (4.6) deducimos finalmente que

e(H)

v

3¢ +2+ 7y + 83

v

3¢+ k4 3+ 2rg
> 39+ 3k+T.

Esto contradice nuestra hipétesis acerca del tamaho del grafo H y en
consecuencia, queda demostrado que A (H) = 3.

Una vez que hemos obtenido la informacién acerca de la valencia méxima
de los grafos H y H,, vamos a pasar directamente a concluir la prueba de este
teorema demostrando que el grafo H estd formado por 2k + 3 copias disjuntas

del grafo completo Ky v g — 3k — 4 copias de K.

Para ello, denotemos por n; al nimero de vértices del grafo H con valencia

i, con ¢ € {0,1,2,3}. De este modo, sabemos que

v(H) = nyg+mn +ny+ng
2e(H) = ny+2ny+3ny

de donde deducimos que

2e(H)—20(H) = —2ng —np +n3 <ng

En consecuencia
ng > 2e(H) — 2uv(H) = 8k + 12

Como acabamos de ver, H contiene, al menos, 8k + 12 vértices de valencia

méaxima. Luego aplicando el Lema 1.5.3 tenemos que de ellos, al menos

8k 41243
4

J = 2k -+ 3

son independientes.
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Ademas, vamos a ver que ese es el nimero exacto de vértices independien-

tes en H con valencia 3. En caso contrario, ocurrirfa lo siguiente:
e(H) > 32k+4)+2(q—2k—4)+e(H,)

Por otra parte, como A(H,) = 2 tenemos que e(H,) = #,.(H,) + 72, y por

J

consiguiente
e(H) = 2q+2k+4+4#,.(Hy) +7r9
> 2q+2k+4+qg+1+r
> 3q+3k+7

lo cual contradice nuestras hipdtesis.

Asi pues el grafo H tiene 8k + 12 = 4(2k + 3) vértices con valencia 3,
siendo 2k + 3 de ellos independientes. Basta, entonces, con aplicar el Lema 1.3.4
para deducir que el grafo H estd formado por 2k + 3 copias disjuntas de K, v un

grafo H* cuya valencia maxima es, a los sumo, 2.

Para finalizar esta demostracion, sélo nos queda verificar que el grafo H*

consiste en la unién disjunta de ¢ — 3k — 4 copias de K.

Como vimos en pdrrafos anteriores, si denotamos por n; al nimero de

vértices de H con valencia i para ¢ = 0, 1, 2, 3 tenemos que

v(H)=3¢—k = mny+ni+ny+ny
200H)=2(3q+3k+6) = ny+2ny+ 3ng

Ahora bien, hemos visto que ny = 8k + 12, por lo que las expresiones

anteriores conducen a
3g—9k —12 = ng+ny+ny
6g — 18k — 24 = ng+ 2ny
de donde se obtiene que 2ng + n; = 0. Ahora bien, por ser las variables in-
volucradas en este sistema numeros naturales, se deduce que ng = ny = 0y

ng = 3¢ — 9% — 12.
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Por tanto, el grafo H* tiene valencia maxima 2 y 3¢ — 9k — 12 vértices con

dicha valencia maxima en H*. Aplicando el Lema 1.5.3 , sabemos que, al menos

[3q—9k~12+2

3 J:q—3k—-4

de estos vértices son independientes.

Veamos ahora que es éste, precisamente, el mimero exacto de vértices inde-
pendientes con valencia 2 en H*. Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo
que H* tiene, al menos, q — 3k — 3 vértices independientes de valencia 2. Es
necesario destacar que el grafo Hay,z resultante de eliminar en H los 2k + 3
vértices independientes de valencia 3, esté formado por la unién de 2k + 3 copias
disjuntas de K3 v el grafo H*. Asi que si suponemos que H* tiene, al menos,
q— 3k —3 vértices independientes de valencia 2, entonces, Hop3 tendra, al menos,
(2k +3) + (¢ — 3k — 3) = q — k vértices independientes de valencia 2. Por ello, se
cumplirfa que en el grafo H,, el nimero de vértices independientes de valencia 2,

que denotamos 7y, satisface la desigualdad

r2>q—k—(q—(2k+3))=k+3.

Pero entonces

e(H)

v

3(2k +3) +2(qg — (2k + 3)) + e(H,)
20 + 2k + 3+ #,,(Hy) + 12
20 +2k+3+qg+1+r

vl

v

3q+3k+7
que es imposible. Asi pues, el grafo H* contiene

3g—9k —12=13(q -3k —4)

vértices de valencia méxima 2, siendo exactamente g — 3k — 4 de ellos indepen-

dientes.
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De este modo, si aplicamos ahora el Lema 1.3.4 concluimos que H* estd

formado por g — 3k — 4 copias disjuntas del grafo completo K.

En resumen, hemos verificado que el grafo complementario del grafo G de
la. familia extremal que habfamos tomado, consiste en la unién disjunta de 2k + 3
copias de Ky v ¢ — 3k — 4 copias del grafo K3. Pero como
(2k+3)+(q—3k—4) = g—k-1

= (3¢g—k)—2¢—1

= n—2q¢—1

= 2p—n—1
tenemos que el grafo G es un grafo (2p — n — 1)-partito cuyos n vértices estén
repartidos en las clases de la forma mds igualitaria posible. Es decir, G es el grafo

de Turan Ty, _,,—1(n).

Con esto concluimos la demostracién del teorema.

En resumen, uniendo los resultados obtenidos en la seccién precedente
con los aportados en el teorema que acabamos de demostrar, hemos caracteri-
zado la familia extremal FX (n; MK,) para todos aquellos pares de valores (n, p)

pertenecientes al sector infinito dado por
5n+9
[—8—] <p<n

comprobando, ademds, que esta familia es unitaria y estd formada por el grafo

de Turdn T5,_,,_1(n).

4.2.3 Si 3”—5+§ <p< ir%gi

En la ultima parte de este capitulo pretendemos, utilizando las téenicas descritas

en secciones anteriores, obtener la familia extremal de grafos para el problema de
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Turén con contraccién de aristas, en el sector contiguo que sigue a los descritos

en los resultados probados hasta ahora.

Maés concretamente, la familia extremal sigue siendo unitaria y se reduce

al citado grafo de Turdn, anadiéndole ( ver Figura 4.4) todos aquellos pares de

o =
|'311/+3] <p< le)lbv‘l— 3J .
5 8

valores (n,p) que verifican

»
O n

Secciones 4.2.1y4.2.2  Sector que vamos a afiadir

Figura 4.4: Sector infinito contiguo para el que también vamos a caracterizar la familia

extremal.

Hay que recordar que en el Teorema 3.2.1 demostramos que cuando
p < n < 2p—3, el grafo de Turdn Ty, ,,_1(n) no es contractible al grafo completo
con p vértices, v que ademds, tiene tamaifio extremal. En nuestro caso, dado que
P”—fﬂ < p se tiene que n < %_‘ < 2p— 3y podemos aplicar dicho teorema. Por

tanto, la primera de las relaciones de inclusién ya estarfa establecida.

Para probar la otra inclusién, partimos de un grafo de EX(n; MK,) y
veremos que su complementario esta formado por la unién disjunta de 2p —n—1
arafos completos de orden 4 6 5. En consecuencia, deduciremos que el grafo

extremal es, necesariamente, el grafo de Turdn Top_p,—1(n).
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Denotamos por ¢ = n — p, v dado que estamos suponiendo la relacién

3n+3 . o _
—F < p se tiene lo siguiente:
3n + 3 5g+3
Ir—r—1 <p=23n+3<bp=5n-q =n> [_ﬂ;ﬁ] .
5 :

Por otro lado, como p < LLL;@J también podemos deducir la relacién

< |‘6n+3 8(]+3J .

2 J:>5n,+328p:8(’ﬂ—(ﬁ:>7‘l§{ 3

En definitiva, podemos expresar el nimero de vértices n en funcién del
valor ¢ del modo siguiente

" 8¢+ 3
o 3

donde b=1si ¢ =4mdd. 6 y b =0 en caso contrario.

J —k, siendo 0 <k < LQG%SJ -b

Podemos prescindir de las partes enteras (ver Nota 1.3.1) ya que

_16g+9—a

—k
-

n
donde @ = 3 (resp. 7,5) si ¢ = 0 (resp. 1,2) méd. 3

Recordemos que nuestro propdsito es probar que el grafo Ty, , 1(n) es
el unico pertenecciente a la familia EX (n; MK,). Consecuentemente, v ya que
hemos obtenido una expresién del orden de los grafos que estamos manejando en
funcién de ¢, parece légico que obtengamos asimismo una expresién del tamano
de dicho grafo en funcién también de ¢. Sabemos que este tamailo coincide con
el valor exacto de la funcién ex(n; M K,) en este sector, como ya probamos en el
Teorema 3.3.7 y que dicho valor es
n

2

4

ex(n; MK,) =ty _p1(n) = ( > — (14n — 20p + 10)

Lo primero que hemos de tener en cuenta es la expresiéon del tamano de

un grafo de Turdn que vimos en la Nota 1.3.2

v =(3) 13 (-5-513))
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n

Asi que tomando r = 2p —n —1 = n — 2¢g — 1 deducimos que LTJ = 4,
como vimos en (3.10). En conclusién, vemos que es posible expresar el tamano

del grafo de Turdn en funcién de los valores n vy ¢ del modo siguiente:

th—'n,—l (Tl) - t'n.—2q— 1 (TL)

n 16g+9—«a 5 (4g+3—a
—k—- | ————k
-(5) o (= ()

< <32q+18—a—1)A-2()q—~13—|—)a+3()k>
2

> 12
n 12+ 18k + 3a + 3
2 12

(2)

Como acabamos de ver, para los valores de (n,p) en este sector del plano,

(4dg+6k+a+1).

. n .
se tiene que L—J = 4, y por ello, sabemos que el complementario del grafo
,

Typ—1(n) esta formado por copias disjuntas de subgrafos completos Ky v K.

Supongamos que el ntimero de copias disjuntas de K4 es 7 y que el de K5
es 7. Como el ntimero total de clases de vértices es n — 2g — 1, tenemos por un
lado que
16g+9—a

—k—2¢—1
G q

(]
(4.7)
_ 49+ 3 —a o
6
Y por otra parte, como el ntiimero total de aristas es 4q + 6k + a + 1, también se
verifica que

6i+ 105 = 4 + 6k +a + 1. (4.8)

Del sistema formado por las expresiones (4.7) v (4.8) obtenemos que

2 — 20+ :
jodTeatd 3““*41@-
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v que

. a—1
J=3k+ 5

F4

A continuacién enunciamos el resultado principal de esta seccién, en el

que caracterizamos la familia extremal FX (n; MK,) cuando n y p pertenecen al

]'571‘:6— 5-| << [on + .SJ .
5} 8

Teorema 4.2.7 Sean n y p enteros tales que n—p > 162 y [ @] <p< L

sector

Sn-43
3 J .
Entonces

EX (s MIG) = { Typ (n)}

Demostracion:

Una de las inclusiones es inmediata como consecuencia de los resultados
que hemos demostrado en el Capitulo 3. En concreto, por el Teorema 3.5.7,
sabemos que el grafo de Turdn Tb,_,_1(n) tiene tamano extremal. Y por el

Teorema 3.2.1, dicho grafo no es contractible al grafo completo con p vértices.

En resumen, sabemos que T5,_,,1(n) es un grafo de la familia extremal
EX(n; MK,). Para completar la prueba del teorema vamos a comprobar que

también se da la otra inclusidn.
Sea G € EX(n; MK,), siendo

Pn.jL d'{ <p< {olb—i—éﬁJ .

€

8
Como hemos visto en los preliminares de esta seccién, podemos expresar

_16¢g+9—a
- 6

n

siendo a = 3 (resp.7,5) si ¢ =0 (resp.1,2) méd.3.
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Haciendo uso del razonamiento previo al enunciado de este teorema, basta

comprobar que el grafo complementario de (G esta formado por

2 — 2a +.
__(1.__“_+_.§ — 4k
3
copias disjuntas de Ky y por
a—1
3k
+ 2

copias disjuntas de K3, siendo @ = 3 (resp. 7, 5) si ¢ = 0 (resp. 1,2) méd. 3.

Aplicando el Teorema 3.8.7 sabemos que el grafo H = G tiene

v(H)=n= [&(]—TEJ —k

vértices y
c(H)=4q+ 6k +a+1
aristas.
Por otra parte, teniendo en cuenta el Lema 2.3.6, y que G no es contractible

a K, deducimos que H ¢ Vi. Por tanto, para toda sucesion decreciente de ¢

vértices en H sabemos que #,,.(H,) > ¢+ 1.

Sea {v1,...,v,} una sucesion decreciente formada por g vértices del grafo
H. Vamos a estimar la valencia méxima en los grafos H y H,, siendo este ultimo

el grafo que se obtiene de H tras eliminar los ¢ vértices de la sucesion decreciente.

En primer lugar, si A(H,) < 1 entonces

16g+9 —a

V(H) 2 q+2 #,(Hy) 2 30 +2 > ——

—k=v(H)
lo cual es imposible. En segundo lugar. si A(H,) > 4 entonces

e(Hpp1) <4g+6k+a+1—-4g—4=6k+a—-3<qg—3

v por tanto H € V9, en contra de nuestras hipdtesis. Luego 2 < A(H,) < 3.
I ' I g q
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A continuacién veamos que A (H) = 4. Por una parte, dado que
2¢(H) = 8¢+ 12k+2a+2

| 9 a
> 8¢ — 3k 4 ¢

> 3(16(1+9—a_~k>
6
= 3v(H)
, 2e(H) B} ,
es evidente que A(H) > () > 3. En consecuencia, A(H) > 4.
v

Y por otra parte, supongamos, razonando por reduccién al absurdo, que
A(H) > 5. Denotemos por s4 al nimero de vértices independientes con valencia
mayor o igual que 4 en H, por r3 al ndimero de vértices independientes con valencia
3 en H,, v por ro al nimero de vértices independientes con valencia 2 en Hy, 4p,.
Obsérvese que

54

(3(1{5‘4) = €<H) - 517'0(“) - Z 6H1171 ((‘l)

=2
< e(H)—5—4(s4 —Ll)
= e(H)—4s— 1.
Sea entonces m > 0 un entero tal que e(H) = e(H,) +4s4+ 1+ m.
Al ser A(H,,) < 3, podemos acotar el valor s4 de la siguiente manera

2e(H) — 3v(H)

5

v

54

0 equivalentemente

16g +9 -«

1 [
L — <8q + 12k +2a — 8s4 — 2m — 3 5 + 3k + 334>

- 10

de lo que podemos obtener la siguiente cota,

1
54 > I (30k + 5a — 4m — 9) (4.9)
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Como A(Hj,4r,) < 2, aplicando (2.1), sabemos que

T3 2 e(HSJ) ; /U(Hm)

L

o lo que es lo mismo
1 16g+9—a
re > 5 (4(1 4+ 6k +a—4sy —m — <lj——+6——a —k— s4>>
(4.10)

1 N
= 3 (8q + 42k + 7a — 18s4 — 6m — 9)

Por otra parte, al ser A(Hg,(r51r,) < 1y haciendo de nuevo uso de (2.1),

tenemos que

26(H¢4+7’3) - l?(H&rF'fz)

ry > -
3

v por tanto

1 16g+ 9 —a
Ty > §<8q+12k+2a~—854~2m~ (-‘—ij:—‘a‘—k'—é}zl—’f'g))

6
1 - . .
= 13 (32q + T8k + 13a — 42s4 — 3013 — 12m — 9).
(4.11)
Nétese que si A(H,) = 3, lo que implica que s4 + r3 > ¢, entonces

H#Hor(Hy) < 14 + #0r(Hsyiry), siendo 75 el nimero de vértices independientes

en H, con grado 3. Puesto que r§ = s4 + r3 — ¢ deducimos que

#1)7‘(Hs‘4+7'3) > #vr(Hq) +q— 84 —7T3 > 2(1 +1—84 =173

Vamos a comprobar que esta dltima desigualdad también es cierta cuando
A(H,;) = 2. Recordemos que en el Capitulo 1 vimos que si F' es un grafo con
A(F) < 2 entonces #,,.(F) = e(F) — fs, siendo fy el niimero de vértices in-
dependientes en F' con valencia 2. Por tanto, como A(H,,.r,) < 2, sabemos
que

#’U’I‘(H54+’I‘3) = Ci(Hsﬁ'r':_;) — T2



122 Capitulo 4. Familia Extremal
Como A(H,) = 2, lo cual implica s4 + r3 < ¢, entonces

#vr(HQ) - (i('Hq) - 7’;a

siendo 7/, el ntmero de vértices independientes en H, con grado 2. Puesto que

rh = 84 + 73 + 13 — ¢ deducimos que
e(Hy) = #(H,) + si+r3+7r2—q.
Por todo esto, se tiene
Hor(Heyirg) = €(Hgppry) =72
= e(H,) 4+ 2(q—ss—13) — 719
#vr(Hq) Syt ry T — g+ 2((] — 84 — ’7”3) -T2

= #vr([_]q) + q— 84— T3
> 2(1+ 11— 84 — Ty,

I

De manera que, independientemente de la valencia méxima de H,. se verifica
#’IJT(HM+T:';) 2 2(1 +1— 84 — T3

Pero entonces

I

e(H) 14+4sg+m+3ry + e(Hgyqry)

1+ 45’4 +m + 37';5 + 1o+ #01'(H54+7'3)

I

> 1+4dss+m+3ry+4ry+29+1—54—13
= 2¢+3s4+2ry+ro+m+2,

teniendo en cuenta la cota (4.11)

1
e(H) > 2¢+3s4+2r3+ I8 (32 + T8k + 130 — 4284 — 30r3 — 12m — 9) +m + 2

1
BT (68g + T8k + 13a + 1284 + 613 + 6m + 27) ,

si ahora acotamos ry por (4.10)

8¢+ 42k + Ta — 18s4 — 6m — 9
2

1
e(H) > — (68(1 + 78k + 130 + 1254 +

T + 6m -+ 27)

1
=3 (48q + 66k + 11a + 254 + 2m + 15) .
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y por Wtimo, aplicando la acotacién (4.9)

1 1 :
e(H) D <48q + 66k + 11a + R (30k + 5a — 4m — 9) + 2m + 15>

m+ 11

= 4q -+ 6k
g+ Ok +a+ 10

pero como m > 0y e(H) es entero, esto implica que
e(H)>49+6k+a+2=e(H)+1
lo que nos lleva a una contradiccion.

Jomo acabamos de ver, A(H) = 4 y sabemos que 2 < A(H,;) < 3. A
continuacién vamos a probar que el grafo H consiste en una unién disjunta de

copias de los grafos completos K5 v K.

Denotemos por n; al numero de vértices de H con valencia 4, con

1=0,1,2,3,4. Asi, es posible establecer las siguientes relaciones

v(H) = ng+mny+ns+ng+mny
2e(H) = mnq+2ns+3ns+4dny

Combinando ambas expresiones se obtiene facilmente que
2e(H) —3v(H) = —3ng— 201 —ng +ng4 <y

de donde se tiene que

5a — 5
k) =15k + 22

16g+9—a
) 2

6

71.4Z8q+12k:+2a+2—3(

Ha—>5

Como acabamos de comprobar, H contiene al menos 15k 425> vértices de
valencia 4. Aplicando el Lema 1.8.3 , llegamos a la conclusién de que, al menos

=4 =4

15k + 24 =2 Ly

a—1
2

a—1

4
=[3k+ +”5"1:3'lf+
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de ellos son independientes.

Lo que haremos a continuacién es verificar que éste es exactamente el
ntmero, ry, de vértices independientes en H con valencia 4. Razonemos por

reduccién al absurdo, es decir, supongamos que

a-+1
5

4

-1

Obsérvese que en (4.9) habfamos acotado el valor s, suponiendo que
e(H) = e(H,,)+4s4+1+m. Ahora bien, como ya hemos probado que A(H) = 4,
entonces s; = 14 y el exceso, 1 +m, de aristas debido a la existencia de posibles
vértices con valencia mayor o igual que 5 es en realidad 0, con lo cual todas las
acotaciones anteriores (4.9), (4.10) y (1.11) son validas, sustituyendo 1 + m por

0.

Por otro lado, vimos que #.,(H,41,) > 2¢+ 1 4+ —ry — r3, independien-
temente del valor de A(H) y de A(H,). Pero al ser A(H, qry1ry) < 1 sabemos
que #2!7‘(}11'4+7'3+7*2> = G(Hr‘4+1‘3+7'3)7 Yy por ser #7)7'<H1‘4+'r3+r2) = #’:,*7'(Hr4+7';;) — T2
se tiene

e(Hpyirgarm) 22+ 1 — 14— 13 — 19
Luego, agrupando todo esto, tenemos
C(H) = 4"7"4 + 37"3 + 27'2 + GJ(H,H4+,,.3+7.2)

> Ary+mA3rs+2rg #2941 =1y — 13— 1y
= 29+ 1+ 3rg-+2ry+ro.

Considerando la cota (4.11), sustituyendo 1 + m por 0, se tiene
; 1

e(H) > s (68g + 78k + 13a -+ 1274 + 6r3 + 21)

v haciendo lo propio con (4.10), obtenemos

1 N
e(H) > 75 (48 + 66k + 11a+ 24+ 13).
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Por dltimo, aplicando (4.9) de la misma manera concluimos que

7
e(H) > 4qg+6k+a+ &

lo cual implica, al ser e(H) un entero, que
e(H)>4q+6k+a+2=e(H)+1,
que es absurdo.

Por consiguiente, queda probado que el nimero de vértices independientes
en H con grado 4 es exactamente

— 1
T‘.1=3k+a 5

a—1
2

Aplicando el Lema 1.8.4 sabemos que H estd formado por 3k + copias

disjuntas de K5 y un grafo H* disjunto con éstas y con valencia maxima 3.

Para finalizar la prueba basta probar que H* estd formado por

2 —-2a+3

4k
3

copias disjuntas del grafo completo K.

Para ello, recordemos las relaciones existentes entre los valores n; que

definimos con anterioridad:
16g —a+9
6

dng +3n3+2ny+n, = 2(4g+6k+a+1).

ng +nsg + no + Ny + Ng k

Ahora bien, como

a—1 5
n4:5(3kf+ 5 ) = 15k+§(a—1),
las citadas expresiones conducen a estas otras
8q — 8a + 12 X
ng+no+ng+ny = —[—3———— — 16k

3ns+2ny+n; = 8g— 48k — 8a + 12.




126 Capitulo 4. Familia Extremal
Combinando ambas expresiones y sabiendo que los valores n; son enteros posi-
tivos, se tiene que

8q — 8a + 12

ng=ny="ny=07y nz= T 16k.

En consecuencia, el grafo H* tiene todos sus vértices de valencia 3. Asi

que aplicando el Lema 1.3.8 , deducimos que, al menos,

8¢ — 8a + 12
SIZRE IS ek v 3
3
4
de ellos son independientes.
Ahora bien,
8¢ — 8a + 12
~ 3 RS sg-sa—4sk421] 2-2a+3
4 - 12 B 3 ;

— 4F vértices

Entonces, sabemos que en H* tenemos, al menos, @iﬁ

independientes de valencia 3.

De hecho, vamos a probar que no existen mds vértices independientes
de valencia 3 en el grafo H*. Razonemos por reduccién al absurdo suponiendo

— 4k + m vértices independientes siendo m > 1. Como

que H* tiene 5"—'—25—“”—;

rqy = 3k + “—:J— v H es la unién disjunta de 74 copias de Ky y H*, entonces el
grafo H,, sera la unién digjunta de ry copias de Ky v H*. Esto significa que
si denotamos por r3 al nimero de vértices independientes de valencia 3 en H,,,
entonces

a—1 2g+3—2a

49+9—a
r3 + 5 + 3 + 6

- k.

Distinguimos dos casos posibles, de acuerdo con la valencia maxima de H,,.
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Caso 1. Supongamos que A(H,) = 2. Denotemos por r; al niimero de

vértices independientes con valencia 2 en H,.

Aplicando la relacién (2.1), podemos acotar el valor de 7, como sigue:

2e(H,) — v(H,)
3

S 1 I a 1
=3\ "3 g)

C(f](l) - #’UT‘(Hq) + T2 2 q + 1 -+ Ty

ry 2

Por otro lado,

v por ello,

e(Hyir,) =€(Hy) — 210 > g+ 115

De esto podemos concluir que

49+9—a ,
e(H) > 2q+—“6 k4 Gk+a—-1+2r4q+1—m
11 5 3 2 2 1 1
> — k+=0+=-+-q¢g—=zk+-a—=
> 3q+5 +6(1+2+3q 5 +3u 3
qg b a-+1
= 4y 6k 1 - — =K
q+0ok+a+ —!—<3 3 6 )

> e(H)
por lo que esta situacién no es posible.
Caso 2. Supongamos que A(H,) = 3. Al igual que antes, denotemos por 73
al nimero de vértices independientes con valencia 2 en H,,.

En este caso, el ntimero de vértices independientes de valencia 3 en H,., es

mayor que q y por tanto,

a—1 49+9-—«a
+ -

3k
+ 2

de manera que tenemos que

g < 6k +a.
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Pero como sabemos que 6k + a < ¢, entonces este caso s6lo es posible si

q =6k +a.

Si sustituimos la relacién que acabamos de obtener en todos los datos de

los que disponemos hasta el momento, resulta que nos encontramos en la

siguiente situacion. Tendriamos ry = 5 vértices independientes con

valencia4 en H, r3 = vértices independientes con valencia 3 en H,,, o
vértices independientes con valencia 2 en H, y, por hipétesis, e(H) = 5q+1.

Ahora bien, como A(Hyyy4r,) < 1, se cumple que

3 9 16g+9—a

de donde se deduce que
. . 1

Por consiguiente,

<

3 9
e(H) > 2¢—2+ 50+ 5+ 2+ e(Hyi14r,)

2 2
> Tay 22 I
- 2 2 2 6
B 4
= 5q+ 3
> e(H),

lo cual es absurdo.

En consecuencia, hemos verificado que H* tiene

8¢ — 8a + 12 2¢—2a+3 #)

3

— 16k = 4
’ ( 3

vértices de valencia 3, de los cuales exactamente

20 — 20+ 3

- 4k
3

son independientes.
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Haciendo ahora uso del Lema 1.3.4 deducimos que H* estd compuesto por
2qg—2a + 3

la unién disjunta de 3

— 4k copias de Kj.

En resumen, hemos demostrado que H estd formado por la unién disjunta

de
a—1
3k
T3
copias de Ky y
2q —2q +
_2_%% — 4k

copias del grafo completo K4. Por tanto, H es el complementario de un grafo de

Turdn 7, (n) siendo

f,-:(3/¢+(1;1)+(2q_§(1+3—4k') = 3‘5-63—_3%7
= (w—k>——2q—l
6
= n—2¢—1
= 2p—n-—1

Es decir, G es el grafo de Turdn Top_p,—1(n2).

Y con esto queda demostrado el teorema.

4.3 Conclusiones y problemas abiertos

En este capitulo hemos completado el estudio del Problema de Turdn con con-
traccién de aristas que comenzamos en el capitulo anterior, en el que obtuvimos el
valor exacto de la funcién extremal ex(n; M K, ), demostrando que la correspon-
diente familia extremal de grafos, EX(n; MK,), se reduce tinicamente al grafo
de Twrdn Thy_p-1(n), excepcién hecha del caso n = p + 1. En este dltimo caso,

aparecen otros dos grafos extremales que han sido asimismo caracterizados.




130 Capitulo 4. Familia Extremal

Para llevar a cabo esta tarea hemos actuado del mismo modo que en el
capitulo anterior para calcular el valor exacto de la funcién extremal. Hemos
dividido el sector infinito del plano (n, p) determinado por la expresion (4.3) en

distintos sectores mas pequenos (ver Figura 4.5).

Hemos abordado esta caracterizacion de los grafos extremales estudiando
aquellos casos para los que los pardmetros n y p estan relacionados por las de-

sigualdades

va que en estos casos, como hemos demostrado, podemos hacer uso de los tltimos
avances conocidos para el Problema Topolégico de Turdn para alcanzar resultados

en el problema extremal que nos ocupa.

Para el resto de los casos, hemos demostrado que el dnico grafo extremal

es el grafo de Turdn To,p_1(n).

Aunque ciertamente queda un amplio sector de valores (n,p) para los
cuales el problema de obtener explicitamente los grafos extremales es atn un
problema abierto, no es menos cierto que la aportacién a la caracterizacion de

dicha familia que hemos realizado en este trabajo es importante. Recordemos que

Figura 4.5: Pares (n,p) para los que hemos determinado EX (n; MK)) .



4.3. Conclusiones y problemas abiertos 131

aunque para el caso general, A. Thomason [45] y J.S. Myers [40] han probado
que los grafos casi-aleatorios son, esencialmente, los tnicos grafos extremales, el
problema planteado por W. Mader [36] de describir ejemplos concretos de grafos

extremales sigue siendo muy interesante.

Por otra parte, teniendo en cuenta que A. Thomason [45] ha aportado
el valor de la funcién extremal, desde un punto de vista asintético, podemos
plantearnos como primer problema abierto el encontrar una expresién explicita
del valor exacto de dicha funcién para el resto de pares (n,p) no incluidos en los

sectores que hemos descrito anteriormente.

Asimismo, podemos plantearnos como problema abierto la bisqueda de
soluciones para otros problema de Turéan. Concretamente, en esta linea de tra-
bajo nos podemos preguntar por las extensiones del Problema de Turdn a grafos

bipartitos.

Ademds nos podemos plantear, como otro problema abierto, el determinar
los grafos extremales en otras extensiones del problema de Turdn. En este sentido,

son particularmente interesantes los problemas de Turdn en grafos bipartitos.



Capitulo 5

El problema de Zarankiewicz

En este capitulo estudiamos otro conocido problema extremal denominado
Problema de Zarankiewicz. Este, en su version en términos de Teorfa de
Grafos, consiste en el estudio del méximo nimero de aristas, z(m,n; s,t), de
un grafo bipartito G = (X,Y’) con clases de vértices X e Y, siendo | X| = m
y |Y| = n, sin contener un subgrafo bipartito completo K, ;) con s vértices
contenidos en la clase X y ¢ vértices en la clase Y. Aportamos nuevos
valores exactos para la funcién extremal z(m,n;s,t) v caracterizamos la

familia de grafos extremales correspondicnte Z(m,n; s,1).

5.1 Introduccién

Este problema extremal fue enunciado originalmente en términos matriciales.
En su planteamiento inicial, se trataba de determinar el mayor nimero de unos,
denotado z(m, n; s, ), que se pueden colocar en una matriz binaria (es decir, cuyos
clementos son 0 ¢ 1) de dimensién m X n sin que ésta contenga una submatriz

con s filas y ¢ columnas cuyos elementos son todos iguales a uno. En el ano 1951

133
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K. Zarankiewicz [48] propone este problema para los casos particulares s =t = 3
ym =mn=4,506. En ese mismo afio, S. Sierpinski [42] obtiene la respuesta a
la cuestion planteada v en los afios siguientes diversos autores aportan valores
numéricos de la funcién z(n;3) para n > 7. En este sentido, se pueden destacar
las aportaciones de: W. Brzezinski (ver [43]), K. Culik [9], R. Guy [22, 23, 24] v
R. Guy y S. Znam [25]. El problema general de determinar el valor exacto de la
funcién z(m,n; s, t) y caracterizar la correspondiente familia de grafos extremales

pasd a ser conocido como Problema de Zarankiewicz.

Dado que la matriz de adyacencia de cualquier grafo es una matriz de
ceros y unos, es evidente que este mismo problema se puede abordar desde el
punto de vista de la Teoria de Grafos. En este sentido, la funcidn extremal
z(m, n; s,t) representa el maximo nimero de aristas de un grafo bipartito con
clases de vértices X e Y, siendo | X| = m y |Y| = n, sin contener ningiin subgrafo
bipartito completo Ky, de manera que los s vértices estén incluidos en la clase
X y los t vértices en la clase Y. Cuando m = n y s = t denotaremos a la funcién

extremal simplemente por z(n;t).

En adelante, G = G(m,n) = (X, Y) representa a un grafo bipartito cuyas
clases X, Y tienen cardinal m y n, respectivamente. Diremos que un grafo bi-
partito G = G(X,Y’) contiene a K, como subgrafo si existe un subconjunto S
de s vértices en X y otro subconjunto 7' de t vértices en Y tales que el subgrafo
inducido por estos conjuntos de vértices en G, G[S U T], es un grafo bipartito
completo K ;. Asimismo, denotaremos por Z{(m,n;s,t) a la familia de grafos
extremales para este problema, es decir, la formada por aquellos grafos bipartitos
(X,Y) libres de K44, con m vértices en X y n vértices en Y y cuyo ntimero de

aristas coincide con el valor extremal z(m,n; s, t).

El problema de Zarankiewicz estd relacionado con otro conocido pro-

blema extremal denominado Problema de Turdn para grafos bipartitos, en el
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que se plantea el cdlculo del méximo nimero de aristas posible, denotado por

ex(m,n; K;), de un grafo bipartito G = (X,Y), siendo |X| = m y |Y]| = n,

de manera que G no contenga como subgrafo ni al bipartito completo K4 ni a
Kt.5). Cuando esto 1ltimo ocurre decimos simplemente que K, € G. La familia
de grafos extremales correspondiente se denota por EX (m,n; K,;). Es evidente
que para cualesquiera valores de los pardmetros se verifica siempre la siguiente
relacién

ex(m,n; Ksp) < min{z(m,n; s, t), z(m,n;t, s)}.

En el Problema de Zarankiewicz, como en otros muchos problemas ex-
tremales, la mayoria de los autores han abordado el estudio de la funcién ex-
tremal desde un punto de vista asintético, es decir, fijando los valores de s y de ¢,
v evaluando el comportamiento de la funcién z(m,n; s, t) cuando m y n tienden

a infinito (ver [15, 17, 18]).

No obstante, también encontramos aportaciones en lo referente al célculo
de valores exactos de la funcién extremal. Destacamos el trabajo de K. Culik [9]

en donde, fijados s, t v m naturales, se obtiene que

S

S

Zm,n;s,t) =(s—1n+(t—1) <m) . paratodon > (t—1) (m) (5.1)

En [3] se prueba que la cota superior z(n;2) < (n + nv4n — 3) /2, vélida
para cualquier entero n > 2, es éptima cuando n = ¢° + ¢ + 1 siendo ¢ la
potencia de un niimero primo. W. Goddard. M.A. Henning y O.R. Oellermann
[19] deducen el valor exacto de la funcién z(n;2) para valores n < 10, gracias
a la vinculacién que establecen entre este problema y los numeros de Ramsey

bipartitos.

Por otro lado, estudiando el problema desde el punto de vista matricial,
J. Griggs v otros [20, 21] analizan el llamado “caso mitad-mitad”, es decir, es-

tudian el valor de la funcién extremal z(2m,2n;m,n) asi como las matrices ex-
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tremales correspondientes. De este modo, para m < n, obtienen las siguientes

acotaciones
dmn — (2n 4+ 2m —med(m,n) + 1) < z(2m, 2n;m,n) < dmn — 2n+m+ 1)
donde med(m, n) denota al maximo comtin divisor de m y n.

Es maés, los autores demuestran que tomando n = km + r, siendo
0 < r < m el resto de la division euclidea de n entre m, si r = 0 o bien si

m < k -+ r, se tiene que

z(2m, 2n;m,n) = 4mn — (2n +m + 1).

Nuestro propésito en este capitulo es aportar valores exactos de la funcién
z(m,n; s, t) para infinitos parametros m, n, s, t relacionados entre si, v caracteri-
zar la correspondiente familia de grafos extremales Z(m,n;s,t). Para ello, ini-
cialmente, obtendremos una cota superior de la funcién extremal z(m,n; s, t) que
aun siendo peor desde un punto de vista asintético que las ya conocidas, nos
conducird a la solucién exacta del problema en una regién infinita del espacio de
los pardmetros m,n, s y t. Asimismo, veremos que ciertos sectores la solucién
del Problema de Turan para grafos bipartitos coincide con la del Problema de

Zarankiewicz.

. . »
5.2 Cota superior de la funcién z(m,n;s,t)
En esta seccion nos planteamos buscar una cota superior de la funcién de Zaran-
kiewicz que nos conduzca a valores exactos bajo determinadas hipdtesis sobre los

pardmetros m,n, sy t.

Teorema 5.2.1 Seanm,n, s, t enteros positivos tales que2 < s <my2 <t < n.
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Entonces

z(m,n;s,t) <mn—(a+m+n—s—t+1), (5.2)

siendo o = max{ L(n—1t)/s](m —s), [(m —s)/t](n— 1‘)}

Demostracion:

Sea G = (X,Y) un grafo extremal perteneciente a la familia Z(m,n; s, 1)
y denotemos por X = {zy,...,&n}t e Y = {yi,...,yn} a sus clases de vértices.
En primer lugar, podemos suponer ordenados los vértices de V(G) de mane-
ra que dg(x;) > dg(ziy1), para i = 1,...,m — 1 y dg(y;) > dalyj+1), para
j = 1,...,n — 1. Consideremos los subconjuntos S = {z,...,25y € X ¥y

T={y.. .y} CY.

Evidentemente, como G no contine a K, como subgrafo, entonces tam-
poco puede contenerlo el subgrafo inducido por los vértices de SUY . Ahora bien,
como K4y € G[SUY] y este subgrafo inducido tiene s vértices en su primera
clase, aplicando la férmula de Culik para el valor exacto de la funcién z(s,n; s, 1)

tenemos que

e(G[SUY]) < z(s,m;8,t) = (s — Ln+1t— 1.

Nétese que si dg(z,) > n—|(n—t)/s]. teniendo en cuenta la ordenacién de
los vértices de X, deducimos que dg(x;) > n—|(n—t)/s] paratodoi=1,...,s,

y por tanto
n—t

s

(GlsuY) s (n- | |) 2 6=nnee

lo cual es absurdo.

En consecuencia, sabemos que dg(x5) < n—|(n—t)/s]—1y debido al orden
que hemos establecido en las clases de vértices, esto implica que

da(z;)) <n—|(n—t)/s] —1lparatodoi=s+1,...,m.
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Agrupando todo lo anterior, y recordando que e(G) = z(m,n;s,t), de-
ducimos que
z(m,n;s.t) = e(GISUY]) +e(GX\S)UY))
< sn—n+t—=1+m—-s)n—|(n—-2t)/s] —1) (5.3)
mn— (2=t (m—s)+m+n—s—t+1).

I

Podemos repetir exactamente el mismo razonamiento que acabamos de
aplicar al subgrafo inducido por los vértices de S UY a aquel inducido por el
subconjunto de vértices X UT. Con ello deducirfamos que

m— S

z(m,n;s,t) < mn — ({ J n—t)+m+n—s—1+ 1) . (5.4)

De las expresiones (5.3) y (5.4), si denotamos por
o= max{ L(n—t)/s|(m —s), [ (m—s)/t](n— t)},
deducimos que
Zm,n;s,t) <mn—(a+m+n—s—t+1),

v esto concluye la demostracion del teorema.

Es ficil comprobar que si s divide a f entonces la cota (5.2) coincide con el
valor exacto de la funcién z(2s, 2¢; s,¢) que J. Griggs v otros [21, 20] obtuvieron
para el caso “mitad-mitad” del problema de Zarankiewicz. Sin embargo, no ocurre
lo mismo cuando s no divide a t. Si suponemos t = ks+7r con 0 < r < § entonces,
por el Teorema 5.2.1 tenemos que

2(2s,2t;8,t) < dst - (2t+s+1—71).

Pero del resultado de J. Griggs v otros, cuando s < k + r, se tiene que

Z(2s,2t;5,t) =4st — (2 +s+1) <4st— (2t +s+1—7)
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s t z(2s, 2t; st) | Cota Superior
2 3 15 16

2 5 27 28

3 5 46 48

2 7 39 40

3 7 66 67

4 7 93 96

3 8 76 78

2 9 51 52

5 9 156 160

Tabla 5.1: Valores de la funcién de Zarankiewicz en el caso mitad-mitad y de la

cota superior.

por lo que la cota en este caso no es éptima. En la Tabla 5.1 se muestran algunos
valores exactos de la funcién z(2s,2t;s,t) v el correspondiente valor de la cota

Superior.

No obstante, como veremos en la siguiente seccidn, esta cota nos permitird
obtener el valor exacto de la funcién de Zarankiewicz para una regién infinita
de valores de los pardmetros m,n,s y t y, de paso, generalizar los resultados

conocidos para el caso “mitad-mitad” cuando s divide a ¢.

5.3 Valor exacto y familia extremal

Nuestro objetivo en esta parte del capitulo va a ser demostrar que bajo deter-
minadas hipétesis sobre los valores de los pardmetros naturales m,n,s y t la
cota superior obtenida en el Teorema 5.2.1 coincide con el valor exacto de la

funcién de Zarankiewicz. Una vez calculado el valor exacto de la funcién ex-
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tremal z(m,n; s, t), caracterizaremos los grafos de la correspondiente familia ex-

tremal Z(m,n;s,1).

Recordemos que un conjunto de aristas M es un emparejamiento en
G = (X,Y) si no existen dos de ellas incidentes con un mismo vértice de G;
es un X-emparejamiento si no existen dos de ellas incidentes con un mismo
vértice de X; y es un Y -emparejamiento si no existen dos de ellas incidentes
con un mismo vértice de Y. Ademds, si M es un emparejamiento en un grafo
bipartito G = (X,Y’) entonces también es, a la vez, un X-emparejamiento y un

Y -emparejamiento.

En la Figure 5.1 vemos un ejemplo de un Y-emparejamiento de cardinal
6. El primer resultado que probaremos nos permitird caracterizar los grafos ex-
tremales en los casos limite en los que m = s y/on = t. Describiremos estos grafos
extremales en funcién de determinados X -emparejamientos e Y -emparejamientos.
Conviene indicar que para estos casos limite el valor exacto de la funcion extremal
es conocido, aplicando por ejemplo la férmula (5.1) aportada por Culik, y ademads

coincide con la cota superior (5.2).

Figura 5.1: Un Y-emparejamiento de cardinal 6 en un grafo bipartito.

Al igual que hicimos en capitulos anteriores, dado un grafo extremal

G = (X,Y) trabajaremos a menudo con el grafo cuyas aristas son precisamente
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las que faltan en G para ser un completo. A dicho grafo lo denotaremos por G*

v lo llamaremos complemento bipartito de G.

Teorema 5.3.1 Sean m.,n,s y t enteros positivos tales que 2 < s < m ¥y

2 <t < n. Entonces

(i) Z(m,m;m,t) = {Kunn — M}, donde M es cualquier Y -emparejamiento

en Ky de cardinal n —t + 1.

(it) Z(m,n;s,n) = {Kunny — M}, donde M es cualquier X -emparejamiento

en K, ) de cardinal m — s + 1.

Demostracion.:
Aplicando la férmula de Culik (5.1) tenemos que:

z(m,n;m,t)=mn—(n—t+1), y

z(m,n;s,n) =mn— (m—s+1).

Por un lado, si G = (X,Y) = K. — M es un grafo bipartito obtenido
tras eliminar del bipartito completo K, ,) un Y-emparejamiento cualquiera M
de cardinal n — ¢ + 1 entonces G no contiene a K(my como subgrafo. Esto es
cierto pues el tnico subconjunto de cardinal m que podemos tomar en la clase X
es ella misma, y si en G faltan las aristas de un Y-emparejamiento de cardinal
n —t + 1 eso quiere decir que existen n — ¢ + 1 vértices en la clase Y que no son
adyacentes a algun vértice de X. Dicho de otro modo, el nimero de vértices de
Y que son adyacentes a todos los de X es t — 1 por lo que no es posible encontrar

un subconjunto T' C Y de cardinal ¢ tal que G[X U T} = K0

Por otro lado, supongamos que G € Z(m,n;m,t) es un grafo extremal

cuyas clases de vértices son X = {zy,..., 2t e Y = {y1,...,yn}. Evidentemente,
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e(G°) = n—t+1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los vértices de
G estdn ordenados en sus respectivas clases de tal modo que dge(2;) < dge(wi41),

para i =1,....m ~ 1y doe(y;) < dee(yjer), para j=1,...,n— L
Sl dGC (:1/”) Z 2 entonces d(;«(yf) =9 va que en otro caso
(G)224+(n—1—t+1)>n—t+1=eG),

lo cual es absurdo. Pero si dge(y:) = 0 entonces dg(y:) = m lo cual implica
que de(y;) = m para todo i = 1,...,t con lo que K,y € G, siendo de nuevo

absurdo.

En consecuencia, dge(y,) < 1.y por tanto, teniendo en cuenta que los
vértices estan ordenados segin su valencia creciente en G¢ deducimos que
dee(y;)) < 1, para @« = 1,...,n, es decir, el conjunto M = E(G°) es un
Y-emparejamiento. En conclusién, G = K,y — M, siendo M un Y-empare-

jamiento de cardinal n — ¢+ 1 en Ky, 0.

El razonamiento para probar el item (i7) es analogo.

En la Figura 5.2 se muestra uno de los Y-emparejamientos M en K5

tal que K45y — M es un grafo extremal de la familia Z(4, 5;4, 3).

En el resultado que vamos a probar a continuacién estudiaremos los pro-
blemas extremales de Turdn en bipartitos y de Zarankiewicz en el sector infinito

de valores de los pardmetros determinado por la relacién
max{m,n} <s+t— 1.

Probaremos que en este sector ambas funciones extremales alcanzan el mismo
valor, en particular, veremos que coinciden con la cota superior (5.2), y ademaés,

veremos que los grafos extremales también son los mismos.
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AN

Figura 5.2: Un Y-emparejamiento en K5 que determina un grafo de

Z(4,5;4,3).
Teorema 5.3.2 Sean m,n, s yt enteros positivos tales que2 < s <m, 2 <t <n
ymax{m,n} < s+t —1. Entonces

z(m,n;s,t) = z(m,n;t,8) = ex(m,n; Ky) =mn— (m+n—s—t+1)

Z(m,n;s,t) = Z(m,n;t,s) = EX(m,n; Ky) = {K(mﬂ,,) — ]\/[}

siendo M un emparejamiento en Kmyy de cardinal m+n —s—t+ 1.

Demostracion:

En primer lugar observemos que si max{m,n} < s+t — 1 entonces

v por tanto, teniendo en cuenta el Teorema 5.2.1 sabemos que:

zim,nys,t) <mn—(m+n—s—t+1).

Por otro lado, consideremos el grafo bipartito G = (X, Y)=Kpn — M
obtenido eliminando del bipartito completo Ay las aristas de un empare-

jamiento M de cardinal m +n —s —t + 1. Este grafo estd bien definido ya
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que al ser max{m,n} < s+t—1 se tiene que m+n—s—t+1 < min{m,n}, por

lo que es posible eliminar un emparejamiento, del cardinal indicado, en Knn)-

Consideremos el complemento bipartito G¢ del grafo G cuyo niimero de
aristas es, obviamente, m+n—s—t+1. La clase X contiene entonces m+n—s—t+1
vértices de valencia 1 en G°y s+t — 1 — n vértices de valencia 0 en G°. Si
tomamos ahora cualquier subconjunto S de cardinal s contenido en la clase X
éste contendra, al menos, s—(s+t—1-n) = n—1t+41 vértices de valencia 1 en G°.
Pero esto significa que existen n — ¢+ 1 vértices en la clase Y que son advacentes
en G¢ a, al menos, un vértice del conjunto S, o equivalentemente, que el nimero
de vértices de la clase Y que son adyacentes en G a todos los vértices del conjunto
S es, a lo sumo, ¢t — 1. Por tanto, G no contiene a K(,; como subgrafo, lo que

implica que

Zm,n;s,t) > e(G)=mn—(m+n—s—t+1).

Un razonamiento completamente andlogo nos servirfa para demostrar que

este grafo también es libre de K, 5y como subgrafo.

En resumen, hemos demostrado que si max{m,n} < s+t — 1 entonces

zim,n;s,t) =mn—(m+n—s—t+1).

Obsérvese que de la simetria de la relacién max{m,n} < s+t—1 podemos

deducir también que
z(m,nit,s) =mn—(m+n—s—1t+1).

por lo que, al ser ex(m,n; K,;) = min{z(m,n;s,t), z(m,n;t, s)}, las soluciones a
los problemas de Zarankiewicz y Turdn son iguales, en este sector, en cuanto al

valor exacto de la funcién extremal.
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Por dltimo, vamos a caracterizar los grafos extremales. Para ello, sea

G=(X,Y) € Z(m,n;s,t) un grafo extremal. Sabemos que
e(Gy=mn—(m+n—s—t+1)

y podemos suponer, como hemos hecho en ocasiones anteriores, que los vértices
de G estan ordenados de manera que dg(r;) > de(2i1), parat = 1,...,m — 1
y da(y;) > da(yje1), para j = 1,...,n — 1. Denotemos por S = {z1,...,Z,}.

Teniendo en cuenta que

(i) e(G)y=mn—(m+n—s—t+1)

(#) G no contiene a K4 como subgrafo

(i) [" ~ tJ (m—s) = [K—J (n—1t) =0,

: t

b

se deduce que todas las desigualdades en (5.3) se convierten en igualdades y

de(zy) = n— 1, lo que implica que dg(x;) > n— 1 paratodoi=1,...,m.

Por un razonamiento analogo aplicado al subconjunto T = {yi,...,y:} de

la clase Y llegamos a que dg(y;) > m — 1 para todo j =1,...,n.

En consecuencia, reuniendo todo lo anterior, el complemento bipartito de
G es tal que e(GY) = m+n—s—t+1, dg(x;) <1 paratodoi =1,...,m
v dge(y;) < 1 para todo j = 1,...,n. Luego E(G°) consiste en un conjunto de

aristas independientes de cardinal m +n — s —t 4+ 1, como queriamos demostrar.

De igual forma, por la simetifa de la relacién max{m,n} < s+t —1
y de los grafos que acabamos de caracterizar, se puede comprobar que
Z(m,n;t,s) = Z(m,n;s,t) y por tanto, ya que como vimos anteriormente
ex(m,n; K, ;) = z(m,n;s,t) = z(m,n;t,s), también la familia extremal para
el Problema, de Turén, EX(m,n; K,;), coincide con las dos anteriores. Con esto

vltimo completamos la prueba del teorema.
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&

Evidentemente, el valor exacto que acabamos de aportar en el sector in-
finito de valores de m,n,s v ¢t dado por max{m,n} < s+t — 1 coincide con el
obtenido por K. Culik [9] en las regiones comunes de los pardmetros. Concreta-
mente, sim = s, oblensim =n=s5+1yt =2, podemos comprobar que ambos

resultados conducen al mismo valor exacto.

Sin embargo, con los resultados demostrados en los Teoremas 5.3.1y 5.3.2
el Problema de Zarankiewicz queda completamente resuelto cuando
max{m,n} < s+t —1. Si ahadimos a esta dltima desigualdad las condiciones
s < myt < n entonces también el Problema de Turan para grafos bipartitos

queda totalmente cerrado.

A continuacién pretendemos ampliar el sector infinito de valores de los
pardmetros para los cuales se ha determinado la solucién del Problema de Za-
rankiewicz. Sin pérdida de generalidad, y teniendo en cuenta que para cua-
lesquiera valores de los pardmetros 2 < s < my 2 < t < n se verifica que
zZ(m,n;s,t) = z(n,m;t, s), podemos suponer de ahora en adelante que m < n.
Es conveniente hacer la siguiente observacion: si m < n entonces la condicién
max{m,n} < s+t —1 es equivalente a 1%J = (). Es por ello que centraremos

n—t

nuestra atencion en el caso [——J > 1, 0 lo que es lo mismo, 2 <t <n — s.

S

Para conseguir nuestro ohjetivo vamos a introducir tres familias de grafos

que tendran gran vinculacién con las soluciones del problema de Zarankiewicz.

Sean m,n,s y t enteros positivos tales que m < n, 2 < s < my
2 <t <n-—s Denotemos por H = H; UHy C Ky a un subgrafo de
K(pnny siendo Hy y Hj, subgrafos disjuntos. Definimos las siguientes familias de

subgrafos de K,

(1) Fi(m,n; s, t) es la familia de subgrafos H C K (inn) tales que:
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e s divide an —1;
e ¢l subgrafo H; consiste en s — 1 copias disjuntas de A(lu)
e ¢l subgrafo Hs tiene girth, al menos, 2(s + 1) (puede incluso ser infinito) y

todo vértice de la m-clase tiene valencia (n —t)/s+ 1.

(2) Fo(m,n;s,t) es la familia de subgrafos H C Ky, n) tales que:

n—t .
|47 siendo 0 <r <s—3;

e3<s<myn—t=s|
s

e existe un entero k, con

— 2 _ ol
QSPL t+s?—r(s+1)

-\§k§,3—1‘~17
n—t+s—r

tal que:
— el subgrafo H; es la unién disjunta de K q4,), donde
n—t
0<dh < - <dpr1 £ | —— 1|,y
5

n—t

d1+...+dk41:(k:~—1)q J+1)——S+r+1;

— el subgrafo H; es la unién disjunta de m — k + 1 copias del grafo

£l

By

(3) Fz(m,n;s,t) es la familia de subgrafos H C K,y tales que:

en—t=s Lﬁ‘—tj + 7, sitendo 0 < 7 < s;

3
o ¢l subgrafo H; es la unién de s —r — 1 copias disjuntas de K(Ltn__,, ]);

e ¢l subgrafo H, es la unién de m — s+ + 1 copias disjuntas de K (1] 25t ] +1)-
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En la Figura 5.3 se muestra un ejemplo de un subgrafo perteneciente a
cada una de las familias que acabamos de describir. En cada ejemplo, H; es el

subgrafo inducido por el conjunto de vértices blancos.

Una primera observacién que debemos tener presente es que las familias
Film,n; s, t), Falm,n; s, t) v Fs(m,n; s, t) son mutuamente disjuntas. Ademsés,
conviene resaltar que si H € F;(m,n;s,t) con i = 1,2, 3 entonces el nimero de

aristas del subgrafo H es precisamente

(@3]
-
N’

n—t ;
(m—s)+m+n—s—t+1. (
B ;
Es decir, K, n) — E(H) es un grafo bipartito cuyo nimero de aristas coincide

con la cota superior (5.2) obtenida para la funcién de Zarankiewicz.

\
NN

!
.
N

\
X

\\

H H! H/I

Figura 5.3: H € F1(8,8:3,5); H' € F»(5,10;4,6) (k = 3); H" € F3(5,10;4.5).
A continuacién vamos a probar que, bajo determinadas restricciones sobre
los valores de los pardmetros, podemos afirmar que las familias que acabamos de

describir son no vacias.

Lema 5.3.3 Sim,n,s,t son enteros positivos con2 < s<my2<t<n-—sy

tales que:

n—t
(i) (m—s) ([n J + 1) <t—1; 0 bien

s
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(ii) s divide an —t y (m — s)n < mt, siendo m > 2s si (m — s)n = mt.
Entonces las familias F;(m,n; s,t) son no vactas.

Demostracion:

Lo primero a tener en cuenta es que de cualquiera de las condiciones (4) y

(11) se desprende que m < n.

Primero supongamos que

(m—s)<[n;tJ +l> <t—1

Si s divide a n — t entonces podemos considerar un grafo bipartito

G = (X)Y) = Kpny — E(H) con H = H UH, € Fi(m,n;s,t), siendo el

girth de H, infinito. Efectivamente los subgrafos Hy y Hy estan bien definidos ya
que el ntimero de vértices diferentes de H; U H, en la clase Y es, a lo sumo

n—t

1 _t ,,’_t
(s—1) +(m—s+1) (____n + 1) = (m —s) <,~l—;— + 1) +n—t+1<n.
S S

En otro caso, es decir, si s no divide a n —t, entonces consideramos el grafo
G = (X,Y) = Kunn — E(H) con H=H UH, € Fs3(m,n;s,t) y razonamos de

manera analoga.

Por otra parte, si suponemos que s divide a n —t y que (m — s)n < mt

entonces, claramente, podemos también suponer que

t < (m—s) (” L 1)

S

ya e en caso contrario nos encontrarfamos en la situacién que hemos estudiado

previamente.

En resumen, nos restringimos a aquellos valores de los pardametros tales
que

(m—s8)n <mt < (m—s)(n+s).
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En este caso podemos considerar el grafo bipartito G = (X,Y) = K,y — E(H),

con H = HiUH, € Fi(m,n;s,t), siendo el subgrafo Hy construido de la siguiente

manera:

(1)

Si (m — s)n < mt, lo cual es equivalente a m(n —t)/s < n, entonces Ho
consiste en un caterpillar basado en un camino de longitud 2(m — s + 1)
con vértices finales en la clase Y, de tal modo que cada vértice de la clase

X, interior a dicho camino, es incidente con (n —t)/s — 1 aristas finales.

El grafo G esté bien definido puesto que el nlimero de vértices distintos de
H, U Hj en la clase Y es, a lo sumo.

n—t n—t

(s—1)

n-—t
+(m—s+1) +l=m——+1<n.
: s

5
Si (m — s)n = mt, lo cual es equivalente a m(n —t)/s = n, y m > 2s
entonces My consiste en un ciclo de longitud 2(m — s + 1) cuyos vértices
pertenecientes a la clase X son incidentes con (n — t)/s — 1 aristas cada

uno, formando todas estas aristas un Y-emparejamiento.

Obsérvese que la condicién m — s + 1 > s + 1 es necesaria puesto que el
girth de Hy es, al menos, 2(s + 1). por lo que debe ocurrir que m > 2s. El
grafo G estd bien definido ya que el niimero de vértices distintos de I, U H,
en la clase Y es, a lo sumo,

(s 1)

n-—t n—1t n—=t
+(m—s+1) =m = n.
s s 5

Razonando de manera analoga a como lo hemos hecho en las lineas ante-

riores es facil comprobar que la condicién

es necesaria y suficiente para que también las familias Fo(m, n; s,t) y Fz(m,n; s, t)

sean no vacias, lo que concluye la demostracién de este lema.

&
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Para probar que la cota superior es éptima y para caracterizar los grafos
extremales haremos uso de la siguiente propiedad, que nos ayudard a determinar

si un grafo bipartito contiene o no un subgrafo bipartito completo.

Lema 5.3.4 Sean m,n, s,t enteros positivos tales que 2 < s <m y2 <t < n.
Sea G = (X,Y) un grafo bipartito con |X| =m y|Y|=n. Entonces, G es libre
de K54y como subgrafo si y solo si |Nge(S)| > n — (t — 1) para todo S C X de

cardinal s.

Demostracion:

Si S C X es un subconjunto formado por s vértices de la clase X tal que
|Nge(S)] < n — t, entonces existe un subconjunto T de la clase de vértices Y,
con cardinal ¢, de manera que Nge(z) NT = () para cualquier z € S. Entonces

GISUT] = K54, y por tanto K4 € G.

Reciprocamente, si K5 € G entonces existen S C X de cardinal s
y T C Y de cardinal ¢ tales que no hay ninguna arista entre un vértice de
S vy un vértice de T en el complemento bipartito G° de G. En consecuencia,

|INg-(9)] < n —t, lo que concluye la prueba de este resultado.

En el siguiente lema probaremos que los grafos bipartitos G = (X,Y) =
Kupny — E (H) obtenidos tras eliminar del bipartito completo Ky n) las aristas
de un subgrafo H C K, ) perteneciente a una de las tres familias que hemos
descrito en los parrafos anteriores, son libres del subgrafo bipartito completo

]{(S,t) .

Lema 5.3.5 Sean m.n,s y t enteros positivos tales que m < n, 2 < s <my
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2<t<n-s SiHEeF(mmn;st)conic {1,2,3}, entonces K,y — E(H) no

contiene a K4y como subgrafo.

Demostracion:

Sea G = (X,Y) = Kun) — E(Hy U Hy), siendo Hy U Hy € Fi(m,n;s,t),
i =1,2,3. Sea S cualquier subconjunto de X con cardinal 5. Para cada i = 1,2, 3,
obsérvese que todo vértice de la clase X pertenece bien a V(H;) o a V(H,), por
tanto S estard formado por j vértices de V(H,) y s — j vértices de V(H;), donde

0<j<s—1.

En primer lugar, supongamos que Hy U Hy € Fi(m,n;s,t). entonces

WV(H)NX|=s—=1y |[V(H)NX|=m — 5+ 1.

Denotemos por W C H, el subgrafo del complemento bipartito G¢ de G
inducido por los s — j vértices de SN V(H3) y sus vecinos. Teniendo en cuenta
que el girth de H, es, al menos, 2(s+1) > 6 podemos deducir que W no contiene

ciclos ¥ | Nge(u) N Ne=(u')| < 1 para cada par de vértices distintos u, v’ € V(W).

Puesto que el valencia en G¢ de todo vértice x de V(Hz) N X es

n—t

d(‘]z: (;’l")

+1,

S
deducimos que |V(W)NY| > (s — j)(n —t)/s+ 1. Esto implica que

n—t

n-—t
|New(S)| > j 1’-;— + (s j) +l=n—(t—1)

de donde se obtiene, aplicando el Lema 5.8.4, que Ky € G.

En segundo lugar supongamos que H; U Hy € Fy(m,n;s,t). Entonces

VIHONX|=k -1y |VIH)NX|=m—k+ 1, paaalgin 2<k <s—r—1,

con lo que 0 < j < k — 1. Denotemos por U al subgrafo de G* inducido por los j
vértices de SN V(H;) y sus vecinos en (G°. Teniendo en cuenta que

n—t

5

[V(Hl)ﬂY]:dl+...+dk*1:(l€—l)({ J+1>—s+’r+1
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y que para todo x € V(H;),

doe(2) < [ . tJ

S

tenemos que:
vnyl = [VH)NY| - [(VH)\VU))NY]

() el

n—t

- k:-—er'rJrj{———g—J,

y por tanto

Nee(S)] 2 k—s+r+j [n_fJ +(s—17) Qn”tJ +1)

= n—t+k—j
> n—t+1,

lo que implica que K, € G, aplicando el Lema 5.5.4.
Finalmente, supongamos que H; U Hy € F3(m,n;s,t), lo cual implica que

0<j<s—r—lyaque|[VH)NX|=s—r—1y|[V(H)NX|=m—s+r+1.

En este caso,

. n—t , —t .
[Nee(S)] = 3 {né J+(~5“.7> (Ln J+l> =n—t—r+s—j=2n—t+1

g 8
Haciendo uso, una vez més, del Lema 5.5.4/ podemos deducir que K,y € G.

Esto completa la prueba de este resultado.

Si recordamos la observacién (5.5), y tenemos presente el Lema 5.3.5 que
acabamos de probar, es evidente que en aquellas circunstancias en las que po-
damos garantizar que las familias anteriormente descritas son no vacias, seremos
capaces de demostrar que la cota superior (5.2) es éptima, pues en ella se alcan-

zaria el valor exacto de la funcién extremal z(m,n;s,t).
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En ese sentido, vanmos a demostrar el siguiente resultado.

Proposiciéon 5.3.6 Sean m,n,s,t enteros positivos con 2 < s < m y

2<t<n—sytales que

(7) (m=—2s) (Ln _ tJ + 1) <t—1; o bien

S

(it) s divide an—t y (m — s)n < mt, siendo m > 2s si (m — s)n = mt.

Entonces

-1
Z(m,n; s, t) > mn — <Ifl ; J (m—s)+m+n—s—1t+ 1) :

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de los Lemas 5.3.3 y 5.3.5 y de la observacién

o~
o}
[

N2

Con lo visto hasta este momento podemos enunciar un resultado en el
que, bajo ciertas restricciones sobre los valores de los pardmetros m,n,s y t,

determinamos el valor exacto de la funcidén extremal de Zarankiewicz.

Teorema 5.3.7 Sean m,n,s,t enteros positivos tales que 2 < s < m y

2<t<n-—s. 5

n—t
(2) (m = s) (Ln J + 1> <t —1; 0 bien
s

(it) s divide an —t y (m — s)n < mt, siendo m > 2s si (m — s)n = mt,
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entonces

n—t

z(m,n; s,t) = mn — ({ J (m—=s)+m+n—s—t-+ 1) .

8

Demostracion:

Veamos que bajo las hipdtesis en las que nos encontramos, se cumple

S

En efecto, en primer lugar, si

entonces se tiene que

7

0§(m-s){ J§s+t—1—m,
S

lo que implica que m < s+ ¢ — 1, y por tanto,
m— 8
—— i (n=1t) =0
B
y la desigualdad (5.6) es evidente.

Por otra parte, si (m — s)n < mt, lo cual es equivalente a que
m(n — t)/s < n, y ademds, s divide a n — ¢ entonces m < n. En ese caso,

ha de ser m < s+t — 1 ya que si fuera al contrario, entonces
0<(m—-s—tin=(m—s)n—tn < (m-—n)t,

pero esto ltimo implica que m > n, lo cual es imposible. Por tanto, como

m < s-+t— 1, tenemos que

de donde deducimos (5.6).
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Por 1ltimo, si (m — s)n = mt, o lo que es equivalente m(n —t)/s =n, v
ademds s divide an —t y m > 2s entonces m < n. Sim < s+t — 1 entonces,
razonando como en el parrafo anterior, habriamos acabado. Y si m > s+t
entonces tn < (m — s)n = mt y en consecuencia, s+t =n = m > 2s, lo que

implica que £ > s. En este caso tenemos que

VﬁtJ (m—s)=tzs= LDJ (n—1),

S t

con lo que quedaria probada la desigualdad (5.6).

Una vez comprobado que bajo las restricciones sobre los pardmetros m, n, s
y t que se imponen en las hipdtesis del teorema, la desigualdad (5.6) es cierta,
entonces, como consecuencia inmediata del Teorema 5.2.1 v de la Proposicion

5.3.6 se tiene que

z(m,n; s,t) = mn — ( {

lo que completa la prueba de este teorema.

n—t

S

J (m—s)+m+n—-s—t+ 1> )

(059

Una vez que hemos obtenido el valor exacto de la funcién z(m, n; s, t) para
los conjuntos de valores de los pardmetros descritos en las hipdtesis del Teorema
5.8.7 vamos a abordar la tarea de caracterizar los grafos extremales. Nuestro
objetivo es comprobar que los inicos grafos extremales, en los sectores de valores
de m,n,s v t que hemos mencionado antes, son aquellos que se obtienen tras
eliminar del bipartito completo K, ) las aristas de un subgrafo perteneciente a

una de las familias F;(m,n; s,t), con i € {1,2,3}.

Teorema 5.3.8 Sean m.n,s y t enteros positivos tales que 2 < s < m,

2<t<n—syn—t=s[(n—1t)/s] +r siendo 0 <r <s. 9

(i) (m— s) Qn} — fJ + 1) <t—1: 0 bien

S
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(i1) s divide an —t y (m — s)n < mt, siendo m > 2s si (m — s)n = mt,

entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. Sir=0ys=2 entonces
Z(m,n;8,t) = { Ky — E(H) - H € Fi(m,n;s,t)}.
2. Sir=0ys>3 entonces
Z(m,n; s, t) = {Kpnmy — E(H) : H € Fi(m,n;s,t)U Falm,n; s, t)}.
3. 8ir>0ys—2<r<s—1 entonces
Z(m,n;s,t) = {Kman — E(H) : H € Fa(m,n;s,t)}.
4. 8510 <r<s—3 entonces

Z(m,n;s,t) = {Kwmmn — E(H) : H € Fa(m,n; 8, 1) U Fy(m, n; 5,t)}.

Demostracion:

Consideremos un grafo extremal G = (X, Y) € Z(m,n; s,t) y supongamos

que los vértices estdn ordenados en las clases de modo que

dae(wy) < -+ < dge(mm).

Sea S = {wy,...,x,} unsubconjunto de la clase X de cardinal s cualquiera.

Como

e(G) =mn — (VL — tJ (m—s)+m+n—s—1+ 1>

todas las desigualdades (5.3) se convierten en igualdades y por tanto,

n-—t
do(zs) = =dg(ty) =n — {n ; j -1
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vy e(G[SUY]) = sn—n+t—1. Esto iltimo implica que e(G[SUY]) =n—t+1.

Sea 7 el tinico entero tal que 0 < r < sy n—t=s |2 + 1. Obsérvese
q Y S

que

d(;c (:7}577.) — {n e tJ I 1.’

&

ya que en caso contrario,

= n-—t,

lo cual no es posible. Asf que tenemos lo siguiente:

: n—1t
d(;“(ms—r) = =dge (-rl;m) = L” " J +1

(5.7)

n—1t

dge(z;) < L J +1lparatodoi=1,....,s —r—1sir<s—2.

Maés ain, nétese que dge(z1) = iLL’—:iJ +1sblosir=g—1, debido a que

n—t+1=e¢( ;’C[S'UY}):s(v'—tJ —l—l) =n—t—71+s.

Pero por otra parte, también es ficil ver que dge(zs-1) > 1 ya que en otro

caso tendriamos dge(z;) = 0 para todo 7 = 1,...,s — 1 y entonces
n—t+1=e(GISUY]) = dge(xs).

pero esto es imposible va que

n—t

s

dee(zs) = { J +1, ys>2.

Si tenemos ahora en cuenta que
n—t+1=e(G[SUY]) > [Ng(5)]

y aplicamos el Lema 5.3.4 tenemos que

e(GISUY]) = |Nge(S)|=n—t+ 1. (5.8)
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De la expresion (5.8) deducimos que
I\TGC(ZL’) N 17\r(;’(: (L’l7,) = O)
para todo par de vértices distintos z, 2’ € S.

En lo que sigue, haremos uso de la condicién suficiente que probamos en

la siguiente nota.

Nota 5.3.9 57

n — f
dge(xs-1) = {” J +1

S

entonces

jV(;c(:L') N 17\/7(;:-(.['/) = Q}

para todo par de vértices distintos x, 2" € X .

Para probar este hecho, supongamos que
N, '(:(,’L') N 17\'7(1‘;(-(‘17/) # @

para algnin par de vértices ' € X. Podemos suponer que ' € X \ S. Si z,2
tienen algiin vecino en comiin en la clase Y, haciendo uso de (5.8) llegamos a una

contradiccién con el Lema 5.3.4 ya que:

(1) si x € S, tomando un vértice 2" € {x,.1, 25} tal que 2” # x, se tiene que

Ng: (S\{z"}H)u{z'}| <n—1

(2) stz € X\ S entonces

[Now (S\ {zass .} U {2} [ < =t
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Obsérvese que si 7 > 1 entonces, teniendo en cuenta (5.7), tenemos que

n—t
de(ts-1) = { [ 5 J o

En este caso, como consecuencia de la Nota 5.5.9, si v > 1 entonces

1’\r(;tw(;’13) M A}jr-(.’ff’) = @
para todo par de vértices distintos z,2" € X.

Supongamos ahora que r = s— 1. Entonces, de nuevo por (5.7), deducimos

que

d(_;(r(ﬂfi) - [n — tJ +1

5
para todo i = 1,2,...,m, y por la Nota 5.5.9 se tiene que G = K,y — E(H),
donde H es la unién disjunta de m copias del grafo K |m—t)/sj+1)- Por tanto, en

este caso, H € Fs(m,n;s,t).

¢

Veamos qué ocurre cuando 0 < r < s — 2. Supongamos que

77—t
d(;<w({])s“,._1> = [ J + 1.

8

Esto implica que 0 < r < s — 3. En efecto, si 7 = s — 2 entonces T,_,_, = T,
pero dee(z1) = [(n —1)/s] + 1 sty sélo si r = s — 1, lo cual es imposible en este

caso.

lod

Entonces, haciendo uso de (5.7), sabemos que existe algin entero k, siendo
; : 1 )

2<k<s—r—1, tal que

n—t
dge(z;) = V J +1

8

para todo i =k, ..., m, y ademds

n—t
dee(z;) < L J
S




5.3. Valor exacto y familia extremal 161

para todo 1 <¢ < k — 1. Por consiguiente

k-1
0 S ZdG((le)
i=1

de donde se deduce que

n—t+s —r(s+1)

k>
- n—t+s—7r

es decir

— ¢ —rls+1
s—r—lezZ(n Lhs s+ )122.

n—1>t+s—17

En consecuencia, de mnuevo por la Nota 5.3.9, concluimos que
G = Kgnn) — E(Hy U Hy), donde los subgrafos Hy y Hj son disjuntos, siendo,

por un lado, H; la unién de k — 1 subgrafos disjuntos K¢ a,), - - -, £(1,4, ), donde

n—t
0.<~(11_<_"‘§d1<:-1§{ J
S
v ademds,

n—t

S

d1+'--+dk“1:(k—1)<{ J+1>—(5—7")+1.

Y, por otro lado, Hy es la unién de m — k + 1 copias disjuntas de K |(n—t)/s]+1)-

Todo esto implica que Hy U Hy € Fy(m,n; s, t).

Para finalizar, supongamos que

9 —1
dge(ts 1) < { J .

S

En ese caso,

dge(z,) = Ln — ¢ J

5

para cada¢=1,...,s —r — 1, ya que en caso contrario,

e(GISUY)) < (s—r—=Dln-0/s]+(+1)([(n—-1t)/s] +1)
= sln—t)/s]+r+l=n—-t+1,
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lo cual es absurdo.

Si 7 > 1 entonces, teniendo en cuenta (5.7), sabemos que

n—t
dae(zg1) = L” J 41

5
De manera que, por la Nota 5.3.9, deducimos que G = K,y — E (H, U Hy),
siendo Hy, y H, subgrafos disjuntos, donde H; consiste en la unién de
s —r — 1 copias disjuntas de Kq |(-ty/s)) ¥ Hy es la union de m — s + 7+ 1
copias disjuntas del grafo K |(n—¢/sj+1)- En consecuencia, H; U Hy pertenece a

la familia Fs(m,n; s, 1).

Sir = 0. a partir de la expresién (5.7), sabemos que todos los vértices
del conjunto {as, ..., z,,} tienen valencia igual a (n —t)/s+ 1 en G°, por lo que

aplicando (5.8) al conjunto S\ {z;} U {x,} de cardinal s, se obtiene que
Now() 1 Noe(S\ faa}) = 0
para todo j = s,...,m. Esto significa que los subgrafos
Hy = G(S\{x,}) U Noe(S\ {z:})]

y
Hy = GHzso o} U NGe {25, .-, 2 })]

son disjuntos. Ademds, H,; consiste en la unién de s — 1 copias disjuntas del

subgrafo K (,—y)/s). Es importante resaltar que

| Nge(z) N Nee(2)] <1

para todo par de vértices distintos z,2’ € {x,,...,zn}, va que si fuera de otro

modo, el conjunto §" = (S\ {xs_1,2,}) U {x, 2’} verificaria

|Nge(8")] < |Nge(S\{zs—1. 2z })| + [ Nge({x, 2'})]
(s=2)n—t)/s+2((n—1t)/s+1)—2=n—1,

IN
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lo cual contradice lo expuesto en el Lema 5.3.4. Por otra parte, hay que tener en
cuenta que todo ciclo contenido en Hs, en caso de existir, debe tener longitud, al
menos, 2(s+1). En otro caso, si existiera uno de estos ciclos C'y su longitud fuera
2, siendo 2 <[ < s, entonces el subconjunto S C X de cardinal s consistente en

los [ vértices de C' y cualesquiera s — [ vértices de
VIH)NX C{wn .25}

verificaria que

n—t n—t
+ 1 =n—t,
s

[Nee(S)] = (s = 1)

en contra del Lema 5.3.4. Como consecuencia de esto, deducimos que Hy no
contiene ciclos, o bien, los ciclos que contiene deben ser de longitud, al menos,
2(s+ 1). En cualquier caso todos los vértices de Hy que pertenecen a la clase X

tienen valencia (n —t)/s + 1 en G¢. Por tanto, Hy U Hy € Fi(m,n; s, t).

Para concluir la prueba de este resultado, obsérvese que para cada uno de
los casos 1 a 4 del teorema existe, al menos, una familia de subgrafos

Fi(m,n;s,t) # 0 tal que Z(m,n;s,t) # (. Esto concluye la demostracion.

5.4 Conclusiones y problemas abiertos

En este tltimo capitulo de la tesis hemos abordado el estudio de dos de las mas
conocidas extensiones del Problema de Turdn a grafos bipartitos: el Problema de

Zarankiewicz y el Problema de Turdn para grafos bipartitos.

Primero hemos obtenido una cota superior para la funcién extremal de
Zarankiewicz. Posteriormente, hemos comprobado que si m y n son menores o

iguales que s+t —1 entonces ambos problemas extremales conducen a las mismas
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soluciones y los grafos extremales se obtienen tras eliminar un emparejamiento

de un determinado cardinal en el grafo completo K (m.n)-

Por dltimo, hemos descrito tres familias de grafos que nos han permitido
ampliar el conjunto de valores de los parametros m,n, s,t para los cuales hemos
resuelto el Problema de Zarankiewicz. Concretamente, hemos obtenido el valor
exacto de la funcién extremal z(m, n; s, t) v caracterizado los grafos bipartitos ex-
tremales pertenecientes a la familia Z(m, n; s, ) cuando los pardmetros satisfacen

las siguientes relaciones:

n—t
(i) (m—s) ([” J +1> <t—1;0bien
S

(i1) s divide an —ty (m—s)n < mt, siendo m > 2s si (m — s)n = mt.

Hay que tener presente que debido a la simetria de la funcidén extremal
(z(m,n;s,t) = z(n,m:t,s)) podemos duplicar el conjunto de valores para los
cuales hemos resuelto este problema, sin mas que intercambiar los papeles de m

v n, por un lado, y de s v de ¢ por otro lado en las relaciones del parrafo anterior.

El conjunto de los valores de los pardmetros para los cuales el problema
de Zarankiewicz y el de Turdn permanecen sin resolver, es uno de los problemas

abiertos a los cuales tendremos que dedicar nuestra atencién en el futuro.

También parece 16gico plantearse un estudio semejante al que hemos rea-

lizado pero no en grafos bipartitos, sino en grafos r-partitos en general.

De ignal modo, v de manera paralela a las extensiones que surgieron del
Problema de Turan, podriamos plantearnos extensiones del Problema de Zaran-
kiewicz prohibiendo en este caso menores topolégicos de grafos bipartitos com-

pletos.
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