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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El proceso conocido como atomizacién consiste en disgregar una corriente continua de
liquido en pequefios fragmentos (gotas). La atomizacién tiene una importancia vital en
muchas aplicaciones industriales entre las que cabe citar la sinterizacién de materiales, el
enfriamiento evaporativo, la pintura a chorro y, destacando entre todas ellas, la combus-
tién. En otros campos como la medicina, la generacién de gotas de tamaiio controlable
es esencial para la produccién de inhaladores o la fabricacién de farmacos en tabletas; en
agricultura, se hace indispensable para la fumigacién de cosechas o en la humidificacién
de invernaderos, y en situaciones que se presentan en la industria alimenticia, para la
produccién de emulsiones y suspensiones. También en multitud de fenémenos naturales
puede observarse cémo una corriente liquida queda disgregada en gotas, por ejemplo en
las cataratas, en el impacto de las olas con la superficie marina o en los mismos chorros de
la ducha. La trascendencia econémica y fisica asociada a estos procesos justifica los enor-
mes esfuerzos realizados tanto tedrica como experimentalmente para poder entender los
mecanismos fisicos que producen la rotura de una corriente liquida. Dichos mecanismos
pueden ser muy diversos dependiendo del dispositivo de atomizacién empleado (Lefebvre
1989). El funcionamiento de los atomizadores més usuales se basa, fundamentalmente, en
mecanismos fisicos tales como la tensién superficial entre el liquido y la atmésfera, los
esfuerzos de cortadura ejercidos por una corriente de gas a gran velocidad que fluye de
forma paralela a la entrefase liquido-gas, los esfuerzos normales que sobre la superficie
de la corriente liquida ejerce un flujo transversal de gas, la energia cinética turbulenta

del propio liquido o incluso las fuerzas ejercidas por medios mecénicos sobre el volumen
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de liquido. Los dispositivos (atomizadores) empleados para generar un aerosol hacen uso
de uno o varios de estos mecanismos. En particular, uno de los objetivos de esta tesis es
el estudio de ciertos problemas que aparecen en el proceso de atomizacién asistida por
aire usando un nuevo dispositivo atomizador micrométrico desarrollado en el Grupo de
Mecénica de Fluidos de la Universidad de Sevilla por el Profesor Gafidn Calvo (Ganidn
Calvo y Barrero 1996, Gansn Calvo 1998), y que se describird con detalle en secciones
posteriores.

Otro proceso con numerosas aplicaciones tecnolégicas en el que aparece la rotura de
una corriente continua de un fluido es la generacién de burbujas de forma controlada y
masiva. La formacién de burbujas es fundamental en infinidad de procesos que se presen-
tan en ingenierfa quimicas oxigenacién del agua, purificacién de aguas residuales (Lundth,
Jonsson y Dahlquist 2000), esterilizacién de liquidos mediante CO, u O3, purificacién de
gases o en la combustién a baja temperatura de soluciones acuosas de material organico.
En el campo de la medicina, las burbujas de tamafio micrométrico sirven de agentes para
la destruccién de trombos o tumores al ser excitadas mediante ultrasonidos, y también
pueden encontrar aplicacién como método para la oxigenacién de la sangre en casos de
gran disfuncién pulmonar. A estas aplicaciones cldsicas se le unen, en el caso de que las
burbujas producidas sean completamente monodispersas como ocurre en el caso tratado
en esta tesis, otras pertenecientes a, tecnologias emergentes; este es el caso de la, fabricacién
de microestructuras tridimensionales a partir de elementos de igual forma y tamano, con
el objeto de producir materiales con resistencia y propiedades eléctricas y Opticas muy
superiores a las convencionales. Los mecanismos de formacién de burbujas no han sido
tan estudiados en la literatura como la atomizacién de liquidos, y en cierta medida es
ain un campo abierto. Parece ser que para burbujas en las que el gas es suministrado
con una cantidad de movimiento relativamente baja, los mecanismos de flotabilidad y de
tension superficial juegan un bapel esencial en su formacién. En esta, tesis, se va a consi-
derar la formacién de burbujas mediante el dispositivo citado anteriormente (que puede
usarse tanto como atomizador o como generador de burbujas), y que da lugar a burbu-
Jas de tamafio micrométrico formadas a partir de una corriente de gas cuya cantidad de
movimiento es practicamente igual a la del liquido circundante. En este caso, no tratado
previamente en la, literatura, parece ser que los mecanismos de generacién estén asociados
fundamentalmente a la tensién superficial y a la inercia de los flujos de liquido y gas,
siendo la influencia de las fuerzas de flotabilidad, despreciable.

En esta tesis se van tratar de forma tanto tedrica como experimental, problemas relacio-
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nados con la atomizacién de liquidos y con la formacién de burbujas. Con el propdsito
de definir claramente los problemas en capitulos posteriores, se llevard a cabo en las dos
secciones siguientes de este capitulo una descripcién de las caracteristicas principales de
los procesos de atomizacién asistida por aire y de generacién de burbujas, asi como una

revisién de los trabajos més relevantes publicados sobre dichos temas.

1.2. Atomizacion asistida por aire

La atomizacién asistida por aire o neumadtica, se usa fundamentalmente en procesos
de combustién debido a que en esta técnica el combustible se mezcla de forma eficaz con
la corriente externa de gas portadora del oxigeno necesario para las reacciones de com-
bustién. En esta tesis, se considerardn procesos fluidomecéanicos que aparecen en tipos
de atomizadores en los que una corriente gaseosa a gran velocidad fluye de forma tan-
gente a la superficie del liquido (atomizadores de coflujo gaseoso). No obstante, antes de
entrar en detalle en el estudio de los atomizadores de coflujo, es instructivo revisar las
caracteristicas de otro tipo de atomizadores, denominados atomizadores de presién, cuyos
regimenes de funcionamiento y los mecanismos fisicos responsables de los mismos han
sido tradicionalmente més estudiados debido a su gran aplicabilidad en motores diesel,
post quemadores de las turbinas de gas en aviacién, etc. Como se verd en lo que sigue, la
consideracion previa de los atomizadores de presion facilita un mejor entendimiento de los
atomizadores de coflujo, lo cual es esencial para este trabajo. Debido a que existe cierta
analogia entre los efectos aerodindmicos en los procesos de atomizacién con coflujo gaseoso
y los que encontramos en los atomizadores de presién, se pasard a hacer un revisién de

los numerosos trabajos publicados sobre estos tltimos.

1.2.1. Atomizadores de presion

El intenso estudio experimental y teérico que se ha realizado en el campo de los atomi-
zadores de presién es debido fundamentalmente a su simplicidad y a que son ampliamente
usados en motores diesel, motores cohete y en los post quemadores de las turbinas de gas
usadas en aviacién. El mecanismo de funcionamiento de este tipo de dispositivos es bas-
tante simple: un liquido a elevada presién es forzado a salir a través de un pequeiio orificio
o tubo, produciéndose la disgregacion de la corriente liquida debida al nivel de turbulencia
en el chorro liquido, a los esfuerzos aerodindmicos generados por el movimiento relativo

entre el liquido y el gas exterior y a la tensién superficial.
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El primer trabajo experimental sobre ]a rotura de chorros liquidos en aire se debe a
Savart (1833), mientras que la primera descripcién del mecanismo capilar como el res-
ponsable de la disgregacién del ligamento liquido a bajas velocidades se debe g Plateau
(1873). Sin embargo, el trabajo més conocido sobre 1a rotura capilar de chorros es el de-
bido a Rayleigh (1878), en el que mediante un an4lisis lineal de estabilidad se cuantific,
la tasa de crecimiento de las pequefias perturbaciones y se predice, en excelente acuerdo
con los experimentos, el tamafio m4s probable de las gotas formadas por la rotura del li-
gamento capilar. Weber ( 1931) extendi6 el an4lisis de Rayleigh para incluir los efectos de

Rayleigh, hecho que puede observarse experimentalmente. Desde entonces, gran cantidad
de autores entre log que cabe citar a Haenlein (1932), Ohnesorge (1936), Miesse (1955) y,
mas recientemente a Reity, (1982) han estudiado los distintos regimenes de atomizacién
que aparecen al variar la velocidad de inyeccién del liquido. Siguiendo a Reitz y Bracco
(1982), los modos de rotura, encontrados a medida que aumenta Ja, velocidad de salida del

pionero de Rayleigh ( 1878). La fase no lineal de la rotura, cuando la amplitud de las per-
turbaciones es comparable al didmetro del chorro, ha recibido una, atencién considerable
recientemente desde el punto de vista del anglisis numeérico mediante el empleo de modelos
unidireccionales (Lee 1974 ); ademés, cabe destacar el trabajo analitico de Eggers (1993),
cuyas soluciones de semejanza para los instantes ¥y la zona préximos al colapso del chorro

0 pwnch off reproducen con gran exactitud los resultados experimentales.
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sigue siendo del orden del didmetro del ligamento liquido. Numerosos autores (Reitz y
Bracco 1982, Eroglu, Chigier y Farago 1991, Lin y Reitz 1998) atribuyen este fendmeno al
efecto aerodindmico de la corriente exterior. Weber (1931) predijo este tipo de comporta-
miento con un anélisis lineal de estabilidad de corrientes paralelas considerando corrientes
uniformes tanto para el liquido como para el gas, y reteniendo la viscosidad en las per-
turbaciones sélo para el liquido. Sin embargo, autores como Fenn y Middleman (1969)
encontraron serias discrepancias entre los resultados experimentales y los predichos por .
la teoria de Weber, que sobreestima el efecto aerodindmico. Esta teoria ha sido poste-
riormente corregida por Sterling y Sleicher (1975) quienes, en su andlisis de estabilidad
lineal, supusieron corrientes paralelas y uniformes tanto para el liquido como para el gas,
al igual que hiciera Weber, pero incluyendo la viscosidad del aire en las perturbaciones
a través de un coeficiente que se introduce ad hoc en el anélisis con el objeto de reducir
el efecto aerodindmico. Los resultados tedricos predicen con gran exactitud las longitudes
de rotura de chorros descargando en ambientes con densidades iguales o inferiores a la
atmosférica, con lo que demuestran la validez cualitativa de la teoria de Weber.

Ademaés de la rotura axilsimétrica considerada en los trabajos citados anteriormente,
en este régimen se observé posteriormente por Hoyt y Taylor (1977) un modo de ro-
tura helicoidal, cuyo origen dichos autores asocian de forma inequivoca a la inercia del
medio exterior. Hoyt y Taylor realizaron experimentos descargando el chorro tanto en
una atmoésfera en reposo como en el seno de una corriente coaxial de gas, observando
cémo la amplitud de la hélice disminuia a medida que lo hacia la velocidad relativa entre
el liquido y el gas. Posteriormente, Entov y Yarin (1983) y Yang (1992), demostraron
tedricamente mediante un andlisis de estabilidad lineal que estas estructuras surgen co-
mo consecuencia de una inestabilidad de origen aerodindmico. Para mayores velocidades
relativas gas-liquido se observa que de la entrefase se originan filamentos de tamatio mu-
cho menor que el didmetro del chorro y se adentran en la fase gaseosa; a una distancia
de varios didmetros aguas abajo del orificio dichos filamentos se rompen en gotas. Estos
resultados experimentales han sido corroborados recientemente mediante las simulaciones
numéricas bidimensionales de Tryggvason y Unverdi (1999) en las que se retiene el efecto
de la viscosidad en ambos flujos.

Se anticipa aqui que las conclusiones de los analisis de estabilidad existentes en la
literatura para los flujos que aparecen en este régimen, tanto los que consideran perturba-
ciones axilsimétricas como helicoidales, serdn contrastados con los obtenidos en el capitulo

tercero de esta tesis. En este capitulo se realiza un andlisis de estabilidad lineal de una
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solucién bésica de los flujos del gas y del liquido calculada numéricamente y verificada
experimentalmente. Se hard notar entonces la enorme importancia que la solucién bésica,
tiene sobre los distintos modos, helicoidales y axilsimétricos que aparecen en la rotura
del chorro liquido. Al barecer, este punto no ha sido suficientemente considerado en lg
literatura existente, alguna de la cual se ha revisado en esta seccién.

3. Régimen de atomizacién. Este es el régimen normal de funcionamiento de los ato-
mizadores de presién, en el que el ligamento liquido se disgrega en gotas justamente a la
salida del inyector, siendo éstas de tamafios mucho menores que el orificio de salida. Este
ha sido el régimen m4s estudiado debido a sus implicaciones tecnologicas, aunque todavia
no hay un acuerdo undnime entre los distintos autores para explicar los mecanismos fisicos
involucrados en el mismo. Asf, Castelman (1931) atribuye al efecto aerodinamico la causa
principal del proceso de atomizacién, mientras que otros autores como DeJuhasz (1931)
o Schweitzer (1937) consideran que las fluctuaciones turbulentas en e interior del liquido
son las responsables de la rotura de] chorro. M4s recientemente, Reitz y Bracco (1982),
basados en sus Propios experimentos y en otros trabajos, concluyen que este régimen debe
estar producido por una combinacién de los mecanismos antes senalados. Los esfuerzos
tedricos por describir este fenémeno han estado dirigidos a describir el efecto aerodindmico
de la corriente exterior mediante andlisis de estabilidad lineal (Taylor 1963, Lin y Kang
1987). Por otra parte, hay que sefialar que para llegar al régimen de atomizacién son

necesarias presiones que pueden llegar a ser del orden de varios cientos de atmosferas.

1.2.2.  Atomizadores de coflujo gaseoso

A diferencia de lo que ocurre en la atomizacién por presion, en los procesos de ato-
mizacién por medio de un coflujo gaseoso, es el gas el inyectado a altas velocidades (en
algunas aplicaciones se llegan e incluso superan las condiciones sbnicas) el responsable
del proceso de atomizacién. Se permiten as{ velocidades de inyeccién del liquido mucho
menores (como méximo del orden de la decena de metros por segundo), con lo que no es
necesario utilizar presiones de inyeccién tan elevadas como las utilizadas en los atomiza-
dores de presién. El hecho de que la cantidad de movimiento relativa de aire inyectado con
respecto a la de liquido (M, = pgvf, /Pvf) pueda ser variada, en este tipo de dispositivos,
introduce algunas diferencias con respecto a los tipos de rotura, aerodindmicos observados
en los atomizadores por presién. En principio, el proceso de fragmentacién de la corriente
1no sélo se produce en 1a superficie del chorro liquido (atomizacién primaria), sino que los

esfuerzos cortantes y turbulentos ejercidos por la corriente gaseosa sobre la superficie de
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las gotas desprendidas del chorro, pueden conducir a la rotura posterior de éstas en gotas
satélites (atomizacién secundaria). Ademds, cuando la relacién de momentos es mucho
mayor que la unidad (M, > 1), el proceso de atomizacién primaria estd mucho més in-
fluenciado por la corriente externa que en el caso de atomizadores de presién y, por tanto,
este tipo de atomizacién merece un estudio por separado.

La mayor parte de los avances en el estudio de este tipo de atomizacién se han realizado
recientemente gracias a la fotografia a alta velocidad y al empleo de métodos de medida
no intrusivos basados en la anemometria laser. Esta técnica ha permitido conocer con
detalle lo que ocurre en la zona cercana al inyector donde tiene lugar el proceso de atomi-
zacién primaria, asi como medir con precisién la distribucién axial y radial del tamanio de
las gotas generadas. Las primeras visualizaciones de la rotura de chorros con un coflujo
gaseoso fueron realizadas por Hoyt y Taylor (1977), aunque debido a que las velocida-
des de inyeccién del gas eran parecidas a las del liquido, el tdnico efecto aerodindmico
observado fue la aparicién del modo helicoidal de rotura a distancias del orden de 100
veces el didmetro del inyector, de manera ahéloga a lo que ocurre en los atomizadores
por presion. Sin embargo, en el régimen usual de funcionamiento de este tipo de ato-
mizadores, la relacién de momentos M, es siempre igual o superior a la unidad, lo que
permite observar los efectos aerodindmicos a distancias més cercanas al inyector (Farago y
Chigier 1992, Lasheras, Villermaux y Hopfinger 1998, Lasheras y Hopfinger 2000). Entre
todos estos trabajos, destaca el de Lasheras, Villermaux y Hopfinger (1998), en el que se
introducen ideas esenciales para comprender este tipo de atomizacién: primeramente, se
resalta la importancia que tiene el parametro M, en la determinacién de la longitud de
rotura del chorro liquido; ademads, se proporciona un modelo fenomenoldgico que predice (
las frecuencias de rotura primaria observadas en los experimentos y se analiza con detalle
el proceso de atomizacién secundaria. En los articulos de Villermaux (1998) y de Lasheras
y Hopfinger (2000) se introduce la idea fundamental de que para M, > 1 es el espesor
caracteristico de la capa de mezcla en la fase gaseosa el que determina la longitud de las
ondas inestables que se desarrollan en la superficie del liquido y, por tanto, la frecuencia
de la atomizacién primaria. Ademés, Lasheras y Hopfinger dejan abierta la posibilidad de
que la escala de los filamentos que conducen a la atomizacién primaria esté determinada,
para muy elevadas relaciones de momento (M, 2 25), por el espesor de la capa de mez-
cla en la fase liquida. Esta idea tiene su origen en el resultado experimental encontrado
por Hoyt y Taylor (1977) de que la longitud de onda que conduce a la atomizacién para

Re > 1 escala de forma muy clara con el espesor de capa de mezcla del liquido a la salida
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del inyector utilizado en sus experimentos.

En el capftulo tercero de esta, tesis, se estudiard a través de un anilisis de estabilidad
que utiliza perfiles bésicos de velocidad realistas, el proceso de atomizacién con coflujo
gaseoso que se presentan al utilizar el dispositivo antes referido (Gaiidn-Calvo 1998). Este
estudio detallado de la estabilidad de las soluciones b4sicas que se presentan en nuestros
experimentos revela que, de acuerdo con Villermaux, y Lasheras y Hopfinger, los espeso-
res de ambas capas de mezcla, y en especial de la de] liquido, son los que determinan el
tipo de rotura correspondiente a cada situacién experimental. El origen de estos modos
de rotura est4 asociado al crecimiento de modos inestables, no descritos previamente en
la literatura, y que estdn asociados a la existencia de la capa de mezcla que se desarrolla,
en la entrefase liquido-gas.

1.3. Generacién de burbujas

Los trabajos existentes en la literatura sobre generacién primaria y secundaria de bur-
bujas no son tan numerosos como en el caso de la atomizacién de liquidos. Entre los pocos
trabajos que tratan la estabilidad lineal de chorros gaseosos en el seno de un liquido pue-
den citarse los relativamente recientes de Parthasarathy y Chiang (1998) y Subramaniam
y Parthasarathy (2000). En el primero de ellos se estudia la estabilidad de un chorro ga-
S€0S0 1o Viscoso en el seno de un liquido viscoso en reposo, considerandose que el dominio
para el liquido no est4 acotado. Ademss, se asume que ambas corrientes poseen perfiles
uniformes de velocidad, con lo que se utiliza un simple modelo de Kelvin-Helmholtz. Los
resultados més relevantes de este estudio son que el nimero de Weber de la corriente ga-
seosa es el pardmetro que controls, el factor de crecimiento de 1a perturbacién, que tiende

a ser atenuado por la viscosidad. Fl segundo de estos trabajos se diferencia del primero

que en estos trabajos se realiza un simple an4lisis de estabilidad temporal que, como se
vera en los capitulos segundo y cuarto de esta tesis, es insuficiente para describir la pro-
pagacion ondas en en el seno de corrientes paralelas no acotadas, ya que en este tipo de
sistemas es necesario identificar si las perturbaciones pueden o no ser convectadas aguas

abajo de la fuente que las origina.

En la literatura pueden encontrarse trabajos muchos més elaborados que estudian la,
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formacién de burbujas de aire a través de un capilar al que se le suministra un caudal
continuo de aire y que est4 sumergido en el seno de un liquido. En el articulo de Longuett-
Higgins, Kerman y Lunde (1991) se estudia el proceso no lineal de formacién de la burbuja
desde el extremo del capilar. En este trabajo se desprecia la inercia del liquido, con lo que
se considera que la influencia del exterior es inicamente el empuje de Arquimedes, lo que
implica que esta aproximacién sea unicamente valida para muy bajos caudales de gas.
En el articulo de Oguz y Prosperetti (1993) se subsana esta deficiencia resolviéndose el
problema acoplado del gas con el liquido exterior. Esto se consigue a través de un cddigo
numérico que supone que la presién en la burbuja es constante y que ésta queda deter-
minada por la evolucién no viscosa (potencial) del liquido. En este trabajo se estudia la
influencia de la variacién de la velocidad del liquido exterior, que se suministra de forma
paralela a la aguja inyectora, en la generacién de las burbujas. Se llega a la conclusion
de que un aumento de la velocidad del liquido exterior conduce a una disminucién del
tamafio de las burbujas. Sin embargo, en este trabajo no se tiene en cuenta la cantidad de
movimiento suministrada por la corriente gaseosa que, para el caso del dispositivo sobre
el que se centrars esta tesis, es muy similar a la del liquido inyectado. Esto hace que
los resultados obtenidos en las referencias anteriores no puedan ser aplicados de manera
directa a los encontrados en nuestras situaciones experimentales.

En esta tesis, el problema de la generacién de burbujas que se presenta en nuestras si-
tuaciones experimentales ha sido tratado desde el punto de vista de la estabilidad lineal
y los resultados estdn expuestos en el capitulo cuarto. No obstante, el analisis de esta-
bilidad realizado es, a diferencia de los publicados sobre esta materia (Parthasarathy y
Chiang 1998, Subramaniam y Parthasarathy 2000), espacio-temporal. Este andlisis es mas
elaborado que el temporal, y permite averiguar si las perturbaciones inestables son o no
convectadas aguas abajo, lo cual es fundamental para determinar el comportamiento de
los sistemas frente a pequefias perturbaciones. En efecto, como se verd en el capitulo cuar-
to, los chorros gaseosos rodeados por una corriente liquida son sistemas absolutamente
inestables, lo que implica que las inestabilidades crecen més rapidamente de lo que son
convectadas aguas abajo; esto estd directamente relacionado con la evidencia experimen-
tal de que la formacién de burbujas desde un chorro gaseoso tiene lugar a una frecuencia
propia e independiente de fuentes externas de ruido y con que la longitud del ligamento
sea de s6lo varias veces su didmetro.

En cuanto a la generacién secundaria de burbujas, no considerada en esta tesis, hay que

destacar los trabajos de Martinez-Bazdn, Montafiés y Lasheras (1999 a,b). En ellos se
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proporciona una teorfa sélidamente fundamentada que explica la distribucién de tamafios
de las burbujas generadas al ser inyectado gas en el seno de un chorro liquido en el que
la turbulencia est4 completamente desarrollada. Este método de generacién de burbujas
implica que haya mucha, dispersién en cuanto a tamanos, mientras que para muchas apli-
caciones industriales son preferibles métodos de produccién de burbujas de tamafios mas

homogéneos y pequenos.

1.4.  Objetivos de esta tesis

En esta tesis se van tratar de forma tanto teérica como experimental, problemas re-
lacionados con la atomizacién y la formacién de burbujas. Los fenémenos observados
en estos procesos (diferentes modos de rotura, frecuencia de formacién y tamano carac-
teristico de las gotas y burbujas, etc.) se van a explicar en base a andlisis de estabilidad
lineal aplicados a soluciones bésicas realistas, que han sido calculadas numéricamente y
corroboradas experimentalmente. En lo que concierne a la estabilidad de chorros liquidos,
los resultados de este andlisis clarifican los obtenidos en multitud de estudios previos so-
bre estabilidad de chorros en los que, invariablemente, se hacfan hipétesis simplificadoras
demasiado restrictivas concernientes a los flujos bésicos tanto del liquido como del gas
exterior. Se demostrars aqui que el tener en cuenta de forma apropiada dichos flujos es
esencial para entender los diversos modos de rotura del chorro, los cuales habian podi-
do ser entendidos sélo de forma parcial mediante los analisis existentes en la literatura,
algunos de los cuales han sido citados previamente. En el campo de la formacién de bur-
bujas, los resultados obtenidos en esta tesis permiten explicar, entre otros fenémenos, la
extraordinaria homogeneidad en el tamaifio de las mismas asf como e] periodo, muy bien
definido, de formacién. La, relevancia de estos resultados es que han sido obtenidos para
un régimen de generacién opuesto al considerado en 1a literatura existente. En efecto, se
ha considerado aqui la generacién de burbujas cuando la cantidad de movimiento del gas
eyectado es similar a la de la corriente de liquido que la rodea, mientras que hasta la
fecha sélo se habia estudiado el caso en que dicha cantidad era mucho menor, por lo que
factores como la flotabilidad y la tensién superficial liquido-gas debfan tenerse en cuenta.
Por tanto, nuestros resultados muestran que en ausencia de dichos factores también es
posible obtener homogeneidad de tamafio y de frecuencias de formacién.

El andlisis teérico llevado a cabo en esta tesis ha estado motivado por las observacio-

nes experimentales realizadas mediante el dispositivo ilustrado en la figura 1.1, que ha
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sido desarrollado en el grupo de Mecénica de Fluidos de Sevilla por el Profesor Ganan

Calvo (Ganidn Calvo y Barrero 1996, Ganan Calvo 1998). Este atomizador y generador

Gas | 30um

Figura 1.1: Esquema del atomizador.

de burbujas es tan sencillo como ingenioso y consta simplemente, como puede verse en la
figura, de una aguja por la que se suministra el fluido a disgregar (liquido o gas), estando
dicha aguja situada de forma concéntrica al orificio de salida de una cdmara presurizada
que contiene otro fluido inmiscible (gas o liquido) con el inyectado. El gradiente favorable
de presiones que existe entre la cdmara y el exterior, hace que el fluido inyectado a través
de la aguja se acelere hacia el orificio de salida rodeado del fluido que se encuentra en
el interior de la cdmara. En el caso de que el aparato se emplee como atomizador, un
chorro liquido es eyectado hacia el exterior de la cdmara rodeado de una corriente gaseo-
sa coaxial a gran velocidad y, como puede observarse de la figura 1.2, este ligamento se
disgrega aguas abajo en gotas. Hay que indicar que dependiendo de los caudales de liqui-
do inyectado y, fundamentalmente, de la presién del gas en la cdmara, el chorro liquido
puede romperse de formas distintas a la mostrada en la figura 1.2; los distintos modos
de rotura que aparecen en el proceso seran estudiados con detalle, tanto de forma tedrica
como experimental, en el capitulo tercero. Desde un punto de vista tecnoldgico, este tipo
de atomizador posee una serie de cualidades que lo convierten en un serio competidor de
los aparatos convencionales. En efecto, la produccién de estos aparatos es de muy bajo
coste debido a su simplicidad, siendo ademas el coste de su mantenimiento minimo. Esto
se debe al hecho de que el chorro liquido que abandona la cdmara presurizada, no entra
en contacto en ningin momento con el orificio de salida (véanse las figuras 1.1-1.2), por
lo que se minimiza el riesgo o se evita la obturacién del atomizador. Por otra parte, la

corriente coaxial de gas que rodea al chorro liquido, ademés de prevenir el contacto con
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Figura 1.2: Funcionamiento del atomizador con parametros arbitrarios. a) Vista del chorro estacionario
generado en el interior de la cédmara a presién. b) Vista general del chorro eyectado hacia el exterior del
dispositivo. ¢) Rotura monodispersa del chorro en gotas

las superficies s6lidas, hace que los esfuerzos cortantes en e] liquido sean pequenos, lo que
permite manejar liquidos que se degradarfan con elevados esfuerzos tangenciales. Pero

sobre todo, la caracteristica mas atractiva del atomizador, es que se pueden conseguir

estimarse de forma muy simple mediante ]a ley de Bernouilli si se tiene en cuenta que el
nimero de Reynolds de las corrientes de liquido y de gas es elevado (lo que se verifica
para liquidos con viscosidades inferiores a los 90 ¢p y para incrementos de presién entre

la cdmara v el exterior del orden de los 10 kpa), por lo que la evolucién de ambos flujos

8, 1/4
d ~ (ﬂmp) Q2. (1.1)

El didmetro medio de las gotas formadas puede estimarse directamente de la ecuacion
(1.1), puesto que dicho didmetro es similar en magnitud al del ligamento liquido (véase
figura 1.2). A partir de Ia ecuacion (1.1) se observa también c6mo el tamafio de lag gotas
puede ser reducido para un caudal dado de liquido simplemente aumentando Ap. Otra
cuestion fundamental, es bajo qué rango de parametros se consigue una pequeria dispersién
de tamaifios de lag gotas; claramente esto va g depender del modo de rotura del ligamento

liquido: si éste se fragmenta de forma axilsimétrica, la dispersién de tamafios serd pequefia
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AT

Figura 1.3: Atomizador funcionando en régimen monodisperso. a) Vista de un micro-chorro de agua a
la salida de la cdmara, Ap = 4,67kPa, Q = 4,9uls™, d = 46um. b) Rotura del ligamento liquido en gotas
de tamano uniforme. ¢) Histograma del tamario de las gotas, en el que se muestra la gran uniformidad

de tamafios del spray cuando la rotura es capilar. La desviacién estdndar en este caso es 0 = 6,7%

(véase figura 1.3) mientras que si lo hace de manera helicoidal, la dispersién serd mayor

(véase figura 1.4). Precisamente, uno de los objetivos fundamentales del capitulo tercero

X

TN

60 % Um % 100

Figura 1.4: Vista de un micro-chorro de agua a la salida de la cdmara, Ap = 32,4kPa, Q = 8,2uls™1,
d = 46pum. b) Rotura del ligamento liquido por el crecimiento de una perturbacién no axilsimétrica. c)
Histograma del tamano de las gotas, en el que se muestra la mds dispersién de tamafios que en el caso

anterior. La desviacién estdndar en este caso es o = 16,5%

es explicar bajo qué condiciones aparecen los distintos modos de rotura y asi determinar

el rango paramétrico dentro del cual es spray obtenido es altamente monodisperso.
Debe enfatizarse que el proceso de atomizacion que acaba de describirse es muy pe-

culiar dentro del campo de la atomizacién asistida por aire. En efecto, en este tipo de

dispositivos, el papel fundamental de la corriente de gas es acelerar la de liquido para
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tas, en contraposicién a los atomizadores convencionales en los que la funcién del aire
es disgregar la corriente de liquido. Ademds, en el tipo de atomizador considerado aqui,
la relacién de momentos de las dos corrientes es nhecesariamente préxima a la unidad y
su valor no puede variarse arbitrariamente. En efecto, debido a que tanto la corriente de
liquido como la de gas se aceleran de forma casi isentrépica desde la misma presion de
remanso hasta la presién de salida, la energfa cinética por unidad de volumen alcanzada
aguas abajo por las dos corrientes es muy similar. Finalmente debe indicarse que, ain
de forma indirecta, la corriente exterior afecta de forma decisiva, a la rotura primaria del
chorro y con ello a I distribucién de tamafios del spray como se ha indicado anteriormente
Y €omo se comprobars en el capitulo 3. Como se vers alli, este efecto es debido a la capa
de cortadura que, inducida por la corriente de gas, se desarrolla en el liquido.

Cuando el dispositivo de ]g figura 1.1 se usa como generador de burbujas, se observa
como se forma un tren de burbujas idénticas a partir de un delgado ligamento de gas
eyectado a elevada velocidad Y que se encuentra rodeado por un flujo coaxial de liquido

véase la figura 1.5). F] chorro gaseoso ©8, en este caso, de una longitud tan corta que las
g g q

Figura 1.5: Funcionamiento del generador de burbujas con pardmetros arbitrarios. Obsérvese la homo-
geneidad en tamarios del tren de burbujas formadas Y que éstas comienzan a formarse en el limite de la
camara con el exterior.
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rio burbujas con tamafos incluso inferiores a las 2um. Este comportamiento encontrado
en la produccién de burbujas (igualdad de tamafos y extremadamente corta longitud
del ligamento de gas), y que se da en unos rangos muy amplios de funcionamiento del
dispositivo, es completamente distinto al observado en la atomizacién de chorros. Esta
diferencia de comportamientos quedard resuelta mediante el anlisis llevado a cabo en el

capitulo cuarto de esta tesis.

1.5. Organizacion del trabajo

Como se ha indicado anteriormente, en los capitulos tercero y cuarto se trataran los
problemas de la atomizacién del liquido y de la formacién de burbujas respectivamente,
con vistas a estudiar el dispositivo introducido en esta seccién. Debido a que tanto para
el estudio de la atomizacién primaria como para el anélisis del problema de la generacién
de burbujas se va a realizar un estudio de estabilidad de cada flujo béasico, el capitulo
segundo de esta tesis estd dedicado integramente al andlisis de la propagacién de ondas
en flujos abiertos. En este capitulo se tratard el problema de estabilidad desde un punto
de vista riguroso, que serviré para identificar el valor de los andlisis clsicos de calculo de
autovalores (anélisis de estabilidad temporal y espacial) en el estudio de la propagacién
de perturbaciones en corrientes paralelas. También, en este capitulo se trata el problema
desde una O6ptica algo distinta a la encontrada en la literatura y se llega a algunos re-
sultados originales que no han sido previamente descritos. Finalmente, el capitulo quinto

estd dedicado a las conclusiones y a sugerir futuras lineas de investigacion.



Capitulo 2

Analisis de estabilidad lineal en

flujos abiertos

2.1. Introduccién

El andlisis de estabilidad hidrodindmico lineal ha sido usado desde el dltimo tercio del
siglo XIX por autores tan relevantes como Helmholtz (1868), Kelvin (1871) y Rayleigh
(1878). Ellos realizaron los trabajos pioneros ademds de contribuciones fundamentales en
este campo. Este estudio ha sido usado desde entonces para determinar qué soluciones de
las ecuaciones de Navier-Stokes describen el comportamiento de un flujo real. En efecto,
si las inevitables pequefias perturbaciones (p.ej. vibraciones actsticas, vibraciones trans-
mitidas a través del suelo o imperfecciones en las condiciones de contorno del flujo) que
estan presentes en cualquier situacién experimental tienden a amplificarse en el tiempo,
el flujo es inestable y, por tanto, la solucién bajo estudio no puede encontrarse como
tal en la Naturaleza (al menos en una regién del dominio fluido y del tiempo). Para el
tratamiento analitico de estos problemas se realiza la hip6tesis de que las perturbaciones
externas introducidas en los campos de presién y velocidad (p, @) son mucho menores
que las magnitudes (P, ﬁ) del flujo cuya estabilidad se desea investigar (flujo bésico).
Esta suposicién, ademés de realista, se corresponde con lo que ocurre en infinidad de
situaciones précticas e introduce enormes simplificaciones en el estudio de la evolucién de
las perturbaciones. Esto es debido a que el sistema de ecuaciones en derivadas parciales
que describe la evolucién de las fluctuaciones resulta ser lineal. En efecto, ya que tanto
los campos de presién y velocidad totales (P + p, U+ 1) y bésicos (P, Ij') satisfacen las

ecuaciones de Navier-Stokes, se tiene que las ecuaciones que describen la evolucion de las

17
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perturbaciones reteniendo términos de primer orden son las siguientes

V.d=0 (2.1)

—_

g—];—i-ﬁ-VﬁJrﬁ-Vﬁ:-/-l)Vp—i-yVQﬁ. (2.2)
espacio: U = 0 en las fronteras si el recinto es finito, o G — 0 s el dominio es infinito,
ademads de las correspondientes condiciones iniciales en el tiempo. Si la solucién bésica es
estacionaria, los coeficientes de este sistema lineal en derivadas parciales son funciones de
las coordenadas espaciales x. Entonces, si f representa cualquiera de las perturbaciones
(p, ), el sistema, (2.1)-(2.2) admitir4 soluciones del tipo exp(iwt) f, (x), con lo que pode-
mos eliminar la dependencia temporal del mismo. Ya, que las ecuaciones que describen la
evolucién de f, son lineales Y a que las condiciones de contorno son homogéneas, w ha
de calcularse como un autovalor del problema. Si, al menos uno de los autovalores w;j del
conjunto completo w, toma un valor complejo, el flujo bdsico serd inestable ya que las
perturbaciones serin amplificadas en el tiempo. El proceso de hallar los autovalores w,
del problema en cuestién recibe el nombre de anlisis de estabilidad temporal del flujo
considerado.

valores y, por ello, en muchas situaciones basta conocer Ig autofuncién (o autofunciones)
ligadas a este autovalor para determinar la evolucién lineal del sistema. Es por esto que
en problemas con dominios acotados, como por ejemplo el de la inestabilidad térmica de
Rayleigh-Bénard o el de 1a inestabilidad centrifuga de Taylor, las predicciones de la teorfa

limites de estabilidad, asf como de las longitudes de onda de las estructuras que aparecen

en las condiciones criticas (celdas de conveccion en el caso del problema de Rayleigh y
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vortices en el de Taylor). Por tanto, en estos casos, los andlisis de estabilidad lineal no
s6lo proporcionan informacién sobre las condiciones en las que una solucién deja de ser
estable, sino que, ademads, de los resultados obtenidos pueden extraerse conclusiones sobre
las caracteristicas del flujo una vez que se desarrolla la inestabilidad.

En flujos no acotados, por el contrario, no es tan inmediato hallar la respuesta lineal
del sistema a unas condiciones iniciales dadas. En efecto, en este tipo de problemas el
conjunto de autovalores y autofunciones es continuo, por lo que existe un conjunto infini-
to de autovalores con exponentes de amplificacién temporal arbitrariamente cercanos al
méximo. En estos casos, la respuesta viene determinada por la superposicién de modos
infinitamente préximos entre si, lo que hace que la respuesta lineal del sistema sea en
realidad un paquete de ondas en vez de ser una onda aislada. Como se vera, el efecto de
la suma de modos de frecuencias muy préximas, genera interferencias entre los mismos,
que provocan que el crecimiento de las perturbaciones no sea exponencial, sino que es
més lento ajustdndose a una ley tipicamente de la forma f ~ t~®exp(ot), donde o y f
son nimeros reales y positivos. El tratamiento analitico de estos problemas se facilita en
los casos, ampliamente considerados en la literatura, en los que la extensién del dominio
fluido en la direccién de la corriente principal es infinita. Esto permite, en muchos casos
de interés, suponer que las variaciones del campo de velocidades en la direccién de la
corriente principal son mucho menores que las transversales, por lo que el flujo bésico es
cuasi-unidireccional. Se restringe, entonces, el andlisis al estudio de perturbaciones con
longitudes de onda cortas comparadas con la longitud caracteristica para variaciones lon-
gitudinales del flujo bésico, pudiéndose considerar por tanto que los perfiles basicos de
velocidad sélo dependen de las coordenadas transversales. Esto hace que el andlisis pueda
llevarse a cabo mediante el uso de la integral de Fourier segtin la coordenada espacial en
la direccién de la corriente, lo que permite analizar de forma conveniente el efecto de la
superposicién de un conjunto continuo de modos. Por otra parte, la dependencia temporal
de las ecuaciones suele eliminarse tomando la transformada de Laplace en el tiempo. La
forma de proceder para hallar la respuesta lineal a unas condiciones iniciales dadas, es
tomar las antitransformadas de Fourier y Laplace de la solucién del sistema de ecuaciones
transformado, sujeto a las apropiadas condiciones de contorno en el espacio y el tiempo.

Al igual que en el caso de dominios acotados, los problemas de estabilidad de corrientes
paralelas (dominios ilimitados) se han resuelto tradicionalmente utilizando la técnica de
descomposicién de la respuesta en modos normales. Este anglisis ha sido aplicado a este

tipo de problemas desde Rayleigh (1878, 1880) y se ha venido utilizando sisteméticamente
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hasta nuestros dias como lo demuestran los libros sobre estabilidad hidrodindmica de Lin
(1955), Betchov y Criminale ( 1967) y Drazin y Reid (1981). El objetivo de estos trabajos
es el de hallar la funcign que proporciona el valor del factor de amplificacién temporal en
funcién del niimero de onda de la perturbacién o — a(k), donde ¢ = —Wwj, ¥ que recibe el
nombre de relacién de dispersidn temporal'. En estos trabajos se supone ademds, y por

extension de lo que ocurre en el caso de flujos confinados, que la respuesta del sistema,

tipo de an4lisis se pusieron de manifiesto en los experimentos realizados por Schubauer y
Skramstad ( 1947) sobre la estabilidad de la capa limite de Blasiug ¥y por Browand (1966)
y Freymuth (1966) en el caso de la capa de mezcla, En estos trabajos, los flujos eran
excitados a una determinada frecuencia y se observaba que las perturbaciones, en vez de

cias experimentales condujeron a autores como Michalke ( 1965) a buscar soluciones a las
ecuaciones linealizadas de ]a forma, f(y) expi(kz — wt), siendo ahora w la frecuencia de
la excitacién Y, por tanto, un pardmetro con valores reales, ¥ k el nimero de onda que

puede tomar valoreg complejos. La blisqueda de este tipo de soluciones recibig el nombre



2.1. INTRODUCCION 21

aproximacién por el anélisis cldsico de estabilidad temporal. Gaster (1965) fue el primero
en el campo de la Mecdnica de Fluidos en tratar el problema de la propagacién de ondas
lineales forzadas de forma rigurosa 3 y, posteriormente, Gaster (1968) consider6 también
el problema de valores iniciales en la evolucién de las perturbaciones. Hay que indicar que
en el problema de valores iniciales ya se habian hecho grandes progresos en otros campos
tales como la Fisica de Plasmas desde el trabajo pionero de Landau (1959) y continuado,
entre otros, por Sturrock (1961), Briggs (1964) y Bers (1975). Estos trabajos proporcionan
la sistemadtica necesaria para clasificar los tipos de inestabilidades que pueden aparecer
en corrientes paralelas, y que se ha venido utilizando desde entonces en la Mecéanica de
Fluidos. En particular, en el trabajo de Briggs (1964) sobre la interaccién de corrientes de
electrones con plasmas, se establece un criterio fundamental que puede aplicarse también
de forma directa al estudio de inestabilidades hidrodinamicas de corrientes paralelas. Este
criterio determina bajo qué circunstancias las perturbaciones introducidas en el instante
inicial en un flujo inestable son convectadas aguas abajo o bien son amplificadas tempo-
ralmente en la regién del espacio en la que se introduce la perturbacién. Esta distincién es
fundamental en la clasificacién de los distintos tipos de flujos abiertos. En efecto, cuando
las perturbaciones son amplificadas y convectadas aguas abajo, estos sistemas exhiben
un comportamiento a modo de amplificador de ruidos (Huerre y Monkewitz 1990) y, por
tanto, son extremadamente sensibles a las perturbaciones externas al sistema; se dice
también que estos sistemas poseen una dindmica extrinseca o que son convectivamente
inestables. Sin embargo, cuando las perturbaciones crecen sin ser convectadas aguas abajo
4 el comportamiento del flujo es radicalmente distinto al caso anterior, ya que la evolucién
del sistema estd controlada por la dindmica interior y no por el ruido externo, a modo
de oscilador (Huerre y Monkewitz 1990); se dice entonces que estos sistemas exhiben una
dindmica intrinseca o que son absolutamente inestables.

Como es sabido, el problema de la evolucién lineal de las perturbaciones introduci-
das inicialmente en un flujo o excitadas en el mismo mediante una fuente externa, puede
resolverse mediante la integral de convolucién si se conoce la respuesta del sistema a un

pulso inicial. Por tanto, el problema puede plantearse en términos de la funcién de Green

3En los experimentos de Schubauer y Skramstad (1947), que sirvieron para demostrar la existencia
de las ondas de Tollmien-Schlichting, la excitacién era introducida en el flujo mediante el movimiento

periédico y transversal a la corriente de un hilo colocado sobre la pared.
4Las particulas fluidas sf son convectadas aguas abajo de la fuente, pero el movimiento ondulatorio

puede persistir y amplificarse cerca de donde se ha producido la perturbacién.
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G(z,y,t) tal que satisfaga:

9 dlo(y) o
LU, a7 an At Gz, y,t) = 6(8)6(x)s , 24
)2 0 2] e = s (2.4)
donde L es e] operador lineal de la ecuacién de Orr—Sommerfeld, z es la coordenada espacial
en la direccién del flujo bésico, y es la coordenada transversal ¥ R; son los pardmetros de
los que depende el problema. Una vez determinada, la solucién G(z,y, t), se dice que el

flujo bésico es linealmente estable si

a lo largo de todos los rayos x/t=constante. Se dice que el flujo bésico es linealmente
inestable cuando se verifica

th’m G(z,y,t) = 0o (2.6)

para al menos un rayo r/t=constante. Dentro del grupo de los flujos inestables, estos se
denominan convectivamente inestables si se verifica que

th G(z,y,t) =0, (2.7)

a lo largo del rayo z/t=0, mientras que se dicen absolutamente inestables aquellos para
los que

tli>r£o G(z,y,t) = 0o (2.8)

a lo largo del rayo z/t=0.
La solucién al problema (2.4) puede obtenerse tomando la transformada de Fourjer
en la direccién z ¥ la de Laplace en el tiempo, lo que da lugar a un sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias en la direccién Y cuya solucién g(y, k,w) puede invertirse
proporcionando, de forms, genérica (Huerre ¥y Monkewitz 1990)

o i e[i(kz—wt)] dodh 5
(z,t) = (27)2/1?/Lm wdk , (2.9)

donde se ha suprimido la dependencia, con la coordenada transversal al no ser esencial para

lo que se quiere mostrar; D(w, k) es una funcién conocida de Ia frecuencia y del ndmero
de onda (y de la coordenada, transversal) que resulta de la resolucién del problema, y los

subindices de lag integrales denotan los contornos de integracién para la integral de Fourier
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la convergencia de la integral (obsérvese que esta condicién puede interpretarse fisicamente
como la condicién de causalidad G(z,t) = 0 para t < 0). Una vez obtenida la integral
de Laplace mediante el teorema de los residuos, la integral de Fourier resultante puede
calcularse de forma aproximada para tiempos grandes. En efecto si, para un valor de k
dado, wn,(k) es la raiz (polo) de D(w,k) = 0 de mayor amplificacién temporal (mayor

parte imaginaria) se tiene que, para tiempos grandes (2.9) puede aproximarse por

1 +oo ilkz—wm (k)t]
G(z,t) = / c

57 | . 3Djawnte) B o (2.10)

Esta integral puede calcularse, a su vez, en el limite asintético t — oo, z/t fijo, mediante
la conocida técnica del camino de mdrima pendiente [steepest descent, (Bleistein 1984)].
De acuerdo con este método, si el contorno original de integracién puede ser deformado

en el plano complejo de los niimeros de onda de manera que pase por el punto k. tal que

dw T
— (k) ==, 2.11
dk (k) t ( )

se tiene para t > 1 que (Huerre y Monkewitz 1990)

ei[k*m—wt]

G(z,t) ~ (2m) "M 2ein/4 (2.12)

., (k)] [ (k)17

De esta expresion se deduce que la respuesta en cada rayo z/t=constante estd dominada

por el nimero de onda complejo k, tal que su velocidad de grupo satisface (2.11). A lo

largo de estos rayos, el factor de amplificacién temporal de las ondas es, claramente
o =w;(k.) — (x/t)ki - (2.13)

El méximo de (2.13) se encuentra para el nimero de onda k., tal que se verifique

do  Oo
= = 2.14
Ok; Ok, 0, (2.14)
lo que implica que
2 . 2 .
Owr | g Lo Owi g Owr O (2.15)

ok, | ‘Ok.Ok; Ok; ' Ok? Ok

Mediante las condiciones de Cauchy-Riemann aplicadas a la primera de las ecuaciones

(2.15), se deduce facilmente que k; = 0 ®, que sustituido en la segunda de las igualdades

3 . 2 . .
SEl término %’E(k*) es, generalmente, distinto de cero.



24 CAPITULO 2. ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL

amplificacién temporal se encuentra para el nimero de onda real kmez para el que la

funcién w;(k) alcanza su maximo: ¢ = Wi(kmaz) = Wimaz- Este es el valor del factor

o =wio(ky) con ky tal que 3—:(k0)=0. (2.16)

De acuerdo con (2.16), si Wio > 0, el flujo es absolutamente inestable, mientras que si

poral en el que, como se indicé anteriormente, la superposicién de modos, expresada por
las integrales (2.9) 0 (2.10), no se lleva a cabo. Por tanto, el andlisis clésico de estabilidad
no permite discernir si una perturbacién inestable, segiin dicho andlisis, crecerd indefini-
damente en un punto fijo del dominio fluido o finalmente decaerd en dicho punto al ser
convectada aguas abajo.

Debido a su importancia para los capitulos 3 y 4 de esta tesis, las ideas que se aca-

ban de exponer se ilustrardn en las dos secciones siguientes mediante la resolucién de las

Se considerardn tanto e] problema de valores iniciales (seccién 2.3) como la respuesta a
una excitacién externa (seccién 2.4). Aunque el problema que sirve aqui como ejemplo ha
sido extensamente estudiado en 1a literatura, su solucién se considerard aqui en detalle
debido a que el método empleado difiere, en alguna medida, de] usado en las referencias
clésicas sobre el tema, (Gaster 1965, Huerre y Monkewitz 1985, 1990, Huerre 2000). Me-

diante este método que, en nuestra opinién, es m4s sistemético y transparente, se han
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con condiciones iniciales y/o un forzamiento periédico.

2.2. Anadlisis de estabilidad de un flujo de cortadura

bidimensional: problema de valores iniciales.

Considérese la situacién esquematizada en la figura 2.1 en la que dos corrientes infinitas
de distintas densidades (p; < p1) y velocidades (U > U,) fluyen de forma paralela. Las
ecuaciones linealizadas no viscosas que describen la evolucién de las perturbaciones de

presién reducida P y velocidad transversal © son

A

V2P =0, (2.17)

8@(1 2) 6’13(1 2) 1 815(1 2)
e C2 R 5 2 — 2 2.18
YR ) (2.18)

donde los subindices (1,2) denotan cada una de las corrientes. Obsérvese que la com-

e R e

h,
I »
P2, U,
y
A
X - , |
T e T
. s
———— * h
> U
S pl > 1 ‘ 1
i
v
T T P = T ~ T A

Figura 2.1: Esquema del flujo de cortadura a estudiar

ponente longitudinal de la ecuacién de cantidad de movimiento ha sido sustituida por la
divergencia de la ecuacién de cantidad de movimiento, y que no se ha escrito la ecuacién

de continuidad puesto que ésta simplemente permite calcular la componente longitudinal



26 CAPITULO 2. ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL

de la velocidad una vez conocida su componente transversal. Las condiciones de contorno
para el sistema de ecuaciones (2.17)-(2.18) son

y=h2 vy =10 ) y=—h1 ’U1=0, (219)
T — %00 D), Bra —0, (2.20)
L A dg
V=0 BB ghilor~ po) = -3k (2.21)
09s 09s
—0 o — 9Ys 9Ys 2.2
y=0 9qy9 5 T Uy 5 (2.22)

donde (2.19) es la condicién de impermeabilidad, (2.20) es la condicién de que las per-
turbaciones se anulan en el infinito, (2.21) expresa el salto de esfuerzos normales en la
entrefase, siendo ~ la tensién superficial entre los dos medios ¥ 9 la aceleracién de la
gravedad, y la ecuacién(2.22) indica que la entrefase §, es una superficie fluida. En lo
que sigue se analizarg la evolucién de las perturbaciones descritas por las ecuaciones y

condiciones de contorno (2.17)-(2.22) a partir de unas condiciones iniciales
E=0: Dz =80 4(2,y), g, = 92(z) (2.23)

que seran detalladas posteriormente una, vez, que se haya llevado a cabo de forma con-
veniente un tratamiento previo de las ecuaciones y condiciones de contorno. En efecto,
obsérvese primero que, dado que el dominio es ilimitado en la direccién z y las pertur-
baciones decaen a cero en el infinito, es permisible usar en el anélisis la transformada de

Fourier segin la coordenada z. En términos de las variables trasformadas,

+o0 . +oo . oo .
U(1,2) =/ ’(A}(172) etk dz , P(1,2) —_—/ _P(1’2) etk dz » Us :/ Z}s etk dr ,
—60 —oo —oo
(2.24)

la ecuacién (2.17) se escribe

d?P,
S kR ~0. (225)

Las condiciones de impermeabilidad (2.19) requieren aﬁz/ay(y = hy) = Bﬁl/ay(y =

—h1) = 0, por lo que las soluciones de (2.25) son de la forma
b= A 4 e_2k’“e_ky) Yy Py= B (e hachy | e ) (2.26)

donde A y B son funciones del tiempo que podrin determinarse posteriormente. Si (2.26)

se sustituye en la transformadas de las ecuaciones (2.18) se obtienen las ecuaciones

0 1
'% + z'kle = —p—lAk‘ (eky - 6_2kh1€—ky) , (227)
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% 4 ikUyv, = —~ Bk (—e™F 4 e7h2ehy) (2.28)
t P2
Por otra parte, las condiciones de contorno (2.21)-(2.22) se escriben, una vez transforma-
das,
A(1+e M) — B (1+e72) — gy,(p1 — p2) = 7KYs , (2.29)
v(1,2) = % + 1kU(1,2)ys - (2.30)

Si se particularizan ahora las ecuaciones (2.27)-(2.30) en y = 0 y se emplean la relaciones
(2.29)- (2.30) se obtiene la ecuacién diferencial que gobierna la evolucién temporal de la
entrefase

2

&y,
(o1 coth(khy) + pa coth(khy)] dtz + 2ik[pr coth(kh1)U + po coth(khe)Us)]

+ [g(p1 — p2)k + vk® — k* (p1 coth(khy)UT + pa coth(kha)U3)] ys = 0.

@u
dt (2.31)

La ecuacién (2.31) admite soluciones de la forma %e™*

o= % (—k:B +VEE BT+ AC) , (2.32)

donde
A = py coth(khi) + py coth(khy) , B = py coth(khy)Uy + pg coth(khy)Us (2.33)
y C=g(p1— p2)k + 7k — k? (py coth(khy ) U2 + py coth(kha)UZ) . '
El valor de @ es imaginario si se satisface la relacién
[p1p2 coth(khy) coth(kho))? (Uy — Us)* . (2.34)

4vg(pr — pa) [p1 coth(khy) + pg coth(khy)]?

que, como se comprueba facilmente, coincide para |khi| — oo y |khe| — 00, con la condi-
cién de inestabilidad del problema clésico de Kelvin-Helmholtz (Chandrasekhar 1961). El
célculo de la relacién @ = @(k) es el principal objetivo del andlisis clasico de estabilidad
temporal, y segtin dicho anélisis el flujo basico serfa inestable para perturbaciones que
satisfacen (2.34). No obstante, dicho resultado es claramente insuficiente para describir

tanto la evolucién espacio-temporal de las perturbaciones, como para decidir si el tipo de

60bsérvese que, aunque el problema hubiera podido resolverse mediante el uso de la transformada de
Laplace en el tiempo, en este caso no es necesario para un tratamiento analitico del problema puesto
que las dependencias espacial y temporal se separan de forma natural en las ecuaciones de estabilidad.
Se seguird por tanto el camino alternativo, pero equivalente, de analizar el problema en el dominio del

tiempo, lo que hard que ciertos cdlculos sean mas directos y transparentes.



28 CAPITULO 2 ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL

£2)_ (2.35)
(01U + p2Us)

frente a h; y 4, (lkhy| > 1, [kha] > 1), Io Que€ permite sustituir las funciones hiperbélicas
por su limite (en este caso 1 o -1) para grandes valores de] argumento. Introduciendo en

la ecuacién de Ys, una vez simplificada, log siguientes pardmetrog y variables

(01U + pyU)? (101 + pyU)? Y(e1 + ps)
= ———""2_y TET———=t k= sk,
(o1 + ps) Y(o1 + py) (p1U; + p2Us)
Uy - Uy)?
f=__ (U-y) . (2.36)
(U%UE + \/%UQ)
se obtiene

1+ 2k + (k%] - (1+8)]n=0. (2.37)

La ecuacién (2.37) se resolvers Sujeta a las condiciones Iniciales
n0)=0 , #0)=1, (2.38)

i

(k) = (€78t — gmienty (2.39)

W1 — wo

wWi1,2)(K) =k + VK2K| — BK2 . (2.40)

Finalmente, 1 evolucién tempora] de la entrefase adimensiona] 7(z,t) se obtiene a] aplicar
la transformada inversa a la solucigp (2.39)

7 +o0 e—iwlt — e~ twat ) d
iz, t) = - —— iR g, 2.41
R e e (241)
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A continuacién se llevard a cabo la evaluacién asintética de la integral (2.41) para tiempos
grandes mediante el método de la pendiente méxima, y el resultado se comparara con el de
su evaluacién numérica. El buen acuerdo existente entre las dos soluciones justificara en-
tonces que el andlisis de estabilidad del flujo considerado pueda basarse en los resultados
de la aproximacién asintética segin los criterios enunciados en la seccién anterior. Para
la evaluacién asintética de acuerdo segun el método del descenso méximo, es conveniente

expresar la integral (2.41) en la forma

; 00 it(kz/t—wi(K)) it(—kz/t—wi(—k)) _ git(kz/t—w2(K)) _ pit(—Kz/t—wa(k))
M@t =I=o- | = aa : : x|
2m Jo w1 — Wo
(2.42)

con el objeto de descomponer esta expresién en cuatro sumandos, cada uno de la forma

(2.10). Sin embargo, puesto que el denominador de estas integrales se anula para ciertos
valores de k positivos, no estd justificado calcular esta integral como suma de las integrales
por separado. Esta dificultad puede soslayarse si se asegura que los polos del integrando
estén siempre fuera del eje real, lo que se consigue, simplemente calculando I como el
limite

; i y 00 git[kz/t—wi (k)] 4 00 eltl—rz/t—wi(—k)] d
=—Iim K+ k=
2 e—»O{/O u)l(li',) — u)z(li) +e€ /() Wi (—Iﬁ}) - w2(——’€) T e

- /oo eit[nw/t—wz("v)] die /°° eit[—“m/t_‘”(_’i)] dl%'} _ (243)
o wi(k) —wa(k) +e o wi(—k) —wa(—kK)+e

:11,1'%[11—*—[2——[3—14] .

Obsérvese que este procedimiento est4 justificado debido a que, por supuesto, la integral
original (2.42), es convergente. Puesto que cada una de las integrales del segundo miembro
estd ya expresada en la forma apropiada para la aplicacién del método del descenso
méximo, s6lo resta hallar los s, que cumplan (2.11) y los correspondientes valores wi (x«)
y wa(ks). Para ello, obsérvese primero que, de acuerdo con (2.40), tanto w; como wsp

satisfacen la ecuacién caracteristica
(w—k)’ — K|K|+ B2 =0 (2.44)

que derivada implicitamente proporciona, haciendo uso de la relacién (2.11),

2 (%% - 1> (w — k) — (3x% — 2k) = 2 (% - 1) (w—K)— (362 —26B) . (2.45)

El sistema de ecuaciones (2.44)-(2.45) permite hallar los siguientes valores de &, ¥ w(kx):

2 2
Ko = 302 + 58+ 5V 307, (2.46)
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w(k,) = [1 + é @02 +ﬂ)J Koy — iﬁ (C*+p) (2.47)

donde C = 2/t — 1. De las expresiones (2.46)-(2.47) puede obtenerse de forma inmediata
el rango paramétrico de B para el cual el fAujo serd absoluta o convectivamente inestable
segtin el criterio de Briggs, enunciado en §2.2. En efecto, para el rayo z/t = () (C=—1)se
deduce de (2.46) que para B> 1/3, k sera imaginario, lo que proporciona, de acuerdo con
(2.47), una parte imaginaria, positiva bara w, con lo que para estos valores del pardmetro I6]
la inestabilidad ser absoluta. Para valores menores de (3 en el rango 0 < B <1/3,wesreal

de las perturbaciones, que debe ser del orden de |Uy — Uil puesto que la causante del
desarrollo de la inestabilidad es 1a diferencia de velocidades entre los dog fluidos, supera,
a la velocidad con Ia que éstas son convectadas (mUl + \/m U,).

Una vez calculadas x, Y Wy, la expresién asintética de lg integral (2.43) puede obtenerse
sin dificultad. Para ello, obsérvese que las integrales I; de la ecuacién (2.43) dependen de

C de tal forma que
L=nC) , L= L(-C) |, L= L) |, I, = L(-C), (2.48)

con lo que solamente existen dos integrales independientes en (2.43),

de la evaluacién de (2.41) tanto de forma asintdtica como numérica”. Obsérvese tanto 1a

dispersién como g amplificacién del pulso conforme éste eg convectado aguas abajo. Es de
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F 6E+04 r

4E+02 [ - o

T r Asintdtico ..

- 3E+04 Numérico

2E+02 | r
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2k [ 3E+04 |
r ()

_4E+02 ST T U R TR TR ST TS NS AT U D N S ST I BT _6E+04 NN TR SN TS NN FEETE FE RN R
0 50 100 150 200 100 150 200 250 300 350 400 450
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Figura 2.2: Evolucién espacial de un pulso para dos instantes distintos de tiempo: (a) t=150, (b) t=300.
8=0.2

en una posicién fija del espacio para distintos valores de 3 en el rango 0 < 3 < 1/3,
correspondiente al tipo de inestabilidad convectiva. Obsérvese como la amplitud primero
crece con el tiempo para decaer posteriormente a medida que el pulso es convectado

aguas abajo, siendo el decaimiento més lento para mayores valores de (. Finalmente,

6E+02 r
1Br :Asintético n
: 3E+02 |
5F C
n _ i
-5 N n 0E+00 I
-15 FNumérico 3402
: rNumérico (b)
-25 Y T B | l I l
'6E+02"“"'lllllu.|.
’ b 200 300 400 0 100 200 300 400
t
t

Figura 2.3: Evolucién temporal de un pulso en x=100 para dos valores distintos de 3: (a) 3=0.2 y
£=0.3, un valor muy préximo a 3=1/3 para el que la inestabilidad es absoluta.

la figura 2.4 muestra la evolucién temporal en varias posiciones fijas del espacio para
valores de [ en el rango 3 > 1/3 (inestabilidad absoluta). Obsérvese que, en este caso,

la inestabilidad se propaga también aguas arriba como se muestra en la figura 2.4 (c). A

7
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2.3. Analisis de estabilidad de un flujo de cortadura

bidimensional: problema forzado.

En esta seccién se tratard el problema de la evolucién de las perturbaciones generadas
por una fuente que excita, a frecuencia constante, el flujo considerado en la seccién an-
terior. Obviamente, la respuesta a excitaciones con leyes temporales més generales puede
obtenerse mediante sintesis de Fourier. Al tratar de resolver este problema dentro de la
aproximacién lineal, se encuentra la aparente paradoja de que las ecuaciones (2.17)-(2.18)
que gobiernan la evolucién de las perturbaciones no contienen términos fuentes y, por
tanto, las perturbaciones sélo podrian ser excitadas mediante condiciones iniciales. Esta
dificultad puede soslayarse si se tiene en cuenta la idea introducida por Lighthill (véase,
por ejemplo, Lighthill 1978) en su estudio pionero sobre la generacién aerodindmica de
sonido, de que la fuente de las perturbaciones proviene de los términos no lineales de las
ecuaciones de Navier-Stokes despreciados en las ecuaciones linealizadas (2.17)-(2.18), y
que deben ser retenidos para describir el flujo en la zona de excitacién. Esto hace que los
términos no lineales entren en las ecuaciones (2.17)-(2.18) como fuentes localizadas en la
regién del espacio en la que se encuentra el dispositivo excitador, pudiendo estudiarse la
propagacién de las perturbaciones suficientemente lejos del mismo, mediante las ecuacio-
nes (2.17)-(2.18) suplementadas con términos fuentes cuya dependencia espacio-temporal
debe suponerse conocida (puesto que la determinacién detallada del flujo en la zona de
excitacién cae fuera del andlisis lineal). Si teniendo en cuenta dichas fuentes se realiza
un anélisis enteramente similar al que llevé de las ecuaciones (2.17)-(2.18) a la ecuacién
(2.37) para la transformada de Fourier de la entrefase, se obtiene, para una excitacion

armoénica de frecuencia 2 concentrada alrededor de x = 0,
i + 2ikn + [£%|k] — £*(1 + B)] n = cos(t) . (2.50)

La solucién a la ecuacién (2.50) puede hallarse de forma inmediata, mediante la integral de
convolucién, a partir de la respuesta (2.41) al pulso inicial hallada en la seccién anterior.

Se obtiene,

+o0o  pt —wl(t Ty _ e—iwz(t ) O
fi(z,t) = Re {2 / / e~" e dr dlﬁ:| =
iy — Wa

e—zwlt _ e—-iQt e—iwzt _ e—iﬂt )
—R . G| = Re[] ,
e[27r/oo wl——wg( wy — §2 wy — )e R] ell]

(2.51)
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donde I es una abreviatura que denota la integral dentro del corchete de la segunda
igualdad de (2.51). Para la evaluacién asintética de esta integral mediante ] método del

descenso maximo, es conveniente expresar I en la forma

I= ;—; /0 " (G() + G(=r)) dr (2.52)
donde
e~wi(R)t _ it i e~w2(k)t _ it i
W = = LGOI ) IS O = pmen o o oy (2.53)

= G1(k) — Gy(k) .

Para separar (2.52) en la suma de dos integrales, se emplears el mismo procedimiento que
en la seccién anterior para integrales que contienen polos en el eje real, y que consiste en
sumar una pequefia cantidad compleja € al denominador de G1y G2, y calcular I como
el limite

1., [® L,
I = —%ll-{% ; [Gl(lﬁ) + Gl(—-li) — Gg(li) — GQ(—R)] dli = —%lg}g (I1 -+ 12 — 13 — .[4) )

(2.54)

donde I,... I, son abreviaciones para denotar las correspondientes integrales en el se-
gundo miembro de g primera igualdad de (2.54)%. En adelante se detallard vinicamente
el célculo de la integral I, puesto que el procedimiento bara el célculo de las restantes

es completamente analogo. Adem4s, para simplificar la notacién, no se harg explicita la

dos integrales

00 KT
e

oo et . . .
I=/ e““dfi—emt/ de =L, — e [
Tl @ s wi)(w, — Q) o (Wi —w)(w — Q) ' g
(2.55)

A continuacién se evaluardn las integrales en (2.55) comenzando por la segunda de ellas

S¢ encuentran a distancias del orden € del eje real. Es ficil ver que, debido a que el integrando de la
integral original (2.51) no es singular en estos puntos, las contribuciones de estos polos a I;... I, van a

cancelarse en (2.54). La validez de esta afirmacién se comprobard al comparar los resultados asintéticos
obtenidos con los numéricos,
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original sobre el eje real por los caminos mostrados en la figura 2.5, dependiendo del signo
de z, y que son de descenso méaximo en los extremos del intervalo de integracién. Mediante

el teorema de Cauchy se tiene entonces que

einw einz
dx = dk £ 27t residuos . 2.56
Lo—ae o= Lo—wen 2 (2:56)

Es facil ver ahora que la integral buscada debe decaer con la distancia |z| aguas abajo.

C,: Camino de integracion
para x>0

F: Camino original de
integracion

Ky (Q.)

C,: Camino de integracion
para x<0

Figura 2.5: Distintos caminos de integracién, determinados por el signo de z, para hallar el valor de las

integrales Iy

En efecto, la contribucién de los residuos a dicha integral es siempre de la forma I ~
exp(—|Im(k;)||z| — iQ2t), donde ; es el valor de « correspondiente al polo i en el interior
del contorno F+C'. Adems4s, la integral sobre el contorno C' se reduce, en el limite R — oo
a la integral sobre el eje imaginario iy, siendo el integrando exponencialmente decreciente
con |y| y aumentando la tasa de decrecimiento con |z|, por lo que la mayor contribucién a
esta integral proviene de puntos sobre el eje imaginario muy cercanos a £ = 0. Se deduce
por tanto, que la integral (2.55) permanece siempre acotada con z, y que tiende a cero
para grandes valores de |z|. Esto contradice a lo sostenido por reputados investigadores en
el campo de la estabilidad de corrientes paralelas tales como Huerre y Monkewitz (1985,
1990), Huerre (2000), quienes aseveran que la integral I3, puede presentar un crecimiento
exponencial con z aguas abajo de la fuente cuando la inestabilidad es convectiva. Sin
embargo, es precisamente la primera de las integrales en (2.55) ,I1,4, a los que los citados

autores conceden una importancia secundaria, la responsable del crecimiento exponencial
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antes referido. En efecto, al evaluar I, mediante el método de la pendiente méxima,
se observa que tanto el punto de fase estacionaria &, como w(k4) vienen dados por la
expresiones (2.46)-(2.47) de la seccién anterior, puesto que el exponente del integrando
de I3, es idéntico al que aparece en la primera de las integrales en (2.43) que surge en el
problema del pulso inicial. La, diferencia entre ambas integrales radica en que el integrando

de I1, contiene singularidades localizadas (polos) dados por las raices de
wi(k) =0 =0, (2.57)

que, como se comprueba elevando al cuadrado la igualdad anterior, también son raices
del polinomio ciibico®

(Q—-r)?— (K — Br?) =0. (2.58)
De las tres soluciones x = %(Q2) de (2.58), sélo una satisface la condicién (2.57), por
0.08

0.06 E_ K3 (Q)

0.04 — J

0.02 — K 2 ()

-0.02 [

lo que las dos restantes deben excluirse. En 1a figura 2.6, se han representado en forma
paramétrica las tres ramas x, (), £2(Q) y &3 (€2), que son soluciones de 1a, ecuacion (2.58);
se comprueba que sélo k; (2) satisface (2.57). En la figura 2.7 se han representado la curva,

%El calculo de estas raices es el objetivo de los denominados an4lisis de estabilidad espacial (Michalke
1965). ’
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donde se encuentran los polos del integrando de I, (curva C,), la curva que determina la
posicién de los puntos de silla (curva Cps), y los caminos de descenso méximo [Re(kz —
wt)=cte, Bleistein (1984)] que emanan de x = 0 (camino C;) y del punto de silla x.
(camino Cs) correspondiente a un rayo dado (o, lo que es lo mismo, a un valor dado del

pardmetro C' = z/t — 1 introducido en la seccién anterior). Para la evaluacién de I,

K; C
ps
>
Cl el C s Linea de corte «,
/7 P k() 4™ Curva de
, /
polos
Caminos de |~ _-
pendiente maxima{ T —— —="_Curva de puntos
K, de silla
C x/t,
2

Figura 2.7: Curvas de polos y de puntos de silla mostrando los caminos de steepest descent emanando
del punto de silla y de k = 0. Para la frecuencia  de excitacién considerada en este ejemplo genérico,

ocurre que x1({2) se encuentra encerrado por el contorno de integracién en el plano complejo Cy + Co.

debe tenerse en cuenta que si, para una frecuencia de excitacién ) dada, se considera un
rayo para el que los correspondientes caminos de descenso méximo C; y Cs encierran al
polo del integrando x1(2), a la contribucién a I;, proveniente de los caminos de descenso

méximo, hay que afiadir la contribucién de los residuos en el polo citado (Bleistein 1984).
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En este caso se obtiene
ei[kfx—wt]
[wi(s) — wa(kd)] [ [d%w/dk?] . ca| /2
eilkBz—wt]
w1 (62) — wa(kB)] |t [d2w/dk?),_ o5 | /2
cilk1 (Q)e—0t)

[wr [ ()] = w2 [ (D] [0(Q = w1) /OR] ey

Por el contrario, si los caminos de integracién no encierran ningtn polo (lo cual sucede

I, ~ (27)1/2ei”/4 +

+ (27)/2gin/4 (2.59)

(—2m7)

para valores de z/t suficientemente elevados), s6lo deben retenerse el primer y segundo
sumandos de (2.59), que representa una perturbacién cuya amplitud decae tanto para
grandes valores de z (con ¢ fijo), como para grandes valores de # (en z fijo). En efecto,

para grandes valores de z/t (C — 00) se deduce de la relacién (2.46) que

4 4 rx\2 2 B32t?
A2 2 2 (2 B —_—~ —_ 2.60
R =50 9(t) =Bt m =Bt (2.60)

y teniendo en cuenta que de (2.40)

wi(Kx) — wa(ks) = 24/k3 — BK2 (2.61)

o, 3 3k, — 28
d_lﬁ_z(h:*) = 2(K3* _5)1/2 - 4(5* —5)3/2 )

se deduce de lo anterior que el primer sumando decae como z—5/2 para grandes valores

(2.62)

de r, mientras que el segundo lo hace como z~1/2, Asimismo, para grandes valores de
t, se deduce que , tiende a un valor constante, siendo ademgs w(k«) real; esto implica
que todos los términos que dependen de K. en los dos primeros sumandos de (2.59) sean
constantes y que la contribucién a la integral I;, de los mismos decaiga como ¢t~1/2 ep
cada z fijo. Por el contrario, a lo largo de los rayos para los que el tercer sumando de
(2.59) deba retenerse, la evolucién para tiempos grandes es, en cada z fijo, una funcién
armonica de amplitud constante, creciendo dicha amplitud de forma exponencial con la
distancia z aguas abajo de la fuente debido a que Im[x;(Q)] < 0, como se muestra en
las figuras (2.6)-(2.7). La contribucién de este término a la integral ha de incluirse sélo
para los rayos tales que los caminos de descenso méximo que emanan de los puntos de
silla correspondientes, abarquen al polo £1(€2) (véase la figura 2.7). A continuacién se
determinara un criterio que permite acotar el intervalo espacio-temporal dentro del cual
debe estar incluido el rayo limite a partir del que se debe considerar la contribucién de

dicho polo y, posteriormente, se llevar4 a cabo Ia, determinacién de dicho rayo. Para ello,
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obsérvese primero que los puntos del plano x complejo para los que dw/dk(k.) = z/t, han
de corresponderse con los méaximos de los isocontornos w; = cle, ya que en estos puntos
Ow; /0K, = 0y, por tanto, dw/dk es real y de valor dw,/0k,. El lugar geométrico de dichos
m&ximos constituye, por tanto, la curva de puntos de silla, denotada como C,; en la figura
2.7. Nétese que el camino de méxima pendiente que emana de un punto de silla genérico
K«, se dirige siempre hacia valores crecientes de la funcién ¢ = Im(k.z/t — w), de forma
que el exponente del integrando de I, definida en (2.55), decrezca monétonamente sobre
dicho camino. Adema4s, de las hipétesis realizadas en el curso del andlisis, es facil deducir
cuél debe ser la direccién de las ¢ crecientes. En efecto, se ha asumido que los puntos de
silla son simples (es decir, que d%w/dk? # 0) y, por otra parte, que dw,/0k, = z/t > 0
en el punto de silla que se encuentra sobre el eje real'’. Ademds, como el punto de silla
correspondiente al rayo 0w, /0k, = z/t = 0 ha de encontrarse en el semiplano x; < 0 1 se
deduce inmediatamente que dw, Ok, decrece mondtonamente a lo largo de la curva de los
puntos de silla en la direccién indicada en la figura 2.7. Por tanto, para un valor fijo de z/t,
la funcién z/t — dw/dk evaluada sobre Cps es 0 para el valor de &, correspondiente a z/t
y positiva (negativa), en puntos k. sobre Cps tales que x; < Im[k.] (k; > Im[x.]). Esto
implica que, para un valor de z/t fijo, la funcién ¢ = k;(z/t) — w;(k,, k;) debe decrecer en
el plano complejo k hacia el interior de la curva w;(kr, ;) = cte que pasa por el punto de
silla ., correspondiente a z /¢, mientras que debe aumentar en la direccién opuesta (véase
la figura 2.8). Por tanto, el camino de pendiente méxima que emana de k, ha de abarcar
al isocontorno w;(k,, ;) = w;(K«), puesto que, de otra forma, la funcién ¢ decreceria sobre
dicho camino si éste cortase al isocontorno (véase la figura 2.8)'2. Se deduce, por tanto, que
para cualquier frecuencia de excitacion 2, la evolucién de la onda es periédica en el tiempo
dentro de la regién espacio-temporal delimitada por los rayos 0 < z/t < Ow,/0K(Kme),
siendo Kpe €l méximo de la curva de polos (w; = 0). Naturalmente, esto es debido a que el
polo k1(2), al estar situado sobre el isocontorno w;(k., k;) = 0, siempre debe ser abarcado
por el camino de pendiente méxima. Por otra parte, cuando el punto de silla se encuentra
sobre el eje k; = 0, hecho que ocurre para & = K, siendo K, €l maximo de la relacién

de dispersién temporal, la contribucién del polo a la integral I, no debe considerarse ya

10Esto ocurre para el rayo z/t = Ow,/0k,(Km:), donde K, es el maximo de la relacién de dispersién
temporal

1 Esta condicién se verifica siempre que el sistema sea convectivamente inestable.

12Como nota adicional, es facil verificar que, puesto que el camino de descenso méximo verifica la

relacién k,(z/t) — wr = Relk«(z/t) — w(ky)], junto con que w = w(k«) + (z/t)Ak + O(Ak?) en las

cercanias del punto de silla, el camino de descenso maximo ha de ser tangente a la curva w; = cte.
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que el camino de pendiente méxima es el propio eje real'?. De lo anterior se deduce de

forma inmediata que el rayo limite (/) 1im buscado se encuentra, necesariamente, en el

intervalo
Ow, x Ow,
%[’fme] < (?)lim < Tfﬁr[ﬁmt] . (263)

El criterio (2.63) establece que, para cualquier rayo 2/t < A, /0Ky [Kme), la respuesta va a
ser periédica con una frecuencia, 2 igual a la de la excitacién, mientras que la respuesta en
la regién espacio-temporal z/¢ > Owy/ Ok, [Kme], serd la correspondiente a un transitorio
(véase la figura 2.9). El rayo lfmite proporciona por tanto una estimacién de Ia, velocidad

de la propagacién de Ia respuesta del sistema a ung excitacién periédica. Una vey hechas

K Linea de corte

—

\ e X/t¢
. ) / - Curva de puntos
Camino de max1ma\j de silla

pendiente

partir del cual ha de considerarse la contribucién del polo k1(Q), se establece facilmente
si se tiene en cuenta que, como se indicé anteriormente, el camino de descenso méximo
que emana del punto &, est4 determinado por los puntos « para los que se cumple que
K[t~ wp(ky, ;) = Re(k,)z/t — wr(k.). Por tanto, el rayo limite a partir del cual o]

camino de méxima, pendiente abarca a] polo, se define segun las condiciones

Re[s1(Q)]z/t — 0 = Relk,Jz/t — wr(fe) 'y Imfk, (Q]z/t > Im[k,]z/t — wi(k) . (2.64)
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Zona de comportamiento

peri()ﬂico delasefial  x/t=Gwr/Ok[Kme]  X/t=0cr/OKe[Keni]

—

477/,/ /////71’ )
/ " Zona de comportamiento
S/ 7 . . ~
g transitorio de la sefial
t ) Ve P 7

v

Figura 2.9: Esquema que muestra las cotas (2.63) del espacio-tiempo que delimitan los comportamientos
transitorio y periédico de la senal.

De nuevo, estos resultados estén en contradiccién con lo expuesto en Huerre y Monkewitz
(1990) y Huerre (2000), quienes consideran que la contribucién de I, es un transitorio
inicial que finalmente debe decaer a lo largo de cualquier rayo y asocian, por tanto, la
respuesta permanente a la excitacién con la integral Iy, la cual se ha demostrado que
debe decaer de forma exponencial con la distancia aguas abajo de la fuente.

Los resultados de la evaluacién asintética de la forma de la entrefase (2.51), que han
sido obtenidos calculando las integrales que aparecen en (2.54) siguiendo los pasos explica-
dos en el parrafo anterior, han sido comparados con los resultados numéricos en las figuras
2.10-2.11. En las figuras 2.10 (a-b) se muestra la forma de la entrefase para dos instantes
diferentes. Obsérvese que la amplitud de la entrefase crece hasta alcanzar un maximo
para decaer tras el mismo. Debe indicarse que los andlisis asintdticos clésicos presentados
en Gaster (1965), Huerre y Monkewitz (1990) y, mds recientemente, en Huerre (2000) no
recogen este comportamiento que, desde un punto de vista fisico, debe estar presente en
la propagacién de ondas excitadas externamente. Obsérvese también que, como era de
esperar, la forma de la perturbacién se dispersa aguas abajo, y que el acuerdo entre los
resultados asintéticos y numéricos es mejor cuanto mayor es el tiempo. En las figuras 2.11
(a-c) se muestra la evolucién temporal de la perturbacién en tres puntos fijos aguas abajo
de la fuente cuyas coordenadas son z = 100, z = 200 y = = 300 respectivamente. Obsérve-
se cémo la respuesta tiende en todos los casos a una funcién periédica de frecuencia 2,
siendo la amplitud de la oscilacién en el punto més alejado de la fuente varios érdenes

de magnitud mayor que en el més cercano a la misma. Nitese también cémo la respuesta



42 CAPITULO 2 ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL
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Figura 2.10: Evolucién espacial de una seiial periédica con Q = 0,1y g = 0,2 para distintos instantes
de tiempo. a) ¢t = 100; b) ¢ = 200.

2.4. Conclusiones

En este capitulo se han revisado conceptos de la estabilidad lineal de movimientos
fuidos que seran de utilidad esencial en capitulos posteriores. En particular, se ha puesto
de manifiesto c6mo tanto e] andlisis cldsico de estabilidad temporal (Rayleigh 1878, 1880,
Chandrasekhar 1961, Michalke 1964, Drazin y Reid 1981) como el m4s reciente de esta-
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6E+02 26404
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Figura 2.11: Evolucién temporal, en varias posiciones fijas del espacio, de una sefial periédica excitada
a una frecuencia adimensional = 0,1, y para un valor del pardmetro § = 0,2. a) z = 100; b) z = 200;
c) z =300

Cuando se resuelve el problema de valores iniciales para las perturbaciones, los méto-
dos del anélisis cldsico de estabilidad temporal que, esencialmente clasifican al sistema
como estable o inestable de acuerdo con que admita o no alguna solucién de la forma e**
con parte imaginaria de w negativa, son insuficientes para describir la evolucién temporal
de las pequerias perturbaciones introducidas en el flujo inicialmente. En efecto, cuando
el problema de valores iniciales se resuelve de forma completa, puede resultar que en un
punto fijo del dominio fluido la perturbacién inicialmente crezca con el tiempo, cualitati-
vamente de acuerdo con las conclusiones del anilisis de estabilidad temporal, pero acabe
por decrecer en dicho punto debido a que es convectada aguas abajo, teniendo lugar el

tipo de inestabilidad denominada convectiva. Estd claro que este comportamiento no es
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efecto, la superposicién de modos conlleva, la, aparicién de interferencias entre ellos que
hacen que el crecimiento de las perturbaciones no seg puramente exponencial, sino de la
forma f ~ e LR, Asimismo, la superposicién modal fija la velocidad de propagacién de
las perturbaciones que determina, en flujos inestables si, en un punto fijo del espacio, la
amplitud de las perturbaciones decae con el tiempo al ser éstas convectadas aguas abajo
(inestabilidades convectivas) o bien si lag perturbaciones se amplifican temporalmente al
ser el tiempo de crecimiento de la perturbacién menor que el convectivo (inestabilidades
absolutas). Por tanto, el anilisis de estabilidad temporal, que se limita g encontrar so-
luciones a las ecuaciones linealizadas que dependan del tiempo en la forma e (")t con
k real, puede predecir si un fAujo serd estable o inestable, pero no permite concluir nada
acerca del tipo de inestabilidad que desarrolla, absoluta o convectiva, ni de la evolucién

espacio-temporal de 1a perturbacién. Debe puntualizarse, no obstante, que los resultados

el Briggs, expuesto en §2.1.

Por otra, parte, el objetivo de los analisis de estabilidad espacial (Michalke 1965, Mon-
kewitz y Huerre 1982), es caracterizar las perturbaciones que se amplifican bajo una
excitacién temporal externa de frecuencia constante w. Para ello, se suponen soluciones g
las ecuaciones linealizadas de la forma, eilk(w) z—w 9, donde w en este tipo de andlisis sélo

la propagacién de pequefias perturbaciones, debido que los experimentos de Schubauer y
Skramstad (1947) y, posteriormente, de Browand (1966) y Freymuth (1966) sobre estabili-
dad en flujos de cortadura excitados arménicamente, demostraron que las inestabilidades

se amplifican exponencialmente con la distancia, a la fuente, en vez de hacerlo en el tiem-
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po. Los primeros anélisis de estabilidad espacial sélo estaban soportados por la evidencia
experimental hasta que Gaster (1965) y, posteriormente, otros autores como Huerre y
Monkewitz (1985, 1990) demostraron que dichos anélisis pueden obtenerse como un caso
limite del problema m4s general consistente en la resolucién de las ecuaciones linealizadas
con términos fuentes arménicos. La resolucién de este problema se ha ilustrado en §2.3,
donde se ha demostrado de forma tanto analitica como numérica, que existe una zona
espacio-temporal del dominio fluido en la cual las perturbaciones evolucionan con una
frecuencia constante e igual a la de la excitacién, creciendo la amplitud de las oscilaciones
exponencialmente con la distancia a la fuente, lo que coincide con el resultado clésico de
los anélisis de estabilidad espacial. En esta tesis, se proporciona un método sencillo, no
descrito anteriormente en la literatura, para determinar la regién espacio-temporal en la
que las perturbaciones se amplifican exponencialmente con la distancia a la fuente; tam-
bién se ha probado que las perturbaciones han de decaer a cero cuando x — oo. Debe
indicarse que nuestros resultados contradicen los publicados en trabajos anteriores (Huerre
y Monkewitz 1990, Huerre 2000), puesto que se ha demostrado que la integral responsable
de que exista una regién del espacio-tiempo en la que las perturbaciones son periédicas,
es distinta a la propuesta por estos autores. El procedimiento seguido en esta tesis para
tratar asintéticamente el problema de la sefial, fundamentado sélo en la aplicacién co-
rrecta del método de la pendiente méxima es, bajo nuestro criterio, mds transparente (y
exacto) que el propuesto por autores como Gaster (1965), Huerre y Monkewitz (1990) y
Huerre (2000).

Finalmente, hay que indicar que las conclusiones extraidas de este capitulo serdn de
gran utilidad en los dos capitulos siguientes, en los que se llevaran a cabo estudios de
estabilidad de flujos correspondientes a situaciones experimentales de atomizacién y de
generacién de burbujas, que se describirdn en los capitulos tercero y cuarto respectiva-
mente. Para el caso de la atomizacién se va a llevar a cabo un estudio de estabilidad
temporal, cuya validez se justificard en el capitulo tercero, y que permite explicar y pre-
decir modos de atomizacién no descritos anteriormente en la literatura. En el caso de la
generacién de micro-burbujas, se resolverd en el capitulo cuarto el problema de valores
iniciales, ilustrado en §2.2, con el objeto de determinar si las inestabilidades que aparecen

en este caso son absolutas o convectivas, para lo cual, se empleard el criterio de Briggs.



Capitulo 3

Estabilidad lineal de un chorro
liquido rodeado por una corriente

coaxial de gas

3.1. Introduccién

El fenémeno de la rotura de chorros liquidos en gotas ha sido investigado tanto tedrica
como experimentalmente desde los tiempos de Rayleigh (Rayleigh 1878). Rayleigh, en su
investigacién pionera sobre el fenémeno, llevé a cabo el anélisis de estabilidad temporal
de un cilindro liquido que fluye a velocidad constante, y calcul6 los factores de creci-
miento de las perturbaciones en funcién del niimero de onda. Los resultados deducidos
de este modelo simplificado predicen con gran exactitud los resultados experimentales si
las velocidades del chorro liquido son lo suficientemente bajas, puesto que entonces, la
rotura estd dominada por los efectos capilares siendo despreciable la influencia del medio
exterior. Sin embargo, cuando las velocidades relativas entre el liquido y el aire aumentan,
los resultados de Rayleigh dejan de ser validos y el acoplamiento con el gas exterior debe
considerarse en el anlisis de estabilidad. El primer paso en esta direccién fue dado por
Weber (Weber 1931), quien estudié la estabilidad de un chorro liquido rodeado por una
corriente coaxial de gas, suponiendo que ambas corrientes fluyen con velocidades distin-
tas pero uniformes. Sus resultados predecian mayores factores de crecimiento y menores
tamafios de gotas que los observados experimentalmente, hecho que condujo a Sterling
y Sleicher (1975) a modificar el andlisis de Weber incluyendo en sus ecuaciones de es-

tabilidad los efectos viscosos de la corriente externa a través de un coeficiente empirico,

47
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tratada también en lg literatura desde el punto de vista del anglisis espacial. Como se ha
demostrado en capitulo segundo, en el caso de corrientes paralelas, el anlisis de estahili-

liquido como para la de gas. Claramente, esto constituye una simplificacién excesiva, pues-
to que los anilisis de Rayleigh (1880) y Miles (1957, 1959 a,b) revelaron el papel esencial
jugado por los perfiles bésicos de velocidad en el desarrollo de las inestabilidades de] tipo
de capa de mezcla, tanto en el caso de un medio homogéneo (Rayleigh) como en ¢l caso
de uno no homogéneo, que se presenta, por ejemplo, en la generacién de ondas por el
viento (Miles). La importancia de los perfiles bésicos de velocidad en el desarrollo de ines-

del espesor de la capa de cortadura de gas en los procesos de atomizacién primaria es el
de Villermaux (1998). En este trabajo se extiende, mediante la consideracién del salto de
densidad a través de 1a entrefase, el andlisis de estabilidad de un perfil de velocidad linea]
a trozos llevado a cabo por Rayleigh ( 1880). Debido a que Ia cantidad de movimiento de
la corriente gaseosa en la situacién considerada en este trabajo es mucho mayor que la,
de liquido, Villermaux sélo considera la influencia de] espesor de la capa de cortadurg del
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En experimentos muy similares a este ultimo, Lasheras, Villermaux y Hopfinger (1998) y
Lasheras y Hopfinger (2000) han encontrado que las frecuencias del proceso de atomiza-
cién primaria estdn intimamente relacionadas con el espesor de la capa de cortadura del
gas. Otro trabajo relevante, aunque de cardcter mucho més tedrico que los anteriores, es
el de Lin y Chen (1998), quienes llevaron a cabo el andlisis de estabilidad espacial de una
solucién exacta de las ecuaciones de Navier-Stokes, que presenta el inconveniente de ser
poco realista. En este andlisis se tienen en cuenta los perfiles bésicos de velocidad de las
corrientes de liquido y gas, asi como la influencia de la viscosidad en el desarrollo de las
perturbaciones, identificindose los rangos paramétricos correspondientes a los regimenes
de atomizacion de Taylor y Rayleigh.

En este capitulo se va a tratar desde un punto de vista tanto teérico como experimen-
tal, el proceso de rotura de los ligamentos liquidos formados por el atomizador descrito
en detalle en §1.4. Como fue anticipado entonces, dependiendo de las velocidades relati-
vas entre el liquido y el gas, se observan distintos tipos de rotura del chorro liquido, lo
que afecta de forma primordial a la dispersién en tamaflos de las gotas generadas por el
atomizador. Los tipos de rotura dependen, fundamentalmente, del nimero de Weber que,
como es sabido, mide la relacién entre los efectos de inercia (cuantificados haciendo uso de

la velocidad relativa entre las dos corrientes) y los capilares. En la figura 3.1 (a), obtenida

@) ®) ©

We=8 We=21 We=25

Figura 3.1: Distintos modos de rotura observados experimentalmente al variar el ntimero de Weber.



50 CAPITULO 3. ESTABILIDAD LINEAL DEL CHORRO LIQUIDO

mediante una cdmara de alta velocidad, se observa, que para bajos ndmeros de Weber,
las predicciones del modelo de Rayleigh coinciden con lo observado experimentalmente.
Sin embargo, al aumentar el numero de Weber, se encuentra que las observaciones expe-
rimentales no pueden explicarse mediante ningtin anslisis de estabilidad que incluya la
hipétesis de corrientes bésicas uniformes. Incluso los modelos més completos que incluyen
en el andlisis el espesor de la capa de cortadura del gas, como el trabajo de Villermaux
(1998) o el de Lin y Chen (1998), son incapaces de explicar las observaciones experimen-
tales a altos niimeros de Weber (ver figuras 3.1 b,c).

Los resultados anteriores sugieren que, para explicar nuestros experimentos, es ne-
cesario considerar un modelo de coflujo liquido-gas que responda mds fielmente a las
condiciones experimentales. Con este propdsito, se calcularan aqui los perfiles bésicos de
velocidad necesarios para el andlisis, de una forma, autoconsistente mediante la resolucién
de las ecuaciones de Navier-Stokes en la aproximacién parabélica y casi unidireccional.
Una vez calculada la solucién bésica, se llevard a cabo un analisis de estabilidad temporal
ya que, para altos niimeros de Weber, como se ha indicado anteriormente, los andlisis de
estabilidad temporal ¥y espacial conducen a resultados similares. De acuerdo con lo que es
usual en los an4lisis cldsicos de estabilidad de flujos paralelos en los que el mecanismo de
inestabilidad es no viscoso, se despreciard la influencia, de la viscosidad en el desarrollo de
las perturbaciones. Esta, simplificacién est4 justificada para grandes valores del pardmetro
wA?/y,, donde w es la frecuencia de la perturbacién, A su longitud de onda Y Vg la viscosi-
dad cinemaética del gas. Tampoco se considerars la influencia de la compresibilidad, ni en
el flujo bésico ni en el desarrollo de las perturbaciones en la corriente de gas. Estas hipéte-
sis de partida han de ser validadas mediante la comparacién de los resultados tedricos con
los experimentales, lo que se llevars a cabo al final de este capitulo. Se mostrars entonces
que, a pesar de las simplificaciones introducidas, nuestro modelo es capaz de explicar los
distintos regimenes de atomizacién observados en los experimentos y que una variedad
de modos, aparentemente inexplorados en la literatura, aparecers como consecuencia de
la consideracién de la estructura de los perfiles de velocidad tanto del liquido como del
gas. Los resultados para el caso de corrientes uniformes presentados previamente en la
literatura, son recuperados como casos limites cuando el espesor caracteristico de la capa
de cortadura que se desarrolla en la entrefase liquido-gas tiende a cero.

Teniendo en cuenta lo anterior, este capitulo se estructura, de la forma que se €xpo-
nie a continuacién. En §3.2 se describe 1a situacién experimental a la que, finalmente, se

aplicardn los resultados tedricos obtenidos, y se formulan las ecuaciones y condiciones de
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contorno que gobiernan los flujos bésicos de liquido y de gas, detalldndose el procedimien-
to numérico seguido para resolver el problema. En §3.3 se analiza la influencia de de los
pardametros del problema y las condiciones de contorno en la estacién inicial (salida de la
camara de presién) en la solucién bésica y se lleva a cabo la validacién experimental de
ésta. El andlisis de estabilidad queda formulado en §3.4, donde se deducen las ecuaciones
que gobiernan el desarrollo de las perturbaciones, y se describe el método para su integra-
cién, lo que permite hallar los autovalores del problema. A pesar de las simplificaciones
hechas, el nimero de modos inestables que aparecen al resolver el problema hace dificil
la interpretacién de los resultados obtenidos. Por ello, y para un mejor entendimiento
de los mecanismos fisicos que conducen a la existencia de los diversos modos que apa-
recen en el andlisis lineal de estabilidad de la solucién hallada en §3.3, la resolucién de
las ecuaciones se ha llevado a cabo primeramente para dos modelos simplificados, que
estan descritos en §3.5.1 y §3.5.2. El primero de ellos considera la estabilidad de un chorro
liquido con un perfil de velocidades uniforme, rodeado por una corriente de gas, cuya es-
tructura bésica se calcula numéricamente mediante el método descrito en §3.2. Para este
modelo se encuentran tres familias distintas de modos: una familia capilar axilsimétrica,
otra helicoidal con frecuencias del orden de las de la familia capilar, y un tercer grupo de
autovalores, correspondientes a un tipo de modos que seran denominados modos de estela,
y cuyas frecuencias de excitacién son del orden de Uy,/R, donde U, es la velocidad del
gas lejos de la entrefase y R el radio del chorro liquido. En este modelo, los resultados
de Rayleigh, para la inestabilidad capilar, y de Weber, para la inestabilidad del tipo de
Kelvin-Helmholtz, son recuperados en los limites apropiados. En §3.5.2 se considera un
segundo modelo simplificado en el que se permite el acoplamiento entre los flujos bésicos
del liquido y del gas y, por tanto, corresponde a perfiles basicos de velocidad més rea-
listas que los considerados en el modelo anterior. La simplificacién introducida en este
modelo consiste en sélo perturbar el chorro liquido, manteniendo la corriente gaseosa no
perturbada. Del anélisis se obtienen, ademds de la familia de modos capilares encontra-
da en §3.5.1, dos familias distintas de modos, una axilsimétrica y otra helicoidal, ambas
asociadas a la capa de cortadura que se desarrolla en el liquido. Las cinco familias de
modos, identificadas previamente en los modelos simplificados de §3.5.1 y §3.5.2, estan
presentes en el modelo completo tratado en §3.5.3 donde, finalmente, se consideran los
perfiles reales de velocidad, calculados y validados experimentalmente en §3.3. En §3.6
se compararan los resultados numéricos con los obtenidos experimentalmente y se mos-

trara como la teoria aqui desarrollada, explica las caracteristicas generales observadas en
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la rotura de los ligamentos liquidos formados en nuestros experimentos. Finalmente, las

conclusiones se presentardn en §3.7.

3.2. Solucién basica

El primer paso para realizar el andlisis de estabilidad es calcular los perfiles bésicos
de velocidad de las corrientes de liquido y gas. En la figura 3.2 (a) se muestra, al igual
que se hizo en el capitulo primero, un esquema del atomizador utilizado para realizar este
estudio. En él puede verse que el didmetro del orificio de salida de la cdmara de presién
(del orden de las 200 pm) es mucho mayor que el del chorro de liquido formado (que es del
orden de las diez micras), lo que permite despreciar, en primera, aproximacion, el efecto
sobre el chorro liquido de la capa de cortadura que se desarrolla en la regién donde las
velocidades del gas caen a cero (véase la figura 3.2 b). Por tanto, de ahora en adelante, el
analisis se centrard en el modelo simplificado representado en la figura 3.2 (c), donde las
velocidades del gas en el infinito tienden a una constante distints, de cero.

Para escribir las ecuaciones que gobiernan la evolucién aguas abajo de los flujos de

liquido y gas, es conveniente usar el siguiente grupo de variables y pardmetros adimensio-

nales: R
7 1 2 i ) f
=51 2=Re; — u=—  y=Re -2 =
P U%R Y,
D= Ul2 7WO:M7 :ﬁ’yz—l, :ﬂa (31)
PLY “og g Pg Vg Hg

donde Ry es el radio del chorro en la estacién inicial z — 0, U es la velocidad del gas

bara 7 — o0, o es la tensién superficial entre e] liquido y el gas, Rey = UxRy/ vy We
son respectivamente el niimero de Reynolds del flujo de gas y el nimero de Weber y f (2)
es el radio del chorro liquido. Ya que la geometria del problema es esbelta § /L << 1
donde § y L son longitudes caracterfsticas en la direccién radial y axial respectivamente,
las ecuaciones de Navier-Stokes estacionarias que gobiernan la evolucién aguas abajo de
las corrientes de liquido y gas, pueden ser escritas en su aproximacién casj unidireccional,
lo que conduce al sistema, de ecuaciones:

T% 4 8(7‘119)

0z or 0 (3-2)



3.2. SOLUCION BASICA 53

Liquido

Figura 3.2: Esquema del atomizador y de los flujos de liquido y gas. a) Esquema del atomizador; b)
Esquema de los perfiles de velocidad reales en una situacién en la que el chorro de liquido esta rodeado por
la corriente de gas en la que se desarrolla una capa de mezcla en la zona exterior; ¢} Modelo simplificado

considerado en este estudio

oy 1 8(1"1;1)

7 3.4
0z tr r or =0, (34)

Oy Ouy Oy 10 [ ouy
hald 2 == 3.5
R T T8r<r8r>’ (3:5)

11

b — (MWGO) s (3-6)

f b
donde se han usado las variables y pardmetros definidos en (3.1). El sistema (3.2)-(3.6)

debe resolverse sujeto a las siguientes condiciones de contorno:
z2=0 w=w(r) , wu;=1u4r), (3.7)

el 3.8
or 0, (3.8)

r=20 Ul=0 3
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0
U = b'—jul, (39)
ou Oou
r=f u =y | Vg = v #:ua—rl , (3.10)
T—00 wu,—1, (3.11)

donde la condicién (3.7) especifica los perfiles de velocidad de tanto el liquido como el gas
en la estacién inicial » — 0, (3.8) expresa la condicién de regularidad en el chorro liquido
debido a la simetria axial del problema, las ecuaciones (3.9) y (3.10) expresan respectiva-
mente la condicién de superficie libre y la condicién de continuidad de velocidades y de
esfuerzos tangenciales a través de la entrefase, y (3.11) representa la, condicién de acopla-
miento de las velocidades axiales del gas con las de 1a corriente externa cuando r —» oo. A
efectos computacionales, serd conveniente en lo que sigue, eliminar las velocidades radiales
ULy Vg de las ecuaciones de cantidad de movimiento (3.3) v (3.5) usando las ecuaciones de

continuidad (3.2) y (3.4) respectivamente; las ecuaciones (3.3) y (3.5) quedan por tanto

en la forma:
Ou, " Ou, Ou, 0 Ou,
e (T”g’r=f - /f "o d?") o o (TW ’ (312
Ou; 1 " Oy Ouy _ Op 10 oy,
Uy, < (/ e df‘) o e e (3.13)

Es también ventajoso desde e] punto de vista, numérico, reescribir 1a ecuacion (3.12) en

términos de las nuevas variables independientes

C=In(z+2) p= ﬁ (3.14)

y la ecuacién (3.13), en términos de las variables independientes

C=In(z+2) ¢=2_ (3.15)

donde z, es una constante que serg determinada de formg, conveniente posteriormente

en §3.3. En términos de lag nuevas variables (3.14)-(3.15), las ecuaciones (3.12) y (3.13)
toman la forma

Ou, " Ou Ou
I+ ep050m w2 - | [" (7 + expio50) e dn| 2 -
n
= [exp(O,5C) + 1/2/ (f + 2exp(0,5¢)n) u, dn} %—F (3.16)
0 N

Pu, Of " ou
U rewoson e 2L (1, ir) 5
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Ouy ¢ oy Ou;  2exp(¢) (Ow %)
wit - ([ o) 5 =25 (G e ) +
of 1 2 ([t Oy
+ 5% s+ 7 ([ ) %]
mientras que las condiciones de contorno (3.7) y (3.9)-(3.11) se escriben

(=C=In(20) ug=1ug(n) , w=uwlf), (3.18)
Ouy _exp(0,5¢) du

(3.17)

af (V2 , [V o
= —de=0 3.20
o [ wage s [ G (3.20)
r—o00 u;— 1l (3.21)

Obsérvese ademds, que la condicién de superficie libre (3.20) puede ser escrita en la forma
1/2

QZ—ng + f3/0 : %—? d¢ =0, (3.22)
donde q = fof ru; dr = f2 01/ 2 u; d€ es el caudal adimensional de liquido. Para resolver
el sistema (3.16)-(3.17) se ha empleado un método de lineas sugerido por la naturaleza
parabdlica de las ecuaciones. De acuerdo con este método, al discretizar en (3.16)-(3.17)
tanto las derivadas radiales como las integrales, se obtiene un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias con ¢ como variable independiente. Dicho sistema puede integrarse
en la direccién axial mediante un método explicito paso a paso, para cuyo proposito se
ha usado un integrador Runge-Kutta de paso variable. La discretizacién de (3.16)-(3.17),
usando diferencia finitas centradas para las derivadas radiales y la regla del trapecio para

las integrales, proporciona, para el dominio gaseoso,

3u i
(f + exp(075C)nz) ugi_a—é]"_
- ou Up(in1) — Up(s
N Z(l — 0,50k0 — 0,50ki) by (f + exp(0,5¢) k) gk | Yglit1) 7 Ug(i-1) _
k=0 o¢ 2h,

Uqg(i — Ug(i—
— eXp(O,SC) g("+1)2h g( 1)+
g

- (3.23)
: |

Ug(i — Ug(i—
1/2 2(1 — 0,50k0 — 0,583 hg (f + 2exp(0,5¢) k) Ugk 9 +1>2h gli=1)
k=0 g

Ug(i+1) — 2Ugi + Ug(i—1)
h3

+ (f + exp(0,5¢)m:)

k=i
+ |7 (1~ 0,560 — 0,50k:) hyugy | 2D ZelizD) oF 1 -1,
ar 2h, ¢
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donde ¢;; representa la conocida 6 de Kroenecker, hg es el paso de discretizacién en la

region del gas y Uy = 1; asimismo, para el dominio liquido se obtiene

k=j
Auy; Z Ougg, | wygjpn) — wygi
U §l-7 _ [ (1 _ 0’56k0 _ 0;55k])hl 8<l.kJ l(]“‘l) 1(j—1) —

lj
o¢ prs 2hy
_2vexp(q) (ul(jH) - uz(j-l)) L 2vep(() <§‘Uz(j+1) — 2w + Ul(j—l)) n
f? 2h f? ’ hi (3.24)
k=j
of 1 2 U+1) — UG-
=5 =t = 1 — 0,504 — 0,50; )
+8C [MWeon + 7 LZ:;( 190k0 — 0,564) lulk} o
J=1..L-1,

donde h; es el paso de discretizacién y G y L son el nimero de puntos de discretizacion
en la direccién radial (lineas) para el gas (indicado mediante el subindice i) y para el
liquido (indicado mediante e] subindice j) respectivamente. La, ecuacion para la evolucién
de la velocidad en el eje uy, correspondiente al nodo J =0, puede ser obtenida de (3.17)

haciendo ¢ = 0 y discretizando Oy, /0¢ mediante diferencias finitas de segundo orden
tomadas hacia delante:

" Ouy _ (2wexp(C) duy — 3o — ugy 1 of
“Toc T f2 2h; MWeyf2 3¢

Asimismo, la ecuacién para la evolucién de la velocidad en la superficie del chorro (j=L,

(3.25)

1=0) w0 = g, puede obtenerse tomando Ia derivada segtin ¢ de la segunda ecuacién en
(3.19) (continuidad del esfuerzo tangencial en la superficie),

n=0,§=1/2:
8u1 8u2 811,0 8ul(L_1) Bul(L_g) (‘9ulL
4 g _ g _ g9 F _ —3—= ) _
o ~ o et (4 ac o S (3.26)
0 F
-F (4U1(L—1) — U(L—-2) — 3wy ?8—£ =-5 (4Ul(L-1) — Ur-g) — 3uy),

donde F = phg exp(0,5¢) / (hy f ) v las derivadas seglin 7 en la superficie han sido discreti-
zadas hacia delante para el dominio gaseoso mientras que las derivadas segtin & han sido

discretizadas hacia atrds en el dominio liquido. Finalmente, la ecuacién diferencial para
f(¢) se obtiene de (3.22) como

f3 sz(1—055- ~0,58;1)h Ouy | | o0f =0 3.27
2 19050 — 0,50, la(: aCq— . (3.27)
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Finalmente, el sistema (3.23)-(3.27) debe ser integrado sujeto la la condicién inicial

C = C() Ugi = ug(nz) y U = ul(ﬁj), 1= OG, j =0...L. (328)

Para obtener de manera eficiente la derivadas duy;/9¢ y Ouy;/0¢ en (3.23)-(3.27), obsérvese

que estas ecuaciones pueden ser expresadas en forma matricial como

0 0 0
é-a%g =bo+b1%g—°+bg—8%, (3.29)
0 0
é‘%zgo +Q15§, (3-30)

donde A, B son matrices triangulares inferiores y by, b;,00,¢p ¥ ¢; son vectores cuyos
elementos dependen de los valores de u, y u; en una estacion en concreto. Por tanto, la

solucién de (3.29) puede ser obtenida como funcién de dugo/3¢ y 0f/0¢ en la forma

Ou, Ou) Ou;duy, Oulof

9 _ 9

ac ~ a¢ ¢ ac ' a¢ aC’
donde 9ud/8¢, uy/d¢ y OuZ/d¢ son las soluciones de A - dug/0C = by, A - Ouy/0C =b, y

A - 0u2/0C = b, respectivamente. De forma andloga, las soluciones de (3.30) pueden ser

(3.31)

obtenidas como funcién de 9f/9¢ como,

Ow _ 0w , Oy df

79?_—6—9? 3—<8C’ (3.32)
donde 0up/8¢ y Ou} /8¢ son las soluciones de B-8u/0¢ = ¢y y B-0u; /0 = ¢, respectiva-
mente. Finalmente, los valores de Qug/0¢ y 0f/0( se obtienen de sustituir los resultados
de (3.31) y (3.32) en las ecuaciones (3.26) y (3.27). Obsérvese que dud /8¢, du, /¢, Oul/AC
y 0uf/0¢, Ouj /0¢ pueden ser obtenidas de manera muy eficiente ya que A y B son matri-
ces triangulares inferiores. Por supuesto, para realizar la integracién numérica es preciso
especificar los perfiles de velocidad tanto para el liquido como para el gas en la estacién

inicial z = 0. El problema de las condiciones iniciales serd discutido en la préxima seccién.

3.3. Resultados numéricos y experimentales para el
flujo basico

Las ecuaciones (3.23)-(3.27) muestran que la evolucién aguas abajo de los flujos de

liquido y de gas depende del pardmetro MWey, del cociente u de viscosidades dindmicas,
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del cociente v de viscosidades cinemdticas, y de las condiciones iniciales en lg, posicién axial
Inicial z = 0. Con objeto de reducir 1la dimensién del espacio paramétrico, el estudio se
restringird, sin pérdida de generalidad, al caso Tepresentativo de la atomizacién de agua
en aire. Por tanto, e] pardmetro y queda fijado y, para simplificar atin m4s el modelo,

Se supondréd también fijado el pargmetro v, por lo que se despreciardn las variaciones

Para obtener las condiciones de partida exactas en la posicién axial inicial, habris,
que resolver el problema, bastante complicado, de la evolucién de los flujos de liquido
y gas desde la cémara a presién hasta el orificio de salida, que es la estacién inicial
z = 0. Esta es una tarea que, claramente, estd fuera de los objetivos de este trabajo
¥, en su lugar, los perfiles bésicos en 2z = ( ge han obtenido, indirectamente, g partir

de medidas experimentales. Para ello, estos perfiles de velocidad se han caracterizado

€1 cuenta que la aceleracién del flujo desde la cdmara a presion hasta el orificio de salida
(véase la figura 3.2 a) es practicamente isentrépica, puesto que el tiempo de residencia de
las particulas fluidas en la regién de entrada es tan corto que los efectos viscosos quedan
confinados a una estrecha, region situada en la entrefase liquido-gas. Por el mismo motivo,
puede suponerse que el perfil inicial de liquido es uniforme excepto en una estrechs, regién

anular adyacente a lg entrefase, en cuyo interior se ha supuesto un perfil de velocidades
parabdlico dado por

1
w=u, 0<¢< 51~ A, (3.33)

w= et A [f— la —A)ﬂ C la-aycee (3.34)

donde u, estj determinado por la diferencia de presiones entre la camara, y el exterior
a través de la ley de Bernouilli (ecuacién L1), A es un pardmetro libre que determina
el espesor de la regién anular, y A serg determinada de la condicién de igualdad de
esfuerzos tangenciales en la superficie del chorro. Por otra parte, se supondrs, que el perfil
de velocidades injcia] es del tipo de Blasius bara el gas , puesto que la capa limite es muy

estrecha al haber recorrido una distancia muy pequeila desde la cdmara de presién; las
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ecuaciones para este perfil se obtienen al tomar el limite { — —oco y 8f/9¢ = 0 en (3.16),

lo que proporciona

12 [(ugdg)P2—0 n>o0 (3.35)
on? o on '

La ecuacién (3.35) debe integrarse en la variable 7 con las condiciones de contorno obte-
nidas de (3.19),

_ o 1 1 2|  Ouy  exp(0,5(o) Ou A
n="0 ug—ul—uc+A{2 2(1 A)} o TR —fexp(0,5Co)u,
(3.36)

donde f = 1 en las férmulas anteriores. Obsérvese que la condicién uy(n — o) — 1

determina A en (3.36) para valores fijos de los parametros libres A y (o (20 = exp({p))-
Nétese ademds que la velocidad del gas en el infinito es conocida, y viene determinada
por la expansién isentrdpica desde la presién de remanso en la cdmara hasta la presién

atmosférica en el orificio de salida. Partiendo del perfil inicial especificado por la ecuacién

1

f/R, 0.875
MWe =5000

MWe ,=20000

0.75 ] 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

z/(Re 4R)

Figura 3.3: Evolucién del radio del chorro aguas abajo para distintos valores del pardmetro MWeq.

y condiciones de contorno (3.35)-(3.36), se procede a la integracién numérica de las ecua-
ciones (3.23)-(3.27) para estudiar la sensibilidad del flujo bésico respecto del nimero de
Weber (MWey) y respecto de los pardmetros que caracterizan el perfil inicial (A y (), lo
que permitira escoger apropiadamente dichos parametros de acuerdo con las observaciones
experimentales.

La influencia del nimero de Weber en el flujo bédsico es muy débil como se mues-
tra en la figura 3.3, que representa la evolucién aguas abajo del radio del chorro para
5000 < MWeqy < 20000; se tomard por tanto un valor intermedio MWey = 10000 que se
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Figura 3.6: (a) Evolucién de los perfiles de velocidad del liquido para §=0.15 y A=0.1; (b) Evolucién
de los perfiles de velocidad del gas para las mismas condiciones iniciales que en (a).

del gas mostrados en 3.5 (a), y que corresponden a diferentes valores de (p 0, lo que es
equivalente, a diferentes valores del espesor tipico de la capa limite § (pardmetro usado
en la figura 3.5 a), definido aquf mediante la condicién u,(F = f(1+6)) = 0,99 U,eo. Las
evoluciones aguas abajo de los perfiles de velocidad del liquido y gas estan representadas
en las figuras 3.6 (a-b) para los casos A = 0,1 y § = 0,15 que, como serd comprobado
en breve, reproducen bien los experimentos. Finalmente, es de interés notar en las figuras
3.6 (a-b), el crecimiento de la capa limite de gas, la aceleracién del liquido debido a la
transferencia de cantidad de movimiento axial desde el gas hacia el liquido, y la creciente
homogeneizacién de velocidades en el seno del liquido debido a los efectos de difusién
viscosa. Otras magnitudes de interés tales como los esfuerzos tangenciales y la velocidad

en la superficie del chorro se representan en la figura 3.7.

3.3.1. Montaje experimental y comparacién con los resultados

numéricos

Para determinar los perfiles iniciales de velocidad a través de los experimentos, se
han realizado medidas de la evolucién aguas abajo del didmetro del chorro liquido para
diferentes caidas de presién entre la cdmara presurizada y el exterior, asi como para
diferentes caudales de agua. La presién en la cdmara del atomizador se regula mediante
una vélvula reductora de presion y es medida a través de un lector de presiéon de la marca

Delta-Ohm, modelo HD9220. El caudal de liquido es suministrado haciendo uso de una
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Figura 3.7: (a) Evolucién aguas abajo de los esfuerzos tangenciales sobre la superficie; (b) Evolucién
aguas abajo de la velocidad en la superficie libre.

bomba de jeringa de precisién de la marca Cole Palmer, modelo 74900. La forma del
chorro liquido se visualiza haciendo uso de una cdmara, CCD en blanco y negro, marca,
Kappa y modelo CF 8/4, de 740 lineas de precisién conectada a un microscopio Nikon
SMZ-2T, regulado a la méxima amplificacién (x360), con el objeto de poder observar el
didmetro del chorro liquido con la mayor resolucién posible. Puesto que el chorro no puede
recogerse en toda su longitud en la misma, imagen, el atomizador se sitda en un micro-
posicionador de la marca Newport, modelo MM2500, y que posee una precisiéon de 0.1
pm; de esta forma se puede generar la imagen completa del chorro liquido superponiendo
imégenes consecutivas y se pueden medir distancias de manera, muy precisa. El esquema
del montaje experimental y una imagen del atomizador utilizado se muestra en las figuras
3.8 y 3.9 respectivamente. A continuacién, se mide el didmetro del chorro a través del
nimero de pixels de la imagen obtenida. Para ello, las imdgenes han sido procesadas
fijando un nivel de intensidad en la escala de grises, de forma que todos los grises que
quedan por encima de ese nive] son considerados como negro, mientras que aquellos por
debajo son considerados como blanco. Al guardar estas imagenes usando un formato Post
Script adecuado, se puede medir fécilmente el ntimero de pixels del chorro liquido en cada,
posicién axial y, una vez Superpuestas las imégenes, se obtiene una, forma para el chorro
liquido como la mostrada, en la figura 3.10. Puesto que el propésito es comparar con los
resultados numéricos, se ha aproximado Ia, forma experimenta)l del chorro mediante un
ajuste hiperbélico de cuarto orden. La figura 3.11 (a) muestra la solucién numérica y

el resultado experimental de] didmetro del chorro liquido para una cafda de presién de
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Figura 3.8: Esquema del montaje experimental.

Figura 3.9: Atomizador utilizado en este estudio.

10 kPa, y para dos caudales de liquido Q). Fijados un caudal de liquido ) y una caida
de presion (que determinan u. a través de la ecuacién 1.1), los pardmetros A y d se
ajustan de manera que las férmulas (3.33)-(3.36) proporcionen el caudal dado () y de
forma que la evolucién experimental aguas abajo del chorro liquido, se aproxime lo mas
posible a la obtenida numéricamente. En la figura 3.11 (a) se representan las evoluciones
de la forma del chorro para dos caudales diferentes y una caida de presién dada, con los

correspondientes valores de los parametros A y ¢ ajustados como se acaba de indicar. Lo
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Figura 3.10: Radio del chorro antes de ser ajustado con una regresién hiperbélica de cuarto orden.

mismo se representa en la figura 3.11 (b) para una caida de presién diferente; se observa
en ambas figuras que el acuerdo entre las formas numérica y experimental es muy bueno
para valores de la coordenada axial menores que los correspondientes a la zona de rotura
del chorro. Obsérvese que el acuerdo es especialmente bueno en la figura 3.11 (b) para el
caso experimental de Q=30 m] h™1) que est4 muy bien reproducido numéricamente para
valores de A = 0,15 y 0 =0,5. En estas figuras se observan ciertas discrepancias entre lo
numérico y lo experimental, relacionadas tanto con el proceso seguido para determinar el
valor de los pardmetros A, 4, como con los errores en las medidas. Estos tltimos pueden
atribuirse a varias causas tales como: 1) que a pesar de usar un microscopio, el chorro
liquido contiene un niimero limitado de pixels (50-100) y, por tanto, la resolucién puede
no ser suficiente, 2) que el pequetio didmetro de los chorros liquidos (~ 30-60 pm) hace
dificil el enfocar la imagen, 3) que el nivel de grises adoptado, introduce errores en la
medida del didmetro del chorro liquido. A pesar de estos factores, y puesto que nuestro
principal objetivo es el de obtener una estimacién realista, de los pardmetros que fijan las
condiciones iniciales para las corrientes de liquido y del gas, se considera que el trabajo

experimental descrito mas arriba es suficiente para obtener lg, informacién necesaria.

3.4. Analisis de estabilidad

Una vez que los perfiles bésicos de velocidad han sido calculados, se va a analizar

la estabilidad de las soluciones estacionarias obtenidas. En una primera aproximacién al
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Figura 3.11: (a) Evolucién de los radios del chorro obtenidos numéricamente para el par de pardmetros
(0,A)=(0.9,0.15) y (4, A)=(0.5,0.1) (lineas continuas) y formas del chorro experimentales (lineas discon-
tinuas) para Q=30, 50 ml h™1 y Ap=10 kPa (U;=4.5 m s7! y U,=127 m s~ !); (b) Los mismo para
(6,A)=(0.5,0.15), (6, A)=(0.15,0.1), Q=30,50 ml h—* y Ap=20 kPa. (U;=6.3 m s~ ! y U;=173 m s71).

problema, y con el objetivo de retener los mecanismos fisicos relevantes de la forma mas
simplificada posible, se ha llevado a cabo aqui un anélisis cldsico de estabilidad tempo-
ral no viscoso de corrientes localmente paralelas. Aunque, como quedé explicado en el
capitulo segundo, la solucién exacta del problema forzado conduce, en general, a un anali-
sis de estabilidad espacial, nuestro enfoque puede justificarse si se tiene en cuenta que,
como se indicé anteriormente, los andlisis de estabilidad temporal y espacial proporcionan
resultados muy similares para velocidades de los flujos suficientemente altas (Keller, Ru-
binow y Tu 1973, Lin y Kang 1987); esto es especialmente cierto en lo que concierne a los
factores de crecimiento y a las frecuencias de excitacién de las perturbaciones. También,
se hard aqui la hipotesis de que las viscosidades de los fluidos no afectan al desarrollo
de las perturbaciones, lo que est4 justificado si se verifica que wA?/ Vg > 1, donde w y
A son la frecuencia tipica y la longitud de onda de la perturbacién respectivamente, y
v, es la viscosidad cinemaética del gas (obsérvese que generalmente v; < v, para liquidos
con viscosidades cercanas a la del agua). Se mostrard posteriormente que, en los casos
considerados en nuestro andlisis, el pardmetro (wA?/v,) es del orden de 10. Finalmente, se
hara la hipétesis de corrientes localmente paralelas, lo que requiere que la distancia axial
tipica para variaciones apreciables de los perfiles bésicos de velocidad sea mucho mayor
que la longitud de onda de la perturbacién (A\/U,0U,/0z << 1); esta hipétesis, que

serd confirmada posteriormente, permite considerar z como un pardmetro que caracteriza
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los valores del flujo bésico en las ecuaciones para la evolucién de la perturbacién. Con-
viene indicar que tanto la hipétesis de perturbaciones no viscosas como la de corrientes
localmente paralelas son usuales y bien conocidas en la literatura, sobre estabilidad lineal.

Puesto que el an4lisis de estabilidad que se va a llevar a cabo es temporal, las ecua-
ciones linealizadas que gobiernan la evolucién de las perturbaciones pueden obtenerse en
un sistema de referencia Galileano que se mueva a la velocidad de la entrefase para una
determinada posicién axial, lo que resulta conveniente para el anélisis y no afecta ni a
los factores de crecimiento nj a las frecuencias de excitacién de las perturbaciones. La
configuraciéon geométrica del flujo en dicho sistema de referencia se representa de forma,

esquemdtica en la figura 3.12. Las ecuaciones linealizadas se obtienen de forma usual,

U

g

—

Gas

Liquido 1@“

Figura 3.12: Esquema, de los perfiles de velocidad y variables usadas en el anilisis de estabilidad en una
posicién genérica aguas abajo de la salida de 1a camara a presidn.

descomponiendo los campos de velocidades y presiones del liquido y del gas como suma
de la parte bdsica m4s la perturbacién,

P=po(2) +8(r,0,2,t) R=Ro(2) + R(6, 2, 1) 4(r,0,2,t) = (Uo(r) + 4, 9,4), (3.37)

donde Uy, R, Y po son la distribucién de velocidades, el radio de] chorro y la presién en
la estacién z correspondientes al flujo bésico, 4, 9, son las componentes axial, radial y
acimutal de las velocidades perturbadas respectivamente, y p y R denotan la perturbacién

de la presién v del radio del chorro. Las cantidades pertenecientes a las corrientes del



3.4. ANALISIS DE ESTABILIDAD 67

gas (liquido) se denotan a través del subindice g (1). Obsérvese que z es una variable
independiente para las perturbaciones, mientras que, como es usual en este tipo de analisis,
se considera que Uy y Ry dependen paramétricamente de la distancia axial.

Las ecuaciones que gobiernan las cantidades perturbadas definidas en (3.37), pueden ser

obtenidas de las ecuaciones de Navier-Stokes linealizadas de la forma:

=0, (3.38)

(=33}

v .

1 . . dUpyd0
pvp—zdr(‘)z’

8 .90 10p

A~

(3.39)

— = _—_= 3.40
ot + anz por’ (3.40)
ow . Ow 1 0p
—_— —_— T —— —— .41
ot +Uo 0z pr 06’ (341)

donde, por conveniencia, la divergencia de la ecuacién de cantidad de movimiento ha
sustituido a la componente axial de dicha ecuacién. Las ecuaciones (3.38)-(3.41) de las
que, evidentemente, hay dos conjuntos, uno para el liquido y el otro para el gas, deben

ser resueltas sujetas a las condiciones de contorno de regularidad en el eje y en el infinito
r=0 fi£oo fi#oo, (3.42)
r—oo 4—0 fy—0, (3.43)
junto con las condiciones linealizadas en la superficie libre

kR 8’R O°R

r = RO(Z) ﬁl — ﬁg = —O'(E%- + —a? + R—?)(9—9'—2), (344)
.. _OR
v = ’Ug = E (345)

Como es usual, se buscardn soluciones a (3.38)-(3.45) de la forma
(,0,,5, &) = (@(r), o(r), 0(r), p(r), R exp (i(Fz — Ot +mh)) ,  (3.46)

que, una vez introducidas en (3.39)-(3.40), y tras algunas manipulaciones algebraicas,

proporcionan las ecuaciones para la presién del gas

1d [ dp, k dUp, dp, —,  m?\ _
(Y =4 _ — = 3.47
(T dr ) (Uogk — Q) dr dr L rz ) Po 0, (3.47)
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Yy para la presién del liquido

1d [ dg k dUy, dp, <-2 m2> _
iy e LA — (el )5 0 3.48
rdr (T dr) (UOlk:—Q) dr dr )b (3.48)

En (3.47)-(3.48) se ha eliminado Ur haciendo uso de (3.40). Las condiciones de contorno
(3.44)-(3.45) pueden €xpresarse en términos de las presiones del liquido y del gas haciendo

uso de nuevo de la ecuacién de cantidad de movimiento radial (3.40), obteniéndose

bl = Py — —— (1 — K2R2 — 2} _L 4Py 3.49
D= Py, R (1 k*Ry m)ngZ o (3.49)

y — —_
b _ pudpy (3.50)

dr  p, dr

Para la resolucién de las ecuaciones (3.47)-(3.48) junto con las condiciones de contorno

(3.49)-3.50), es conveniente introducir los pardmetros y variables adimensionales

Pg Uoo2RO

M=2 we_ , k= ER,,
Pg
r— RO p Q Uo(’f') r
= = — = = ) U = = -, 351
Rod(z) ' P~ pU7 Y = s V() U *T R (8:51)

en términos de los cuales (3.47)-(3.48) y (3.42)-(3.43) y (3.49)-(3.50) se escriben

d?p, 8 2 dU,\ dp, 9 m26?
@ T\ o) =2 (R - Y, . 3.52
dxz + ( T K + ( pg ( )

d?p, 1 2 dU)\ dp, 5 m?
el . B —)p =0 3.53
dx2+(x U—~wdy ) dy K+x2 =5 (3.53)

1) pg(0) _
z=0, =1:n2w2(M—pL—59\ +Wel(1-k2—m2) =0 3.54
x dpi/dx(1) ~ “dp,/dz(0) ( ) (3.54)
=00 p;—0, x=0 p Afinita. (3.55)

donde la condicién (3.54), que ha sido obtenida a] dividir (3.49) entre (3.50), elimina las
contantes libres haciendo uso de la linealidad del problema. El pardmetro We en (3.54)
es el niimero de Weber, que representa la relacién entre las presiones dindmica y capilar:
obsérvese que este pardmetro est4 basado en la velocidad relativa al sistema mévil de
referencia Ux(2) de la corriente gaseosa en el infinito, y en el radio no perturbado del
chorro liquido Ry(2). El pardmetro § (2) es el espesor adimensional de la capa de cortadura

en la fase gaseosa, y se obtiene de la solucién del problema bésico llevada a cabo en
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§3.3. El problema (3.52)-(3.55) no posee soluciones distintas de la trivial excepto para
ciertos valores complejos de w que satisfacen la relacién de dispersién (3.54) para valores
reales dados de x, We y M. La relacién de dispersién también contiene los valores de
pi(1)/[dp/dx(1)] vy py(0)/[dpy/dz(0)] que, a su vez, se determinan mediante la integracién
de (3.52)-(3.53) sujeta a las condiciones de contorno (3.55). Para obtener p;(x), la ecuacién
(3.53) ha sido integrada numéricamente desde y = xo << 1 (para evitar la singularidad

en x = 0) hasta x = 1 usando los comportamientos cerca del eje x = 0,

2 2

K d K .
=1+ onz ; d—il =Xog 8L m= 0, (3.56)
d :
n=x", d_I))(l =myo™ ! si m#0. (3.57)

Para obtener py(z), la ecuacién (3.52) se integra desde z = 0 hasta x = oo teniendo
en cuenta que, excepto para una pareja excepcional de valores py(0) y dp,/dz(0), que
deberian ser conocidos ezactamente, la solucién numérica tenderd, de forma inevitable, a
la funcién modificada de Bessel de la primera clase, In,[k(1 + 0z)], que es el atractor de
la ecuacién en el infinito, y que no satisface alli las condiciones de contorno. La solucién
correcta puede obtenerse directamente sin necesidad de un método de disparo, haciendo
uso de un resultado bien conocido de la teoria de las ecuaciones ordinarias lineales de
segundo orden (Arfken y Weber 1995). De acuerdo con dicho resultado, dada cualquier
solucién particular n(x) de (3.52), obtenida por ejemplo al integrar (3.52) desde x=0 con

las condiciones iniciales
dn

n(0)=1 —(

0) =0, (3.58)

otra solucién independiente que cumpla las condiciones de contorno deseadas en el infinito,

puede ser construida numéricamente en la forma

dz. (3.59)

r exp(— 7 (s — S0l ds)
pol@) = (e

00 n(z)*

Para z = 0, (3.59) proporciona

2O _ 1 [ _Up—w)
dpg/dJZ(O) - w2/0 n(fl‘)2(1—|—(5;p) dz. (360)
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3.5. Resultados numéricos

de velocidad rodeado POr una corriente gaseosa cuyo perfil bésico de velocidad se obtiene
de la integracién numérica, de las ecuaciones (3.16) segtin el método numeérico descrito en

§3.2. En este modelo, son identificados tanto los regimenes de atomizacién de Rayleigh

es el trabajo realizado por las fluctuaciones de presién del gas sobre 1a superficie liqui-

da (Lin and Chen 1998). Estos regimenes aparecen para diferentes rangos del valor del

experimentos llevados a cabo en esta tesis. Esto es debido a que, contrario a la situacién
considerada, por Villermaux, en el caso considerado aqui el cociente de momentos de las
corrientes de gas y liquido (M, = ,OgUg2/ plUl2) €S muy préximo a la unidad, lo que hace
que el perfil bésico de velocidades del liquido juegue un papel esencial para explicar 1a
aparicién de los modos que conducen a la rotura de] chorro. Este aspecto se recogers en
el modelo siguiente.
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perturba el flujo liquido, manteniéndose la corriente de gas sin perturbar. El interés de
este caso radica en el hecho de que, como se indicé anteriormente, cuando los momentos
de las corrientes de gas y de liquido son del mismo orden, un perfil no uniforme de veloci-
dades en el liquido modifica sustancialmente los resultados de Rayleigh y aparecen nuevos
modos asociados a la existencia de una capa de cortadura, tanto en el liquido como en
el gas, en la zona préxima a la entrefase. No se tiene conocimiento de que estos modos

hayan sido explorados previamente en la literatura.

3.5.1. Modelo A: Estabilidad de un chorro liquido de radio cons-
tante con perfil uniforme de velocidad cofluyendo con una
corriente coaxial de gas.

La solucién bésica a este problema, obtenida mediante el método de lineas descrito en

§3.2 estd representado en la figura 3.13; la solucién numeérica ha sido validada con éxito

usando los resultados asintéticos de Glauert y Lighthill (Rosenhead 1963) para el mismo

problema. Como se muestra en la figura, los perfiles de velocidad con § < 0,1 se aproximan

0.3

(r-R,)/R, 015

Figura 3.13: Perfiles de velocidad del gas del modelo A calculados numéricamente (linea discontinua)
y perfiles de velocidad de Blasius (linea continua).

de forma clara al de Blasius, mientras que para mayores valores de 8, los perfiles difieren del
de Blasius debido los efectos de curvatura. En la figura 3.14 (a-b) se representan, para el
modo de inestabilidad axilsimétrico m = 0, las partes real e imaginaria de las frecuencias
propias adimensionales, = wk = QRy/U,, frente al niimero de onda adimensional

k = kRy. Nétese que las frecuencias de excitacién (€2,) de los modos inestables, aumentan
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Figura 3.14: (a)-(b) Partes real] e imaginaria de las frecuencias propias para diferentes valores de o:
(c)-(d) Partes real e imaginaria de las frecuencias propias de los modos axilsimétricos (linea continua)
¥ de los helicoidales (linea discontinua) para diferentes valores de §. En las figuras (a-d) We = 15 y
M = 850.

tanto con el espesor de la capa de cortadura del gas () como con el nimero de onda &
(véase la figura 3.14 a). Sin embargo, el comportamiento con ¢ del factor de amplificacién
temporal ), es m4s complicado. En efecto, como se muestra en la figura 3.14 (b), el 4rea
bajo las curvas (2, = Q(k), primero aumenta, drésticamente desde § = ( hasta ¢ = 0,001,
decreciendo monétonamente para valores mayores de §. Los valores correspondientes al
modelo de Kelvin-Helmholtz (K-H) estén situados sobre Ia curva marcada como § = ()
en la figura 3.14 (b). Obsérvese en esta figura que, a pesar de que en todos los casos
6 << 1, los resultados de K-H no se reproducen en todo el rango de longitudes de onda
sino sélo para los valores de 6 mds pequefios (6 < 107%). Para valores mayores de 4,

los factores de crecimiento se desvian sustancialmente del modelo K-H, excepto para las
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mayores longitudes de onda. En efecto, se observa que, para una longitud de onda dada
y no muy larga, los factores de crecimiento son mayores que los correspondientes a K-H
para valores del espesor de la capa de cortadura en el rango 0 < § < 0,015, siendo menores
para 6 > 0,015. Este hecho sugiere que, incluso para pequefos espesores, la estructura
de la capa de cortadura del gas juega un papel crucial en el desarrollo de la inestabilidad
de perturbaciones de corta longitud de onda, debido quizés a la existencia de una capa
critica (Miles 1957, Landau y Lifshitz 1959) que se encuentra localizada en un radio tal
que Uyk 2 ., donde la transferencia de energia entre el lujo bésico y la perturbacion
modifica sustancialmente los fenémenos dindmicos involucrados en el mecanismo de K-H.
Con objeto de comparar los modos axilsimétricos con los helicoidales, las figuras 3.14
(c-d) muestran, para pequefios valores del pardmetro 6, €2, y €; como funciones de x
para los modos inestables axilsimétricos y para los modos helicoidales (m = 1); sélo
estdn representados los resultados para § > 0,01, puesto que para menores valores de 6,
los factores de crecimiento de los modos axilsimétricos y helicoidales son muy similares.
Nétese en la figura 3.14 (d) que las perturbaciones helicoidales crecen més rapido que las
axilsimétricas para longitudes de onda largas, hecho que fue reportado por primera vez
por Yang (1992).

Los casos discutidos en el parrafo anterior corresponden a espesores de la capa de
cortadura del gas tan pequefios comparados con el radio del chorro de liquido, que no se
presentan en muchas situaciones practicas ni, en particular, en nuestros experimentos. En
efecto, como es sabido, ¢ decrece al aumentar el niimero de Reynolds, Re = U Ro/vy,
cuyo valor es del orden de Re ~ 500 para una situacién tipica con Ry ~ 50um y Us ~ 100
m s~!; dicho valor es demasiado bajo para obtener valores muy pequeiios de §. Esto se
confirma en los resultados experimentales mostrados en la figura 3.11 (a-b), que indican
que los valores de § son mayores que 0.1. Por tanto, se considerard ahora el caso en el que el
espesor de la capa de cortadura es del orden del radio del chorro, 6 ~ O(1), y se ha llevado
a cabo el andlisis de estabilidad para tres perfiles basicos de velocidad correspondientes
a las estaciones z=0.01, z=0.05 y z=0.1, con valores de § de 6 = 0,46, § = 0,98 y § =
1,35 respectivamente. Obsérvese primero que la condicién de flujo localmente paralelo
se cumple para estos valores, puesto que es posible estimar de ellos que (A\/8)dé/dz =
A (6RyRe)dd/dz ~ 0,1, donde § = §Ry, Z = Ry Rez son el espesor adimensional de la
capa de mezcla y la distancia axial. En estos casos se han encontrado tres familias distintas
de modos inestables, a saber: una familia de modos axilsimétricos (m = 0), y dos familias

de modos helicoidales (m = 1), estas tltimas con muy distintas frecuencias de excitacién
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de M y We, las frecuencias y los factores de crecimiento de los modos axilsimétricos, y de
la familia de modos helicoidales que bosee frecuencias de excitacién de] orden de la capilar
Q. ~ (MWe)~12, Obsérvese en 1a figura 3.15 (b) que los factores de crecimiento de los

1E-02 5.0E-03

Q, 6E-03 Q,25E03

0.0E+00

modos helicoidales inestables estgn representados en la figura 3.16 (a-b). Obsérvese que

sus frecuencias adimensionales de excitacién, son del orden de 2 ~ O 1), mucho mayores

por Batchelor y Gil] (1962) en su estudio de la estabilidad de un chorro axilsimétrico

con perfil de velocidad gaussiano. Como se muestra, en la figura 3.16 (b), los factores de

axilsimétricos; sin embargo, como puede estimarse de | figura 3.16 (a), su velocidad de
8rupo es del orden de Cg/Usy = dQ,./dk ~ 0,3, alrededor de veinte veces mayor que
la de los modos axilsimétricos. Por tanto, los modos de estela viajan tan rapido aguas
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Figura 3.16: (a) Parte real de las frecuencias propias para los modos de estela en distintas posiciones
axiales; (b) Parte imaginaria de las frecuencias propias de los modos de estela. En ambas figuras We = 15
y M = 850.

rompa el chorro liquido. De lo anterior se deduce que, el modelo A predice siempre una
rotura axilsimétrica del chorro liquido, puesto que los modos helicoidales bien poseen un
bajo factor de crecimiento, o bien muy alta velocidad de grupo. La razén por la que
este modelo predice una rotura del tipo de Rayleigh, radica en que para los numeros
de We y M considerados, la capa de cortadura posee un espesor tal que los efectos
dindmicos de la corriente gaseosa apenas influyen en el mecanismo de inestabilidad del
chorro liquido. Por tanto, como también se ha eliminado de este modelo el efecto dindmico
de la capa de cortadura del liquido (perfil de velocidades no uniforme), el mecanismo de
rotura predicho es, necesariamente, capilar. Las limitaciones de este modelo trataran de

superarse mediante el siguiente modelo simplificado.

3.5.2. Modelo B: Estabilidad de un chorro liquido con perfil de
velocidad no uniforme rodeado por una corriente coaxial

de gas no perturbada

En este modelo simplificado, los perfiles de velocidad del liquido y del gas son perfiles
realistas, calculados numéricamente y validados experimentalmente como se indicé en §3.3,
y son los mostrados en la figura 3.11 (b) correspondientes a los valores 6 = 0,5 y A = 0,15.
La simplificacién consiste en que, en este modelo, s6lo se consideran perturbaciones en la

fase liquida, manteniéndose el gas sin perturbar. Se encuentran entonces dos familias de
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modos inestables axilsimétricos (m =0), y una familia de modos inestables helicoidales
(m = 1). Como se verd, los modos helicoidales sélo aparecen para nimeros de Weber
suficientemente elevados.

Las frecuencias y el factor de crecimiento de Ia primera familia de modos inestables,
cuyo origen es capilar, estdn representados para diferentes estaciones aguas abajo en la

figura 3.17 (a-b). Obsérvese en Ja figura 3.17 (a) que las frecuencias de excitacién crecen
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e 2=0.150
=0.075
0E+00 L L I 0.00E+00
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
K K

Figura 3.17: (a)-(b): Partes real e imaginaria de las frecuencias propias de los modos capilares axil-
simétricos en diferentes Posiciones axiales. We — 15, M = 850; U, representa la velocidad en la entrefase.

con el nimero de onda Y, en la figura 3.17 (b), que los factores de crecimiento tienden a
los de Rayleigh a medida que aumenta z, puesto que el perfil de velocidades del liquido
Se suaviza aguas abajo debido a log efectos de difusién viscosa, La atenuacién de los
factores de crecimiento que se muestra en la figura 3.17 (b) al disminuir 2 (aumento de los
gradientes de velocidades en el liquido), confirma los resultados de Leib y Goldstein ( 1986)
en su anélisis del problema de Rayleigh para un chorro con perfil basico de velocidades
parabdlico.

La segunda familia de modos inestables es también de naturaleza axilsimétrica, y sus
frecuencias y factores de crecimiento se representan en lg figura 3.18 (a-b). Obsérvese que,
al contrario de lo que ocurre con los modos capilares, los factores de crecimiento decrecen

ahora a medida, que los perfiles de velocidad se uniformizan (mayores valores de ), por
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Figura 3.18: (a)-(b): Partes real e imaginaria de las frecuencias propias de los modos hidrodindmicos

axilsimétricos en diferentes posiciones axiales. We = 15 y M = 850.

de crecimiento son marcadamente distintos dependiendo del valor de z.

Finalmente, para ntmeros de Weber suficientemente elevados, aparece una tercera
familia de modos inestables, y cuyos factores de crecimiento estdn representados, para
distintos nimeros de Weber, por las lineas continuas en la figura 3.19. Con propésito
de comparacion, en dicha figura se han representado también los factores de crecimiento

de los modos hidrodindmicos axilsimétricos (linea a trazos). Obsérvese que a medida

8.0E-03

Q, 4.0E03
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Figura 3.19: Factores de crecimiento de los modos hidrodindmicos y helicoidales para distintos valores
del niimero de Weber en z = 0,01. Las lineas continuas representan los modos axilsimétricos y, como en

los casos anteriores, We = 15, M = 850 y U, representa la velocidad en la entrefase.
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que We aumenta (la importancia relativa, de los efectos capilares disminuye) los factores
de crecimiento de los modos helicoidales aumentan, haciéndose del mismo orden que
los de los modos hidrodindmicos axilsimétricos. Esto indica que la naturaleza de estos
modos es también hidrodindmica, por lo que seran denominados modos hidrodindmicos

axilsimétrica y helicoidal se acenttan, puediéndose ver en la figura 3.19 que, mientras que
existe un valor minimo del We a partir del cual los modos helicoidales se vuelven estables,
1O se encuentra tal comportamiento para los modos hidrodindmicos axilsimétricos. La
diferencia de comportamiento para bajos valores del nimero de Weber puede explicarse en
términos fisicos si se tiene en cuenta que, cuando los efectos capilares son importantes, las

fuerzas de tensién superficial tienden a inhibir Ia, aparicion de formas helicoidales mientras

figura 3.20. Se observa que el mecanismo de inestabilidad es el bien conocido de Kelvin-
Helmholtz (Chandrasekhar 1961), que se produce cuando existen gradientes transversales
de velocidad en corrientes paralelas.

Figura 3.20: Mecanismo de inestabilidad de los modos hidrodindmicos axilsimétricos y helicoidales,
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3.5.3. Modelo C: AnAlisis de estabilidad del problema completo

En esta seccién se presentan los resultados de los andlisis de estabilidad realizados al
tener en cuenta los perfiles realistas de velocidad, ya considerados en el modelo B, pero
introduciendo ahora perturbaciones tanto en la corriente de liquido como en la de gas.
Las frecuencias tipicas y factores de crecimiento de los modos que aparecen en este caso

estan representadas en las figuras 3.21 y 3.22. La figura 3.21 (a) muestra los factores de
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Figura 3.21: (a)-(b): Partes real e imaginaria de los distintos autovalores excitados a frecuencias del
orden de U;/Ry en la posicién axial z = 0,025 para We = 15 y M = 850 (los factores de amplificacién
temporal de los modos helicoidales del tipo A (CHA) han sido multiplicados por un factor de 100, y los

modos axilsimétricos hidrodindmicos (CHY) estdn divididos por un factor de 5).

crecimiento de modos cuyas frecuencias de excitacién son del orden de la capilar (U;/Ry).
Dentro de este grupo de modos, existen dos familias axilsimétricas, que se denotardn por
CAP y CHY respectivamente, y dos familias de modos helicoidales denotadas por CHA
y CHB respectivamente. Como se ver4 en breve, y es lo que justifica la notacién emplea-
da, los modos CAP estén relacionados con los modos capilares axilsimétricos encontrados
previamente en los modelos A y B, los modos del tipo CHY estdn relacionados con los
modos hidrodindmicos axilsimétricos del modelo B, y los modos CHA y CHB con los
modos helicoidales de los modelos simplificados A y B respectivamente. Los factores de
crecimiento de estos modos estén representados en la figura 3.21 (b). La figura 3.22 (a-b)
muestra la quinta familia de modos encontrados en el modelo C, que serén identificados
por CWK, siendo sus frecuencias y factores de crecimiento del orden de la de los modos de
estela encontrados en el modelo A (véase la figura 3.16). A continuacién se analizara con

mayor detalle la relacién entre los modos encontrados en los modelos simplificados A y
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Figura 3.22: Partes real e imaginaria de los modos de estela para el modelo C.

B, y en el modelo completo C.
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Figura 3.23: Factores de crecimiento de los modos axilsimétricos capilares de los modelog A y C para
diferentes posiciones axiales para We = 15 y M = 850,
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a los modos helicoidales identificados en el modelo A (véase la figura 3.15), y no serdn
considerados de nuevo en lo que sigue debido a que no son de interés desde el punto de
vista experimental por sus pequenos factores de crecimiento.

Los factores de crecimiento de los modos capilares axilsimétricos del modelo B y de
los modos CAP del modelo C' se muestran en la figura 3.24 (a) para diferentes estaciones

z. Los factores de crecimiento son mayores para el modelo C, lo que puede atribuirse a la
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Figura 3.24: Factores de crecimiento de los modos capilares axilsimétricos (a) y de los hidrodindmicos
axilsimétricos (b) en el caso de la ausencia de corriente gaseosa externa (modelo B, linea discontinua) y

considerdndola (modelo C, linea continua) para diferentes posiciones axiales. Para estas figuras, We = 15
y M = 850.

energia aportada al liquido por las perturbaciones de presién originadas por la corriente
de gas, mecanismo que, por definicién, estd ausente en el modelo B. Este efecto puede
observarse también en la figura 3.24 (b) donde se representan los modos CHY del modelo
C y los modos hidrodindmicos axilsimétricos del modelo B. La figura 3.25 es analoga a la
3.19, y muestra el comportamiento con el nimero de Weber de los modos hidrodindmicos
helicoidales del modelo B y los del modelo C (modos del tipo CHB). Obsérvese que, como
se vio en la seccién §3.5.2, existe un valor minimo del nimero de Weber por debajo del
cual los modos helicoidales del modelo B son estables, y lo mismo ocurre para los modos
del tipo CHB del modelo C, pero para un niimero de Weber limite menor que para el del
modelo B. Esto puede atribuirse, de nuevo, al efecto de las perturbaciones en la corriente
de gas que hacen que los factores de crecimiento de los modos CHB sean mayores que los
del modelo B.

Finalmente, se analizard el comportamiento de los modos del modelo C' a variaciones
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Figura 3.25: Factores de crecimiento de los modos helicoidales en el caso de no considerar la corriente
externa de gas (modelo B, linea discontinua) y considerandola para diferentes valores del nimero de
Weber en un posicién axial fija (z = 0,01) y para M = 850.

de z, del nimero de Weber We y del cociente de densidades M. La figura 3.26 muestra,
las frecuencias y factores de crecimiento de los modos CAP, CHY y CHB para diferentes
estaciones z. A medida que los perfiles de velocidad se uniformizan, los factores de creci-
miento de los modos capilares axilsimétricos (CAP) aumentan, lo que refleja la naturaleza
capilar de estos modos, mientras que los factores de crecimiento de los modos helicoidales
y axilsimétricos hidrodindmicos (modos CHB y CHY respectivamente) disminuye, lo que
refleja su naturaleza hidrodindmica. La figura 3.27 muestra los factores de crecimiento de
los modos capilares y de los hidrodindmicos, tanto axilsimétricos como helicoidales, para
diferentes valores del ndmero de Weber y en una estacion fija z = 0,05. El tipo de modo
con mayor factor de crecimiento depende del ntimero de Weber, o lo que es lo mismo,
de la importancia relativa de Ia, tension superficial. Asi, por ejemplo, los modos capilares
axilsimétricos poseen los mayores factores de amplificacién para We = 10, mientras que
para We = 15, esto ocurre para los modos hidrodindmicos axilsimétricos y para We = 20,
son los modos helicoidales los de mayor factor de crecimiento. La figura 3.28 muestra la
influencia del cociente de densidades M en el factor de crecimiento de los modos CAP,
CHB y CHY. A medida, que M aumenta, los factores de crecimiento de los modos CAP
y CHY disminuyen, mientras que los de los modos CHB crecen. Este tipo de comporta-
miento, que es el que se espera para los modos capilares, revela que la inercia del liquido

favorece el desarrollo de las inestabilidades hidrodindmicas del tipo helicoidal en vez de
las axilsimétricas.
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Figura 3.26: Partes real e imaginaria de las frecuencias propias de los modos capilares axilsimétricos
(linea continua), modos helicoidales hidrodindmicos (linea discontinua) y modos hidrodindmicos axil-
simétricos (puntos), para diferentes posiciones axiales y para valores del nimero de Weber y de la relacién
de densidades We = 15 y M = 850. Nétese que los factores de crecimiento de los modos hidrodinamicos

axilsimétricos en (b) han sido divididos por un factor de 5.

3.6. Comparacion con los experimentos

En esta seccién los resultados numeéricos presentados en §3.5 serdn comparados con
los obtenidos experimentalmente y que se muestran en la serie de fotografias 3.29 (a-f).
Los experimentos han sido realizados para un caudal fijo de agua de ) = 30mlh~!, y
diferentes caidas de presién Ap entre la cdmara de aire y la atmésfera. Las imégenes
fueron capturadas haciendo uso de una cédmara de alta velocidad de la marca Stanford
Computer Optics, modelo 4Quick-05; dicha cdmara posee un intensificador de luz tal que
permite tiempos de exposicién tan cortos como 10ns. En la figura 3.29, las fotografias
(a-c,f) muestran una rotura axilsimétrica, mientras que en las (d) y (e) se muestra como
el chorro se rompe de una manera helicoidal. Para el menor valor de Ap usado en los
experimentos, que corresponde a la fotograffa 3.29 (a), la longitud de onda de rotura
medida estd muy préxima a la predicha por el modelo de Rayleigh, lo que indica un
mecanismo de inestabilizacién capilar. Esto puede explicarse si se tiene en cuenta que los
perfiles de velocidad en el liquido y en el gas son tanto mas uniformes cuanto menor sea Ap,
por lo que para Ap muy bajos no existen gradientes radiales de velocidad suficientemente
intensos como para promover la aparicién de modos hidrodindmicos. A medida que Ap
aumenta en la figura 3.29 (b), las corrientes de liquido y de gas se aceleran y se forman

capas de cortadura més estrechas en ambos fluidos, lo que hace que las longitudes de onda
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posicién axial z = 0,025 y para We = 9g (los factores de crecimiento de los modos capilares axilsimétricos
han sido multiplicados por un factor de 10).
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(a) (b)

(d)

Figura 3.29: Fotograffas que muestran los distintos regimenes de atomizacién para un valor constante
de Q=30 ml h™!. Los valores de los diferentes parametros para cada una de las imdgenes son: (a) Ap=5
kPa; U;=3.2 m s71; U;=92 m s™1; M=800; Re=233; Wey=6.3; £=0.68; z. >0.3. (b) Ap=10 kPa; U;=4.5
m s~ Uy=127 m s71; M=739; Re=295; Weg = 11; k = 0,77; . ~ 0.17. (c) and (d) Ap=20 kPa; U;=6.3
m s71; Uy=173 m s71; M=638; Re=387; Weg = 20; k(c)=1.02; z-(c) ~ 0.13 £(d)=0.66; z-(d) ~ 0.12;
(e) and (f) Ap=30 kPa; U;=7.75 m s~ 1; U,=208 m s~ 1; M=556; Re=454; Weg = 28; x(e)=0.68; z.(e) ~
0.085; k(f)=1.21; z.(f) ~ 0.09. Nétese que z, es la distancia adimensional de rotura del chorro liquido.
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de rotura sean menores que las de Rayleigh, caracteristicas de los modos hidrodindmicos
asociados a la capa de cortadura que se desarrolla en el liquido que controla, entonces, el
proceso de rotura. Nuestros resultados numeéricos presentados en la figura 3.26 confirman
este hecho experimental, puesto que el efecto de mayores gradientes de velocidades axiales
en el liquido es equivalente a considerar menores valores de 2, en cuyo caso se observa en
dicha figura, cémo los modos hidrodindmicos axilsimétricos crecen de manera mas rapida
que los capilares y los helicoidales. En las figuras 3.29 (c-d) se observa, cémo, para valores
crecientes de Ap, se incrementa el efecto de la no uniformidad de los perfiles de velocidad
y aparecen longitudes de onda de rotura mas cortas. Esto también puede deducirse de
los resultados numericos de las figuras 3.26-3.27 cuando se consideran bajos valores de
z y altos valores del ntimero de Weber, correspondientes a los elevados gradientes de
velocidad y altas velocidades que se producen para Ap elevados. En efecto, en dichas
figuras se observa entonces cémo los modos capilares poseen un factor de crecimiento tan
bajo que no deben jugar ningin papel en el proceso de rotura, estando ésta dominada
por el crecimiento de perturbaciones de tipo hidrodindmico, ya sean axilsimétricas o bien
helicoidales. De hecho, para el nimero de Weber We — 20 correspondiente a la situacién
mostrada en las figuras 3.29 (c-d), se observa que el modo de rotura del chorro alterna
entre el axilsimétrico (figura 3.29 ¢) y el helicoidal (figura 3.29 d), con predominancia del
primero; se observa, ademds, que la rotura axilsimétrica tiene lugar con un nimero de
onda = 1, mientras que el nimero de onda medido para la rotura helicoidal es x ~ 0,66.
De nuevo, esto concuerda con los resultados numéricos mostrados en la figura 3.30, donde
se observa que, para We = 20, el factor de crecimiento de los modos axilsimétricos supera,
aun siendo del mismo orden de magnitud, al de los modos helicoidales; ademds, el niimero
de onda correspondiente al maximo factor de crecimiento de los modos axilsimétricos se
bresenta en torno a 1, mientras que el de los modos helicoidales est4 en torno a 0.5. Para
mayores nimeros de Weber se observa, en 3.30 que el méximo factor de crecimiento de los
modos helicoidales crece répidamente, llegando a superar al de los modos axilsimétricos,
que depende muy débilmente de] nimero de Weber; los ntimeros de onda, correspondientes
a los médximos factores de crecimiento aumentan ligeramente con el numero de Weber para
los dos tipos de modos, manteniéndose en torno a 0.6 y 1 respectivamente. Esto concuerda,
bien con lo observado en el experimento correspondiente a las figuras 3.29 (e-f), obtenidas
para We = 28, donde se observan, de forma alternada, la rotura axilsimétrica (329 1) y
la helicoidal (3.29 e), siendo més frecuente esta vez esta ultima; las longitudes de onda

experimentales son x ~ 1,21 para la rotura axilsimétrica, Yy K = 0,68 para la helicoidal.
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Para concluir, debe indicarse, que al seguir aumentando el nimero de Weber no se han

observado tipos de rotura diferentes a los que se acaban de describir.

6E-04

Q, 3E-04

OE+00

Figura 3.30: Factores de crecimiento de los modos hidrodindmicos axilsimétricos (linea discontinua) y
de los hidrodindmicos helicoidales (linea continua) para diferentes valores del niimero de Weber y para

una valor fijo de M = 650 en la posicién axial z = 0,05.

3.7. Conclusiones

En este capitulo se ha realizado un anélisis de estabilidad lineal no viscoso y temporal
de un chorro liquido cofluyendo con una corriente coaxial de gas. Para el andlisis se han
empleado perfiles basicos de velocidad, que han sido calculados numéricamente de manera
autoconsistente a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes (§3.2), y que han sido validados
experimentalmente (§3.3); de hecho, se ha usado informacién obtenida experimentalmente
para obtener los perfiles de velocidad iniciales apropiados para llevar a cabo la integracion
aguas abajo de las ecuaciones fluidomecdnicas. Una vez calculada la solucién bésica del

problema, se han obtenido de forma convencional en §3.4 las ecuaciones linealizadas que
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permiten realizar el andlisis de estabilidad. Estas ecuaciones se han resuelto primero para,
dos modelos simplificados (modelo A y modelo B), cuyo interés es puramente tedrico,
Pero que, ademés de proporcionar tipos de modos inexplorados previamente en 1la litera-
tura, permiten un mejor entendimiento de los diferentes tipos de modos y mecanismos de
inestabilidad que aparecen en el modelo completo, més realista, que se ha denominado
modelo C.

El primer modelo (modelo A), analizado en §3.5.1, es el de un chorro liquido de radio
constante y velocidad uniforme cofluyendo con una corriente gaseosa que desarrolla un
perfil de velocidades del tipo de capa limite. Usando este modelo se han encontrado los
mismos tipos de modos, capilares y helicoidales, que los ya reportados en la literatura,
pero se ha obtenido que sus factores de crecimiento dependen fuertemente de la estructura,
del perfil de velocidades de] gas, en particular, del espesor de la capa limite. De hecho,
bara espesores de capa limite del orden del radio del chorro liquido (que es el caso de
nuestros experimentos), el modelo A proporciona que el mecanismo de inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz no es relevante, y los factores de crecimiento siguen fielmente Ia, relacién
de dispersién de Rayleigh en el caso de perturbaciones axilsimétricas (modos capilares),
siendo despreciable el factor de crecimiento de los modos helicoidales. La cldsica, relacién
de dispersién de Kelvin-Helmholtz se obtiene inicamente para los menores espesores de
capa limite; para mayores espesores, pero aiin Pequenios en comparacién con el radio del
chorro liquido, los factores de crecimiento difieren apreciablemente de los resultados de
Kelvin-Helmholtz. Ademas de los modos capilares y helicoidales existe una, tercera familia
de modos, que se han denominado modos de estela, cuyas frecuencias de excitacién son del

orden de U, /R, lo que denota su origen hidrodindmico, y sus factores de amplificacién

reportados previamente en lg literatura.
En §3.5.2 se ha considerado un segundo modelo simplificado (modelo B), consistente
en un chorro liquido con perfil de velocidades no uniforme acoplado a una, corriente exter-

na de gas. En este caso, los perfiles basicos de velocidad son realistas y se han calculado

de ellas axilsimétricas, y la tercera helicoidal. La primera familia de modos axilsimétricos

tiene un origen capilar y aparecia ya en el modelo previo (modelo A). La segunda familia
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de modos axilsimétricos, al igual que la de los modos helicoidales, tiene un origen hidro-
dindmico, como puede deducirse del comportamiento de sus factores de crecimiento, que
aumentan tanto al incrementarse el nimero de Weber como al decrecer el espesor de la
capa de cortadura en el liquido. Estos modos, en lo que alcanza nuestro conocimiento,
tampoco habian sido previamente descritos en la literatura.

Finalmente, en §3.5.3 se ha considerado el modelo que reproduce maés fielmente las
condiciones experimentales mostradas en la figura 3.29 (modelo C). Se han encontrado,
esencialmente, los mismos tipos de modos descritos en los dos modelos simplificados an-
teriores, aunque los factores de crecimiento se modifican sustancialmente con respecto a
los de aquéllos debido a la influencia de la estructura de los perfiles bésicos de velocidad
y, también, debido a que se incluyen perturbaciones en ambas corrientes. Los resultados
de este modelo se han utilizado para explicar los experimentos mostrados en las foto-
grafias 3.29 (a-f). Se concluye entonces que, mientras que para bajas velocidades del gas
el proceso de rotura es capilar de acuerdo con los resultados de Rayleigh, para veloci-
dades mayores, los modos hidrodindmicos tanto axilsimétricos como helicoidales, entran
en juego y dominan el proceso de rotura. Puesto que los modos de origen hidrodindmico
estdn fntimamente ligados a la existencia de una capa de cortadura en el chorro liquido,
puede concluirse que, cualquier modelo con perfiles bésicos de velocidad uniformes en el
liquido, no podré describir de forma correcta los procesos de rotura en los experimentos
de atomizacion, al menos, en el caso en que la relacién de momentos de las dos corrientes

sea préxima a la unidad.



Capitulo 4

Generacion de burbujas

micrométricas

4.1. Introduccidon

Al contrario de lo que ocurre con los chorros liquidos en aire, las corrientes gaseosas en
el seno de un coflujo liquido son altamente inestables. Se observa que, cuando estos chorros
gaseosos son lo suficientemente pequefios, su rotura en micro burbujas se produce a una
frecuencia propia del sistema, que no est4 influenciada por ningin ruido externo, con lo que
las burbujas formadas poseen tamafios idénticos (véase la figura 4.1). Como se indicé en
el primer capitulo, no son muchos los trabajos dedicados al estudio de la formacién de
burbujas, tanto en lo que concierne al proceso de generacién primaria como a la generacién
secundaria. La diferencia entre los dos procesos es que el primero aprovecha la tendencia
natural del sistema a imponer una frecuencia propia de generacién, que no esta afectada
por factores externos, lo que permite obtener burbujas de tamafios homogéneos. Entre
los trabajos que tratan la generacién primaria de burbujas cabe destacar el de Oguz y
Prosperetti (1993), en el que se estudia el proceso de formacién de burbujas desde el
extremo de un tubo capilar al que se suministra una corriente continua de gas. En este
andlisis, no lineal, se considera la interaccién del gas con el liquido exterior suponiendo que
éste es no viscoso, mientras que se desprecia la cantidad de movimiento del gas inyectado
en la burbuja; como se ha indicado repetidamente a lo largo de esta tesis, este efecto no
puede despreciarse en nuestros experimentos realizados con el generados de micro-burbujas
descrito en §1.4, puesto que las corrientes de liquido y de gas poseen la misma cantidad

de movimiento. En cuanto a la generacién secundaria de burbujas, hay que destacar los

91
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trabajos de Martinez-Bazan, Montafiés y Lasheras (1999 a,b), en los que se proporciona
una teoria que predice la distribucién de tamafios de burbujas formadas en el seno de una
corriente liquida turbulenta, y que concuerda de manera excelente con los experimentos.

En este capitulo se va a describir de forma tedrica algunos aspectos esenciales del
fenémeno de generacién de micro-burbujas mediante un anglisis de estabilidad lineal, cuya
validez se comprobaré a posteriori mediante la comparacién con los experimentos. Se va
a poner de manifiesto que en los chorros gaseosos rodeados por una corriente coaxial
de liquido las perturbaciones inestables no pueden ser convectadas aguas abajo y, por
tanto, el sistema desarrolla una, inestabilidad absoluta (véanse §2.1-§2.2). Como se vera,
este resultado explica el cardcter extremadamente elusivo de los chorros gaseosos, que
contrasta con el comportamiento de los chorros liquidos; en efecto, en el seno del aire,
los chorros liquidos pueden llegar a tener longitudes de rotura del orden de 100 veces su
didmetro, mientras que en el caso de gases nunca se observan ligamentos de mas de dos
o tres didmetros de longitud. Asimismo, los resultados del anglisis van a permitir inferir
algunas caracteristicas de los procesos no lineales que tienen lugar en la generacién, tales
como el establecimiento de una frecuencia propia de produccién (frequency locking), que
estd relacionada con la enorme monodispersidad observada de las burbujas.

Nuestro anélisis de estabilidad se va a, llevar a cabo teniendo en cuenta las condiciones
experimentales que se dan en el dispositivo descrito en §1.4, cuando éste se usa como
generador de burbujas. En este caso, un caudal dado de gas se inyecta a través del capilar
situado dentro de la cdmara que contiene el liquido. Se forma entonces una burbuja de gas
en el extremo del capilar y, debido a la diferencia de presién existente entre la, cdmara y
el ambiente, los flujos coaxiales de gas y de liquido salen a través de un orificio practicado
en la cdmara concéntrico con el capilar (véase figura 4.1). El chorro de gas, una vez
formado, se disgrega inmediatamente en una corriente continua de micro-burbujas de
tamanos homogéneos como puede verse en la figura 4.1 (b).

4.2. Analisis de estabilidad lineal

Como se ha indicado en la seccién anterior, y como se ver4 mas adelante, el cardcter de
la inestabilidad de chorros gaseosos estd intimamente relacionado con el hecho de que las
perturbaciones no se convectan aguas abajo, lo que da lugar a una inestabilidad absoluta.
Esto sugiere que el simple anédlisis de estabilidad temporal del problema sea, en este caso,

insuficiente para describir el fenémeno, por lo que se llevars a cabo aquf la resolucién del
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Figura 4.1: (a) Vista tipica del chorro de gas partiendo del vértice de la burbuja que se forma en el
extremo de la aguja inyectora. (b) Vista de la regién préxima al orificio de salida. La imagen ha sido
tomada haciendo uso de una cdmara de alta velocidad con un tiempo de exposicién de 150 ns. Obsérvese
la sorprendente homogeneidad de tamafios de las burbujas y que éstas se forman en el limite de la cAmara

a presién con el exterior.

problema de valores iniciales, del que, como se discutié en el capitulo segundo, el anélisis
temporal es sélo un caso particular. Las ecuaciones y condiciones de contorno linealizadas
que gobiernan la evolucién de las perturbaciones son las mismas que las deducidas en el
capitulo anterior, (3.38)-(3.45). Para la resolucién de dichas ecuaciones sujetas a un pulso
inicial localizado espacialmente en tornoa r = R, y z = 0, se tomarén la transformada de
Laplace en tiempo y la transformada de Fourier segin la coordenada axial z lo que, tras
las manipulaciones algebraicas descritas en el capitulo tercero, proporciona la ecuacion

para las perturbaciones de presién en el liquido y en el gas

1d (€ dp(lm) _ 9 K dUs(1,9) dP(t.g)
§dg" dg (Uoggk — Q) d§  dE

donde los subindices [ y g identifican al liquido y al gas respectivamente y el subindice 0

— fizp(l,g) =6(r—R,), (4.1)

denota el estado bésico. Es conveniente introducir en el anélisis el siguiente conjunto de
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parametros y variables adimensionales

2 _
M= WG:M, K =ER, Q:“’_RO,
pg g Uloo
P Uo(r) r
_ _ o) . _ T 4.2
p pleloo 3 Uo(lr) Uloo b 5 RO ) ( )

donde M es el cociente de densidades de las corrientes de liquido y de gas, We es el
nimero de Weber, y r, k y @, representan la coordenada radial, el niimero de onda y la
frecuencia compleja respectivamente; Ry es el radio del chorro gaseoso sin perturbar, y
Ui es la velocidad del liquido para & — oo. Las soluciones a las ecuaciones en (4.1) deben

satisfacer las condiciones de regularidad en el eje de simetria y en el infinito

§=0 pgaéoo ) 5“’00 pl7éoo’ (43)

asf como las condiciones en la superficie libre £ = 1, andlogas a las del capitulo tercero,

dpy dpg
= Mt 4.4
T Mdf’ (4.4)
Wel dp;
=p— ——— (1 — g3 4.5
Po =01 (USK—Q)2( g (49)

La ecuacién (4.4) expresa la continuidad de la componente radial de la velocidad a través
de la entrefase, y la ecuacién (4.5), donde U, es la velocidad axial del lujo bésico en
§ = 1, expresa el balance de esfuerzos normales a través de la entrefase. La ecuacién
caracteristica, o relacién de dispersién del problema, se obtiene imponiendo que la parte
homogénea del sistema de ecuaciones (4.1)-(4.5) admita solucién distinta de la trivial, lo
que requiere que (4.4)-(4.5) deben ser linealmente dependientes, condicién que proporciona
la ecuacién

D(Q, k) = 1 (1) p(1) + (Uife:;)

" Mdp, (/& " qp(1)/& (1 =) =0. (46)

4.2.1. Flujo bésico

Para llevar a cabo el an4lisis de estabilidad, es necesario primero especificar los perfiles
bésicos de velocidad tanto para la corriente de gas como para la de liquido. Aunque en el
capitulo anterior se calcul$ la solucién bésica de forma autoconsistente, no se va a seguir
aqui el mismo procedimiento debido a que, como se verd, las perturbaciones se desarrollan

tan rdpido que es imposible realizar ninguna observacién experimental del flujo bésico.
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Por tanto, para proseguir el anélisis, se supondré un flujo béasico plausible de acuerdo con
la situacion experimental considerada, debiéndose validar experimentalmente a posteriori
las conclusiones obtenidas con el mismo. En la literatura pueden encontrarse numerosos
ejemplos en los que los perfiles de velocidad se modelan como tangentes hiperbélicas que
son funcién de la coordenada radial y de los diversos pardmetros que caracterizan el pro-
blema (Michalke y Hermann 1982, Jendoubi y Strykowski 1994). En vez de usar tangentes
hiperbélicas o polinomios, se ha pretendido aqui llevar a cabo un calculo mas realista de
los perfiles bésicos de velocidad basado, en la mayor medida posible, en argumentos fisicos.
Para ello, se ha tenido en cuenta que para el caso de capas de cortadura bidimensionales
que se desarrollan entre dos fluidos diferentes, existe una solucién de semejanza al proble-
ma (Lock 1951), obtenida al integrar la ecuacién de Blasius para la funcién de corriente
sujeta a las condiciones de continuidad de velocidades y esfuerzos tangenciales en la en-
trefase. Por tanto, se ha optado aqui por definir los perfiles basicos de velocidad para el

liquido y para el gas mediante las relaciones

do d¢
_ — (£ _ = =(1—£&)/6 4.7
Uo =3, m=0E-1/a] , Uy an [n=(1-¢)/5], (4.7)
donde, 6; y d, son pardmetros que se fijardn posteriormente, y ¢ es una funcién que

satisface la ecuacion diferencial de Blasius, con variable independiente 7,

3
A,

= 0, (4.8)

dn? ~
sujeta a las condiciones de contorno
n—oo ¢—=p , n=0 ¢=U, (4.9)

siendo los valores de 3 para el liquido y paraelgas =1y 8= M respectivamente.
Los valores del parametro 3 se han fijado teniendo en cuenta que las corrientes de liquido
y de gas alcanzan de forma isentrépica la presién atmosférica partiendo de la misma
presién de remanso, lo que proporciona una velocidad para el gas que es \/m veces
la del liquido. Los pardmetros libres §; y §, caracterizan los espesores de las capas de
cortadura adyacentes a la entrefase, tanto en el liquido como en el gas. Los pardmetros 4,
Ry y U pueden relacionarse con §, haciendo uso de que los perfiles bésicos de velocidad
U v Uy, definidos en (4.7), deben satisfacer el equilibrio de esfuerzos tangenciales en
la entrefase y, ademas, las dos condiciones integrales de conservacién de la masa y del
momento axial. Se obtiene asi la familia uniparamétrica de perfiles de velocidad mostrada
en la figura 4.2, donde se ha tomado p;/p, = 870 y pi/pe = 55,5, que son los valores para

el agua y el aire a presién atmosférica y a 293K.
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Figura 4.2: Familia uniparamétrica de perfiles basicos de velocidad empleados en este estudio para
distintos valores de dg.

4.2.2. Andlisis de estabilidad

Las ecuaciones (4.1)-(4.5) para las perturbaciones, se han resuelto de forma convencio-
nal integrando numéricamente hacia la, superficie libre £ = 1 tanto en la zona del liquido
como en la del gas. Para ello se han usado los comportamientos de las soluciones de (4.1)
para pequenos y grandes & dados por

(k)"

: =1
§— Yo + 2

, €001 pr= Ko(ék). (4.10)

Como se vio en el capitulo segundo, para determinar si la naturaleza de la inestabilidad
del sistema es convectiva o absoluta, basta con analizar su respuesta al impulso inicial
a lo largo del rayo z/t = 0. Asimismo, también se concluyé en dicho capitulo que el
método del descenso méximo permite calcular de forma muy aproximada la evolucién de
las perturbaciones para tiempos grandes pudiéndose, por tanto, analizar su estabilidad
segun el criterio de Briggs. Para aplicar este criterio es necesario hallar el valor Q* que sea

un punto de silla de la relacién de dispersién (4.6), es decir, que satisfaga las condiciones

onN

D(Q,k)=0 |, T =

0, (4.11)
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que, como puede comprobarse facilmente, son equivalentes a las siguientes:
0D(9, k)
Ok

El criterio de Briggs proporciona entonces que si la parte imaginaria de {2* es positiva

D(Q,k) =0 |, —0. (4.12)

(2f > 0), la inestabilidad serd absoluta, mientras que en el caso contrario serd convectiva.
Para una pareja dada de We y §, (los dnicos pardmetros considerados en este anélisis),
los valores complejos de k* y Q* que satisfacen las condiciones (4.12) pueden determinarse
dibujando los isocontornos, en el plano s complejo, de la funcién Q; = Q;(k), hallada a
partir de la relacién de dispersién (4.6) como se muestra en las figuras 4.3-4.4. Se ob-
serva en dichas figuras cémo los puntos de silla de la funcién ;(x), denotados por 1y
2, determinan los valores buscados de §2f y x*, halldndose 2 a través de la relacién de
dispersion (4.6). Los valores de estas cantidades para otra pareja de pardmetros We y
d4, suficientemente préxima a las anteriores, pueden obtenerse mediante un esquema de
Newton-Raphson, usando como estimaciones iniciales para la iteracién los valores calcu-
lados anteriormente. Como se ha indicado, para una pareja dada de We y §,, existen
dos puntos de silla de la relacién de dispersién, Q} y Q5. Se observa, ademds, que ambos
poseen partes imaginarias positivas, lo que implica que las perturbaciones crecen tempo-
ralmente a lo largo del rayo z/t = 0, por lo que el sistema considerado es absolutamente
inestable. El hecho de que aparezcan dos puntos de silla significa que la evolucién de las
perturbaciones a lo largo del rayo z/t = 0 estard determinada por la superposicién de
dos paquetes de ondas, cuyos factores de amplificacién temporal y nimeros de onda son
(Qf,6%) y (Q,k%,) respectivamente; en lo que sigue estas ondas se denominarén de tipo
1 y de tipo 2. La topologia de las curvas de las figuras 4.3-4.4 en torno al punto de silla 1
es muy similar a la obtenida por Monkewitz y Shon (1988) en su estudio de la estabilidad
de hot jets (chorros con una densidad inferior a la del ambiente en el que descargan).
Esto permite inferir que las ondas del tipo 1 estdn relacionadas con inestabilidades hidro-
dindmicas del tipo de las de capa de cortadura, que son las que aparecen en el trabajo de
dichos autores. Por otra parte, si se suprimen en el anélisis los efectos hidrodinamicos y
se dejan sélo los capilares, se observa numéricamente que sélo se obtiene el punto de silla
denotado por 2 en las figuras 4.3-4.4. Esto sugiere que las ondas del tipo 2 pueden relacio-
narse con modos inestables capilares, del tipo de los encontrados por Rayleigh (1902) en
su estudio de la estabilidad de un cilindro hueco rodeado de liquido. Los nimeros de onda
y los factores de crecimiento caracteristicos de los dos tipos de inestabilidades, dependen
tanto del nimero de Weber como del espesor caracteristico de la capa de cortadura. Asi,

por ejemplo, en la figura 4.3, obtenida para We = 4,5 y é, = 0,1, las ondas del tipo 2 se
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Figura 4.3: Isocontornos de €% en el plano k complejo para We
la correspondiente a los modos de

velocidad de grupo positivas estdn dibujadas con lineas m4s gruesas:

capa de cortadura con linea continua y la correspondiente a los modos capilares con lineas discontinuas.

Figura 4.4: Figura andloga a 4.3, pero con valores de los pardmetros We = 9,2 y §, = 0,025, escogidos

de manera que el modo de capa de cortadura crezca de manera mas répida que el capilar.

amplifican ligeramente m4s répido que las del tipo 1, mientras que para los valores Weber
We=92y6,=0,025 correspondientes a la figura 4.4, las ondas del tipo 1 se amplifican

més rdpidamente que las del tipo 2. En la figura 4.5 se representa, para las ondas de tipo 1

y tipo 2, la variacién de 0} y k¥ con el ndimero de Weber para dos espesores caracter{sticos
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de la capa de cortadura del gas. Asimismo, en la figura 4.6 se representa, para las ondas
de tipo 1 y tipo 2, la variacién de € y k; con el espesor caracteristico de la capa de

cortadura del gas para varios valores del nimero de Weber. Se observa en estas figuras

14 1:
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Figura 4.5: Variacién de la frecuencia imaginaria y del niimero de onda real de los dos puntos de silla
al variar el nimero de Weber para los casos de (a) 84 = 0,025 y (b) 65 = 0,1. El modo 1 (capa de mezcla)
estd representado por lineas continuas mientras que el modo 2 (modo capilar) esta representado por lineas

discontinuas.
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Figura 4.6: Variacién de (a) la frecuencia compleja y (b) el nimero de onda real al variar el pardmetro
d y para distintos valores del nimero de Weber. El modo 1 (capa de mezcla) esté representado mediante

lineas continuas y el modo 2 (capilar) por lineas discontinuas.

que los modos de tipo 1 crecen més rapidamente que los del tipo 2 cuando aumenta el
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nimero de Weber y/o cuando disminuye el espesor de la capa de cortadura, invirtiéndose
los términos cuando el niimero de Weber es bajo y el espesor caracteristico d, aumenta;
también se observa que los niimeros de onda, caracteristicos de las ondas del tipo 1 son
siempre menores que las del tipo 2. Todo esto confirma el cardcter hidrodinimico de las
ondas del tipo 1, y el cardcter capilar de las ondas del tipo 2.

Hay que indicar que los resultados encontrados son completamente consistentes con el
hecho de que en el seno de liquidos no se observen chorros gaseosos con longitudes mucho
mayores que su didmetro, ya que el que exista una inestabilidad absoluta impide que las
perturbaciones se convecten aguas abajo y que éstas pronto contaminen todo el dominio
fluido. Adem4s, la evidencia experimental muestra que la frecuencia de produccién de
burbujas es fija (lo que se manifiesta en la homogeneidad de tamaifios de las burbujas)
e independiente de perturbaciones externas. Esto pone de manifiesto que la dindmica no
lineal del sistema ha de estar de alguna forma influenciada por el hecho de que las ines-
tabilidades predichas por el an4lisis lineal sean absolutas, no pudiéndose convectar aguas
abajo por el chorro. Este fenémeno, inicialmente lineal, puede condicionar el desarrollo de
procesos no lineales posteriores, que conducen al flujo a un régimen un régimen oscilatorio
de frecuencia fija y propia del sistema.

4.3. Resultados experimentales

Los resultados tedricos expuestos hasta ahora, basados en un anjlisis de estabilidad
lineal, justifican Ia aparicién de un régimen periédico de produccién de burbujas como
consecuencia de una inestabilidad absoluta del flujo bésico. El hecho de que el fenémeno
esté producido por el crecimiento de una, inestabilidad hidrodindmica sugiere que debe ser
posible caracterizar los tamafios de las burbujas obtenidas experimentalmente mediante
los pardmetros que, segun el andlisis lineal, controlan la inestabilidad. Esta seccién se
dedicard a la consecucién de dicho objetivo.

El fenémeno de la generacién periédica de microburbujas ha sido observado experimen-
talmente usando orificios de salida de didmetros comprendidos entre las 500 y 30 um, y
liquidos con viscosidades tu en el rango de los 1073 a los 10~! Pa-s. No obstante, aquf sélo
se expondrén los resultados experimentales correspondientes a 280 tamaifios de burbujas
dp obtenidos con orificios de salida de didmetros D = 100 y 210 pm, caudales de liquido
(i que varfan entre los 24 y los 310 ul/s, v caudales de aire (4 comprendidos en el rango

de 0.2 a2 40 ul s™!, estando estos tultimos medidos a la presién atmosférica y a una tempe-
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ratura de 298K (+0.5K); para esta presion y temperatura, la densidad del aire es p, = 1,2
kg m™ y su viscosidad de y, = 1,8x107° Pa-s. Los caudales de gas han sido introduci-
dos a través de una bomba de jeringa de alta precisién de la marca Harvard Apparatus,
usandose jeringuillas Hamilton Gastight de 0.1, 0.5 y 3 ml. En algunos casos, el liquido
es suministrado desde un recipiente cuya presién es controlada a través de una valvula de
precisién Rexroth, midiéndose el caudal de liquido mediante un peso digital y un reloj.
Para llevar a cabo los experimentos se han empleado siete liquidos diferentes (mezclas
de agua y etanol y de agua con glicerol), que possen viscosidades y; comprendidas en
el rango entre los 1.2 y los 30 mPa-s, y tensiones superficiales y densidades que varian
entre los 35 a los 57 mN m™! y los 795 a 1200 kg m™ respectivamente. El tamafio de las
burbujas obtenidas en estas condiciones antes sefialadas oscila entre las 5pm y las 120 pm.
Las medidas han sido realizadas usando un zoom Nikon con una magnificacién méxima
de 360 aumentos, acoplado ya sea a una cémara de alta velocidad 4Quick de Stanford
Computer Optics (véase la figura 4.7) 0 a una cdmara Sony IRIS CCD, siendo medidos los

didmetros d, en un monitor Sony de 14’. Con la cdmara de alta velocidad, el movimiento

Figura 4.7: a) Imagen de la hilera de burbujas, todas exactamente iguales unas a otras; b) Chorro

liquido relleno de burbujas de aire; ¢) Gotas huecas generadas a partir de la rotura del chorro anterior.

de la burbuja puede ser congelado y, de esta manera, es inmediato determinar su didmetro
en la pantalla. Sin embargo, cuando se usa la cdmara Sony, el desplazamiento de la hilera
de burbujas, de tamarnos idénticos, genera una imagen cilindrica de suficiente contraste
como para poder medir los didmetros d, de las burbujas directamente en el monitor.

Con objeto de relacionar los didmetros medidos experimentalmente con los resultados

tedricos presentado en la seccién anterior, téngase en cuenta que éstos ultimos revelan
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que la frecuencia de produccién de burbujas est4 altamente influenciada por los perfiles
basicos de velocidad de las corrientes de liquido y de gas. Dichos perfiles dependen, a su
vez, de los niimeros de Reynolds de cada una de las corrientes. El ntimero de Reynolds
del liquido se define como Re; = p,Q;/ (D), mientras que en el caso del gas el niimero
de Reynolds Re, se define como Re, = [0g(Qg/d2)d;/ 11g]xd;/ D = (pyQ,)/ (114 D), siendo
d; el didmetro del chorro estacionario de gas en el orificio de salida. Obsérvese que Re,
representa una longitud de entrada adimensional del chorro de gas desde su formacién
hasta su rotura, puesto que la longitud caracteristica en la que el ligamento es estacio-
nario escala como el didmetro del orificio de salida D; este nimero, por tanto, mide el
grado de desarrollo del perfil de velocidades del gas y, puesto que en nuestros experi-
mentos varia entre 0.07 y 14, la forma del perfil de velocidades variard desde uniforme
(flujo potencial) a aproximadamente parabdlica. Por otra parte, Re; varia de 40 a 1000
en nuestros experimentos, por lo que resulta plausible suponer que antes de la rotura el
chorro de liquido es no viscoso. Con objeto de hallar la relacién entre d;, y Rey que sugiere
el andlisis lineal, se hard uso del resultado de la seccién anterior que establece que, en
el caso de que el fenémeno esté controlado por el desarrollo de una inestabilidad hidro-
dindmica, el tiempo caracteristico de generacién de burbujas es t. = d;/U, ~ d;D?/Q,.
De acuerdo con los resultados del an4lisis tedrico de estabilidad lineal obtenidos de la
seccion anterior, la frecuencia adimensional de rotura = w - t. ha de ser una funcién
creciente del nimero de Reynolds del gas, O = Q(Rey), en el limite Re, >> 1; en el limite
opuesto Re, << 1, Q deberfa ser independiente de Re, al ser el perfil de velocidades

parabolico. Estas consideraciones sugieren que el didmetro de la burbuja, dp, viene dado

1/3 1/3
dy = (L%) = (%) D*3d}® f(Re,), (4.13)

W 1

por la expresién

donde w ~ 1/t. y f = [6Q,/(7w)]}/3; obsérvese que la primera igualdad en (4.13) resulta
de la definicién de caudal de gas, mientras que la segunda igualdad hace uso del escalado
para t..

La expresién (4.13) requiere hallar una expresion para el cdlculo del didmetro del ligamento
gaseoso, d;, en funcién del caudal de gas y de la caida de presién a través de la cdmara.
Para ello, debe tenerse en cuenta que la caida de presion del liquido a través de la cdmara

puede expresarse como

2
AP =1/2p (;%) ¢u(Rey, L/ D), (4.14)
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donde L es el espesor de la placa con el orificio y ¢, = 1+29,6/Re;(1+1,7L/D) (Dagan et
al 1982). Por otra parte, si se tiene en cuenta el efecto de la tensién superficial, la caida de
presién en el gas a través de la cdmara vendrd dada por AP, = AP, — 2v/d;. Por tanto,
si se desprecian los efectos de compresibilidad al ser pequenos los incrementos de presién

que experimenta el gas hasta la salida de la cdmara, puede escribirse

AP, = 1/2pg(4Qg) 6y(Rey) (4.15)

donde la funcién ¢, recoge los efectos viscosos en el flujo de gas. La expresion para el

didmetro del chorro gaseoso d; se obtiene ahora de forma inmediata a partir de (4.14)-

(4.15),
1/4 1/2 4N\ —1/4 1/4
)55
% (m) (Ql P\ 100 o) (4.16)

donde ¢4 ~ O(1) depende sélo del Re,. Puesto que, como se muestra en la ecuacién (4.13),
la dependencia de d, con ¢, es bastante débil [dy ~ (¢y/#1)/1?], se supondrd que ¢, = 1
aunque, en cualquier caso, la funcién f(Re,4) puede absorber las ligeras variaciones que

_(1,/ '? experimenta frente a la unidad.

La dependencia de la funcién f con Rey ha sido hallada experimentalmente, haciendo uso

< p=1.23cp, D=210pm
~t=1.87cp, D=210gm
10 = #1=2.35¢cp, D=210pm
+#=10cp, D=210pm
- 4=30cp, D=210gm
< t=5¢cp, D=100pm
+p 10¢p, D=100gm
a0 -f= 3(inge*”67

f(Re )
R
>
B4
@3‘:

0.1 1

8

Figura 4.8: Funcién f(Re,) adimensional hallada a través de los resultados experimentales. La pequefia
dispersién en los datos refleja la validez de las hipdtesis hechas sobre la frecuencia caracteristica de rotura

y de la dependencia de ésta con el Reynolds del gas.

de la expresion (4.13). Los resultados de la figura 4.8 muestran que, f ~ 2,9 para pequenos

167,003

valores de Re,, mientras que esta funcién tiende suavemente a f = 3,15Re’ para
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Rey > 6 (coeficiente de regresién por encima del 98 %). Obsérvese, por tanto, que f es
una funcién de orden unidad independiente de Re, para bajos nimeros de Reynolds, y
decreciente con Re, para Reynolds mayores que la unidad. Esto valida plenamente las
hipétesis sobre el tiempo caracteristico que controla el proceso de formacién de burbujas,
asi{ como su dependencia con Regy, que fueron sugeridas por el andlisis lineal y que condu-
jeron a (4.13). Para finalizar, obsérvese que, debido a que (4.13) es bastante insensible a
las propiedades de los fluidos, a partir de (4.13) y de (4.16) puede obtenerse una expresién

muy simple para el cdlculo del tamaiio de las burbujas:

Q 0,374,005
dy)D = <_9> , (4.17)
Qr

que resulta de gran utilidad a la hora de realizar cdlculos ingenieriles y que, como puede

observarse de la figura 4.9, posee errores inferiores al 15 %.
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Figura 4.9: Comparacién entre los resultados experimentales y los predichos por la férmula reducida
(4.17).

4.4. Conclusiones

Mediante los conceptos de inestabilidades convectivas y absolutas, en este capitulo
se ha intentado explicar la generacién de burbujas de tamanos homogéneos mediante un
modelo simplificado consistente en un chorro gaseoso rodeado por una corriente coaxial de
liquido. Para este propésito, se ha estudiado la evolucién lineal de un pulso inicial introdu-

cido en un flujo bésico estacionario, que ha sido determinado de manera que reproduzca de
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una forma aproximada los flujos de gas y liquido en el inyector. Los resultados muestran
que la perturbacién no es convectada aguas abajo, dando lugar a una inestabilidad abso-
luta que, con el transcurso del tiempo, debe inestabilizar completamente el flujo basico.
Las fuentes de la inestabilidad son la capa de mezcla que se forma en la entrefase liquido-
gas, y la tensién superficial. Aunque el modelo considerado aqui es sumamente simple,
puede explicar cualitativamente los mecanismos fisicos que subyacen tras la produccién de
burbujas de tamaifios homogéneos, y que se forman a una frecuencia intrinseca al sistema,
independiente de las condiciones externas. La situacién es andloga a la presentada en en
los trabajos de Monkewitz y Sohn (1988) y Monkewitz et al. (1990) sobre la estabilidad de
hot jets, donde se demuestra la relevancia de la teoria lineal para predecir la auto excita-
cién de estos sistemas, a pesar de que el régimen real es fuertemente no lineal. En efecto,
en estos andlisis de estabilidad se determina una condicién limite para el cociente entre
las densidades de los flujos interno y externo, que establece cuando la inestabilidad pasa
de convectiva a absoluta. Precisamente para las condiciones para las que el andlisis lineal
predice una inestabilidad absoluta, se observa experimentalmente que el chorro oscila a
una frecuencia propia e independiente de agentes externos. Ademads, el hecho de que el
origen de la inestabilidad en hot jets se deba al crecimiento de un modo de capa de mez-
cla, que es completamente andlogo al encontrado en nuestro analisis, refuerza atin mas la
analogia fisica que se establece entre la situacién considerada por estos autores y la que se
presenta en nuestros experimentos. Esta analogia existe debido a que, para los dos casos,
existe un fluido interior de baja densidad, lo que hace que, en la ecuacién de cantidad de
movimiento para el fluido ligero, la magnitud del término local de aceleraciéon sea mucho
mayor que la de los términos convectivos. En efecto, se tiene entonces que los gradientes
de presién asociados con cualquier distorsién de la entrefase que separa ambos fluidos son,
necesariamente, del orden de magnitud del término de aceleracién convectiva del fluido
pesado y, por consiguiente, mucho mayores que el término convectivo del fluido ligero.
Esto implica que, en el fluido interior, los gradientes de presién deben estar compensados
por el término local de aceleracién, lo que hace que el tiempo caracteristico de respuesta

a las perturbaciones sea mucho menor que el tiempo convectivo. Explicitamente, se tiene

(9pl dUlo 8ug UlO aug
£ " ~ 97 O - 4.18
5~ PV, piRo 8z Ry L E (4.18)

donde se ha empleado la ecuacién de continuidad en el chorro gaseoso. Ya que los términos

convectivos en la ecuacién de cantidad de movimiento axial para el gas son del orden de
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PgUg00uy/0x << pUsOu, 0 se tiene la estimacién

ou ou ou
nggoa“xg << Pga—tg ~ PlUloa—; ; (4.19)

lo que implica que t, <« L/Uy donde t; es el tiempo caracteristico de crecimiento de la
perturbacién y L/ Ugo es el tiempo convectivo caracteristico. Con esto se demuestra que
la perturbacién crece de manera mds répida que es convectada, que es la condicién que
ha de darse para que el sistema desarrolle una inestabilidad absoluta y, por tanto, que
exhiba el mecanismo de auto excitacién.

Con el objeto de comprobar la validez de nuestro analisis lineal, se han llevado a cabo
experimentos para medir los tamafios de las burbujas. Estos experimentos fueron realiza-
dos con sumo cuidado para siete liquidos distintos y dos geometrias diferentes, en amplios
rangos de los caudales de liquido y de gas. Los resultados experimentales, tal y como se
mostro en la seccién anterior, validan las hipétesis hechas sobre la naturaleza fisica del
fendmeno y sobre los pardmetros controlantes del problema. Ademds, haciendo uso de los
datos experimentales, se obtiene una expresion cerrada que predice con gran precision el

tamario de las burbujas en funcién de los parametros controlantes del problema.



Capitulo 5

Conclusiones y lineas futuras de

investigacion

5.1. Conclusiones

En esta tesis se ha proporcionado la explicacion a ciertos fenémenos observados en los
procesos de atomizacién y de generacién de burbujas al utilizar el dispositivo descrito en
§1.4. Esto ha sido posible gracias al estudio de la estabilidad lineal de soluciones estaciona-
rias que modelan con gran aproximacion las situaciones encontradas experimentalmente
en el caso de la atomizacién, y que son al menos realistas en el caso de la generacién de
burbujas. Puesto que el an4lisis de estabilidad lineal ha sido el pilar basico sobre el que se
fundamentan los resultados de esta tesis, se ha dedicado el capitulo segundo a una revisién
en profundidad de los diferentes enfoques tradicionales al problema de estabilidad lineal,
relacionando los resultados de los problemas que modelan las situaciones fisicas de interés
(problemas de valores iniciales y de la sefial), con los de los analisis clasicos de estabilidad
que se limitan a calcular los autovalores temporales o espaciales de estos tipos de flujos.
Estos aspectos se han ilustrado mediante la resolucién del problema cldsico de propaga-
cién de un pulso en un flujo de cortadura bidimensional entre dos corrientes de densidades
y velocidades distintas. Como es bien sabido, estos flujos presentan una inestabilidad de
tipo Kelvin-Helmholtz, que es la que se presenta con més frecuencia en el estudio de
la estabilidad de corrientes paralelas. La evaluacién de las integrales que proporciona la
solucién del problema se ha llevado a cabo tanto numérica como asintéticamente, com-
probandose que el método del camino de maxima pendiente reproduce con gran exactitud

los resultados numéricos, tanto més cuanto mayor sea el tiempo transcurrido desde la

107
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aplicacién del pulso. La solucién asintética, para la evolucién de la respuesta del sistema
a un pulso inicial demuestra que el andlisis cldsico de estabilidad temporal proporciona el
criterio que determina cudndo un flujo es inestable: que la parte imaginaria del autovalor
con mayor amplificacién temporal sea positiva. Ademés, se demuestra que los resultados
del andlisis clésico de estabilidad temporal permiten determinar la evolucién a lo largo del
rayo en el que la amplificacién temporal de la perturbacién es méxima. También se deduce
de la solucién asintética al pulso inicial que la relacién de dispersién temporal, cuando
se extiende a nimeros de onda complejos, permite determinar si la inestabilidad que se
desarrolla es de tipo absoluto o convectivo; para ello basta conocer si la parte imaginaria
de la funcién w(x) en el punto donde la velocidad de grupo es nula, es positiva (absoluta)
o negativa (convectiva). Esto constituye el criterio de Briggs (1964), el cual se basa en la
forma asintética de la solucién, y su validez se apoya, por tanto, en el excelente acuerdo
entre los resultados asintéticos y numéricos.

También en el capitulo segundo, se ha tratado el problema de la respuesta del flujo a
una excitacién periédica (problema, de la sefial), que es de gran interés practico. Al igual
que ocurre en el caso del pulso inicial, los resultados numéricos son reproducidos para
este problema con gran aproximacién por el método asintético de la pendiente méxima.
Este método permite encontrar una forma aproximada de la solucién en la que aparecen
separadas las contribuciones debidas al encendido de la sefial (transitorio inicial) y las
correspondientes al régimen periédico que se acaba estableciendo en un punto fijo para
tiempos suficientemente grandes. Se demuestra que las contribuciones a la respuesta pe-
riédica provienen de ndmeros de onda que coinciden con los autovalores espaciales x(w)
calculados en los anlisis tradicionales de estabilidad espacial (Michalke 1965). Conviene
indicar que la solucién al problema forzado que se acaba de describir, se ha obtenido
aqui mediante un procedimiento distinto, en nuestra opinién més directo y transparente,
que el seguido en los articulos de referencia, sobre este tema (Huerre y Monkewitz 1985,
1990, Huerre 2000). Los resultados obtenidos aqui complementan los de estas referencias
¥, al mismo tiempo, ponen de manifiesto algunas deficiencias en la metodologia seguida
por estos autores. En particular, se ha determinado la regién del espacio-tiempo en la que
la perturbacién evoluciona de forma, periédica con el tiempo, que viene determinada por
un criterio de cardcter general aparentemente desconocido hasta ahora en la literatura,
Por otra parte, nuestra expresién asintGtica para la contribucién periddica a la respuesta,
que proporciona resultados en excelente acuerdo con los célculos numeéricos, discrepa de

la expresién publicada repetidamente en los trabajos de Huerre y Monkewitz.
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En el capitulo tercero se presentan los resultados correspondientes a experimentos de
atomizacién, asi el desarrollo tedrico seguido para describir los distintos fenémenos en
ellos observados. Puesto que el principal objetivo de este capitulo es el de entender y
explicar los distintos regimenes de atomizaciéon observados en nuestros experimentos se
ha realizado, como primera aproximacién al problema, el andlisis de estabilidad lineal de
las soluciones bésicas estacionarias observadas experimentalmente. Los perfiles basicos de
velocidad se han calculado numéricamente integrando de forma acoplada las ecuaciones
de Navier-Stokes para el liquido y el gas en la aproximacién esbelta; las condiciones en
la estacién inicial, necesarias para realizar la integracién aguas abajo, han sido halladas
de forma que los resultados numéricos reproduzcan los experimentales. El andlisis de es-
tabilidad muestra que, en los regimenes de atomizaciéon considerados, son posibles cinco
tipos de modos, dos axilsimétricos y tres helicoidales. Uno de los modos axilsimétricos es
de origen capilar, mientras que el segundo de ellos es de tipo hidrodinamico, asociado a
una inestabilidad de tipo de capa de cortadura que se desarrolla en el seno del liquido.
De los tres modos helicoidales, existen dos debidos a la corriente gaseosa (asociados a
inestabilidades de tipo de estela y de capa de cortadura respectivamente), mientras que
el tercero de ellos tiene su origen en la capa de cortadura existente en el seno del liquido.
Los modos observados para las condiciones de nuestros experimentos son precisamente los
debidos a la capa de cortadura en el seno del liquido, y no habian sido descritos ni tedrica
ni experimentalmente en la literatura existente, donde por norma se habian considerado
perfiles muy simplificados de velocidad para el chorro liquido. Con esto se concluye que los
perfiles bésicos de velocidad juegan un papel esencial en los distintos modos que resulten
de un anilisis de estabilidad, por lo que es de importancia primordial considerar flujos
bésicos que se correspondan lo mejor posible a las situaciones experimentales considera-
das.

El objetivo del capitulo cuarto es proporcionar una explicacién sencilla a ciertas e-
videncias experimentales que se presentan en chorros gaseosos en el seno de un coflujo
liquido. En particular, se observa que la longitud de estos chorros es siempre mucho menor
que la de los chorros liquidos en aire, asi como que la formacién de burbujas ocurre a una
frecuencia fija e independiente de las fuentes externas de excitacién, lo que da lugar a ta-
manos muy homogéneos. Para explicar estos fenémenos, se ha llevado a cabo al igual que
en el capitulo anterior, un anélisis de estabilidad lineal de una solucidn bésica estacionaria
plausible en este tipo de experimentos, aunque no ha sido determinada de una forma tan

autoconsistente como la del capitulo anterior. El andlisis de estabilidad lineal muestra
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que el sistema es absolutamente inestable segun el criterio de Briggs, identificindose dos
causas y, por tanto, dos modos distintos de ines

cortadura, similar a] encontrado en estudios
densidad (Monkewitz y Sohn 1988)
Rayleigh a] tratar I estabilidad de
infinito (Chandrasekhar 1961). La exi

tabilidad absoluta: el modo de capa de
previos de inestabilidad de chorros de baja
, ¥ el modo capilar, relacionado con e] descrito por
un cilindro hueco rodeado por un dominio liquido

stencia de dos mecanismos que conducen al sistema

» Puede ser corregida
Parabolized Stability Equa-

en el que se resuelven de manera,

de manera ficil si se emplea el método conocido como PSE (
tions), introducido por Bertolotti v Herbert (1992),
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el que inicamente se ha realizado un estudio de estabilidad temporal. Con este método se
podria predecir, suponiendo que la amplitud inicial de los distintos modos de inestabilidad
es la misma, el modo que més se amplifica aguas abajo y, con ello, el régimen de atomi-
zacién que se dard en cada situacion experimental. Seria también interesante investigar,
utilizando esta técnica o simplemente, realizando un anélisis de estabilidad temporal, si
el origen de la rotura helicoidal que se da en los atomizadores de presion, estd originada
por el crecimiento de los modos de estela o de los hidrodindmicos helicoidales, ambos
identificados por primera vez en este estudio.

Para entender mejor el proceso de generacién de burbujas, no tiene sentido hacer
un estudio maés sofisticado de estabilidad, ya que en la situacién real, la produccién de
burbujas se produce en un régimen en el que los efectos no lineales se desarrollan muy
rapidamente y son muy importantes. Una forma de tratar el problema de manera maés
precisa, serfa implementar un cédigo similar al empleado por Oguz y Prosperetti (1993).
La diferencia fundamental con el trabajo de estos autores consistiria en retener el efec-
to del motor de la generacién de burbujas de estos experimentos, que no es mas que la
cantidad de movimiento del gas inyectado en la burbuja. Reteniendo este efecto, podrian
estudiarse los casos en los que el nimero de Reynolds del liquido fuese mucho menor o
mucho mayor que la unidad, ya que en ambos limites, existen métodos integrales para la

resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes, que harfan este problema tratable.
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