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Resumen

Si bien el problema de la Transversalidad ha sido ampliamente estudiado
en la Teoria de Grafos, los 2-complejos de Euler han sido tratados, hasta el
momento, dentro del marco de la Topologia Algebraica. El objetivo central de
esta memoria es estudiar propiedades combinatorias de los Complejos simpliciales
de Euler en dimensién 2, estableciendo una comparacién con el caso de dimensién

1 (también llamados Grafos Eulerianos).

Desde el comienzo de la investigacion se observan diferencias entre unos y
otros, por lo que se introduce la nocién de 2-Complejo Par. Se prosigue el estudio
para esta familia de 2-complejos que contiene estrictamente a los eulerianos. Se
encuentra una caracterizacién topoldgica de los 2-complejos pares mediante la
construccién de una 2-variedad conexa y cerrada y un morfismo. Los problemas
de identificar un 2-complejo par y de dar la variedad y el morfismo asociado a
él se pueden resolver por medio de algoritmos eficientes que aqui se describen.
En el caso en que el 2-complejo sea fuertemente conexo, se puede construir la
2-variedad que conserve esta propiedad. También se detalla un algoritmo que la

proporciona.

Ademas, se introduce el concepto de Recorrido Euleriano y se analiza
cudndo es posible encontrarlo sobre un 2-complejo. También aqui aparecen situa-
ciones distintas a las de dimensién 1. Para esta parte del trabajo ha sido muy
importante el estudio del grafo dual y el de interseccién de un 2-complejo. Se
prueba una caracterizacién de las superficies cerradas y conexas que admiten

recorrido euleriano.
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Introducciéon

El estudio de los Complejos de Euler tiene sus origenes en dos problemas
clasicos de la Matematica Combinatoria que son, probablemente, los mas signi-
ficativos en el nacimiento de la Topologia como rama de la Matematica Moderna.
Por un lado, René Descartes hacia 1620 [19] y Leonhard Euler en 1752 [24], [23]
descubrieron independientemente la férmula que relaciona el ndmero de vértices,
aristas y caras de un poliedro en el espacio tridimensional. Hoy lleva el nombre de
Férmula de Euler: V — A+ C = 2. Sin embargo, hay estudios sobre la posibilidad

de que esta relacién ya fuera conocida por Arquimedes (s. II a.C.) [40].

En 1861, J. B. Listing toma la férmula como punto de partida de estudios
mas extensos y define nuevos objetos a los que llama complejos por estar cons-
truidos a partir de piezas mas simples [41]. Investigé sus propiedades topoldgicas
y en especial aquellas que afectaban a la generalizacién de la Férmula de Euler.
Posteriormente, en 1899, H. Poincaré desarroll$ el trabajo iniciado por Listing
sobre construccién de objetos geométricos a partir de células y dio la generaliza-
cién de la Férmula de Euler para poliedros n~dimensionales en [48] y [49]. Hoy se
conoce con el nombre de Férmula de Euler—Poincaré y proporciona un invariante
topoldgico intrinseco al espacio considerado, la Caracteristica de Euler-Poincaré,
x. Finalmente, en 1935, P. Alexandroff y H. Hopf, en [4], dan una prueba de la

- generalizacién de esta férmula para cualquier espacio n-dimensional.

El otro problema, llamado de la Transversalidad, empieza a ser tratado
a partir del conocido como Problema de los Puentes de Kénigsberg (que, “por
excelencia”, da pie al comienzo de la Teoria de Grafos). La solucion de éste
fue enunciada y demostrada en parte por Euler en 1736 en [22]. Maés de cien
anos después, (. Hierholzer completd la demostraciéon que aparece en su articulo

péstumo [33]. Con estos trabajos comienzan a estudiarse propiedades de los grafos
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que admiten un recorrido cerrado que pasa por todas las aristas una sola vez y
que reciben el nombre de eulerianos. Este seria el otro pilar bésico sobre el que

se apoya el estudio de los Complejos de Euler de dimensién 1.

La nocién general de Espacio de Euler surge en la primera mitad de este
siglo. Segiin Gritnbaum [29], “... el borde de cualquier d-politopo es una (d-1)-
variedad Euleriana ([39] y [34])...” Desde entonces, aparecen trabajos en los que
se estudian los Complejos de Euler en el marco de la Topologia Algebraica, entre
los que se pueden citar: los de A. Kotzig (1955, [36] y 1963, [37]), el de S. Halperin
y D. Toledo (1972, [30]), el de E. Akin (1975, [3]) y el de A. Matsui y H. Sato
(1985, [45]). Incluso, hay trabajos como los de R. Benedetti y M. Dedé (1981,
[13] y 1983, [14]) que tratan este tema desde el punto de vista de la Geometria

Algebraica.

Hay que hacer referencia a algunos resultados sobre 2~complejos que se han
obtenido mediante el uso de algoritmos y que abren un campo de investigacién
importante, no sélo por relacionar diversas ramas de la Matematica actual sino
por el aporte de técnicas algoritmicas para demostrar resultados tedricos. Algunos
de estos trabajos se deben a J. L. Gross y R. H. Rosen (1979, [28]), a J. Shawe-
Taylor y T. Pisanski (1994, [52]) v a R. Ayala, J. Céceres, A. Marquez y A.

Quintero (por aparecer, [7]).

Por iltimo, algunos autores, “volviendo a las raices del problema”, estu-
dian los complejos de dimensién dos desde la perspectiva de la Topologia Com-
- binatoria. Como ejemplo, baste citar a F. Harary y E. Palmer (1968, [32]), a
E. Woon (1985, [60]) y R. Ayala, M. J. Chavez, A. Marquez y A. Quintero (por

aparecer [8]).

Con este marco histérico, la presente memoria se puede encuadrar dentro
de la Mateméatica Combinatoria. El objetivo fundamental que se plantea es el
estudio de los complejos simpliciales de Euler en dimensién 2 comparandolos
con los de dimensién 1. Si se consulta la bibliografia existente, no se encuentran
resultados relativos a complejos eulerianos con este.efifoque. Por ello, este trabajo

- pretende llenar parte del vacio existente en la literatura.

Para conseguirlo, se relacionan conceptos de la Topologia Algebraica y
Combinatoria (complejos simpliciales de dimensién 2) y de la Teoria de Grafos.

Algunos de los problemas que se plantean admiten una resolucién mediante el uso
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de algoritmos. Por tal motivo, en el Capitulo 0, se introducen las nociones basicas
relativas a estas tres ramas de las Matematicas, distintas pero muy relacionadas

entre si: Topologia Algebraica, Teoria de Grafos y Diserio de Algoritmos.

Tras el Capitulo de Preliminares (Capitulo 0), el trabajo queda estruc-
turado en otros cuatro capitulos. El Teorema de Caracterizacién de los Grafos
Eulerianos, va marcando la pauta a seguir en la comparacién entre los 2-complejos

simpliciales de Euler y los grafos del mismo nombre.
Teorema de Caracterizacién de Grafos Eulerianos:

Dado un grafo conexo G, son equivalentes:

1. G es euleriano.

I, G contiene un recorrido cerrado que pasa por todas sus aristas una unica

VEZ.

o

G tiene todos sus vértices de valencia par.

3. Ezxiste un morfismo entre la circunferencia y el espacio topologico subya-
cente al grafo, ¢ + St — |G| tal que ¢ : P~ (int(a)) — int(a) es un

homeomorfismo para cualquier arista o € A(G).

4. El conjunto de aristas de G admite una particion en ciclos.

La condicién 1. recoge la definicién de grafo euleriano. En el Capitulo 1
se analiza la definicién genérica de complejo de Euler conexo y se prueba que en

dimensién 1 ésta es equivalente a la condicién 2 del teorema citado.

Sin embargo, en dimension 2 “tener todos los 1-simplices de valencia par”
_es condicién necesaria pero no suficiente para que un 2-complejo sea euleriano.
A partir de esta propiedad se introduce la nocién de 2-complejo par y se prueba
una condicién analoga a la 3 del teorema. Es decir, para cualquier 2-complejo
par K existen una 2-variedad cerrada M y un morfismo ¢ entre M y |K]| tal
que ¢ : o }(int(0)) — int(c) es un homeomorfismo para cualquier 2-simplice

ce K.

Para demostrar esta propiedad, se describe un proceso que consta de dos

etapas fundamentales: en primer Ingar. se obtiene. por medio del Proceso de



Separacién de Simplices, un par de triangulacién asociado a A, formado por una
2-seudovariedad y un morfismo y, en segundo lugar, por el Proceso de Desingu-
larizacidn se obtiene el par de desingularizacion, (M, ), asociado a K. Este par

sirve para caracterizar a los 2-complejos pares.

En el Capitulo 2 se dan algoritmos eficientes que resuelven los dos proble-
mas planteados en el primer capitulo. Estos son: identificar si un 2-complejo es
par y, en caso afirmativo, construir la 2-variedad cerrada de un par asociado al

2-complejo inicial.

El Algoritmo de Identificacion realiza el recuento de las valencias de los 1-
simplices. Los demas algoritmos (el de Separacién y el de Eliminacién de un Punto
Singular), estan basados en los procesos de Separacién y Desingularizacién dados
en el Capitulo 1. Ademads, a partir de los datos de salida que estos algoritmos
proporcionan, se obtiene el morfismo entre la 2-variedad y el 2-complejo par

inicial y, por tltimo, se puede reconstruir dicho 2-complejo.

En el Capitulo 3 se estudia la propiedad de “contener recorrido euleriano”
en dimensién 2 comparandola con la que se tiene en dimensién 1. Para ello, hay
que empezar definiendo la idea de recorrido euleriano sobre 2-complejos simpli-
ciales, como caso particular de la de 1,2-recorrido (que ya aparece en la literatura

[32]) v, a la vez, como generalizacion de la conocida en Teorfa de Grafos.

En contraste con la situacién que se da en los 1-complejos simpliciales,
_en dimensién 2 no se puede dar una condicién andloga a la 1 del Teorema de
Caracterizacion, ni para 2-complejos pares ni para los de Euler. Se encuentran
ejemplos de 2-complejos que verifican la propiedad de ser euleriano y no contienen
recorrido euleriano, asi como 2-complejos con recorrido euleriano que no son
eulerianos. Como todo 2-complejo euleriano es par, de éstos y otros ejemplos,
se deduce que tampoco estan relacionadas las propiedades de “tener recorrido

euleriano” y “ser par”.

Por otra parte, si un 2-complejo contiene un recorrido euleriano, su con-
junto de 2-simplices admite una particién en 1,2—ciclos, pero el reciproco no es
cierto siempre. Por tanto, tampoco puede enunciarse una condicién analoga a la

4 del Teorema de Caracterizacion a partir de estos conceptos.

En el desarrollo de este capitulo se considera como herramienta basica
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el grafo dual de un 2-complejo puro. Este permite caracterizar a la familia de
2-seudovariedades (contenida en la de los 2-complejos de Euler) que admiten
recorrido euleriano. Finalmente, se construye un grafo interseccién “especial”

que permite caracterizar a los 2—complejos que contienen recorrido euleriano.

Puesto que en el Capitulo 1 se muestra que el par de triangulacién asocia-
do a un 2-complejo par K puede no ser tinico, tiene sentido preguntarse si hay
propiedades de K que pueden conservarse tras aplicar a i el proceso de sepa-
racién de simplices. La conexion se conserva, asi como la paridad de las valencias
de los 1-simplices. Entonces, la siguiente propiedad que puede analizarse es la de

la conexidn fuerte y a esto se dedica el Capitulo 4.

En concreto, se prueba que si el 2-complejo K es par y fuertemente
conexo, es posible encontrar un par de triangulacién asociado a K en el que la
2-seudovariedad es también fuertemente conexa. Para demostrar este enunciado
se utiliza el grafo dual de K y se busca en él un emparejamiento adecuado. Esto
permite ademas, el diserio del Algoritmo de Separacién Fuertemente Conexa, por
el que se obtiene dicha seudovariedad. Este resultado mejora a los dados en los

Capitulos 1 y 2, al menos para una familia de 2-complejos de Euler.

A lo largo de la investigacién han ido apareciendo muchos problemas rela-
cionados con cada uno de los que se han recogido en esta memoria. Los que han
quedado abiertos se han detallado al final de cada capitulo, para conservarlos en

el contexto en el que surgieron y darle su justa importancia.



Indice

Resumen il
Agradecimientos v
Introduccidén vii
0 Preliminares 1
0.1 Complejos simpliciales . . . . . . .. ... ... ... 1
0.2 Grafos . . . . . ... e 6
0.3 Conceptos Algoritmicos. . . . . ... .. ... 9
1 2-Complejos Eulerianos y 2-Complejos Pares 13
1.1 Introduccién . . . . . . .. e 13
1.2 Preliminares . . . . . . . . .. ... 16
1.3 2-Complejosde Euler . . . . . .. .. ... ..o S 17
1.4 El Proceso de Separacién de Simplices . . . . ... ... ... .. 21
1.5 El Proceso de Desingularizacion . . . . . ... ... ... .. ... 26
1.6 Teorema de Caracterizacién de 2-Complejos Pares . . . . . . . .. 33

X1l



INDICE

X1v
1.7 Conclusiones y Problemas Abiertos . . . . .. ... .. ... ... 35
2 Algoritmos sobre 2-Complejos Pares 41
2.1 Introduccion . . . . . . ... 41
2.2 Algoritmo de identificacién . . . . .. ..o 43
2.3 2-Seudovariedad asociada a un 2-Complejo Par . . . . .. .. .. 46
2.4 2-Variedad asociada a un 2-Complejo Par . . . . . ... ... .. 53
2.5 Conclusiones y Problemas Abiertos . . . . . . ... ... ..... 64
3 Recorridos Eulerianos sobre 2—Complejos 67
3.1 Introduccidn . . . . . . . . ... 67
3.2 1,2-Recorridos sobre 2-Complejos. Recorrido Euleriano . . . . . . 69
3.3 Recorrido Euleriano y Grafo Dual . . . . . .. ... .. ... ... 71
3.4 Recorridos Eulerianos sobre 2-Pseudovariedades . . . . . . . . .. 75
3.5 Recorrido Euleriano y Grafo Interseccién . . . . . . .. .. . ... 82
3.6 Conclusiones y Problemas abiertos . . .. .. ... .. ... ... 83
4 Separaciéon Fhéftemente Conexa ’ 91
4.1 Introduccion . . . . .. .. ... .. PR 91
4.2 El Proceso de Separacién Fuertemente Conexa . . . . . . . .. .. 93
4.3 Algoritnp de Separacion Fuertemente Conexg ........... 104
4.4 Conclusiones y Problemas Abiertos . . . . .. ... .. ... ... 113

Bibliografia ' 115



Capitulo 0
Preliminares

En este capitulo se recogen las definiciones y resultados generales que se

utilizaran a lo largo de todo el trabajo.

Dado el caracter de esta memoria, son necesarios conceptos de distintas
ramas de las Matematicas, como la Topologia Algebraica, la Teoria de Grafos y el
Diseno de Algoritmos. Cualquier texto introductorio a cada una de ellas contiene

los conceptos con los que se trabajara.

Para fijar la terminologia y la notacién empleadas, se citan algunos de los
manuales consultados. Estos son: el texto de Agoston ([1]), para la mayoria de
las nociones topolédgicas bdsicas relativas a complejos simpliciales; el de Harary
([31]), para lo que concierne a Teoria de Grafos y, para Algoritmica, los libros de
Aho, Hopcroft y Ullman ([2]) y de Garey y Johnson ([27]).

0.1 Complejos simpliciales

En toda esta memoria se plantean y resuelven problemas relativos a comple-
jos simpliciales de dimensién 2 desde el punto de vista combinatorio. Las defini-
ciones generales que se recogen a continuacién son las clasicas de la Topologia

Algebraica y, como ya se ha sefialado, estan tomadas del libro de Agoston ([1]).
Sea k un entero no negativo. Se llama simplice k—-dimensional o k-simplice

1



2 Capitulo 0. Preliminares

al cierre convexo de k + 1 puntos linealmente independientes vq, vy,...,vr € R".
Se denota por ¢ = vy ...v; o bien por ¢ = {vg, v1,...,vk}. A los puntos v; se
les llama vértices de o. Si no hay confusién. entonces se puede prescindir de la

dimension y llamar a o simplice.

Una cara h—-dimensional o h—cara de o es un h—simplice cuyos vértices son

[ vértices distintos de o. A las 1-caras también se les llama aristas de o.
Los puntos que forman un k-simplice se caracterizan en virtud del siguien-

te teorema (cuya prueba se omite aqui y puede encontrarse en [1}).

Teorema 0.1.1 Cualquier punto w de un simplice o = vovy ... v puede expre-

sarse de una unica forma seqin:

k k
w:Z/\ﬂ’i, A €00,1] y Z’\i = ].

1=0 1=0

Si todos los coeficientes A; son positivos, w es un punto interior de o. El
conjunto de todos los puntos interiores de o se llama interior de o y se denota

por nt(o).

Un punto interior especial de un k-simplice es el baricentro, cuyos coefi-

cientes son A; = 7»_-1FT parat=1,2,..., k.

Un complejo simplicial K es una coleccién finita de simplices en algin R"

" que satisfacen:

1. Si ¢ € K, entonces todas las caras de o estdn en K.

[N

. Si ¢1,05 € K, entonces o1 Ny = @) o bien o, N o2 es una cara comun a oy

y g3.

También se puede definir complejo simplicial infinito sustituyendo la ex-

presién “coleccién finita” por “coleccién numerable” en la definicion anterior.

La dimensién de K, dimK, se define como - 1, si K = 0 y, en otro caso,
como el maximo de las dimensiones de los simplices de K. De este modo, si
dimK = n, se dice que K es un n-complejo simplicial y si no hay confusién, para

abreviar, se dice que A es un complejo.



0.1. Complejos simpliciales 3

Como ejemplo especial hay que citar a los grafos, que son 1-complejos

simpliciales.

La nocién de valencia de un vértice en un 1-complejo y de un 1-simplice
en un 2-complejo ([31] y [60]) puede generalizarse para simplices de cualquier
dimension. Entonces, se llama valencia o grado de un k-simplice ¢ y se denota
por val(o) o por §(c), al niimero de (k+1)-simplices de R que lo contiene como

cara.

El subconjunto |K| = U,epr o C R" es el espacio subyacente de K.
Obsérvese la distincion formal entre el complejo K (coleccidén de simplices) y su
espacio subyacente |K| (subconjunto de R"). Por abuso de lenguaje, a veces se
confunden ambos términos; de modo especial, si hay que dar una representacion

de A’ mediante una figura, ésta sera una representacién de |R|.

Un subcomplejo de K es un complejo simplicial L tal que L C K. El borde
de K, denotado por 0K, es el subcomplejo formado por los simplices 7 € K que
son cara de algin k-simplice 0 € K que pertenece a un tnico (k+1)-simplice de

K.

Por ejemplo, si K es un 2-complejo, K estd formado por los 1-simplices
que sean cara de un unico 2-simplice y por los vértices que estén en un unico

1-simplice.

Una subdivision de K es un complejo sdA que verifica:

1. |sdK| = |K]|.

2. Para cualquier simplice o’ de sd i existe otro simplice o de K tal que o’ C 0.

Un n-complejo se dice puro si todo simplice estd contenido en alguno de
dimensién n. Se llama h—esqueleto de K al subcomplejo formado por todos los

simplices de K que tienen dimensién menor o igual que A.

Se dice que un complejo K es conezro si para cualquier par de vértices
v,w € K, existe una secuencia vg. vq,..., v, de vértices de K tal que vo =
v, Uy = WV viviy; es un l-simplice de K. para todoi =1, 2,...,n —1 (se puede

comprobar que A es conexo si y solo si |A| es conexo).



4 Capitulo 0. Preliminares

Las aplicaciones naturales entre complejos simpliciales son los morfismos

o aplicaciones simpliciales que se definen a continuacién.

St Ky L son complejos simpliciales, una aplicacion simplicial f: X' — L

es una aplicacién que verifica:

1. La imagen de cada vértice de A" es un vértice de L;

2. 51 wovq...v, es un simplice de K, entonces f(vo), f(v1),..., f(v,) son los

vértices de un simplice de L.

Si f es biyectiva, entonces se le llama isomorfismoy K y L son isomor-
fos. La aplicacién simplicial f induce una aplicacién continua entre los espacios

subyacentes del siguiente modo:

If] : |K| — |L| tal que si z = 3 A;v; es un punto del simplice vov; ... v,

de K, entonces |f|(z) = 20 Aif(vi).

Por abuso de lenguaje, a esta aplicacién también se le llama morfismo
simplicial entre | K|y |L|. Obviamente, la composicién de aplicaciones simpliciales

es también una aplicacion simplicial.

Una triangulacion de un espacio X es un par (K, ), donde K es un
complejo simplicial y ¢ : |A| — X es un homeomorfismo. Se dice que K

triangula a X. Un poliedro es un espacio que admite una triangulacion.

En general, si i es un complejo o un espacio triangulado y z es un punto
de | K|, se define el entorno de = y se denota por N(z;|K]), como el subcomplejo
formado por los simplices de A" que contienen a . También recibe el nombre de
estrella de x. El link de x no es mas que el conjunto de simplices de N(z;|K|)

que no contienen a r y se denota por Lk(x;|K|), esto es:
Lk(z;|K|)={0c € K | existe r € K con v €T — 0 y 0 es cara de T};

Todo comp®o simplicial K tiene asociado un niimero que es un invariante
para su espacio subyacente. Es la Caracteristica de Fuler del complejo simplicial
K, cuya expresion combinatoria viene dada por

dimK

X(K) = 3 (=1)Tng(K),

9=0
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donde n,(K’) representa el nimero de q-simplices de KA.

St X es un poliedro (espacio triangulado por A’), la expresién de y(X)
coincide con la de K, x(K'). En [1] se demuestra que la Caracteristica de Euler

es intrinseca al espacio, es decir, no depende de la triangulacién de éste.

Una superficie (sin borde) es un poliedro S C R" que admite una trian-

gulacion (K, ) que verifica:

1. K es un 2~complejo simplicial conexo.

o

Cada l-simplice de K es de valencia 2.

3. Para cada vértice v € K, los distintos 2-simplices 0y, 03,..., 05 a los que v
pertenece pueden ordenarse de forma que o; y 0,41 comparten exactamente

un l-simplice (1 <7< 8)y 01 = 0gp.

De esta definicién se deduce que S es coneza y en lo que sigue, si S no es

conexa se especificara oportunamente.

Si x(S) es la caracteristica de Euler de S, al niumero v(5) tal que x(5) =
2 — 27(.5) se la llama género de S.

A partir de la definicién es facil probar que todo punto de una superficie
tiene un entorno (euclideo) homeomorfo a R? y reciprocamente. Radé probé en

1925 el siguiente teorema.

Teorema 0.1.2 ([50]), Si S C R" es compacto y todo punto de S tiene un

entorno homeomorfo a R?, entonces S admite una triangulacion.

Este resultado permite hablar de superficie triangulada incluso cuando no

sea necesario especificar la triangulacién, como se hara en el Capitulo 3.

Las superficies son ejemplos de variedades topoldgicas. Una variedad n—
dimensional o n—variedad es un espacio en el que cualquier punto tiene un entorno
homeomorfo a R". La mayoria de las veces se utiliza el término “superficie” en
sentido amplio y por superficie o variedad cerrada se entiende una que es compacta

y sin borde.
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Para simplificar la notacién y por abuso de lenguaje, en todo lo que sigue
se utilizaré el término 2-variedad para designar indistintamente a un 2-complejo
simplicial, finito, puro y que verifica las tres condiciones anteriores; o bien para

designar a una superficie cerrada homeomorfa a tal 2-complejo.

Toda superficie se puede formar a partir de otras “mas simples” como son
la esfera, el toro y el plano proyectivo. La operacién que permite hacerlo es la
suma conexa. Intuitivamente, la suma conexa de dos superficies S; y S, se define
como la superficie obtenida al cortar un disco de cada una de ellas y pegar lo
que queda a lo largo de los bordes de los agujeros. Se denota por S1#5, y se

demuestra que el resultado es una superficie.

De momento no sera necesario dar la definicion formal de esta operacion,
pero puede consultarse [1] para obtener también mds informacion sobre las pro-
piedades de la suma conexa de variedades (conmutativa, asociativa y elemento

neutro).

Asimismo, en [44] se puede encontrar una demostracién del Teorema de

Clasificaciéon de las superficies compactas.

Teorema 0.1.3 Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a una

suma coneza de toros o a una suma conexa de planos proyectivos.

Portiltimo, se define seudovariedad n—dimensional o n—-seudovariedad como
~un poliedro conexo X que admite una triangulacién (K, ) que verifica:
1. K es puro.
2. Todo (n-1)-simplice tiene valencia menor o igual que 2.

Si 0X = @, entonces X es una n-seudovariedad cerrada. Algunos autores

incluyen una tercera condicion:

3. Si o v o son dos n-simplices distintos de K, entonces existe una Se-
cuencia oy, 0y,..., 0% de n—simplices en A tal que oy = 0, 0} = o'y o; comparte

con ;41 un (n-1)-simplice, para cada 1 <2 < k.

“Pero en este trabajo. si A verifica esta propiedad. se dira gque X ex nua

n-sendovariedad fucrtcmonte conecra.
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0.2 Grafos

En la seccidn anterior se ha definido grafo como un complejo simplicial de
dimensién 1. En ésta se introduce la definicion combinatoria y otras nociones
y resultados relacionados con ella. Todos seran necesarios para el desarrollo de
capitulos posteriores, ya que muchos de los problemas que se plantean para 2-
complejos encuentran su solucion en la de un problema de Teoria de Grafos o

bien utilizan para su resolucién un grafo como herramienta fundamental.

Segun se recoge en el libro de Harary ([31]), un grafo G consiste en un con-
junto finito no vacio de vértices, V = V((G), y un conjunto de pares no ordenados
de vértices distintos, A = A(G) (que puede ser vacio). Cada par = {u,v} es
una arista de G, se dice que = une a u y vy que u y v son adyacentes. La arista
z es incidente con cada uno de los vértices que la forman. Dos aristas distintas

z e y son incidentes si tienen un vértice comun.

En estas condiciones, se denota G = (V, A) y es frecuente representarlo
mediante un diagrama que contiene un punto por cada vértice y una linea entre

dos vértices siempre que exista una arista que los une.

Un subgrafo de G es un grafo formado por vértices y aristas de G. Un
subgrafo “spanning” de G es un subgrafo cuyo conjunto de vértices es V. 5i
S C V, el subgrafo inducido por S es aquel que tiene a S como conjunto de
vértices y todas las aristas posibles que aparezcan entre ellos en (; es decir, es el

subgrafo maximal de G con conjunto de vértices S.

Algunas operaciones que se pueden realizar sobre un grafo son las siguien-

tes: eliminar un vértice v de G consiste en considerar el subgrafo de G inducido
por V — {v} y se denota por G — v. Andlogamente, eliminar una arista z de G
consiste en considerar el subgrafo maximal de G que no contiene a z y se denota

por G — z.

Un camino sobre G es una secuencia alternada de vértices y aristas de
G, vo, a1, v1, Gy, ..., Vn_1, Gn, Vs, qUe empieza y termina por vértices y tal que
cada arista a; es incidente con el vértice inmediatamente anterior, v;—; y con el
posterior v;. Se dice que este camino une a vy y v,. 91 vp = v, se dice que el

camino es cerrado y es abierto en otro caso (aunque en general, si no se especifica,
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el camino sera abierto). Sitodas las aristas son distintas, se dird que la secuencia
anterlor es un recorrido y si todos los vértices son distintos, se llamara arco. Un

recorrido cerrado es un circuito y un arco cerrado es un ciclo.

Una subdivision de G es el grafo obtenido al sustituir en G una arista
{u,v} por un arco que une a v y v. Es ficil comprobar que el grafo obtenido es

homeomorfo a G.

Al nimero de aristas que componen el camino se le llama longitud del
camino. El ciclo de longitud n se denota por C, y si n = 3, a C3 se le llama

triangulo.

El grato G se dice conexzo si dos vértices cualesquiera estan unidos por
un arco en G (y esto es coherente con la definicién de l-complejo simplicial
conexo dada en la seccién anterior). Un subgrafo conexo maximal de GG es una
componente conezxa de (G. Si (G tiene mas de una componente conexa, entonces

es disconezo o no conezxo. Un drbol es un grafo conexo y sin ciclos.

Recuérdese que la valencia o grado del vértice v (6(v)), es el nimero de
aristas incidentes en v. El primer teorema de Teoria de Grafos se debe a FEuler

([25]) y dice lo siguiente:

Teorema 0.2.1 La suma de las valencias de los vértices de un grafo G = (V, A)
es dos veces el numero de aristas de G.

S 6(v) = 2#A(G).

veV

Como consecuencia, se tiene el resultado conocido con el nombre de Lema

del apreton de manos (también se debe a Euler), que se da a continuacién.

Corolario 0.2.2 En cualquier grafo, el nimero de vértices de valencia impar es

par.

Un vértice de valencia 0 se llama aislado. Si todos los vértices de G tienen
la misma valencia r, G se dice reqular de valencia r o r-reqular. Sir =0y G
tiene mas de un vértice, éste se dira totalmente disconezo y sir = 3, (G serd un

grafo cubico.
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El grafo completo K, es el grafo de n vértices y todas las aristas posibles
entre ellos; es decir, es el grafo regular de valencian—1 (con n vérticesy n(n—1)/2

aristas).

Se dice que un grafo (G es bipartito o que es un bigrafo si su conjunto de
vértices V' admite una particién en dos subconjuntos disjuntos V; y V; tales que
toda arista de G une un vértice de V; con otro de V5. Si Vi tiene n vértices,
Vy tiene m y A(G) contiene todas las aristas posibles entre ellos, G es el grafo
bipartito completo K, ,. En caso de que sea m = 1(n > 1), a K, se le llama

estrella.

Dado que Euler abordé el Problema de los Puentes de Konigsberg y dié la
respuesta, iniciando asi la Teoria de Grafos ([22]), es natural que los grafos que
contienen un recorrido cerrado que pase por todas las aristas lleven su nombre.
Asi, a tal recorrido se le llama circuito euleriano y al grafo que lo contiene,

euleriano.

Sir W. Hamilton sugirié otra clase de grafos al proponer el Juego del
Dodecaedro, que consistia en encontrar un ciclo que pasara por todos los vértices
de tal poliedro (para més detalles se puede consultar [16]). Si un grafo G contiene
un ciclo C con esta propiedad, se dice que G es hamiltoniano y a C se le llama

ciclo hamiltoniano.

Para finalizar esta seccién, se introduce el concepto de emparejamiento,
que no es mas que un conjunto de aristas independientes (esto es, no adyacentes

dos a dos) de G.

Para profundizar en el tem& de los emparejamientos se pueden consultar

también el texto de ‘Biggs ([15]) v el de Clark y Holton ([18]).

0.3 Conceptos Algoritmicos

Un algoritmo es un concepto matematico del que la Légica Matematica
da una definicién formal. Sin embargo, para el desarrollo de este trabajo no es
necesario recurrir a tal definicién abstracta siendo suficiente una mas informal
(tal como aparece en [27]): ‘ '

N,

o
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“En general, un algoritmo es la descripcion paso a paso de un proceso para
resolver un cierto problema. En concreto, se puede pensar en un algoritmo sim-
plemente como en un programa de ordenador escrito en un determinado lenguaje.
Se dice que un algoritmo resuelve un problema Il si puede aplicarse a cualquier

caso particular I € I1 y siempre esta garantizada la solucion para 1.7

El diseno de un algoritmo consta de una serie de pasos o instrucciones

fundamentales:

o Leer los datos de entrada.
e Operaciones que manipulan los datos de entrada para resolver el problema.

o Dar los datos de salida que seran la solucién del problema.

Es claro que el proceso descrito mediante un algoritmo debe ser finito,
tanto en el numero de instrucciones como en las veces que éstas se pueden eje-
cutar. Ademas, en la practica, los datos de entrada y el lenguaje en el que las
instrucciones se dan deben estar adecuados a que la “maquina” que ejecute el
algoritmo pueda entenderlos, es decir, deben expresarse en cierto lenguaje de

programacion.

Pero en el caso que aqui se estudia, se prescindird de esta ultima condicion,
pues solo se pretende dar algoritmos que resuelvan algunos problemas sobre
“2-complejos suponiendo que existe la “maquina” que entiende el lenguaje uti-
lizado. Es decir, no se daran algoritmos en ningin lenguaje de programacién
especifico, sino en un “seudocédigo” que incluye términos del lenguaje ordinario,

del matematico y del lenguaje de programacién.

Para poder aplicar los algoritmos que en capitulos posteriores se describen,
sélo se requerird que la maquina tenga suficiente memoria con una serie de re-
gistros donde almacenar todos los datos que vayan surgiendo segun las distintas

operaciones que se realicen en cada caso.

Hay diversos criterios para evaluar un algoritmo. Lo mas frecuente es
interesarse por el tiempo y el espacio necesarios para poder ejecutarlo. Si se
quieren valorar estos parametros, se asocia un entero a cada problema que dara

una medida de la cantidad de datos de entrada. Este entero se llama ftamano
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del problema. Asi, por ejemplo. si se quiere resolver un problema sobre un grafo,
el tamano del grafo podria ser su numero de aristas. Analogamente, el de un

2-complejo puro sera el nimero de 2-simplices que lo forman.

Se llama complejidad de un algoritmo al tiempo que éste necesita para ser
ejecutado (en el peor caso) expresado como una funcion del tamano del problema.
Si el algoritmo necesita tiempo f(n) (en el peor caso) para resolver un problema
de tamano n, se dice que la complejidad de tal algoritmo es del orden de f(n)
y se denota por O(f(n)). Se dice que una funcién g(n) es O(f(n)) si existe una
constante ¢ tal que g(n) < ¢f(n) para todo valor no negativo de n salvo, tal vez,
para un conjunto finito. Esta terminologia fue popularizada por Knuth en 1976,
[35].

Si f(n) es un polinomio, se dice que el algoritmo es de tiempo polinomial;
si f(n) es O(logn), el algoritmo es de tiempo o complejidad logaritmica y si f(n)

es una funcién exponencial, el algoritmo es de complejidad exponencial.

En general, interesa disefiar el algoritmo “mas eficiente” que resuelva un
problema. En sentido amplio, esto significa que sea el “mas rapido”. Se dira
que un algoritmo de complejidad O(f(n)) es eficiente u dptimo si no es posible
encontrar otro de complejidad menor. Para mas detalles sobre estos conceptos o

para definiciones mas rigurosas se puede consultar [27].

A continuacién se detalla un algoritmo que tiene especial interés por su
utilidad en gran variedad de problemas de Teoria de Grafos. Es el conocido con
el nombre abreviado de DFS (Depth-First-Search). Este algoritmo proporciona
una técnica para “explorar” todos los vértices del grafo y tiene complejidad O(n)

donde n es el mimero de aristas del grafo (como puede verse en [43]).

El algoritmo DFS lleva este nombre para indicar que siempre que sea
posible se visitaran nuevas aristas y nuevos vértices, avanzando en “profundidad”

en el grafo.

Segtin se describe en [46], la visita de los vértices puede hacerse del siguien-
te modo. Se empieza por un vértice elegido v. Después se elige cualquier arista
(v,w) incidente con v. En general, si z es el dltimo vértice visitado, la busqueda
continda seleccionando una arista no explorada (r,y) incidente en z. Si y ha

sido visitado previamente, se escoge otra arista incidente en z. Si y no habia
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sido visitado, entonces se visita y v se comienza una nueva bisqueda empezando
en y. Tras completar el proceso a través de todos los caminos que comienzan
en y, la busqueda vuelve al vértice x desde donde se llegé hasta y. La seleccién
de aristas incidentes en x y no exploradas prosigue hasta agotar la lista de estas
aristas. Si G = (V, A) es un grafo, los pasos del algoritmo DFS aplicado a G son

los siguientes.

Algoritmo DFS([46])

0. Leer los datos de G = (V, A).

Iniciar el arbol T = {.
1. Marcar todos los vértices de V' como “nuevo”.

2. Mientras haya un vértice v € V marcado como “nuevo” hacer:

BUSCAR(v)

3. Dar el arbol T' y FIN.

Descripcién del proceso “BUSCAR(v)”:

1. Empezar marcando v como “viejo”.

O]

Para cada vértice w adyacente a v hacer:

Si w estd marcado como “nuevo”, entonces:

(a) Adadir la arista (v,w) a 7.
(b) BUSCAR(w).

El Algoritmo DFS proporciona, segin se ha descrito, un arbol maximal
en G. En caso de que G sea conexo, T contiene todos los vértices de G. En
otro caso, se puede dar una versién de este proceso por la cual se obtengan las
componentes conexas de (G. Para ello, basta empezar por un vértice que haya
quedado marcado como “nuevo” después de la primera vuelta del algoritmo DFS

y ejecutarlo otra vez para dicho vértice (ver [43]).



Capitulo 1

2—Complejos Eulerianos y

2—Complejos Pares

En este capitulo se estudian propiedades de los 2—-complejos simpliciales de Euler
finitos y puros. A partir de la definicién topolégica de 2-complejo de Euler, se prueba
que la condicion “tener todos los 1-simplices de valencia par” es condicién necesaria
pero no suficiente para que un 2-complejo sea Euleriano. Por ello, se introduce la
nocién mds general de 2—complejo par y se caracteriza asociandole un par formado por

una 2-variedad y un morfismo entre la variedad y el complejo.

1.1 Introduccidn

Desde el comienzo de la Teoria de Grafos han sido ampliamente estudiadas
las propiedades de Transversalidad. Asi, un grafo finito se dice euleriano si admite

un recorrido cerrado que contiene a todas las aristas del grafo.

Si bien la nocién de grafo euleriano es ya clasica en Matematicas, la de
complejo de Euler ha sido poco estudiada y hasta el momento aparece poco
citada en la literatura. Es bien conocida la Férmula de Fuler para un poliedro
n-dimensional, X, que proporciona la Caracteristica de Euler x(X) ([24], [23]
y [48]). Asi, un complejo simplicial localmente finito de Euler debe su nombre,

recisamente, a que la Caracteristica de Euler del link de cualquiera de sus puntos

13
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es un entero par o cero.

Dado que un grafo no es mas que un complejo simplicial de dimensién
1, parece légico y natural preguntarse qué ocurre si se aumenta la dimensién,

empezando por dimension 2. Es decir:

o ;Qué propiedades de los grafos eulerianos se verifican también sobre los

2-complejos del mismo nombre y cuales no?

e ;En qué sentido los 2-complejos de Euler son la generalizacién natural de

los 1-complejos de Euler?

Por otra parte, hay que decir que diversos autores han tratado el tema
de los complejos eulerianos en el marco de la Topologia Algebraica (en orden
cronoldgico aparecen [36], [37], [3], [14] y [45]). Por ello, resulta interesante, en-
tonces, profundizar en el estudio de la familia de 2—complejos simpliciales de Euler
desde un punto de vista combinatorio. Esto es, se trata de buscar caracteriza-
ciones expresadas estrictamente en términos de sus simplices y las intersecciones
entre ellos, en vez de hacerlo en términos del invariante topolégico y del espacio

subyacente.

Mas tarde, esto permitira disenar algoritmos que resuelvan los mismos
problemas que surjan tedricamente y que se iran desarrollando en capitulos pos-

teriores.

El objetivo central de este capitulo se resume en establecer una com-
paracion entre los grafos y los 2—complejos eulerianos, partiendo de las definiciones
y analizando local y globalmente las propiedades de tales complejos. Ademas, se
busca una caracterizacion de los 2-complejos de Euler lo mas parecida posible a

la que se tiene para los grafos eulerianos.

Recuérdese que los grafos Eulerianos fueron caracterizados por Euler ([22])
y Hierholzer ([33]) mediante el siguiente teorema (cuya prueba original puede

verse en [16] y una resumida en [31]).

Teorema 1.1.1 Dado un grafo conexo G, son equivalentes:

1. (G es euleriano.
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2. @ tiene todos sus vértices de ralencia par.

3. El conjunto de aristas de G admite una particion en ciclos.

De este resultado se deduce una propiedad equivalente a las anteriores que,

por ser menos frecuente en la literatura, se detalla aparte como condicién 4:

4. Existe un morfismo entre la circunferencia y el espacio topoldgico subya-
cente al grafo, ¢ : S — |G] tal que ¢ : p~l(int(a)) — int(a) es un

homeomorfismo para cualquier arista o € A(G).

Nétese que ¢ es biyectivo salvo en un conjunto formado por algunos

vértices del grafo que pudiera ser vacio en caso de que G fuera un ciclo ([56]).

Ademas, de la condicién 2 se deduce que todo grafo euleriano es un 1-

complejo simplicial de Euler finito y conexo (se probara en la Seccién 1.3).

No obstante, aunque, en un principio, pudiera parecer que existen fuertes
relaciones entre la caracterizacién de los grafos eulerianos y la definicion de los
2-complejos de Euler, a medida que se avanza y profundiza en el estudio surgen
resultados sorprendentes que llevan a la conclusién de que la situacion es bastante

distinta al pasar de dimensién 1 a dimensién 2.

En primer lugar, se probard que, en dimensién 2, no se tiene la condicién
equivalente referida a la paridad de las valencias de los vértices. En un 2-
complejo, los 1-simplices ocupan el lugar andlogo al que ocupan los vértices en
un grafo, pues son los simplices de una dimensién menor que la del complejo. Asi,
es natural cambiar la condicién 2 del Teorema 1.1.1 enunciandola en términos de

paridad de las valencias de los 1-simplices del 2-complejo.

Es necesario, por tanto, introducir la nocion de 2-Complejo Par como
aquel cuyos 1-simplices tienen valencia par y se prueba que el conjunto de los 2—-

Complejos de Euler esta estrictamente contenido en el de los 2-Complejos pares.

A continuacién, se busca una caracterizacién de los 2-complejos pares
analoga a la condicién 4. Es decir, se busca un morfismo entre una 2-variedad
cerrada y conexa y el 2-complejo, que sea biyectivo salvo en un conjunto de -

“pocos” puntos del 2-complejo. Si en el caso de dimensidn 1 la tnica variedad
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conexa y cerrada es la circunferencia, al aumentar la dimensién hay mas posi-
bilidades para elegir la 2-variedad que se asocia al 2-complejo. Si el morfismo
entre la circunferencia y el grafo es homeomorfismo restringido al interior de las
aristas, el que se encuentre para el 2-complejo par sera un homeomorfismo si se
restringe al interior de los 2-simplices del complejo. Con todo ello, se consigue la

caracterizacion deseada.

En todo el capitulo se seguira la terminologia basica recogida en los libros
de Agoston [1], Lefschetz [39], Griinbaum [29] y Harary [31] y se utilizaran algunos

de los resultados recogidos en el Capitulo 0.

1.2 Preliminares

Antes de entrar de lleno en el tema de este capitulo son necesarias algunas

aclaraciones sobre la estructura que puede presentar un 2-complejo finito y puro.

En general, si K es un 2-complejo finito y = es un punto de |K| y se
considera el entorno x, N(x;|K]|) se obtiene que, segin la clasificacién de los 2-
complejos finitos y puros dada por Whittlesey (en [59]). = puede ser un punto
singular o regular. Si z es regular, dicho entorno N(z;|K|) es homeomorfo a un
disco del plano y su link es el ciclo formado por los O-simplices y 1-simplices de

N(z;|K]) que no contienen al punto .

Si z no es regular, se distinguen varios tipos de singularidades. En primer
lugar, N(z;|K|) puede ser homeomorfo a un conjunto finito de discos identificados
por un punto interior de cada uno de ellos. En este caso a z se le llama punto
conicoy a N(z;|K]) se le llama cono. Obsérvese que un punto cénico siempre es
un punto singular aislado, en el sentido de que es el inico punto singular de K en
K|) puede ser un haz de mas de dos

un entorno abierto suyo. Por otra parte, N(z;
2-simplices (que comparten un 1-simplice). Este tipo de entorno suele conocerse
con el nombre de libro y a = se le llama punto singular de linea. Finalmente,
si N(z;|K]) no es un libro ni un cono, en z inciden varios 1-simplices formados
por puntos singulares de linea v se dice que r es un nodo y que N(z;|K|) es un

abanico.

En la Figura 1.1 se observa que = es un punto cénico, y es un nodo y r;
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y 2 son puntos singulares de linea. Todos los puntos de los 1-simplices {zy,y}
y {z3,y}, salvo y, son singulares de linea. Los demés puntos del 2-complejo son

regulares.

Figura 1.1: Distintos tipos de puntos singulares sobre un 2-complejo finito, puro

y sin borde.

1.3 2-Complejos de Euler

La nocién de espacio de Euler ha aparecido en la literatura como una clase
de poliedro més general que la de variedad ([36], [3], [14] y [45]). Aunque este
trabajo se tentra en el estudio de los 2-complejos simpliciales de Euler finitos, la
definicién que ha servido de base es la que da E. Akin en 1975 para complejos
simpliciales de Euler localmente finitos. Esta seccién se dedica al analisis de las
primeras propiedades de este tipo de 2-complejos y se introduce la nocién de

2-complejo par.
Teniendo en cuenta la notacién introducida en el Capitulo 0, se tiene la

definicién siguiente.

Definicién 1.3.1 ([3]) Un complejo simplicial localmente finito K se llama com-
plejo de Euler si para todo = € |K|, x(Lk(z;|K|)) =0.

En primer lugar, se observa que si A es un 1-complejo simplicial finito y

es un vértice cualquiera de K, el Lk(z;|A’|) es el conjunto de vértices adyacentes
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a 2. Si r es un punto interior a una arista de L', el Lk(x;|K|) es el par de
vértices extremos de dicha arista. Por tanto, un 1-complejo simplicial de Euler
finito y conexo no es mas que un grafo euleriano, como se prueba en la proposicién

sigulente.

Proposicidén 1.3.2 Un grafo es euleriano si y solo si es un I-complejo simplicial
ara, Y pie)

de Fuler finito y conexo.

Demostracion: Un grafo K es euleriano si v sélo si es conexo y todos sus vértices
tienen valencia par, segin se prueba en [31]. De aqui se deduce que para cualquier
punto = € |K|, el Lk(z;|K|) esta formado por un niimero par de vértices y, por
tanto, tiene caracteristica de Euler par (que puede ser un nimero negativo), con
lo que K es un 1-complejo simplicial de Euler, finito y conexo. El reciproco es

inmediato. O

Nétese que un complejo simplicial de Euler puede ser conexo o no. Puesto
que todo grafo euleriano es conexo ([31]), la definicién anterior para dimension 1
es mas general que la clisica de Teoria de Grafos. Es decir, la Definicién 1.3.1

engloba a los grafos no conexos que tienen todos sus vértices de valencia par.

En todo lo que sigue y por analogia con el caso de dimensién 1, se utilizaran
indistintamente los términos Complejo de Euler o Complejo Euleriano. Con el
propésito de tener una idea mas concreta del concepto abstracto de 2-complejo
euleriano, se prueban a continuacién algunas propiedades importantes que se

deducen de la definicién.
Proposicién 1.3.3 [n 2-complejo de Euler no tiene borde.

Demostracién: Si K es un 2-complejo de Euler con borde, cualquier punto del
borde estd sobre un l-simplice de valencia 1 y su link es un camino abierto
formado por vértices ¥ aristas que no puede tener caracteristica de Euler par.
Pero esto contradice la hipétesis de ser euleriano y, por tanto, A" no puede tener
borde. a

Obsérvese que existen 2-complejos de Eunler puros y no puros. Asi por

ejemplo. cualquier triangulacion del “wedge”™ de nua esfera y nna circunferencia
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es un 2-complejo de Euler no puro (donde el wedge de dos o mas variedades
es la unién por un punto de éstas, para mds detalles, se puede consultar [1}).
La proposicion siguiente da una condicién necesaria para 2-complejos de Euler

puros.

Proposiciéon 1.83.4 Dado un 2-complejo simplicial K de Euler finito y puro y
un punto x € |K|, el Lk(z;|K]) es, o bien un grafo euleriano, o bien una unién

disjunta de ciclos.

Demostracion: Por ser K un 2-complejo simplicial finito, para cualquier z € | K|
se verifica que Lk(z;|K|) es un grafo finito. Si ademds A es euleriano, se tiene
que y(Lk(x;|A|) = no —ny; =0 (mod. 2), siendo ng el nmimero de vértices y n;

el nimero de aristas de tal grafo.

El punto z puede ser un 0-simplice o estar en el interior de algtn simplice
de mayor dimensién. Parece cémodo entonces probar el enunciado atendiendo
a los distintos casos que se pueden presentar. En cada caso se probard que si
Lk(z;|K|) es conexo tiene todos los vértices de valencia par y si que Lk(z;|K})

no es conexo, es union de ciclos disjuntos.
Caso 1: x es un punto interior de un 2-simplice 0.

En este caso, Lk(x;|K]) es el ciclo formado por los 3 1-simplices y los 3

O-simplices cara de o, por tanto es un grafo euleriano.
Caso 2: z es un punto interior de un l-simplice p.

Segin la Proposicién 1.3.3, u debe ser cara de un numero n, > 2 de 2-

simplices. Trivialmente, el link de z es conexo pues el entorno de z estd formado

_por dichos 2-simplices y todo punto de Lk(x;|K|) se puede unir por un arco con
cada vértice de u. Ademds tiene n; = 2n, aristas. Por otra parte, Lk(z;|K])
tiene un vértice por cada 2-simplice y los dos vértices de p comunes para todos
los 2-simplices; es decir: ng = n, + 2. Teniendo en cuenta la propiedad de la
caracteristica de Euler, se verifica que ng — n; = 2p siendo p un nimero entero.
En conclusién, ny = 2 — 2p es un nimero par y p es cara de un nimero par de

2-simplices.

Cada vértice de p tiene valencia n, y los vértices restantes son de valencia
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2, entonces, en virtud del teorema de caracterizacion de los grafos eulerianos

(Teorema 1.1.1), Lk(z;|K|) es un grafo euleriano.

Caso 3: z es un O-simplice de A. Segun se ha detallado en la Seccién 1.2, z

puede ser un punto regular o singular.

St z es regular, Lk(z;|K|) es el ciclo formado por los O-simplices y 1-

simplices de N(z;|K|) que no contienen a x. En conclusidn, es un grafo euleriano.

Si z es un punto cdénico, Lk(z;|K|) es no conexo; concretamente, es
la unién disjunta de los ciclos formados por los 0-simplices y 1-simplices de

N(z;|K]) que no contienen a .

Si x es singular de linea, x es cara de un 1-simplice g comun a todos los
2-simplices del libro que constituye el entorno de z. En tal situacién, el libro debe
estar formado por un nimero par de 2-simplices, pues de no ser asi, x(Lk(y; |K]))
seria impar para cualquier punto y del interior de p y esto contradice lo que se

ha probado en el caso 2.

Por otra parte, r también puede ser cara de algiin 1-simplice de valencia
2 (la valencia no puede ser mayor pues z es singular de linea) que aportard al link
de z un vértice de valencia 2. Entonces, cada vértice de Lk(x;|K|) tiene valencia
par y, por la misma razén que en el caso 2, Lk(z;|K|) es conexo, con lo cual, es

un grafo euleriano.

Si z es un nodo, x es cara de varios l1-simplices de valencia mayor que 2
y, eventualmente, de algunos 1-simplices de valencia 2. Al igual que en el caso 2,
Lk(z;|K|) es un grafo conexo. Para cada 1-simplice incidente en z con valencia
mayor que 2 se puede razonar como en el caso en que z es singular de linea,
obteniéndose un subgrafo de Lk(z;|K|) con todos sus vértices de valencia par.
En conclusién, todos los vértices del link de z son de valencia par y éste es un

grafo euleriano. ]

S

Las condiciones anteriores no son suficientes. La Figura 1.2 muestra un
“ejemplo de 2-complejo en el que todos los links son grafos eulerianos pero no

todos tienen caracteristica de Euler par.

Segiin se ha visto en la prueba de la Proposicién 1.3.4 (caso 2), una

condicién necesaria para que un 2—-complejo finito sea euleriano es que éste tenga
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X(Lk(y; |K]) = -1

X(Lk(z;|K])) =0

Figura 1.2: 2-Complejo no euleriano con todos sus links eulerianos.

todos sus 1-simplices de valencia par. Sin embargo, esta condicidén no es suficiente,
como se puede comprobar con la Figura 1.2, en la que se da un 2-complejo no
euleriano y con todos sus 1-simplices de valencia par. Entonces, conviene dar la

siguiente definicion:

Definicién 1.3.5 Se dice que un 2-complejo es Parsi tiene todos sus 1-simplices

de valencia par.
Se puede enunciar el resulado siguiente:
Corolario 1.3.6 Todo 2-complejo euleriano, finito y puro es un 2-complejo par.

Obsérvese que esto también se puede demostrar a partir de la propiedad
probada por Akin en [3] que afirma que si K es un 2-complejo de Euler finito,
entonces el subcomplejo C;(K) = 3" 0% (suma formal de i-simplices de K) es un
ciclo, para 7 = 1,2. Esto quiere decir, segin la terminologia recogida en [39], que

Cy(K) tiene borde nulo, donde el borde viene definido por:

] ]’

0Cy(K) = Yo} : ollo}, siendo [0} : oj] = 0 si los simplices no son
?:0}] = esio} y o] son incidentes segin la orientacién € = +1. —1.

incidentes y [o
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Por tanto, para que JdC3(KA) = 0. todo 1-simplice debe ser cara de un

numero par de 2-simplices de K.

1.4 El Proceso de Separacién de Simplices

Esta seccidn esta dedicada a probar que a partir de cualquier 2-complejo
K que tenga l-simplices de valencia mayor que 2, es posible encontrar otro 2-
complejo con todas sus aristas de valencia menor o igual que 2, esto es, una 2-
seudovariedad. Asimismo, se demuestra la existencia de una aplicacion simplicial
entre ambos complejos. Como caso particular, se puede considerar un 2-complejo
par y obtener una 2-seudovariedad cerrada. De este modo, se consigue una
codificacién del 2-complejo mediante un par formado por la 2-seudovariedad y

la aplicacién simplicial entre ambos.

En primer lugar, se describira el proceso por el cual se construye, a partir
de un 2-complejo A con un l-simplice de valencia mayor que 2, otro 2-complejo
en el que todos los 1-simplices tienen valencia menor o igual que 2 (y que no
es homeomorfo a K'). El proceso que proporciona tal 2-complejo se llama Sepa-
racion de Simplices. Sea p un l-simplice de K tal que val(g) = h > 3. Sean
01,02, ...,04 los 2-simplices de K’ que comparten g. Se distinguirdn dos casos

segun sea h par o impar.

A grandes rasgos, el método consiste en emparejar 2-simplices que con-
tienen a u como cara y subdividirlos para mantener la estructura de 2—-complejo
simplicial aunque no se requiere que el 2-complejo resultante sea homeomorfo al
inicial. La subdivisién baricéntrica es la mas usunal, pero con ella se anaden cinco
2-simplices, seis 1-simplices y un 0-simplice por cada 2-simplice que se subdi-
vide en el complejo de partida. Por tanto, si se quiere aumentar en el minimo
posible el nimero de simplices del complejo K, basta hacer una subdivisién por
la mediana de algunos 2-simplices no siendo necesario subdividir o,_;. o, en el
caso par ni o, en el caso impar. Esta forma de subdividir es un caso particular de
la denominada divisidn de facetas que aparece en la literatura (“Facet Splitting”

en [9], por ejemplo).

El proceso de separacién de simplices se describe como sigue, atendiendo
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a los casos que se pueden presentar.
Caso 1: h es un numero par

Se considera la subdivisién de o; (2 = 1,2,...,h — 2) usando su mediana
sobre g. A continuacién se crean nuevos l-simplices, p1, g2 y nuevos 2-simplices
011,012, 021, 022, - - -, O(h=2)1, O (h—2)2, INientras que o(,—1) y 04 tienen a y como cara
comun. Si g = {uy,us}, siendo u; v uy sus O-simplices cara, cada p; comparte
con u el O-simplice u; mientras que p; y po tienen otro 0-simplice en comun. La

Figura 1.3 muestra este proceso para h = 6.

Og Os

K sdK'

Figura 1.3: Subdivision y separacion de 6 2-simplices que comparten un I-

stmplice.

K K"

Figura 1.4: Los nuervos [-simplices 11 y priz tienen valencia 2.
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En el paso siguiente se considera cada 4-upla

{0(2i_1)1, O(2i-1)25 T (2i)15 U(zi)z}’

para 1 = 1,2,...,h/2 — 1 y el par de l-simplices {p;,u2} se reemplaza por
nuevos pares {fi(2i-1)1, fi2i—1)2)} que se cortan en un O-simplice. Ademas, estos 1-
simplices comparten también uno de sus O-simplices cara con . Concretamente,
cada fi(y;_1)1 tiene a u; en comun con g y fi(z;-1)2 comparte con p el vértice u,.

Esto puede verse en la Figura 1.4.
Caso 2: h es un nimero impar

De manera analoga al caso anterior se considera la subdivision de o; (z =
1,2,...,h—1) usando su mediana sobre p y se crean nuevos 1-simplices, p1, g2 ¥
nuevos 2-simplices 011, 012, 721, 022, - - -, O(h—1)1, F(h-1)2, Mi€Ntras que o, mantiene

a p como cara. La Figura 1.5 muestra este proceso para h = 5.

K sdK’

Figura 1.5: Subdivision y separacion de 5 2-simplices que comparten un I-

stmplice.
Al considerar cada 4-upla
{U(Zi—l)ly O(2i—1)2> O (2i)1: U(zi)2},

para?=1,2,...,(h—1)/2—1 y reemplazar el par de 1—si’mp1ice§ {p1, p2} por los
nuevos pares {f(zi-1)1, 4(2i—1)2)}, S¢ obtiene un nuevo 2-complejo en el que estos
1-simplices comparten aiin uno de sus O—simplices cara con g, como se ha visto

en el caso 1 y puede comprobarse en la Figura 1.6 para h = 3.
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J12 021

o1 / 022

Uy 4 Uz

O3 g3

K K"

Figura 1.6: Aparecen nuevos 1-simplices con valencia 2, uy1 y 12, y una copia

de p con wvalencia 1.

Después de esta descripcidn, es posible enunciar el resultado principal de

esta seccion.

Proposicién 1.4.1 Sea K un 2-complejo con un 1-simplice de valencia mayor

que 2. Existen una 2-seudovariedad K" y una aplicacion simplicial sobreyectiva
¢ : |K"| — |K]
tal que
@ : o~ int(o)) — int(o)

“es un homeomorfismo para cualquier 2-simplice o € K.

Demostracion: Sea u € K el 1-simplice de valencia h > 3. Mediante el proceso de
separacion de simplices se construyen una separacién de K, K’, una subdivision
de este 2-complejo. sd K’ v un nuevo 2-complejo K" en el que el 1-simplice p se
“ha sustituido por otros de valencia menor o ignal que dos. apareciendo asi nuevos

stmplices.

Si se considera el 2-complejo K", se observa que cada l-simplice v” de

K" proviene de un 1-simplice ' € sdK' que se ha obtenido de una de las formas

siguientes:

1. u' es “copia” de un l1-simplice ¥ € K de valencia menor o igual que 2.
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2. u es “copia” de u.

3. ' proviene de la separacidn de y, es decir, 4’ es uno de los 1-simplices p1;

O fl12.

Por tanto, la aplicacién ¢; : |K”| — [sd K| dada por ¢1(v") = p/, segin
el caso que corresponda, es simplicial y sobreyectiva. Ademas, la restriccién al

interior de cada 2-simplice es claramente un homeomorfismo.

También se puede dar otra aplicacién simplicial con las mismas propiedades
que ©1:
21 |sdK'| — |K|

, i sy’ proviene de la separacion de p
oa(p') = ,
7 en otro caso

Finalmente, la composiciéon de ambas es la aplicacion buscada:

@ =wr00p1: |[K" — |K]|

Si K es un 2-complejo con mas aristas de valencia mayor que 2, se puede
repetir el método detallado para cada una de ellas, de manera inductiva. Asi se

obtiene una 2-seudovariedad.

En particular, si K es par, el resultado serd una 2-seudovariedad cerrada,
K". Al par (K", ¢) se le llama Par de Triangulacion asociado a Ky se tiene el

siguiente resultado:

Corolario 1.4.2 Cualquier 2-complejo par tiene asoctado un Par de Triangu-

lacion.

-

1.5 El Proceso de Desingularizacién

En esta seccion se describira un método por el cual se “eliminan” puntos

singulares en una 2-seudovariedad construyendo para ello una 2-variedad y una
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aplicacion simplicial sobreyectiva entre ambas que es un homeomorfismo salvo
en los puntos singulares. A este proceso se le llama Desingularizacién y al par
formado por la 2-variedad y el morfismo, Par de Desingularizacién. Este par

permite codificar la 2-seudovariedad de partida.

Tras la aplicacién del proceso de separacién de simplices sobre un 2-
complejo K con 1-simplices de valencia mayor que 2 se obtiene un 2-complejo
K" con “todos o casi todos” sus puntos regulares. Es decir, el conjunto de puntos
singulares es vacio o finito, pues provienen de un numero finito de 1-simplices
formados por puntos singulares de linea. Segin se ha descrito en la Seccién 1.2
y dado que todos los 1-simplices de K" tienen valencia menor o igual que 2,
los puntos singulares de K” sélo pueden ser de tipo cénico. Si K tiene puntos
singulares de linea o nodos, éstos no aparecen en el nuevo 2-complejo. Es mas,
si en K" aparecen puntos singulares, éstos provienen de puntos singulares de K

y cada punto regular de K da lugar a un punto regular en K.

En el caso particular de que K sea un 2-complejo par, K” es una 2-
seudovariedad con un conjunto finito (tal vez vacio) de puntos singulares cénicos.
Por definicidn, si p es un punto cdnico, existe un entorno euclideo abierto de p

donde todos los puntos, salvo p, son regulares.

De forma anéloga a como se hizo para el proceso de separacion de simplices,
solo es necesario hacer la descripcion del proceso de desingularizacién para el caso
en que la 2-sendovariedad tenga un tinico punto singular. Si hay que desingu-
larizar una 2-sendovariedad con mas puntos singulares, como éstos forman un

conjunto finito, bastara aplicar una induccidn.

Antes de entrar en detalles, hay que recordar que una 2-seudovariedad no
es mas que un 2-complejo con todos sus 1-simplices de valencia 2 y en el que
sus 1nicos puntos singulares son de tipo cdnico. De este modo, si K es una 2-
seudovariedad con un punto cénico p, en [42], Lu demuestra que cualquier entorno
(euclideo) de p es homeomorfo a una familia finita de discos circulares con los
centros identificados. El borde de dicho entorno es homeomorfo a una familia
finita de circunferencias disjuntas. Ademads, da un teorema de caracterizacion de
2-seudovariedades con un iinico punto singular que sera basico en el desarrollo

del proceso de desingularizacion.
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Teorema 1.5.1 ([42]) Toda 2-seudovariedad con un punto singular es suma de
un numero finito de 2-variedades mediante identificacion de un conjunto finito

de puntos de éstas.

Es decir, una 2-seudovariedad M con un punto singular es homeomorfa al
espacio cociente de la unién de un nimero finito de 2-variedades {M;}/_, sobre
un conjunto finito de puntos A C U, M;:

M = (| Mi)/A.

=1

En pocas palabras, desingularizar consiste en eliminar el punto singular
de la 2-seudovariedad y hacer la suma conexa entre el espacio obtenido (la seu-
dovariedad con agujeros) y una esfera con igual nimero de agujeros. Esto queda

reflejado en la Figura 1.7.

Sean pi; (7 = 1,2,...,m;) los puntos de M; N A. Para cada p;;, puede
considerarse en M; un entorno homeomorfo a un disco abierto, V;;. Estos en-
tornos pueden escogerse prescindiendo de la estructura de 2-complejo pues su
importancia radica en que cualquiera de ellos es homeomorfo a un disco de R? y
no en su estructura simplicial. Asi pues, a partir de este momento se trabajara

con los espacios topoldgicos subyacentes a los 2—complejos que aparezcan.

A continuacién, se toman los discos abiertos sobre la esfera D;; C S?, para
1=1,2,...,r, 7 =1,2,...,m; que seran eliminados, obteniéndose
— Q2 .
Q - S \U Dz]
i,7
(una esfera con un agujero por cada entorno V;;). Sobre cada 2-variedad M;
también se eliminan los entornos abiertos V;;:

s =Joa U )

=1 i=

Identificando el borde de D;; sobre Q con el de V}; sobre M;. (r = 1.2... .. r,

J =12 my), se obtiene una 2-variedad que es la suma couexa de Q y 5.

v Da e s e

Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién, se va a probar

un lema que garantiza la existencia de una aplicacion simplicial entre una corona
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R 2

K K-p

A’/I

Figura 1.7: Idea de la desingularizacion para un punto singular aislado.
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circular triangulada y un disco triangulado y que sera utilizado en la “recons-
truccion” del 2-complejo a partir de la variedad obtenida tras la desingulariza-

cion.

Se dice que una corona circular, con circunferencias C' y ¢ como fron-
tera, esta triangulada en forma de estrella si tiene un nimero par de triangulos

T, 15,..., T, t1,t2,...,t, dispuestos de modo que:

e Cada T; tiene un lado sobre la circunferencia C' y el vértice opuesto sobre
¢, la unién de estos lados cubren totalmente a C' y dos triangulos T; y T}

no tienen aristas comunes.

e Cada t; tiene un lado sobre la circunferencia c y el vértice opuesto sobre C

y es adyacente a T; y a Ti41, 1= 1,2,...n— 1y t, es adyacente a T,, y T3.

De forma andloga se puede decir que un disco tiene una triangulacion
estrella si tiene n tridngulos dispuestos de tal modo que cada triangulo tiene un
lado sobre la circunferencia frontera del disco y el vértice opuesto sobre el centro
del disco y los tridngulos son adyacentes dos a dos. La Figura 1.8 incluye un

ejemplo para n = 5 sobre una corona circular y sobre un disco.

Figura 1.3: Triangulaciones estrellas sobre una corona circular y un disco.
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Lema 1.5.2 Eriste una aplicacion simplicial sobreyectiva entre una corona cir-
cular triangulada en forma de estrella con 2n tridngulos y un disco triangulado en
forma de estrella con n tridngulos y tal que la circunferencia menor de la corona

tiene como imagen un punto interior del disco.

Demostracion: Sean Ty, Ty, ..., T,,t1,t3,...,t, los tridngulos sobre la corona cir-
cular, I' y sean Dy, D,,..., D, los tridngulos sobre el disco A. La aplicacién

simplicial que verifica el enunciado esté definida por:
v — A

tal que
»(T:) = D; parai=1,2,...n
P(t;)=D;ND;y; parai=1,2,...n—1
'l'r/'(tn) =D.ND;

Proposicién 1.5.3 Si K es una 2-seudovariedad con un punto singular, existen

una 2-variedad M y un morfismo sobreyectivo
¢: M — |K|

tal que
@ " (int(o)) — int(0)

es un homeomorfismo para cualquier 2-simplice o € K.

Demostracion: Sea p el punto singular aislado de K. Mediante el proceso de
“ desingularizacién se puede construir una 2-variedad M tal como se ha detallado
mas arriba. Conocida dicha variedad es posible describir el proceso inverso para
reconstruir de nuevo la 2-seudovariedad de partida K. Para ello, serd necesario

dar una triangulacién “especial” sobre M.

La triangulacién sobre cada variedad M; queda inducida por la de K; esto

es posible si se consideran los entornos V;; que respetan la estructura simplicial.

Para Q = S*\U;; Di; puede escogerse una triangulacién de modo que

sobre el borde de cada D;; tenga tantos 1-simplices como triangulos aparecen en



32 Capitulo 1. 2-Complejos Eulerianos y 2-Complejos Pares

el correspondiente V;;. Esto se consigue mediante la triangulacién estrella de una
corona circular Cj; sobre () cuyo circulo interior coincida con el borde de D;;. A
los 2-simplices que tengan un 1-simplice sobre dicho borde se les llama copias de
los de N(p;|K|). Los 2-simplices restantes se toman de cualquier forma siempre

que la estructura que resulte sea coherente con las triangulaciones de las coronas.

La Figura 1.9 muestra este procedimiento para el caso en que N(p;|K|)

esté formado por dos discos.

En virtud del Lema 1.5.2, para cada corona circular C;; existe una apli-

cacién simplicial 9;; que transforma dicha corona en un disco sobre S? — Q.

¢: M — |K|
p siz €@ — (Ui Cij)
plz)=14 = stz €M —Q

'L/)U(.TI) siz &€ Cij

Ademas, si o es un 2-simplice de K, cualquier punto interior de o se
transforma, por el proceso de desingularizacién, en un punto interior de un 2-
simplice de M —Q y reciprocamente. Luego int(c)y ¢~ (int(o)) son homeomorfos

mediante . a

Por dltimo, si A es una 2-seudovariedad con mas de un punto singular
aislado, por ejemplo {¢*, ¢%, ..., ¢"}, el proceso descrito puede aplicarse de manera

inductiva eliminando uno a uno los puntos singulares de K.

Razonando de modo analogo al caso de un tnico punto singular, K puede
considerarse como el espacio cociente de una unién de 2-seudovariedades sobre
un subconjunto finito de puntos de éstas. En un primer paso se eliminan entornos
abiertos de ¢' sobre K escogidos de manera que éstos no contengan a otros puntos
singulares. Luego se elimina el mismo nimero de discos abiertos sobre la esfera y
se realiza la suma conexa de los espacios resultantes. Este espacio contienen —1
puntos singulares cdénicos. Aplicando el mismo proceso para el punto siguiente,
q?, se obtiene un 2-complejo con n — 2 puntos singulares. En pasos sucesivos
se eliminan los demds puntos singulares. De este modo, tras eliminar el punto
g™! se tiene una 2-seudovariedad con un solo punto singular a la que se aplica el
proceso de desingularizacién para obtener la 2-variedad buscada M. Este proceso

se recoge en el siguiente corolario:
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M,UM, - (VuV,) ~ K — N(p;|K|) 5% — (D, U Dy)

MyU M, = (ViU Va)#5% — (D1 U Ds) Coronas trianguladas sobre @

Figura 1.9: Desingularizacion de K y triangulacion sobre M.
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Corolario 1.5.4 Si K es una 2-seudovariedad, existe una 2-variedad M y una
aplicacion ¢ : M — |K| tal que ¢ : o~} (int(c)) — wnt(o) es un homeomor-

fismo para cualquier 2-simplice o € K.

En todo lo que sigue y con la notacién anterior, al par (M, ¢) se le llamara

Par de Desingularizacion asociado a K.

1.6 Teorema de Caracterizacion de 2—Comple-

jos Pares

Tal y como se ha detallado en la Seccidn 1.1, el Teorema 1.1.1, afirma que
los grafos eulerianos se caracterizan por tener todos sus vértices de valencia par,
pero ademas, por la existencia de una particién del conjunto de aristas en ciclos.
Esta particién proporciona un morfismo sobreyectivo entre la circunferencia y el

grafo de forma que es homeomorfismo sobre los interiores de las aristas ([56]).

En esta seccién se prueba que existen una 2-variedad conexa y cerrada
y un morfismo entre ésta y el 2-complejo tal que es un homeomorfismo sobre
los interiores de los 2-simplices. Dicha propiedad es una condicién necesaria y

suficiente para que el 2-complejo sea par.

Teorema 1.6.1 (Caracterizacién de 2—complejos pares)

Cualquier 2 compleyo simplicial conezo, finito, puro y par tiene asociado

un par de desingularizacion.

Demostracion: Si K Tiene todos los 1-simplices de valencia par, mediante se-
. paracién de simplices se obtiene un par de triangulacién (K’,p) donde K’ es
una 2-seudovariedad y ¢ es el morfismo dados en el Corolario 1.4.2. Si K' no
tiene puntos singulares, entonces K’ = M y (M, ) es el par de desingularizacién
asociado a K. En otro caso, mediante el proceso de desingularizacién se puede
obtener la 2-variedad M. Sea ¢; el morfismo dado en el Corolario 1.4.2 que actia

entre K’y K vy sea (o, el morfismo dado en el Corolario 1.5.4 que actia entre M
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y K'. La composicién de ambos morfismos, proporciona el buscado
p=yp100: M — |K|,

tal que ©~!(:int(o)) es homeomorfo a int(c) para todo 2-simplice o € K. a

Tanto la variedad M como la aplicacién ¢ del teorema anterior se han
construido a partir del 2-complejo par K. Segun el desarrollo de las secciones
anteriores, la aplicacién ¢ actiia unas veces como aplicacidén cociente y otras como
la identidad, dependiendo de la estructura de K, de la eleccién de las parejas de
2-simplices en la desingularizacién y de la 2-seudovariedad obtenida K”. En

cualquier caso, M es una 2-variedad triangulada y la aplicacion ¢ es simplicial.

Un 1-simplice de K tiene como contraimagen en M bien un 2-simplice,
bien un numero par de l-simplices o bien él mismo. Como M tiene todos los
1-simplices de valencia dos, en K todos los 1-simplices tienen valencia par. Se
puede decir que ¢ no cambia la paridad de las valencias de los 1-simplices de
M. En conclusién‘, K es par y la condicién dada en el Teorema 1.6.1 es también

suficiente una vez que se conocen la 2-variedad M y la aplicacién ¢.

En [3], Akin prueba que para todo espacio compacto de Euler X, existe
una unién disjunta Y de variedades de dimensién menor que la de X y existe un
morfismo r : Y — X que es cobordante con 1x. Se entiende que 1x es la apli-
cacién identidad sobre X y se considera la definicién de variedades cobordantes

recogida en [51]:

Si My y My son variedades n-dimensionales y f; : M; — X son mor-
fismos, © = 1,2, se dice que f; y fo son cobordantes si eziste un morfismo

g: W — X, donde W es una variedad con borde tal que OW = M; U M, y
gim; = fi para = 1,2.

Con el Teorema 1.6.1 se mejora el resultado de Akin para el caso de los
2-complejos, pues la variedad M es conexa y tiene la misma dimensiéon que el

complejo de Euler A (que también és par).

Para finalizar este capitulo, hay que destacar que la 2-variedad M, cons-
truida mediante la separacién de simplices y posterior desingularizacion de un

2-complejo par K, no es tnica, en general. En principio, M depende de la
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eleccién de las parejas de 2-simplices que se separan. La Figura 1.10 presenta dos

posibilidades para la 2-variedad M, el Toro y la Esfera, que no son homeomorfas.

N

K" K"

M- - K"~ §?

Figura 1.10: La 2-variedad depende de la eleccion de las parejas de 2-simplices

en K.

Por otra parte, también es posible que 2-complejos pares homeomorfos
den lugar a 2-variedades no homeomorfas. Asi, el 2-complejo de la Figura 1.11
es homeomorfo al de la Figura 1.10 y las variedades que se obtienen no siempre

son homeomorfas, como también puede comprobarse con la Figura 1.12.

No obstante, en el Capitulo 4 se demostrara que hay elecciones de 2-
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simplices, en el proceso de separacién de simplices, que permiten obtener la 2-
seudovariedad A" del par de triangulacién con el minimo nimero de puntos sin-
gulares. A partir de K’ se obtendra la 2-variedad M del par de desingularizacién
con género menor. Para la Figura 1.10 seria la Esfera y para la Figura 1.11 seria

el Toro.

Para terminar, hay que aclarar que son posibles otras formas de desingu-
larizar un 2—-complejo. Un ejemplo es la que describen Shawe-Taylor y Pisanski en
[52], que no garantiza que la 2-variedad final sea conexa y cerrada, aunque puede
ser union disconexa de 2-variedades con género menor que las que se obtienen

mediante el proceso de desingularizacién descrito en este capitulo.

1.7 Conclusiones y Problemas Abiertos

En este capitulo se ha analizado la propiedad de “ser euleriano” sobre
complejos simpliciales finitos de dimensiones 1 y 2. Partiendo de las definiciones
existentes en la literatura, se han estudiado las caracteristicas fundamentales de

los 2—complejos de Euler, compardndolas con las de los grafos eulerianos.

Si bien cualquier 2-complejo de Euler tiene todos sus 1-simplices de va-
lencia par (segun se prueba en la Proposicién 1.3.4), la Figura 1.2 muestra que
existen 2—-complejos que verifican esta propiedad y no son eulerianos. Se intro-
duce entonces la nociéon de 2-complejo par definiéndolo como aquel que tiene
todos sus 1-simplices de valencia par. Esta nueva clase de 2-complejos contiene

estrictamente a los eulerianos. -

- »

En pocas palabras, se puede decir que la conclusién maés importante a la
_que se llega en este capitulo, es que la propiedad de “ser euleriano” no significa

lo mismo en dimensién 1 que en dimension 2.

Al profundizar en el estudio de los 2-complejos pares se demuestra que
existe un método para codificarlos mediante la construccién de un par de trian-
gulacién primero y un par de desingularizacién después. Se obtiene asi una carac-
terizacién analoga a la conocida para grafos eulerianos que garantiza la existencia
de un morfismo entre la circunferencia (tinica 1-variedad conexa y cerrada) y el

grafo que es homeomorfismo, salvo en un conjunto finito de puntos o, dicho de
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otro modo, restringido al interior de las aristas del grafo es homeomorfismo. En
el caso de dimension 2, se obtiene la existencia de una 2-variedad compacta y
una aplicacién simplicial entre ésta y el 2—complejo tal que, restringida al interior

de cada 2-simplice, es homeomorfismo.

Dar el par de desingularizacién asociado a un 2—-complejo par es también
una manera de codificar un 2-complejo euleriano. Sin embargo, de momento,
no se ha encontrado una caracterizacién combinatoria de los 2-complejos de Eu-
ler distinta de la propia definicién, problema interesante cuya resolucién queda

pendiente.

Por otra parte, recuérdese que en la definicién de complejo de Euler que
se ha manejado se requieré que éste sea localmente finito, aunque no se le exige la
finitud global (ver [3]). Hay estudios sobre grafos infinitos, localmente finitos, que
tienen la propiedad de ser euleriano, como son los estudios de Erdés, Grinwald
y Weiszfeld ([21]), de Erdos, Grinwald y V
‘azsonyi ([20]), el que aparece en el texto de Ore ([47]), el trabajo de Boza, Didnez
y Marquez (en [17]) y el de recopilacién de Thomassen ([54]). La continuacion
natural de estos trabajos sera estudiar “cémo son” los 2—complejos de Euler (y

mas en general, los 2-complejos pares) infinitos, localmente finitos.

Ya se han analizado diferencias y similitudes entre complejos de Euler
de bajas dimensiones. Otra via de investigacién que se abre es la del estudio
de los complejos de Euler de dimensién superior, buscando propiedades de los

“2—complejos eulerianos que se verifiquen en complejos de dimensién n > 2. De
manera natural, se define n—-complejo par como aquel que tiene todos sus (n-1)-
simplices de valencia par. Entonces, es 16gico abordar un estudio anélogo al que

se da en este capitulo, en dimension genérica n > 2.
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Figura 1.11: La 2-variedad M depende de la estructura simplicial.
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S

K/ ~ M! \

(2

M,

Figura 1.12: La 2-variedad M depende de la estructura simplicial y de la eleccion

de las parejas de 2-simplices en K.



Capitulo 2

Algoritmos sobre 2—Complejos

Pares

En este capitulo se da un algoritmo eficiente que permite reconocer si un 2-
complejo es par o no y que proporciona ademads la lista de 1-simplices con valencia
mayor que dos. Utilizando dicha lista junto con la de 2-simplices del 2-complejo, se
puede construir la 2-seudovariedad de un par de triangulacién asociado a éste mediante
el Algoritmo de Separacién que aqui se da. Por dltimo, el Algoritmo de Eliminacién

proporciona la 2-variedad de un par de desingularizacién asociado al 2-complejo inicial.

2.1 Intrdduccién

El objetivo principal de este capitulo es dar un tratamiento algoritmico a

os problemas resueltos e forma tedrica en el Capitu }
1 bl ltos de f t 1 Capitulo 1

Es un hecho que en la literatura no se encuentran facilmente monografias
sobre 2-complejos desde el punto de vista algoritmico y los estudios que aparecen
suelen ser parcfales y aislados. Esto es un estimulo para emprender la tarea de
elaborar algoritmos que den respuestas a las mismas preguntas que se plantearon
en el Capitulo 1 ampliando, por otra parte, la bibliografia existente con esta

aportacion.

Como ya se ha senalado en la Seccién 1.7, no se tiene aun una carac-

41
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terizacién combinatoria de los 2—complejos eulerianos. Es por esto que intentar
dar algoritmos que trabajen directamente con la definicidén topolégica dada por
Akin en [3] y recogida en la Definicién 1.3.1 resulta, de momento una tarea poco

- fructifera.

Sin embargo, para la clase mas amplia de los 2-complejos pares se han
dado una definicién combinatoria (Definicién 1.3.5) y un teorema ( Teorema 1.6.1)
gracias a los cuales se obtiene un método para clasificarlos. Primero se codifican
mediante un par de triangulacién (Corolario 1.4.2) y después mediante un par de
desingularizacién asociado al 2-complejo (Seccién 1.5). Entonces, resulta intere-
sante elaborar algoritmos que construyan la 2-seudovariedad y la 2-variedad de

tales pares.

En primer lugar (en la Seccién 2.2), se da un algoritmo que permite iden-
tificar si un 2-complejo es par o no. Esta vez lo natural funciona. Es decir: basta
aplicar la definicién y contar las valencias de los 1-simplices del 2-complejo para
saber si éste es par o no. Ademads, se puede diseniar este algoritmo de forma
que se construyan simultaneamente las listas de 2-simplices que inciden en un
l-simplice. Si aparece un l-simplice con valencia mayor que 2, la lista de 2-
simplices que lo comparten se utilizara como dato de entrada en algoritmos que

se aplicaran en etapas posteriores.

A contimtacion (en la Seccion 2.3). se da nu aleoritmo eficiente que cons-
truye la 2-sendovariedad de un par de triangilacion asociado al 2-complejo par.
Esta construccion es posible gracias a que se mantiene la estructura simplicial a

lo largo del proceso de separacién de simplices descrito en la Seccién 1.4.

Para finalizar (en la Seccién 2.4), en virtud del Teorema 1.6.1, y utilizando
el Algoritmo de Gross y Rosen (en [28]), se puede dar otro algoritmo eficiente que
proporciona la 2-variedad de un par de desingularizacion asociado al 2-complejo
par del que se parte. En lineas genera.les.,r se basa en el proceso de desingulari-
zacion, aunque, como se podra comprobar, la construccion de la V;é‘ri;(l,a(_l no es

idéntica a la que se describe en dicho proceso.

Antes de entrar en el desarrollo propiamente dicho de este capitulo, hay
que hacer algunas aclaraciones sobre la forma en que se introducen los datos
del 2-complejo al que se va a aplicar alguno de los algoritmos. Siempre que se

pueda trabajar con la informacién de los 2-simplices del 2-complejo. se tendra una
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estructura facil de manejar por un ordenador. Entonces, podran darse algoritmos
que tomen como dato de entrada la lista de 2-simplices del 2—-complejo que se
vaya a analizar. Asi, por ejemplo, la lista {v;, v,, v3} representa el 2-simplice
cuyos vértices son los puntos vy, vy, y vz de R3, que, a su vez, pueden expresarse

segun sus tres coordenadas cartesianas.

De este modo, se entiende que el ordenador que vaya a ejecutar los algo-
ritmos aqui descritos es capaz de reconocer los datos en la forma que éstos se
introducen, es decir, como listas de puntos del espacio tridimensional expresados

mediante sus coordenadas cartesianas.

Los conceptos y resultados relativos a Algoritmica que se utilizardn aqui
estan recogidos en el Capitulo 0, en el libro de Aho, Hopcroft y Ullmann [2] y en
el texto de Manber [43].

2.2 Algoritmo de identificacion

En el Capitulo 1 se define 2-complejo simplicial K par como aquel que
tiene todos sus 1-simplices de valencia par. Esta propiedad de tipo combinatorio
permite construir un algoritmo que “cuente” las valencias de todos los 1-simplices

de Ny que dé como respuesta “I es par” o bien © A no es par .

En todo el capitulo, K sera un 2-complejo con n 0-simplices, V = {vy,

Vg, ..., Un} ¥ N 2-simplices: C = {{vi, v;, v}, 1 #Jj#k, 1t #k}.

El algoritmo siguiente toma como dato de entrada la lista C' y da como
salida la respuesta a la pregunta “;Es K par?”. Para ello, se recorre la lista
'C y se introduce un contador para cada l-simplice de K. A dicho contador se
irda sumando 1 cada vez que tal L-simplice aparezca como cara de un nuevo 2-
stmplice. Cnando se han considerado todos los elementos de (. cada contador
~alcanza un valor igual al mimero de 2—simplices que contienen al l-simplice para
el que ha sido creado, es decir, la valencia de tal 1-simplice en K. La lista B
da las valencias de todos los 1-simplices de K segun el orden en que han ido
apareciendo al recorrer C. Para saber si K es par bastard comprobar la paridad

de los elementos de B. El algoritmo queda descrito a continuacion.
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Algoritmo de Identificacién

0. Leer la lista C.

1. Construir la lista A de los 1-simplices de A’

o

Para cada 2-simplice o € C:

Construir la lista a(c) formada por los 3 1-simplices cara de o.

3. Para cada l-simplice g € A, construir la lista f(x) formada por los 2-

simplices que contienen a p como cara:
3.1. Iniciar f(u) =0, ¢, = 0.

3.2. 51 p € a(o), entonces hacer: f(p) = f(p)U{o} ycp=c,+ 1.
NOTA: Obsérvese que formar las listas f(u) para cada y requiere tiempo O(N?)

pues para construir f(u) para el 1-simplice p es necesario recorrer la lista C, cuya
longitud es N. Como hay O(N) l-simplices en A, el tiempo total sera O(N?).
Para evitar esto, se pueden construir simultdneamente todas las listas f(u), asi se

requerird un tiempo de ejecucién de orden O(N). Esto mismo se hace en [28].
4. Dar la lista B de los valores finales de los contadores.

4.1. Si todos los elementos de B son nimeros pares, entonces K es par.

4.2. Si algtin elemento de B es impar, entonces K no es par.

FIN.

Proposicién 2.2.1 Se puede detectar si un 2-complejo con N 2-simplices es par
en tiempo dptimo O(N).

Demostracion: Si el conjunto de 2-simplices de R tiene IV elementos, la lista de
1-simplices de K dada por el Algoritmo de Identificacién tiene, a lo mds, 3N
elementos. Entonces, construir la lista A requiere tiempo O(/N). Segin se ha

detallado al describir el algoritmo, las listas f(u) -se construyen simultdneamente.

Asi, el paso 3 requiere un tiempo de ejecucion O(N). El resto de las operaciones
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del Algoritmo de Identificacién son: crear la lista B y comprobar si en ella hay
numeros impares. Todas son de complejidad O(N) en el peor caso y, por tanto,
no alteran el orden de complejidad total del Algoritmo de Identificacidn, que sera
O(N). Es facil ver que este algoritmo es eficiente pues todos los pasos se realizan

en tiempo optimo. a

A partir del Algoritmo de Identificacién se puede describir otro que, ademas
de reconocer si un 2-complejo K tiene todos sus 1-simplices de valencia par, pro-
porcione, como dato de salida, el conjunto ordenado de 1-simplices de valencia
mayor que 2 y los 2-simplices que los contienen. Este nuevo algoritmo es una
version del de identificacién que se obtiene afiadiendo un paso mas después de la

construcciéon de la lista B y de decidir si el 2-complejo es par o no.
Concretamente, el nuevo paso queda enunciado como sigue:
4.1. Si todos los elementos de B son pares, entonces K es par y hacer:

4.1.1. Para cada ¢, > 2, considerar la lista f(u).
4.1.2. Darlalista D =U{f(u) : p € A/c, > 2}.

Obsérvese que el paso que se introduce, no modifica la complejidad del
Algoritmo de Identificacidén, pues la construccién de la familia D requiere, como

maximo, tiempo O(N).

En lo que sigue, las listas de 2-simplices que contienen a un 1-simplice p
de valencia p se denotaran por f(u) ={ o1, 02,..., 0,}. Los datos de la lista D
seran necesarios para aplicar posteriormente un algoritmo que construya una 2-
seudovariedad que sera fuertemente conexa siempre que el 2-complejo de partida

goce de dicha propiedad (se detallard en el Capitulo 4).
2.3 2-Seudovariedad asociada a un 2—Comple-

jo Par

Una vez que se ha comprobado. aplicando cualgniera de los dos algoritmos

descritos en la seccién anterior, que K es un 2-complejo par. se puede dar un
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método para codificar 2-complejos pares. Como ya se ha probado en el Capitulo 1,
todo 2-complejo par R lleva asociado un par de triangulacién (P, ) donde P es
una 2-seudovariedad triangulada y ¢ es un morfismo sobreyectivo entre P y | K|
tal que ¢ : p~(int(o)) — int(c) es homeomorfismo para todo 2-simplice o € A

(Proposicién 1.4.1).

Aunque dicho par no tiene por qué ser tinico, el método que aqui se propone
consiste en construir la 2-seudovariedad de un par de triangulacién asociado a A
mediante un algoritmo que se basa en el proceso de separacién de simplices dado

en el capitulo anterior (Seccién 1.4).

Como datos de entrada hay que considerar la lista ordenada C, formada
por los 2-simplices de K y la lista A, formada por los 1-simplices de K y dada
por el Algoritmo de Identificacién. Se utilizan también distintos registros auxi-
liares en los que se guarda informacién provisional necesaria para la ejecucion
del algoritmo. En cada paso en que se usen estos registros se haran comentarios
oportunos que aclaren sus funciones. También se crea un contador para cada 1-
simplice (de modo anédlogo a como se hace en el Algoritmo de Identificacién) que
servirad para indicar qué 2-simplices hay que separar. Finalmente, como salida,
el algoritmo proporciona la lista F' de 2-simplices de un nuevo 2-complejo con

todos sus 1-simplices de valencia 2, que es la 2-seudovariedad buscada.

Ademas, en una etapa posterior, los datos obtenidos se utilizaran para dar
el morfismo de un par de triangulacién asociado a K cuya 2-seudovariedad es la

~ construida.

Algoritmo de Separacién

0. Leer los datos de K: las listas C' y A.
Iniciar D =H =0, L =C.

En H se iran incluyendo los 2-simplices de K que hay que separar y que se
eliminaran de C'. En D se incluyen los nuevos 2-simplices creados por separacion y
subdivisién de los de H. L es una lista auxiliar que en cada paso contiene los 2-simplices

que quedan por considerar.
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1. Para cada elemento v = {v;, v;} € A, iniciar un contador ¢, = 0 y hacer
g = 0.

2. Sea 0 = {v;, U, v,} el primer elemento de L. Para cada l1-simplice cara

de o, p, hacer ¢, = ¢, + 1.

L=1L-{o}.

2.1. Sitodo ¢, =1 ( g = {vi,v;} es cara de o; para 1,5 € {{,m,n}), volver

[S]
o

al Paso 2.

St algun ¢, es par v los demds son menores o iguales que 1, para cada

. par (1 = {v;,v;}), hacer:

221. SiL#0yq, # 0, volver al Paso 2.

222. S5iL#0yq, =0, hacer ¢, = vinico vértice de o — p y volver al

Paso 2.

N
%

. Si L = 0, continuar.

Cuando c, alcanza el valor 2 debido a que es cara de un 2-simplice o, en g,
se guarda provisionalmente el Uinico vértice de o que no esta en p. Este registro

sera utilizado sélo en el caso de que aumente la valencia de p.

. Si algun ¢, es impar mayor que 1, para cada ¢, impar, hacer:

r, = Unico vértice de o — p,
u, = baricentro del tridngulo cuyos vértices son los de p y r, (es decir:
Vi, Vjy Ty

Si ¢, aumenta a 3, por ser K par, ¢, alcanzard también el valor 4 y los
2-simplices ¢ y o’ que dan lugar a estos valores de ¢, tendran que subdividirse
y separarse de los restantes 2-simplices que contienen a p. El tnico vértice de o
que no esta en p se guardara en éPregistro provisional r,.

En general, si ¢, alcanaa un valor par 2p > 2 y después toma el valor 2p + 1,
sigﬁiﬁca que ya se han realizado p — 1 separaciones por un proceso similar. Asi,
tras la subdivisién y separacion de la primera pareja de 2-simplices, los registros
9u ¥ T, deben quedar vacios por si fuera necesario volverlos a utilizar con vértices
de otros 2-simplices que hubiera que separar en un paso posterior.” Esto habrd que

repetirlo tras cada separacion.

2.3.1. D= DU{{vi, wu, q.}, {vir wu, mu}, {vis Yy quts {vis v, Tu}}

H = HU{{vi, vjs qu}> {vi, vj, ru}}
El 2-simplice ¢ = {v;, vj, g} con un l-simplice g = {v;, v;} de

valencia mayor que 2 se subdivide dando lugar a los 2-simplices {vi, u,, ¢u}



43 _ Capitulo 2.  Algoritmos sobre 2-Complejos Pares

¥ {v;, uu, qu}. El otro par de 2-simplices {v;, uy, 74} y {vj, uy, ru} resulta
de la subdivisién del otro 2-simplice que contiene a y, ¢’ = {v;, vj, ru}.
232. r,=q.=0.

Para cada 1-simplice cara de o, v distinto de u y tal que ¢, # 0,
hacer ¢, = u,.

Con esto se consigue que, a partir de este paso, el nuevo vértice uy
sea considerado en las préximas subdivisiones dado que, segiin se ha indicado
se han eliminado 2-simplices que han sido sustituidos por otros nuevos que

contienen a dicho vértice.

2.3.3. Si L # 0, volver al Paso 2.

Si L = 0, continuar.

3 Dar las listas:
E = C\H (2-simplices de K cuyos 1-simplices son todos de valencia 2y,
por tanto, no han sido subdivididos).

F = EUD (2-simplices de la 2-seudovariedad asociada a K).

Ejemplo 2.3.1 Para ilustrar los distintos pasos que sigue el Algoritmo de Sepa-
racidn, se incluye un ejemplo en el que aparece un 2-complejo con dos 1-simplices
de valencia 4. Este complejo puede ser parte de otro mayor en el que todos los

_ 1-simplices sean de valencia par. Para mostrar cémo funciona el algoritmo, es

suficiente considerar sélo el siguiente conjunto de simplices:

Paso 0.: C = {{vlv V2, 1)3}, {vla V2, ’U4}, {vla V3, v5}a {vlv V2, Us}, {v2v Vs, 07},
{v2a Vs, US}’ {’Ug, Us, UQ}};

D=H=0;L=C.
Paso 1.: Para cada v = {v;, v;}, ¢, =0y ¢, = 0.
Paso 2.: ¢ = {v1, vg, v3}, ¢ = {v1, v}, ¢, = 1. (Para v = {vy, va}, {v2, v3};

e, =1). L=L-{c}.

2.1.: Todo ¢, = 1, entonces volver al Paso 2:

o = {vy, vy, va}, ¢, = 2. (Para v = {v1, v4}, {v2, vg}; ¢, = 1).
. L=L-{o}.

: ¢, es par y los demas son menores o iguales que 1.

o
S
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Figura 2.1: 2-complejo al que se aplica el Algoritmo de Separacion.

222 L#0yq,=0, entonces g, = vy y volver al Paso 2.
o = {vy, va, vs}, ¢, = 3. (Para v = {vy, vs}, {v2, vs}; ¢, = 1).
L=L-{c}.

2.3.: ¢, = 3, es impar mayor que 1, entonces r, = vs y u, es el baricen-
tro del 2-simplice {vy, va, vs}.
23.1: D= {{vla Upsy U4}7 {vla Ups US}) {v27 Uy, 1)4}, {’02, Ups Us}}

H = {{Ul’ V2, 04}7 {’Ulv U2, US}};

232 r, = q, = 0. Como ¢, = 0 para v = {v1. v5}. {va2. vs}, con-
tinda.
2.3.3.: L # 0, entonces vuelve al Paso 2.
o = {v1, vs, 6}, ¢, = 4 (Para v = {v1,we}, {v2, v6}; ¢, = 1).
L=L-{o}.

2.2.: ¢, es par y los demas ¢, = 1, entonces:
2.22.: L#0ygq,=0, entonces g, = vg y vuelve al Paso 2.
o = {vy, vs, v7}, 4 = {2, vs}, (c, = 1y para v = {vg, vr}, {vs, vr};
¢, =1). L=L~-{oc}.
c, =1+ 1, entonces:
2.2.: ¢, es par y los demds contadores valen 1.
2.22: L#0ygq,=0, entonces g, = v7 y vuelve al Paso 2.
o = {vy, vs, v}, pt = {v2, vs}, ¢, =3. (Parav = {vy, vs}, {vs, vs};
e, =1). L=L~{c} = {vs, vs, vg}.
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U1 V2

Vg4

Figura 2.2: 2-simplices que forman el conjunto D tras la primera separacion,

= {Ulv UQ}'

2.3.: ¢, = 3 es impar mayor que 1, entonces:
r, = vg ¥ u, es el baricentro del 2-simplice {va, vs, vs}.
2.3.1.: D = DU{{vy, ul,, vr}, {va, 1}, vs}, {vs, ul, vr}, {vs, uy, vs}}.
H=HU {{UZa Us, UT}a {'027 Vs, US}}-

:r, = q, = 0. Como ¢, = 0, para v = {vy, vs}, {vs, vs}, con-

)
@
o

tinua.
2.3.3.: L # 0, entonces vuelve al Paso 2.
o = {vy, vs, Vo }, u = {v2, vs5}, c, = 4. (Parav = {vy, v}, {vs, vo};
ec,=1). L=L—-{c}=09.
2.2.: ¢, es par'y los demds contadores son 1.
2.2.3.: L = 0, entonces continta.

Paso 3.: Da las listas: E = {{vy, v2, v3}, {v1, v2, v}, {v2, vs, vo} ¥

F=FEUD.

Proposicién 2.3.2 Dado un par de triangulacidn asociado a un 2-complejo par
con N 2-simplices, es posible obtener la 2-seudovariedad de dicho par en tiempo
éptimo O(N).

Demostracion: Si C es la lista de los N 2-simplices del 2-complejo i, A tiene,
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Vi y- v

Figura 2.3: 2-simplices que forman el conjunto D tras la sequnda separacion,

¢ = {va, vs}. El espacio sombreado no representa un 2-simplice.

a lo sumo, 3/V/2 l-simplices, por tanto, habrd también 3/V/2 contadores. El
Algoritmo de Separacién considera cada elemento de C' una sola vez, a partir del
cual realiza un nimero de operaciones (comparaciones, asignaciones y calculo de
baricentros) que no dependen de N. Entonces, la complejidad de este algoritmo
viene determinada por el cardinal de la lista C. Luego se necesita un tiempo del
orden O(N), que es 6ptimo, para separar todos los 1-simplices de valencia 2p > 2

y obtener la 2-seudovariedad asociada a K. g

La proposicidn siguiente describe el morfismo de un par de triangulacién

para el 2-complejo K, a partir de los datos de salida del Algoritmo de Separacién.

Proposicién 2.3.3 Si K es un 2-complejo par y F es la lista de 2-simplices de
la 2-seudovariedad de un par de triangulacidn (P, p) asociado a K, entonces es

posible obtener K a partir de F'.

Demostracién: Si C es la lista de 2-simplices de K, el Algoritmo de Separacién
construye una 2-seudovariedad P cuya lista de 2-simplices es F'. A partir de F’
se puede obtener la lista W de los O-simplices de P. En W hay puntos de dos

clases:

(a) Puntos etiquetados por v;, para i = 1,2,...,n (que son 0-simplices de

K). Sea Wj el conjunto de estos vértices.
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(b) Puntos etiquetados por u,, que son baricentros de 2-simplices de K
que han sido subdivididos y p representa a los distintos 1-simplices de

valencia mayor que 2 en K. Sea W, el conjunto de estos vértices.

De este modo, W = W; U W,. Ademas, se puede considerar el conjunto
de puntos de K formado por los vértices de K, V y los puntos medios de cada
1-simplice y de valencia mayor que 2, que se denotardn por u;,. Sea pues V' =
VU {u, : u, € W} dicho conjunto. Obsérvese que existe una subdivision de
K, sdK, cuyo conjunto de vértices es V' sin mas que trazar la mediana de cada

2-simplice que contiene a uno de los 1-simplices p.

Ahora es posible dar un morfismo entre los conjuntos W y V' tal como
sigue:
. . v sive W
o1 Wi V561(v) = , .
u, siv=u, €W,
Es obvio que (; induce un morfismo simplicial entre P y |sdK|, que se

denotard por ;. Dado que @;(W) = V', ¢ es sobreyectivo.

Finalmente, se puede dar la aplicacién identidad entre los espacios to-
polégicos subyacentes, |sdK| y |K| y la composicién de éste con ; resulta ser
el morfismo sobreyectivo ¢ : P — |K|. La imagen inversa de un 2-simplice
o € K es un 2-simplice, si o tiene todos los 1-simplices cara de valencia 2; o
bien, es unién de varios 2-simplices adyacentes en P (a lo mds 4), si o tiene
algin 1-simplice cara con valencia mayor que 2. En cualquier caso, la imagen
inversa del interior de cualquier 2-simplice de K es el interior de la unién finita

de 2-simplices adyacentes y, por tanto son homeomorfos mediante (. O

2.4 2-Variedad asociada a un 2—Complejo Par

Después de obtener la 2-seudovariedad P asociada al 2-complejo par K,
es necesario conocer el conjunto de puntos singulares aislados de P que serdn
eliminados para obtener finalmente la 2-variedad M del par de desingulariza-
cién asociado a K. El proceso de desingularizacién dado en el capitulo anterior
(Seccién 1.5) proporciona el soporte tedrico para la elaboracién de los algoritmos

que se desarrollan en esta seccién y que permiten obtener M a partir de P.
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Segiin la clasificacién de puntos singulares de un 2-complejo puro, la 2-
pseudovaridad P sélo tiene un conjunto finito de puntos singulares cénicos. Estos
puntos se caracterizan por tener link no conexo, formado por la unién disjunta

de ciclos.

En (28] Gross y Rosen dan un algoritmo que determina si un 2-complejo
simplicial es planar analizando si el link de cada vértice admite una inmersion
en la circunferencia. Si bien la situacién que aqui se estudia es distinta a la
de la planaridad de un 2-complejo, se puede utilizar la parte del algoritmo de
Gross y Rosen en la que se construyen simultdneamente todos los links de todos
los 0-simplices del 2-complejo de partida. Asi se detectan, de modo eficiente,
todos los puntos singulares de P junto con la familia de ciclos que constituyen

sus respectivos links.

A continuacién se detalla una version resumida del Algoritmo de Gross
v Rossen en la que se omiten los pasos que no son necesarios debido a que el

2-complejo particular sobre el que se aplicard es la 2-seudovariedad P.

Si V es la lista de los p O-simplices, E es la lista de 1-simplices y F' es la
de 2-simplices de P, el algoritmo siguiente proporciona como datos de salida la

lista ordenada formada por cada vértice y su link en P.

Algoritmo de Gross y Rosen [Gross y Rosen, 1979]

0. Leer los datos de P: las listas V, E 'y F. Construir las listas auxiliares:

0.1. Para cada e € E, V(e) = vértices extremos de e.

0.2. Para cada f € F', E(f) = aristas de f.

0.3. Para cada f € F, V(f) = vértices incidentes en f.
(

0.4. Para cada v € V, E(v) = aristas incidentes en v:

v € V, hacer E(v) =0

Para cada ¢ € E. si v € V(e) hacer E(v) = E(v)U {e}.
0.5. Para cada v € V. F(v) = regiones que contienen a v:

v €V, hacer F(v)=10
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Para cada f € F,si v € V(f) hacer F(v) = F(v)U {f}.
0.6. Para cada e € E, F(e) = regiones incidentes en e:

e € E, hacer F(e)=10

Para cada f € F',si e € E(f) hacer F(e) = F(e)U {f}.

NOTA: Obsérvese que construir las listas E(v) para cada v requiere tiempo O(p?) pues
para construir E(v) para el vértice v es necesario recorrer la lista E, cuya longitud es
O(p). Como hay p vértices, el tiempo total sera O(p?). Para evitar esto, se pueden
construir simultaneamente todas las listas, asi se requerird un tiempo de ejecucién de

orden O(p).
1. Construccién simultdnea de Lk(v; P) para cada v € V:

1.1. Para cada x € V U E, construir la lista 2* = vértices v € V tal que
z € Lk(v; P):
1.1.1. Para cada z € V U E, iniciar 2™ = .
1.1.2. Para cada e € E y para cada f € F(e), V(f) — V(e) contiene un
unico vértice v. Hacer e* = e* U {v}.
1.1.3. Para cada v € V y para cada e € E(v), V(e)— v contiene un unico
vértice u. Hacer v* = v* U {u}.
1.2. Construir simultdneamente Lk(v; P), (para cada v € V) como sigue:

1.2.1. Para cada v € V iniciar Lk(v; P) = 0.
1.2.2. Para cada e € F y para cada v € €7, hacer Lk(v; P) = Lk(v; P)U
{e}.
1.3. Para cada v € V, aplicar DFS sobre Lk(v; P) y dar las componentes
conexas: Criw) = {C1,C2,....Cue) }-

En este caso, Lk(v; P) es el grafo sobre el que actiia el algoritmo DFS (Paso
1.3.). Por ser un conjunto de ciclos disjuntos, este grafo tiene el mismo nimero de
aristas que de vértices, que coincide con la valencia de v en el 1-esqueleto de P,
§(v). El algoritmo DFS es éptimo en esta situacién y tiene complejidad O(é(v)).
pues en el caso general es de complejidad O(n), siendo n el nimero de aristas del

grafo al que se aplica (como se puede ver en [43]).
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Si se aplica el algoritmo DFS a todos los Lk(v; P), el total de operaciones
que se realizan en el Paso 1.3. es del orden O(Y ¢y 6(v)). Considerando el 1-
esqueleto de P, se tiene un grafo sobre el que se verifica el Lema del Apretén
de Manos ([31]). Es decir: ey 8(v) = 2#(F). Como #(E) ~ O(p?) (siendo
p el nimero de vértices de P), es necesaria la construccién simultanea de todos
los Lk(v; P), segin se describe en el Algoritmo de Gross y Rosen, para evitar

complejidad cuadrdtica y obtener un algoritmo de tiempo lineal.

Hay que destacar que el Algoritmo de Gross y Rosen se ha disenado para
estudiar la planaridad de un 2—complejo de p vértices. Para detectar la planaridad
local en v, basta conocer si n(v) toma el valor 1 o mayor que 1 y no es necesario

obtener todas las componentes de Lk(v; P) en el Paso 1.3.

No obstante, dado que el algoritmo que se aplicard, en una fase posterior,
para obtener la 2-variedad asociada a P, trabaja con la lista completa de los
ciclos que constituyen el Lk(v; P), es necesario ejecutar todas las operaciones del

Paso 1.3. del algoritmo anterior.

Como aplicacién del Algoritmo de Gross y Rosen, se describe a continua-
cion otro que proporciona sélo la lista ordenada de puntos singulares de P con

sus respectivos links.

Algoritmo de Puntos Singulares

0. Iniciar’la familia .S = 0.

1. Aplicar el Algoritmo de Gross y Rossen a P

[ O]

. Para cada v € V considerar Cri,y = {C1,Ca, ....Crw) }

2.1. Sin(v) =1, v es un punto regular de P.

2.2. Sin(v) > 1, v es un punto singular eénico de P y hacer:

S = SU{{v; Craw) = {C1,C20 - iCrw) } -

3. Dar la lista S de los puntos singulares de j2 y sus links.
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Proposicién 2.4.1 Es posible obtener el conjunto de puntos singulares de una
2-seudovariedad con p O-simplices y la lista ordenada de ciclos que constituyen

sus respectivos links en tiempo O(p).

Demostracion: La complejidad del Algoritmo de Puntos Singulares viene deter-
minada por la del Paso 1 en que se aplica el Algoritmo de Gross y Rosen. Si
la 2-seudovariedad P tiene p vértices, ya se ha probado que este paso requiere
tiempo de orden O(p), en el peor caso. Los pasos restantes no aumentan la

complejidad del algoritmo, con lo que queda probado el enunciado. a

Si la 2-sendovariedad P tiene un tnico punto singular, mediante el Algo-
ritmo de Eliminacion de un Punto Singular se obtiene la 2-variedad M asociada
a P. En caso de que P tenga mas de un punto cénico, bastara aplicar dicho algo-
ritmo para cada uno de ellos, de modo andlogo a como se ha descrito el Proceso
de Desingularizacién en el Capitulo 1. Es decir, si {vy, va, ..., vm} (con m > 1)
es e] conjunto de puntos singulares de P, se aplica el Algoritmo de Eliminacién
para eliminar vy y se obtiene una 2-seudovariedad con m — 1 puntos singulares
sobre la que se puede volver a aplicar el algoritmo y eliminar vy. Asi, por un
proceso inductivo, en el paso (m — 1)-ésimo se obtiene una 2-seudovariedad con
un unico punto singular (v,,) que puede ser eliminado para obtener finalmente la

2-variedad asociada a P.

Sea v un punto singular de P y sea Criw) = {C1,C%, ....Cuwy} €l conjunto
de ciclos que forman Lk(v; P), dado por el Algoritmo de los Puntos Singulares
(cada C; es una lista ordenada de aristas). En el Algoritmo de Eliminacién se
construye la lista de O—simplices de cada C; y se trabaja con la lista de 2-simplices

de P.

Como salida, este algoritmo proporciona la lista de 2-simplices de una
nueva 2-seudovariedad que tiene en comiun con P el conjunto de 2-simplices
que no contienen al punto singular v. Estos 2-simplices se sustituyen por los de
n(v) coronas circulares sobre una esfera con n(v) agujeros. Para simplificar la
notacion, se considera n = n(v) en la descripcion del algoritmo, siempre que no
haya confusién y se utilizara el término cilindro conector para designar a cada

una de las coronas circulares de la esfera que sirve para conectar P — v.
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Algoritmo de Eliminacién de un Punto Singular

0. Leer los datos de P:

0.1.

0.2.

Leer la lista F' de 2-simplices de P.

Para el punto singular v € V' que se va a eliminar, construir el conjunto
formado por los 2-simplices que contienen a v, F'(v), y hacer F =
F — F(v).

Para el punto singular v € V que se va a eliminar, leer Criy =
{C1,Cs, ...,C,} la lista de ciclos disjuntos de Lk(v; P).

Para C; = {e}, €},...,€}.}, coni=1,2,...,n (donde €} = {w'_,, wi}
para j = 1,2,...,5i — 1, ¢}, = {w],, w{}), construir la lista de vértices
de C;, dada por:

Ci = {wg, wi, ..., wi, wy}.

1. Iniciar la lista de nuevos 2-simplices D = {.

2. Eliminar v. (Hacer la suma conexa del 2-complejo P — v y una esfera

triangulada con el minimo niimero de tridngulos).

2.1.

Sin <4, hacer:

2.1.1. Sin =2, sea {u1, uz, wy, uy} un ciclo sobre el ecuador del cilindro

[AW]
"
(8%}

@ triangulado por el conjunto de 2-simplices:

@ = @1 U @, donde para cada 1 = 1, 2.

Qi = {{ulv wév w§}7 {ulv wi’ wé}v SRR {uh w;'.-—l‘v w;.,-}v
{ula Uz, wli.-}a {u23 w;;’ w(i)}v {u2’w83 w(i)}v {w(i)v U, wg}}
Hacer D=D U@

Segtin los valores de n, la triangulacién de la esfera se hace de distinta
manera. Sin = 2, P — v se pega sobre un cilindro abierto triangulado de
forma que sobre su ecuador aparece un ciclo de longitud 3 y sobre cada borde
uno de los ciclos C; y C5, seglin se ve en la Figura 2.4.

2. Si 3 < n < 4, dar una triangulacién de la esfera de centro v y
radio r = -;— min {longitudes de los 1-simplices que contienen a v
como cara}, de forma que resulte un tetraedro cuyos 2-simplices
son: {{uy, ua, wi}, {us, us, wi}, {u1, us, wi}, {u1, v, us}}.

G = {{u1, uz, us}}.



58

Capitulo 2.  Algoritmos sobre 2-Complejos Pares

1 1 I | 1 wk
wo wl w2 wll—l wll 0
N Us I~
u v
Wo
2 2 2 a2 2 w?
wo U)l 'LU2 w,2_1 w12 0

Figura 2.4: Triangulacion del cilindro que se conecta con P — v.

2.1.2.1. Sin =4, hacer:

e Q4 = {{u, wngii}’ {w, w‘117 wg}v' s {u, w;i—-l? wi}a
{ur, ug, wi}, {ug, wi, wi}, {ug, us, wi}, {ws, u1, us}}.

e D=DUQ,.

o G=0.

o Criw) = Criw) — C4 y continuar.
2.1.2.2. Si n = 3, hacer:
e Para i = 1,2, hacer:
Qi = {{wi, wh,wi}, {us, wi, wi}, ..., {us; wi_q, w},}
{uiv Uit1, w?;}’ {ui+17 w?n w(i)}’ {ui+17 wg, wé}a

{wév Us, wg}}'

D=DuUQ..

e Para i = 3, hacer:
Q: = {{US’ wévwi}’ {U3, wi? wé}v' . .,{U3, w;;—lv w;.,-}v
{us, w1, wi}, {wr, wi, wh}, {ur, w§, wi}, {wh, us, wy}}-
D=DuUQ;UG

En el caso en que el nimero de ciclos sea 3 6 4, se utiliza el 1-esqueleto del
tetraedro que sirve para triangular la esfera sobre la que se hace la suma conexa de
P —v. En la Figura 2.5 se muestran los distintos cilindros conectores triangulados
de forma compatible con el tetraedro. Para ello, basta colocar en uno de sus bordes
un ciclo C; y en el otro, el ciclo de una cara del tetraedro. Si n = 3, no hay que
construir el cilindro Q4 pero habra que afiadir la cara del tetraedro sobre la que

no se conecta ninguno de los demas Q;.



2.4. 2-Variedad asociada a un 2-Complejo Par 59

1751 Uy Us Uy

X N
/wE-)’
ad o4 a4 4 4 qpd U Ug
wy wy wy c-wp_qwy, Yo 3
Q4 Tetraedro

Uy Ujp1 wy U3 ! wy
)A )\ \ N
whoow W o-ewl . owl Wh 3.3 3 ..wd L wd Wo
0 1 Wy L-1 Wy Wo Wy Wy I3—1 Wi

Qi, 1 =1,2 Qs
Figura 2.5: Cilindros conectores en caso de que el nimero de ciclos sea 3 6 4.

2.2. Sin > 5, se construye un cilindro conector para cada ciclo del Lk(v; P)
de manera andloga al caso den < 4. Aqui, la triangulacién de la esfera

debe tener n tridngulos, si n es par y n + 1 si n es impar.

2.2.1. Si n es par, dar una triangulacién de la esfera de centro v y radio
r = 1/2 min {longitudes de los 1-simplices que contienen a v }, de
forma que en cada hemisferio aparezca una triangulacién estrella

de n/2 tridngulos que se denotaran por:
{{wi, wirr, wi}} (parai=1,2,...,n/2—1) ¥ {{tn/2, u1, wi}} en

-

el hemisferio norte (siendo wy el polo norte) y
{{Ui, Uit wi}}} (pa'ra'~i = 1327 cee an/z— 1) y {{un/% Uy, wlllj}} en
el hemisferio sur (siendo w} el polo sur).
2.2.1.1. Parat=1,2,...,n/2 -1, hacer:
Q: = {{u;, wi,wi}, {u;, wi, wi}, ..., {u, wi._y, Wi},

{uiv Uit w?,v% {u‘i+1~ wf,-v wé)}v {ui+1v w(l)]a wé}? {w(i)’ Ui, wg}}
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Uy Ug Uy Uy
Uu; Uy o
Upj2-1 wins i+1 n/2-1
Hemisferio Norte Hemisferio Sur
Uy Uiyl wg Un/2 Uuy wf)’
A S N AN
i i ; i wk nf2  nj2 nf2 .. "2 n/2 w3/2
Wy Wy Wy wl,‘—l wl,’ 0 Wq Wy Wy ‘Uln/g—l wln/2
@i, 1=1,2,...n/2 -1 @n/2

Figura 2.6: Cilindros conectores en caso de que el nimero de ciclos sea par y

triangulacion de la esfera.

D=DuqQ,.
2.2.1.2. Para 1 = n/2, hacer:
Qi = {{u, wi,wt}, {u;, wi, wy}, ..., {u, wfi_l, w}'i},
{ui7 U1, w;‘.}’ {ul’ w;,v wé}v {ula wg, w(iJ}a {w(i)v U, wg}}
D=DUQ,.
2.21.3. Para j=1,2,...,n/2 —1, hacer:
i=74+n/2
Qi = {{uj’ w(i)’wi}’ {uj7 w}i’ wé}v"'?{ujv w;;—lv w?g}v
{u;, w1, wfi}v {ujer, wf” wh}. {uje1, wi, wé}’ {wé, uj, wit}
D=DuUqQ;.

S
o

.1.4. Para 7 = n, hacer:
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Qn = {{un/% U){L,’U){l}, {un/27 w;lv w;} Tty {un/27 wl,;_ly w;:,}a
{un/% Uy, w,’;}, {ula ’LU;Z, UJ;"}, {u17 lU;}, w;l}‘ {w?V un/Q’ wi}}}
D=DuQ,.

2.2.2. Si n es impar, hacer:
(7Lk(v) = CLk(v) U {Cn+1 = {w?q}_lv w‘?+lv w§>+l}}
F=FuU{{w*, vt wit'}} y Paso 2.

Se anade el ciclo auxiliar C},4 para tener un nimero par de ciclos y poder ejecutar
los pasos para n par. El 2-simplice que tiene a C41 como frontera se une a la lista final

F de 2-simplices de la 2-variedad M.

3. Dar la lista de 2-simplices del nuevo 2-complejo: F = FU D.

Proposicion 2.4.2 Se puede eliminar un punto singular de una 2-seudovariedad

con N 2-simplices en tiempo dptimo O(N).

Demostracion: Sea P la 2-seudovariedad v sea v el punto singular que hay que
eliminar de P. Si n es el nimero de ciclos de Lk(v; P), se comprueba, por simple
inspeccién, que el Algoritmo de Eliminacién de un Punto Singular necesita tiempo
O(n) para ser ejecutado. Esto se debe a que las operaciones que determinan la
complejidad son: contar el mimero de ciclos n y construir n listas de 2-simplices a
partir de los vértices que forman los ciclos. Como NV es el numero de 2-simplices
de P y cada ciclo tiene longitud mayor o igual que 3, entonces n < 'N/3. Por

tanto, el algoritmo es eficiente y tiene complejidad de orden O(XV). a

Como consecuencia de las Proposiciones 2.3.2, 2.4.1 y 2.4.2 y teniendq en

cuenta el desarrollo de las secciones anteriores, se enuncia el siguiente resultado:

Corolario 2.4.3 Dado un par de desingularizacidon asociado a un 2-complejo
par con N 2-simplices, es posible obtener la 2-variedad de dicho par en tiempo

optimo O(N).
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Los datos que aporta el Algoritmo de Eliminacién aplicado a la 2-seudo-
variedad P pueden utilizarse para describir el morfismo de un par de desingula-
rizacion asociado a P que tiene como 2-variedad la que se construye mediante

dicho algoritmo. La siguiente proposicién recoge este resultado.

Proposicion 2.4.4 Si P es una 2-seudovariedad con un punto singular v y M
es la 2-variedad obtenida por eliminacidn de v, entonces eriste un morfismo en-
tre las triangulaciones de M y de P que verifica las propiedades del Teorema de

Caracterizacion de 2-complejos pares (Teorema 1.6.1).

Demostracion: Sea V el conjunto de vértices de P. A partir de la lista F' de 2-
simplices de M (dada tras la aplicacién del Algoritmo de Eliminacién), se puede
obtener la lista de O-simplices de M, que se denotara por U. En U se pueden

distinguir dos clases de puntos:

(a) El conjunto Uy, formado por los puntos etiquetados por w? (vértices

de los ciclos de Lk(v; P)).

(b) El conjunto Us; de puntos etiquetados por u;, wy y wy (vértices que se

anaden al hacer la suma conexa de P — v con una esfera).

Como U = U; U Us, la aplicacién dada por

u SquUl

Dy U — V‘/~é u) =

b2 1 Pa(u) o siuel,
induce un morfismo sobreyectivo entre M y P, que se denotard por gz, que
verifica el Teorema de Caracterizacién de 2-complejos pares. Esto se debe a que
la imagen inversa (mediante ;) de un 2-simplice o € P es un 2-simplice ¢’ € M,

por tanto, @5 (¢nt(0)) = int(c’) y son homeomorfos. o

Este 1ltimo resultado puede extenderse por induccién a una 2-seudovarie-
dad P que tenga un conjunto finito de puntos singulares cénicos. En este caso,
se obtiene una aplicacién ¢} para cada punto singular v y sucesivas 2-seudova-
riedades. Componiendo todas estas aplicaciones, se obtiene un morfismo entre P

y la 2-variedad final M, que también se puede denotar por ;.

Finalmente, se recoge la conclusion de este capitulo que no es mas que una

consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.3.3 y 2.4.4.
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Corolario 2.4.5 Si K es un 2-complejo par y M es la 2-variedad obtenida a
partir de K mediante los Algoritmos de Separacién y Eliminacidn, entonces el

morfismo

Y=©10py: M+— |K

verifica las condiciones dadas en el Teorema de Caracterizacion de 2-Complejos

Pares (Teorema 1.6.1).

2.5 Conclusiones y Problemas Abiertos

El problema de identificar un 2-complejo par se ha resuelto de manera
algoritmica gracias a la caracterizacién combinatoria que se tiene de ellos. Se ha
dado un algoritmo eficiente (el Algoritmo de Identificacién) que permite decidir
si un 2-complejo es par o no. Con este resultado se cumple uno de los objetivos

1nicialmente marcados.

Para obtener la 2-seudovariedad de un par de triangulacién asociado a un
2—complejo par, se ha descrito el Algoritmo de Separacién, basado en el proceso de
separacion de simplices que se dio en el Capitulo 1. Se puede conocer el conjunto
de puntos singulares de la 2-seudovariedad obtenida mediante el algoritmo del
mismo nombre. Después, se le puede aplicar el Algoritmo de Eliminacién de un
Punto Singular (de manera recurrente, si fuera necesario), para obtener finalmente
la 2-variedad de un par de desingularizacién asociado al 2-complejo inicial. Estos
algoritmos son eficientes. Ademds, los datos de salida permiten describir los
morfismos de los pares asociados al 2-complejo. Con lo cual, queda realizado el

estudio algoritmico completo que se propuso al comienzo.

Por 1ltimo, es importante sefialar que este Capitulo se ha centrado en el
tratamiento algoritmico de los 2-complejos pares. Dado que todo 2-complejo
de Euler es par, los algoritmos aqui descritos pueden aplicarse a un 2-complejo
euleriano para obtener la 2-variedad de uno de sus pares de desingularizacién

asoctados.
Sin embargo v esto enlaza con los problemas abiertos del (fapitulo 1. al
1o tener aun una caracterizacion combinatoria de los 2-complejos de Euler (dis-

tinta de la definicién propiamente dicha), no se ha elaborado un algoritmo que
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identifique si un 2—-complejo par es también euleriano. Surgen de inmediato las

sigulentes preguntas:

¢ ;Existe un algoritmo eficiente que reconozca cuando un 2-complejo par es

euleriano?

o ,Es necesario buscar una caracterizacién o se puede disenar tal algoritmo

utilizando directamente la Definicién 1.3.1 dada por Akin ([3])?



Capitulo 3

Recorridos Eulerianos sobre

2—Complejos

En este capitulo se introduce el concepto de recorrido euleriano para 2-complejos
como una generalizacién del ya conocido para grafos. Se demuestra que, en dimensién
2, no existe relacién alguna entre las propiedades “ser euleriano” y “contener recorrido
euleriano”, como tampoco la hay entre “ser par” y “contener recorrido euleriano”.
Se dan caracterizaciones de los 2-complejos que admiten 1,2-recorridos de este tipo,
utilizando distintos grafos construidos a partir del complejo. En el caso de las 2-

seudovariedades la situacién es algo distinta y por ello se dedica una seccién a ellas.

3.1 Introduccidn

El concepto de recorrido, estudiado en profundidad desde el comienzo de
la Teoria de Grafos, puede definirse también para complejos simpliciales de di-
mensién superior ([32]). Asimismo, se puede dar la nocién de recorrido euleriano

sobre 2—-complejos (como se vera en la Seccién 3.2).

En conexién con el problema de establecer una comparacion entre los
grafos eulerianos y los 2-complejos del mismo nombre (planteado en el Capitulo 1),
el propdsito de este capitulo es analizar si existe relacion entre las propiedades

“ser 2-complejo de Euler” y “contener recorrido euleriano”.

65
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La primera cuestién que se aborda es la de definir recorrido euleriano sobre
un 2-complejo y se obtiene un resultado analogo a la condicién 3 del Teorema
de Caracterizacién de los Grafos Eulerianos (Teorema 1.1.1). En concreto, si el
2-complejo contiene un recorrido euleriano. entonces se puede dar una particion

en ciclos del conjunto de sus 2-simplices.

Aparece la primera diferencia entre 2-complejos con recorrido euleriano
y grafos eulerianos cuando se encuentra un 2-complejo que admite particidn en
ciclos pero que no tiene recorrido euleriano. Por tanto, para 2—complejos no se
puede dar una condicion analoga a la del teorema citado. Es mas, dicho complejo
es euleriano. También se encuentran ejemplos de 2-complejos no eulerianos que
admiten recorrido euleriano. De esto se deduce que las condiciones “ser euleriano”
y “contener recorrido euleriano” son independientes. Dado que todo 2-complejo
de Euler es par, tampoco existe equivalencia entre esta propiedad y la existencia

de recorrido euleriano sobre el complejo.

Para llegar a todos estos resultados se utiliza como herramienta principal
el grafo dual de un 2-complejo puro. Asi, el problema planteado en dimensién
2 puede traducirse a un problema de Teoria de Grafos, donde es mas cémoda su

resolucidn.

De las propiedades del grafo dual de un 2-complejo se deducen algunas
condiciones sobre este grafo que son necesarias, pero no suficientes, para que el
2-complejo del que proviene tenga recorrido euleriano. La mads significativa es la
“de ser hamiltoniano, pero no todo grafo hamiltoniano es dual de algin 2-complejo
con recorrido euleriano. Se observa pues, que el grafo dual no es el mas idéneo

para buscar una caracterizacién de los 2—complejos con recorrido euleriano.

Sin embargo, para el caso de las 2-seudovariedades (que son 2-complejos
eulerianos), se tiene un teorema que caracteriza cuando éstas tienen recorrido
euleriano. Ademds, se da un método para construir, sobre una superficie com-
pacta cualquiera, orientable o no, una triangulacién que contenga un recorrido

euleriano.

Con el objetivo de dar condiciones necesarias y suficientes para que un
2-complejo admita recorrido euleriano, se construyven otros grafos asociados a él
con menos aristas que el grafo dual, pero con mejores propiedades que éste. Son

el Grafo Interseccidn y el Grafo Interseccién de 1-simplices de ramificacién. Este
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ultimo grafo caracteriza a los 2-complejos que admiten recorrido euleriano.

Finalmente, como caso particular de recorrido euleriano, se introduce la
nocion de 1,2-circuito hamiltoniano, analoga a la clasica de circuito hamilto-
niano para grafos. El grafo interseccién de 1-simplices de ramificacion también

caracteriza a los 2-complejos que contienen un circuito de este tipo.

3.2 1,2—-Recorridos sobre 2—Complejos. Reco-

rrido Euleriano

Para comenzar, se introducen los conceptos de camino, recorrido, arco,
circuito y ciclo para el caso de los 2-complejos, que seran la generalizacién natural

de los conocidos para grafos.

Si K es un 2-complejo arbitrario, a lo largo de todo el capitulo se utilizaran

las definiciones de Harary y Palmer ([32]) detalladas a continuacién.

Se dice que un 1,2-camino en K es una secuencia alternada
20,01,21,025--+yLn-1,0n,Tn

de 1-simplices z; y 2-simplices o; tal que cada 1-simplice z; es incidente con los
2-simplices 0; y 0;41. El camino se dice cerrado si o = z,, y abterto en otro caso.
Si todos los 2-simplices son distintos y r; # z;41, para cada 1 € {1,2,...,n},
entonces se dice que es un 1,2-recorrido. Si tanto los l-simplices como los 2-
simplices no se repiten, se llama I,2-arco. Un 1,2-arco cerrado se llama 1,2-ciclo

o simplemente ciclo.

Se dice que K es fuertemente conezo (o 1,2-conezo), si dos 1-simplices
“cualesquiera pueden unirse por un 1,2-arco en K. Especial mencién merece la idea
de recorrido euleriano sobre un 2-complejo que, de manera totalmente analoga
a la definicidn de recorrido euleriano sobre un grafo, no es mas que un camino
cerrado (ue atraviesa una tinica vez todos v cada nno de los simplices de dimension

maxima del complejo.

Definicién 3.2.1 Un Recorrido Euleriano sobre un 2-complejo-K es un 1,2-

recorrido cerrado que contiene a todos los 2-simplices de K. !
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En primer lugar, obsérvese que de la definicién de 1,2-recorrido se deduce

que un 2-complejo que admite un recorrido euleriano es fuertemente conexo.

Por otra parte, aunque no se sabe si todo 2-complejo orientable es realiza-
ble en R3, se verifica que toda superficie compacta triangulada es homeomorfa a
un 2-complejo (para mas detalles se puede consultar [5] y [10]). De este modo, es
natural definir 1,2-recorrido y recorrido euleriano sobre una superficie compacta
triangulada utilizando el 2-complejo homeomorfo a ésta. Es decir, una superfi-
cle compacta triangulada contiene recorrido euleriano si y solo si el 2-complejo
homeomorfo a ésta lo contiene y el recorrido sobre la triangulacion estd inducido
naturalmente por el recorrido sobre el 2-complejo. En general, el término reco-
rrido euleriano se usara tanto para 2—complejos como para superficies compactas
trianguladas. El caso particular de las 2-seudovariedades y de las superficies

compactas sera abordado de modo independiente en una seccién posterior.

En general, el conocer la existencia de un recorrido euleriano sobre un
2-complejo cualquiera (ya sea homeomorfo o no a una superficie compacta trian-
gulada) requiere un estudio detallado. Si bien no siempre se puede encontrar tal
recorrido, st hay garantia de hallar un ciclo contenido en un 2-complejo al que se

exigen ciertas propiedades, como se prueba a continuacion.
9

Proposicién 3.2.2 Todo 2-complejo puro, conezro y sin borde contiene un ciclo.

Demostracion: Sea K tal 2-complejo. Dado un 1-simplice de K es posible en-
contrar un 1,2-arco en K que lo contiene en su interior y no pasa por todos los
2-stmplices de K. Por la conexién del 2-complejo, este 1,2—arco puede aumentarse
por sus 1-simplices extremos. Como K es finito, el proceso de aumentar el 1,2—
arco termina cuando aparece un l-simplice que va se ha utilizado, obteniéndose

un ciclo en K. : O

Como consecuencia inmediata, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.3 El conjunto de 2-simplices de un 2—complejo })uro. sin borde

-

y con recorrido euleriano admite una particion en ciclos. - :
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El reciproco del resultado anterior no es cierto en general, como se mostrara
con el Ejemplo 3.4.3. Esto es, existen 2-complejos sin recorrido euleriano y cuyo
conjunto de 2-simplices admite una particion en ciclos. Los resultados que se

recogen en la seccidn siguiente facilitaran la construccién del citado ejemplo.

3.3 Recorrido Euleriano y Grafo Dual

El estudio de un 2-complejo se puede simplificar a través del analisis de
un grafo formado a partir de él: el grafo dual. De este modo, se relacionan
propiedades de los 2-complejos con las de los grafos correspondientes, pasando
de un problema en dimensién 2 a su “traduccién” en dimensién 1. Antes de
definir el concepto de grafo dual que se manejara en este trabajo, conviene hacer

un breve repaso de algunas apariciones de esta nocién en la literatura.

En todo lo que sigue, se entendera que un grafo G admite una inmersion
en una superficie si puede ser dibujado sobre ella de forma que dos aristas nunca
se corten, salvo que éstas sean incidentes y lo hagan en el vértice comun. Al
menor de los géneros de las superficies en que G puede ser inmerso se le llama

genero de G. Si el género de G es 0, se dice que G es plano [31].

En primer lugar, teniendo en cuenta que un mapa M sobre una superficie
compacta S es una inmersién de un grafo finito sobre M tal que cada componente
conexa de S\M es homeomorfa a un disco, Altshuler define en [6] el mapa dual
de M, M*, de manera analoga a como lo hace Whitney para el dual geométrico
de un grafo planar. Es decir, M~ se construye colocando un vértice en el interior
de cada regién de M (incluyendo la region exterior) y si dos regiones comparten

_una arista x, los vértices correspondientes son adyacentes mediante una arista "

que atraviesa sélo a z ([57] y[53]).

Por otra parte, también es conocido el concepto de dual de un 2-complejo
celular homeomorfo a una 2-variedad con borde, utilizado por Barnette ([12}).
En concreto, si M es una 2-variedad con tales condiciones, se dice que una 2-
variedad con borde M~ es dual de M si existe una correspondencia biyectiva entre
los vértices de M* y las caras de M de forma que dos vértices de M estan unidos

por una arista si y sélo si las caras correspondientes en M comparten una arista.
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Estos conceptos estan ligados, de una u otra manera, al de inmersién de
un grafo en una superficie compacta. Sin contradecir las definiciones anteriores,
se puede dar una nocién algo mas abstracta de grafo dual de un 2-complejo puro
K, prescindiendo de la inmersién que su 1-esqueleto admita en alguna superficie
compacta. Diversos autores han definido el grafo de linea de un grafo G como
aquel que tiene un vértice por cada arista de (G y dos vértices son adyacentes si
y sblo si las aristas correspondientes son incidentes en G (ver [31]). De forma

analoga se puede definir el grafo dual de un 2-complejo puro.

Asi, si A es un 2-complejo puro, se define el grafo dual de I y se denota
por G(K'), como el grafo obtenido al considerar un vértice por cada 2-simplice
de KA y tomar una arista entre dos vértices siempre que los 2-simplices corres-
pondientes tengan un l-simplice en comin. Si A" es un 2-complejo sin borde, se
deduce de manera inmediata que G(') tiene valencia minima tres, debido a que
cada 2-simplice de K es adyacente al menos a otro 2-simplice por cada uno de

sus I-simplices cara.

A continuacion, se muestran algunas propiedades del grafo dual depen-
diendo de las del 2—complejo del que proviene. La primera relaciona la conexién

de ambos complejos.

Proposicién 3.3.1 Un 2-complejo es fuertemente conexo si y sélo si su grafo

dual es conexo.

Demostracion: Sean v y v’ dos vértices cualesquiera de G(K) y sean o y o' los
2-simplices correspondientes en K. Debido a la conexién fuerte de K, existe un
1,2-arco en K entre un 1-simplice de o y otro de ¢’. Este 1,2-arco da lugar a un
arco en G(K) entre los vértices v y v’. Reciprocamente, si K no es fuertemente
conexo, existen dos 1-simplices de A que no pueden ser unidos por un 1,2-arco.

Entonces, existen en G(K) dos vértices que no pueden unirse por un arco. o

-

--» _También se pueden relacionar las valencias de los 1-simplices del 2-complejo

" con las de los vértices de su grafo dual.

Proposicién 3.3.2 El grafo dual de un 2-complejo euleriano no contiene-vértices

de valencia par.
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Demostracion: Sea K un 2-complejo euleriano. Si G(A) tiene un vértice de
valencia par, por ejemplo 2p, se debe a que existe un 2-simplice o en A que es
adyacente a 2p 2-simplices. Entonces, o tiene, al menos, un 1-simplice de valencia
impar, lo cual es imposible pues K es euleriano y tiene todos sus 1-simplices de

valencia par (ver Proposicién 1.3.6). O

Corolario 3.3.3 K5 no es el grafo dual de ningin 2-complejo euleriano.

En general, no resulta ficil determinar si un grafo G es el dual de un
2-complejo euleriano. Asi, las condiciones de conexién y de tener todos los
vértices de valencia impar no son suficientes para que un grafo sea dual de un
2-complejo euleriano. Es mas, si se anade la condicién de planaridad, tampoco
hay garantia de que exista un 2-complejo euleriano cuyo grafo dual sea G. Esto
puede observarse en la Figura 3.1, en la que G esta representado en trazo grueso
y en trazo discontinuo aparece su dual geométrico. Este iltimo no puede ser

2-complejo pues aparecen aristas multiples.

{
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Figura 3.1: El dual de G no es un 2-complejo.

Con los siguientes resultados se relacionan las propiedades de transversa-

lidad en el 2-complejo y en su grafo dual.

Proposicién 3.3.4 Si un 2-complejo puro admite un recorrido euleriano, en-

tonces su grafo dual es hamiltoniano.
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Demostracion: Si K admite un recorrido euleriano, K es fuertemente conexo y
G(K) es conexo. El recorrido euleriano pasa por todos los 2-simplices de K
dando lugar en G(K') a un circuito que contiene a todos los vértices y, por tanto,

hamiltoniano. O

Aunque el 2-complejo A no sea fuertemente conexo, se puede considerar
por separado cada una de sus componentes fuertes, ;. Si en cada K; existe un
1,2-recorrido cerrado que contiene a todos los 2-simplices de K;, éste se llamara
también, por abuso de lenguaje, recorrido euleriano sobre la componente K.
Como consecuencia de las proposiciones anteriores y teniendo en cuenta que todo

grafo hamiltoniano es 2—-conexo (ver [31]), se deduce el siguiente corolario.

Corolario 3.3.5 1. Si K es un 2-complejo tal que cada una de sus compo-
nentes fuertes admite un recorrido euleriano, entonces cada componente

coneza de G(K) es un grafo hamiltoniano.

2. 51 K es un 2-complejo puro que admite un recorrido euleriano, entonces

G(K) es 2-conezo.

Ejemplo 3.3.6 Obsérvese que el grafo dual puede contener un circuito hamilto-
niano que no proceda de un recorrido euleriano en el 2-complejo de partida. En

el grafo G(/') de la Figura 3.2, el circuito hamiltoniano
{2,3,5},{2,3,4},{1,2,4},{1,2,5},{1,4,5},{2,4, 5}, {3,4,5},{2, 3,5},

no proviene de un recorrido euleriano en K, pues, si asi fuera, en el recorrido sobre
K apareceria la secuencia ...{1,4,5},{4,5},{2,4,5},{4,5},{3,4,5},... v esto es
imposible, segiin la definigién de 1,2-recorrido.

‘Sin embargo, el circuito hamiltoniano
{2,3,4},{1,2,4},{1,2,5}, {1,4,5},{2,4,5},{2,3,5}, {3,4,5}, {2, 3,4},

proviene del recorrido euleriano sobre A dado por

(3,4}, {2,3,4},{2,4},{1,2,4},{1,2},{1,2,5},{1,5}, {1,4,5}, {4,5},{2.4, 5},
{2,5},42,3,5},{3,5},{3,4,5}, {3,4}.
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9 {2’374} {17274}
{2,3,5} {1,‘2,5}
(3,4,5) {1,4,5)
5
(2,4,5)
X G(K)

Figura 3.2: Circuito hamiltoniano en G(K) que proviene de un recorrido eule-

riano en K .

Si se prescinde de la hipdtesis “sin borde”, se pueden encontrar 2-complejos
con borde que admiten recorrido euleriano. También existen 2-complejos fuerte-
mente conexos, sin recorrido euleriano y cuyo grafo dual es hamiltoniano. En la
Figura 3.3, K y K’ son ejemplos de 2-complejos que gozan de estas propiedades

y tienen el mismo grafo dual: Ks.

K K'  G(K)=G(K'") =K,

Figura 3.3: 2-Complejos con borde con un mismo grafo dual.

Se concluye, por tanto, que hay casos en los que el grafo dual no pro-
porciona suficiente informacién sobre la existencia de recorrido euleriano en un
2-complejo. No obstante, en el caso particular de las 2-seudovariedades, se tiene
un teorema que da una condicién necesaria y suficiente para la existencia de

recorrido euleriano sobre éstas.
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3.4 Recorridos Eulerianos sobre 2—seudovarie-
dades

En esta seccién se demuestra un teorema que caracteriza las 2-seudovarie-
dades con recorrido euleriano. Ademas se construye un 2-complejo que no admite
recorrido euleriano pero cuyo conjunto de 2-simplices si puede partirse en ciclos.
Por 1ltimo, se da una forma de generar triangulaciones de superficies compactas
que contengan recorrido euleriano. Se comienza por el teorema de caracterizacién

que facilitara la deduccion de los resultados posteriores.

Teorema 3.4.1 Una 2-seudovariedad admite un recorrido euleriano si y sdlo si

su grafo dual es hamiltoniano.

Demostracion: En esta prueba, o denotara indistintamente un 2-simplice de la
2-seudovariedad K o su vértice correspondiente en G(K); el par (o, ¢’) denotara

una arista de G(K) y o No’ el 1-simplice de K comiin a los 2-simplices o y o’.

Si K es 2-seudovariedad con recorrido euleriano, G(/) es hamiltoniano

segun se ha probado en la Proposicién 3.3.4.

Para probar el reciproco hay que tener en cuenta que si K es 2-seudova-
riedad, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de 1-simplices de
K y el conjunto de aristas de G(K). Esto se debe a que cada 1-simplice de K
tiene valencia dos y, como consecuencia, dos aristas de G(K), (¢,0") y (6", "),

son distintas si y sélo si los 1-simplices de K, e N o’ y ¢’ N ", son distintos.

Sea C el circuito hamiltoniano de G(K). El recorrido euleriano de K se
obtiene eligiendo, en un primer paso, los 2-simplices y 1-simplices a partir de los
vértices y aristas de C (en el mismo orden en que éstos aparecen), salvo el dltimo
vértice. El 1,2-camino asi construido pasa por todos los 2-simplices de K y es un
1,2-recorrido pues no repite 2-simplices. Ademads, se puede cerrar colocando en
primer lugar el 1-simplice correspondiente a la ultima arista de C, dando lugar

al recorrido euleriano sobre K que se buscaba. g

Un caso particular de 2-seudovariedades es el de las superficies compactas.

Merece la pena detenerse en el estudio de la Esfera y posteriormente se hara
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referencia también al caso del Toro. Recuérdese que un grafo es 3-conero si al
eliminar cualquier par de vértices en él el grafo resultante sigue siendo conexo.
Un 3-politopo convezo es subconjunto compacto y conexo de R® construido como

el cierre convexo de un conjunto finito de puntos de R>.

El Teorema de Steinitz ([53]) afirma que todo mapa 3-conexo sobre la
esfera es isomorfo al grafo de vértices y aristas de algin 3-politopo convexo.
Como consecuencia de este resultado, si un 2-complejo es homeomorfo a una
esfera triangulada, su grafo dual es un 3-politopo simple (es decir, un politopo
convexo, tridimensional con todos los vértices de valencia 3). Barnette ([11]) ha
probado que todo 3-politopo simple con 34 vértices o menos es hamiltoniano.
A partir de un 3-politopo simple P se puede construir el 2-complejo cuyo grafo
dual es P, sin més que considerar el grafo dual del mapa que describe P sobre la
esfera. De este modo, el resultado de Barnette ([11]) es equivalente al que se da

a continuacion.

Corolario 3.4.2 Toda triangulacidn de la esfera con 34 caras o menos contiene

un recorrido euleriano.

Es sabido que el menor grafo 3-conexo, 3-regular y no hamiltoniano tiene
38 vértices (tal como cita Griinbaum en [29], esto fue probado independientemente
por distintos autores, Bosak y Lederberg, [38]). Si P es el correspondiente 3-
politopo simple y no hamiltoniano de 38 vértices, el 2-complejo cuyo grafo dual es
P no puede contener un recorrido euleriano. Partiendo de esta idea, se encuentran

numerosos ejemplos de 2—complejos sin recorrido euleriano.

Ejemplo 3.4.3 En este ejemplo se ha escogido el Grafo de Tutte [55] (ver Figura
- 3.4) como 3-politopo simple y no hamiltoniano (de 46 vértices) para mostrar que
es posible encontrar un 2-complejo puro, fuertemente conexo y sin borde que no
contiene recorrido euleriano y cuyo conjunto de 2-simplices admite una particién
en ciclos. Tal 2-complejo es homeomorfo a la triangulacion de la esfera cuyo grafo
dual es el Grafo de Tutte. '

Cada hemisferio de la esfera queda triangulado segun se ve en los discos
planos Ty y T, de la Figura 3.5. Identificando los bordes de estos discos y haciendo

que coincidan con el ecuador de la esfera. se obtiene la triangulacién adecuada.
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Figura 3.4: Grafo de Tutte

Figura 3.5: Discos triangulados.

A continuacién, se detalla, en trazo discontinuo, una particién en ciclos

“del conjunto de 2-simplices de dicha triangulacién (Figura 3.6).

Igual puede darse una particién del conjunto de vértices del Grafo de Tutte
de forma que el subgrafo inducido por cada elemento de la particién resulta ser

hamiltoniano, segun se ve en la Figura 3.7.
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Figura 3.6: Particion en ciclos sobre la esfera triangulada

Figura 3.7: Ciclos sobre el Grafo de Tutte

Como es sabido, un grafo es plano si y sélo si tiene dual geométrico (tal
como prueba Whitney en [57]). Ademds, un grafo es plano si y sélo si admite
una inmersion en la esfera. Estos dos resultados subyacen en todo el desarrollo
anterior, permitiendo razonar con el “dual geométrico del grafo tanto en la esfera
como en el plano para pasar del politopo al grafo dual y reciprocamente. En el
caso en que el grafo admita una inmersién en una superficie de género minimo
> 0, no es tan claro que, a partir de la inmersién en esta superficie, pueda

considerarse su dual y que éste proporcione una triangulacion de dicha superficie.
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La proposicién siguiente da un ejemplo de un grafo hamiltoniano con todos los

vértices de valencia impar pero que no es dual de un 2-complejo euleriano.
Proposicién 3.4.4 K33 no es el dual de ningin 2-complejo euleriano.

Demostracion: Si existe un 2—complejo K cuyo grafo dual es K33, entonces K
tiene 6 2-simplices. Como A3 3 es cibico y bipartito, A tiene 9 1-simplices. Mas
aun, por ser K33 un grafo de género 1, K debe ser una triangulacién del Toro.
Usando la Formula de Euler-Poincaré resulta que K tiene 3 0-simplices. De aqui
se deduce que todas las caras tienen en comin a estos tres vértices, pero esto es

imposible y, por tanto, no existe el 2-complejo K. a

En resumen, con este ejemplo se vislumbra el amplio estudio que requeriria
el caso de las superficies compactas con género > 0, lo cual se aparta de los

objetivos mas concretos de este capitulo.

Volviendo entonces al estudio de los recorridos eulerianos sobre las 2-seu-
dovariedades y recopilando lo expuesto hasta ahora, se deducen algunas con-
clusiones importantes que motivan el desarrollo de los préximos resultados que

aparecen.

En primer lugar, recuérdese el resultado clasico de Teoria de Grafos (Teo-
rema 1.1.1) que establece la equivalencia entre la propiedad de ser euleriano y la
" existencia de una particién del conjunto de las aristas del grafo en ciclos (dado
por Hierholzer en [33]). En otras palabras, encontrar un recorrido euleriano en
un complejo simplicial de dimensién | equivale a dar una particion del conjunto
de sus 1-simplices de forma que cada subconjunto de la particion constituye un

ciclo del 1-complejo.

En contra de lo que pudiera pensarse de manera natural, el Ejemplo 3.4.3
muestra que no sucede lo mismo al aumentar la dimension. Asi, para el 2-complejo
del ejemplo puede darse una particién del conjunto de sus simplices de mayor di-
mensién de manera que cada subconjunto de la particién forma un ciclo en el

2-complejo, mientras que es imposible encontrar el recorrido enleriano.

Ademas, volviendo al Teorema de Claracterizacidn de los Grafos Eulerianos

(Teorema 1.1.1), la condicién 2 afirma que un grafo conexo admite un recorrido
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euleriano si y sdlo si todos sus vértices son de valencia par. En el Capitulo 1
se ha demostrado que los 2-complejos eulerianos tienen todos los 1-simplices
de valencia par (Corolario 1.3.6). Entonces, los ejemplos anteriores dejan cons-
tancia de que no existe relacién alguna entre los 2-complejos eulerianos y los
2—-complejos que admiten recorrido euleriano. Esto es, existen 2-complejos eu-
lerianos con y sin recorrido euleriano, asi como 2-complejos no eulerianos que
admiten recorrido euleriano. Mds en general, estos mismos ejemplos permiten
deducir que las condiciones “ser par” y “contener recorrido euleriano” también

son independientes cuando se trabaja con 2-complejos.

Hasta ahora se ha estudiado la existencia de recorrido euleriano sobre un
2—complejo 0 una superficie compacta con una triangulacién dada. El iltimo
resultado de esta seccién permite generar triangulaciones sobre superficies com-

pactas, orientables y no orientables, con recorrido euleriano.

Teorema 3.4.5 Cualquier superficie compacta admite una triangulacion que con-

tiene un recorrido euleriano.

Demostracion: Para la esfera se puede considerar la triangulacién dada por el
tetraedro que contiene un recorrido euleriano de forma inmediata. Las Figuras 3.8
y 3.9 muestran, en trazo grueso, las triangulaciones adecuadas para el toro y el

plano proyectivo. Los trazos discontinuos marcan sendos recorridos eulerianos.

El Teorema de Clasificacién de las Superficies Compactas (Teorema 0.1.3)
afirma que cualquier superficie compacta es homeomorfa a una esfera, o bien a
una suma conexa de toros, o bien a una suma conexa de planos proyectivos. Por
consiguiente, para completar la demostracién, basta probar que la suma conexa de
dos superficies compactas trianguladas con recorrido euleriano es otra superficie
triangulada que también contiene recorrido euleriano y aplicar posteriormente el

principio de induccién.

Sean M; y M, dos superficies trianguladas con recorridos eulerianos dados
por:

Ey:pin, 051, fag, - - - Hirgy Oy i, 0= 1, 2.
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Figura 3.9: Recorrido euleriano sobre el plano proyectivo triangulado

Si se toma la suma conexa Mj# M, usando los 2-simplices o1; ¥y 021 €

identificando los 1-simplices p1; = g2 ¥ p12 = p22, €l recorrido

E :pi1) = 92, 092, 4235+« + s H2rys T2y, H21 =

H11s Olrys Mirgs - - -5 H135 0125 H12

es euleriano en la superficie My #M,.
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3.5 Recorrido Euleriano y Grafo Interseccion

A la luz de los resultados obtenidos en la seccién anterior, es obvia la necesi-
dad de profundizar en las propiedades de los 2-complejos que admiten recorrido
euleriano. En esta seccién se introducen las nociones de otros grafos que luego

permitiran dar caracterizaciones de dichos 2-complejos.

Ademas del grafo dual, se puede asociar a un 2-complejo K el grafo in-
terseccion de un subconjunto de simplices de K. La definicién més extendida
de este concepto es la que se recoge en el libro de Harary ([31]). En general, si
F = {5,5,...,5,} es una familia no vacfa de subconjuntos no vacios de un

conjunto S, tal que

se llama grafo interseccion de F' al grafo cuyo conjunto de vértices coincide con

F y dos vértices S; y S; son adyacentes siempre que i # j y S; N S; # 0.

En este trabajo, se utiliza, para un 2-complejo K; un subgrafo del grafo
interseccion del conjunto formado por los 1-simplices y 2-simplices de K. Por
abuso de lenguaje, se le llamard también grafo interseccion. En concreto, si
K es un 2-complejo puro y S el conjunto de sus l-simplices y 2-simplices, se
llama Grafo Interseccion de S y se denota por I(S,K), al grafo obtenido al
considerar un vértice por cada elemento de S y tomar una arista entre dos vértices
correspondientes a simplices de distinta dimensidn tales que el 1-simplice es cara

del 2-simplice en K.

Para facilitar el estudio del 2-complejo a partir de las propiedades de
un grafo, conviene escoger un grafo con “pocos” vértices. Por tal motivo se ha
. escogido un grafo con propiedades andlogas a las del grafo interseccién pero con

menos vértices, el Grafo Interseccidn de I1-simplices de ramificacion.

Definicién 3.5.1 Sean A un 2-complejo puro y T el conjunto formado por todos
los 2-simplices de K y los 1-simplices con valencia mayor que dos. Se llama Grafo
Interseccion de 1-simplices de ramificacion de Ky se denota por j(]\’), al grato
obtenido al considerar un vértice por cada elemento de T' y tomar una arista entre

dos vértices siempre que:

~d
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(a) Los vértices corresponden a dos 2-simplices con un 1-simplice comin

de valencia < 2.

(b) Los vértices corresponden a simplices de distinta dimensién y el 1-

simplice es cara del 2-simplice.

Obsérvese que un vértice que corresponde a un 2-simplice de KA tiene
valencia 3 tanto en I(S, ) como en I(K). Sin embargo, no todo vértice de
valencia 3 en alguno de estos grafos proviene siempre de un 2-simplice de K.
Esto se deduce del hecho de que K puede contener algin 1-simplice de valencia

3 que da lugar a un vértice de valencia 3 en I(K) y en I(S, K) (ver Figura 3.10).

I(K)=1I(S,K)
Figura 3.10: En I(K) y en I(S,K) hay vértices de valencia 3 que provienen de

1-stmplices de valencia 3 en K.

También se tiene, a partir de las definiciones anteripres, que si K es una
2-seudovariedad, entonces G(K) e I(K) son grafos isomorfos, ya que todos los
1-simplices de A tienen valencia dos y el conjunto 7T estara formado sélo por los

2-simplices de A'. En la Figura 3.11 se ilustra esta situacion.

Sise compara G(K') con I(S, K) cuando R es 2-seudovariedad, se obtiene

el siguiente resultado.

Proposicién 3.5.2 Si K es una 2-seudovariedad, G(K) e I(S,K) son grafos

homeomorfos.

Demostracion: Basta probar que (S, k') es una subdivision de G(K). Por ser

K una 2-seudovariedad, tiene todos sus l-simplices de valencia dos y G(RK') es



3.5. Recorrido Euleriano y Grafo Interseccién 83

Figura 3.11: G(K) e I(K) son isomorfos cuando K es 2-seudovariedad

cubico. Ademas existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de 1-
simplices de K y el de las aristas de G(K). Insertando un vértice en cada arista
de G(K) se obtiene el grafo I(S, K). .

Mas en general, si K es un 2-complejo puro cualquiera, se deduce que
I(S,K) e I(K) son grafos homeomorfos v esta es la razén que permite elegir el
segundo grafo, por contener la misma informacién que el primero pero menor

numero de vértices.

Proposicién 3.5.3 Si K es cualquier 2-complejo puro, entonces 1(S, K) e I(K)

son grafos homeomorfos.

Demostracion: Basta probar que (.S, K') es una subdivisién de I(K). Para ello,
téngase en cuenta que, por cada l-simplice de K, de valencia r > 2, aparecen
" un vértice en I(S, K) y otro en I(K), ambos de valencia r. Ademds, por cada
l-simplice g de valencia 2 de K, aparece en I(S, K) un vértice de valencia 2,
mientras que en J(K) aparece una arista que une los dos vértices correspondientes
a los 2-simplices que comparten . Insertando un vértice en cada una de estas

aristas se obtiene la subdivisién de I(K) que es isomorfa al grafo 1(S, K). a

En la Proposicién 3.3.1 se ha probado que la conexién fuerte de un 2-

complejo es equivalente a la conexion de su grafo dual. Andlogamente, se de-
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muestra que dicha propiedad también se verifica para ambos grafos interseccion.

Proposicién 3.5.4 Un 2-complejo K es fuertemente conezo si y sélo si [(S, K)

e I(K) son conezos.

Demostracion: Puesto que los dos grafos son homeomorfos, basta probar que
I(K) es conexo. Pero esto es obvio pues, por un razonamiento similar al que
se hizo en la prueba de la Proposiciéon 3.3.1, todo 1,2-arco entre simplices de K
da lugar a un arco entre los vértices correspondientes en [ (K). Reciprocamente,
todo arco entre vértices del grafo proviene de un 1,2-arco entre simplices del

2-complejo. .

En estas condiciones, es posible dar una caracterizacion de los 2—complejos
que admiten recorrido euleriano, relacionandolos con una familia de grafos, “casi

eulerianos”.

Teorema 3.5.5 K es un 2-complejo puro que admite recorrido euleriano si y
sélo si I(K) contiene un subgrafo euleriano € tal que V() = V(I(K)).

Demostracidn: El recorrido euleriano en K da lugar en I(K) a un recorrido
cerrado E que pasa por todos los vértices de I(K). El subgrafo £ tiene como
conjunto de vértices V(E) = V(E) = V(I(K)) y su conjunto de aristas es A(E) =

A(E). De este modo, el recorrido E es euleriano en este subgrafo.

Reciprocamente, a partir del subgrafo £ se puede construir el recorrido

euleriano sobre K.

Para simplificar la notacién, se usara el mismo nombre para cada simplice
de K y el vértice correspondiente en I(K). De este modo, p representara in-
distintamente un l-simplice de valencia mayor que dos en A" o un vértice en

I(K). o sera un 2-simplice o un vértice y los [-simplices de valencia dos en A’ se

denotaran como interseccion de los 2-simplices que lo contienen.

Considérense los simplices de K segiin la secuencia en que aparecen los

vértices del mismo nombre en el recorrido euleriano sobre &, por ejemplo:

! ! " "
BTN o AN VA AN T A
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Si en esta lista de simplices aparecen dos 2-simplices consecutivos, o y
o', se debe a que ambos comparten un 1-simplice, o N ¢’. De manera natural se
obtiene el recorrido euleriano sobre K sélo con introducir un 1-simplice del tipo
o N ¢’ siempre que en el recorrido euleriano sobre £ aparezca tal par de vértices

adyacentes. Entonces, la secuencia de simplices en K serd del tipo:
! / ! n 4
.,/J,,O',UQO',O',,U,O',,U,...

o

Ejemplo 3.5.6 Se muestra con la Figura 3.12 que f(K) no es euleriano, en
general, aunque K contenga recorrido euleriano. Es decir, el subgrafo &£ estd
estrictamente contenido en [(K), aunque los conjuntos de vértices de ambos

coincidan, no ocurre lo mismo con las aristas.

K i(K)

Figura 3.12: I(K) no es euleriano pues tiene vértices de valencia impar.

El concepto de circuito hamiltoniano conocido para grafos también tiene su.
analogo en el 4mbito de los 2-complejos. Concretamente, si K es un 2-complejo
puro, se llama 1,2-Circuito Hamiltoniano en K a un recorrido eulermno sobre
K en el que todos los 1-simplices son distintos. Dicho de otra manera, un 1,2-
circuito hamiltoniano en K es un ciclo que contiene a todos los 2-simplices de

K.

Hay que hacer notar que esta nocién es distinta de la de circuito hamil-
toniano sobre mapas regulares y 3-politopos estudiada por otros autores (Alt-
shuler, [6] y Barnette, [11]). Concretamente, éstos han trabajado con circuitos
hamiltonianos sobre el grafo de vértices y aristas de 2-complejos celulares (no

necesariamente simpliciales).

Como ya se ha dicho, un 1,2-circuito hamiltoniano es un caso particular

de recorrido euleriano; sin embargo, la Figura 3.12 muestra que no todo recorrido
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euleriano es 1,2-circuito hamiltoniano. Sdlo hay seguridad de que los dos con-
ceptos coincidan cuando los 1-simplices del 2-complejo tengan valencia maxima

3.

Proposicién 3.5.7 5S¢ K tiene todos sus [-simplices de valencia menor o igual

que tres, todo recorrido euleriano en K es un 1,2-circuito hamiltoniano.

Demostracion: Si K es 2-seudovariedad, todos sus l-simplices tienen valencia
2 v el recorrido euleriano sélo puede pasar una vez por cada uno de ellos. Por

tanto, es inmediato el resultado en este caso.

En el caso general, para probar que todo recorrido euleriano E sobre K
que contenga l-simplices de valencia 3 es un 1,2-circuito hamiltoniano, téngase
en cuenta que cada 1-simplice de valencia 3 puede aparecer en E sélo una vez.
De no ser asi, se repetirian 2-simplices en E, lo cual contradice la definicién de

recorrido euleriano. a

Y para terminar esta seccién, se demuestra un teorema de caracterizacion
ara 2—-complejos con 1,2—circuito hamiltoniano, relacionandolos con grafos hamil-
? bl

tonianos.

Teorema 3.5.8 Un 2-complejo K contiene un 1,2-circuito hamiltoniano si y
solo si I(K) es hamiltoniano.

Demostracion: Si K contiene un 1,2-circuito hamiltoniano, C, por el Teorema
3.5.5, I(K) contiene un subgrafo euleriano £ cuyo conjunto de vértices coincide
con el de I(K). Como C no repite 1-simplices, el recorrido euleriano en £ no

repite vértices y es, por tanto, un circuito hamiltoniano en f(K).

Reciprocamente, si C es el circuito hamiltoniano en I(K'), se puede cons-
truir un 1,2—circuito hamiltoniano de forma similar a como se hizo en el Teorema

3.5.5 para el recorrido eulertano. a

La tltima figura (Figura 3.13) da el grafo interseccién de 1-simplices de
ramificacién del 2-complejo de la Figura 3.2. A la hora de encontrar un recorrido
euleriano sobre K, parece clara la comodidad de usar este grafo en lugar del grafo
dual. ’
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2 {2,3,4} {2,4} {1,2,4}
{27375} {17275}

{3,4.5} 1,4,5}

(2,5} {2,4,5} {4,5}

K I(K)

Figura 3.13: Todo circuito hamiltoniano en I(K) proviene de un recorrido eule-

riano en K, que es ademds 1,2-circuito hamiltoniano.

3.6 Conclusiones y Problemas abiertos

En este capitulo se ha definido el concepto de recorrido euleriano sobre
un 2-complejo simplicial (usando la nocién de 1,2-recorrido dada por Harary y
Palmer en [32]), como extensién natural de recorrido de Euler en dimensién 1.
Como primera conclusidn se obtiene que, para 2-complejos, contener un recorrido
euleriano no es equivalente a ser euleriano ni a ser par, en ningin sentido. Dicho
de otro modo, “ser euleriano” es una propiedad que representa algo distinto en
dimensién 1 y en dimensién 2. Esta idea ya se ha senalado en el Capitulo 1, pero
conviene volver sobre ella para insistir en que ninguna de las dos propiedades que

caracterizan a los grafos eulerianos se verifican al aumentar la dimensién.

Para estudiar los recorridos sobre un 2-complejo ha sido 1til analizar su
grafo dual obteniendo condiciones necesarias para que un grafo hamiltoniano sea
el dual de algin 2-complejo con recorrido euleriano. Sin embargo, cualquier
circuito hamiltoniano en el grafo dual no proviene de un recorrido euleriano sobre

_el 2-complejo. Por ello, el grafo dual no es el mas adecuado para decidir si un

2-complejo contiene un recorrido euleriano.

»

El Teorema 3.4.1 da una condicién necesaria y suficiente para que una
clase particular de 2-complejo (una 2-seudovariedad), contenga un recorrido eu-
leriano. Al menos en este caso, el grafo dual caracteriza a las 2-seudovariedades -
con tal recorrido. En el caso general, se tiene también un teorema de carac-
terizacién que utiliza el grafo de interseccién de 1-simplices de ramificacién. El”

Teorema 3.5.5 garantiza la exitencia de recorrido euleriano sobre un 2-complejo
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siempre y cuando su grafo interseccién de 1-simplices de ramificacién contenga

un subgrafo euleriano “que pasa” por todos los vértices del grafo.

El primer problema que se plantea a continuacién es encontrar mejores
caracterizaciones de los 2-complejos que admiten recorrido euleriano. Aunque
las que aqui se dan en términos de Teoria de Grafos son practicas en el sentido de
que permiten trasladar el problema a uno de dimensién menor, conviene buscar
otras en las que no intervengan los grafos hamiltonianos, pues para éstos no se

conoce aun una caracterizacion comoda.

En lineas generales, se dice que un problema de decisién es NP si existe
un algoritmo no determinista que lo resuelve en tiempo polinomial. Un problema
es NP-completo si es NP y cualquier otro problema NP se puede reducir a él
mediante un algoritmo de tiempo polinomial. Como puede consultarse en el libro
de Garey y Johnson [27], decidir si un grafo es hamiltoniano es un problema NP-
completo. Asimismo, analizar los subgrafos de un grafo dado es un problema de
tipo exponencial. He aqui otro motivo por el cual es interesante seguir profun-
dizando en el estudio de los 2~complejos con recorrido euleriano: decidir si existe
un algoritmo eficiente que responda si un 2-complejo contiene recorrido euleriano

y si es posible construir dicho recorrido. En caso afirmativo, habrd que disenarlo.

También aparece otra via de investigacién como es la de avanzar en la
bisqueda de una familia de grafos hamiltonianos que sean duales de algin 2-
complejo con recorrido euleriano, pues, como se ha apuntado en la Seccién 3.4,

éste no es un problema inmediato.

EN



Capitulo 4
Separacién Fuertemente Conexa

En el Capitulo 1 se ha descrito el proceso de separacién de simplices para un 2-
complejo con 1-simplices de valencia mayor que 2 y en el Capitulo 2 se dan algoritmos
eficientes que lo realizan. En este capitulo se prueba que si el 2-complejo de partida
es fuertemente conexo, se puede dar una separacién de simplices tal que el 2-complejo
resultante también es fuertemente conexo. Basta estudiar esto localmente, sin necesidad
de analizar todo el 2-complejo. Ademds, se da un algoritmo que construye la 2-

pseudovariedad fuertemente conexa de un par de triangulacién asociado al 2-complejo.

4.1 Introduccién

En capitulos anteriores se ha estudiado que el proceso de separacién de
simplices permite obtener un 2-complejo con todos sus l-simplices de valencia
menor o igual que 2 a partir de un 2-complejo que tenga 1-simplices de valencia
"estrictamente mayor que 2. Si el 2-complejo de partida es par, se obtendra una
2-pseudovariedad (ver Seccién 1.4).

-

También se han dado ejemplos en los que la separacién de simplices da
lugar a distintos 2-complejos (en el sentido de que no son homeomorfos) depen-

diendo de la eleccién de las parejas de 2-simplices que se separan (ver Figura 1.10).

Como ya se ha dicho, un 2-complejo simplicial es fuertemente*conexo (o

1,2-conexo) si entre dos 1-simplices cualesquiera existe un 1,2-recorrido total-

(0.0]
O
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mente contenido en él ([32]).

Uno de los objetivos de este capitulo es probar que se puede dar una sepa-
racién de simplices de tal manera que si el 2-complejo de partida es fuertemente
conexo y par, también lo es el 2-complejo resultante después de la separacion. De
este modo, se consigue que no aumente el nimero de puntos singulares cénicos
al aplicar la separacién. A esta variante del proceso de separacién se le llamara

Separacion Fuertemente Coneza.

El otro objetivo que se persigue en este capitulo es resolver este mismo
problema mediante un algoritmo eficiente. Se trata pues de encontrar la 2-
seudovariedad fuertemente conexa de un par de triangulacién asociado al 2-

complejo aplicando un algoritmo adecuado.

Para describir el proceso de separacién fuertemente conexa, se utilizara
como herramienta fundamental el grafo dual asociado al 2-complejo que se quiere
separar. Segin se ha definido el grafo dual de un 2-complejo (Seccidén 3.3), existe
una correspondencia biyectiva entre los 2-simplices del primero y los vértices del
segundo. Ademas, dos vértices del grafo son adyacentes si y sélo si sus 2-simplices

correspondientes tienen un l-simplice en comun.

Por otra parte, se ha demostrado que si K es un 2-complejo fuertemente
conexo, su grafo dual, G(K), es conexo y reciprocamente (ver Proposicién 3.3.1).
Con estas propiedades, elegir una pareja de 2-simplices para separar en K equi-
vale a elegir una pareja de vértices adyacentes en G(K). De este modo, si el grafo
dual del 2-complejo obtenido tras la separacién es conexo, entonces ha sido una

“buena eleccién” de 2-simplices, pues se ha conservado la conexion fuerte.

Asi, el problema de separar los 2-simplices de un 2-complejo fuertemente
conexo y par, K, puede transformarse en un problema de Teoria de Grafos.
Concretamente, se trata de dar un emparejamiento sobre el subgrafo de G(K)
inducido por los vértices que se corresponden con los 2-simplices que hay que
separar. En otras palabras, la clave para obtener un 2-complejo fuertemente
conexo después de separar los 2-simplices que comparten un l-simplice (de va-
lencia 2p > 2) est4 en dar una eleccién adecuada de pares de vértices adyacentes

en el grafo dual que se corresponden con tales 2-simplices.

Para disefiar el algoritmo que construye la 2-seudovariedad fuertemente
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conexa también se hace uso del grafo dual y se toma como base el estudio tedrico
realizado anteriormente, de ahi su nombre: Algoritmo de Separacién Fuertemente

Conexa.

Este algoritmo utiliza otros auxiliares, como son el Algoritmo del Grafo
Dual, el del Minimo Subgrafo, el de Conexidn y el de Ordenacién de Vértices, que
también se describen en modo detallado. Finalmente, se analiza la complejidad

de cada uno de estos procesos.

4.2 FEl Proceso de Separacién Fuertemente Co-

nexa

Por todo lo dicho, es clara la importancia de mejorar los resultados de los
Capitulos 1 y 2 sobre el proceso de separacién de simplices. Antes de describir
formalmente en qué consiste este proceso, conviene comenzar dando la definicién

con la que se trabajard en todo lo que sigue.

Definicién 4.2.1 Se dice que el proceso de separacién de simplices es una Sepa-

racion Fuertemente Coneza si conserva la propiedad de la conexion fuerte.

En el siguiente ejemplo se detallan dos separaciones de un mismo 2-
complejo y los grafos duales tanto de éste como de los complejos resultantes

tras la separacion.

Ejemplo 4.2.2 En la Figura 1.1 se ilustran dos posibles elecciones de pares de 2-
~ simplices en el Proceso de Separacién. Puede observarse que en la primera opcion
se genera el 2-complejo K; que no es fuertemente conexo, mientras que con la
otra eleccién se obtiene el 2—comp1ej‘o fuertemente conexa K,. En’el 2-complejo
K, aparecen puntos singulares cénicos que se han originado con la separacién y
en K, han desaparecido todos los puntos singulares de linea sin generarse puntos
cénicos. Se acompanan también de sus respectivos grafos duales v. como era de

espetar. (/{3y} es conexo v (L) no.
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1 3 {1,2,6}  {1,2,5} {2,3,5} {2,3,4}
2
6 4
5 {1,5,6} {2,5,6} {2,4,5} {3,4,5}
K G(K)

{1,2,7) {2,6,7} {2,3,5} {2,3,4}

nd ] X

{1,5,7} {5,6,7} {2,4,5} {3, 4, 5}

G( I{l )

{1,2,6} {1,2, 7} (2,3, 7} {2, 3, 4}

{2, 5, 6} r {2, 4, 5}
{1, 5, 6} 5.7} {3,5, 7} {3,4, 5}
I, (L)

Figura 4.1: Dos separaciones de simplices, 2-complejos resultantes y grafos duales

asociados.
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Por consiguiente, parece necesario profundizar en las propiedades del grafo
dual de un 2-complejo par y cémo cambia éste después de separar simplices en
K.

St K es un 2-complejo par v p es un l-simplice de valencia 2p > 2, se
denotard por A, el subcomplejo de K formado por todos los 2-simplices que
tienen interseccién no vacia con p (obsérvese que en K, pueden aparecer 2-
simplices que solo comparten con g un O-simplice y que puede ser un complejo

con borde).

S1 G(K) es el grafo dual de K, entonces el dual de K,, G(K,), es subgrafo
de G(K) y contiene, a su vez, como subgrafo, al grafo completo A3, (inducido por
los 2p 2-simplices que comparten p). Con esta notacién, la proposicién siguiente

informa sobre la estructura local de G(K,).

Proposicién 4.2.3 Cada componente coneza de G(K,) — K,y se conecta con

K, mediante un nimero par de vértices de Kyp.

Demostracion: El l-simplice g = {u,v} estd formado por puntos singulares de
linea y en él inciden 2p 2-simplices de K. El Lk(u, |K]) contiene como subgrafo

a la estrella A7 ,, segin se muestra en la Figura 4.2.

2p 1 1 2 , !

n

n+1

[\1.'.)/'

Figura 4.2: 2-simplices que inducen Ky, en G(K,) y K12, C Lk(u, K).

Sea H una componente conexa de G(K,) — K3, que se conecta con n

vértices de K,,. Esto es lo mismo que decir que los vértices 1, 2, ..., n estan en
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una misma componente conexa de Lk(u,|K|) — v que no contiene a los demas
(n+1,n+2,...,2p). Por ser K un 2-complejo par, Lk(u,|K]) es un grafo
euleriano o unién de ciclos disjuntos (Proposicidn 1.3.4) y todos sus vértices son

de valencia par. De aqui, se tiene garantizado que todos los vértices del subgrafo
H = Lk(u,|K|) = {n+1,n+2,...,2p},
salvo v, tienen valencia par. Segun se ha construido H’, es claro que éy:(v) = n.

Por otra parte, en H' se verifica la relacién:

AH) = Y Sw)= 3 6(w)+6(v).

weV(H') weV(H")~v

Como é(w) es par, para todo w # v, se tiene que
n=06(v)=2#AH)- >  §w)
weV(H")—v

es un numero par y, por tanto, H se conecta con un nimero par n de vértices de
IXQP. (]

Como consecuencia inmediata, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 4.2.4 El mdzimo nimero de componentes conexas de G(K,) — Kyp

es p.

Antes de probar el resultado principal de esta seccién, el Teorema de-
Separacién Fuertemente Conexa, es necesario hacer algunas aclaraciones sobre
cémo se modifica el grafo dual de K una vez que se ha realizado la separacién de
un -simplice. La Figura 4.3 muestra la situacién para el caso en que el 1-simplice

tiene valencia 4.

La separacién de p provoca la separacién de vértices en G(K') y las valen-
cias de los vértices oy v o, se reparten entre los nuevos vértices oy1, 012, T21 Y 022
Este proceso se conoce con el nomhre de “verter splitting™ en la literatura (ver
[26] y [L2], por ejemplo). Los vértices del grafo dual que no fueran adyacentes a

alguno de los que se han separado permanecen invariantes.

Con estos resultados ya se tienen todas las condiciones para probar el

teorema. '* -
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K K’
o1 o, g21 022
11 I12
04 O3 04 o3
G(K'
G(K) (K7)

Figura 4.3: Separacion de p y separacion de vértices en el grafo dual.

Teorema 4.2.5 (Teorema de Separacién Fuertemente Conexa)_

E's posible dar una separacion fuertemente conezxa para cualquier 2-complejo-

par fuertemente conezo.

o

" Demostracion: Sea K un 2-complejo par y fuertemente conexo. Sea p un 1-
simplice de valencia 2p > 2 de A que se va a separar. Siguiendo con la notacién
-~ anterior, i, es el subcomplejo formado por los 2-simplices de A que tienen
interseccién no vacia con p. Los 2-simplices de K que comparten con g un dnico
vértice forman un subcomplejo de K, que se denotard por K,. El subcomplejo
de K, formado por los 2p 2-simplices que contienen a yu, se denotard por Sa,.

Asi, se verifica la igualdad: y

KN,=K,US,,.
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Como ya se ha sefialado, se puede razonar sobre el grafo dual de K, y dar
un emparejamiento de las aristas de K,, C A, que sera el que proporcione las
parejas de 2-simplices en el complejo Sy, C K. Se dard el emparejamiento de

distinta forma, atendiendo a la conexién del grafo G(K,) — Kop = G(K,).

Caso 1: Si G(K,) es conexo, la situacién en G(K,) puede representarse como se

ve en la Figura 4.4

.

Figura 4.5: G(K,) cuando G(K,) no es conezo.
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Por tanto, cualquier emparejamiento en K3, es vélido para obtener, tras
la separacién de los correspondientes 2-simplices, un 2-complejo fuertemente
conexo. Esto es debido a que los vértices de G(K,) no se han modificado y
entre dos nuevos vértices obtenidos por separacién de los de K3, existird un arco
que, eventualmente puede contener vértices de G(R’ .)- Es decir, el nuevo grafo

dual es conexo y queda probado el enunciado en este caso.

Caso 2: Si G(I{’u) no es conexo, sean Hy, H,,..., H, sus componentes conexas.
Segiin se prueba en la Proposicién 4.2.3, cada H; se conecta con un numero par
de vértices de K,,. Ademas, por ser K un 2-complejo par, todos los vértices de
G(K) tienen valencia impar (Proposicién 3.3.2). En particular, los vértices de
K, seran adyacentes a un mimero par de vértices de G(K,) y a los 2p—1 vértices
de K3,. La Figura 4.5 da una representacién aproximada de lo que ocurre en este

Caso.

Segtin el Corolario 4.2.4, el maximo valor que puede alcanzar r es p. En-
tonces, pueden distinguirse dos subcasos atendiendo a que r alcance o no dicho

valor.

Caso 2.a: r=p

¢ H, V
{ . A%
\_%,02;)

. IX 2p

-, - -

G(K,)

Figura 4.6: G(K,) cuando G(K,) tiene p componentes conezas.

La tnica posibilidad es que cada H; se conecte con dos vértices de Kap.

En este caso se pueden ordenar los vértices de Kap, {v1, v2, ...,v3} de manera
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que el par {v;, viy1} esta conectado con H; con : = 2l — 1, para [ = 1,2,...,p.

La Figura 4.6 ilustra esta situacion.
Asi, el emparejamiento dado por
M= {vijvigp i =20-1,1=1,2,...,p} U{vyv1 } C A(K3p),

determina la parejas de 2-simplices que hay que escoger en el complejo K. Te-
niendo en cuenta la separacién de vértices que se produce en el grafo dual tras
la separacién de simplices en el 2-complejo (ver Figura 4.3), en el grafo G(K,,)
s6lo se separaran los vértices de Ks,, como puede verse en la Figura 4.7. El grafo
resultante es conexo y queda probado que la separacion de simplices segiin M es

fuertemente conexa.

Figura 4.7: Separacion de vértices en G(K,) tras la separacion de simplices en

K siguiendo el emparejamiento M.

Caso 2.b: r < p

Cada componente H; es adyacente a un nimero 2p; de vértices de Ky,

que pueden denotarse por {vi, vi,..., vépi} C V(Ky,), parat=1,2....,7.
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Como r < p, existe algin indice 7 tal que p; > 1. Para cada : en tal
condicion, pueden tomarse dos vértices de K3, adyacentes a H; que, sin pérdida

de generalidad, se denotaran por {v}, vi}.

Si algtin indice j es tal que p; = 1, se denotara el par vértices de A,

adyacentes a H, por {v], v3}. Entonces, el conjunto de vértices
{viohp, > 1Y U {u], vl p, =1} C V(Ry,)

induce un grafo completo A3, que es subgrafo de K;,. Puede verse en la Figura 4.8

un esquema de esta situacion.

AT /

va
UZp—l

~ ] \,2 T

/\\

Figura 4.8: Adyacencias de G(K,) con Kar C Kap.

Los vértices de K,, admiten una ordenacién analoga a la que se da en el
caso 2.a para los vértices de Ky,. Esta ordenacién permite dar el siguiente con-
junto M; que es un emparejamiento en A, y que forma parte del emparejamiento

buscado en Ky,:

My={(v}, v i =1,2.....r =1} U {(v], v1)} C A(K%).

Para completar el emparejamiento buscado en K3,, se escogen las aristas

de Kyp — Koy,

M,y = {(l’iv Uli+1) 13 <k <2p; — 1, kimpary p; > 1}.
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que forman también un emparejamiento.

Entonces, M = M; U M, es un emparejamiento en A, y la eleccidn de
2-simplices en la separacién de A segun indica M da lugar a una separacion

fuertemente conexa.

En el grafo G(K,) quedan separados los vértices de K, de forma similar
a como quedan los de A, en la Figura 4.7. La separacién de los demas vértices
de Ay, los de Mg, no modifican la conexién del grafo dual. Esta es la razon por

la cual el 2-complejo resultante es fuertemente conexo y concluye la prueba. O

Es importante sefialar que la Separacién Fuertemente Conexa de un 2-
complejo par requiere un estudio local de éste. Tal como se ha visto en la de-
mostracion del teorema, basta analizar el subcomplejo formado por los 2-simplices
que tienen interseccién no vacia con el 1-simplice de valencia mayor que 2 que
se quiere separar y no es necesario considerar todo el 2-complejo después de la

separacion.

La condicion “ser par” es necesaria pues, en caso de que el 2-complejo
tenga algiin 1-simplice de valencia impar, el 2-complejo que se obtiene después
de separar los simplices puede tener nuevos 1-simplices borde y no ser fuertemente

conexo. La Figura 4.9 muestra un ejemplo donde ocurre esta situacion.

K K’

Figura 4.9: Cualquier eleccion de 2-simplices en N da lugar a un 2-complejo no

fuertemente conexo.

Si el 2-complejo de partida no tiene borde y alguno de sus l-simplices

tiene valencia impar mayor que 1, tampoco hay garantia de que exista separacion
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#
>

N

Figura 4.10: No eaiste Separacidn Fuertemente Conexa de K.

fuertemente conexa. La Figura 4.10 muestra un ejemplo en que esto sucede. El
2-simplice o tiene todos sus l-simplices cara de valencia 3 y cualquier eleccién
de pares de 2-simplices para hacer la separacién da lugar a puntos singulares

€Onicos.

4.3 Algoritmo de Separacion Fuertemente Co-

nexa

En el Capitulo 2 se dan distintos algoritmos que permiten obtener una
2-variedad asociada a un 2-complejo par. A partir de la lista de 1-simplices
~de valencia mayor que 2 y sus 2-simplices cara que proporciona el Algoritmo
de Identificacidn, se puede aplicar el Algoritmo de Separacién y encontrar una
2-pseudovariedad asociada al 2-complejo en estudio. El Teorema de Separacién
Fuertemente Conexa garantiza la existencia de una 2-pseudovariedad fuertemente
conexa. Puesto que en la demostracion de este teorema se utiliza el grafo dual del
2-complejo. parece ldgico usarlo también a la hora de resolver el mismo problema

mediante un algoritmo.

En esta seccidén se recogen distintos algoritmos que proporcionan la in-
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formacion necesaria para poder aplicar finalmente el Algoritmo de Separacion

Fuertemente Conexa.

En primer lugar, se describe el algoritmo que calcula el grafo dual de un 2-
complejo puro. Si A es tal 2-complejo, el algoritmo toma como datos de entrada
la lista C' de 2-simplices de A y da como salida los conjuntos V' y A, de vértices

y aristas del grafo dual de K.

Algoritmo del Grafo Dual

0. Leer los datos de KA": la lista C.

l. Iniciar A=0, H=Cy V =C.

QW)

Para el primer elemento o € H, hacer: H = H —{o}, L=H y:

2.1. Para el primer elemento ¢’ € L, hacer L = L — {o'} y o N o’

e SioNo' = l-simplice, entonces A = AU {(c,0')}
e En otro caso, continuar.
2.2. Si L # 0, volver al Paso 2.1.
Si L=0y H # 0, volver al Paso 2.
Si L = H = {), continuar.

3. G =(V,A) es el grafo dual de K.

Proposicién 4.3.1 Se puede obtener el grafo dual de un 2-complejo puro con N

2-simplices en tiempo dptimo O(N?).

Demostracion: Si K es un 2-complejo puro con N 2-simplices, el Algoritmo del
Grafo Dual construye el grafo dual de A'. La complejidad de este algoritmo viene
determinada por las operaciones que se realizan en el paso 2. Cuando se considera

el elemento i-ésimo de la lista C' de 2-simplices de K, o, la lista L contiene V —i
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elementos. Para cada ¢’ € L se obtiene cNo’. Entonces, el niimero de operaciones

que se realizan en el paso 2 es del orden de

N-1 7 N

: N(N -1
2:(1\’—i):~LT—).
i=1 =

Obsérvese que se puede analizar el algoritmo anterior y deducir que es

. ] : . . N
lineal en el nimero de aristas de G(K'), pero este numero es del orden de ( ) ) y

se llega a que el Algoritmo del Grafo Dual es eficiente y requiere tiempo O(N?),

como se queria probar. a

Segun la prueba del Teorema de Separacién Fuertemente Conexa (Teo-
rema 4.2.5), para cada l-simplice que hay que separar sdlo se requiere un estudio
local del 2-complejo y. por tanto, de un subgrafo de su grafo dual. Concreta-
mente, si i es el 2-complejo y u es el 1-simplice de valencia 2p > 2 que se
va a separar, basta considerar el subcomplejo K, de los 2-simplices de K que

comparten alguna cara con p.

Siguiendo la notacién del Teorema 4.2.5, el grafo dual de K,, G(K,),
contiene a K, como subgrafo. Sin embargo, una vez que se conocen los vértices
de K,, como todos son adyacentes entre si, se puede prescindir de las aristas de

Ky,

Con esto se observa que es posible considerar un subgrafo de G(K,) con
el minimo mimero de aristas pero con toda la informacién necesaria para hacer la
separacién fuertemente conexa. En este subgrafo son imprescindibles las aristas
entre vértices de Ky, y vértices de G(K,). En lo que sigue, este subgrafo bipartito

se denotara por G,.

Las aristas del subgrafo G(K,) — Ky = G(K,) permiten conocer la
conexion del grafo que resulta después de la separacion de g, Sin embargo.
no es necesario obtenerlas en esta etapa del proceso, pues los vértices de G(LK,)
contienen la informacién suficiente para reconstruir después el subgrafo G(K,) —

A(Kyp).

El algoritmo que se da a continuacién construye el subgrafo G, con el
minimo nimero de aristas que hacen falta para estudiar la conexién después de

la separacion, de ahi el nombre: Algoritmo del Minimo Subgrafo. Ademas, este
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subgrafo es bipartito pues su conjunto de vértices esta formado por los de Ay, y

los de G(K,) y cada arista tiene un vértice en cada uno de estos conjuntos.

Si K es el 2-complejo par vy p es el 1-simplice que se quiere separar, el
algoritmo trabaja con la lista C' de 2-simplices de A y con la lista D, construida
mediante el Algoritmo de Identificacién. Aunque D, = {u, o1, 02,.... 02},
una vez fijado u, se puede considerar, sin pérdida de informacion, el conjunto

Du = {017 T2 -+ o g‘)p}:
(C'omo salida. el Algoritmo del Minimo Subgrafo da el subgrafo bipartito

G =(XUY,A), donde:
e X es el conjunto de vértices correspondientes a los 2-simplices de K que

contienen a u (en G() inducen Ks,),

e Y es el conjunto de vértices correspondientes a los 2-simplices de A que

comparten con u un O-simplice (vértices de G(K,) — Kyp).

e A es el conjunto de aristas que existen entre vértices de X y vértices de Y/,

segun las adyacencias en K.

Algoritmo del Minimo Subgrafo

0. Leer los datos de K: la lista ', el 1-simplice g y el conjunto

Du = {o-la T2, ..+ U?p}a

1. Hacer X =D, Y=0,A=0yD=C—-D,

o

Mientras D = (), para el primer elemento o € D, hacer: cNu, D = D—{o}.

o SionNu =10, volver al Paso 2.

o SioNpu = O=simplice, hacer Y =Y U {o} y
Parai=1,2,...,2p,sicNo; # 0, hacer A= AU {(04,0)}.

Volver al Paso 2.

3. Dar el Grafo G, = (V, A), donde V = X UY".
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Con la notacién seguida hasta el momento, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 4.3.2 Si K es un 2-complejo par con N 2-simplices y u es un 1-
simplice de valencia 2p > 2, se puede construir el subgrafo G, C G(K) en tiempo

O((2p + 1)N).

Demostracion: El Algoritmo del Minimo Subgrafo permite obtener G, a partir

de K, p y el conjunto de los 2p 2-simplices que contienen a pu. D,.

Las operaciones mas costosas son las intersecciones que se realizan en el
paso 2. Inicialmente, D tiene N — 2p elementos, luego o N p se realiza N — 2p
veces. Para cada o € Y hay que ejecutar o N o; desde 7 = 1 hasta 2p. En el peor
caso, Y tiene tantos elementos como D, por tanto, o N o; se realizard, a lo sumo,

2p(N — 2p) veces.

En conclusién, el total de operaciones es del orden de N —2p+2p(N —2p)
y el Algoritmo del Minimo Subgrafo tiene complejidad O((2p + 1)V). =

El Algoritmo del Minimo Subgrafo no da informacién sobre la conexion
del subgrafo inducido por los vértices de Y, que no es otro que G(K,). Tal como
se advirtié en el Capitulo 0, se puede dar una variante del algoritmo DFS que
proporcione el nimero de componentes conexas de un grafo y que, en caso de ser
no conexo, dé una particién del conjunto de vértices, V = Ul_, W;, tal que cada

Wi es el conjunto de vértices de una componente conexa.

Aunque en G, no aparecen las aristas de G(K,), éstas se pueden obtener
aplicando el Algoritmo del Grafo Dual al conjunto Y que viene expresado como
lista de 2-simplices del complejo de partida K. La importancia de considerar
_estas aristas reside en que permitiran dar las componentes conexas de G(K,,) v,
mas tarde, la particién del conjunto de vértices Y. Ademads, al dar la particion
de Y también se obtiene una ordenacién. El paso siguiente serd ordenar los
vértices de X mediante otra particién X = UI_, X; tal que los vértices de X; son
‘adyacentes solo a los de W; pero no a los de otro conjunto de la particién. En
definitiva, se trata de expresar el minimo subgrafo G = (V, A) como un grafo

r—partito.

A continuacién, se describe el Algoritmo de Conexion, que toma como
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datos de entrada los conjuntos de vértices y aristas del grafo G y da como salida

el nimero de componentes conexas de GG junto con la particion de V.

Algoritmo de Conexién

0. Leer los datos de G = (V, A).

1. Iniciar el contador 7 = 1 y la lista V = () que contendra la particién del

conjunto de vértices.

2. Aplicar el algoritmo DFS a (G para obtener el 4rbol maximal T = (W, A).
Hacer W; =W, A, = A, V=V -W,, A= A- A,V =VU{W},

2.1. SiV # 0, Hacer G = (V,A), 1 =1+ 1 y volver al Paso 2.

2.2. Si V =0, continuar.

3. r = 1 es el nimero de componentes conexas de Gy V = UL_ W, es la
particién de V. FIN.

Proposicién 4.3.3 Se puede obtener el nimero de componentes conexas de un
grafo y la particion que éstas inducen sobre el conjunto de vértices en tiempo

- O(N), donde N es el nimero de aristas del grafo.

Demostracién: Si G es un grafo con N aristas, mediante el Algoritmo de Conexion
se pueden obtener tanto las componentes conexas de G como la particién del

conjunto de vértices que estas componentes inducen.

El coste del algoritmo viene determinado por las operaciones que se reali-
zan en el paso 2. Como ya se ha dicho, el algoritmo DFS es de complejidad lineal
en el nimero de aristas del grafo al que se aplica, siempré que éste sea conexo.
Si el grafo G tuviera r > 1 componentes conexas, el Algoritmo del Conexion
ejecuta el DFS por cada una de ellas. Entonces, en cada componente se requiere
un numero de operaciones del orden de O(N,), siendo N; el nimero de aristas
de la componente i-ésima. Como el total de aristas de G es N-= 31, Vi, la

complejidad total del Algoritmo de (‘onexion es‘()(,\')f O
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El dltimo algoritmo que se necesita antes de aplicar el Algoritmo de Se-
paracion Fuertemente Conexa es el Algoritmo de Ordenacién de Vértices. Este
algoritmo parte de los datos del subgrafo G, (vértices X UY y aristas A), calcula
el grafo dual del conjunto de 2-simplices Y, G(Y') y aplica a éste el algoritmo de
conexion para obtener sus componentes conexas, V = U/_; W,. Después compara
los elementos de X' (X = {0y, 03,..., 03,}) con los de cada componente de ¥ para
ordenarlos segiin las adyacencias. Finalmente, da la lista ordenada de vértices de
X distribuidos segin la particién buscada, X = U7_; X;, donde cada vértice de

X; es adyacente sélo a vértices de W;.

Algoritmo de Ordenacién de Vértices

0. Leer los datos G, = (X UY, A). (Leer X e Y como listas de 2-simplices y

los elementos de A como pares de 2-simplices.)

1. Mediante el Algoritmo del Grafo Dual, obtener el grafo dual de Y, G(Y).
Iniciar Orden(X) = 0.

2. Aplicar el Algoritmo de Conexién a G(Y') y obtener la particién de vértices
V=U_,W.
2.1. Sir =1, Orden(X) = X y Paso 3.
2.2. Sir > 1, desde 1 = 1 hasta r, hacer:
[ ] }{i : @
Para cada o € W;, desde 7 = 1 hasta 2p:
si (0, 0) € A, hacer X; = X, U {0;}.
e Orden(X) = Orden(X) U {X;}.

3. Orden(X) es la particién de X y FIN.

Proposicién 4.3.4 Si K es un 2-complejo par con N 2-simplices y pp es un 1-
simplice de K con valencia mayor que 2. se puede expresar el grafo G, como un

grafo r—partito en tiempo O(N?).
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Demostracion: Para probar el enunciado es suficiente considerar el grafo G, =
(X UY, A) dado por el Algoritmo del Minimo Subgrafo y aplicarle el Algoritmo

de Ordenacién de Vértices para obtener las particiones tanto de X como de Y.

Analizando los pasos del algoritmo, se tiene que el Paso 1 tiene coste
O((N =2p)?). Esto se debe a que la lista ¥ consta, a lo mds, de NV —2p elementos
v a que el Algoritmo del Grafo Dual es de complejidad cuadrética en el niamero

de 2-simplices del 2-complejo (ver Proposicién 4.3.1).

En el paso 2, obtener la particion de Y es de complejidad lineal en el
nimero de aristas de G(Y"), segiin se prueba en la Proposicion 4.3.3. Por tanto,
requiere tiempo O((N — 2p)?). Con el paso 2.2., el costo aumenta pues deben
compararse todos los elementos de Y con todos los de X. Es decir, hay que
realizar 2p(N — 2p) intersecciones, ya que decidir si el par (o;, o) esta en A es
equivalente a ver si los dos 2-simplices que lo forman comparten un 1-simplice.

Entonces, el paso 2 requiere un total de operaciones del orden de
(N —2p)* +2p(N —2p) = N(N — 2p),
y sumando todas las operaciones:

(N —2p)* + N(N — 2p) = 2(N* = 3Np + 2p°).

En definitiva, el Algoritmo de Ordenacién de vértices necesita tiempo

O(N?). | O

Ya se tienen todos los requisitos para poder procesar el algoritmo al que se
dedica esta seccién. Este algoritmo se basa en el proceso de separacién que se dio
en un capitulo anterior, aunque tiene en cuenta de manera fundamental el orden
obtenido sobre el conjunto de vértices X en el momento de elegir las parejas de

2-simplices que se van a separar.

El Algoritmo de Separacién (detallado en el Capitulo 2) analiza la lista
completa de 2-simplices del 2-complejo A, va contando las valencias de los 1-
simplices y, conforme éstas van alcanzando valores mayores que 2, separa los
2-simplices por parejas, sin atender a otro orden que el que surge de la lista
inicial. De este modo. si i es fuertemente conexo, no hay seguridad de que en el

2—-complejo resultante se conserve tal propiedad. En el Algoritmo de Separacién
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se trabaja globalmente, de manera que el resultado final es una 2-pseudovariedad

que puede tener mas puntos singulares conicos que el complejo inicial.

El nuevo algoritmo trabajara de forma local sobre el 2-complejo K, es
decir, considerando el 1-simplice p de valencia mayor que 2 que se va a se-
parar y el conjunto de 2-simplices que tienen a pu como cara (datos obtenidos
por aplicacién del Algoritmo de Identificacion Modificado). Como respuesta, el
Algoritmo de Separacién Fuertemente Conexa da la lista de 2-simplices de un
2-complejo fuertemente conexo cuya lista de 1-simplices de valencia mayor que

2 tiene un elemento menos que la de A’.

En la descripcién del algoritmo se denotard p = {u,v}. donde u y v son
los vértices de u y cada 2-simplice de D, se representara por o; = {u, v;, v} para

1=1,2,...,2p.

Algoritmo de Separacién Fuertemente Conexa

0. Leer los datos de KA:
Lista C de 2-simplices, 1-simplice p = {u,v}, D, = {01, 02,..., T2p}.
Iniciar D =C - D,, E =0.

1. Obtener el subgrafo G, = (X UY, A) mediante el Algoritmo del Minimo
Subgrafo.

2. Aplicar a G, el Algoritmo de Ordenacién de Vértices y obtener Orden(X).

2.1. 51 Orden(X) = X, hacer:
Para cada i =1,3,...,2p — 1, obtener el baricentro del 2-simplice o3,
w;, y anadir a E los nuevos 2-simplices:
{{u, vi, wi}, {wi, vi, v}, {u, vigr, wi}, {wi, vigr, v}}

Continuar.

!\.«
NV

Si Orden(X) = U, X; vy {0}, 0},..., 05, } es el conjunto X;, para

=1

1 =1,2,...,r, hacer:

e Para:=1,2,...,r—1, considerar el dltimo elemento de X, 03, =
' . i+1 i+1
5000 U} Y el primero de Xiyq, ottt = {u, vt v}

Obtener el baricentro de o}, , w; y anadir en E los nuevos 2-

{u, v
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simplices:
{{uv v;pi’ wi}’ {w“ v‘ép,‘? U}’ {uv 'UfH: wi}~ {wi’ 'U::+17 U}}
o Para: = r, considerar el iltimo elemento de X, o5, = {u, vy, , v}
y el primero de X, o} = {u, v{, v}.
Obtener el baricentro de of, . w, y afiadir en E los nuevos 2-
simplices:
{{u, Vs wy }y {w,, Vs v}, {u, v, w, b {w,, ’U%, v}}
¢ Si quedan 2-simplices por considerar en Orden(.X),
sea {07,0%,...,05, 5} el conjunto de tales elementos.
Lwly

1) 1

Para:=1,3,...,2p — 2r — 1, considerar el baricentro de &
anadir en E los nuevos 2-simplices:

N roor / / A
{{uv v wi}v {wi’ vy, v}’ {uv Ui+1’wi}’ {wi’ Ui+1’ ’U}}

En otro caso, continuar.

3. Dar lalista D = D U E de los 2-simplices del nuevo 2-complejo.

Proposicién 4.3.5 Es posible obtener una separacion fuertemente conera de un
2-complejo par, fuertemente conezxo, con N 2-simplices y un I-simplice de valen-

cia mayor que 2, en tiempo O(N?).

Demostracion: Si K es el 2-complejo en cuestién, se le puede aplicar el Algoritmo
de Separaciéon Fuertemente (‘onexa y obtener otro 2-complejo fuertemente conexo

que no contiene al l1-simplice que se ha separado.

‘Analizando este algoritmo, se puede hacer el cémputo total de opera-
ciones que éste requiere. Si y es el l-simplice de valencia 2p > 2 que se va
a separar, el paso 1 requiere tiempo O((2p 4+ 1)V) (segin se ha probédo en la
Proposicién 4.3.2). El paso 2 requiere costo de O(.V?) debido a que la ordenacién
de G es de complejidad cuadratica y la construccién de la lista E tiene costo

O(2p).

En conclusién, la complejidad total del Algoritmo de Separacién Fuerte-

mente Conexa es O(N?) y queda probado el resultado. a
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Si el 2-complejo fuertemente conexo tiene mas de un 1-simplice de valencia
mayor que 2, se puede aplicar el Algoritmo de Separacién Fuertemente Conexa de
forma inductiva y obtener finalmente una 2-pseudovariedad fuertemente conexa
asociada al complejo. En cada separacién el nimero de 2-simplices del complejo
inicial anmenta dependiendo del mimero de 1-simplices que se vayan a separar y
de las valencias de éstos. Entonces, es facil ver que la complejidad total del proceso

puede aumentar hasta O(N?), como queda recogido en el signiente corolario:

Corolario 4.3.6 Es posible obtener una separacion fuertemente conera de cual-

quier 2-complejo par fuertemente conexo con N 2-simplices en tiempo O(N?3).

4.4 Conclusiones y Problemas Abiertos

El resultado principal de este capitulo, el Teorema de Separacién Fuerte-
mente Conexa (Teorema 4.2.5) mejora los que se recogen en los Capitulos 1 y 2
para el caso en que el 2-complejo de partida sea par y goce de la propiedad de la
conexion fuerte. Ya se ha comprobado, mediante algunos ejemplos (Figuras 4.9 y
4.10), que la condicién de ser par es necesaria para garantizar la conexién fuerte

del 2-complejo final. Con esto queda resuelto el problema inicialmente propuesto.

Es importante destacar que con la separacién fuertemente conexa se con-
sigue que el mimero de puntos singulares cénicos del 2-complejo resultante sea

minimo.

Por otra parte, cabe hacer notar que estos resultados estan muy relaciona-
dos con los del Capitulo 1 y hay que volver sobre algunos ejemplos que se dieron

en aquél.

En la Figura 4.11 se da un ejemplo en el que se ve cémo un 2-complejo par
K puede tener asociados distintos pares de desingularizacién. Dependiendo de la
eleccion de 2-simplices que se realice en la separacidn, el 2-complejo resultante

sera fuertemente conexo o no.

Este 2-complejo es fuertemente conexo y admite una separacién fuerte-
mente conexa. Sin embargo, el 2-complejo A’ de la Figura 4.12 es homeomorfo

a K y admite una separacién fuertemente conexa que da lugar a un 2-complejo
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VRN

K" K"

Figura 4.11: 2 separaciones de simplices sobre K.

no homemorfo a ninguno de los asociados a K. Esto indica que es imprescindible

el morfismo del par de desingularizacién asociado al 2—-complejo de partida.

Surge, entonces, un problema interesante: estudiar otro tipo de desingu-
larizacién que permita caracterizar a un 2-complejo par (fuertemente conexo o
no) sin tener que utilizar el morfismo. En otras palabras, queda como problema
abierto dar condiciones bajo las cuales la 2-variedad asociada a un 2-complejo

par es unica, si tales condiciones existen.

Por iiltimo, en cuanto a los algoritmos, se concluye que son “mejores” que
los que se dan en el Capitulo 2 en el sentido de que conservan la propiedad de la
conexién fuerte del 2-complejo sobre el que se aplican. En otro aspecto, en el de

la complejidad. no se puede decir anun que sean eficientes.

Por tanto. el siguiente reto que hay que abordar es el de buscar algoritmos
que resuelvan este mismo problema en “menos” tiempo. Ha quedado por decidir si
el Algoritmo de Separacién Fuertemente Conexa es eficiente o si, por el contrario,

puede optimizarse su complejidad.
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K’

‘\‘{%/

K,

Figura 4.12: Separacion fuertemente conexa sobre K'.
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