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Introduccion

Los estimadores insesgados son utilizados en diversas dreaas de la Es-
tadistica tales como en los modelos lineales, teoria de muestreo, inferencia
paramétrica cldsica, etc. Cabe mencionar tambiénque algunas técnicas como
el Jacknife o los modernos métodos de remuestreo como el Bootstrap tienen
su origen en el intento de reducir el sesgo de los estimadores.

La presente memoria se centra en uno de los problemas mas bdsicos en
esta drea, la obtencién de estimadores insesgados de minima varianza en
familias paramétricas.

Trabajos pioneros son entre otros, los de Barakin (1949), Stein (1950),
Washio et al. (1956), Tate (1959). La Teorfa bésica de la estimacion inses-
gada puede encontrase en libros tales como The theory of statistical inference,
Zacks (1971, cap. 3) o Theory of point estimation, Lehman (1983, cap. 2)

Esta teorfa bésica, se basa fundamentalmente, en los conocidos teoremas
de Blackwell-Rao y Lehman-Scheffé. Sin embargo esta teorfa no resuelve
totalmente algunas cuestiones importantes:

i) No nos permite resolver problemas sobre las propiedades de los esti-
madores, como pueden ser propiedades asintéticas o estudio de cotas
para la varianza.

ii) Resulta paraddjico que para la obtencién de un estimador insesgado de
minima varianza se necesite condicionar un insesgado a un estimador
suficiente y completo.

Por estos motivos se hace necesario desarrollar una teoria mdas amplia

que permita resolver estos problemas. Una posible solucion es considerar los
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estimadores como elementos de espacios de funciones de cuadrado integrable
(£?). Estos espacios son ricos en propiedades matemdticas, por lo que se
podrd obtener de una forma unificada muchas propiedades de los estimadores.

El primer problema que se puede resolver con esta teoria es la de calcular
los estimadores insesgados en términos de las de las bases ortogonales de estos
espacios. En las familias exponenciales es posible obtener bases relativamente
sencillas formadas por un sistema de polinomios ortogonales. Los primeros
trabajos en los que se encuentran los estimadores insesgados expresados en
términos de polinomios ortogonales son los de Abbey y David (1970) y Morris
(1982,1983). '

En la memoria nos centraremos solo en la familia exponencial natural,
aunque esta teoria se puede aplicar a otras familias de distribuciones, como
por ejemplo en familias no regulares, Barranco Chamorro (1996 ), familias
aunque regulares no exponenciales, Lopez-Blazquez (2000) o en situaciones
de censuramiento, Lopez-Blazquez y Salamanca Mifio (2000).

En el primer capitulo de la memoria, que es una introduccién, presen-
tamos los elementos bédsicos de esta teorfa. El resultado més novedoso de
este capitulo es la obtencién de las posibles distribuciones limites de los esti-
madores insesgados en familias exponenciales. Este resultado extiende el de
Lépez-Blazquez y Castano-Martinez (1999), que era especifico para la familia
exponencial con funcién de varianza cuadrdtica. Otro resultado interesante
es la caracterizacién de las funciones paramétricas que admiten estimadores
umvu.

Una de las ventajas de utilizar polinomios ortogonales es la obtencién
de estimadores insesgados de forma algoritmica. En el segundo capitulo se
muestra como es ésto posible para familias de series de potencia.

Esta familia fue introducida por Kosambi (1949) y Noak (1950). El pro-
cedimiento clédsico para la obtencién de etimadores insesgados fue obtenido
por Roy y Mitra (1957). Si bien esta férmula da lugar a una solucién formal
para la obtencién de estimadores existen ciertas limitaciones, como pueden

Ser.



i) La inestabilidad numeérica que se produce cuando el estimador suficiente
toma valores relativamente grandes.

ii) No se obtiene ninguin procedimiento para calcular la varianza de los
estimadores.

iii) El problema mds importante, es que para la aplicacién de éste proce-
dimiento es necesario obtener la distribucién del estadistico suficiente

y completo.

Este ltimo punto, puede ser realmente complicado sobre todo en el caso
en el que se consideren familias de distribuciones truncadas. Basdndose en
esta férmula, diversos autores como Joshi y Park (1974), Charalambides
(1974), Jani (1977,1978), Kumar y Consul (1980) y Voinov (1986), obtu-
vieron expresiones para estimadores insesgados en ciertas subfamilias de in-
terés, como la Binomial truncada, la Poisson decapitada y la binomial ne-
gativa truncada. Normalmente estas férmulas estan basadas en relaciones
recurrentes que implican la utilizacién de nimeros de Stirling Generalizados,
que son especificos para cada una de la distribuciones.

En este capitulo se muestra un procedimiento algoritmico para la obten-
cién de estimadores insesgados basados en los desarrollos ortogonales. Las

ventajas de elte algoritimo son:

i) No es necesario obtener la distribucién del estadistico suficiente y com-
pleto

i) No son necesarios nimeros de Stirling Generalizados.

iii) Es posible obtener un estimador de la varianza de los estimadores inses-
gados, lo cual nos posibilitard la realizacién de inferencias posteriores,
como por ejemplo la obtencién de intervalos de confianza.

La teorfa de la estimacién insesgada desarrollada en el primer capitulo,
es muy rica en propiedades matemadticas. En los sucesivos capitulos veremos



como algunos de los resultados de esta teoria pueden utilizarse para resolver
problemas que no son propiamente de inferencia estadistica. Concrétamente
veremos unas aplicaciones a la aproximacion y caracterizacion de funciones
de distribucioén.

Asi en el capitulo 3 estudiamos la aproximacién de Poisson a la proba-
bilidad binomial. Utilizando la propiedad de unicidad (casi seguro) de los
estimadores insesgados hemos obtenido una relacién exacta entre cualquier
distribucién binomial y cualquier distribucién de Poisson.

La truncacién de la serie obtenida y una eleccién adecuada de los pardme-
tros permite obtener aproximaciones a la distribucién binomial. Casos parti-
culares de nuestra aproximacién son la aproximacion clasica de Poisson (1937),
la. aproximacién de Kolmogorov y la de Burr (1973).

La teoria de la estimacién insesgada permite también obtener diversas
propiedades de estas aproximaciones. Es posible incluso mejorar algunas
cotas que han sido ya propuestas en la literatura, tales como la de Simons y
Johnson (1971), Vervaat (1970) y extender propiedades como las de Anderson
y Samuel (1967) y Poor (1991). :

Estudios similares han sido desarrollados en el capitulo 4, en el que se
estudia la aproximacién binomial a la probabilidad hipergeométrica y en el
capitulo cinco, que se estudia la aproximacién de la hipergeométrica negativa
a la binomial negativa.

Destacamos nuevamente, que nuestros resultados se obtienen a partir de
la unicidad de los estimadores insesgados. En el capitulo 4 hemos obtenido
una mejora en las aproximaciénes de Ord (1968) y Bennett (1965).

Las aproximaciones obtenidas en el capitulo 5, atin habiendo sido obtenidas
bajo el mismo principio, pueden considerse novedosas ya que no han sido en-
contrado resultados similares.

Los tltimos dos capitulos de esta memoria ilustran como la teoria de la es-
timacion insesgada puede utilizarse para la caracterizacion de distribuciones.

Los polinomios asociados a las distribuciones exponenciales satisfacen una
propiedad martingala, ver Schoutens y Teugels (1998). La cuestion que nos



planteamos en el capitulo 6 es caracterizar aquellas familias de distribuciones
exponenciales cuyos polinomios satisfacen una propiedad martingala inversa.
El resultado fundamental obtenido es que tal propiedad solo es satisfecha
por la famila exponencial natural con funcién de varianza cuadrética. La
demostracion de este resultado estd basada en la caracterizacion de ciertas
familias de funciones estimable umvu.

En el ltimo capitulo, utilizaremos propiedades de la estimacion inses-
gada en la distribucién exponencial para la caracterizacion de distribuciones
mediante la regresién lineal de estadisticos de orden y records. El origen de
este problema se remonta a un trabajo de Ferguson (1967), en el cual se ca-
racterizan las distribuciones con regresion lineal entre estadisticos ordenados
adyacentes. El problema para el caso no adyacente permanecioé abierto hasta
1997 (ver Lopez-Blazquez y Moreno (1997)).

La caracterizacion dada por estos autores requiere ciertas hipotesis de
suavidad sobre las funciones de distribucién implicadas. El resultado prin-
cipal que obtenemos en el capitulo 7 muestra como pueden serr obtenidos
estos resultados sin necesidad de tales hipétesis de suavidad.



Capitulo 1

Polinomios Ortogonales y la

familia Exponencial Natural

1.1 La familia NEF

Sea v una medida o-finita definida en la o-4dlgebra de Borel de R. Sea L, (6)
la transformada de Laplace de v definida como

£,(6) = / exp(aB)v(dz),

O={0€eR: L,(0) < oo}.

Supondremos que © es un conjunto abierto no vacio. Sea

$(0) =log L,(0).

Entonces, la familia de funciones de densidad (con respecto a v) definida

como
f(z;0) = exp{zf — ¥(0)}, 0 €O, (1.1)

es la conocida Familia Exponencial Natural Regular (NEF) generada por la
medida v, (ver Brown (1986)). Si X es una variable aleatoria que sigue una



densidad en la familia (1.1), se denotard X ~ NEF(v;8). En este trabajo,
supondremos que todas las familias exponenciales son regulares.

Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria simple de una NEF(v;6), entonces
la media muestral, X, es suficiente y completo con densidad

fa(s,0) = exp{n(s6 — (6))}

con respecto a la medida convolucién v, = (v % --- % v)/n. La funcién

generatriz de momentos (fgm) de X, es

M, (t;8) = exp{n((8 +1t) — ¥(6))}-

Como 8 € © y © es un conjunto abierto, M,(t;6) es una funcién analitica
en t = 0, por tanto todos los momentos de X, existen. Sea my,(0) =
Ey [7:], k > 0. Se puede comprobar que los momentos satisfacen

Dg exp{ny(6)}
min(0) = n k=2 ) 1.2
) = e 0)) -2
y las relaciones de recurrencia
1
mk+1,n(9) = mk,n(H)Dmp(G) + Zngk,n(H), k>0 (13)

moyn(G) = 1,

donde Dy denota el operador derivada con respecto a 0.

En particular, p = p(d) = E,[X] = Dg(8) se denomina funcién de
medias de la familia. La varianza de una variable aleatoria que sigue una
NEF(v;0) es Varg(X) = D2%(8) > 0. Asf, la funcién media es estrictamente
creciente y el pardmetro u es frecuentemente usado para parametrizar la
NEF. La varianza considerada como una funcién de la media es la funcién
de varianza de la familia y se denotard por V(u).

Los momentos centrales ju,(8) = Ep[(X, — 1)¥] también existen para
todo k > 0.

Lema 1.1 Los momentos {m (0)}x>0 determinan univocamente la distribu-
cion de X,,.
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Demostracién. Como la fgm de X,, M,(t;6) = > k>0 Mk (0)t° /K, es
analitica en cierto disco |[t| < R, R > 0, tenemos

S gk n(6) [E2* /(20)! < S fmin(6)] /! < o0, 1] < R,

k>0 k>0

entonces
Timg (maeq(8)/(2k)) Y3 < 0o, (1.4)

Usando la férmula de Stirling (2k)! ~ 226+1,/mk?*+1/2 exp(—2k) y (1.4), de-
ducimos que
Timkm, 2 (6)/(2k) < oo,

y esta es una condicién suficiente para que el problema de los momentos
tenga una tdnica solucién, ver Shiryayev (1984), p.294. ]

Para cada 6 € ©, consideramos el espacio de funciones

L0 ={76): [T 0mlds) <0}

Como es usual en la teoria de los espacios £? consideraremos que dos fun-
ciones, Ty, Ty € .Cfl’,,, seran equivalentes (o iguales) si Ty = Ty, v,—c.s. Con
el producto escalar (T1,T3),, 4 = Ey[T1(X,)Ta(X,)], el espacio ( PTG )
(o simplemente Eﬁ’g) es un espacio de Hilbert para cualquier § € ©. Denotare-
mos por [|[T||2, = (T,T),4- En L2, la sucesion de funciones {1,s, 5%, ...}
es un conjunto completo. Entonces, esta sucesiéon puede ser ortogonalizada
(usando el método de Gram-Schmidt por ejemplo) y obtener un sistema de
polinomios ménicos ortogonales (SPMO), { Pi »(s; #) }x>0. El nimero de poli-
nomios ortogonales en el SPMO es d,,la dimensién de [Zfl,(,. Ademss, d,, es
finita si y solo si el soporte de la medida v, contiene un nimero finito de
puntos y en este caso d, es el cardinal del soporte. En otro caso, ésto es, si
el soporte de v,, contiene infinitos puntos d,, es infinito.

Algunos métodos para la obtencién de polinomios ortogonales serdan des-

critos en las siguientes secciones.
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Cualquier funcién T,, € L2, admite un tunico desarrollo en términos de
los polinomios ortogonales de la forma

dn—1

To(s) =Y _ an(0) Pen(s;0), (1.5)
k=0
donde los coeficientes de Fourier estdan determinados por las relaciones

e (0) = (T, Pen) g /1 Prnlln o (1.6)

2

n

Dada una funcién 75, ésta pertenece a L7 , si y solo si los coeficientes de

Fourier definidos en (1.6) satisfacen

dn—1

> GO Pin(s;0)lI7p < 00,

k=0

y en este caso la serie dada en (1.5) es convergente en el sentido de Efw.

1.2 Obtencién de los polinomios ortogonales

En esta seccién describiremos diferentes métodos para la obtencién de poli-
nomios ortogonales asociados a la densidad de X, (con respecto a la medida
convolucion v,), fu(s,8) = exp{n(sf — (0))}, 6 € ©.

1.2.1 Meétodo 1. El método de Gram-Schmidt

La aplicacién del método de Gram-Schmidt (MGS) a una sucesién completa
en Ei’g produce una sucesién de funciones ortogonales. Algunas sucesiones
completas de polinomios en L2 ; son:

(i){sk, k> 0} .

(i) {(s — w)*, k > 0}.

(i1){ Gin(30) = n~* D} fu(s,0)/ fuls, 6), k > 0}.

(iV){Jen(s;0) = (V(u)/n)E D5 fu(s,0)/ fu(s,0), k > 0}. Nétese que aquf las
derivadas son con respecto a p.

12



La completitud de las sucesiénes de polinomios descritas en (iii) v (iv) se
obtienen a partir de los resultado de Abbey and David (1970) .
La aplicacién del método de Gram-Schmidt a la sucesion dada en (ii) da

Pon(s;0) = 1;

Pin(s;0) = s—p;

Pon(s:6) = (5 ) = DLV ()(s - )fn—V(p)jn,  (17)
con normas,

“PO,n“r%,e = 1

1Piallie = V(w)/n;
Pl = 6V2(u)/n—4V3(w)/n* + V()D.V (u)/n*.

Los polinomios dados en (iii) pueden ser obtenidos por la relacion de recu-
rrencia

1
Gk—l—l,n(s; 9) = (3 - M)Gk,n(s; 0) + ;)‘DgGk,n(S; 9), k > 0
GO,n(S; 9) = 1.

Ejemplo 1.1 Los polinomios dados en (iv) han sido estudiados por Mo-
rris (1982, 1988) en el caso particular en que la funcién de varianza sea
cuadrdtica, (QVF), i.e., V(u) = vap? + v+ vo. La famalia NEF-QVF con-
siste, esencialmente, de seis subfamilias de distribuciones bien conocidas:
normal (con wvarianza conocida), binomial, Poisson, gamma, binomial ne-
gativa, y secante hiperbdlica generalizada. Para estas distribuciones los poli-
nomios { Jen(S; 1)} 5o forman un sistema de polinomios monicos ortogonales
con respecto a la medida fn(s; 1)un(ds) y satisfacen la formula de recurrencia
(omitiendo argumentos por simplicidad)

Jerin = (s—p—kD,V)Jgn — k{1 + (k— 1)vg/n}V Jp_y n/n;
Jon = 1, in=s5—p. (1.8)
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FEstos polinomios son los de Hermite (normal), Krawtchouk (binomial). Char-
lier (Poisson), Laguerre generalizado (gamma), Meiwzner (binomial negativa )

y Pollaceck ( secante hiperbdlica). La relacion de ortogonalidad es

Ey [Jk,n(fn; u)Jj,n(Yn; ,u)] = 5kjpk,n(v(ﬂ)/“)ka (1.9)
con
k—1
pewn =K [ [(1 4 jva/n), 521, pon =1
§=0

y 6 la delta de Kronecker. Para la NEF general, los polinomios { Jy, . (s; w)} k>0
no son ortogonales. Una condicion necesaria y suficiente para la ortogona-
lidad es que la funcién de varianza sea cuadrdtica. Ver Pomneret (1996)

1.2.2 Meétodo 2. Determinantes de las matrices de mo-

mentos

Consideremos la matriz de momentos Mgn(8) = (Miyjn(8)); ;9 . con
Mgn(0) = EG[YZ], k > 0. Sea d, = dim(L2,). Una condicién necesaria y
suficiente para la existencia de un SPMO es que Ay () = det M ,.(0) # 0,
k =0,...,d, — 1, ver Chihara (1979). En este caso el k-ésimo polinomio
ortogonal es

[ 1 mya(0) -+ mea(0)
ml,n(e) m2,n(9) s mk+1,n(0)
Pen(s;0) = A, (0) det | : ; S . (1.10)
mk—1,n(9) mk,n(e) cee m2k-—-1,n(9)
| 1 S R sk A
para k=0,...,d, — 1. Las normas de estos polinomios son dadas por

“Pk,nH?z,o = Ak,n(g)/Ak—l,n(e)v k>0
(A_1n(0) = 0) y la férmula de recurrencia de tres términos es

Pk+1,n = (S - ck+1,n)Pk,n - )‘k—{-l,nPk—l,n;

Porn = 1, Pip=s—pu;

14



con

)‘k+1,n = )‘k+l,n(9) = Ak—2,n(9)Ak,n( )/Ak 1 n( )

Chrtn = Cea1n(0) = (8, Bin), o [ Penlinp.

1.2.3 Meétodo 3. Método matricial

Este método nos permite calcular simultdneamente los m + 1 primeros poli-
nomios ortonormales. Supongamos que el j-ésimo polinomio ortonormal

tiene una expresion de la forma

J
Ojn(s;0) = Z(SJM(G s—u', j=0,...,m; conm<d,— 1.
r=0

Usando notacién matricial y omitiendo argumentos, tenemos

- - - — - -

OO,n 60,0)n 0 0 e 0 1
Ol,n 51,0,n 61,1,n 0 co 0 S—
L Om,n i B 5m,0,n 6m,1,n 5m,2,n o 6m,m,n 1 L (3 - ‘u)m
o bien
Omn(5;0) = Din(8)Cm(s; 6). (1.11)

Notar que R, »(f) es una matriz triangular inferior que contiene los coefi-
cientes de los polinomios ortonormales hasta el grado m. De (1.11), obte-
nemos

Omn (X3 0)0h (X0 0) = Dn(8) € (X s 0) 7, (X n; 0) Dy, (6)

(* denota la traspuesta de una matriz). Tomando valores esperados, como
los polinomios son ortonormales,

]Im+1 = ]D)m,n(g)(cm,n(e)m):n,n(e)

15



Corpn(8) = (Drmn(8) ™ (DL, ()

donde C,, ,(0) = (Eg(yn — p)tI )
la matriz Dy, ,(0) es el siguiente

. Entonces, un método para obtener

i,§=0,...,m

1. Calcular la matriz de momentos centrales C, »(6). Los momentos cen-
trales pueden obtenerse a partir de 1.3 y de

e = i(—l)k (l;) My—jmit’

=0

2. Buscar la descomposicién de Cholesky de C,,,(6), esto es, calcular
Trn = Tmn(0) tal que Cpp = ’]I'm,n'll"fn,n.

3. La fila k-ésima de la matriz D, ,(0) = (Tp.n(6))™", contiene los coe-

ficientes del k-ésimo polinomio ortonormal en potencias crecientes de

(s —p)

1.3 Estimacién insesgada

Sea Xi, ..., X, una muestra aleatoria simple de una N EF(v;#). Una funcién
del parametro, h(6), se dice umvu-estimable para un tamano de muestra n

si existe una funcién, T,,, satisfaciendo:

(1) Tu(s) € N Lig

€O

(i) Eo[Tn(X.)] = h(6), para 8 € ©.

Nétese que esta definicién da lugar a los estimadores de minima varianza
que se obtienen en la teoria de Blackwell-Rao-Lehman-Scheffe. La condicién
(ii) es la condicién de insegadez de una funcién del suficiente y completo. La
condicion (i) expresa el hecho de que nos limitamos a estimadores con va-

rianza finita. Esto no supone ninguna restriccién préactica. Asf que T,,(X,) es
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el estimador insesgado de minima variaza (umvue) de h(6) para un tamano de
muestra n. Denotaremos por U, al conjunto de todas las funciones estimables
umvu para el tamafio de muestra n. El conjunto U, es un subconjunto del
conjunto de las funciones analiticas en ©, ver Lehmann (1983).

Sea 6y € © arbitrario. Como T.(s) € L2, , es el estimador insesgado

"1,90’

de una funcién parameétrica h(fy)€ U,,, admite un desarrollo en términos de

polinomios moénicos ortogonales de la forma

Tn(-)—(n) = Z ak,n(HO)Plc,n(—X—n; 60))

k>0

donde

ak,n(éo) = E [Tn(yn)Pk,n(yn;90)]/”Pk,n(';00)”2 k‘ Z 0 (112)

4 n,eo ?

La condicién (i) y la ortogonalidad de los polinomios implica que

E, [TAX)] = 6k 1 (00)|Pen(:00) 176, < 00, Voo € ©. (1.13)

n n,60
k>0

Como Py »(s;60) = 1, es inmediato que
aon (o) = h(6o) (1.14)

entonces, de (1.13) y (1.14) obtenemos

Vars,(Tu(Xa)) = 3 6} (0) | Pun( 00)[Eg, < 00 (1.15)

E>1

Nétese que 8y ha sido escogido arbitrariamente en ©. Por tanto, escribire-
mos a partir de ahora

To(Xn) =Y akn(8) Pen(Xn;0), para todo 6 € ©. (1.16)

k>0

Es bien conocido el resultado de que el estimador umvu basado en un estadis-
tico suficiente y completo es (v, — ¢.s.) tnico. La expresion (1.16) refleja el
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hecho de que aunque el umvu estimador sea tinico, éste admite finitos de-
sarrollos en términos de los polinomios ortogonales, uno para cada valor de
§ € ©. En otras palabras, el lado derecho de (1.16) no depende del valor de
0 escogido.

De la relacion de insegadez dada en (ii), obtenemos

/ T (s) exp{nsO}va(ds) = exp{nih()}h(6), paratodo § € ©.  (1.17)

Derivando j veces respecto a 6 en ambos lados de (1.17). usando la férmula
de Leibnitz para derivar un producto y (1.2), obtenemos

n’ /Tn(s)sj exp{nsf}v,(ds) = exp{ny(6)} Z (i) n 7 m;_..(0)Dyh(8),

r=0
para todo 6 € O, o equivalentemente
J .
E'g[Tn(yn)Yi] = Z (i) Mj—rn(0)Dyh(8)/n", para todo 6 € ©.  (1.18)
r=0

A partir de (1.18) y de la expresién explicita de los polinomios ortogonales
no es dificil deducir que Eg[T,(X 1) Pin(Xn;0)] es una funcion de los coefi-
cientes del k-ésimo polinomio ortogonal, los primeros & momentos de Xny
las k primeras derivadas de la funcién h(#). Esto implica que los coeficientes
de Fourier ay () = Eg[TnPin)/|| Penll2 o en el desarrollo ortogonal del esti-
mador, pueden ser obtenidos sin un conocimiento explicito de T,,(X,). Este
resultado puede encontrarse en Abbey y David (1970).

Ejemplo 1.2 Estimadores insesgados en la NEF-QVF. Sea X,,..., X, una
muestra aleatoria simple de una NEF —QV F y h(0) € U,,. Consideremos la
funcion de medias p = Dgp(8) y g(p) = (ho (Do) ') (1), donde (Do)~
denota la funcion inversa de la funcién media. Notese que h(8) = g(u()),
esto es, g es una reparametrizacion en términos de p de la funcion h(0). La

condicion de insesgadez es
[ T6) a5, )0 d9) = g0 (119)
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derivando k veces en ambos miembros de (1.19) con respecto a p,

(n/V ()" / To(5) Jum(5,0) fa(, 6)valds) = Dtg(u)

de (1.12) y el resultado del ejemplo 1.1, tenemos que el k-ésimo coeficiente

de Fourier es
arn(0) = Dhg(1)/ pen-

Observamos, pues que en el caso particular de la familia NEF-QVF los

coeficientes de Fourier son particularmente simples.

1.4 Obtencion de los coeficientes de Fourier

Vamos a dar ahora un método matricial para obtener los m + 1 primeros
coeficientes de Fourier. Previamente, vamos a estudiar algunas propiedades
de los polinomios Gy n(s;8) = n %Dk f.(s,0)/fu(s,0), k > 0. Supongamos
que estos polinomios tienen la expresién explicita

Gjn(s:0) = Z%m (s=p), j=0,....m: (1.20)

Usando notacién matricial, tenemos

- - — -y r -

Gon Yoo O o - 0 1
Gin | | mom Man 0 0 S—p
B Gm,n i 3 Ymon Tmin Tm2n " Ymmmn 11 (8 — /L)m ]
0
Emn(5;0) = Gpn(0)cm(s;0). (1.21)

Notese que G, ,(#) es una matriz triangular inferior con elementos diago-
nales v ,» = 1, por tanto, tiene matriz inversa G;,},(6) la cual es también

triangular inferior.
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Lema 1.2 Consideremos la matriz triangular inferior Fp, ,(6) = (frjn(0))rj=0.. m,

con .
(Vitjrn(®), 0<r<j<m

fr,j,n(g) =
0 j>m
Entonces, F 1 (0) = G,1,(6).

Demostracién. Sea T = T(s) una funcién arbitraria de (e £, con

/T(s)fn(s,ﬁ)un(ds) = h(f), para todo 0 € ©. (1.22)

Derivando k veces en ambos miembros de (1.22) respecto de 6,

/ T(5)Gin(5,0) fa(s, O)va(ds) = DER(E) /. (1.23)

De (1.18), se puede probar ficilmente que

/T(s)(s—u)jfn(s, 0)vn(ds) = Z (i) pi—rn(0)Dyh(8)/n", para todo 6 € O.

r=0
(1.24)
Sustituyendo (1.20) en el lado izquierdo de (1.23) y usando (1.24), obtenemos

Z {Z <i> ﬂj—T,n(Q)'Yk,j,n(e)} Dyh(6)/n" = D’;h(@)/nk’ (1.25)

r=0

como T fue escogido arbitrariamente, obtenemos de (1.25),

S () (O3 (6) = b1

j=r

y esto implica Fr, () = G}, (6). ]

Consideremos los m + 1 primeros polinomios ménicos ortogonales
P;n(s;0) = E Tirn(@)(s — )", 7=0,...,m; (1.26)
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en notacién matricial

PO,n 770,0,n 0 0 cot 0 1
P, MTon Tlln 0 ‘e 0 s—
Pm,n Tm,0n Tm,1,n Tm2n °°° Tm,m,n 1L (3 - ,U')m |
0
Prmn(8;0) = P n(f)cm(s; 0). (1.27)

De (1.21) y lema 1.2, tenemos

pm,n(s; 0) = Bm,n(o)gm,n(s; 9)) con Bm,n(g) = Pm,n(g)]Fm,n(g)-

Dada una funcién h(8) € U, con estimador insesgado T,(X,,), conside-
remos el vector ay, n(8) = (aon(8), ..., am.(0))", donde a;,(0) es el k-ésimo
coeficiente de Fourier de T,,. Entonces,

amn(8) = diag(HPk,nH;,Ze, k=0,... m)Eg[Tn(—)?n)pm’n(yn; 0)] =

= diag(npk,n”r_l,%’ k=0,.. 'm)Bm,n(e)Ee[Tn(-X-n)gm,n(—XnQ 0)) =
= A, .(0)d,(0),

donde
Apmn(0) = diag(| Penll 5 k=0,...m)Bpna(9)

d,,(6) = (h(8), Dh(8)/n, ..., DFh(8)/n™)".

Nétese que la matriz A,,,(f) depende de cantidades relacionadas con
la familia exponencial, pero no de la funcién a estimar h(6). De nuevo,
vemos que los coeficientes de Fourier pueden ser obtenidos sin conocimiento
explicito de T},. Tan solo se necesitan las derivadas de la funcién h(). Nétese
que la primera columna de A,,.(d) es el vector (1,0,...,0)" (de dimensién

m + 1), entonces para k > 1, el k-ésimo coeficiente de Fourier, ax,,(¢), es una
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combinacion lineal de Dgh(6), ..., DER(§), i.e., en esta combinacion lineal
no aparece h(0).

En las siguientes secciones veremos que el desarrollo en términos de los
polinomios ortogonales es muy 1til para obtener muchas propiedades de los
estimadores en la familia exponencial natural como cotas inferiores de la va-
rianza para los estimador, propiedades lfmites, comparacién entre estimadores,

ete.

1.5 Propiedades limites de los polinomios or-

togonales

Para investigar las propiedades limites, necesitamos algunos resultados pre-
vios. Sea 7, una sucesién de medidas o—finita definidas en B(R) e Y,, ~
NEF(n,;0) con espacio paramétrico comiin ©, un subconjunto abierto de
R. Sea Y una variable aleatoria con todos los momentos finitos, tal que la
sucesion my, = F [Y"] , k > 0, caracteriza la distribucién de Y. Usando la
caracterizacioén de la convergencia en distribucién mediante funciones carac-

teristicas, se obtiene de forma inmediata el siguiente resultado.
Lema 1.3 Son equivalentes:

(i) Ya 2, Y, cuando n tiende a infinito, para cualquier 8 € ©.

(1) Mg (0) = Eg[Y,F] — my, = E [Y*], cuando n tiende a infinito, para
cualquier 6 € © y k > 0.

Una consecuencia inmediata del lema 1.3 es:

Corolario 1.1 Sea g una funcién continua definida en R" (0 un subconjunto
deR"). Y, ~ NEF(n,;0) eY en las condiciones arriba ezpuestas. Entonces

1ilmg(m1,n @),...,mpn(8)) =g(mq,...,m,;), para todo 6 € O.
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O mds generalmente, si {gn},~, €s una sucesion de funciones continuas tal

que g, convergen (] puntualmente} a una funcién g, entonces
lim g,(my, (0),...,mpn (0)) = g(my,...,m,), paratodod € O.

Para nuestro propésito, una aplicacién importante del corolario 1.1 es
la convergencia de los determinantes de las matrices de momentos de Y, al
correspondiente determinante de la matriz de momentos de Y. Consecuente-

mente,

Teorema 1.1 Sean Y, ~ NEF(n,;0) eY en las condiciones anteriormente
expuestas. Sean Mia(0) = (Mirjn(0)); j—0..x ¥ Mk = (Misj); o, 05
matrices de momentos asociadas a Y, e Y respectivamente. Si det M # 0,

entonces
lim Py ,(s;0) = Pi(s;6)

y
lim || Pen(5 )17 = PO

donde Py »(s;0) y Pu(s) denotan los polinomios ortogonales mdnicos de grado

k deY, eY, respectivamente.

Demostracién. Inmediata a partir de la expresién de los polinomios ortogo-
nales moénicos dados en (1.10). 0

Sea { X }j>1 una sucesién de variables aleatorias independientes que siguen
una NEF(v;8). El teorema central del limite implica que ,

Zn(8) = /0 V() {Xn =} = Z ~ N(0,1),

cuando n tiende a infinito, para cualquier 8 € O.
Sean {Rn(2;0)} 150 ¥ {Pin(8:0)}so los SPMO asociados a la densidad
de Z,(8) y X,, respectivamente. Se comprueba ficilmente que

Rion(2;0) = (n/V (1)*/? Pin(i + 2/V (1) /73 9), (1.28)
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1 Rkn (5 Ola g = (n/V ()" 1 Pea (5 O] (1.29)
(Por supuesto, las normas son calculadas en sus respectivos espacios L£%).

Consideremos los polinomios de Hermite {Hex(z)}r>0 definidos recu-
rrentemente como

Hepi1(2) = zHep(z) — kHep—1(2), k2>1;
Heg(z) = 1; Hey(z) = z,

con expresién explicita

k/2l k=2
Hey(z k'z —-—-——22]] 5

El coeficiente de la m-ésima potencia de z en Hex(z) serd denotado como
coef (m, Hey). En particular,

0, Ck=2r—1,7r>1
coef (0, Hey) = (1.30)
@r-11 k=2r, 72>1
donde (2r — N = (2r — 1)(2r —3)...1L
Los polinomios de Hermite son ménicos y ortogonales con respecto a la

densidad de la distribucién N(0,1). Como esta distribucién estd univoca-
mente determinada por la sucesién de momentos, del teorema 1.1, tenemos

lim Ry ,,(2;6) = Hey(2), para 0 € ©, k>0, z € R,

lim || Rea (-5 )II7, 0 = [ Hexll” = k.
Entonces, obtenemos el siguiente resultado:
Teorema 1.2 Sea {X;},,, una sucesidn de variables aleatorias indepen-
dientes siguiendo una NEF(v;0) con funcién de media y varianza pu(0) y

V (), respectivamente, y {Pin(s;0)},, el SPMO asociado a la densidad de
X ... Entonces:

24



(i) lim, (n/V (u))¥/2Pp (i + 24/V(w)/n;0) = Hew(z), para cualquier
e, k>0yzeR.

(ii) lim,(n/V (u))k ||Pk,n(c;9)||i79 =kl .pam cualquier 0 € ©, k> 0.

Supongamos que el polinomio ortogonal de grado k£ con respecto a la den-
sidad de X, se escribe como P ,(s;0) = Z;;o T in(0)(s — p)?. El siguiente
resultado es una aplicacion directa del teorema 1.2:

Corolario 1.2 Se verifica:

lim(n/V (1)) D27, ;. (8) = coef(j, Hex), V0€O y 0<j<k.

Como una consecuencia de este corolario, dado que wk’k,n(%) =1, se
tiene:
k N N
lim Pen(s;60) = > lim(n/V (10)) ™2 me 5. (60) lin(V (1s0) /)72 (5 ~ pio)’
. o 1
= (S - ”O)k’

o mds generalmente, si {s,}, es una sucesién de ndimeros reales tal que
lim,, s,, = u, entonces

lim Py n(sn; 60) = (1 — o)t (1.31)

Ejemplo 1.3 Lindsay (1989) investigd los comportamientos lémites de los
determinantes de las matrices de momentos. Usando su notacion, sea F,, la
funcion de distribucion de \/n X, con X la media de n observaciones i.i.d.
de F, una distribucién arbitraria con media = 0 y varianza finita o* > 0.
Sea vy, = det(miy;)i =0,k , donde m, = E[(v/n X)").

El interprets la cantidad Agn = URVk_o/VE_, como el crecimiento en la
impredecibilidad lineal del k-ésimo momento (ver,p.713). Sea {Qi.n(S) k>0
un SPMO con respecto a la densidad de F,,. De acuerdo con los resultados
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mostrados en la subseccion 1.2.2, Ay, es el coeficiente de Q—1, en la formula

de recurrencia de tres términos para los polinomios monicos ortogonales:

Qrs1n = (5 — Cot1)Qin — MenQi—1ny k> 1. (1.32)

El TCL implica que /nX converge en distribucion a N(0,0%). Los poli-
nomios mdnicos ortogonales con respecto a la distribucion N (0, 02) son { P(s)
o*Hey(s/o) >0 y satisfacen la relacion de recurrencia

Po1 = sP, — ko?Pe_y, k> 1 (1.33)

La convergencia de Qrn(s) a Pi(s) cuando n tiende a infinito implica que

lim, Axn, = ko?, basta para ello comparar (1.32) y (1.33)

1.6 Propiedades limites de los estimadores

insesgados

Derivaremos algunas propiedades limites de los estimadores insesgados a par-
tir de los desarrollos ortogonales. Primero de todo, nétese que si h(6f) es una
funcién estimable umvu para un tamano de muestra ng con estimador in-
sesgado T, (Xn,), entonces Ty, (Xn) = E[Tng(Xn,) | Xn] es insesgado de
h(6) para un tamano de muestra n > ng y

Var" (T’“ (7")) = Vare(E{Tno (-)-(_no) I 7(-n]) § Va"ro (Tno (—Xno)) < ©0.

Asi, la sucesién {U,}, ., es no decreciente en el sentido de la inclusién de
conjuntos. Més atin, lim,, Vare(T, (X)) = 0, y esto significa que la sucesién
de estimadores insesgados {7, (X,) }n2no es consistente.

Ahora, estudiaremos el comportamiento limite de los coeficientes de Fourier

en el desarrollo ortogonal de los estimadores insesgados.

Teorema 1.3 Sea h(0) € Uy, para cierto entero positivo ng, y Ty, (X.) =
> k>0 en(0) Pen(X 13 0) el estimador insesgado para el tamario de muestra
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n > ng. Sea g(u) = ho (D) Y ), donde p = Dop(0) es la funcion de
medias de la NEF. Entonces

lim ag . (8) = D g(u)/k!, para todo k>0 y6 € O. (1.34
ok Gk, p

Demostracién. Sea {X;},,, una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes que siguen una NEF(v;0;). La consistencia del estimador insesgado
implica que plim, T, (—)—(—n) = h(6;). La serie > ;- ak,n(ﬁ)Pk,n(—X—n; ) es ab-
solutamente convergente en el sentido cuadra’ttico,_entonces es absolutamente
convergente en probabilidad (para cualquier § € ©). Este hecho justifica los
cambios entre el sumatorio y el limite (en probabilidad) que se harén a lo
largo de la demostracién de este teorema.

Escogiendo arbitrariamente un 6, € ©, el estimador insesgado puede ser

escrito como

Tn (Yn) = Z a’k,n(HO)Pk,n(—Xn; 90) (135)

£>0

y tomando limite en probabilidad (bajo ;) , usando (1.31), tenemos

g(:ul) = h’(gl) = ph};nTn (Yn) = thrlnak,n(e())ph}ln Pk,n(yn; HO) =

k>0

= 2 {li,{n ak,n(%)} (k1 — )", (1.36)

k>0
donde p1 = p(61) y po = (o)
Desarrollando la funcién g(u) en serie de Taylor alrededor de p = o,
D} g(10)
g(m) =Y 5 — )", (1.37)
k>0

para j; suficientemente cerca de pg. Igualando coeficientes en (1.36) v (1.37)
obtenemos el resultado. o

Veamos ahora el comportamiento limite de Py (—X—n; 6).
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Teorema 1.4 Para todo 6 € O,
(i) {n)V ()} Pp(Xn;0) - Her(2), Z ~ N(0,1).
(i) Tim, {n/(2V (1) loglogn)}*"* P o(Xa; 0) = 1.

Demostracién. Este resultado es directo a partir del teorema 1.2, el teo-
rema central del limite y la ley del logaritmo iterado, respectivamente. 0O

Con estos ingredientes podemos establecer la distribucién limite del es-
timador insesgado. Supongamos que {X;};>1 es una sucesién de variables
aleatorias independientes siguiendo una NEF(v;6,), donde 6, puede ser in-
terpretado como el verdadero pero desconocido valor del pardmetro. Sea
to = Dgp(8p) la verdadera media. Sea h(0) € Uy, y g(p) = ho (Do) (1)
(la funcidén g(p) es la funcién h(#) reparametrizada en términos de la media).
Los operadores diferenciales Dy y D, estan estrechamente relacionados, pues

Dy = V(.U')D 72
D;=VV'D,+ V2D,
Dy =(VV?+V*V")D, +3V*V'D}, + V*D3,
y asf sucesivamente. (Aquf V', V" ..., denotan las derivadas con respecto

a f).

Teorema 1.5 Sea h(f) € U,, para cierto entero positivo ng, consideremos

g(p) = ho (Dep) (1) y j = 3(po) = min{k > 0: DEg(uo) # O}, i.c., j es el
orden de la primera derivada de g (con respecto a ) en pg no nula. Entonces

W (T(Ro) - 60}~ DNy ey (2),m o, (139
con Z ~N(0,1) y
H?{”'/(Q log logn)}7/2 {Tn(yn) - h(eo)} = P‘J’%E‘@lvj/z(ﬂo)~ (c.s)

(1.39)
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Demostracién. Consideremos el desarrollo ortogonal del estimador mses-
gado de h(6),

Tn(Xn) = kn(00) Pin(Xn; 60)- (1.40)

k>0

Se vi6 al final de la seccién 1.4 que para k > 1, el k-ésimo coeficiente de
Fourier, ayn(6o), es una combinacién lineal de Dgh(6p), ..., Dgh(th), Le., en
esta combinacion lineal no aparece h(6p). De la relacién entre los operadores
diferenciales Dy y D, dados arriba es fécil comprobar que DER(By) = 0,
para 1 < k < j y Dgh(6o) = V*(o)DEg(po). Entonces axn(6p) = 0, para
k=1,...,7 =1y a;n(0) # 0. De (5.10), '

To(Xn) = 1(80) = ;n(00)P;n(Xn;b0) + D ain(80)Pin(Xns b0)

E>j+1
= Wi+ Wan.
De los Teoremas 1.3 y 1.4, tenemos
. DJ .
”mmml*i%ﬂwﬁmﬂmwxmem (1.41)
y .
n?* Wy, e 0, n — oo. (1.42)

usando (1.41) y (1.42), se sigue (1.38). La demostracién de (1.39) es similar.
O

En particular, si j = 1, del teorema 1.5, obtenemos la normalidad asinto-
tica del umvu estimador. Si j = 2, notando que Hey(z) = 2 — 1, tendremos

2n,

El estimador de méxima verosimilitud (emv) de g(i) es g(X,.). Del teo-
rema 3.1B de Serfling (1980), p.119, se tiene que

Di.g(po)

VI2(10) 27, n — oo0. (1.43)
].

32 {g(X,) — (ko) } ——
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Comparando (1.43) y el resultado del Teorema 1.5, vemos que para j = 1
el emv y el umvue tienen igual distribucion, pero esta propiedad no se verifica
para j > 2. Mds comparaciones entre los estimadores umvu y mv seran
estudiadas en la seccion 1.9.

Las distribuciones limites obtenidas en el Teorema 1.5, habian sido obteni-
das previamente por Lépez-Bldzquez y Castanio-Martinez (1999) para la fa-
milia NEF-QVF. Estas distribuciones limites aparecen también cuando se
consideran estimadores insesgados basados en la media Winsorizada en la
distribucién geométrica, ver Lépez-Bldzquez y Salamanca-Mifio (2000), e in-
cluso pueden aparecer en familias no exponenciales, tal como la distribucién
x%—no centrada, ver Lépez-Blazquez (2000).

1.7 Cotas inferiores para la varianza de esti-

madores insesgados

Sea he U, yV =V (Xy,...,X,) un estimador insesgado de h(#) (no nece-
sariamente basado en el estimador suficiente y completo X,). Como T, (X,)
es el estimador insesgado de minima varianza, de (1.15),

m

Vary (V) > Vare(T, > "} (O Pen(; 050 = Bmnlh6), (1.44)
k—1
para todo § € © y m < d,. Entonces, la sucesién {Bmn(h,0)}, ., es un
conjunto no decreciente de cotas inferiores para la varianza del estimador
insesgado de h(f) para un tamano de muestra n. Ademss, sig = ho (Dgp) 71,
tenemos By ,(h,0) = (D,.g(p))?V(1)/n que es la cota inferior de Cramer-
Rao. En general, By, .(h,6) es la m-ésima cota de Battacharyya. De (1.44),
tenemos que B, »(h, ) es alcanzable si y solo si T, n(yn) es un polinomio de
grado m en X,. Este resultado fue dado por Fend (1959), pero obtenido de
forma distinta.
Una cuestién interesante es si la varianza del umvue es el limite de

las cotas de Battacharyya. Por ejemplo, Khan (1980) investigd este pro-
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blema en el caso particular de la familia NEF-QVF. Consideremos el caso
dn, = 00 (en el caso d,, < 0o la sucesién de cotas de Bhattacharyya es finita,
y una pregunta acerca del limite no tiene sentido). Bien, si h€ U,,. la serie
> ore1 G (O Pl 0)||2 4 es finita para cualquier § € ©, y por tanto es obvio
que

hrfln Bm,n(ha 6) = Zai,n(H)HPk,n(‘; 0)”%,9 = Varg(Tn(—X—,,,)),
k=1

y como consecuencia, el limite de las cotas de Battacharyya es la varianza
del estimador insesgado en cualquier NEF.

Algunas propiedades limites de las cotas de Battacharyya cuando el tamario
de muestra tiende a infinito pueden derivarse de algunos resultados de la sec-
cién 1.6, por ejemplo

_ (Dptg(m)®

hrrln nm+1(Bm+1,n(h:9) - Bm,n(h’a 0)) = WVTWH(M)'

1.8 Caracterizacién del conjunto de las fun-

ciones umvu estimables

Para decidir si una funcién analitica dada en ©, h(§), es una funcién umvu
estimable para un tamafio de muestra n, lo que puede hacerse es obtener los
coeficientes de Fourier ay,(0) (los cuales pueden ser determinados por las
derivadas de h(6)) y comprobar si

Y @O Penl0)las (1.45)
k>1
es finito para cualquier § € ©. Debemos distinguir dos casos.
Si d,, es finito, cualquier funcién h(6) que pertenezca a U, tiene un esti-
mador insesgado que puede ser escrito como

dn~—1

T (Xn) = Y 0kn(8) Pun(Xn; 0).
k=0
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Asi T, (—X—n) es un polinomio de grado d, — 1 en X, y el conjunto U, es el
conjunto de las funciones tales que son los valores esperados de los polinomios
de grado d, — 1 en X—nv.

En el caso en que d,, sea infinito, (1.45) es una serie de términos positivos
y una condicién necesaria y suficiente para la convergencia es

T (a0 (0) [P (3 6) 20) 7 < 1, para 6 € ©. (1.46)

Una condicién suficiente para (1.46) es

l__ak+1n( M Per1n ()% 0

im <1, para 6 € ©O.
e ad (O Pena(50)150

Ejemplo 1.4 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria simple procedente de
una distribucidn gamma con pardmetro p > 0 (conocido) y A > 0, de-
notada Ga(p, ). La media y varianza de esta distribucion son i = p/Ay
V() = p?/p respectivamente. Entonces, la Ga(p,)) es una NEF-QVF. De
los ejemplos 1.1 y 1.2, la serie (1.45) es

" 2'“, 1.47
Z k-' fnp %} ( )

donde (np)yy = (np)(np+1)---(np+k—1), k > 1y (np)g = 1. Una
funcién de la media, g(u), es umuvu estimable para un tamano de muestra
n si y solo si (1.47) es convergente para cualguier y > 0. En este caso el

estimador umuvu para un tamano de muestra n viene dado por

o0 k k k
n(%) = Y DI K ), (L)
k=0

donde .
_ k4+np-—1 -
np—1
1) = 3 (e
3=0
es el k-ésimo polinomio generalizado de Laguerre, ver Chihara (1978), p.145.

En particular, utilizando los criterios anteriores una funcion de la forma
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g(p) = p=*, a > 0, pertenece a U, sin > 2a/p. Andlogamente las funciones
g(p) = exp(Bu), son estimables mvu para cualquier real 5 y cualquier tamario

de muestra.

Notese que la convergencia de la serie (1.45) es una condicién necesaria y

suficiente para la convergencia en sentido cuadritico de la serie

> " s (0) Pe (X3 6). (1.49)
k>0
Pero puede ocurrir que la serie (1.45) diverja y (1.49) converja en otro sentido.
Por ejemplo, para establecer una condicién suficiente para la convergencia de
(1.49) en el sentido £!, notamos que

/ | Pon(5:0) | fu(5:0)0n(d5) < [|Pon(;0)[lno, para todo k >0y 6 € O,

Asi, (1.49) converge en el sentido £! a cierta variable aleatoria T,,(X,) si

> 1 aen(®) | |1Penl;0)llne < 00, paratodo § € ©, (1.50)

k>0

y en este caso Ey[T(X,)] = h(f), para cualquier § € ©, aunque no necesaria-
mente Varg|T, (_Xn)] es finita.

Ejemplo 1.5 Sea X,...,X, una muestra aleatoria simple procedente de
una NEF — QV F(v;8), con d, = oo (esto es, una NEF-QVF que no es del
tipo binomial). Una condicidn suficiente para (1.50) es

o1 —1/(2k)
@k'(%*”ﬁ) {H(n + ’Ugj)} iDﬁg(u)' < e2V=Y2(1), para todo

=0

(1.51)
donde g = ho (Dg)~t. En particular, en la distribucion gamma, ver ejems-
plo 1.4, las funciones g(u) = p=*, o > 0 satisfacen (1.51) para cualquier
n > a/p. Entonces, comparando este resultado con el obtenido en el ejemplo
1.4, existen funciones paramétricas que admiten estimadores insesgados cuya

varianza no es finita.
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Nos hemos interesado también en la convergencia puntual de (1.49). En
este sentido, tenemos el siguiente resultado para el caso d,, = cc.

Teorema 1.6 Si h es analitica en 8 € © y

(i) Existe lim, ax »(00) = ar(6o), para todo k > 0,

(i) La serie Y 40 ax(80) (1 — po)* es absolutamente convergente para todo

p en un entorno de uo = D,9(6p),

entonces, existe una variable aleatoria

To(Xn) = akn(00) Pen(Xn; 00), (c:5.)
k=0
y tal que
To(Xn) 2% h(6o), (152)

cuando n tiende a infinito para todo 6 € © en cierto entorno de 6.

Demostracién. Sea {X,};>0 una sucesién de v.a. iid. de NEF(v;0)

Considérese -

Rm,n(-X—n) = Z ak,n(OO)Pk,n(yn; 90);

k=m

y obsérvese que

0 < plim, | Rna(Xn) (S PHm Y | | akn(60) | Pen(Xn;60) |

k=m
< > lim| aga(6o) | pIim, | Pon(Xa;60) |= > ak(6o) | = po [F— 0,
k=m k=m

cuando m tiende a infinito, para todo p en cierto entorno de py. Esto im-

plica que para un n suficientemente grande, la serie 3 v ax n(00) Pr.n (X 1; 60)

34



converge absolutamente a cierta variable aleatoria T,(X,) y

plian(—Xﬂ;) = plimZak,n(Go)Pk,n(j(_n;(?o):

k=0
= Z lim ak)n(Ho)p lim Pk,n(yn; 90) =
k=0 " "
= D aullo) (1 — o). (1.53)
k=0

En particular, como ag »(6) = h(6p), de (1.53) escogiendo p = pg (0 8 = 6),
obtenemos (1.52). O

En la seccién 1.6, se mostré que la sucesién de conjuntos {4, },-, es
no decreciente en el sentido de la inclusién de conjuntos. Sea U = Ui’f’:_l U,.
Diremos que U es el conjunto de las funciones estimable mvu dela NEF(v;6).

Para caracterizar las funciones pertenecientes a U/, de nuevo, distiguire-
mos dos casos.
La medida v tiene soporte finito. En este caso, d, = dim(£2 ) < oo, para
todon > 1, y U es el conjunto de funciones que tienen como estimadores
insesgados polinomios en X,. Una funcién h pertenece a I si y sélo si h es
una combinaci6n lineal finita (con coeficientes reales que no dependen de 6)
de los momentos my, (§) = Eo[X.].
La medida v tiene soporte infinito. En este caso, d,, = dim(£?,) = oo, v el
SPMO es infinito para todo n > 1. Dada una funcién h que pertenece a U,,,
consideraremos su estimador insesgado para un tamano de muestra n > ng,
Tn (_)_(—n) =3 o ak,n(O)Pk,n(Yn; ). Entonces h es analitica en © y la serie
de términos positivos

> a2 O Pin(0)I1%
k=1

es finita para cualquier § € © y n > ny. Tenemos,
0 = limVare (T, (Xn)) =lm ) af (01 Peal;;0)lI20
k=1
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oo

= anlaz,nw)hgnqu,n(-;e)ni,o=Z(D,’ig<u>/k'> limn k! (V) /)"

k=1 k=1

= hmZ(D V() /n)" /KL,

entonces, la serie de términos positivos Y pe; (D5g(u))*(V (u)/n)* /k! con-
verge (absolutamente) para todo § € © y cualquier n mayor que cierto entero
positivo n;. El criterio de la raiz para la convergencia absoluta de una serie,
da

hm{(D )2 (V () /n) /k'}/ <1, paratodo 6 € © yn>n;, (1.54)

Usando la aproximacién de Stirling, k! ~ /27k**1/2¢=* obtenemos de (1.54)
que existe un ndmero real positivo M tal que

l—i;r}x-k"(%ﬂ_lk) (Dﬁg(u))z/k < M/V (1), para todo 6 € ©. (1.55)

Nétese que la condicién (1.55) es una condicién necesaria para que una fun-
cién analitica en ©, h, pertenezca a U. No es dificil ver que esta condicién es
también suficiente.

Ejemplo 1.6 La distribucién de Poisson con pardmetro p tiene funcion de
varianza V(p) = p. Usando (1.55), se puede comprobar que para cualquier
tamano de muestra las funciones g(p) = p=, o > 0 no son umvu estimables.

1.9 Comparacién entre el emv y el umvue

Para simplificar, consideraremos funciones paramétricas de la media de una
NEF(v;0), g(n), tal que h(0) = g(u(6)) € U. El estimador de mdxima
verosimilitud (emv) de g(u) es g(X,), y el umvu estimador es (para todo n

mayor que cierto entero positivo ng),

To(Xn) =Y akn(0)Pen(Xn;6), para todo 6 € ©. (1.56)
k>0
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Notamos que la eleccién de 6 en el lado derecho de (1.56) es arbitraria. Si

escogemos 6 = 6, la solucién de la ecuacién de méaxima verosimilitud

n

> (Xi = p(0)) =0,

i=1
como ag ,(6) = h(f), obtenemos

To(Xn) = 9(X0) + Y arn(Bn) Pen (X3 0)- (1.57)

k>1

Ejemplo 1.7 En la distribucion gamma, ver ejemplo 1.4 , se subtituye p=X,
en el lado derecho de (1.48), obtenemos

— * (-1)FX,*Dkg(X,
Tn(Xn)IZ( ) ug( )

— (np) ik

Ly (np), (1.58)

Notese que (1.58) coincide con la expresion del estimador umuvu dado por
Woodward y Gray (1975). Ellos derivaron esta férmula aplicando el método
del jacknife generalizado al estimador de mdxima verosimilitud y posterior-
mente aplicando al resultado el procedimiento de reduccion de varianza de
Blackwell-Rao. Las condiciones bajo las que estos resultados pueden ser apli-
cados no aparecen de forma clara en su trabajo, bdsicamente es por que en
sus demostraciones la funcion g(p) tiene que satisfacer ciertas condiciones
de regularidad que no son especificadas. En la seccion 1.10, discutiremos
estas condiciones de regularidad, ver también Lopez-Blazquez (1998).

Ejemplo 1.8 Sea Xi,..., X, una muestra aleatoria simple de una distribu-
cion Bernouilli con pardmetro p € (0,1). Esta distribucion pertenece a la
familia NEF-QVF con p =p y V(u) = ~p® + u, (vg = —=1). El estimador
insesgado de la funcion g(p) € U,, (un polinomio de grado a lo sumo n) dado
en (1.57) es

- n*D¥g(p) —
_ P T p=X,, 1.59
() ; kn(n—-1)...(n — k+ 1)7rk’0’n’ P (1.59)
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donde los T satisfacen (ver (1.8)),

N —~ n—k+1 _ N
Thrion = —k{(1—2D)Tron+ 3 Pl — D)Th—10m}-

Toon = 1 Tiom =0.

A partir de 1.26, se tiene que Pk,n(jfn;’e\) = Wk,O,n(gn)' Mas ain, de acuerdo

con el corolario 1.2
lim (n/V ())¥? 71 0.1(8) = coef (0, Hey,).
Por otra parte, del teorema 1.3, obtenemos
plimay,(0.) = D¥g(u)/k.
De (1.7), tenemos que Plyn(jf—n;/én) =0, y de (1.57),
Tn(—X_n) - Q(Yn) = WZ,O,na’Z,n(@\n) + Z Wk,O,n(gn)ak,n(/H\n)7

k>3

por lo cual no es dificil mostrar que
plim n {T,(Xs) — g(Xa) } = V(1) Dg(n)/2 (1.60)

Un resultado mas general es obtenido considerando el estimador

Cm,n(-)—(—n) = Zak,n(/én)Pk,n(yn;b\n), m<d, —1.

k=0
FEste estimador podria interpretarse como una version corregida del estimador

muve.

Siguiendo argumentos similares, como arriba, obtenemos los siguientes

resultados.
Teorema 1.7 Sea g(u) tal que h(8) = g(u(6)) € U, entonces,
plim nk/? {Tn(yn) — C’m,n(—)?n)} =

0, k=2r—1, r>1

(2r — YNV (u) D g(p)/(2r)!, k=2r, r>1
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Como consecuencia, los estimadores C,, ,(X,,) son asintéticamente inses-
gados y si Dyg(u) # 0,

V1 {Crn(Xn) = g(1)} == N (0, (Dog(w))* V(1)) , cuando n — oo,

Incluso en el caso en que la funcién g(u()) no pertenezca alf, pero admite
k derivadas continuas, nosotros podemos usar Cp, »(X,) como un estimador
de g(u), tal como se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.9 En la distribucion Bernouilli con pardémetro p, ver ejemplo
1.8, la funcion eP no pertenece a U, para ningin n. Para estudiar el com-
portamiento del estimador C3,(X,), simulamos 1000 muestras aleatorias de
tamanio n = 10 de una distribucion Be(0.3). El valor ezacto e? = 1.3498
fue estimado usando el estimador de mdzrima verosimilitud y Cs 9. En esta

stmulacion, obtuvimos

sesgo(emv) = 0.0269; sesgo(Cs10) = 0.0150;
ecm(emv) = 0.0417; ecm(Cs10) = 0.0382;

Se puede ver que el sesgo y el error cuadrdtico medio son menores cuando se

usa C3 10 en vez del emu.

1.10 Una extension de la clase U

La extensién que proponemos, viene motivada a que la condicion de inses-
gadez ,

BT (X)) = h(0), paratodod € O,

puede ser muy restrictiva en algunos casos de interés.

Dada una NEF(v;6), consideremos ©y un subconjunto abierto no vacio
del espacio paramétrico ©, y sea X1, ..., X, una muestra aleatoria simple de
una NEF(v;0). Una funcién del pardmetro, h(6), se dice que es estimable
umvu en Oy para un tamano de muestra n si existe una funcion. 7,,. satisfa-

ciendo:
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(1) Tu(s) € ) Lig

6€6o

(i) Eo[Tn(X,)] = h(6), para todo 8 € O,.

En tal caso T,,(X,) es un estimador mvu de h(f) para un tanario de
muestra n en ©g. Denotamos por U,(0y) al conjunto de las funciones es-
timable umvu para el tamano de muestra n en 6y. Es obvio que en el caso
Oy = O, tengamos que T,(X,) es el estimador mvu (usual) de (0).

Es importante notar aqui que todos los resultados obtenidos en este tra-
bajo se verifican si sustituimos la frase 'para todo 8 € ©’ por 'para todo
6 €06

Algunos otros desarrollos son posibles relajando la condicién de inses-
gadez. Supongamos que h(f) es una funcién que no pertenece a U, pero que
existe una sucesién de funciones {h,(0)}, tal que h, € U, para todo n > 1
y lim, h,(6) = h(8), para todo § € Oy un subconjunto no vacio de ©. La
sucesién de los correspondientes estimadores insesgados {T,(X,)} (donde

h,.(8) = E¢[Tn(Xn)], para todo 6 € Og) es (bajo condiciones que deben ser
precisadas en cada caso) asintéticamente insesgado y asint6ticamente normal.
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Capitulo 2

Algoritmo para la Obtencién de
Estimadores Insesgados en
Distribuciones de Series de

Potencia

2.1 Introduccion

Sea g(0) = Y, 9=0”, una funcién analitica, con radio de convergencia R > 0
(posiblemente infinito) y tal que g, > 0, para todo z > 0. Una variable
aleatoria discreta X cuya funcién de probabilidad es de la forma

Py X =z] = g¢.6%/9(0), z=0,1,...; 8 €(0,R),

se dice que sigue una distribucién de series de potencia (psd), ver Kosambi
(1949) y Noack (1950). Se denotard X ~ PSD(g(f)). Esta familia ha sido
estudiada muy extensamente, para una lista de buenas referencias ver John-
son, Kotz y Kemp (1992) y las referencias allf incluidas. Algunas extensiones
importantes de esta familia son, por ejemplo, la distribucién de serie de po-
tencia modificada (mpsd), Gupta (1974), que también ha sido ampliamente
investigada. Aunque solo se considerard en este capitulo la familia psd, los
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resultados que se obtienen pueden ser ampliados sin mucha dificultad a la
familia mpsd. ,

Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria simple de una PSD(g(6)). El es-
tadistico S, = Y . X; es suficiente, completo y sigue una PSD(g"(0)).
Siguiendo el resultado cldsico de Lehman-Scheffe-Blackwell-Rao, la unicidad
del estimador umvu de una funcién paramétrica es obtenida como una fun-
cién de Sy, si éste existe. Condiciones para la existencia del estimador umvu
en la familia psd han sido investigado por Patil (1963). Un método bésico
para la obtencién del estimador umvu, 7'(S,), de una funcién del pardmetro,

h(6) =Y h;#",6 € (0,R),
=0

en una PSD(g()) fue dado por Roy y Mitra (1957), que obtuvieron la
siguiente expresion

T(s) = (Z hjgs—jn)/gsn, siempre que gsn # 0. (2.1)

j=0

Aunque (2.1) es una férmula fécil, no puede usarse facilmente en ciertas
circustancias, por ejemplo en el caso de que el valor del estadistico suficiente
S, = s sea moderadamente grande, digamos que algunos cientos (lo cual es
una situacién usual). Entonces, necesitamos conocer esos cientos de coefi-
cientes del desarrollo de h(6) y g™ () los cuales no son faciles de obtener. Mds
auin, cuando s crece g;, usualmente tiende a cero muy rapido, entonces la
evaluacién numeérica del cociente en el miembro derecho de (2.1) puede dar
lugar a resultados numéricamente inestables.

Es bien conocido que la truncacién (derecha, izquierda o ambos) de una
psd es también una psd. La estimacién de minima varianza para clertas
familias psd truncadas ha sido investigada, entre otros por, Joshi y Park
(1974), Charalambides (1974), Jani (1977, 1978), Kumar y Consul (1980)
y Voinov (1986). Bésicamente, estos autores usaron (2.1) y los estimadores
insesgados obtenidos se expresan en términos de nimeros de Stirling Gene-
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ralizados definidos adecuadamente para cada situacion estudiada. Desafortu-
nadamente, estos métodos solo pueden ser aplicados en una subclase limitada
(pero importante) de la familia psd, entre otras, a la serie logaritmica trun-
cada, la Poisson decapitada y la binomial negativa truncada. Es mads, ni
la varianza ni un estimador de la varianza pueden obtenerse mediante los
métodos desarrollados por los autores anteriormente mencionados. Este in-
conveniente limita la posibilidad de realizar més inferencias a partir de los
datos, tal como la construccién de intervalos de confianza.

En este capitulo se verd un algoritmo general para la obtencion de esti-
madores insesgados en las familias psd. Este método se basa en los desar-
rollos de los estimadores insesgados en términos de polinomios ortogonales.
Hace algunos anos, este método se podria haber considerado impracticable,
pero hoy en dia éste no es el caso, gracias a los software matemadticos (como
MAPLE o MATHEMATICA entre otros), capaces de manipular expresiones

algebraicas simbélicas y potentes rutinas numéricas.

2.2 Estimacién insesgada en la familia psd

Como se ha mencionado arriba, nuestro algoritmo estd basado en los desarro-
llos ortogonales para los estimadores insesgados. En esta seccién se estudia-
ran algunos hechos bésicos sobre estos desarrollos.

Dado un nimero real, 7, y un entero positivo j, se denotara

i =r(r—1)-. (r—j+1),

y rl0 =1,

Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria simple de una PSD(g(f)). Es bien
conocido el resultado de que S, = ). | X; es suficiente, completo y sigue
una PSD(g"™(0)). Los momentos factoriales de cualquier orden de S, existen
y son obtenidos como:

PDUO) . (29)

fin(8) = Eo[S9)] = 7 (0) >
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donde D denota el operador derivada con respecto a 8.
Sea
sop(Sy) = {s: Pp[S, =s| > 0}
el soporte de S,,. Para 6 € (0, R), consideremos

ng_{T Eo[T?(S,)] < o0},

que es el conjunto de funciones reales de cuadrado integrable definidas en
sop(Sy,). Se sunpondra que dos funciones Ty, Ts € ['?z,e son iguales (6 equi-
valentes) si y solo si v, {T} # T2} = 0, con v,, la medida cardinal en sop(S,,).
Se puede comprobar ficilmente que [,%’9 es un espacio lineal de funciones
cuya dimensién coincide con el cardinal del soporte de S,,.

Consideremos en L2 ; el producto escalar
(T, To) g = E[T1(Sn)T2(5n)]-

Entonces (L2, (-,-),) es un espacio de Hilbert. El conjunto de poli-
nomios, {sm} >0 completo en L 5. Este conjunto puede ser ortonormal-
izado, utlhzando por ejemplo, el método de Gram-Schmidt , para obtener
un sistema de polinomios ortogonales, { Py (s,8)}r>0. El mimero de poli-
nomios en el sistema ortogonal es igual a d = dim(L% 5) = #sop(S.,). Estos
polinomios pueden ser escritos como

Prn(s,0) = Za’” s k=1,...,d—1, (2.3)

con Fy,(s,0) = 1.
Cualquier funcién T(s) € £2 ; admite un tinico desarrollo en términos de
los polinomios ortonormales de la forma

T(s) =Y c(6) Pen(s,8), con ck(8) = (T, Pyn), - (2.4)
k>0
Usando la propiedad de ortogonalidad de los polinomios se puede com-
probar que

EolT(Sa)) = col6) v Vare(T(S)) = 3. (). (2.5)
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Sea h(f) una funcién paramétrica que admite un estimador insesgado,
T(S,), para un tamafio de muestra n con varianza finita, es decir,

(1) Eo[T(S,)] = h(6), para todo 6 € (0, R).

(ii) Vare(T(S,)) < oo, para todo 8 € (0, R).

En esta situacién, T(S,) es el estimador umvu de h(f). Notese que la
condicién (ii) es equivalente a decir que T € L'fw para todo 8 € (0, R).
De (i), se tiene,

> T(s)gand® = g"(0)R(6), 0 € (0, R). (2.6)
s>0
Derivando j veces en ambos miembros de (2.6), usando la férmula de Leibnitz
para la derivada de un producto y (2.2), se obtiene
! ~ (i
T(s)sVg, .0°~7 = g™(6) ( >0m—f Ficmn(0)D™h(6), 0 € (0, R),

0 equivalentemente,

(T(s), sy, =3 (jn ) O™ fi—mn(0)D™R(8), 6 € (0O,R). (2.7

m=0

De (2.4) y (2.7), obtenemos

k k .
() = {Zak,j(e) (T]n) fj_m,n(e)} o™ D™ h(0), k> 1, 6 € (0,R).

m=0 \ j=m

co(0) = h(6) (2.8)

Como conclusién de (2.8), se tiene que los coeficientes en el desarrollo
ortogonal del estimador umvu de h(6) se pueden obtener sin un conocimiento
explicito de T, solo se necesitan las derivadas de h. Nétese también que hay
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muchas representaciones de T' en series ortogonales: una para cada posible
valor del pardmetro 6.

El procedimiento arriba descrito para la obtencion de estimadores inses-
gados puede parecer un poco complicado y dificil en situaciones practicas.
Sin embargo en este capitulo se mostrard lo contrario: este método puede
ser facilmente implementado en el ordenador usando un software adecuado.
Aqui ‘software adecuado’ significa un programa con célculo simbdlico, alge-
bra matricial y manipulacién de series de potencia.

Hay algunos casos particulares en los cuales el método descrito arriba lleva

a expresiones cerradas de estimadores insesgados. Veamos algunos ejemplos
de distribuciones psd en las cuales el sistema de polinomios ortogonales es
bien conocido, se verd también el desarrollo ortogonal de los estimadores
insesgados en estas familias.
a) La distribucion binomial. Una distribucién binomial, Bi(NN,p), con N un
entero positivo conocido y p € (0,1) es una PSD((1 + 6)") con 6 = p/q,
q = 1 —p. En este caso, d = dim( £2 ;) = Nn + 1. Un sistema ménico de
polinomios ortogonales en L2 4 es

Py n(s, p) = klky (s;nN, ]—l\l}-) ,k=0,..,Nn,u= Np,

con ki (s;N,p) = Z;?:o (ki]) (Nj_s)(—l)jqu’““j , el k -ésimo polinomio de
Krawtchouk. ‘

El desarrollo ortogonal del estimador insesgadode una funcién h(p) es

Nn
n DER)D(Nn - k+ 1)NE,
T(S'n) - k§=0 F(Nn + 1) kk (S7W’N7 p) :

b) La distribucién binomial negativa. Una distribucién binomial negativa,
NB(r,p), con r > 0 (conocido) y p € (0,1) es una PSD((1 — 8)~") con
8 =1—p. En este caso d = oo, entonces el sistema de polinomios ménicos

ortogonales en ﬁ%,e es infinito y viene dado por
1—p k
Pn(s,p) = (—1>'°(——) me(sinr, 1~ p)k > 0
p
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con my(s; a, q) = (—1)kk! Zf:o (j) (",f:]a) g7, el k—ésimo polinomio de Meixner

de primera clase.

El desarrollo ortogonal del estimador insesgado de una funcién h(p) es

mp(Sp;nr, 1 —p).

— D*h(p)D(nr)(r(1 — p))*
T(S,) =
(5) kZ:% [(nr + k)p*k!
¢) La distribucidn de Poisson. Una distribucién de Poisson, P(6),0 > 0,
es una PSD(exp(f)). De nuevo d = oo y el sistema de polinomios monicos

ortogonales en L2 , es infinito y viene dado por

Pin(s,0) = CI(s) = i ('J‘“) C) §1(=n)* .k >0,

=0
con C™ el k-ésimo polinomio de Charlier.

El desarrollo ortogonal del estimador insesgado de una funcién h(p) es

©  k
r(s.) = > 2000 (s,)
k=0
Las expresiones de los estimadores insesgados dados en los ejemplos an-
teriores pueden ser obtenidas a partir de los resultados del capitulo 1 y de
Morris (1983). Las propiedades utilizadas sobre los polinomios ortogonales
pueden encontrarse en Chihara (1978).
En general, sea h(#) una funcién paramétrica de una PSD(g(6)) y T(S,)
un estimador insesgado para el tamano de muestra n. Se mostro en la intro-
duccién que T'(S,,) admite un desarrollo ortogonal de la forma

d—1
T(Sn) =Y _ cx(00)Pin(Sn, bo), o € (0, R). (2.9)

k=0

En la préctica los siguientes problemas surgen cuando se trata de usar la
la expresién (2.9) para obtener un estimador insesgado de h(6) :
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(1) Puede ocurrir que d = oo o d sea finito pero muy grande. Esta
dificultad puede ser reducida si en vez de utilizar el estimador insesgado se

usa una aproximacion truncando (2.9):

m

T(Sn) = _ cx(60)Pen(s, ), b0 € (0,R), y, m < d (2.10)
k=0

con m pequeno pero lo suficientemente grande para que la diferencia entre

T(S.) y fm(Sn) sea pequefia con probabilidad préxima a uno.

En cualquier caso, el objetivo final es implementar en el ordenador un pro-
cedimiento para calcular (2.9), necesariamente, en muchos casos, se debers
truncar el nimero de términos en el lado derecho de (2.9), dada la imposi-
bilidad de trabajar con series infinitas o con un gran mimero de términos.
Para tamanos de muestra moderado (por ejemplo n sobre 20), se observa que
escogiendo m = 4 se obtienen aproximacionnes satisfactorias.

(i1) La obtencion de polinomios ortonormales. En el primer capitulo se
dieron varios métodos para la obtencién de polinomios ortonormales. Por lo
tanto para la familia psd, puede usarse cualquiera de ellos , por ejemplo, el
método de Gram-Schmidt. Alternativamente, en la seccién 2.3 se da otro
procedimiento para la obtencién de polinomios ortonormales hasta un grado
m.

(15i) La obtencion de los coeficientes de Fourier i . Se verd en la seccién
4 que estos coeficientes pueden ser obtenidos multiplicando cierta matriz E,,
por el vector de derivadas D, = (h(8),h (8), ..., '™ (6p)). La matriz E,,
es independiente de la funcién h(f), asi que podra ser reutilizada para la
estimacion de cualquier otra funcién paramétrica usando los mismos datos.
Sucesivas derivadas de una funcién pueden ser ficilmente obtenidas por el
método FFT, ver Henrici (1993), vol. 3. Afortunadamente, estas rutinas
para la obtencién de derivadas estdn implementadas en los paquetes estadis-
ticos que se mencionaron en la introduccién. Los coeficientes de Fourier son
también tiles para la obtencién de un estimador de la varianza del estimador
insesgado (aproximado).
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2.3 Polinomios ortonormales

La aproximacion del estimador insesgado dado en (2.10) requiere polinomios
ortonormales hasta un grado m < d. Un método para la obtencién de P, =
P n(Sn,00), para k =0, ...,m es el siguiente.

De (2.3), usando notacién matricial y omitiendo argumentos por simpli-

cidad, se tiene

[ P() | ] G0 0 0 .. 0 } r 1 ]
5! ae o1 0 0 Sn
Py | =] ago azp aze 0 s (2.11)
L Pm | i am,O am,l O‘m,? am,m 1L Sle] |
6 bien:
P, = A,S,.. (2.12)

Entonces, multiplicando en (2.11) por las traspuestas y tomando espe-

ranza en ambos miembros, se obtiene
Eg PPt | = A Eg, [SmSE AL . (2.13)
Dada la ortogonalidad de los polinomios, se tiene
(Eoy [PrmlPro])i; = 6i5

por lo tanto, el lado izquierdo de (2.13) es la matriz identidad de dimensién
m+1, L.

Denotemos por G, = Eg,[SmSt,] = (9:,;(60))i j=0,..m que es una matriz
simétrica y definida positiva cuyos elementos

9:,3(60) = Ego (S} SH]
se pueden obtener usando la siguiente relacién de recurrencia:
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90i(00) = fin(bo), j =0,
Gi+1(00) = Gij+1(60) + (J —9)9i(60), 1=0,...,m; j=2i+1 (2.14)
g;i(0o) = gi;(0o), C j<i+ 1

Entonces, (2.13) quedaria

de donde
Gm = AN (AN (2.15)

De (2.15), se tiene que G,, es una matriz positiva y como A;! es una
matriz triangular inferior, la descomposicién de G,, como A, (A1) es la
descomposicién de Cholesky. Dada una matriz positiva M con descomposi-
cién de Cholesky M = CC¥, con C una matriz triangualar inferior, denotare-
mos C = Cholesky(M). Entonces, en este caso, la matriz de coeficientes de

los polinomios ortonormales es
A, = (Cholesky(G,,))™". (2.16)

Para el cdlculo de A, se tiene que invertir la matriz Cholesky(G,,). Afor-
tunadamente, esta es una matriz triangular inferior y la inversion de esta
clase de matrices requiere muchos menos cdlculos que la inversién de una
matriz completa. La descomposicién de Cholesky estd implementada como
una subrutina en muchos paquetes matematicos.

Un procedimiento alternativo para la obtencién de polinomios ortonor-
males es el siguiente:

1. Se construye la (m + 1) x (2m + 2) matriz G = (G,,|Lny), donde
Gm = Eeo[Smen] = (gi,j(eo))i,j=0’._',m € ]Im+1 es la (m + 1) X (m + 1)
matriz identidad.

2. Usando el método de eliminacién por filas de Gauss se obtiene
(Tyt1|Bms1), donde T,y 1 es una matriz triangular superior de dimen-
sién (m + 1) x (m + 1).
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Se puede comprobar que B,,,; es una matriz triangular inferior
(m + 1) x (m + 1) con todos sus elementos en la diagonal iguales a
1. La fila (k + 1)—ésima de B,,; da los coeficientes en orden ascen-

dente del polinomio ortogonal ménico de grado k, es decir, G ; con
k
Qx(s,00) = Zﬁk,j(e)sm, k=0,..,m.
j=0

El (k + 1)-ésimo elemento de la diagonal de Tp,41 es (Qx, Qk)zo . Por
lo tanto, los coeficientes del polinomio ortonormal de grado k, G ;(9),
se pueden obtener dividiendo la fila (k + 1)-ésima de B,,;; por la raiz
cuadrada del k-ésimo elemento de la diagonal de la matriz T,,1; -

2.4 Algoritmo

Los datos que se deben introducir en nuestro algoritmo son:

a) La funcién analitica: ¢(6);
b) El tamaino de muestra: n;
c¢) La funcién a estimar: h(6);

d) El grado del polinomio de mayor orden que se usard en la aproximacion:
m;

e) El valor muestral de estadistico suficiente: S, = s;

Los pasos a seguir en este algoritmo, serdn los siguientes:

1. Escoger un valor arbitrario de 6p;

Aunque el valor de 6, es arbitrario, se recomienda escoger 6, = esti-
mador de méxima verosimilitud (emv) de 6.
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. Calcular los (2m+1) primeros momentos factoriales fo .(60), f1(60), .-,
f 2mmn (60) .

Estos momentos, pueden ser calculados desarrrollando la funcién ge-
neratriz de probabilidad de la PSD(g™(6p)),(que en este caso es
Gn(t;00) = (9(6ot)/g(60))™), en serie de potencia alrededor de t = 1,
puesto que este desarrollo es

i) (1.
%Uﬂ&=§:gﬂ&ﬂﬁﬁ—ﬂj

|
>0 J:

y es bien conocido que gi)(l;ﬁo) = f;n(6p). Este desarrollo se puede
realizar con un software matemadtico adecuado, por ejemplo, en MAPLE,
usando la instruccién taylor(G,(t;6p),t = 1,2m + 1).

. Construir la matriz G,,. Para esto, basta usar la relacién de recurrencia
dada en (2.14).

. Calcular la matriz de coeficientes del polinomio ortonormal: A,,, como
se vio en (2.16), y la matriz de los polinomios: P,,, ver (2.12).

. Calcular la matriz E,, = A,,H,,, donde H,, es la matriz triangular
inferior cuyos coeficientes son

0, st 1< 7,
hi’j -
()0 fingy s P2

. Calcular el vector C,, = E,,,,,, donde B¢, = (h(), h'(6b), .... h{™(6))".
El k-ésimo componente de C,, es el k-ésimo coeficiente de Fourier del
desarrollo ortogonal del estimador insesgado, ver (2.8).

. Calcular la aproximacién del estimador insesgado T, m(Sn) = CL P, ver
(2.10).
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8. Si en el paso 1, 6y se escogié como el estimador de maxima verosimi-
litud de 0, entonces una aproximacién del emv a la varianza del es-
timador insesgado es dada por V= Ct C,,, véase la expresion de la
varianza dada en (2.5).

2.5 Ejemplo

Este ejemplo fue dado por Newell (1965). Se obtuvieron muestras de saliva
de pacientes de los cuales se sospechaba que podian padecer una enfermedad
maligna. De cada muestra se obtuvieron cuatro pequenas submuestras y
se clasificaron independientemente como positiva (maligna) o negativa (no
maligna). Asi, cada muestra puede ser clasificada de 0 al 4 dependiendo del
nimero de submuestras malignas. Desde el punto de vista patoldgico las
muestras son clasificados en tres categorias:

a) muestras no malignas, las cuales dan resultado negativo en todas las
submuestras.

b) muestras gravemente malignas, que darfan resultado positivo en todas
las submuestras.

¢) muestras parcialmente malignas. Para ésta, se supone que hay una
probabilidad, p, de que cualquier muestra seleccionada aleatoriamente sea
clasificada como positiva, tendriamos por tanto una distribucién binomial de
parametros n =4y p.

Cuando se tiene una muestra con cuatro ceros se clasifica en muestra
no maligna, sin embargo no se sabe si esta podria pertenecer a la binomial
(z = 0). Similarmente ocurrirfa en el caso de tener una muestra con cuatro
positivos que perteneceria a las muestras gravemente malignas y no se sabria
si pertenece a la binomial. Asi, se tiene un modelo binomial doblemente
truncado.

De 87 muestra con al menos una submuestra positiva siendo muestras no
malignas, el patélogo observo: |

n; = 45 muestras con exactamente 1 positiva; ny = 27 muestras con
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exactamente 2 positivas; ny = 15 muestras con exactamente 3 positivas.
Con estos datos, se estima la probabilidad de cada una de las categorias
de la binomial doblemente truncada, i.e.,

4 . ,
PX =z]= (z)p”q“ /(1—p*—¢*), paraz=1,2,3yqg=1—p.

Se muestra en la tabla 1 la estimacién para las diferentes frecuencias usando
(2.10) con m = 4, 6, y 10. También se muestran los emv de la varianza de
estos estimadores

Ty Va T Ve Ty Vio
z =11 0.4795 | 2.294x1073 || 0.4795 | 2.294x1073 || 0.4796 | 2.294x10~3
= 0.3857 | 4.150x10~* || 0.3858 | 4.151x10~* || 0.3858 | 4.161x10~*
z=3{ 0.1347 | 7.734x10~* || 0.1347 | 7.734x10~* || 0.1347 | 7.734x10~*

Se observa que la truncacién en m = 4 da aproximadamente el mismo
resultado que en el caso m = 6 or 10.

2.6 Conclusiones

Se ha dado un algoritmo para la obtencién de un estimador (aproximada-
mente) insesgado en distribuciones de series de potencia. Algunas de las
ventajas del algoritmo son:

-Es vélida para cualquier psd.

-No requiere e} cdlculo explicito de la distribucién del estadistico sufi-
ciente.

-No utiliza generalizaciones de los niimeros de Stirling.

-Es posible obtener estimaciones de la varianza de los estimadores.

El algoritmo esta basado en desarrollos ortogonales de los estimadores y

pueden ser facilmente implementados usando programas matematicos como
MATHEMATICA o MAPLE.
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Capitulo 3

Aproximacién de Poisson a la
Probabilidad Binomial

3.1 Introduccion

En 1837, el matemadtico francés Siméon-Denis Poisson derivé la distribucién
que llevaria su nombre como una aproximacién a la ley binomial. Desde
entonces, se han desarrollado diferentes aproximaciones y relaciones entre
las distribuciones binomial y Poisson. Para una revisién sobre estas apro-
ximaciones puede verse, por ejemplo, Johnson, Kotz y Kemp (1992) y las
referencias alli incluidas.

En el resultado principal de esta seccién, que se verd en el Teorema 3.1, se
obtiene un desarrollo en series de polinomios de Gram-Charlier tipo B para
probabilidades binomial el cual es védlido para cualesquiera valores posibles
de los pardmetros N y p de la distribucién binomial. Un hecho curioso sobre
este desarrollo es que depende de un pardmetro arbitrario A > 0, asi que
el desarrollo obtenido refleja como una distribucién binomial dada puede ser
aproximada por una distribucién Poisson arbitraria. Se mostrard que usando
unos pocos términos de la serie y escogiendo adecuadamente el pardmetro A
se obtienen algunas de las aproximaciones clésicas de la probabilidad bino-
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mial a la probabilidad Poisson, asi como otras posibilidades. Si se desea una
precisién mayor, entonces pueden sumarse mas términos para obtener una
aproximacion mejor. Los términos de la serie se pueden obtener ficilmente
usando la férmula de recurrencia de los polinomios de Charlier. Como una
aplicacion de nuestro resultado, se verd un método para aproximar probabi-
lidades hipergeométricas a probabilidades binomiales. En la seccién 3.3, se
verd que cuando N tiende a infinito y A = Np > 0 permanece fijo, la conver-
gencia de la aproximacién propuesta a la probabilidad binomial es bastante
fuerte. Casos particulares de los resultados aqui obtenidos revelan algunos
aspectos del comportamiento limite de la aproximacién clasica de Poisson a

la distribucién binomial.

3.2 Aproximacién de la Probabilidad Bino-
mial

Denotaremos la funcién de probabilidad de las distribuciones de Poisson y

binomial respectivamente por

p(z;A) =e /2!, z=0,1,..., A > 0;

z

N _
b(z; N,p) = ( )pz(l——p)N f,rx=0,1,...,N,

con N un entero no negativo y p € (0,1) . Las probabilidades acumuladas de
la Poisson y de la binomial se denotardn respectivamente por

P(x;A>=Zp(x;A)

B(z;N,p) = Zb(w;N,p).
=0
Consideremos los polinomios de Charlier, ver Chiara (1978), p170,
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C¥(z) = i <k> (“,’)j!(—a)k*f, k=0,1,...; a>0  (3.1)

=0 /NI

Estos polinomios satisfacen las siguientes propiedades:

(P1) C*(z) = (—a)**p(z; A)/p(x; A), con 7 el operador diferencia definido
como 7 (z) = f(z)  f(z 1)

(P2) C,Ei)l(a:) = (z—a—k)C™(z) — kaC™ (z), k > 1; con
Co(z) =1,
CNz) =z -«
(P3) S22, C’,Ea) (x)CJ(a)(a:)p(x; A) = Ela6,;, con 6y la delta de Kronecker.
(P4) Los ceros de C’,(ca) (z) son todos reales, simples y localizados en (0, c0).

Sea Xj, X, ..., X,, una m.a.s. procedente de una Poisson de parametro A.
Consideremos S, = = 3" | X; que es un estadistico suficiente y completo,
ademds su funcién de probabilidad en funcién de p es

s ()™ 12
sy = oA =0 == .. 3.2
f (57 y’) € (ns)! 3 S 0> n? n) ( )
Considérese también la funcién
(rp)™

h(p)=p(ry;ru) = e‘r“m

Calcularemos el estimador umvu de h (u), mediante la teoria de poli-
nomios ortogonales que hemos desarrollado en el primer capitulo. Pero tam-
bién podemos calcular el estimador umvu de esta funcién por otros métodos,
por ejemplo el de Karakostas(1985). Como el estimador umvu es tinico (c.s.)
estos dos deben coincidir. Veamos cuales serfan estos estimadores por ambos
métodos.
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El método de Karakostas nos dice que si podemos descomponer la funcién
de densidad de un estadistico suficiente y completo, S,, de la forma

fulsi) = s s (1)

donde f*(s;p) es una funcién de densidad y h(u) es la funcién a estimar.
Entonces el estimador umvu de A (p) es Ty, (Sn) = w (S,) .

En nuestro caso, podemos descomponer la funcién de densidad del es-
tadistico suficiente y completo (4.1) como

() ()t (s —ry)tn™ o, (=) @) )™
(ns)t (ms)l(n—r)" "y (ns —ry)! (ry)!
Tomando ()1 ( ) .
ns)t(n — )™ "V
w(s) = (ry)! (ns — ry)Inns
* /.. = p—{n-T)n ((TL — T) /‘l‘)ns—ry
f2(sim) = e —
’ (r)™
e (TR
h(p)=e ™",
) (ry)!
se tiene

no- (@D e

Considerando z = ry, N =ns y p = r/n. Reparametrizando tendremos

7,6 = (1 ) (1= = bl Vo) (3.4)

El estimador umvu de esta funcién, mediante los desarrollos ortogonales,
segin vimos en el capitulo anterior es de la forma
— D*h (u)

T (8) = —k"n—k"clgn#) (TLS) (35)

donde D* denota la derivada k-ésima con respecto a u.

a8



Teniendo en cuenta la férmula de Leibnitz para derivada de productos,
obtenemos

o (o .
Db ) = W i (3.6)
donde

e T)”

TY;TU) =€ K.

p(ry;ri) )l

Subtituyendo (3.6) en (3.5) tenemos
o (v S G (Y o
T(s)=p(ry;ru) kz:; WC (ns)

Considerando como antes z =ry, N =ns ,p=r/ny = Ay repara-
metrizando tendremos

oo

T (s, ) Z Lo () (3.7)

k=

Igualando (3.4) y (3.7), se obtiene:

Teorema 3.1 Para todo entero x y N, tal que 0 < z < N, p € (0,1) y
A>0

0 ~(\)
b N,p) =p ()Y ?—’“%Wﬂ () (33)

La eleccién de A en el Teorema 3.1 es irrelevante, en el sentido de que
para todo A > 0, la serie en el miembro derecho de (3.8) converge al mismo
valor: b(z; N,p). Nétese que el Teorema 3.1 proporciona una relacién exacta
entre cualquier distribucién de Poisson y cualquier binomial.

La truncacién de la serie (3.8) y una eleccién adecuada de A nos dard
aproximaciones a la distribucién binomial. Denotemos por

m

&)
Am(z; N,p, A) = p(z; \) }:( )kc (z) cHPI(N). (3.9)
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Los términos de la aproximacién dados en (3.9) pueden ser facilmente
obtenidos usando la relacién de recurrencia de los polinomios de Charlier,
dada en (P2)

Vamos a ver algunos ejemplos numéricos. Por ejemplo, para la aproxi-
macién de b(2;10,0.5) podemos escoger A = 6 y m = 0. En este caso, la
diferencia absoluta entre Ay(2;10,0.5,6) = 0.04462 y b(2; 10, 0.5) = 0.04394
es < 1073, pero escogiendo A = 5, necesitamos m = 11 para obtener la misma
precisién. La aproximacién usual a la Poisson (que no es recomendable en
esta situacién) da p(2; 5) = Ao(2;10,0.5,5) = 0.08422. En una situacién gene-
ral, dados los valores z, N y p, serfa ideal si pudieramos determinar una elec-
cién 6ptima para A, entendiendo por éptimo que el mimero de términos en
(3.9) nos de una cierta precisién prefijada con un minimo nimero de tér-
minos. Este problema no es ficil de resolver. Esta afirmacién esta basada
en el comportamiento aparentemente errdtico de A, (z; N,p, ). Para ilus-
trar este hecho, supongamos que intentamos aproximar b(z; N,p) con una
cierta precisién € > 0. Para un A > 0 dado, definimos m(\, &) como el
menor entero tal que | b(z, N,p) — Am(z; N,p, A) |< €. En el caso particular,
z =20, N =100, p = 0.4 y £ = 1078, obtenemos los siguientes resultados
para valores diferentes de A :

A 40.0 | 48.3 | 48.5 | 48.7148.9(49.1 |31
m(Xe) | 13 | 8 1 1 5 10 | 2

Como se puede ver, pequefias variaciones de A producen grandes saltos en
m(A, €).

Entre las infinitas posibilidades para A, podemos escoger A = X=N P.
Esta eleccion es particularmente interesante pues de esta forma se igualan los
momentos de primer orden de la distribucién binomial y de la distribucién
de Poisson que la aproxima. En este caso, (3.8) adopta la forma

b(z; N,p) = p(z; ) Y CEMP (@) ne(N), (3.10)
k=0

w(N) = (KNFYTCM (V).

60



De la férmula de recurrencia dada en (P2), obtenemos

(k 4+ 1)Nypsr(N) = =kn(N) — 1e-1(N), k=1

(3.11)
Yo(N) =1; m1(N) = 0.
En particular,
n(N) = —-@2N)™}
v3(N) = (3N?);
ya(N) = (8N*)™1 — (4N*)7%;
y5(N) = —(6N*)"" + (5N
v6(N) = —(48N%)~ + 13(72N*)™! — (6N®) 7,
y en general, por induccién, puede probarse que
e(N) = gkN—[(k+1)/2l +o0 (N—[(k+1)/2]) (3.12)
con ;
(_.1,) , k=25, j=1,2,...
27 4!
gk = _
(1)t

o FeYHL i

La truncacién de la serie en el lado derecho de (3.10) daria lugar a

Az N,) = p(@ 0) 3 CP @)V, (3.13)

k=0
En particular, si m = 0 6 1, obtenemos la aproximacién cldsica de ia
binomial a la Poisson
Ai(z; N, A) = p(z; A),
¢ si m = 2, teniendo en cuenta que C5¥(z) = (z — )% — z, obtenemos

As(z; N, X) :p(x;X){1+§1N{x—(a:—X)2}}, (3.14)
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que es la aproximacién dada por Burr (1973).

Desarrollos similares pueden obtenerse para la funcién de probabilidad
acumulada de la Binomial. Es méds, para aquellos enteros positivos z y N,
tales que 0 <z < N, p € (0,1) y A > 0, siguiendo un argumento similar al
dado en el teorema 3.1, obtenemos

k-1 C (z)
«M@Nm%:HaM—p(ESQ) = cﬁm(>)ma».@1m
k=1
En particular, escogiendo X = Npen (3.15), obtenemos el desarrrollo
asintético

B(z;N,p) = P(z; ) +i PNAvias (m;X)fyk(N). (3.16)
k=2

De nuevo, la truncacién de la serie (3.16) da aproximaciones a la funcién
de probabilidad acumulada de la binomial. Por ejemplo, usando dos términos
de la serie (3.16) obtenemos la aproximacién de Kolmogorov, ver Johnson,
Kotz y Kemp (1992), p.119,

B(z; N,p) = P(z;A) — Np? 7* P(z; X)/2.

Los resultados presentados en esta seccién pueden ser usados para obtener

aproximaciones a la probabilidad hipergeométrica

(G  b(a; Ny, n/N)b(n — z; Na,n/N)

in = T — A7
h(z;n, Ny, N) (1:1,) bn: N, n/N) ) (3.17)
para maz(0,n — Ny) <z <min(n,N;) y No =N — Nj.
Sea p= Ni/N y ¢ =1 — p. Tenemos la siguiente aproximacioén
- C(“P)( ) Cénp)(m)
mmmwm=meQf o+ | (3.18)

C'énq) (n—z) N C§"") (n —x)
2Nq 3N2g?

b(n — z; No,n/N) = p(n — z;nq) (1 -
(3.19)
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2N 3N

Multiplicando (3.18) por (3.19), dividiendo (3.20) y despreciando térmi-
nos de orden o(/N~?), obtenemos,

b(n; N,n/N) = p(n;n) (1 - () + 65" (ﬂ)> : (3.20)

1

h(z;n, N1, N) = b(z;n,p){1 + SNpY

{w* +u(qg—p) +nplqg—p) — np°} +

+ (Nzqu)2 {pqu*/4+(q—p)u*/3+((7/2—n)pq/2— v’ +2(q—p)(1/3 - npq)u+

2np(q — p) + (npq)*}, (3.21)
con u = I — np.
Notese que la aproximacién dada por Ord (1968) esta formada por los
primeros dos términos de (3.21). Mejores aproximaciones pueden obtenerse
incluyendo mas términos en (3.18), (3.19) y (3.20).

3.3 Propiedades de las aproximaciones

En este apartado, investigaremos el comportamiento limite de las aproxima-
ciones A,,(z; N, ), cuando N tiende a infinito con A = Np permaneciendo
constante. Supondremos que b(z, N,p) = 0 si z no es un entero entre 0 y N.

La llave para este estudio nos la proporciona el siguiente teorema

Teorema 3.2

im NN bz, N, p) — Am(z; N, V)P /p(2, ) = Sman(2). (3:22)
z=0

donde,

(m 4+ )12, A™ L + (m + 2)1g2, ,A™ 2, sim es par
Smi1(A) =

(m + 1)1g2,  A™, sim es impar.
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Demostracién. De (3.9), para enteros z > 0, N > 0,
{0z, N,p) — Az N, N} (2,3 { PREAl } . (329
k=m+1

entonces, usando la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Charlier,
ver (P3), y (3.12), tenemos,

2 {b(z, N,p) = Am(; N, N} /p(x, A) =
= 5 { S s OO @M} e ) = T2 BE(VIN =

— N—2[(m+1)/2] (m + 1)!972n+1)‘m+1 + N—2[(m+2)/2] (m + 2)!91%1_*_2)\1’”,—&-2_*_

+O(N—2[(m+2)/2])’
de donde (3.22) se obtendrfa. : a

Como muestra el teorema 3.2, la convergencia de la aproximacién es bas-
tante fuerte.

Corolario 3.1 Sea h(z) > 0 una funcién tal que

=" hA(z)p(z, \) < oo, (3.24)

z2>0

para A > 0. Entonces,

Hii oo N/ S [b(z, N, p) = Apn(; N, )| B(z) < SH2, (00 HV2(0).
z=0
(3.25)

Demostracién. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, obtenemos

> 16(z, N,p) = Am(z; N, N)| h(z) <
z=0
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oo 1/2 / o 1/2
< (Z(b(x,N,p)—Am(x;N,A))Q/p(w,A)) (Zh2(fc)p(wﬁ)> ,

z==0
(3.26)
y el resultado se sigue inmediatamente del teorema 3.2. O

=0

Como consecuencia, para alguna funcién h(z) en las condiciones expuestas
~en el corolario 3.1y r < [(m+1)/2],

lim N Zolb(:c,zv,m — Am(z; N, A)| h(z) = 0. (3.27)
Para ilustrar la fuerte convergencia de la aproximacién, podemos escoger
h(z) = exp(az), a > 0, en (3.27) o cualquier otra funcién que crezca rapi-
damente verificando las condiciones del corolario 3.1.

En el caso particular de m = 1, i.e., la aproximacién cldsica de Poisson,
(3.27) nos daré

A}im NT Z |b(z, N, p) — p(z; A)| h(z) = 0, para algin r < 1. (3.28)
e =0

Un resultado relacionado es el de Simons y Johnson (1971) que prueban que

oo

dim " Jb(z, N,p) = p(z; )| h(z) =0, (3.29)

si y solo si ) 4 h(z)p(z,A) < oo, para A > 0.
También en el caso m = 1, de (3.25), y N suficientemente grande,

> bz, N,p) — p(z; )| < M/ (V2N). (3-30)

Notese que la cota en el miembro derecho de (3.30) es mds fina que la cota
{2/(1 — A\/N)}*/2)\/N dada por Vervaat (1970).

Un resultado mds débil sobre el comportamiento limite de las aproxima-
ciones A,,(z; N, A) pero no menos interesante es el siguiente:
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Teorema 3.3

lim N2 bz, N p) — Ap(z; N, N} /p(5A) = Bmga(z, A),  (3.31)

N—oo

con
91O () + gmr2Crnia(e), ™ par
Bri1(z,A) = (3.32)
gm+10523_1(m), m impar.
Demostracién. Inmediata a partir de (3.10) y (3.12). O

En particular, la aplicacién del Teorema anterior al caso m = 1, resulta

lim N {% - 1} = -CM(z)/2, (3.33)
y como C{V(z) = (z — A)? — z, es negativo para z € (A+1/2 — (A + 1/4)4/2,
A+ 1/2+ (A +1/4)!/?), se deduce de (3.33), que la aproximacién de Poisson,
para N suficientemente grande, tiende a infravalorar las probabilidades bino-
mial en el intervalo y a sobrevalorar las probabilidades de las colas, ver An-
derson y Samuels (1967). En el caso general m > 1, este resultado puede ser
facilmente extendido mediante el estudio del signo del polinomio en el miem-
bro derecho de (3.32). Por ejemplo, si m es impar, el polinomio By, ;1(z;A) es
un muiltiplo del polinomio de Charlier C,(,’L\J)rl(a:), y por (P4), éste tiene m + 1
raices reales, 71 < ... < Tm41. S€a 19 = 0 ¥ Tmpe = 00. Entonces, para un
N grande, la aproximacién A,,(z; N, p) tiende a infravalorar la probabilidad
binomial para z € (r;,7j41), con Bpy1(z; A) > 0. Mas ain, la magnitud de
la diferencia entre la probabilidad binomial y la aproximacién A,,(x; N, p) es
aproximadamente Bp,.1(z, \)p(z; \)/NIm+D/2 para N grande.

Es también interesante estudiar el comportamiento limite de la médxima
diferencia entre la probabilidad binomial y la aproximacién A.,. De (3.31),
se puede obtener,

lim_sup N2 b0 N p) — Am(z, A)| = sup p(z, A) | B (2, )] -
(3.34)
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Estudiaremos el lado derecho de (3.34) en el caso m = 1. Argumentos simi-
lares pueden usarse en el caso general m > 1.
Sea
w(z; A) = p(z, )CP (z)/2, =0,1,....

De (3.34),

limy—e0 Supy N’b(.’I),N,p) - p(SC, )‘)! = (3 35)
= sup, |w(z;\)| = max{sup, w(z; ), —inf, w(z; )}, '

asf, tenemos que determinar los valores extremos de w(z;A). Nétese que

w(z; A) tiene un maximo (minimo) en un entero positivo zg si

Vw(zo;A) 2 0(<0) vy vVw(zo+1;A) <0(=0).
A partir de (P1),

7w (@0; \) = —p(wo, \)CF (20)/(22)

y de (P5), la ecuacién
c5Y(r) =0

tiene tres raices positivas, ry3(A) < ro3(A) < r33(A). Entonces, la funcién
Jw(z; A), (con z un entero positivo) tiene a lo sumo tres cambios de signo.
Sea A el conjunto de los enteros positivos de la lista

{0, {riz(N)] = 1, [ris(N)], [ris(A)] + 1, = 1,2, 3}.

Los posibles enteros no negativos en los cuales yw(z;A) cambia de signo,
pertenecen a A. Asf, de (3.35)

im sup N |b(z, N,p) — p(z, A)| = max{ |w(z; N)|, = € A}. (3.36)

1
N—ooo

y por lo tanto la evaluacién del limite superior del miembro izquierdo de
(3.36) se reduce a la evaluacién de un conjunto finito.
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Ejemplo 3.1 El estudio de las raices de Cé’\)(r) =0, para A € (0,3 — /3)
muestra que

0; (3.37)
1; (3.38)

[r1,3 (A)]
[ra3 (M)

3, para A € (0,0.935822)

M =
Iras (V)] { 4, para ) € (0.935822, 3 — /3);

donde [-] denota la funcién parte entera. Una evaluacion directa del lado
derecho de (3.86) da ‘

im sup N |b(z, N,p) — p(z, )| =

1
N—oo o

{ exp(—A)A%(2 = X)/2, para A <1
(3.39)

El resultado anterior extiende el de Poor (1991) quién obtuvo (3.39) tan
solo para A < 2 — V2.

Resultados andlogos pueden ser obtenidos para probabilidades binomiales
acumuladas.
A partir de (3.15) con A = Np,

Jim_sup N |B(z, N,p) = Pz, )] =sup NCT (@) p(x; 1)/2. (3:40)

De (3.40), siguiendo un argumento similar al del caso no acumulado, se ob-

tiene
I&i_rgos:pN |B(z, N,p) — P(z,\)| = max{ \|z—Alp(z; A)/2, = € A}, (3.41)
donde A es el conjunto de los enteros no negativos de
{0,[riz(N] = L [ria(V)], [ri2(M)] + Lé = 1,2},

donde
ri2(A\) = A4+ 0.5 — (A +0.25)"/2
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roa(A) = A4+ 0.5 + (A +0.25)"/2

son las raices de la ecuacién polinomial

CH(r)=(r=X?—r=0.

Ejemplo 3.2 Un estudio detallado de 19()) y m2,2()\) muestra que
[ra(\)] =3, para A€ (j+ 32, (G + 1) + (G + 1)Y?), para j =0,1,...

[ra2(N)] =k, para X € (k— V2 (k+1) = (k+ DY), parak =1,2,...

Una evaluacion directa del lado derecho de (3.41) da

im sup N |B(z, N,p) — P(z, )| =

1
N—oo 4

Aexp(—))/2, para A € (0,2)
A2\ —1)exp(=A)/2, para A€ (2,2+22) '

y ast sucesivamente
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Capitulo 4

Aproximacién Binomial a la

Probabilidad Hipergeométrica

4.1 Introducciéon

La necesidad de una aproximacién para las probabilidades hipergeométricas
aparece frecuentemente en el muestreo de poblaciones finitas. Por ejemplo,
cuando el muestreo es realizado sin reemplazamiento, la varianza de una
proporcién puede ser calculada de forma exacta utilizando la distribucién
hipergeométrica. Otra situacién familiar en la que aparece la distribucién
hipergeométrica es en el analisis de tablas de contingencia 2 x 2 cuando se
utiliza el test exacto de Fisher. Cuando los tamafios muestrales son grandes,
las probabilidades hipergeométricas son numéricamente intratables debido
a la aparicién de factoriales de nimeros grandes. Este hecho justifica las
distintas aproximaciones que han sido desarrolladas para las probabilidades
hipergeométricas. Algunas de estas aproximaciones y una buena lista de re-
ferencias pueden encontrarse en el libro de Johnson, Kotz y Kemp (1992), pp.
256-261. Muchas de estas aproximaciones estdn basadas en la distribucién
binomial.

En este capitulo obtendremos una relacién exacta entre las probabilidades
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hipergeomeétricas y las binomiales. Esta relacion es dada en el Teorema 4.1
y estd basada en los polinomios de Krawtchouk.

4.2 Desarrollo de Krawtchouk para probabi-

lidades hipergeomeétricas

Sean N; Ns y n numeros enteros positivos, N = Ny + N y n. < N. Para los
enteros z satisfaciendo que

max(0,n — Np) < z < min(Nyn),

consideramos la probabilidad hipergeométrica,

()2)
h(z; N, Ny, n) = :
)

n
b(z;n,p) = ( )p””q"—“”, para = un entero tal que 0 <z < N,
T

y la probabilidad binomial

con p € (0,1), ¢ =1 — p. Supondremos que (§) =0, si b < a. Las probabili-
dades acumuladas hipergeométrica y binomial se denotardn respectivamente
por ,

H(z; N,Ni,n) =Y h(y; N, N1, )

y<z

B(z;N,p) = ) _b(y; N,p).

y<z
Consideremos los polinomios de Krawtchouk, ver Chihara (1978), p.161,
con expresion explicita

km(s; N,p) = f: (ms_j) (N._ S)(—l)jp’qm‘j, m=0,...,N.

§=0 J

Estos polinomios satisfacen las siguientes propiedades:
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(P1) Los polinomios de Krawtchouk son ortogonales con respecto a ¢y, la

funcién de distribucién escalonada, con saltos
dnp(s) =b(s; N,p)ens=0,...,N.

La relacién de ortogonalidad es

- N
Z km(s; N, P)kr(s, Na p)b(S, N, p) == 6mr <m> (pq)m.‘
s=0

donde 6,,, es la delta de Kronecker.

™

(P2) 5}; {b(s; N,p)} = ml(pg) ™kn(s; N,p)b(s; N,p), m > 0.

(P3) Los polinomios de Krawtchouk satisfacen la relacion de recurrencia

(omitiendo argumentos):
(m+1)kms1 = {kF1—m(g—p) }hm—Npg{l — (m —1)/N} kpy, m 2 1

conky=1yk; =s— Np.

1

m(N MY (s N, p)b(s; N+, p),

(P4) V7'b(s; N,p) = (=1)™(pq)~ N

m > 0, donde V; denota el operador diferencia,
V.f(s)=f(s) = f(s—1).

Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria simple procedente de una binomial
b(N,p). Consideremos S, = = > "  X; que es un estadistico suficiente y
completo, ademads su funcién de probabilidad es

(4.1)

b

2
n

3

N
f (s;p) = b(ns;nN,p) = (23 )p"sq"(N“s), s =0,

Consideremos la funcién

rN ~(N—
h(p) = b(ry;TN,p) = <Ty>p”’q (N-v)
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Calculando mediante el método de Karakostas el estimador umvu de la
funcion h (p) , tenemos la siguiente descomposicién de f (s;p)

nN ns n(N-—s
(o

ns

()

— ns nN —rN pns—-ryq(n—r)N—(ns—ry) riN pryqr(N——y)
rN\ [nN —rN ns — ry TY

'I"y ns — Ty

y por lo tanto el estimador umvu de la funcién h (p) serd

(rN) <nN — T‘N)
T, (s) = it n?\f ik VA (ry;nN,rN,ns) (4.2)
()

Por la teorfa de los desarrollos ortogonales que se vié en el primer capitulo,

se tiene que en este caso el estimador umvu de A (p)

nN

. D™h(p) T (nN = k+1) .
T(s)=>_ TN ) ko (ns;n.N, D) | (4.3)

m=0

donde D™h (p) denota la derivada m-ésima de h (p) respecto a p.
Teniendo en cuenta la férmula de Leibnitz para la derivada del producto
y la propiedad (P2), se tiene

D™h (p) = m! (pq) ™™ ky, (ry; TN, p) b (ry; TN, p) . (4.4)

Sustituyendo (4.4) en (4.3) se obtiene

niN —1
nN —m .
T(s)=b(ry;rN,p) » ( o ) (pq) ™" km (ry; 7N, p) ki (ns;nN. p) .

m=0
(4.5)
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Teorema 4.1 Para enteros x, N, Ny, n, satisfaciendo que 1 < n, Ny < N,
max(0,n — N+ Np) <z <min(Ny n), yp € (0,1), ¢ =1 —p, se verifica:

Ny

N\ i
m=0
(4.6)

Demostracién. Teniendo en cuenta que el estimador umvu de cualquier
funcién es unico, igualando (4.2) y (4.5), se obtiene

h(ry;nN,rN,ns) =

nN

=0l 3 (M) 0) o (i, B i) (0

m=0
Nétese que h(z; N, s,n) es (formalmente) un polinomio de grado n en la

variable s, ademds sin mds que reordenar se tiene que
h(z; N, s,n) = h(z; N,n, s),

por lo tanto h (ry;nN,rN,ns) es un polinomio de grado rN. Nétese por tanto
que el limite superior de la suma en (4.7) es 7N y no nN, ya que k,,(ns; 7N, p)
conm=rN+1,...,nN es ortogonal a cualquier polinomio de grado < r/V.

Teniendo esto en cuenta, considerando z = ry, N = nN, n = nsy
N, =rN y reparametrizando (4.7), obtenemos

Ny N -1
b N 81) = i) S () (00) (e Ml o),

m=0

g

Nétese que (4.6) da una relacion exacta entre las probabilidades hipergeo-
métrica y binomial. Es curioso que en este desarrollo dados z, n, N1 y N,
la eleccién de p € (0, 1) en el miembro derecho de (4.6) es arbitraria, por lo
tanto esta suma es siempre la misma para todo p.
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4.3 Aproximacién de la probabilidad hiper-

geométrica

Nuestro propésito es obtener aproximaciones a h(z; N, s,n), para z entero
tal que max(0,n + N1 — N) < z < min(Nyn), N;, N y n enteros posi-
tivos que satisfacen 1 < n, N; < N y n < N. Esta aproximacién sera
obtenida usando el desarrollo de Krawtchouk para la distribucion hipergeo-
métrica dado en (4.6). Como se coment6 al final de la seccién 4.2, la eleccién
de p € (0,1) es arbitraria. De entre las infinitas posibilidades, tomaremos
p=p=n/N, (¢ =1—p). Nétese que al escoger este p estamos igualando
los momentos de orden uno de las distribuciones hipergeométrica y binomial
consideradas.

Se define:

N7
Y = <m> (Pq) "km(n; N,D), m=0,..., N

ar = a’r(m; Nl,.ﬁ) = b(ma Nl;ﬁ) Z’Ymkm(m)Nlaﬁ)v r= 07 e ':Nl-

m=0

Proponemos la siguiente aproximacién
h(z; N, Ni,n) = a,. (4.8)

Los coeficientes v, m = 0,...,n pueden ser obtenidos por la férmula de
recurrencia de los polinomios de Krawtchouk dada en (P3). Es mads, tenemos

m
mi1 = ————— {(T= D)V + Y1} m=1,..., Ny —1, (49
Yt (N_m)pq{(q D)¥m + Ym—1}, M N —~1, (49

convy=1 7 =0.

En particular,
1

Yo = =
2 (N —1)pg

e 2(7 - P)
TN - 1)(N - 2)(59)*
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A partir de (4.9), puede mostrarse por induccién que

(=1)°(Pq)~*gas + on(1), m=2s,s=12....
N[(m+1)/2],ym - .

(=1)+t4(pg) ~CtVggepr +on(l) m=2s+1,5s=1,2....

(4.10)
donde
gas = (28)1/(2°s1), s =1,2,...
y 8
Gos+1 = ij,
j=1

con

by = (2s)1/(2° s — 1)), s =1,2,...
y

bjfbj-1=(25-1)/(2(3F-1)), j=s,5-1,...,2

Parar =0 (6 = 1) en (4.8), obtenemos la clasica aproximacién binomial
h(z; N, Ny,n) = b(z;n,p),

y para r = 2,
h(z; N, Ny,n) =

ﬁMmNMQ& 1)ﬁ{@—N@V~@—@@—M@—Nﬁﬂ}

C2(N-1

(4.11)
Nétese que (4.11) es similar a la aproximacién dada por Ord (1968). Dado
que 7 (en a,) debe ser menor o igual a Ny, para N; = 2 la 'aproximacién’
dada en (4.11) es exacta. El método utilizado por Ord para obtener su re-
sultado es diferente al nuestro. El obtuvo sus resultados extendiendo los
trabajos de Hotelling y Frankel (1938) y Wasow (1956). Estudiando el co-
ciente h(z; N, N1,n)/b(z;n,p), Burr (1973) obtuvo una aproximacion que se
asemeja a (4.11).
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Ejemplo 4.1 Damos algunas comparaciones entre las probabilidades hiper-
geométricas exacta y los valores dados por varias aprorimaciones. Por ejem-
plo, en el caso N =100, Ny = 30, p=n/N = 0.2, obtenemos

Frecuencia | Fxacta | Binomial | Ord as a4 ag
0 0.0003 | 0.0012 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0005 | 0.0003
1 0.0035 | 0.0093 | 0.0025| 0.0025| 0.0033 | 0.0035
2 0.0189 | 0.0337 | 0.0193 | 0.0192 | 0.0185| 0.0186
3 0.0598 | 0.0785 | 0.0638 | 0.0636 | 0.0603 | 0.0596
4 0.1268 | 0.1325 | 0.1309 0.1308 | 0.1281 | 0.1272
5 0.1918 | 0.1723 | 0.1895 | 0.1897 | 0.1917| 0.192

Nétese que no hay mucha diferencia entre las aproximaciones dadas por Ord
y ag. Obsérvese también que la aproximacion de Ord y ay pueden dar va-
lores negativos. Esta problema se solventard incluyendo mds términos en la
aprorimacion, es decir aumentando el valor de r

Ejemplo 4.2 En este sequndo ejemplo, consideramos N = 40, N; = 20 y
p=n/N =0.1.

Frecuencia | Exacta | Binomial | Ord as N ag
0 0.0530 | 0.1216 | 0.0574 | 0.0558 } 0.0467 | 0.0536
1 0.24951 0.2702 | 0.2702 0.2702 | 0.2697 | 0.2461
2 0.3950 | 0.2852 | 0.3565 | 0.3583 | 0.38 | 0.4031
3 0.2495 | 0.1901 | 0.2324 | 0.2334 | 0.2373 | 0.2401
4 0.0530 | 0.0898 | 0.0823) 0.0821 | 0.0688 | 0.0574

Aproximaciones similares puden ser obtenidas para la funcién de distribu-
cién de la hipergeométrica.

Teorema 4.2 Para enteros x, N, Ny,n > 2, satisfaciendo que 1 < n, Ny <
N, max(0,n — N + N;) <z <min(Ny;n), p€ (0,1), yg=1-p,
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H(ﬁ,N, Nlan) = B("I;’Nlap)—

n

1 /N
—Nipgb(z; Ny — 1,p) ) ;;(m) (Pq) " km-1(z; N1 — 1,p)km(n; N, p).

m=1

(4.12)
Demostracién. Es facil probar que el estimador insesgado de la funcién de
distribucién de X, F (z, 1) , es la funcién de distribucién del estimador umvu
de su funcién de probabilidad.

Teniendo esto en cuenta y (4.2), tenemos que el estimador umvu de la
funcién F (p) = B(ry;TN,p) es

T. (s) = H (ry;nN,rN,ns) (4.13)

Como vimos anteriormente, el estimador umvu de una funcién F' (p) mediante
los desarrollos ortogonales es

T (s,p) = F(p)+ Z DF ({i (2](\7]1 ) kt 1)k (ns;nN,p) (4.14)

Nétese que
d
%B(Ty; rN,p) = —=rNb(ry;rN — 1,p),
por lo tanto

D™F (p) = —rN(m — 1)}(pg) " Vkmp1 (ry; 7N — 1,p) b(ry; v N — 1,p)
(4.15)
Sustituyendo (4.15) en (4.14) e igualando este dltimo con (4.13). tenemos

H (ry;nN,rN,ns) = B(ry;rN,p)—

rN
1 /rN :
—rNpgb(ry;rN—-1,p) » — (pq) " km—1 (ry; N — 1,9) kn, (ns;nN, p)
m m

m=1

78



Considerando z = ry, N =nN, n =ns y Ny = rN, obtenemos

H(x;N7Nlan) = B(valap).—

N1 -1
1 /N
—Nipgb(z; Ny = 1,p) ) E(m) (pg) km—1(z; N1 — 1,p)km(n; N, p).
m=1
(4.16)
O

Sip = p = n/N en (4.12), tenemos la siguiente aproximacioén a la probabi-
lidad acumulada de la hipergeométrica

Ar = Ar(x;Nl,ﬁ) = B(IE, Nl’i)\)_

~ N Bgb(z; Ny ~ 1,5) ) Ymkmo1(z; Ny — 1,P)/m, 12> 1.
m=1
En particular, para r = 1, tenemos
H('IL‘; NaN17n) = B(‘IE’Nhﬁ)

y para r = 2,
H(z; N,Ny,n) =
N
2(N —-1)
La aproximacién dada en (4.17) es similar a la dada por Bennett (1965)
la cual es citada en Johnson, Kotz y Kemp (1992), p.258.

= Bz Ny — bz Ny — 1,p)(z — (N1 — 1)) (4.17)

4.4 Propiedades de la Aproximacién

Vamos a estudiar el comportamiento limite de las aproximaciones dadas en
las secciones anteriores cuando N tiende a infinito y la razén n/N permanece
fija e igual a p € (0, 1).
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Lema 4.1

' 2
. 2r/2+1] (thNla (maNlap)) —
]\}LII’(I)ON Z IE Nl, )
(¢g=p)( N\ , Ni o\
AN =2
pg \2s+4 19211 T (g5 4o )92sen 7755
(]{;/::>g§s, r=12s—1.

Demostracién. De (4.6), con p = n/N, tenemos
h(z; N, Ni,n) = a,(z, Ny, p) = b(z, N1, p) Z Yonkirn (3 N1 p)
m=r+1
y dela ‘ortogonalidad de los polinomios de Krawtchouk, ver (P1), obtenemos

z(h’ Z; N Nla ) a’r(xaNlap))2 — Z (N1>(p(I)m’7,%1

m
z=0 IL' Nl’ p) m=r+1

y el resultado deseado se obtiene de (4.10). O

Teorema 4.3 Para o < [r/2+ 1],

M
]\}EIgoNaZO|h(:E)N7N1an)—'a'T('IB)vap)l =0. (418)

Demostracién. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

2
(NaZ|h(ﬁC;N,N1,n)_a'r(m,th)l) =

z=0

2
|h(z; N, Nyi,n) — ar(z, N1i,p)| 1,2
(Z b/2(z, Ny, p) o M) | <

80



e h(.’EN N1 n) - ar(x ]\flap)ll2
< ya N hE N, N, ’ , 4.19
- Z b(x: Nlap) l ( )

- ox=0
por tanto (4.18) se sigue tomando limite en ambos miembros de (4.19) y del
lema 4.1. O

En particular para la aproximacion ’clésica’ a la hipergeométrica, se tiene

que para o < 1,

N

z=0
Ademass, se verifica el siguiente resultado

lim NUHD/2A p(z: N Ny, n) — a,(z, Ni,p)} =

N-—oo
( (_1 s+1
Wb(ﬂ?; N1, p){(q — P)gr+1kr1(z, N1, p)+,
= { +gr+2k7‘+2($7N17p)} r=2s (421)
L) s Ny, D) g s (5, M) r=2s- 1
L (pg)®
paras=1,2,....

Un resultado similar se puede obtener para la probabilidades acumuladas

lim N2 {H(z: N, Ny, n) — A(z, N1,p)} =

N—oo

r —1)8
((pq))s Nib(z; N1 — 1,p){(q — P)gr1krsa(z, Nisp)/(r + 1)+,
— ﬁ +gT+2k'r+2(maN17p)/('r+2)}, = 28
(~1)r |
-1 Nyb(z; N1 — 1,D)gry1kri1(z, N1, p)/(r + 1) r=2s—1
L (p9) |
(4.22)
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En el caso particular de la aproximacién binomial, i.e. 7 =1, de (4.21) y
(4.22), obtenemos

lim N {h(z; N, Ny,n) — b(z; Ny,p)} = =b(z; Ny, p)ko(z; Ny, p)/(pq) (4.23)

N—oo

y

A}im N {H(z; N,Ny,n) — B(z; Ny,p)} = —Nib(z; Ny — 1,p){z — (N, — 1)p}
(4.24)
Nétese que las raices de

ka(z;n,p) = {(z — np)? — (¢ — p)(z — np) — npq} /2

SOon
1, 12 =np+ (¢ —p)/2 £ {npq + (g — p)*/4},

entonces estudiando el signo del miembro derecho de (4.23), se concluye que
la aproximacién binomial tiende a sobreestimar las colas de la probabilidad
y a subestimar la probabilidad central. En el caso de la probabilidad acu-
mulada, la aproximacién binomial tiende a sobreestimar las probabilidades
hipergeométricas acumuladas para valores de z mayores de (n — l)p y a

subestimar en caso contrario.
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Capitulo 5

Aproximacion entre las
Probabilidades
Hipergeométrica Negativa y
Binomial Negativa

5.1 Introduccién

Consideremos un conjunto que contiene N elementos, los cuales estan divi-
didos en dos categorias. Sea k el nimero de elementos con cierta caracterfs-
tica, asf que N — k elementos no tienen esta caracteristica. Los elementos
son escogidos uno a uno de tal forma que en cada extraccién cada elemento
tiene igual probabilidad de seleccién, terminando el muestreo cuando se haya
obtenido el c-ésimo elemento que tenga la caracteristica. Cuando en una
extraccion saquemos un elemento con la caracteristica deseada, diremos que
la extraccion es un éxito, en caso contrario tendremos un fracaso. Ahora, sea

U = el nimero de fallos obtenidos antes de que ocurra el c-ésimo éxito.
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La funcién de probabilidad de U es

[ (u—i—c—l)(N—u—c)
c—1 k—c w=01 . .N—k

flu; Nk, c) = (N> ) |

0, otro caso.

(5.1)
Una variable aleatoria con funcién de probabidad como (5.1) se dice que sigue
una distribucién hipergeométrica negativa. Esta distribucién también es lla-
mada ’beta-binomial’, ' Markov-Pdlya’ y *Pélya-Eggenberger’. Patil y Joshi
(1968) llamaron a esta distribucién ’ hipergeometrica inversa’. La hiperge-
ométrica negativa pertenece a la familia de distribuciones hiper-
geométrica generalizada. Esta clase fue estudiada, entre otros, por Davies
(1933, 1934), Kemp y Kemp (1956), Sibuya y Shimizu (1981). Mds referen-
cias y propiedades de esta clase y de la distribucién hipergeométrica negativa
pueden ser encontradas en Johnson, Kotz y Kemp (1992).

Si los elementos son seleccionados con reemplazamiento, la variable U
sigue una. distribucién binomial negativa con parametros cy k/N. En general,
si r es un entero positivo, p € (0,1) y ¢ = 1—p, la probabilidad de la binomial
negativa se denotara por

r+x—1

o', x=0,1,...
nb(z;r,p) = ( r=1 )qp
0, caso contrario.

(5.2)

Cuando sea conveniente, reparametrizaremos (5.2) en términos de A =
q/p. Derivando j veces en ambos miembros de (5.2) con respecto a A, obte-

nemos

Dinb(z;7,p) = (=1Yp'm;(z; 7, q)nb(z; T, p), (5.3)
donde m;(z,,q) es el j-ésimo polinomio de Meixner de primera clase, con
expresién explicita

i) = (~1731S ()G =0

m=0
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Estos polinomios satisfacen la relacién de ortogonalidad

> mj(z;r, Qmalz;r, q)nb(z; v, p) = 8547 31(r);, 1,5 > 0, (5.4)

z=0

donde ¢;; es la delta de Kronecker y
(r)j=r(r+1)---(r+j—1), paraj>1,

y (r)o = 1. Los polinomios de Meixner de primera clase pueden ser obtenidos
por la férmula de recurrencia

qmyi(z; 7, q) = {—pz+(1+q)j+ratm;(z;r, q)—j(j+r—Um;a(z;r.q), j 2 1,
(5.5)
con m_1(z;r,q) =0, y me(z;7r,q) = 1.
Las propiedades de los polinomios de Meixner citadas, pueden verse en
Chihara (1978), Ch. VL

Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad

b -1
9 (z) = nb(z;b,p) = ( Jl:f ) )q’p” z=0,1,.. (5.6)
Consideremos la funcién
at+y—1 a
h(p) = nb(y; a,p) = ( aﬁl )qyp y=0,1,.. (5.7)

Descomponiendo (5.6) de la siguiente forma

(") |
( b—1 )qp _(a+y—1)((b—a)+(x—y)~1>

a—1 (b—a)—1

' (a +y— 1) e ((b —a)+(z—y) - 1) oo

a—1 (b—a)—1

85



tenemos que el estimador umvu de la funcién A (p), segin el método de
Karakostas, es

(a+y—1>((b——a)+(:c—y)-—1>
_ a—1 (b—a)—1
T(=) = b+z—1 '
(32r)
Tomando k=b—-1,c=a, N=b+2z—1yu =y, tenemos
u+c—1\/N—-u—c
T _( c—1 )( k—c >_ - N ki 58
(.‘17)—— (N> ——f(’l.L, e ) ( )
k

Por otra parte, el estimador umvu de una funcién h (p) mediante desa-

rrollos ortogonales en estas condiciones, viene dado por

—~ D7h(p) ¢
T(z)= ———m,(z;b,q (5.9)
(@) ; P (b);5! i )
donde D’ denota la derivada j-ésima con respecto a p.
Considerando (5.3), y sustituyendo en (5.9), se obtiene

T(z) = nb(y;a,p) ij(x, b,q), (5.10)
§=0 7

ahora, considerando los cambios que realizamos anteriormente, y teniendo en

cuenta que el umvu estimador de una funcién es tnico, tendremos al igualar
(5.8) con (5.10)

fu; N, k,c) = nb(u; c, p) Zﬂr%c_i%i)

m;j(N —k;k+1,q). (5.11)

Nétese que (5.11) da una relacién exacta entre las probabilidades hiper-
geométrica negativa y la binomial negativa para valores arbitrarios de u, N,
k, ¢y p, donde u, N, k, c son enteros satisfaciendo 1 < k < N, ¢ > 1,
we{0,...,N—k} ype(0,1).
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5.2 Aproximaciones a la probabilidad hiper-

geométrica negativa

Dado u, N, k, ¢ con las condiciones de arriba, la eleccion de p € (0,1) en el
miembro derecho de (5.11) es irrelevante en el sentido de que para cualquier
p € (0,1) la serie dada en (5.11) converge al mismo valor limite: f(u; N, k,c).
Aproximaciones a la probabilidad hipergeométrica negativa pueden ser obteni-
das escogiendo un valor particular para p y truncando la serie. Por ejemplo,
tomandop=po=(k+1)/(N+1),00=1-poy

v; = 7;(N, k,po) = @ms(N — k;k +1,40)/ (51 (k + 1);),

proponemos las siguientes aproximaciones a la probabilidad hipergeométrica
negativa:

am(u; N, k,c) = nb(u; ¢, po) nyjmj (u; ¢, qo)- (5.12)

=0
De (5.5), es facil comprobar que los v; satisfacen la férmula de recurrencia
J@N —k+1)y; — (N — k)via
= : , j>1 5.13
TS T Ik )N+ D) (5.13)

conyp=1yv =0.

En particular,
_ (N — k)
727 Tok(N + 1)

_ (N—K)@N—k+1)
BE T8k + DNV + 1)2

Param =0 (6 m=1), (5.12) da la aproximacién clésica de la binomial

negativa a la distribucion hipergeométrica negativa. Para m = 2, obtenemos

N —k
az(u; N, k, C) = ”b(u; C,po) {1 - %ﬁm—%mz(u; c, QO)} ;
o J5 po(1 + qo) c cqo
ma(u; ¢, qo) = w? — P 0y - ==y =2
qp 90 q0 Po
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5.3 Propiedades de las aproximaciones

En esta seccion estudiaremos el comportamiento limite de las aproximaciones
propuestas en (5.12). Suponemos a partir de ahora que si NV tiende a infinito,
el cociente (k + 1)/(N + 1) permanece fijo e igual a po € (0,1). Bajo estas
condiciones la probabilidad hipergeométrica negativa f(u; N, k,c) converge
a la respectiva binomial negativa nb(u;c,pp), ver Johnson, Kotz y Kemp
(1992), p. 255. A

Necesitamos algunos lemas para establecer las propiedades limites de
nuestras aproximaciones. El primero concierne al comportamiento limite
de los coeficientes ;.

Definimos

95 = 9;(po) = lim Ny, 5>

donde [-] denota la parte entera.

Lema 5.1 Los g; satisfacen la siguiente relacién de recurrencia

28(2—p0) _ 1—p0 9251 s> 1

Goet1 = (25 + 1)190923 (25 + 1)po

) = — gy, 52
921 = T 1)py 2
con g1 =0y g2 =—(1—po)/(2po)-

Demostracién. La demostracién es inmediata de la relacién de recurrencia
dada en (5.13). O

Lema 5.2

lim N2[(m+2)/2] i (f(u“: Na k! C) - a’m(ua N, ka C))Z
N u=0 nb(u) C>p0)

Bon @ (25 + D25 ta + Goraly T (25 + 2)1()asr2, ™ =25

9201000 " (25 + 2)1(C)2ss2, m=25+1
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Demostracién. Consideraremos el caso m = 2s+1, s > 0. El caso m = 2s,

s > 1 puede ser obtenido de forma similar. De (5.11) conpg = (k+1)/(N+1),
tenemos

flu; Nk, ¢) — an(u; N, k, c) 2 i
( nb(u; ¢, po) > ( Z v (; ¢, Qo ) : (5.14)

j=m-+1

De (5.14) y usando la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de
Meixner dada en (5.4),

o0

Z(f(u;N,k,c) am(; N, k, €)) z 72573\ (5.15)

— nb(u; ¢, po) Pt

Para m = 2s + 1, de (5.15) y lema 5.1, tenemos

o0

lim N2(s+1) Z (f(uv N? k) C) — am(ﬂ; N: k, C))2
N rd nb(u; ¢, po)

= m N9, 05 (25 + 2)c)@arn) + > lim N y7g,” 51(e);
7=2s+3

—(2s
9§s+2%( +2)(23+ 2)H(c)2s42-

a

Ahora estamos en condiciones para establecer algunas propiedades limites
de las aproximaciones propuestas.

Teorema 5.1 Cuando N tiende a infinito con po = (k + 1)/(N + 1) fijo y
para todo o < [(m + 2)/2]

lim N u}:zo |f(w; N, k,c) — am(u; N, k, )] = 0. (5.16)

Demostracién. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz , y teniendo en

cuenta que
> mbfusc,p0) = 1,
u=0
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tenemos

N (ZU(u; Nk, c) = am(y; NJ“’C)})

_ (Z |f(u; N, kblcﬂ(—uacm;:)N k,c)| /bl/Q(U; c,p0)>

2
< N2(a—[(m+2)/2})N2[(m+2)/2] Z |f(u) N7 k7 C) - a‘m(ua N7 l‘/"a C)|
—= nb(u; ¢, po)

?

por tanto (5.16) se tiene facilmente. ' O

En particular, para m = 1, obtenemos la siguiente propiedad de la apro-
ximacién binomial negativa a la probabilidad hipergeométrica negativa

liI{In N“Z |f(u; Nk, c) — nb(u; ¢,pp)| =0, paratodoa <1.  (5.17)
u=0

Noétese que (5.17) implica,
lil{/n sup N%|f(u; N, k,c) — nb(u; ¢, po)| =0, para todo a < 1.

Algunas otras propiedades limites pueden obtenerse, por ejemplo,

hm Nlm+1)/2] flu; N,k ¢) — am(u; N, k, c)
ﬂb(u C pO)

925+1M2s+1(U; €, Qo) + Jas+2aMasr2(u;¢,qo), m =25, s > 1

= (5.18)
Gas+2Mast2(U; ¢, qo) m=2s+1,5>0
De (5.18) con m = 1, obtenemos
. f(,u’v N: kv C) q0
IimN|—-uit -1} =—— : ] 5.19
i ( nb(u; ¢, po) 2po m2(; ¢, go) ( )

El estudio del signo en el lado derecho de (5.19) muestra que cuando
N tiende a infinito con p = (k + 1)/(N + 1) fijo, la aproximacion binomial
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negativa tiende a sobreestimar la probabilidad hipergeométrica negativa para
Jos valores de u tales que ma(u;c,qo) > 0, o sea, la aproximacién binomial
negativa sobrestima la cola de las probabilidades hipergeométrica negativa y
subestima las probabilidades centrales.

Otro aspecto interesante es el estudio del méximo de la diferencia absoluta
entre la probabilidad hipergeométrica negativa y la aproximacién binomial
negativa. De los resultados obtenidos, se puede probar que

li]{rn sup N | f(u; N, k,¢) — nb(u; ¢, po)| = g)—sup Ima(u; ¢, go)| nb(u; ¢, po).
u Po u

5.4 Probabilidades hipergeométricas negati-

vas acumuladas

Denotemos por

F(u; N, k,c) = if(v;N,k,c)

v=0

NB(u;c,p) = Z nb(v; ¢, p)

v=0
a las probabilidades acumuladas de la hipergeométrica negativa y la binomial
negativa respectivamente.

Dado que el estimador umvu de la funcién nb (y; a,p) es

tenemos -
> fy; b+z—1,b— 1,a)nb(z; b,p) = nb(y; a,p), (5:20)
=0
De (5.20), obtenemos
> F(y; b+z—1,b—1,a)nb(z;b,p) = NB(y; a,p), (5.21)
=0
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para a, b e y enteros no negativos tales que b > a 'y p € (0,1). Después de
algunas operaciones elementales, puede verse que

d
5 VB(y;a,p) = —anb(y;a+ L,p). (5.22)

Derivando j veces respecto a A en el lado izquierdo de (5.21), y usando (5.3),

tenemos
1)7p? ZF y; b+z — 1,b—1,a)m;(z; b, q)nb(x; b, p), (5.23)
0 -
y derivando j(> 1)veces respecto a A en el lado derecho de (5.21), usando

(5.3) y (5.22),

D’NB(y;a,p) = —aD’"'nb(y;a + 1,p) =

a(—1Y ' my 1 (y;a 4+ 1,q)nb(y; a + 1,p). (5.24)
Igualando (5.23) y (5.24), se obtiene

ST F(y; b+ —1,b— 1,a)my(w; b, g)nb(; b, p)
=0

= (a+y)nb(y;a,p)m;_1(y;a +1,q). (5.25)

Por otra parte, sabemos que cualquier funcién h definida en los enteros
no negativos y satisfaciendo la condicién Y o>, h? (z) nb(z; b,p) < oo, admite

un desarrollo ortogonal en términos de los polinomios de Meixner de la forma

Za, p) m;(z; b, q) (5.26)
donde
a; (p) = ¢’ (j! (7‘)1-)_1 S h(z) mj(z;b,q)nb(z;b,p), j =0 (5.27)
=0
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De (5.25), (6.5) y (6.9),

F(y; b+z—1,b—1,a) = NB(y;a,p)+

+(a +y)nb(y;a,p) Y 7 1.(,yb 9 m;(z;b,q), (5.28)
j=1 .7( )J

ahora, si consideramos y =u, N=b+z—1,k=b—1y a = cen (528),

obtenemos

F(u; N,k,c) = NB(u;c,p)+

i—1(u;c+1,q)
gk + l)j

+(c + u)nb(u; ¢, p) Z ¢m mi(N —k;k+1,q), (5.29)
j=1

lo cual nos da una relacién exacta entre la probabilidad hipergeométrica ne-
gativa acumulada y la probabilidad binomial negativa acumulada. Ademas,
podemos obtener aproximaciones a F'(u; N,k,c) escogiendo un valor arbi-
trario de p € (0,1) y truncando la serie en el lado derecho de (5.29). Por
ejemplo, escogiendo p = py = (k + 1)/(N + 1), nos da la siguiente aproxi-
macion

Ao(u; N, k,c) = NB(u; ¢, Do),

m
At N, K, ¢) = NB(u; ¢, po)-+(c+u)nb(u; ¢, po) S vmyoi (w41, q0), m > 1,
j=1
con +; definida en la seccion (5.2).

Noétese que, como v; = 0, Ao(u; N, k,c) = Ai(u; N, k,c) y ésta es una
aproximacién conocida de la binomial negativa a la probabilidad hiperge-
ométrica negativa acumulada. Para m = 2, obtenemos
c (C + 1)(]0

nb(u; ¢, po)(u + ¢)(u —

Ag(u;N,k,c)zNB(u;c,po)—i—ﬁ "

).

Propiedades asint6ticas para estas aproximaciones se pueden obtener si-
guiendo argumentos similares a los usados en la seccién (5.3). Por ejemplo,
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tenemos

41
lim N (F(u; N, k,¢) = NB(u; c,po)) = -2—c—n,b(u; ¢, po)(u + ) (u — (c+ 1)

Do Po

),

de lo cual se deduce que cuando N tiende a infinito y el cociente (k+1)/(N+1)
permanece fijo e igual a py € (0, 1), la aproximacién binomial negativa tiende
a sobreestimar (subestimar) a la probabilidad hipergeométrica negativa acu-
mulada para los valores v > (¢ + 1)go/po (v < (¢ + 1)go/po)-

5.5 Conclusiones

En (5.11) damos un desarrollo ortogonal en término de los polinomios de
Meixner de primera clase relacionando la probabilidad hipergeométrica nega-
tiva y probabilidad binomial negativa. Para un conjuto de valores factibles de
u, N, k, ¢ tenemos un desarrollo para la probabilidad f(u; N, k,¢). Un hecho
curioso de este desarrollo es que depende de un pardmetro arbitrario p €
(0,1). En otras palabras, se pueden obtener un nimero infinito de desarrollos
para f(u; N, k,c¢): uno para cada eleccién particular de p € (0, 1). Elecciones
particulares de p y la truncacién del lado derecho de la serie (5.11) nos dan
aproximaciones a la probabilidad hipergeométrica negativa en términos de las
probabilidades binomiales negativas. Se han estudiado algunas propiedades
limites de estas aproximaciones cuando N tiende a infinito si el cociente
(k+1)/(N +1) permanece fijo e igual a cierto valor py € (0,1). En la seccién
5.4 se ha extendido el estudio a las probabilidades acumuladas.
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Capitulo 6

Una propiedad martingala
inversa que caracteriza a la
familia exponencial natural con

funcion de varianza cuadratica

6.1 Introduccién
Considérese la familia exponencial natural (NEF), con densidad
f(#;6) = exp{zf — 9(0)}

con respecto a cierta medida o—finita v. Asumiremos que el espacio paramétrico
© es un conjunto abierto no vacio, para el cual [ exp(z6)dv(z) es finito.

Sea X una variable aleatoria cuya distribucién pertenece a una NEF. La
media y la varianza de X son (como se vi6 en el capitulo 1):

= Eo[X] =¢'(0)

V(LT'Q(X) = Z/}”(Q) > 0.
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La funcion de medias p = 9/(6) es 1-1 y para este estudio seria conveniente
reparametrizar la familia en términos del pardmetro p. El dominio de u se
llamar4 espacio de medias y se notard por Q = ¢/'(©). Asi, denotaremos a
la. funcién de densidad de la NEF por f(z;p) y a la funcién de varianza por

Vi) =" (0(n). |

Sea Xi,...,X, una m.a.s. de una densidad f(z;u). Se sabe que el
estadistico S, = Y ., X; es suficiente y completo y que su densidad con
respecto a la medida convolucién v, = v * - - - x v (n veces) es

fa(s; ) = exp {s0(p) — np(6(n))}, b € Q.

Para cada pu € €2, consideremos el espacio de funciones

c,={r [TORGmms) <o}

Como se vid, ll;‘zw es un espacio de Hilbert para cualquier p € €2, con-
siderando el producto escalar

(Ty, Ta) = Eu [T1(Sn)T2(Sn)]

ademas dos funciones T} y T; son equivalentes si v, {T1 # T2} = 0. .

Un sistema completo en L2, es

Pen(s;p) = VE@DLfa(s 1)/ fal(sin), k21,
Ponlsipm) = 1, (6.1)

ver Abbey y David (1970).
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Algunas propiedades de estas funciones son:

(P1) Py, es un polinomio de grado ken s.

(P2) Los polinomios {Pgn(s;)},>, satisfacen la relacion de recurrencia

(omitiendo argumentos):

Peyin=(s—nup—kV)Pen+ VP, k20
PO,n =1

(La prima (’) denota derivar con respecto a ). En particular, tenemos

Pin(sip) =s —np

Py = (s —np)* = V' (u) (s — np) = nV (u)

(P3) Lps polinomios Py, Pi, y P2, son mutuamente ortogonales. Es mas,
no es dificil probar que

(1) By [Pen(Sn; 1)) = ko, para todo k > 0, donde ko es la delta de

Kronecker.

(il) By [Pra(Sn; 1) Popn(Sn; 1)) = 0.

(i) B, [P,(Sni )] =nV ().

(iv) B, [P2a(Sn; )] = nV2(u) {V"(u) + 20}
(P4) En general { P (8; 4)} ;> 1O €s un sistema de polinomios ortogonales.
La condicion necesaria y suficiente para que este sistema sea ortogonal, es
que la funcién de varianza de la NEF sea cuadratica, es decir V(i) = vy +
v + vopu?, ver Morris (1982, 1983).

(P5) La siguiente propiedad martingala en tiempo discreto se satisface por

los polinomios definidos en (6.1).

97



Teorema 6.1 Para cualquier entero m > n > 1,
E {Pk,m(Sm; M) | Sn] = Pk,n(Sn; V’)) k>0. (6‘2>

Demostracién. Nétese que para m > n,

fm(8518) = falt; 1) frnn(s — t; ).

Usando la férmula de Leibnitz para la derivada del producto, se obtiene
k

Dk fulsin) =3 (’;) D3 ot 1) DA (s — 110,

i=0

y de (6.1), se tiene

Pn(si) = 3 () Pints ) Pcimenls = 1) (63)

=0

s,

Considérese
Sm = Sn + Tm-—na

con Trpen = v, Xi. Nétese que S, y Trn—n son independientes. Con-
siderando en (6.3) s = S,, yt = T1,_n, tomando esperanza condicionada con
respecto a S,. Usando propiedades estandar de la esperanza condicionada y

la propiedad P3(i), se obtiene (6.2). O
La propiedad martingala dada en (6.2) es satisfecha en general por los
polinomios de Sheffer asociados a ciertas distribuciones, ver Schoutens y
Teugels (1998).
En este capitulo se caracterizaran las funciones exponenciales para las
cuales se satisface la siguiente propiedad

E [Pk,n(sna ,U,) l Sm] = dk,n,mPk,m(Sm; /j')a k Z 07 (64)

para cualquier m > n > 1, y di n» constantes reales.
El resultado principal se da en el siguiente Teorema.

Teorema 6.2 Dada una familia exponencial natural, los polinomios definidos
en (6.1) satisfacen la propiedad (6.4) si y solo si la familia tiene funcion de

varianza cuadrdtica.
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6.2 Demostracion

La demostracion del Teorema 6.2 se basa en la propiedades de los estimadores
insesgados de minima varianza (UMVUE) en las familias exponenciales. En
la siguiente subseccion recordaremos algunas de estas propiedades.

6.2.1 Estimadores insesgados en las familias exponen-

ciales

Sea Xi,...,X, una muestra ii.d. procedente de una NEF con densidad
f(z; u). Siguiendo la notacién del primer capitulo, se denota por U, al con-
junto de funciones paramétricas, h(y), umvu estimable con funcién de va-
rianza finita.

Si h € U, para cierto n, entonces h € U,, para todo m > n. Esto es
consecuencia del siguiente hecho, si T,,(S,) es el umvu estimador de h(u)
para un tamaiio de muestra n, como S,, es suficiente y completo para el
tamano de muestra m > n, por el teorema de Rao-Blackwell, se tiene que
Tin(Sm) = E[Tn(Sn) | Sm) es el estimador umvu de h(u) para el tamano
de muestra m . En otras palabras, se muestra que la sucesion de conjuntos
{Up, },, es creciente en el sentido de la inclusién.

Como los polinomios dados en (6.1) forman un sistema completo en [Z,%’ u
para todo p € Q, cualquier funcién T,, € muen E,Zw admite un desarrollo de
la forma

To(s) = > (i) Pin(sip), 1€ Q. (6.5)

720
En general, el sumatorio de (6.5) contiene infinitos términos. Se define
la subclase U, » que contiene las funciones, h(u), pertenecientes a U, , tales
que su correspondiente estimador umvu, 7,, admite un desarrollo finito de
la forma

k
To(s) = Y (1) Pin(si 1), € Q.
=0
El siguiente lema caracteriza la subclase U, 5.
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Lema 6.1 Una funcion h(p) pertenece a Uy o si y solo si existen unas cons-

tantes reales co, ¢1 y co tal que
h(p) = neo{V () +np?} + cip + co. (6.6)
El estimador insesgado de (6.6) para el tamano de muestra n. es
T.(S,) = cS:+c¢Su/n+co=
= aon(p) + a1n()Pyn(Sns 1) + agn (1) Pon(Sus 1)
con
aon(p) = h(u),

ara(p) = h(p)/n,
aon(p) = h'(u)/{nV"(n) + 20} . (6.7)

Demostracién. De acuerdo a la definicién, una funcion h(u) pertenece a

I

U, > si el estimador insesgado es de la forma

T0(Sn) = aon(pt) + 1.4 (18) P1n(Sns 1) + 2,0 (1) Pon(Sn; 1),  para todo p € €2

(6.8)
La propiedad (P3) de la secci6n 6.1 establece que los polinomios o, Pin ¥y
P, ,, son mutuamente ortogonales, entonces los coeficientes en (6.8) pueden

ser obtenidos como

@in() = (Tns Pyn) o WPsally 5 =0,1,2. (6.9)

Se tiene,
(T By, = Vi) / To() D3 fuls; p)vn(ds) (6.10)
~ Vi(uDi / To(5) fuls; 1) valds) = V2 (1) D ().

Usando (6.9), (6.10) y los resultados dados en P3(iii), (iv) de la seccién
6.1, se obtiene

aonlp) = B(p), ain() =hW)/n, y aga(p)=hr"(p)/{nV"(p) + 2n*} .
(6.11)
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Nétese que (6.8) es un polinomio de grado dos en S, con coeficiente
lider as,(p). Como T,(S,) es un estimador, éste no debe depender de p.
Consecuentemente, ag’n(u) debe ser una constante, que se notara por cs.
Entonces h"(p) = con {V" (1) + 2n}, por lo cual

h(p) = ncy {V(,u) + nuz} + 1 + co, (6.12)

para ciertas constantes ¢y y ¢;. Subtituyendo (6.11) en (6.8), teniendo en
cuenta (6.12) y la expresion explicita para P ,, y Py, dado en (P2), se obtiene

T, (Sn) = 282 + 180 /1 + co.

O

Supongamos que la densidad subyacente f(x;u) pertenece a la NEF-

QVF, con funcién de varianza
V(p) = vy +vip + vap.

Muchas de las propiedades citadas a continuacién pueden encontrarse u
obtenerse facilmente de los resultados dados en Morris (1982, 1983). La
familia NEF-QVF esta formada, esencialmente, por seis subfamilias: nor-
mal (con varianza conocida), binomial, Poisson, gamma, binomial nega-
tiva, y secante hiperbdlica generalizada. Para la NEF-QVF, los polinomios
{Pen(s; 1) }ys definidos en (6.1) forman un sistema de polinomios méni-
cos ortogonaies con respecto a la medida f,(s; u)vn(ds). Estos polinomios
son Hermite (normal), Krawtchouk (binomial), Charlier (Poisson), Laguerre
genezalizado (gamma), Meixner (binomial negativa) y Pollaceck (secante
hiperbélica). La relacién de ortogonalidad es

E,u [Pk,n(sn; N)P],n('sna /‘1‘)] = 6kjaj,nvj (’“L)v (613)
con
Jj=1
= 7! H(n +kvg), j2>21yap, =1 (6.14)
k=0
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Sih €U, v T,(S,) es el estimador insesgado para el tamano de muestra
n, el desarrollo ortogonal de T, es

Dih(p)

Tofs) = Y =

>0 J,m

Pja(sip), pe

Para un valor conocido pg € €2, y para cualesquiera enteros n > 1y j > 0,

Eu[Pyn(Sns po)] = ctjm(pe — po)’ /31 (6.15)

Se puede comprobar que en el caso NEF-QVF, para todon > 1. U, ; es la
clase de todos los polinomios en p de grado al menos k.
Se necesitaran algunos resultados previos.

Lema 6.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Un2 € Upm, 2 para ciertos enteros n, m con 1 <n < m.
(b) La familia exponencial tiene la propiedad QVF.

(¢) Unk C Ui, para todo k > 0 y para todo n < m.

Demostracion.

(a) = (b). Considérese la funcién
h(p) = nV (u) +n’p. (6.16)

Claramente el estimador umvu de h(u) para el tamano de muestra n es
T.(S,) = S2. Este estimador puede ser reescrito como, (ver lema 6.1),

hl
T,(8:) = () + 2L Py (S, ) + Po(Sas ), € 6

Entonces, h pertenece a Uy 2 y, por hip6tesis, también a U, ». De acuerdo
con el lema 6.1, deben existir constantes reales cym, ci,m ¥ C2.m tales que

h(p) = megm {V (1) + mp®} + c1mpt + com- (6.17)
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Igualando (6.16) y (6.17),
(n — meom)V(p) = (mPcom — n*)u® + Crmft + Com, Para todo p.  (6.18)

Claramente, de (6.18), si n—mcym # 0, V(1) es un polinomio de grado como
mucho dos en u, es decir, la familia exponencial tiene la propiedad QVF y se
obtiene el resultado.

El caso n — meg,, = 0 es imposible, por que si 7 = mcy,, de (6.18), se
debe tener necesariamente que mZCQ,m =n?y c2,m # 0; combinando estas
expresiones

n? =mlcy, = mzcg,m, con ¢y # 0,

por lo cual ¢y, debe ser igual a uno. Esto implicarfa que m = n. lo cual es
absurdo, pues por hipétesis m > n.

(b) = (c). Este resultado es inmediato, por que si la familia exponencial
tiene la propiedad QVF, entonces la clase U, x, para cualquier n > 1, es el
conjunto de todos los polinomios en y con grado < k.

(¢) = (a). Trivial. O

Por 1ltimo,veamos la demostracién del resultado principal.

6.2.2 Demostracion

Supongamos que la propiedad martingala inversa se verifica. Para cierto
n > 1y k> 1, consideremos una funcién h € U, ;. Sea T,,(S,) su estimador

umvu para el tamano de muestra n. Entonces,
k
To(Sn) = Y a;(18) Pjn(Sn; 1), para todo p € Q.
=0

Para un tamano de muestra m > n, y usando la propiedad martingala in-
versa, el estimador insesgado de h(u) es

k
T0(Sm) = E[Tn(Sy) | Sm] = Zaj(/.t)dj,n,ij,m(Sm; 1), para todo p € Q.
=0
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Entonces h € U, . Por tanto, se tiene que Uny € Upmp, para k > 1, (en
particular para k = 2), y del lema 6.2, la familia tiene la propiedad QVF.

Reciprocamente, supongamos ahora que la familia es una NEF-QVF. Sean
n < m dos enteros positivos. Se define

Ri(Spm, 1) = E[Pen(Sn; ) | Sm), parak >0y p€ Q.
Escogiendo un pg € € arbitrario. Entonces, de (6.15),
E, [Ri(Sms 110)] = Epu [Pen(Sn; 10)] = (1 — o)/ k!, para todo p € Q.

(6.19)
La expresion (6.19) se puede interpretar diciendo que

k'Rk(Sma /*LO)/ak,n

es el estimador insesgado de (u — ) para el tamano de muestra m. De

nuevo, de (6.15), se tiene
EH {k!Pk,m(Sm;/LO)/ak,m] = (:u' - ,u’O)ka para todo HE Q7 (620)

es decir que k! Py m(Sm; to)/tk,m €s también el estimador umvu de (4 — po)*
para el tamafio de muestra m. Como el estimador umvu es tnico (c.s.), se

debe tener que
Qk.n

Rk(Sma .U‘O) = Pk,m(Sm; ,LL()),

km

6 equivalentemente, que la propiedad (6.4) se verifica con

o+ kv
dinm= ] ——= P> 1, 6.21
jom, Hm+kv2, para j > (6.21)
k=0
y dO,n,m =1 O

Una consecuencia de (6.21) y (6.13) es que en una familia exponencial na-

tural con funcién de varianza cuadrética las variables aleatorias { Q. (Sn; 1) } 50 »

con
Py n(s; 1)

I Pe(s; )12

donde P, son los polinomios definidos en (6.1), satisfacen la propiedad mar-

Qk,n(s; /L) -

tingala inversa en tiempo discreto E [Qrn(Sn; 1) | Sm] = Qum(Smi ). k = 0.
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6.3 Ejemplos

Para las seis subfamilias caracterizadas por Morris (1982), se tiene:
1.- La distribucion Normal.

Esta distribucién esta asociada a la NEF-QVF pues su funcién de varianza
es V(u) = 0%, u € R. El sistema de polinomios ortogonales es

Pam(s, 1) = o*m* Hey, (s — mp)/(0/m))

donde Heg(y) denota el k-ésimo polinomib de Hermite con expresion explicita
k/2 o2 |
( 1 .7 J
H

La propiedad martingala invertida es

_ Sp — ni _ Sy — ML
k/2 — k/2 m " S )
E [n Hey, ( o ) |Sm:| =m~""“Hey ( e ) , (c8), (6.22)

para 0 < n < m, k > 0y u € R.La propiedad (6.22) era conocida para al

menos los casos k = 1,2 y ha sido utilizada para caracterizar los procesos de
Wiener, ver Wesotowski (1990) y Wise (1992).
2.- La distribucion Poisson.

Esta distribucién esta asociada a la NEF-QVF pues su funcién de varianza
es V(u) = p, p > 0. El sistema de polinomios ortogonales es Py ,(s, 1) =

U™ (s), donde
RN [\ -
—

J

es el k-ésimo polinomio de Charlier. La correspondiente propiedad martin-

gala invertida es
E [nfkc,g"“) (Sn) |Sm] = m ™) (S,), (c8.), (6.23)

para 0 <n <m, k> 0y u > 0. La propiedad (6.23) para k = 1,2 fue usada
por Wesotowski(1999) para caracterizar los procesos de Poisson.
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3.- La distribucion gamma.

La distribucién Ga (p, a) con funcién de densidad f (z;p, a) = r(p)

z>0, p>0ya=p/u>0,tiene media p y varianza V(u) = p?/p, m,p > 0,
por lo tanto es NEF-QVF. El sistema de polinomios ortogonales es

Pim(s) = K{(=1)* LFV(as)/a*

donde
(a) k+a\y _
L; g (-1 ( > i o> —1,

es el k-ésimo polinomio de Laguerre generalizado. La propiedad martingala
invertida es

(pn) (r—1) ['(pm) (=1) ¢,
E{WL (aX,) | Xm } —r(pm+k)L (aXm), (cs.),

para0<n<m, k>0yp,a>0.
4.- La distribucion binomial.

La distribucién binomial de pardmetros p € (0,1) y N > 1, pertenece
también a la familia NEF-QVF, dado que su funcién de varianza es V(u) =
p+ p?/N. El sistema de polinomios ortogonales es

Pyim(8) = klky (s;mN, u/N)

donde ki (z; N, p) denota al k-ésimo polinomio de Krawtchouk.
k x N -z ;
b = S0 (, 5 ) (YT ) a-nt
En este caso, la propiedad martingala invertida es

F'(nN —k+1)
I'(nN +1)

I'(mN —k+1)

E
I(mN + 1)

ki (s;nN, u/N) ISm} =

para0<n<m,k>0y u>0.
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5.- La distribucion binomial negativa.
La funcion de probabilidad de esta distribucién es P(S,, = k] = ("7 ")g% p .
k=0,1,...; con p, - r/(mpu+71), gm =1—pnyr >0. La funcién de va-
rianza es V(u) = p(p +r)/r, p > 0. El sistema de polinomios ortogonales

asoclados es

Pioan(s) = (=1)*(mp/r) m(s; v, mps/ (mp + 1)),

donde my(y;T,q) es el k-ésimo polinomio de Meixner de primera clase con
expresion explicita

my(y;7,q) = (—1)’“’6!2 <?;> (—ky h r)q“j, r>0,qg€(0,1).

—J

La propiedad martingala invertida es

L(np) : e _ T (mp) ) mi
E [F(np-i- k)mk (Sn,w np+r |Sm | = Tlmp + k)mk S T, e b (cs.),

para0<n<m,k>0y u,m>0.

6.- La distribucion Secante Hiperbdlica Generalizada.

Consideremos la NEF con densidad (respecto a la medida de Lebesgue)
f(z;8) = exp{zf + logcos(6)}/(2cosh(nz/2)),z € R,| 6 |< 7/2. La media
y la varianza son respectivamente p = tg(d) y V(u) = 1 + 1%, p € R, por
tanto la densidad pertenece a la NEF-QVF y es conocida como la familia
secante hiperbélica generalizada, ver Morris (1982). La propiedad martingala
invertida es

Ln) Pk,n<sn;u)|sm]=1,”m) Bom(Smi ), (c:5.)

L(n+%) T(m +k)
para 0 <n <m,k >0y p € R, donde el sistema de polinomios ortogo-
nales asociados en este caso, { Py .(y; 1) }k>0, €s el sistema de polinomios de
Pollaczek definidos en términos de la férmula de recurrencia de tres términos
(omitiendo argumentos por simplicidad)

Poprm = (Pr—2kp)Pe—km{l+ (k—1)/m}(1+ p*)Peey, k> 1
Porn = 1, Pom=17— .
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Capitulo 7

Una Relacion entre la |
Esperanza Condicionada de los
Records y la Estimacion
Insesgada en la Distribuciéon

Exponencial

7.1 Estimacién insesgada en la distribucién

exponencial

Sea Wy, ..., W, una m.a.s. procedente de una distribucién exponencial con

funcién de densidad (respecto a la medida de Lebesgue)
f(z; A) = Xexp(—=Az),z >0, A > 0.

El estadistico S, = )7, W; es suficiente, completo y sigue una distribu-
cién gamma con parametros n y A. Sea A un subconjunto no vacio de (0, 00).
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Diremos que una funcién k() es estimable en A para el tamano de mues-
tra n, si existe una funcién del estadistico suficiente y completo S, T;,(Sn).

verificando
(1) EA[|T.(Sn)]] < oo, para todo A € A,

(i) E\[Tn(Sn)] = h()), para todo A € A.

Obsérvese que a diferencia de los capitulos anteriores, en este caso no se
exige que la varianza del estimador sea finita. Sin embargo, si A = (0, 00),
y T,(Sy) tiene varianza finita podremos decir que la correspondiente funcion
estimable es umvu-estimable en el sentido del capitulo 1. Si la funcién es-
timable admite un estimador que verifica (i) y (ii), pero con varianza infinita
se puede concluir que cualquier estimador insesgado de dicha funcién tiene
necesariamente varianza infinita.

Es posible encontrar una expresién cerrada en términos de la transfor-
mada inversa de Laplace para el estimador insesgado 7, de una funcion
estimable h. De forma explicita, la condicién de insesgadez dada en (ii) es:

)\n
[(n)

/ T,.(s)s" ! exp(—As)ds = h(}\), para todo A € A. (7.1)
0

La condicién (1), Ex[|T.(Sn)|] < oo, para todo A € A, implica la existen-
cia de la transformada de Laplace de T,(s)s""! para aquellos valores de A
que pertenecen a A. Sea )¢ = inf A. Entonces la transformada de Laplace
de T,(s)s"! existe para cualquier A > )o. Consecuentemente, se tiene la
siguiente relacion:

)\n
mﬁ(Tn(s)s"‘l)()\) = h(A), para A > A, (7.2)
donde L denota el operador transformada de Laplace. Por lo tanto el esti-
mador insesgado de h(A) en A para el tamafio de muestra n es T,,(S,.), donde

T, tiene la expresién: }
Ta(s) = D(n)L7H(R(N)/X") () /s,
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ver también Lépez-Bldzquez et al. (1997).
Si h es estimable y T,,(S,) es su correspondiente estimador insesgado en

A, puede comprobarse facilmente que para m > n,
Tra(Sm) = E [Tn(Sn) | Sm] (7.3)

es el estimador insesgado de h en A para el tamano de muestra m.
Mediante un célculo elemental puede comprobarse que la densidad de S,

condicionada a S,, =t es

1 Sn_l(t _ S)m—n—l
B(n,m —n) tm—1

f(s]t)y= ds, 0<s<t, (7.4)

y por lo tanto T,, puede obtenerse a partir de T, de la relacién (7.3):

To(t) = ——1—) /Ot Tn(s)sn_l(t — S)m—nﬁlds, t> 0. (7.5)

B{n,m —n gm-1

A partir de (7.2) puede obtenerse otra expresién que relaciona 7;, y Tp,
(n < m):
L(n) ™"

L(T,(s)s" H(\) = Wﬁ(Tm(s)sm‘l)(A), A > Ag. (7.6)

7.2 Records

Sea {X,},>,; una sucesién de variables i.i.d. con funcién de distribucion
comiin absolutamente continua y estrictamente creciente F'. De forma recu-
rrente se define la sucesién de tiempos records, {L(n)}, ., , mediante

L) =1

Lin)=min{j: j>Lin-1)y X; > Xrm-1}, 7> 2.

La variable aleatoria X, se denomina el n—ésimo record de la sucesion
original (o de la distribucién F).
Nétese una ligera diferencia entre nuestra notacién y la de algunos autores

en la definicién de los tiempos records. Mientras que nosotros comenzamos
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el conteo de los records en 1, otros autores definen el récord 0-ésimo como
el valor de la observacién X; La razén para este cambio es tener una cierta
simetria en la notacién: con nuestra notacién el n-ésimo record de una dis-
tribucién exponencial estandard (i.e. A = 1) sigue una distribucién gamma
con pardmetros n y 1.

Si @ es la funcién cuantil de F' (que en este caso coincide con la funcion
inversa) y Z es una variable aleatoria con distribucién exponencial estandar,
entonces

(Xpq)s- - Xim) = (R(Zoay)s - - > R(Ziny)),

donde R(s) = Q(1 — exp(—s)).
Tal como se mencioné anteriormente, el n-ésimo record de una distribu-
cién exponencial estandar sigue una distribucién gamma de pardmetros n y

1, de aqui que si F' es una distribucién para la que
E “XL(”)H < 00,

entonces

/0 ~ |R(s)| s exp(—s)ds < oo. (7.7)

(Condiciones para la existencia de los momentos de los records pueden en-
contrarse en Nagaraja (1978))
Nétese que (7.7) implica la existencia de L(R(s)s™!)(A), para todo A > 1.
La densidad conjunta de Zppmy ¥ Zrm), 1 <n <m,es

1

n_lt— m—n—1 —ﬁ,0<~)<t<‘ .
Dt s ew(t), 0 < >

(7.8)
A partir de (7.8) puede obtenerse la densidad condicionada de Zp) a
A Lem) =t > 0:

fn,m(sa t) =

Faim(s | 1) =

B(n,m —n) gm-1

la cual coincide con (7.4).
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Sea sop(F) = {z: 0< F(z) <1} e y € sop(F). Supongamos que
El|Xim]] <oy E [|Xr@m|] < co. Entonces, la esperanza condicionada

de Xpm) a Xpm) =Y puede calcularse como:

1 t Sn—l(t _ S)m—-n—l
FE [XL(TL) | XL(m) = y] = m‘/o‘ R(S) tm—-l d37 (79)

donde ¢ es tal que Q(1 — exp(—t)) = ¥.
Sea
V(t) = E [Xim | Xrem) = Q1 — exp(-1))}, t>0.

Entonces, con la notacién de la primera seccién la ecuacién (7.8) tiene la si-
guiente interpretacién: R(S,) y V(Sn) son estimadores insesgados de la
misma funcién paramétrica para los tamaros muestrales n y m respecti-

vamente en el conjunto A > 1.

7.3 Regresion lineal de records

La relacién existente entre la esperanza condicionada de records y la esti-
macién insesgada en la familia exponencial obtenida al final de la seccién
anterior serd utilizada para caracterizar las distribuciones continuas para las

que:

E [XL(n) l XL(m)] = bXL(m) +a, (710)

con 1 <n<m.

Nagaraja (1988), caracterizé las distribuciones continuas que satisfacen
la relacién (7.10) en el caso particular de records adyacentes, es decir m =
n + 1. El justific el interés de este problema por sus aplicaciones en la
prediccion asintética de estadisticos ordenados extremos. En el caso general
en que los records considerados no sean adyacentes, y ademds la funcién de
distribucién que genera los records sea m —n veces derivable Lépez-Blazquez

y Moreno-Rebollo (1997) probaron que las distribuciones caracterizadas por
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la relacion (7.10) eran precisamente las mismas tres familias de distribuciones
caracterizadas por Nagaraja.

En esta seccién nuestro objetivo serd caracterizar las distribuciones que
satisfacen (7.10) pero sin la hipétesis adicional de derivabilidad impuesta a
la funcién de distribucién F.

Notese que si F' es una distribucién para la cual (7.10) se verifica nece-
sariamente la pendiente b es positiva. Ademsds, si se considera el cambio
Y =c¢X +d, con ¢ > 0, entonces

E [Yitmy | Yoem)] = bYi(m) + @, (7.11)

con a' = ca+d(1 —b).

Por lo tanto, la clase de distribuciones para las cuales la regresién de
X1y sobre Xp(m) es lineal con pendiente b puede ser determinada salvo
transformaciones de localizacién y escala.

El resultado principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 7.1 Sean 1 < n < m dos enteros y F' una funcion de distribucion
absolutamente continua y estrictamente creciente para la que E [|X L(")H Y
E HX L(m)” sean ambas finitas y E [X L) | X L(m)] es lineal con pendiente
b > 0. Entonces,

(i) Si b # 1, la funcién cuantil de F' es (salvo transformaciones de loca-

lizacion y escala)

Qu) = A{log(1/(1 —u))}*,u € (0,1),
con « = r—n, donder es la Unica raiz positiva de la ecuacion polindmica:

z(z+1)---(z+m—n-—1)=b£r(‘%nﬁ)j. (7.12)

(i) Si b =1, la funcidén cuantil de F es (salvo transformaciones de loca-

lizacion y escala)

Q(u) = log {log(1/(1 - u))}
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Demostracion.
(i) Caso b # 1. En este caso supondremos sin pérdida de generalidad que la
ordenada en el origen es a = 0. Esto es asi, por que si F' es una distribu-
cién para la cual (7.10) se verifica, se puede considerar la variable aleatoria
transformada Y = X — (1 — b)7}, la cual satisface (7.11) con a’ = 0.

De (7.9) y las consideraciones anteriores, la ecuacién (7.10) puede ser

escrita explicitamente como

1 ) 4/0t R(s) ™t - S)m—n_lds =bR(t), t >0, (7.13)

B(n,m—n tm-1
donde
R(s) = Q(1 — exp(-s)).

Con la notacién de la seccién 1, R(S,) y bR(Sy.) son estimadores insesga-
dos de la misma funcién paramétrica en A > 1 para los tamanos de muestra
n y m respectivamente.

Sea

G(\) = L(R(s)s" 1)(N), x> 1.
Entonces, de (7.6) y las propiedades de la transformada de Laplace, se obtiene
la siguiente ecuacién diferencial

bl'(n) _
G(\) = —A)mrGmTI(N), A > 1 7.14
() = T (H™E ), (7.14)
Como G()) es la transformada de Laplace de R(s)s™!, entonces
G(+o0) = /\hm G(\) =0. (7.15)
Las soluciones para A = 400 de la ecuacién diferencial (7.14) son de la
forma -
GA) =X Zaj/\"j, conr >0y ag#0. (7.16)
=0
Sustituyendo (7.16) en (7.14) e igualando los coeficientes del mismo grado,
se obtiene
bl (n
a; (F((TZ))(j+r)-~-(j+r+m—n—1)—1> =0, para todo j > 0.

(7.17)
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En particular si j = 0 en (7.17), como ag # 0, se concluye que r debe
ser una solucién no negativa de la ecuacién polinémica (7.12). Se puede
comprobar facilmente que (7.12) tiene una unica raiz real no negativa.

En el caso j > 0, como 7 es la unica raiz no negativa de (7.12), se tiene
que

bl(n)(j+7)---(j+r+m—n—-1)/T(m) - 1#0,

y necesariamente a; = 0, para 7 > 0.
Entonces,

G(A) = aoX™ = L(R(s)s" ) (N),

con ay # 0. De lo cual se obtiene

Q(u) = A{log(1/(1~u)}",u € (0,1),

ya=1-—n.
(ii) Caso b = 1. En este caso, no se puede suponer que la ordenada en el
origen sea nula. En el caso, a < 0. La condicién de regresion lineal es

sn—l (t _ s)m—n—l

t
= ) / (RO~ RENTT g = —a 150 (119
0

B(n,m —n

El cambio de variable s = tw, transforma (7.18) en

1 1

T A S— — R(tw))w" 1 —w)™ " dw = —a, t >0, (7.19

Sy |, (O = Rlew)ur = (1 = w) " = —a, £ >0, (719
y derivando con respecto a t en ambos miembros de (7.19), obtenemos

1
/ (R'(t) — wR (tw))w" (1 — w)™ " 'dw = 0, para todo t >0 (7.20)
0
por lo cual obtenemos
R/(t) — wR'(tw) =0, paratodot >0 y w € (0,1).

Dado que, R'(t) = R'(1)/t, para todo t > 0, o equivalentemente, R(t) =
Alog(t) + B, para ciertas constantes reales Ay B, se tiene
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Q(u) = Alog(log(1/(1 — u)) + B,u € (0, 1).

0

Las funciones de distribucién que se han caracterizado en el Teorema 7.1
son (salvo transformaciones de localizacién y escala):

1. 51 0 < b < 1, puede comprobarse que r, es la tinica raiz no negativa
de la ecuacién polinémica (7.12), satisfaciendo r > n. Entonces, si
0 =1/a > 0, escogiendo A = 1, obtenemos

F(z) =1 —exp(—2°%), = > 0. (7.21)
2. Sib=1,
F(z) =1 — exp(— exp(z)), z € (—o0,+00). (7.22)
3. Si b > 1, tomando r < n. Entonces, si § = —1/a > 0, escogiendo
A = —1, se tiene
F(z)=1-exp(~|z| "), = <0. (7.23)

Noétese que las distribuciones caracterizadas por regresién lineal en el caso
de records no adyacentes son las mismas que caracterizé Nagaraja (1988) en
el caso de records consecutivos. Estas distribuciones son las distribuciones
de valor extremo, ver Gnedenko (1943).

7.4 Regresion lineal de estadisticos ordena-

dos

Es bien conocido que existen muchas similitudes entre los estadisticos de or-
den y los records. Estas similitudes han sido investigadas por varios autores,
entre otros, Deheuvels (1984) que afirma que, al menos en el caso continuo, no
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se necesita desarrollar distintas teorias para la caracterizacion en términos de
estadisticos de orden y en términos de records. Particularmente interesante
en este sentido es también el trabajo de Gupta (1984).

Dado Yi,...,Y; una muestra i.i.d. de tamano s, denotaremos por Y(,.
al n—ésimo estadistico de orden.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién continua y es-
trictamente creciente F'(z), y sea Y una variable aleatoria cuya funcion de
distribucién es proporcional a —log(1l — F(z)).

Se puede comprobar facilmente que la densidad condicionada de X
dado Xj(m), (1 < n < m) coincide con la densidad condicionada de Yin:s)
dado Y(m:s), (1 < n < m < s). De esta observacién, tenemos que si la
distribucién de X,y dado Xim), (1 < n < m) satisface cierta propiedad
P, entonces la distribucién de Y{,.;) dado Y(;m.;) también satisface P. Como
consecuencia, las distribuciones continuas para las cuales B [Y(,,/;s) | Y'(,ms)]
son lineales con pendiente b son (salvo transformaciones de localizacién y
escala):

1. 5i0<b<1,
G(y) =v°, y € (0,1), (7.24)

donde § = 1/(r —n) y r es la tinica raiz positiva de la ecuacién (7.12)

2. Sib=1,
G(y) = exp(y), y € (=00, 0). (7.25)

3.81b>1,
Gly) =yl , y € (—o0,—1). (7.26)

donde 8§ = 1/(n —r) y r es la unica raiz positiva de la ecuacion (7.12).

Notese que estas distribuciones coinciden con las caracterizadas por Fer-
guson(1967) en el caso de estadisticos ordenados adyacentes.
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