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Notacion

e;: J-ésimo vector de la base candnica de RV, N > 2.

Y: intervalo (—1/2,1/2) C R.

z;: punto genérico de RY tal que su i-ésima componente es cero. Para z = (x1,...,ZN)
en RY, se denota también z} = leel. Asi ¢ = z;e; + z;. Las confusiones se evitardn

I

por el contexto.

17| oi= lrgnizglei], para = = (z1,...,zy) € RV,

Ryx: proyeccién ortogonal de z € R sobre el subespacio R™ x {0}¥~" ne{l,...,N}.

Ji={ye; €YYV, ie{l,...,N}.

St={yeY":y=0}={ye¥Y"},ic{l,...,N}.

|A|: medida de Lebesgue del conjunto A.

Xxa: funcién caracteristica del conjunto A.

p': exponente conjugado de p € (1,+00), caracterizado por 119 + 1% = 1.

Bn: conjunto de las permutaciones de {1,..., N}.

card(I): cardinal del conjunto I.

My espacio de las matrices cuadradas de dimensién N.

Sn: subespacio de My formado por las matrices simétricas.

Zn: matriz identidad de orden N. Cuando se sobreentienda el valor de N se escribiré Z.

MT: traspuesta de la matriz M.

N
tr(L): traza de la matriz L = (L;;) € My, es decir Z L;;.

1=1
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L : M: producto escalar de las matrices L = (L;;), M = (M;;) € My, esto
€8s tT'(LMT) = Z LUMU

1<i,j<N

L(E, F): espacio de las aplicaciones lineales y continuas de E en F.
E’: dual topolégico del espacio E, es decir, L(F,R).
< +,» > g: producto de dualidad entre E’ y E. Cuando se sobreentiendan E' y E se

escribird simplemente < -, - >.

LP(A,du): espacio de las clases de funciones sobre A, subconjunto de RY medible
respecto de u, con valores en R y de potencia p integrable respecto de p.

LP(A):= LP(A;m) con m la medida de Lebesgue.

L .(A): espacio de las clases de funciones medibles u definidas en A con valores en R

tales que u € LP(K) para todo K subconjunto compacto de A.

LP(A; E): espacio de las clases de funciones medibles u definidas en A, medible de RY,

con valores en el espacio de Banach F, tales que la aplicacion ||u(-)||z pertenece a LP(A).

C&°(G; E): espacio de las funciones de clase infinito con soporte compacto contenido
en G, abierto de R¥, y con valores en el espacio de Banach E.

C(G):= C&(G;R).

D'(G): espacio de las distribuciones en G.

WLP(G): espacio de Sobolev formado por las funciones de LP(G) con derivadas dis-

tribucionales de primer orden en LP(G).

WLP(G): espacio de Sobolev formado por las funciones de L? _(G) con derivadas dis-

tribucionales de primer orden en L} (G).

W,y ?(G): cierre de C°(G) en WLP(G).

W1P(G):= {u € W"(G) : u=0sobrey} (v esun subconjunto de G con media
(N—1)-dimensional positiva).

W= (G): Espacio dual de Wy*(G), es decir (W, (G))'.

loc

HY(G) = W'Y(G), Hi(G) = W(G), Hy(G) = Wy*(G), Hy(G) = W;*(G),



H™Y(G) =w~12(G).
f: subindice que significa periodicidad. Por ejemplo, para i € {1,..., N}, Hﬁl(ﬂ) es
el espacio de funciones u € Hy ({y, = 0}) tales que u(y;e;) = u((y; + 1)e:), p-c-t. 3 € R.
D¢ gradiente de la funcién ¢ : G C RY — R¥, es decir la matriz (9;,¢;)1<i j<n-
J¢: jacobiano de la funcién ¢ : G € RY — RY, definido por el valor absoluto del

determinante de D¢.

e(¢): gradiente simetrizado de la funcién ¢ : G C RY — R¥, definido por

€(¢) G — 'SN’ con e(¢)ij = (axz(p] + ax]¢z) ) 7’)] € {17 s 7N}

|

ey(¢): gradiente simetrizado respecto de la variable y de la funcién ¢ = ¢(z,y) :

G x YN — R¥, definido por

ey(@): G xYY — Sy, con ey(P)i; = (8yi¢j +8yj¢i) , 4,7€{1,...,N}.

[NSR

¢: pardmetro real positivo que toma sus valores en un conjunto numerable constituido
por los términos de una sucesién que tiende a cero. De esta manera, toda familia de
conjuntos o de funciones parametrizadas con el indice ¢ puede ser considerada como una
sucesion.

de, p.: pardmetros positivos que convergen a cero cuando ¢ tiende a cero.

fc: funcién en C*(R) tal que (se supone d, < 1)

0<6.(t) <1, Vt € R; 0:(t) =0, siJt| < %;

2
@; e <£,VteR.
2 dt

~ Vd.

C': constante positiva genérica que puede variar de una expresién a otra y que no

(N.1)
0.() =1, si Jt| >

depende de .

O.: sucesién genérica de nimeros reales que puede cambiar de una expresién a otra y

que converge a cero cuando ¢ tiende a cero.



Introduccion

En la presente Memoria introducimos un nuevo método para estudiar el compor-
tamiento asintético de las soluciones de problemas en ecuaciones en derivadas parciales
planteados sobre estructuras reticuladas dependientes de varios pardmetros. Con ayuda
de dicho método mejoramos resultados ya existentes, que permiten por ejemplo considerar
no homogeneidades més generales y abordar el estudio completo (segin las distintas rela-
ciones entre los pardmetros) del problema de la elasticidad.

Las estructuras que aparecen en esta Memoria estén constituidas por una serie de
elementos (vigas o placas) distribuidos periédicamente con un periodo pequefio € > 0,
tales que al menos una de sus dimensiones es mucho menor que el periodo. Normalmente
consideramos estructuras formadas por vigas dispuestas periédicamente con periodo &
y con seccién un infinitésimo de orden menor que . Véase al final del Capitulo 1 las
Figuras 1.2 (la Figura 1.3 muestra algunos detalles de ésta), 1.4 y 1.6 como ejemplos de
tales estructuras tanto en dos como en tres dimensiones. Obsérvese que en la Figura 1.6,
a diferencia con la 1.4, las vigas sélo estén distribuidas a lo largo de dos direcciones
espaciales, lo que provoca que en el limite la estructura tridimensional degenere en una
de dimensién menor. En el estudio de esta estructura aparecen combinados fenémenos y
técnicas de tratamiento tanto de vigas, que son las componentes de la estructura, como de
placas, que es hacia lo que estd degenerando. El método se aplica también sin dificultad a
estructuras formadas por elementos que no tienen por qué ser necesariamente vigas. Para
ilustrar este punto consideramos también la homogeneizacién de un problema de difusién
no lineal planteado sobre la estructura que aparece en la Figura 1.5, la cual estd formada

por placas.



El uso de este tipo de estructuras esté notablemente extendido en muchos campos
de la ingenieria, siendo quizés en construccién donde son més ampliamente utilizadas
(armazones de puentes, mallados metdlicos, torres de tendido eléctrico, estructuras de
naves industriales y viviendas, ...). Hoy en dia también resultan de gran importancia en
electrénica, ellas aparecen por ejemplo en la fabricacién de cierto tipo de superconduc-
tores. Son empleadas ademés para modelizar ciertos medios porosos, correspondiéndose
la estructura reticulada con la parte del fluido. En esta misma linea, mencionar las es-
tructuras que se usan en algunos sistemas de refrigeracién los cuales estan basados en la

recirculacion de un fluido por numerosos y pequenos conductos.

Son varias las situaciones que motivan la homogeneizacién de problemas en derivadas
parciales planteados sobre este tipo de estructuras. Asi por ejemplo, un intento directo
de aproximar la solucién mediante elementos finitos supone, debido al pequefio grosor de
las barras y al cardcter muy oscilante de la estructura, utilizar mallados excesivamente
finos. Esto se traduce en un coste computacional tan elevado, que en muchas situaciones
el método numérico se convierte en una opcién inadecuada (ver [46], [47]). La teoria de
la homogeneizacién proporciona una forma de soslayar estas dificultades inherentes a los
dominios reticulados. Dicha alternativa consiste en aproximar u. mediante un desarrollo
cuyos términos son caracterizados como la solucién de un problema en derivadas parciales
(problema limite u homogeneizado) planteado sobre un dominio de forma simple carente

de las dificultades numéricas senaladas anteriormente.

En todos los problemas de homogeneizacién que abordamos en esta Memoria, partimos
de una sucesién V, de estructuras reticuladas en RY, N > 2, dependientes de varios
pardmetros como las que se muestran al final del Capitulo 1 y que ya hemos referenciado
anteriormente. Las estructuras que en realidad consideramos son de la forma €2, = QNV,,
donde 2 es un abierto, acotado y regular de RY. Definimos también I'. = 902N N2,. Para
cada ¢ > 0, planteamos sobre {2, un problema de ecuaciones en derivadas parciales,
con condicién de tipo Neumann sobre 0€), \ I'. y condicién de tipo Dirichlet homogénea
sobre I'.. Para todos los problemas considerados se tienen condiciones que aseguran la

existencia, para todo € > 0, de al menos una solucién u.. El problema que pretendemos
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estudiar es el comportamiento asint6tico de tales soluciones cuando los pardmetros tienden
a cero. De entre las dificultades del objetivo propuesto, destacamos aqui dos de ellas. No
existe ninguna relacién de inclusién entre los dominios (2., luego cada u. se encuentra en
un espacio funcional distinto. Ademads, estamos considerando funciones definidas sobre

dominios cuya medida converge a cero cuando ¢ tiende a cero.

La homogeneizacién de problemas en derivadas parciales planteados en dominios reti-
culados ha sido objeto de estudio en numerosos trabajos (e.j. [53], [54], [55], [5], [25],
[26], [27], [31]). En nuestro conocimiento, la manera més cldsica de proceder consiste en
prolongar adecuadamente las soluciones a un dominio fijo (lo cual lleva a usar comple-
jos resultados de extensién) y a continuacién pasar al limite uno a uno en los distintos
pardmetros. Obsérvese que este paso sucesivo conlleva ciertas hipétesis sobre el tamaifio
relativo de los pardmetros que intervienen, el primer pardmetro considerado debe ser
mucho més pequetio que el segundo y asf sucesivamente. Esto junto con el uso de los
operadores de prolongacién hace que no sea claro el hecho de que la funcién obtenida
en el limite reiterado proporcione una buena aproximacién de las soluciones cuando los
parametros son pequeios. Sehalar también que en alguno de los sucesivos pasos el limite
s6lo existe en un sentido débil. Por ejemplo, en el caso de las estructuras V., en RY consti-
tuidas por vigas rectas dispuestas periédicamente con periodo € y seccién ed, (Figura 1.2
para N = 2 y 1.4 para N = 3) la homogeneizacién se suele realizar (consultar [5] o [31])
tomando primero d, = d, y considerando una sucesién de operadores de prolongacién P, 4
que transforman funciones definidas en 2, en funciones definidas en todo 2, continuos
sobre los espacios correspondientes. Entonces se prueba la existencia de un limite débil
u(d) (en un cierto espacio de Sobolev) de P. qu,, cuando ¢ tiende a cero. Posteriormente
se demuestra que existe u* limite fuerte cuando d tiende a cero de u(d). En este punto
surgen de manera natural varias cuestiones. Por una parte la dependencia de u* del orden
escogido en los pardmetros para pasar al limite, es decir, la igualdad de los limites reite-
rados. Obsérvese que el paso al limite primero en ¢ conlleva suponer que éste pardmetro
es mucho menor que d. Por otra, la cuestién ya mencionada sobre si 4* proporciona una

aproximacién de u. en una topologia habitual de tipo L? o0 WP, o sea, si de alguna mane-
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ra el limite reiterado es realmente un limite doble. La respuesta no es trivial, téngase en
cuenta que P, ju. y u. s6lo coinciden sobre el conjunto €, cuya medida es un infinitésimo.
Estas dificultades fueron superadas en el caso particular de una ecuacién lineal con coefi-
clentes constantes gracias a un resultado de N.S. Bakhvalov y G.P. Panasenko [5] (véase
también [31]) donde se prueba que existe z : @ x YV — R, Y = (—1/2,1/2), periédica
en su segunda componente, tal que si tanto ella como u* son suficientemente regulares

entonces la sucesién 2. definida por
x
ze(z) = 2(z, E)’ p.ct. T € Q., Ve >0,

satisface

1 *
mllua - u — €ZE||§_I1(QE) < C(f + dg), Ve > 0. (01)
€

La funcién z es en realidad definida a partir de los términos de ciertos desarrollos asintéticos
que aparecen al estudiar el comportamiento limite de P: 4u. y u(d). En particular, de la

desigualdad anterior se deduce

1
192%] Jo,

lo que prueba que u. estd préximo a u*. Sefialar de todos modos que es més intere-

lue — u*|Pdz < Cle +d.), Ve >0,

sante (0.1) porque proporciona una aproximacién de u. no sélo en L? sino en H'. La
situacion es sin embargo muy distinta para el sistema, de la elasticidad lineal, y el método
descrito anteriormente no ha dado en nuestro conocimiento una respuesta completamente
satisfactoria. Asi para el caso de materiales isétropos y homogéneos G. Griso ha probado
(ver [38]) que en esta ocasién los limites reiterados dependen del orden. Sin embargo no
existen hasta donde nosotros sabemos estimaciones de error.

En un intento de abordar las dificultades mencionadas que plantea el método clésico,
recientemente se han desarrollado también nuevas técnicas basadas en la convergencia en
dos escalas respecto a medidas. El concepto de convergencia en dos escalas fue intro-
ducido por G. Nguetseng [51] y mds tarde desarrollado por G. Allaire [2] para obtener
y mostrar la convergencia de los desarrollos asint6ticos que aparecen al resolver diversos

problemas de homogeneizacién periédica. En dichos desarrollos suelen aparecer funciones
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de la forma u(z, —) con u periédica en su segunda variable, y es natural para demostrar
€
su validez considerar funciones test precisamente con la misma estructura. Esto conduce

a la necesidad de pasar al limite en expresiones del tipo

x
/we(a:)\Il(x,—)da:
Q 2
donde ¥ es regular y periddica en su segunda variable. El resultado principal en este

sentido y probado por G. Nguetseng establece que si w, est4 acotada en LP(2), Q C RY

abierto, entonces existe w € LP(; LP(Y'N)) tal que (para una subsucesién)

lim ws(z)q/(x,g)dx=/Q/YNw(a:,y)\I!(x,y)dyda:,

e—=0 Jo
para toda ¥ € C°(Q; CP(Y™)). Se dice entonces que w,. converge en dos escalas a w. Con

hipétesis adicionales se prueba ademés que

lim

dz = 0,
e—0 QO

we(z) — w(z, E)

x \p
lo cual muestra cual es la idea de la convergencia en dos escalas. No se trata de aproximar
we por una funcién fija como suele ser usual sino por otra sucesién de la forma w(z, —:—)
La convergencia en dos escalas se ha mostrado de gran utilidad en muchos problemas
de homogeneizacién periédica (e.j. [51], [52], [1], [2], [36], [43], [32], [3]; ver también [12],
[13] para aplicaciones a problemas casi periédicos). Asf respecto a los problemas que nos
interesan, y relacionado con el método descrito, permite realizar la homogeneizacién de
problemas en ecuaciones en derivadas parciales planteados en estructuras como las que
aparecen en las Figuras 1.2 y 1.4 cuando d, = d fijo. Sin embargo no permite considerar
el caso d. variable. Una extensién adecuada para afrontar este tipo de problemas de debe
a V.V. Zhikov ([59], [61]; ver también el trabajo de G. Bouchitté e I. Fragala [6]). La idea

es la siguiente, a partir de las estructuras V. se definen las medidas de Borel . en RY por

_ v 1BV,
YN NV,

Por otra parte, sea i la medida de Radon acotada sobre Y resultante al considerar el

pe(B) VB c RY Borel.

limite *-débil de las medidas fi. definidas por

fe(B) = giN,ue(sB), VB c YV Borel.
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Con estas definiciones de p. y fi se introduce la siguiente definicién: Una sucesién w, en

LP(Q, dp.) se dice que converge en dos escalas hacia w € LP(Q; LP(YN, dj1)) si

S [ we(@)W(z, o / / w(z, y)¥(z, y)diy)dz,

e—0 O

para toda ¥ € C°(Q; C§(Y™)). Como ocurre con la convergencia en dos escalas clésica,
se verifica que si w. € LP(,du,) tiene norma acotada entonces existe una subsucesién
que converge en el sentido anterior.

Usando esta nocién de convergencia y trabajando con espacios de funciones de tipo
Sobolev relativos a estas medidas (ver [60]), se puede abordar el estudio de estructuras
reticuladas muy generales. Este método ha dado buenos resultados para problemas de di-
fusién ([6], [20]). Sin embargo, no ha funcionado de modo totalmente satisfactorio cuando
se han tratado problemas de elasticidad, para los cuales sélo ha proporcionado resulta-
dos parciales. Asi, en [62] y [7] se ha empleado este método para estudiar estructuras
compuestas de un material eldstico e isétropo, V. C R, formadas por vigas con seccién
del orden de ed.. Como ya se comentd anteriormente, a diferencia con el problema de
difusién, el comportamiento limite depende del tamafio relativo de los pardmetros. En [7]
se ha tratado el caso en el que ¢/d, tiende a cero, mientras que en [59] se han estudiado los
casos en los que este limite es cero o infinito. En este tltimo trabajo se anade al sistema de
la elasticidad lineal un término adicional de orden cero que simplifica el problema porque
evita tener que estimar la constante de Korn en 2. y que hace que no sea exactamente el
sistema de la elasticidad lineal lo que se estd considerando. Destacar que en estos trabajos
no se demuestran resultados de corrector. En ellos se obtiene el limite en dos escalas de
las soluciones u. (y no del tensor de deformaciones e(u.)). Ademéds no se proporcionan
estimaciones en una topologia usual, como por ejemplo en L2. En ambos trabajos se es-
tablece como una cuestién abierta el estudio del sistema de la elasticidad lineal cuando el
limite de €/d. es arbitrario. Comentar que andlogamente a la convergencia en dos escalas
clasica, el método busca aproximar la solucién u. del problema correspondiente por una
sucesién del tipo u(z, g) Pero como veremos en la presente memoria esta aproximacion

€ :
no es buena en el caso de la elasticidad cuando el limite de 7 pertenece a (0, +00], sino
€
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que es necesario introducir términos que también dependen de d.. Por esta misma razén
el método no permite considerar no homogeneidades en los materiales que dependan de d.
ni siquiera en el caso de la difusién. Asi no se puede modelizar situaciones habituales en
la préctica como es el caso en que las barras estdn formadas por un nicleo de un material
recubierto de otro diferente.

T. Arbogast, J. Douglas y U. Hornung introdujeron en [4] un nuevo método para el
estudio de problemas de homogeneizacién periédica. Esencialmente consiste en introducir
un cambio de variables que transforman una sucesién de funciones u, = u.(z) en una
nueva sucesién de funciones en la que aparece una variable adicional 4, = 4.(z,y). La
nueva variable y se obtiene escalando la celda de periodicidad y contiene informacién
sobre la microestructura del problema. Méas concretamente lo que se hace es lo siguiente.

Consideramos la funcién x : RY — Z¥ definida por

1
|z — k(2)|o < =, p.ct. z€RY,

2 3
es decir, para casi todo z € RY, x(z) + Y¥ es el cubo de centro con coordenadas enteras,

lados paralelos a los ejes coordenados y longitud uno que contiene a z. Entonces, para u.

en LP(Q), se define 1. por

. x

’U,E(IE, y) = us(sﬁ(g) + 5y) .
Obsérvese que esta definicién estd asociada al cambio de variables

T sﬁ;(f)

ye(I) = _E_’

que transforma cada cubo C¥ = ¢k +cY?, con k € Z", en el cubo unidad. Se trata de
hacer por tanto un zoom en cada uno de estos cubos. Mientras que la variable y recorre el
cubo, la variable z s6lo nos dice el cubo C¥ que se est4 considerando en cada caso. Téngase
en cuenta que si z pertenece a C¥, entonces lﬁ(g) = k no depende de z. Como ha sido
probado en [43], la idea estd estrechamente relacionada con la convergencia en dos escalas

de G. Nguetseng y G. Allaire. De hecho, se tiene que . converge a @ en la topologia débil

de LP si y sélo si u. converge en dos escalas a %. Destacar sin embargo que, escogiendo
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adecuadamente el cambio de variables, este método se puede adaptar a situaciones en las
que la convergencia en dos escalas clésica no se aplica (ver por ejemplo [10], [11]).

En esta memoria presentamos una adaptacién original del método de Arbogast, Dou-
glas, Hornung para la homogeneizacién de problemas en derivadas parciales planteados
sobre estructuras reticuladas dependientes de varios pardmetros. La idea también es
introducir adecuados cambios de variables y = y%(z), asociados segin el valor de i a
los distintos elementos que forman la estructura reticulada, como en el caso del método
original actian a modo de zoom y su objetivo es que dichos elementos no degeneren en
conjuntos de dimensién menor (vigas en segmentos, finas placas en planos) ni desaparez-
can en el limite cuando el periodo y los demés pardmetros tienden a cero. De esta forma
no se pierde la informacién sobre lo que estd ocurriendo en cada pequeiia pieza. Esto
guarda relacién con la técnica de escalado empleada usualmente para tratar con estruc-
turas delgadas (e.j. [23], [42], [57], [24], [49]). Con ayuda de estos cambios transformamos
la sucesién de soluciones u. en nuevas sucesiones de funciones dependientes de dos vari-
ables 4% = 4%(z,y), las cuales estédn definidas sobre un dominio fijo. Asf por ejemplo, en
el caso de la estructura que se muestra en la Figura 1.2 (aqui N = 2, y asociamos i = 1

con las barras horizontales e ¢ = 2 con las verticales), estas funciones vienen dadas por

’aal‘ (CL', y) = U&-(EK)( ) + 5y1€1 + Ed&.ygeg)

p.c.t. (z,y) € R? x Y?,

'EL?(Q:, Y) = uc(er(=) + edeyner + eyses)

mi8m|s

las cuales estdn asociadas respectivamente a los cambios de variables

T — Elil(g) Ty — Elig(g)
hlo) = = e+ —— e,

z1 — ek (%) Zg — €ka(E)
yi(z) = o, ey + e £=-ey.

El estudio del comportamiento asintético de u,. se lleva a cabo a partir del limite de las 4%
que nos describe el comportamiento de u. en el elemento i-ésimo de la estructura. De esta
manera no necesitamos sofisticados resultados de prolongacién. Es importante tener pre-
sente que las 4! estdn relacionadas entre sf por los valores de u, en las intersecciones entre

los distintos elementos que conforman la estructura. Dichas relaciones se reflejan en el
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paso al limite y son importantes para el analisis de u.. Ellas nos proporcionan condiciones
de contorno para el problema homogeneizado. El paso al limite se realiza simultaneamente
en todos los parametros, abordando de una manera unificada los diversos casos que se
presentan. Como primer paso en la resolucién del problema de homogeneizacién lo que

hacemos es considerar una sucesién u. en Wp(Q.) (en HE ()" para la elasticidad) tal

que
1
o Jo |Vuc(z)Pdz < C, Ve >0, (0.2)
en el caso del problema de difusién, o
1
|—Q——| A le(ue)|?dx < C, Ve >0, (0.3)

en el caso de la elasticidad, pero que no satisface necesariamente un problema de ecua-
ciones en derivadas parciales. A continuacién estudiamos el comportamiento asintético de
las correspondientes sucesiones ﬁg Como veremos esto permite aproximar estas funciones,
y por tanto u., por determinados desarrollos asintéticos. El teorema correspondiente es
el equivalente en nuestro caso al teorema de compacidad de G. Nguetseng y G. Allaire
para la convergencia en dos escalas. Después se aplica este resultado al caso de las solu-
ciones del problema de ecuaciones en derivadas parciales considerado. Para ello usamos
funciones test definidas mediante desarrollos andlogos a los que se encontraron en el paso
anterior. De la aplicacién de estas ideas se deduce un sistema limite u homogeneizado
donde aparecen conjuntamente las variables macroscopica y microscépica y cuyas solu-
ciones van a proporcionar no sélo el limite de las u, sino un desarrollo asintético de éstas
que las aproxima en topologias de tipo Sobolev. A diferencia de otros métodos, no nece-
sitamos exigir propiedades adicionales de regularidad a la solucién del problema limite
para demostrar el resultado de convergencia.

Entre las ventajas de nuestro método destacar que permite trabajar con heterogenei-
dades tanto en macroestructura como en microestructura, o dicho de otro modo, permite
que los operadores diferenciales dependan de los diversos pardmetros que intervienen.
Esto permite modelizar situaciones habituales como la comentada anteriormente de vigas

compuestas de dos materiales, uno constituyendo un ntcleo central y el otro una carcasa
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que lo envuelve, o placas formadas por varios materiales estratificados. En general, en
estos casos los correctores también dependen de esos pardmetros y no se pueden definir
a partir de funciones de la forma ¥(z, —j—) en las que sélo intervienen €. Como principal
logro del método destacar que el método que presentamos ha dado una respuesta satis-
factoria en el caso de problemas de elasticidad lineal para las estructuras ya mencionadas
compuestas por vigas de seccién ed.. Incluso en el caso de un material heterogéneo y
arbitrariamente anisétropo, resolvemos todos los casos posibles segtin el valor A del limite
de ¢/d.. En particular probamos que cuando A = +o0o tanto las deformaciones . como
el tensor de deformaciones e(u.) pueden hacerse arbitrariamente grandes. Esto muestra
que el modelo de la elasticidad lineal, que presupone pequenas deformaciones, puede ser
inadecuado cuando d. es mucho menor que €. Para cada valor de A\ demostramos un resul-
tado de corrector que proporciona una aproximacién fuerte de u. y e(u.) en L?. Destacar
que para la resolucién de estos problemas ha sido necesario demostrar estimaciones finas

relacionadas con la desigualdad de Korn que mejoran las dadas en [30].

Describimos a continuacién el contenido de los diferentes capitulos que constituyen la

presente Memoria.

El Capitulo 1 estd dedicado a plantear los problemas de homogeneizacién que con-
sideramos y a introducir los elementos bésicos sobre los que descansa el método que
proponemos. En las primeras secciones se establece un marco muy general que sirve de
referencia a los deméds capitulos. Esbozamos algunos detalles que serdn ttiles en la des-
cripcién que sigue. Se introducen las estructuras reticuladas V. en RY, N > 2, a partir de
la repeticién periédica, con periodo €, de un niimero fijo m € N de componentes (vigas o
placas). La repeticién de manera individual de cada una de estas componentes define la

estructura simple V*, i € {1,...,m}. Entonces dado 2 abierto regular denotamos
Q=0nV, L=0QnV T.=00n0dQ,.

Para cada i € {1,...,m}, introducimos un cambio de variable y¢ : V! — YV, con ayuda
del cual, a partir de una sucesién de funciones u. definidas sobre (2., construimos una

nueva sucesién 4’ definida sobre el dominio fijo 2 x Y, y que nos permitird describir el
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comportamiento asintético de u. en ¢, Los dos problemas fundamentales sobre los que
trabajaremos en los siguientes capitulos se encuentran planteados en la ultima seccién.
El primero consiste en la homogeneizacién de un problema de difusién del tipo
—div (a.(z, ue, Vue) — H) = F.  en £,
(0.4)
u. =0 sobre I, ae(x, ue, Vue)ve = H.v.  sobre 0Q. \ I,
donde, para cada € > 0, F. pertenece a L”(Q,), H. pertenece a LP (Q.)V y ac : Q2 x R x
RY — R¥ es una funcién de Carathéodory que define un operador pseudo-monétono
con crecimiento de orden p — 1, con p > 1. El segundo problema es la homogeneizacion
del sistema de la elasticidad lineal
—div (Ace(u.) — H,) = F, en €, 05)
u. =0 sobre I, (Ace(ue))v. = Hove  sobre 0, \ T,
donde H, pertenece a L2(£2,; Sy), F, pertenece a L2(Q. )", A, pertenece a L*®(£2; L(Sn, Sn))
y satisface las hipodtesis de coercividad y acotacién habituales. Las condiciones que im-
ponemos sobre a. y A; (ver la Seccién 1.3 para los detalles) nos permiten considerar
materiales arbitrariamente anisétropos, heterogéneos tanto en macroestructura como en
microestructura, y tales que pueden ser diferentes sobre cada Q.. Obsérvese en particular
que en (0.5) el tensor A, sélo debe transformar matrices simétricas en simétricas, ninguna

otra hipdtesis de simetria es necesaria.

En el Capitulo 2 para una mejor descripcién de método de homogeneizacién conside-
ramos un caso modelo simple. Se trata de la estructura V, compuesta por vigas ortogonales
de seccién ed, distribuidas periédicamente a lo largo de todas las direcciones del espacio
(ver las Figuras 1.1, 1.2, 1.4) y nos interesamos por la homogeneizacién de (0.4). Como ya
sefialamos se obtiene un resultado de compacidad (Teorema 2.1.2) para una sucesién u.
que satisface (0.2). Como no se supone que u. sea solucién de una ecuacién en derivadas
parciales particular el resultado obtenido es en principio aplicable a ecuaciones muy gene-
rales. Con ayuda de este teorema se obtiene el sistema homogeneizado correspondiente

que nos proporciona un desarrollo asintético z. de u. que satisface esencialmente (ver
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Observacién 2.1.6)

1
lim / V(ue — 2.)|Pdx = 0.
TN QEI ( )|

Para comenzar abordamos el caso de un operador lineal con coeficientes constantes (Teo-

rema 2.2.1). Para esta situacién resolvemos el sistema homogeneizado resultante (Propo-
sicién 2.2.5). Posteriormente se considera el caso de operadores pseudomonétonos (Teo-

remas 2.3.1 y 2.3.5).

En el Capitulo 3 también para ecuaciones de difusién utilizamos el método en nuevas
situaciones. Comenzamos mostrando como se adapta al caso de las estructuras represen-
tadas por la Figura 1.5 que estdn compuestas por placas. A continuacién, en la Seccién 3.2
estudiamos estructuras tridimensionales en rejilla, formadas por vigas de seccién ed, X p,
(Figura 1.6). Estas tienen la particularidad de que en el limite degeneran en un conjunto
de dimensién dos. Como consecuencia se estd combinando un problema de reduccién de
dimensién en una placa, y un problema de homogeneizacién en estructuras reticuladas
compuestas por vigas. El resultado de homogeneizacién correspondiente depende de la
talla relativa de los pardmetros. En la Seccién 3.3 vemos como se aplica el método a

problemas parabdlicos. M4s concretamente a

Oyue — div (ae(t, z, ue, Vu) — H.) = F. en (0,T) x §,

ae(t, z, ue, Vu)v. = H.ve sobre (0,7) x (0Q. \T.),

ue =0 sobre (0,T) x T, u:(0) = u? en Q,
donde para simplificar se vuelve a considerar las estructuras del Capitulo 2. Por tltimo, y
para mostrar como el método también permite obtener resultados de cierta generalidad,
se obtiene un teorema de homogeneizacién para estructuras reticuladas en dimensién dos
que estdn formadas por barras de anchura ed, dispuestas periédicamente con periodo ¢,

las cuales pueden ser curvas y cuyo nimero y disposicién es arbitrario.

Los Capitulos 4 y 5 estdn dedicados al estudio de la homogeneizacién del sistema de la
elasticidad lineal (0.5). En el Capitulo 4 se considera la estructura modelo del Capitulo 2
(Figuras 1.2 y 1.4) y como ya mencionamos, a diferencia de lo que ocurria con el prob-

- €
lema de difusién, vemos que el comportamiento asintético depende del limite de T El
£
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capitulo comienza obteniendo desigualdades de tipo Korn para esta estructura. A con-
tinuacién se obtiene el correspondiente resultado de compacidad (Teorema 4.3.1) para u.
satisfaciendo (0.3). Su aplicacién a la sucesiéon de soluciones del sistema de la elasticidad
conduce a un sistema limite (Teorema 4.4.1) cuyas soluciones proporcionan aproxima-
ciones de u. y e(u) en L* (ver Observacién 4.3.5). En el caso particular de un material
homogéneo e is6tropo resolvemos el problema limite (Proposicién 4.4.5) eliminando la
variable microscépica. Como cabia esperar por resultados conocidos relativos al caso en
el que d% tiende a cero, se deduce que el limite en macroestructura satisface un problema
degenerado. Es decir, no es fuertemente eliptico en H'. Es también conocido ([5], [21])
que esto se puede evitar reforzando la estructura con vigas adicionales. Mostramos sin
embargo para un ejemplo particular que el comportamiento de este tipo de estructuras
también depende del limite de di’ y de hecho cuando este valor es estrictamente positivo

&€
el problema en macroestructura sigue siendo degenerado (ver la Seccién 4.5).

En el Capitulo 5 estudiamos la homogeneizacién del sistema de la elasticidad lineal
planteado sobre la sucesién de estructuras reticuladas tridimensionales consideradas en la
Seccién 3.2, en el caso particular p, = ed. (otras elecciones de p. pueden ser consideradas
pero ello alargaria en exceso la Memoria). Al tratarse de la combinacién del problema
de una placa eldstica y del problema de la homogeneizacién de la estructura modelo con
N = 2, todas las circunstancias observadas en el Capitulo 4 son trasladables, con lige-
ras modificaciones, a esta situacién. Asi por ejemplo, comentar que cuando se resuelve el
problema para el sistema limite se obtiene un problema degenerado para los desplazamien-
tos en las direcciones del plano de la estructura, y uno eliptico para los desplazamientos

perpendiculares.

El sexto y ultimo capitulo estd dedicado a demostrar varios resultados técnicos que
son empleados con frecuencia a lo largo de los capitulos precedentes. Entre ellos destacar
fundamentalmente una desigualdad de tipo Poincaré discreta y algunas desigualdades de

tipo Korn.

Terminamos esta introduccién comentando algunos problemas relacionados que pre-
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tendemos abordar en un futuro:

1. Obtencién de estimaciones de error para los desarrollos en dos escalas obtenidos.
Esta es una cuestién abierta muy interesante pero a su vez bastante dificil en general.
Los tnicos resultados en esta linea que conocemos se pueden encontrar en [5]. Ah{
se prueba por ejemplo una estimacién que ya ha sido mencionada para una ecuacién
eliptica lineal de coeficientes constantes y con un término fuente F. muy regular (ver

también [31] para este resultado).

2. Homogeneizacién de problemas en ecuaciones en derivadas parciales planteados so-
bre estructuras reticuladas y cuyos coeficientes varien con ¢ de forma general. Para
estructuras delgadas este estudio ha sido desarrollado por ejemplo en [33], [34], [48],
[19]. En esta Memoria, los operadores diferenciales dependen de ¢, pero lo hacen de
manera que al aplicarles ciertos cambios de variables se transforman esencialmente
en uno fijo. Un andlisis con operadores méas generales serfa interesante por ejemplo
para el estudio de problemas de control en los coeficientes. En ese marco podemos
suponer que la sucesién de soluciones u, representan los estadbs asociados a una
sucesién minimizante de controles, entonces su comportamiento limite nos muestra
si el estado 6ptimo se alcanza, o en caso de no alcanzarse, nos da informacién sobre

la relajacién del problema de control.

3. Estudio del comportamiento asintético de las soluciones de problemas de control y
controlabilidad planteados sobre estructuras reticuladas. Una cuestién interesante
es como controlar un sistema en el que interviene una estructura reticulada me-
diante controles definidos a partir del problema homogeneizado. Es légico pensar
que cuanto mas pequeilo sean los pardmetros que definen la estructura, con mayor
precisién se podré lograr este objetivo. Con ayuda de estimaciones de error para
el problema de homogeneizacién, se podria determinar con que grado tenemos que
actuar sobre el sistema limite para obtener buenos controles para el problema de

partida. Un estudio en esta direccién para otros problemas ha sido realizado en [28],

[29], [39], [40], [41].



Capitulo 1

Planteamiento general y definiciones

Como ya hemos destacado en la introduccién a esta Memoria, estamos interesados
en el comportamiento asintético de las soluciones de ecuaciones en derivadas parciales
planteadas sobre estructuras reticuladas dependientes de varios pardmetros. En este
capitulo desarrollamos dos objetivos. Por una parte, planteamos los problemas de homo-
geneizacién que seran objeto de estudio en este trabajo. Por otra, definimos los elementos
bésicos para aplicar nuestro método de resolucién de tales problemas.

El capitulo est4 organizado en tres secciones. En la primera introducimos una sucesion
general de estructuras reticuladas y notacidn ttil para trabajar con ella. En la segunda
definimos los cambios de variables sobre los que descansa el método y mostramos el
resultado de su aplicacién sobre operadores diferenciales usuales. Concluimos con una
seccién dedicada a plantear los problemas de ecuaciones en derivadas parciales sobre los

que trabajaremos en los capitulos siguientes.

1.1 Estructuras reticuladas

Una caracteristica comun a las estructuras reticuladas es su periodicidad en al menos
una direccién espacial. Las Figuras 1.4, 1.5 y 1.6 (al final del capitulo) muestran ejemplos

de estructuras reticuladas tridimensionales, las dos primeras periédicas en todas las di-

21
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recciones espaciales, y la tltima periédica sdlo en dos de ellas. Como se observa en estas
figuras, las estructuras reticuladas que estudiaremos estdn constituidas por un ntmero
fijo , m € N, de componentes (que pueden ser vigas, placas,...), las cuales se repiten
periédicamente con periodo €. Denotaremos por V7, 7 € {1,...,m}, las estructuras sim-
ples formadas por la repeticién periédica de cada una dichas componentes, y entonces

definiremos la estructura reticulada V. por
m
Vo=V

i=1

Ve > 0. (1.1)

Asf, la estructura reticulada V, con la que trabajaremos mas frecuentemente en esta
memoria, y a la que nos referiremos en lo que sigue como estructura modelo, est4 formada
por barras de grosor ed. paralelas a los ejes coordenados, dispuestas periédicamente con
periodo ¢ a lo largo de todas las direcciones espaciales. La Figura 1.2 representa la estruc-
tura bidimensional (la Figura 1.3 muestra un detalle ampliado de ésta) y la Figura 1.4
la tridimensional. En esta situacién m = N, y para cada i € {1,....m}, VZ representa
el conjunto de barras paralelas a la direccién ;. Més concretamente, los conjuntos V
vienen dados en este caso por

vi=J {wERN: |7} — kil < %} Ve >0, Vie{l,...,N}.
klezN
Las definiciones de las estructuras de las Figuras 1.5 y 1.6 se dan respectivamente en las
Secciones 3.1 y 3.2.

Por w, denotaremos el conjunto de puntos comunes al menos a dos componentes, es

decir,

we= |J (VinV?), ve>o.
1<i,j<m
i#]
Asf en la estructura modelo w, es la unién en k € Z" de los cubos de centro ek y lados
paralelos a los ejes y longitud ed..

Dado © C RY abierto acotado de frontera regular, se definen €, (ver Figura 1.1), Q¢

ie€{l,...,m}, y I's por

Q. =0nV, AL=QnV), T.=00n0%Q, Ve > 0.
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Figura 1.1

Por v se denota la normal exterior a §2 en 9Q y por v,, € > 0, la normal exterior a ),
en 0Q..

Se admite que los elementos de WFI;” (Q.) estan definidos en todo V. prolongéndolos
por cero a V; \ £2..

Sobre (2. plantearemos ecuaciones en derivadas parciales y estudiaremos el compor-
tamiento limite de sus soluciones cuando ¢ tiende a cero. La idea que vamos a usar
para resolver dichos problemas de homogeneizacién, consiste en definir unos cambios de
variables que tienen en cuenta la microestructura de los conjuntos, los cuales transforman
cada V', i € {1,...,m}, en un dominio fijo, de esta manera la nueva sucesién obtenida
a partir de u. estard definida en un dominio que no varia con €. El nuevo dominio serd
de la forma RY x YN con n € {1,..., N}, donde RY es el conjunto al que “convergen”
las estructuras V en el sentido de que para cada punto z € R) existen z. € V. tales
que z. converge a z. En los casos considerados en la presente memoria D‘iﬁ] viene dado
por RY = R" x {0}¥™. Por ejemplo, para las estructuras de las Figuras 1.4 y 1.5 este
conjunto es R = R3 mientras que para la estructura de la Figura 1.6 es RS = R? x {0} .

Para describir méas concretamente el método necesitamos algunas definiciones.
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Definicién 1.1.1 Para ¢ > 0 y k € ZV, se define C* como el cubo N-dimensional
de centro €k y lados de longitud € paralelos a los ejes de coordenadas, es decir, C* =
e(k+YN). Se definen PE, wk y Vi* i€ {1,...,m}, por PF=C*NV,, wF =CFNuw, y
ViR = CEOVE,

(Ver la Figura 1.3 para la estructura modelo con N = 2.)

Definicién 1.1.2 Se define k : RN — ZV por k(z) € Z¥ yz € CF, p.ct. z € RV,
Para cada € > 0, se definen C.(z) = Cf(g), P.(z) = Ce(2) NV ywe(z) = Ce(z) Nwe p.c.t.
z € RY.

Observacién 1.1.3 P.c.t. z € RY, k(x) es el centro del cubo de centro en Z, de lados
paralelos a los ejes de coordenadas y longitud uno que contiene a x. Se tiene x € C.(z),

p.ct. € RV,

1.2 Descomposicion en escalas

A continuacién vamos a introducir los cambios de variables con los que transformamos
funciones definidas sobre ), en funciones definidas sobre 2 x Y¥. La idea de estos cambios
es expandir los diversos elementos que componen la celda de periodicidad para no perder
informacién cuando los pardmetros tienden a cero. De esta forma funciones que sélo
dependen de la variable en macroestructura pasan a depender de las distintas escalas que
aparecen en el problema.

Segtn la definicién de V7, se introducen unos difeomorfismos
gV YN Vie{l,...,m} (1.2)

(en general, ¢ tomarfa sus valores en un conjunto fijo D?, que podria ser diferente para

cada 7; en los casos considerados en esta memoria ®* = YV, para todo 7).

Asi por ejemplo, para la estructura modelo estos difeomorfismos se definen por

. ! )
9t (z) = %ei + %—, Vr e VM Vie {l,...,N}. (1.3)
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Con ayuda de los difeomorfismos (1.2), se introducen a continuacién los cambios de

variables mencionados anteriormente.

Definicién 1.2.1 Para cadae >0 ei€ {1,...,m}, se definey’ : V: — Y* por
i ~i z i
ye(z) = gi(x — sm(g)), p.ct. x €V (1.4)

Observacién 1.2.2 Fijado k, yiwg,k es un difeomorfismo entre Vi* e YN cuyo inverso

viene dado por
Weppe) @) =k + (5) " (y), WyeYN, Vie{l,...m}

Usando las funciones 3¢, introducimos unos operadores que transforman funciones

definidas en V/ en funciones definidas en R x Y de la siguiente manera

Definicién 1.2.3 Dada una sucesidon de funciones medibles u. : V. — RY se define

4t RY x YN —R1 i€ {1,...,m}, por

ii(0,y) = u(en(2)+ () W), pet (@y) €RY x Y. (15)

Cuando se considera la estructura modelo, las definiciones (1.3) y (1.5) dan

At (x,y) = ua(aﬁ(g) + eyse; +edeyl), pet.(z,y) eRY x YN Vie{1,...,N}

Observacién 1.2.4 Las funciones 4% serdn usadas para estudiar el comportamiento de
u. en V:. Es importante observar que en (CENRY) x YV, k € ZV, € > 0, la funcidn
4t no depende de la variable x, mientras que como funcidn de la variable y es obtenida
a partir de u. mediante el cambio de variables (1.4). El papel de la variable x es fijar
k € ZN satisfaciendo la condicion x € C¥ (es decir, k = k(Z)); este valor de k nos
establece el conjunto V3* que se estd considerando. La variable y actia como un micro-
scopio, ampliando el pequerio conjunto V2* para transformarlo en el conjunto fijo YN, El
comportamiento de u. sobre VIF puede ser por tanto deducido a partir del comportamiento
de Ut (ek,-) respecto a la variable y € YN. En lo que sigue nos referiremos a  como la

variable macrdscopica, y a y como la variable microscdpica.
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Las siguientes definiciones son ttiles para trabajar con el cambio de variables (1.4).

Definicién 1.2.5 Parae >0, i€ {1,...,m} y o € LP(RY; WP(YN)), se define D'i €
LP(RY x YN)N por

Dii( Z (Z 02 (%, 9) 0, 0% (% —8/4,(5))) ej, p.ct.(z,y) € RY x YN, (1.6)

7j=1 r=1

Definicién 1.2.6 Parae >0,i€ {1,...,m} y o = (0y,...
se define eL(0) € LP(RY x YV; Sy) por

€ (@)re = = [(DI9,)s + (Di0),], Vs € {L,...,N}. (1.7)

9

,On) € LP(RY; WHP (Y)Y,

Observacién 1.2.7 Los operadores D%, €. no son mds que los resultados de aplicar el
cambio de variables definido por (1.4) a los operadores V, e. Mds concretamente, si para

u. € WpP(Q%) definimos i por (1.5), se tiene
Vu(z) = DL (z, i (x — 6/‘&(:)) ), p.ctzeVh
Andlogamente, si u. € WpP(Q.)V se tiene

e(ue)(z) = ci(@)(z, Gl — en(2))), petaze Vi

En el caso particular de la estructura modelo, (1.3) y las Definiciones 1.2.5 y 1.2.6 dan

respectivamente
Do = layi@ e + Zaij €,
€ de 1<j<N
J#i
y
1 , 1 1

62(’0)” = —-8%.17@-, 262(’6)1m = —8%.17,” -+ ——-—Bymf)i, Vm 7é i,
€ € ed,

26 (8 = -;l—s By 0m + By B), ¥y me {L,..., NI\ {i},
para todoe >0y todoi e {1,...,N}.

En el presente trabajo se consideran distintas elecciones de V., y suponiendo ciertas
acotaciones para las derivadas de u,, se prueba un resultado de compacidad éptimo para
@t. La aplicacién de este resultado a la sucesién de soluciones de los problemas de ecua-

ciones en derivadas parciales considerados es la llave para la resolucién de los problemas

de homogeneizacién.
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1.3 Planteamiento de los problemas

En esta seccién vamos a introducir los problemas en derivadas parciales que son objeto
de estudio en este trabajo. Su eleccién divide a la Memoria en dos partes. En los

Capitulos 2 y 3 se considera el problema de homogeneizacién

—div (ac(z, us, Vue) — H.) = F,  en ).,
(ac( ) — He) (18)
u. =0 sobre I, ae(z, ue, Vue )v, = H.v. sobre 09 \ T,
donde, para cada € > 0, F. pertenece a L (§.), H, pertenece a ()N ya.: Q. xR x
RY — R¥ es una funcién de Carathéodory que define un operador pseudo-monétono

con crecimiento de orden p, con p > 1. M4ds concretamente, se supone que existen ¢,

B>0yt. € L¥(Q,) tales que, para todo s € R, £, n € RN y p.c.t. = € Q,, a. satisface

ac(z,8,8) - £ > aff?, (1.9)
lac(z, 5, €)| < te(z) + BEP™ + [sPP7), (1.10)
(ae(z,5,€) — as(z,5,m)) - (£ —m) = 0. (1.11)

Bajo estas condiciones el problema (1.8) tiene al menos una solucién u. en Wi () (ver
por ejemplo [44], [45]).

Sobre w, se admite que se satisfacen las condiciones

|F£(x)|p’dx =0, (1.12)

lim — / |H.(z)|P dz = hm

=0 |2 | IQEI

p = .
?E%IQI/“ 2)P'dz = 0. (1.13)

Observacién 1.3.1 Las condiciones (1.12) y (1.18) permiten que a., H. y F. sean muy
grandes en w.. Esto se debe a que la medida de w. es muy pequena en comparacién con la
de §). y por tanto el comportamiento de las soluciones de (1.8) es independiente de como

sean a., H. y F. en este conjunto.

Con respecto a las hipdtesis sobre a., F;, H. en ) \ we, se supone que existen F* :

RYxYN — R H :RYxYYN — RV o : RV XYV xRxRY — RY, 78 ¢

?
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g' € L¥(YN) y I € C°([0,400)) con I{(0) = 0, i € {1,...,m}, tales que para todo z,
z€RY todoseR, todo &, n €RN, £ £n, ypet. ye YV se tienen

H'(-,y), F'(-,y) son continuas en RY, (1.14)
H'(z,-), F¥(z,-) son medibles en Y7, (1.15)
H' (z,9) + | F'(z,9)] < ¢'(y), (1.16)

a'(-,y,-,-) es continua en RY x R x RV,
a‘(z,-, s,€) es medible en YV,

a’i(x)ya 8,6) ’ 5 2 a|€|p7

(a'(z,y,5,€) — a'(z,y,5,m) (€ —1n) >0, (1.17)
la*(z,y,5,6)| < t'(y) + BYEP™ + s, (1.18)
0¥ (2,y,5,6) — d'(2,,5,€)| < Uz —2|) (r'(y) + [P + [s|P7Y), (1.19)

y se satisfacen las igualdades
ae(z,5,€) = ' (B, y(z),5,£), VseR,VEERY, pet. €\ w,, (1.20)

H.(z) = H(Rz,y(z)), F.(z) = F(Ra,y'(z)), p.ct. z€Q\w.. (1.21)

Observacién 1.3.2 La condicion (1.20) permite considerar materiales arbitrariamente
anisétropos, no homogéneos tanto en macroestructura como en microestructura (i.e., los
operadores dependen de las variables x e y) y que pueden ser diferentes sobre cada ),
i € {1,...,m} (ver Observacién 2.2.6 para el caso de la estructura modelo). A dife-
rencia de otros métodos, esto permite en particular trabajar con operadores que depen-
dan de los diversos pardmetros que intervienen. Otras aprozimaciones a estos problemas
sdlo permiten considerar dependencia respecto de (x — x(£))/e, y por tanto no pueden
“ver”aquellas variables de orden menor que el periodo € de la estructura.

Nuestras hipotesis sobre F. y H. también permiten considerar fuerzas que dependen

de la microestructura.
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Observacion 1.3.3 En algunos resultados se supondrd que los operadores a* son uni-

formemente mondtonos, es decir

& — & o 5
| | Mal+len™ = TSFST
(al(xay)sagl) _al(xay,saéé)) (51 _62) Z (122)
alé — &P st p=>2,

para todo (z,s,&1,&) € RY x Rx RN xRN, p.c.t. y € YN, Cuando esta condicidn sea

necesaria se indicard explicitamente.

Los Capitulos 4 y 5 estan dedicados al estudio del sistema de la elasticidad lineal

—div (A.e(u.) — H) =F. en Q,,
(1.23)
u. =0 sobre I, (Ace(ue))ve = Hov, sobre 0.\ T,
donde H, € L*(Q;Sy), F. € L2(2)N y A, € L®(Q,; L(Sn,Sn)). Se supone que existen

ay B> 0 tales que
Az)M : M > alM?, |A(z)M| < B|M|, VM € Sy, pct.z€Q,Ve>0. (1.24)

Observacién 1.3.4 No supone ninguna dificultad extender el estudio de (1.28) al marco
de operadores no lineales mondtonos. En esta memoria no se lleva a cabo por simplificar

la exposicion y por carecer este caso caso de interés desde el punto de vista fisico.

Anélogamente al caso del problema de difusién, se supone que sobre w. se satis-
face (1.12), y que sobre Q! \ w, existen F?: RY x YN — RV, H': R x YV — Sy,
At e CORY; L(YN; L(Sn,SN))), ¢° € L2(YN), i € {1,...,m}, tales que se tiene (1.14),
(1.15), (1.16), y

Az, y)M : M > o|M|*, VM € Sy, Yz € R

n )

p.ct. y e YN (1.25)
y ademas se satisfacen las igualdades (1.21) y

Ac(z) = A Rz, v (x)), p.ct. € QL \ we. (1.26)



30 1.3- Planteamiento de los problemas

Estas condiciones hacen posible considerar materiales cuyas propiedades eldsticas de-
pendan de todas las variables microscdpicas y, como en el caso de los operadores de
difusién, de los diversos pardmetros que intervienen, lo cual en nuestro conocimiento no

es posible con otros métodos.
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Capitulo 2

Una estructura modelo

En este capitulo presentamos el método de homogeneizacién para el tratamiento de
estructuras reticuladas que constituye la parte fundamental de la presente memoria. Es-
tudiamos el comportamiento asintético de las soluciones del problema de difusién (1.8)
planteado sobre una sucesién de estructuras reticuladas formadas por barras de espe-
sor ed., paralelas a los ejes de coordenadas y dispuestas periédicamente con periodo &,
caso modelo del capitulo anterior (ver las Figuras 1.2 y 1.3 para el caso bidimensional, y
la Figura 1.4 para el tridimensional).

El capitulo estd organizado como sigue. En la Seccién 2.1 se define la estructura retic-
ulada y se prueba un resultado de compacidad que constituye la herramienta bésica del
método. Las Secciones 2.2 y 2.3 estdn dedicadas a resolver nuestro problema de homo-

geneizacion, primero en el caso lineal y después en el caso de operadores pseudomondétonos.

2.1 Resultado de compacidad

Nos situamos en el marco establecido en el Capitulo 1, con m = N, y donde para cada

i€ {1,...,N}, VI viene dado por

Vi= U {a:E]RN D@l — ekloo < 8—de}, (2.1)

2
kjezN

33
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e gt : VA0 — YN por

/

~i Zs Z i,0
T)=—e;+—, VeV 2.2
ya( ) € 1+ Ede x € ( )
En este caso el dominio de la variable macroscépica es RY = RY. De (2.2) y la
Definicién 1.2.5 se deriva
Do =1g,0 d
V=2 U € + Z ;0 €
1<3<N

J#i
Es fécil comprobar que en esta situacién (| es del orden de d¥~1.

La siguiente definicién simplificard la notacién en todo lo que sigue.

Definicién 2.1.1 Sea i € {1...,N}. Para iis € W;?(Q), @i € LP(W,P(JY)), 44 €
LP(Q x JHWHP(SY), se define Di(dig, 4%, 1%) € LP(RY x YNV por
Djj(tio, 4}, %) = (Op,Tio + Oy, 0} €5 + Zﬁy]uzej (2.3)

1<j<N
J#i

Para aplicar nuestro método comenzamos probando un resultado de compacidad para
las sucesiones @, ¢ € {1,..., N}, definidas por (1.5), suponiendo que u. es una sucesién

1 . o
en WpP(€),) que satisface la estimacién

1

|Vue(z)Pde < C, Ve > 0. (2.4)
2] Jo,

Este resultado es el equivalente en nuestro contexto del conocido teorema de compacidad

para la convergencia en dos escalas (ver [51], [2]). Con su ayuda se pasard al limite en (1.8)

y se obtendra el problema limite u homogeneizado.

Teorema 2.1.2 Sea u. una sucesion en WS;” () que verifica (2.4), y definamos t,
i€ {1,...,N}, por (1.5). Entonces, existen una subsucesién de €, atin denotada por ¢,
iip € Wy(Q), 6} € LP( WP (JY), @ € LP(Q x J5;WH(SY)), i € {1,..., N}, tales que
@ (z,0) = 4 (x,0) p.c.t. 1 € RN, 4, 1€ {1,..., N}, verificando

4t — iy en ILP(RN xYY), (2.5)

DAl — Di(tg, 4%, 45) en LP(RYN x YV, (2.6)
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Demostracién. Comenzamos expresando la condicién (2.4) en términos de las nuevas
variables. Teniendo en cuenta que para cada k € Z", 4!(z,y) no depende de z en C* x YV

y usando el cambio de variables (1.4), se obtiene

|Vu6 )Pdz = Z / |Vue(z)Pdr = d¥ ! Z / |Dia (ek, y)[Pdy =

kezZN keZN

= ) / / | Dzt (2, y)[Pdydz = d / | Dlii(z, y)|Pdydx, Ve > 0.

N N
kezZN RY <Y

Entonces, de (2.4) se deduce
/ | DLtk (z,y)Pdyds < C, Ve>0, Vie{l,...,N}, (2.7)
RN xYN

luego, al menos para una subsucesién, D:if converge débilmente en LP(RY x YN)V.

Mediante sucesiones auxiliares vamos a caracterizar las componentes de este limite.
Para i € {1,..., N}, se define @} : RN x Y¥ — R por

i 11, 1

we(z,y) = = {ué(m,y) ue(z)dz] . pct (z,9) RV x YN, Ve > 0. (2.8)

€ [P.(2)] Jp. o)

Para cada k € Z", usando el cambio de variables (1.4), se obtiene

; 1
We(z,y)Pdy =

Usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Poincaré-Wirtinger (ver Lema 6.0.1)

[,

p
us(p) — dp, p.ct.x € CF. (2.9)

ue(z)dz

| PE| J px

se sigue

1 p
wlo) = 7 [ wlddz o <C2 [ [Tuo)l dp+

o (2.10)
+C — dr — dz| dp.
Jeolm Ly 0= g f vt
Para estimar el segundo miembro de (2.10) se usa la igualdad
/ u(T)dr — ue(2)dz = Ve — [ u(r)dr — . U (z)dz} +
[E] S P’“| Pk ERZ S [VEE| Jaw

+; |‘/€Ji;}“|wgl [Iw?l /w ue(T)dr - — . Ue(Z)dz} ,

V2 \ wk| Jvgrywp

que gracias al Lema 6.0.1 conduce a la acotacién

/Vm|wk|/ e (r)i 1o  Uel2)2

p
dp < Ce? / V(o) dp. (2.11)
P
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Por (2.9), (2.10), (2.11), y el cambio de variables (1.4), se llega a

c - ‘
LN |we(z, y)Pdy < NN /Psleua(S)l" ds < C;/YN |Diul(z,y)Pdy, p.ct.z € C;.

Integrando estas desigualdades en z € C* y sumando en k € Z" se obtiene, gracias a (2.7),
que @} estd acotada en LP(RM x Y¥). Gracias a (2.7) también se tiene que 8,0 ests
acotada en LP(RY x Y) mientras que 8,4, j € {1,..., N} \ {i}, converge fuertemente
a cero en LP(RN x Y). De todo ello se deduce la existencia de ¢ € LP(RN; W (Jt))

tal que, salvo una subsucesién, w: converge débilmente a ® en LP(RY; Wir(YN)) i

{1,...,N}. Ademss, la igualdad

1 : 1 .

- wi(x,y)dy = — wl(z,y)dy, Ve>0,Vij€e{l,...,N},
£ [

de lys|< % de ly;l<%

prueba que @*(z,0) = @’(z,0) p.c.t. z € RV, 4, j € {1,...,N}.
A continuacién estudiamos propiedades de periodicidad de w@*. Para ello se utiliza que,

por definicién, 4 satisface

1 ; 1 .
iy (z, e+ ) = U (z + eey, —gtit ) en IP(SY), pct. z € RN, Vie {1,...,N}.

De aqui se deduce que, p.c.t. y; € S* y p.c.t. x € RV, se tiene

(3, & s 1 Ue(T + €€;) — Ue(
wé(x,Eei-l—y;)—wé(w+gei7_§ei+yz{) — e( ;) 5( )

Yie{l,...,N}, (2.12)

donde se estd denotando

1
|Pe(2)] Jp.(2)

Como ! estd acotada en LP(RY; W1P(YN)), el segundo miembro de (2.12) esté acotado

u(2)dz, p.ct.zeRY.

Ge(x)

en LP(R™), con lo cual %, estd bajo las condiciones del Lema 6.0.3, y por tanto existen
una subsucesién de € y 1y € W,?(Q) tales que se tienen (6.7) y (6.8). Pasando al limite

en (2.12), se obtiene gracias a (6.7)

wi(-,%)—w"(-,—%)=8@ﬁo, en LP(RY), Vie{l,...,N}
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Si se define 4} : RY x Y¥ — R, i€ {1,...,N}, por
i (z,y) = ' (z,y) — O, 0(z) yi, pct (z,9) eRY x YV, Ve>0,

se tiene entonces que 4¢ pertenece a LP(RY; Wﬂl’p(ﬂ)), i (z,0) = @l (x,0) p.ct. z € RV,

i, €{l,..., N}, y, al menos para una subsucesién, se satisface
1 , .
20yt = Onllo + 0, en LPRN xYN), Vie {1,...,N}. (2.13)

Puesto que W est4d acotada en LP(RY x Y), se sigue de (6.8) la afirmacién (2.5),
para todo i € {1,...,N}.
Se define ahora la sucesién 22 : RY x YY — R, i€ {1,..., N}, por

2 (z,y) = 0 [ﬁ;(a:,y) — /S A (z, ye; +7dr! |, pet. (z,y) € RY x YV, Ve > 0.
£ i

Utilizando nuevamente (2.7) y la desigualdad de Poincaré-Wirtinger, se deduce que Z:
estd acotada en LP(RN x J& W1P(SY), luego existe 4% € LP(RY x J* WP(S%)) tal que,
al menos para una subsucesién, ¢ converge débilmente a @4 en LP(RN x J*; W'P(S%)).

En particular se tiene

1

gayjag — 8,05 en LP(RY xYN), Vi,je{l,...,N},i#j (2.14)

que junto a (2.13) prueba (2.6). O

El siguiente resultado da el reciproco del Teorema 2.1.2, y por tanto prueba que dicho

teorema es 6ptimo.

Teorema 2.1.3 Sean % € WyP(Q), 9 € LP(Q; W P(JY), 0% € LP(Q x J; WP(SY),
i € {1,..., N}, tales que ' (x,0) = 9(z,0) p.c.t. z € R*, 4, j € {1,...,N}. Entonces,
existe v, € Wll;p(Qs) tal que, parai € {1,..., N}, la sucesidn 9% definida por (1.5) satisface

ot — 0y en LP(RY xYN), (2.15)

Diti —s Di(dg,9%,9%) en LP(RY x YM)V. (2.16)
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Demostracién. Claramente podemos suponer que 9¢(z,0) = 0 p.ct. =z € R?, i €
{1,...,N}. Sean ¢, € C(Q), ¥, € CP(YC(JY), Ph, € CR(Q x J5C2(SY),
i€ {1,..., N}, verificando

thoe — Do en WyP(Q),

Oy . — 8,00 en LP(RN x YV, (2.17)

By, 0. — 8,05 en LP(RY x YV), je{l,...,N}\{i},

5[||Vz1/’§,e||Loo(RnyN)N + ||Vz1/3§,e||Lw(meyN)N + ||3yi¢§,e||L°°(RNxYN)] — 0. (2.18)

74 o : ds
Vie=v5.=0 silyl< 5
Sea también 6. € C*(R) verificando (N.1) (ver Notacién). Usando entonces las funciones

y, i€{1,..., N}, dadas por (1.4), se define v, : . — R por

(2.19)

N
0= e+ [0 0) + A () — debelul ) Voo (50)1] o
=1

Es facil comprobar que, gracias a (2.19) v, pertenece a WI};” (Q¢), y por (2.17) y (2.18) se
tiene
=0 +n en LPRYxYY), ie{l,...,N},
Dio; = Dj(to, 0%, 05) + 15 en LP(RN xYMN ie{l,...,N},
donde n?, 7%, i € {1,..., N}, convergen fuertemente a cero en L?(RY x YV} y LP(RN x
Y™N)¥ respectivamente. Esto prueba (2.15) y (2.16). o

A una sucesién u., mediante los cambios de variables (1.4), le hemos asociado nuevas
sucesiones @, ¢ € {1,...,N}, dadas por (1.5). Para las nuevas sucesiones hemos de-
mostrado un resultado de compacidad. La cuestién ahora es, que relacién existe entre los
resultados de convergencia para ¢ dados por (2.5) y (2.6) y el comportamiento asintético

de u.. Una respuesta a esta pregunta la proporciona el siguiente resultado.

Teorema 2.1.4 Sea u. una sucesion en W;;”(Qe) y definamos 4%, i€{l,...,N}, por (1.5).

a) Supongamos que eriste iy € WaP(Q) tal que

AT

at — 4y en LP(RY xYM), ie{1,...,N}. (2.20)
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Entonces, la sucesidn g, : RY — R definida por

1 .
%) = / | ioloMp, Ve >0, (2.21)

proporciona la siguiente aprorimacion a u.

i 7 I/ lue() — g2(z)[Pdz = 0. (2.22)

b) Supongamos que existen Gy €Wy (Q), 44 € LP(; Wul’p(Ji)), dse LP(Qx Jb; WHP(SY)),
i€ {l,...,N}, tales que

DLl — Di(dg, 4%, 05) en LPRY x YN i€ {1,...,N}. (2.23)
Entonces, las sucesiones Gt : RN — RN e {1,...,N}, definidas por
1 (o i i i
Gi() = o~ D{ (g, 43, Us)(p, yi(-))dp, Ve >0, (2.24)
Ce (")

proporcionan la siguiente aproximacion de Vu,

i Py —
lim == o / |Vue(z) — Ge(z)Pdr = 0. (2.25)

Demostracién. Usando el cambio de variables (1.4), ¢ independiente de z en C¥F x YV,

k € ZN, y la desigualdad de Holder, se deduce que para todo € > 0 se tiene

5 [, @ st =g 3 ) = [ aoterdp

keZN
~ 3 eNi-p / / (@ (p,9) — dop)dp| dy < / / (8 (p, y) — fio(p)Pdydp
kezZN YN |JCk RN JYN

P

dx =

y analogamente

~Gi)rda< [ [ |Dla(o,u) — Diio, 4, 25)p.) Paydp
RN
Entonces (2.22) y (2.25) siguen inmediatamente de (2.20) y (2.23) respectivamente. O

Observacién 2.1.5 Se demuestra facilmente que (2.23) implica (2.20).
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Observacién 2.1.6 Si las funciones tg, Ut, 45, 1 € {1,..., N}, son uniformemente con-
0, W1, Ug, ) ’ 3

tinuas en © € RY, entonces (2.22) y (2.25) son equivalentes respectivamente a

_ p =
s—>0|9|/ jue(@) — fio(z) Pdz = 0,

Yy
p
lim ,VuE — (O tio(x) + 0,85 (x, 4 5(z Z 0,05 (z, yL(z))er| dz = 0.
=0 |Q | Jo; 1<I<N
I

2.2 Resultado de homogeneizacion. Caso lineal con

coeficientes constantes

En éste y en el préximo apartado vamos a utilizar los resultados de la seccién anterior
para realizar la homogeneizacién de (1.8). Obtendremos un problema limite donde inter-
vienen simultdneamente las dos escalas, el cual proporciona aproximaciones de u. y Vu,
en la topologia fuerte de LP(Q.) y LP(£2.)" respectivamente. Este resultado de corrector

se prueba sin exigir hipétesis de regularidad a las soluciones del problema limite.

Para mayor claridad, comenzamos considerando aqui el problema (1.8) en el caso
de una ecuacidén lineal con coeficientes constantes que no varian con & dejando para la
proxima seccién el caso general. Es decir, a continuacién admitimos que a. estd definido

por

ac(z,5,€) = A, V(z,s,8) € RN xR xRY, Ve > 0,

con A € My definida positiva. Suponemos también H, = H € C°(Q)Y, F. = F € C°(Q).

Se tiene el siguiente resultado de homogeneizacién.

Teorema 2.2.1 Para € > 0, sea u. la solucién del problema (1.8), y sean 1y € H}(),
a5 € L*(Q; H}(JY), 4 € LX(Q x J5 HY(SY), i € {1,..., N}, tales que @i (z,0) = 4] (z,0)
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p.ct. x €RY 4, 5€{1,...,N}, una solucion del problema variacional

N
> / (AD} (i, @, i) — H) Di(do, 9, 8%)dydx = N / Fiodz,
- QJYN Q

Vi, € Hy(Q), 0 € L*(Q; H{(JY), 85 € L*(Q x J5 HY(SY), i € {1,...,N},

con 9(z,0) = ¥{(z,0) p.c.t. z € RN, parai,je{1,...,N}.

\

Entonces, las correspondientes sucesiones g. y GL, i € {1,...,N}, definidas por (2.21)
y (2.24), satisfacen (2.22) y (2.25) con p = 2.

Observacién 2.2.2 Una simple aplicacién del Teorema de Laz-Milgram (en espacios co-
cientes adecuados) prueba gue el problema (2.26) admite solucidon. Aunque dicha solucion
no es unica, si que lo son las funciones i, 0y, 0 y 8,45, i, j € {1,...,N}, j # i, que

son precisamente los términos que aparecen en la definicion de g. y G- (corrector).

Demostracién. Tomando u, como funcién test en (1.8) y utilizando la desigualdad de
Poincaré (6.2) se tiene la estimacién (2.4) para u,, con p = 2. El Teorema 2.1.2 asegura
entonces la existencia de 49 € Hy(Q), 4 € L*(Q; Hf(J%)), 45 € L*(Q x J* HY(SY),
i € {1,...,N}, con #}(z,0) = @(z,0) pct. z € RY, 4, 5 € {1,...,N}, tales que, al
menos para una subsucesion, se satisfacen (2.5) y (2.6).

Vamos a probar que 4o, 4% y 44, i € {1,..., N}, es solucién de (2.26). Para ello,
sean 09 € Hy(Q), 97 € L*( Hf(J%), 9 € L*(Q x J5HY(SY), i € {1,...,N}, con
¥ (z,0) = (z,0) p.ct. z € RV, 4, j € {1,...,N}, y sea v, € H}_(€.) la sucesién dada
por el Teorema 2.1.3 correspondiente a estas funciones. Tomando v, como funcién test

en (1.8) y usando el cambio de variables (1.4), se obtiene

1
le

N
A /95 1221: RN Jy N

Por (2.5), (2.6), (2.15) y (2.16), se puede pasar al limite en la igualdad anterior, obteniendo

/ (AD.4: — H) Dididydz + O, = / (AVu, — H) Vv dz =
RN YN :

N
Z/ (ADg(ao,ag,a;) H) Dé(@o,@i,ﬁg)dydm=N/F@odac, (2.27)
: QJYN Q
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lo que prueba que 4o, 4%, 4%, ¢ € {1,..., N}, son solucién de (2.26). Entonces, de la
Observacién 2.2.2 se desprende que las convergencias (2.5) y (2.6) se satisfacen para toda
la sucesién y no tan sélo para una subsucesién de € como tenfamos en principio.

Gracias al Teorema 2.1.4, basta probar la condicién (2.23) para finalizar la demos-
tracion del Teorema 2.2.1. Sea ¢ € {1,..., N}, puesto que A es definida positiva, existe

a > 0 tal que se tiene

a| Deii; — Dy (tio, 43, 85) |7 2w sy vy +
t+a Z | (Dgﬂg - Dg(ﬂo,ﬂ{,'&%)) X{lyj|>%€}”%2(RNXYN)N <
1<j<N

J#

' o o ' o (2.28)
/ / A (D0 ~ Diy(ao, i, 4)) (Dl — Di(ao, at, iS)) dyda-+
RN Jly;|< %

+Z/N le N Dé(ao’ﬁll’ﬁé)) (Dé Ale - Dé(ﬁo,ul,ﬂé)) dyd:r: Ve > 0.

|y1|>—f‘

Tomando u, como funcién test en (1.8) y o, 4%, 4%, 2 € {1,..., N}, como funciones test

n (2.26), se deduce, gracias a (2.5) y (2.6),

/ / ADLd DLat dyda + / / AD!4 Diitdyds + O, =
RN Jiy|> RN Jiyi|< e

1
/ Fusda:—i-dN T ) HVu.dzx =

AVu.Vu.dr =
Q.

N N
-y / / Pildyds + Y / HDikdydz + O, = (2.20)
=1 /RN JYV 1=1 /RN JYN .

N
=N | Pigdz+) / H D! (ti, @, 4 dydz + O, =
R I=1 L

N-1 N-1
ds de

N
B Z /N N AD}(tig, @, 015) Db (o, 44, @) dydz + O..
=1 YRV JY

También se tiene

I, / , ADLDL = Do, i)y >
R yl>—i

z// AD (o, @, 4b)(DLaL — Dh(iio, L, @))dydz, Vi€ {1,...,N}.
lyi|>%
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Pasando al limite en esta desigualdad usando (2.6) se demuestra

e—0

liminf/ / ADf:ﬂlsDézllEdyde/ AD}\(g, @, 45) Db (tig, 44, 0 ) dydz,
RN |yz|>-i RN JYN

para todo [ € {1,..., N}. Entonces, de (2.29) y A definida positiva se obtiene

lim/ / |DLa | dydz = hm/ / AD!: Didldydz = 0, (2.30)
OIRN i< =OJRN Jiyil< %

lim AD Y D b dydx =
Mz@@ﬁeemy

=3[ AD G, D,
I=1

(2.31)

Por (2.30), el primer término del miembro derecho de (2.28) tiende a cero, mientras que

usando (2.31) y (2.6) se deduce

/ [, A (DL~ Diao, ) (Dial — Diao, i, 84) dydz =
=1 JRN Jiy|>d

N N
=y / / AD'@. Dlildyds — 2 / / AD' 4l DY (i, @, b ) dydz+
=1 RN [yl|>i§‘ =1 RN Iyl|>d§

N
+>0 [ D0, 8)Df o, i, )y = O..
N Jly|>%

Por tanto, pasando al limite en (2.28), se llega a
ll_r)% ”DZ:A; - D(i)('&Oa '&i’ ﬂ1.2)”%2(]RN><YN)N =0, Vie {1’ T 7N}’
lo que prueba (2.23). a

Observacién 2.2.3 En la demostracion del resultado anterior, el Teorema 2.1.3 ha sido
fundamental para caracterizar tg, 4, 45, i€{l,..., N}, como solucidn del problema (2.26).
Se observa que para ese fin hubiese sido suficiente con demostrar dicho teorema para ¥y,

0%, 9%, 1€ {1,...,N}, en un denso, y en particular se pueden tomar regulares.

Observacién 2.2.4 Destacar que el problema (2.26) es independiente de la eleccion de

de, lo cual da sentido en cierto modo al método consistente en pasar al limite primero
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en un pardmetro y después en otro (ver por ejemplo [25], [26], [31], [6]). La situacién
es sin embargo totalmente distinta cuando consideramos la homogeneizacion del sistema
de la elasticidad planteado sobre . (ver Capitulos 4 y 5) donde la talla relativa de los

pardmetros determina el comportamiento asintdtico.
Vamos a ver como se resuelve el problema homogeneizado (2.26).

Proposicién 2.2.5 Supongamos A = (a;)1<ij<n. Parai € {1,...,N}, se denota por
Aii la submatriz complementaria del elemento a, por bt y ¢ los vectores de RV-1 da-
dos por b* = (ay,. .., Qi—1i, Giy1i, - - - yani) Y ¢ = (i1, - - - Qii—1, Qiit1, - - -, Qi) TESPECtiva-
mente. Sidg € Hy(Q), @5 € L*(; Hy (J)), 64 € LA(Qx J'; HY(SY), i € {1,..., N}, tales
que @ (z,0) = @(2,0) p.ct. € RN, 4, j € {1,..., N}, son una solucién del problema
variacional (2.26), entonces se satisfacen las relaciones

-dw(Ahomvao - g) — NF en,

(2.32)
up =0 sobre 01,
By 05 =0, Vb = Az' (—0,06" + H]), i€{1,...,N}, (2.33)
det(A
donde AM™ es la matriz diagonal definida por AL™ = et 4) , H = Z Hje; yG e RY

wo det(Aii)
viene dado por G; = H; — A7;'H!b', i € {1,...,N}.

J#i

Demostracién. Tomando en (2.26) funciones test de la forma 6y = 0, 94 = 9} = 0, I,
r€{l,...,N}, r#i,y0h=pe LQ x J H(S?)), se obtiene que 1 es solucién de

—divy, (Auvy;a;) =0 en S, ‘
. ‘ . ‘ p.ct. (z,y;) € QA x J,
ANy = [_ (Bsio + By, 1) b7 + Hg] Vi sobre 85",

donde v* es la normal exterior a S C R¥-1, De aqui se sigue
Vigits = A5t | = (Ousfio +0,,01) b + H|. (2.34)
Considerando funciones tests de la forma 6 = 0, 9 =05 =0,1,r € {1,...,N}, 1 #14,
y 9 = ¢ € L*(; H{(J%)), se obtiene entonces que ¢ es solucién de
— (aii — A;-l bici) aiyizl’i =0 enR,

p.c.t. z € Q.
ot € LA HE (JY),
1 i
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Teniendo en cuenta

1,54  det(A) :
i — Ap'bid = ——% 1,...,N},
a o b'c det(Ay) >0, Vie{ }

resulta entonces 8,,4% = 0, lo que junto a (2.34) da (2.33).
Para finalizar, basta tomar funciones test de la forma 9y = n € H}(2), 8 =05 =0, [,

r € {1,..., N}, para concluir que g es la tinica solucién de (2.32). 0

Observacion 2.2.6 Si la solucidn do, 4, 44, ¢ € {1...,N}, de (2.26) es suficiente-
mente reqular, gracias al Teorema 2.2.1 y a la Observacion 2.1.6, se tienen las siguientes

aprozimaciones para u. y Vu. sobre Q¢ i€ {1,..., N},

Ue(z) ~ Go(z),

Osue(x) ~ Os,lo(x) + 0,11 (2, Y 4(2)), (2.35)

Oujue(z) ~ ayj@iz(xvyi(x))a para j # 1.
Claramente los dos primeros miembros de la derecha no dependen de y., y por (2.33), el
tercero tampoco. O sea, el comportamiento asintdtico de u. y Vu. sobre las barras no de-
pende de d.. Esto justifica los métodos que resuelven el problema de homogeneizacion (1.8)
considerando generalizaciones de la convergencia en dos escalas en las cuales aparecen
exclusivamente funciones test que dependen sdlo de z, x/c. De hecho en este caso el
problema se puede resolver a partir del “esqueleto” del dominio (ver [59], [61], [6]).

La situacion es sin embargo distinta cuando trabajamos con mo homogeneidades en
maucroestructura que dependen de las variables transversales a las barras, y por tanto de
d.. Este caso se presenta por ejemplo, si se supone que a lo largo de cada direccion,
cada barra estd formada por dos materiales, uno de ellos constituyendo un nicleo central
y el otro una carcasa que lo envuelve. La condicion (1.20) sobre los coeficientes de la

ecuacién permite modelizar esta configuracion de las estructuras. Para ello, basta tomar

por ejemplo

a’(z,y,,€) = 03 (s, E)Xq<ry + 05(s, xqwysry, 1 €{L,---, N},

conrt < 1/2, y 6%, 05 funciones pseudo-mondtonas en RY, para cadai € {1... N}.
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2.3 Resultado de homogeneizacién. Caso general

Ya hemos estudiado el problema de homogeneizacién (1.8) en el caso de una ecuacién
lineal. Pasamos a continuacién a considerarlo en su forma general y comprobamos como

el Teorema 2.1.2 se aplica también en esta situacién.

Teorema 2.3.1 Parac > 0, sea u, € Wﬁ;p(ﬂs) una solucion de (1.8) y definamos 4%, i €
{1,..., N}, por (1.5). Entonces, existe una subsucesidn de €, que se continua denotando
por €, y existen Uy € WyP(Q), 4% € LP(Q;Wul’p(Ji)), by € LP(Q x JE,WIP(SH), i €
{1,..., N}, con ti(z,0) = @{(x,0) p.ct. € Q, 4, j€{1,...,N}, solucién del problema

variacional

( N N
S [ | (6@, Dia, i 8))~ )i (in, 04, o=y [ [Fiindya,
=1/ YN =1/ QYN

q . o . .
Voo eWyP (), 85 € LP(Q; W, P (JY)), dhe LP(Q x J5 WhP(SY), i € {1,..., N},

(2.36)

con 94 (z,0) = 9! (x,0) p.c.t. £ €Q, parai,je{1,...,N}.
tales que se tienen (2.5) y (2.6). Ademds, si se define g. por (2.21), la correspondiente

subsucesion satisface (2.22).

Observacién 2.3.2 Los mismos argumentos que muestran la existencia de solucién de

(1.8), prueban también que (2.36) admite solucién (ver [44], [45]).

Demostracién. Tomando u. como funcién test en (1.8) y usando la desigualdad de
Poincaré (6.2), se obtiene la estimacién del gradiente (2.4) para u.. Entonces, por el
Teorema 2.1.2, existen 1y € Wy(Q), i € Lp(Q;Wﬂl’p(Ji)), a5 € LP(Q2 x JHWHP(SY),
i € {1,...,N}, con @}(z,0) = @(z,0) p.ct. z € Q, parai, j € {1,...,N}, tales que,
al menos para una subsucesién, se verifican (2.5) y (2.6). Gracias al Teorema 2.1.4, sélo
resta probar que g, 4%, 4%, i € {1,..., N}, son solucién de (2.36).

Por la hipétesis de crecimiento sobre a* (1.18) se deduce que a’(z,y,d’, Diil) esté
acotada en LP (RN x YN)N vy por tanto existen o} € L¥(Q x YN)¥ i e {1,...,N}, y

una subsucesion de €, también denotada por ¢, tales que

a'(z,y, 4, Diat) = of en LF (RN x YN)V. (2.37)
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Dados 9o € WyP(Q), 0% € LP(Q; W,P(J7)), 95 € LP(Q x J5WHP(SY), i € {1,..., N},
con ot(z,0) = ¥(z,0) p.ct. z € Q, 4, 5 € {1,...,N}, se considera la sucesién v,

en Wﬁ;” (€2.) dada por el Teorema 2.1.3. Tomando ———v, como funcién test en (1.8),

N1
usando la continuidad de F*, H' y a* (hipétesis (1. 14) (1.19)) en z, i € {1,...,N}, se

obtiene

N
Z// a‘(z,y, 4%, Dial) Dividydr + O, = Nl - /aa(:v,ue,VuE(z))Vva(x)dx=
i1 JQJYN d?

&

- o [ BV + o [ Fuaie -

€

N
=Z/ H'(z,y)D: z(acydyola:+2// F'(z,y)0i(z, y)dydz + O..
—JaJy~ YN

Pasando al limite, gracias a la convergencia fuerte de D'0¢, se deduce entonces que o§,

EE’

i€{1,...,N}, satisfacen

//YN (z,y)—H'(z,y)) D (0o, 0%, 05) ydx—Z//F’xyvo

2.38

vooewo* (Q), B LP(Q WHP(J9), GheLP(Q x J5W(SY), i € {1,..., N}, (2:38)
con ¥t (z,0) = ¢J(x,0) p.ct. £ € Q, parai,j e {1,...,N}.

Para identificar o7, en términos de af, 4o, 4%, 45, ¢ € {1,..., N}, usaremos el truco de

Minty. Fijados 7> 0y ¢* € LP(QxYM)V i€ {1,...,N}, se denota g¢ = D} (i, 4}, 4%) +
7¢*. Por las propiedades de monotonia (1.11) y (1.17) se tiene

N
[, @y D) - oy, it g) (Dl - o) dydat
o o > % (2.39)

1
+dN—1 / ag(l‘,us, VUE)Vuedx Z 0
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Por otra parte, tomando ——u, como funcién test en (1.8) y fo, 4%, 4%, i € {1,..., N},

dN-1
como funciones test en (2. 36) se obtiene

N

. 1
Z// a'(z,y, 4., DLal) Diad + o 1/ a.(z, ue, Vue ) Vuedr =
1:1 Q 'i|>42£ d W,

€

1 1
- o 1/Q e (2, ue, Ve ) Vudz = e 1/9 Fuedx+dN T/, H.Vu.dz =

= Z// F'(z,y uodyd:c+2/ H'(z,y) D} (o, 4%, 05)dydz + O, =
YN
-3 [ [ o) Diio, i, a8}y + 0.
= JaJyn

Esta igualdad, junto con (2.5) y (2.6), permite pasar al limite en (2.39) y deducir

(2.40)

N
Z/Q/YN (ai(m, y, G, D (Tg, 0, 45) + 7¢*) — aé) rCldydz > 0,
i=1
V¢ e PQAx YNV ie{1,...,N}.
Dividiendo por 7 y pasando a continuacién al limite cuando 7 tiende a cero, se llega a
ob(z,y) = a‘(z,y, Go, D (do, 4, 15)), pct. (z,9) eERYN x YN, Vie{l,...,N}, (2.41)

y entonces, gracias a (2.38), se concluye que o, 4%, 4%, ¢ € {1,..., N}, son solucién

de (2.36). 0

Observacién 2.3.3 En las condiciones del Capitulo 1, si los operadores ac(x, s,£), y por
consiguiente los a', no dependen de la variable s, es decir, son mondtonos, entonces (1.8)
admite una dnica solucion (ver [44], [45]). En ese caso, (2.36) determina univocamente
to, Oy 0%, 0,1y, 4, j € {1,...,N}, j #1, y gracias a ello se deduce que (2.5) y (2.6) se

tienen en realidad para toda la sucesidn €.

Observacion 2.3.4 Gracias a la monotonia de a* (1.17) se tiene

[ [ (@ v,t, D) — (o, 8, Dia, ,5) (Dl — D, i, ) dyd 20,
QJy|>%
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para todo € > 0 y todo i € {1,...,N}. Pasando al limite en esta desigualdad con ayuda
de (2.6), (2.37) y (2.41), se deduce

liminf// Yx,y, 0%, DY) Dialdydr >
1|>—€

e—0

z// a'(x,y, o, Dy, 05, 4% )) D (Tio, 44, 4y)dydz, Vi€ {1,...,N}.
QJYN

Entonces, gracias a (1.9), (2.40) y (2.41), se obtiene

1
W/ aE(‘T7 U, vus)dx = Os; (242)

lim// Yz,y, 4, Di4t) Diatdydr =
e—0 y |>i

(2.43)
=// a*(z,y, tio, Dy (@, 03, 0%)) D (tho, 48, 05)dydz, Vi€ {1,...,N}.
aJyw

A partir de (2.42), usando nuevamente (1.9) junto con el cambio de variables y: dado

por (1.4), se prueba
// \Didi Pdydz = 0., Vi€ {l,...,N}. (2.44)
il<%

El resultado anterior proporciona aproximaciones de u. solucién de (1.8). Si deseamos
un corrector para Vu,, tenemos que asumir que las funciones @, i € {1,..., N}, son

uniformemente monétonas, es decir, verifican (1.22).

Teorema 2.3.5 Para e > 0, sea u. una solucion de (1.8), y definamos 4%, i€{1,..., N},
por (1.5). Sia', i € {1,..., N}, satisfacen la condicidén adicional (1.22), entonces eziste
una subsucesion de e, que se sigue denotando por €, tal que se tienen (2.20) y (2.23),
donde 4y € Wy(Q), 48 € LP(Q; Wy P(JY), 0 € LP(Q x J5WHP(SY), i € {1,..., N},
satisfacen 0 (x,0) = @}(z,0) p.c.t. z € Q, 4, j € {1,...,N}, y son solucion de (2.36).

En particular, para esa subsucesidn se tiene

p i P —
liy 1= V e ( |dx+z Vu@) - Glape| =0, (245)

donde g. y G, i € {1,..., N}, estdn definidas respectivamente por (2.21) y (2.24).
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Demostracién. Por (2.44) y (2.43) se deduce
ALN(ai(wa y, i, D) — a'(z,y, tio, D (fio, @, 45)) (Dial — Di(do, 4 ,43)) dydz = O,
i € {1,..., N}, lo que junto con (1.22) prueba (2.23).
La relacién (2.45) sigue del Teorema 2.1.4. a

Observacién 2.3.6 Eliminando de (2.36) 4% y 4%, i € {1,..., N}, andlogamente a como
hicimos en el caso lineal, podemos deducir la ecuacién homogeneizada para Uy. A difer-
encia de lo que ocurria entonces, al resolver (2.86) se comprueba que la presencia de no
homogeneidades en microestructura provocan que en general i no sea lineal en la vaﬁable

Yi, Yy por tanto que el corrector dependa de d..

Observacién 2.3.7 Como en el caso lineal el problema (2.36) es independiente de la

eleccion de d..



Capitulo 3

Aplicacion a otras situaciones

En este capitulo vamos a aplicar nuestro método de homogeneizacién en diversas
situaciones. Asi, en las Secciones 3.1 y 3.2 vamos a estudiar el comportamiento asintético
de las soluciones del problema de difusién (1.8), para dos nuevas estructuras reticuladas
tridimensionales. Una de ellas estd compuesta por placas dispuestas periédicamente en
todas las direcciones (Figura 1.5). La otra estd compuesta por barras y, a diferencia con la
anterior y la estructura modelo, degenera, en el limite en una estructura bidimensional (ver
Figura 1.6). Del Capitulo 2 se sigue que el resultado principal para la homogeneizacién
de (1.8) es el teorema de compacidad, el cual debe ser, en cierto sentido, éptimo. Por
esta razoén, para cada una de estas estructuras nos centramos en la demostracién del
correspondiente resultado de compacidad, asi como en la justificacién de su optimalidad.
En la Seccién 3.3 mostramos como el método se adapta facilmente a los problemas de
evolucién, y para ello consideraremos un problema de tipo parabdlico. Terminamos el
capitulo probando en la Seccién 3.4 varios resultados de cardcter general en dimensién

dos, aplicables a un nimero elevado de estructuras.

o1
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3.1 Estructuras compuestas por placas

A continuacién, consideramos el problema (1.8) planteado sobre una sucesién de es-
tructuras reticuladas en R® compuestas por placas ortogonales de espesor ed, dispuestas
periddicamente con periodo € (ver Figura 1.5). M4s concretamente, bajo las condiciones
introducidas en el Capitulo 1, tomamos m = 3 y definimos V7, i € {1, 2,3}, por

‘/EiszeJZ{xER3 |z; — ep| < %}
En esta situacién, los difeomorfismos ¢ : V2° — Y3, 4 € {1, 2,3}, que vamos a usar

€

vienen dados por
Z;

ed,

Los operadores diferenciales (1.6) asociados al cambio de variables (1.4) son ahora,

/
x! ,
e; + j, vz € V0.

Z (?ylvel—l- 8 % ;.

1<<3
I£i

Para estas estructuras, el dominio de la variable macroscépica lo constituye R = R3.
Se tiene que |€2.| es del orden de d,.
Con objeto de simplificar la notacién, introducimos también los siguientes operadores

diferenciales

Definicién 3.1.1 Seai € {1,2,3}. Para do€Wy?(Q), i €LP(Q; W, P(SY), 1} € LP(Q x
SHEWYP(JY), se define D, 0, 43) € L2(R3 x Y3)3 por
Diy(tio, 5, 1) = > (Ogytlo + 0y, &) € + By, U €.
1<I<3
I£i
El resultado de compacidad para 4, clave para la homogeneizacién de (1.8), viene

dado por

.. 1 .
Teorema 3.1.2 Sea u. una sucesion en W *(€2,) que satisface

1

oY [Vue(z)|Pde < C, Ve >0, (3.1)
Qe .
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y definamos 4%, i € {1,2,3}, por (1.5). Entonces, existen una subsucesion de €, ain
denotada por ¢, Gy € W,P(Q), 4 € Lp(ﬂ;Wﬂl’p(Si)) y 5 € LP(Q x SEWHP(JY), i €
{1,2,3}, satisfaciendo 4% = @) en LP(Q x (St N S%)), 4, j € {1,2,3}, y tales que

4t — dy en LP(R3 x Y?), (3.2)
Dial — Di(ag, 4, 43) en LP(R® x Y?3)2 (3.3)
Demostracién. Mediante el cambio de variables (1.4), la condicién (3.1) se escribe

/ | D4l (x, y)|Pdyde = — | |Vu(z)Pde < C, Ve>0, Vie{1,2,3}, (3.4)
R3xY3 de Jai
luego, al menos una subsucesién, Di! es débilmente convergente en LP(R? x Y?)3. Pro-

cedemos a continuacién a caracterizar las componentes de su limite.

Para i € {1,2, 3}, se define ' : R?* x Y — R por

U (7, y) — Be(x)

W (z,y) = , pet. (z,9) eR*x Y3 Ve>0, (3.5)
€
donde se estd denotando
_ 1 3
Ue(2) = —=—— us(z)dz, p.ct. z€R’ Ve >0.

\Fe(2)| Jp.()
Razonando andlogamente a como se hizo en la demostracién del Teorema 2.1.2, con ayuda
del Lema 6.0.1 y (3.4), se obtiene que ¢, i€{1,2, 3}, est acotada en LP(R3; W'P(Y?)),
ademéds 0,1 converge fuertemente a cero en LP(R? x ¥?). Se deduce pues la existencia
de una subsucesién, que se sigue denotando por ¢, y W' € LP(R% W#(S%)) tal que ot
converge débilmente a W' en LP(R3; W1P(Y3)).

Probamos a continuacién que las sucesiones @* satisfacen la propiedad
W' = en LP(Q x (S'NSY)), Vi, j € {1,2,3}. (3.6)
Para ello, se fija (i, 7,7) € B3, y se parte de la igualdad de inmediata comprobacién

UL(z, zrer + zi€; + dezjej) = W(x, 26, + dezie; + zjej), p.ct.(z,2) € R3 x Y3.
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De ella se sigue

1

de Jy;)< 2

" 1 "
Ug(z, yrer + Y, )dy,. = d_/l » @l(z, yrer + yl)dy., p.ct.(z,y,)ER? x Y,
e Jyi|<TF

lo cual implica

1 iy 1 .
a WL (z, yrer + Y, )dy,. = 7 W (z, yrer + 4. )dy., p.ct. (z,y,)ER® x Y.
e Jlysl<% e Jlyil<de

Pasando al limite en la dltima igualdad se concluye entonces (3.6).
Ahora vamos a estudiar propiedades de periodicidad para @' Sean i,j € {I,2,3},
J # 1. Por definicién de 4! se satisface

o1 1 |
a(z, 56+ y;) = Uiz + ee;, —56+ y;) Dt (z,9)) e R® x &,

de donde se obtiene

nig 1 i 1 Ue(z+eej) — e (z)
we(w:§€j+y;)_wl($+5€j,—§€j+y§-)= a Jg) al

, pc.t. (z,y5) ER*x 57, (3.7)

Puesto que ;. estd acotada en LP(R3; W1?(Y?)), el segundo miembro de la igualdad (3.7)
estd acotado en LP(R?), para todo i € {1,2,3}. Por tanto, la sucesién @, se encuentra
bajo las condiciones del Lema 6.0.3, con lo que existen una subsucesién de €, que se sigue
denotando por ¢, y iy € W, P(Q) tales que se satisfacen (6.7) y (6.8). Gracias a (6.7) se

puede pasar al limite en (3.7) obteniendo

1 . 1 ) o
'z, 3¢+ ) — ' (x, —5¢+ ) = 8y, lig(z) en LP(S*'N YY), p.ct. z € R

Definiendo 4 : R® x Y® — R por
W (z,y) = '(z,y) — Verlo(z)y;, pct. (z,y) € R xY?,

se tiene 4} € LP(R3; Wﬁl’p(Si)), y gracias a (3.6) satisface @¢ = @J en LP(Q x (S'N S7)), 4,
j € {1,2,3}. Ademss se tiene

Lo, it = 0,10 + 8,0 en IP(R® x V), Vs € {1,2,3}\ {i}. (3.8)
13
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Como ! estd acotada en LP(R3; W1P(Y3)) se deduce de (3.5)

hmu = l1nr(1)u6 =1y en LP(R®x Y?), Vi€ {1,2,3},

E-—-—)

por tanto se tiene (3.2).

Para terminar, se define 2 : R3 x Y3 — R por

i (z,y) - / (3, e + )
Y

— , pct. (z,y) e R*x Y3 Ve >0,

2 (z,y) =

que, gracias a (3.4) y a la desigualdad de Poincaré-Wirtinger, estd acotada en LP(R® x
S WEP(JY), por lo que existe 4% € LP(R? x S% WHP(J%)) tal que, al menos para una

subsucesién, 2¢ converge débilmente a 4% en LP(R3 x S*; W1P(J%)). En particular

1
Ed — 9,45 en LP(R® x Y?3), Vi € {1,2,3},
lo que junto a (3.8) demuestra (3.3). O

Un reciproco parcial del Teorema 3.1.2 viene dado por el siguiente resultado.
Teorema 3.1.3 Sean 0y € C°(Q), 91 € CP(QC(SY)), 95 € CF(Q x S4C=(JY)),
i € {1,2,3}, tales que 0% = 9] en LP(Q x (S'NSY)), 4, j € {1,2,3}, y existe § > 0 tal que

~1 / ~7 ] i (s .o
Ul(m’yi) = vl(xayjej) pCt (xayi) € Qx (S m{|yl| < —2'})’ V(Za])l) € ;‘B3) (3 9)

h(a,5) =0 pet (5,9) € Dx {minllyl,lul) < 3}, V0,50 € Fo.
Entonces, eziste v, € Wllf () tal que, para i € {1,2,3}, la sucesidn 0 definida por (1.5)
satisface

o — by en LP(R®xY?3), (3.10)
D5t —s Di(Do, 0%, 08) en LP(R3 x Y3)3. (3.11)
Demostracién. Para cada ¢ > 0, se toma 6, € C*(R) satisfaciendo (N.1) (ver No-

tacién), y mediante los cambios de variables y¢, i € {1,2,3}, dados por (1.4), se define
Ve : 2. — R por

Vejs = o + €05 (-, (Y2)7) + €deVy (-, yL) — edebe (Yl ;)0e (yE 1) On, Doyl 5, V(4,5,1) € Ps.
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Gracias a la regularidad de 9, 0%, 0% y (3.9), es facil comprobar que, para ¢ suficientemente

pequeilo, v, pertenece a Wﬁ;p (£2) y satisface (3.10) y (3.11). O

El Teorema 3.1.3 sigue siendo cierto si dp € Wp?(Q), @i € LP(Q; W, P(SY) v @b €
LP(Q x S%,WHP(JY), es decir, el Teorema 3.1.2 es éptimo. Su demostracién es facil
usando la versién probada y siguiendo la demostracién del Teorema 2.1.3. De todas
formas, como indicamos en la Observacién 2.2.3, nos basta con el Teorema 3.1.3 para

realizar la homogeneizacién de (1.8).

Con ayuda de los Teoremas 3.1.2 y 3.1.3, ya es facil demostrar el siguiente resultado

de homogeneizacién.

Teorema 3.1.4 Para ¢ > 0, sea u, € WIE;”(QE) una solucion de (1.8) y definamos .,
i € {1,2,3}, por (1.5). Entonces, existe una subsucesion de €, que se sigue denotando
por €, tal que se tienen (3.2) y (3.3), donde o € WyP(Q), @ € LP(Q; W,P(SY)), 44 €
LP(Q2x SHWEP(JY), i € {1,2,3}, satisfacen @it = @ en LP(Qx (S'NSY)), 4, j € {1,2,3},

y son solucion del problema variacional

Z// (z,y, i, D§(do, 4%, 4% ))—H*)Di (do, 9%, i) dyda:—-Z//F Uodydz,
y3

VoW, (Q), 5 € LP(Q; WP (SY)), 94 € LP(Q x SH, WP (JY), i € {1,2,3},

L con i = o] en LP(Q x (SN S%)), 4,5 € {1,2,3}.

Ademds, si se define g. por (2.21), entonces la correspondiente subsucesidn satisface (2.22).

St a', i € {1,2,3}, satisfacen la condicion adicional (1.22), se puede extraer la sub-
sucesion anterior de forma que también se tiene (2.23) y G, i € {1,2,3}, definidas
por (2.24) satisfacen (2.25).
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3.2 Estructuras que disminuyen su dimensién en el
limite

En esta seccién vamos a resolver el problema de homogeneizacién (1.8) planteado sobre
una sucesién de estructuras reticuladas en rejilla (ver Figura 1.6), formadas por barras
de seccidn ed. X p., dispuestas periédicamente con periodo . Se trata de un caso modelo
correspondiente a estructuras que en el limite degeneran en dominios de dimensién menor
que la del espacio. A diferencia de los casos hasta ahora tratados, el comportamiento
asintético de las soluciones es distinto segiin la magnitud relativa de los pardmetros.

Nos situamos bajo las condiciones del Capitulo 1, con m = 2, y para cada i € {1, 2},

definiendo { por [ € {1,2} \ {i}, V! dado por

. ed,
VZ=(U{IER25|xl_€m|<7})Xp€Y’ Ve > 0. (312)

meEZ

El dominio de la variable macroscépica es en este caso RS = R? x {0}, conjunto que
identificamos con R2. A lo largo de esta seccién denotaremos por ¢’ un punto genérico de
R3 (esta notacién sustituye a ¢}).

Suponemos que € estd definido por 2 = G X Y, donde G es un abierto acotado y
regular de R%. En esta situacién || es del orden de d.p..

Los cambios de variables (1.4) que usamos para esta estructura vienen definidos a

partir de los difeomorfismos ¢! : V4% — Y3 dados por

T Z

fi(x) = Zeit e+ B3y, VeV V(i 1) € P, (3.13)

ed, De
y por tanto, los operadores diferenciales (1.6), son ahora

L1 1 1 .
st = —g-Byiv €; + E&ﬂv e + ;‘aygve& V(Z7 l) € mz'

€

Como ya hemos sefialado, el comportamiento asintético de las soluciones de (1.8)
depende en esta situacién del tamafio relativo de los pardmetros. Se presentan cinco

situaciones diferentes segin la magnitud de p. respecto de € y ed..
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Definicién 3.2.1 Se definen o1, o5 € [0,400] por (estos limites existen al menos para

una subsucesion)

. De .
op = lim =, oy = lim —.
e—0 ¢ e—0 Ede

Las definiciones que siguen simplifican los enunciados de esta seccién.

Definicién 3.2.2 Segin los posibles valores de o1 y 09, se define el espacio funcional E

por
e Caso 1: Sioa =0 (= € >>ed. >> p.),
E= {(al,fﬁ) L@ € LA(G WP (J7) x LP(G x J5Whe(JY) x LP(G x % Wi (J3)),

V(i) € Po, Gi(',0) =a3(2',0) p.ct. 7' € R2}

1
e Caso 2: Si oy € (0,400) (= € >> ed, & U—pe);
2

E= {(al,fﬂ) L @b e LA(G;WHP(J1) x LP(G x J5Whe(S1), Vi € {1,2},
al(a’,0) = a2(a’,0) p.c.t. &' € R?}
o Caso 8: Siog=+00 yo1=0 (= € >>p. >> ed.),
E= {(al,fﬁ) L @b e LG WP (J7) x LP(G x S5 W (JY) x LP(G x J5Who(J?)),
V(i,l) € Pa, 4i(2’,0) = a2(2',0) p.ct. ' € RQ}

1
o Caso 4: Sioy € (0,400) (= e S >> ed, ),
1

E= {(al,fﬂ) LG e LP(G WP (SY) x LP(G x 8L WP (JY), @ yi-periddica,
V(i 1) € Pa, (', yses) = 43(a', yses) p.c.t. (', ys) € R? x y}
e Caso 5: St o1 =+400 (= pe >> ¢ >>ed,),
E= {(al,az) L@ € LP(G x TS WP () x LG x S WHP(IY) x LP(R% WP (%),

V(Z, Z)Em% ,&% (xlv y363) = ﬁ‘%(w/) y3€3) pCt (J)’, y3)€R2X Y) aé = ﬂg en Lp(G7 Wlm(‘]s))}
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Definicién 3.2.3 Sean (i,1) € Py. Para aeW,*(Q) y (4',4%)€E, se define Di(io, 4*)€
LP(R? x Y3)3 por

(1

— 8y, 0% si 02€(0, +00),
02

i 1 .

Dj(tip, @*);= 0, Jot+ Oy .05, Df(to, 0"),= 3le2, Djy(tlg, ©*)3=4 06% st 01€(0, 4+00),

0

\ y3u3 en otro caso.

El correspondiente resultado de compacidad viene dado por
Teorema 3.2.4 Sea u. una sucesién en Wllf (Q.) satisfaciendo (3.1), y definamos @,

i € {1,2}, por (1.5). Entonces, existen una subsucesion de €, ain denotada por €, g €

WoP(G) y (4, 4%) € E, tales que
it — 1y en LP(R? x Y3, (3.14)
Dial — Di(fip,4") en LP(R® x Y?)2. (3.15)
Demostracién. Consideramos la sucesién m, € W;’ZIEFE)(’PZ(QE)) obtenida al tomar la
media de u, respecto de la variable x3, es decir

1
me(z') = p_/ u. (7' + m3e3)drs, p.ct. T € Po(Qe), Ve >0. (3.16)
€ JpY

Obsérvese que P2(f.) y Po(T:) coinciden respectivamente con los conjuntos €. y I'.
estudiados en el Capitulo 2 con N = 2, ademds gracias a (3.1) se obtiene
1
[P2(Q)] Jrua)

Por tanto, se puede aplicar el Teorema 2.1.2, que nos asegura que para la sucesién M,

|Veme(2')Pdz’ < C, Ve > 0.

i € {1,2}, asociada a m. por la definicién (1.5) (ya sea mediante los difeomorfismos (2.2)

6 (3.13), que en este caso coinciden) existen una subsucesién de ¢, que se sigue denotando
por €, g € Wy (G), mi € LP(G; W P(JY)), i € LP(G x J5WP(J), (4,1) € P, tales
que mi(z’,0) = m2(z',0) p.c.t. 2’ € Py(Q), y se verifican
m. —s 1wy en LP(R? x Y?),
%azimo + 0, — B, en LP(R® x Y?), (3.17)
1

gay,m o,y en LF(R* x Y?).
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A partir de aqui, para probar el teorema basta estudiar el comportamiento asintético

de la sucesién v, € Wlf;p (Q2¢) definida por

v, = ;mf, Ve > 0, (3.18)

que gracias a (3.1) satisface

1
|_Q—| o |V’U€(CE)]pd.’ES

Ademss, por (3.18) y (3.16) se tiene

C
—, Ve>0. 3.19
7 (3.19)
/ ve(z' + 13€3)dT3 =0, p.ct. 2 €Q, Ve>0,
peY

lo que permite aplicar la desigualdad de Poincaré-Wirtinger para obtener

/ lve (2)[Pdz < Cpf / 10uy0e(2)Pdz < C|0|, Ve > 0. (3.20)

Qe Qe

Introduciendo las sucesiones ¢, i € {1,2}, asociadas a v, por (1.5), las desigualdades

(3.20) y (3.19) proporcionan

/ |0t [Pdydr’ < C, Ve >0, Vi € {1,2}, (3.21)
R2 JY3

/ 2 / 3 (i—’-aai@gu P 18,0417 + 10,5381 )dyda’ < O, Ve > 0, V(i, )ePo.  (3.22)
R Y

ePdt
Como primera consecuencia se deduce entonces la existencia de 95 € LP(G x Y?3) con

Oy, 0% € LP(G x Y3) y tal que

o — 9t en LP(R*x Y?), Vi€ {1,2}, (3.23)

£

Oys 02 — 9,05 en LP(R? x Y3), Vi € {1,2}. (3.24)

Definiendo 4y = 7 y teniendo en cuenta (3.17), (3.18) y (3.23) se deduce
Al =ML+ pdt — Gy en LP(R* x Y3), Vi € {1,2},

lo cual prueba (3.14).

Para demostrar (3.15) distinguimos casos segiin los posibles valores de o; y 0.
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e Caso 1: 05 =0 (= 0, =0)
De (3.22) y (3.23), se sigue

p;ayﬁ 0, gpj 8,01 =0 en LP(R? x Y?), ¥(i,1) € Po.

Basta entonces definir 44 = i, 44 = mi, 44 = 0%, i € {1,2}, para tener que (4', 4%

pertenece a E y, gracias a (3.17) y (3.24), deducir (3.15).

e Caso 2: 03 € (0,400) (= 01 =0)
De (3.22) y (3.23) se deduce que 8,95, (3,1) € s, también pertenece a LP(G x Y?) y

se tiene

%ayi@;' —0, 25,08 = 0,0, en IP(R2xY?3), V(i,l) € Ps.

d Y ~e
Entonces @} = i, 4 = b + 0904, i € {1, 2}, satisfacen el teorema.
e Caso 3: 05 = +00, 07 = 0.
Esta vez (3.22) y (3.23) dan

%ayi@;‘ 0, 8,0l — 8,0 =0 en IP(R2 x Y?3), V(i,1) € P.

En particular 9% no depende de y; y se encuentra en L*(G x J% H*(J?)), (3,1) € Po.
Sea (i,1) € Pa. Se define 2 : R? x Y3 — R por

2 y) = :; [ (2, y)— /Y ‘', Tlel—i—yl)dn] p.ct. (2/,y) ERExY? Ve > 0. (3.25)

Gracias a (3.22), la desigualdad de Poincaré-Wirtinger muestra que 2% estd acotada en
LP(G x S, WYP(JY), v por consiguiente existe 25 € LP(R? x S, WLP(JY)) tal que, al
menos para una subsucesién, ¢ converge débilmente a zi en LP(R? x S, W1P(J')). En

particular
-f—ea o 8,5 en LP(R? x Y3). (3.26)

La eleccién 4f = mi, 4 = i + 25, 4% = 0%, ¢ € {1,2}, concluye la demostracién del

teorema en este caso.

e Caso 4: 02 = +00, 07 € (0,+00).
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Por (3.22) y (3.23) se deduce ahora que V9% pertenece a LP(G x Y?3)? y se verifica

P 5,08 = 018,08, 8,50 — 8,0 =0 en LP(R? x Y3), V(i,1) € Ps,

por tanto, 0% pertenece a LP(G; WP(Sh), (i,1) € P,. Ademss, de las igualdades
AW 1 AL (! 1 ]
Ue(a’s 5ei + ) = Oe(a’ +ee, —seit), en LP(SY),

1 1
— o (2,7 + )dr! 2(', 7'+ )dr', en LP(Y?),

d€ [Tl|<%€

(3.27)

d-’:‘ |’7‘2|<%E

p.c.t. ' € R? y todo € > 0, se obtiene, respectivamente, que 0% es y;-periddica, 7 € {1, 2},
y 03(2', yses) = 03(z', ysez) en LP(Y), p.c.t. (z/,ys) € RZ X Y.

Definiendo 2% por (3.25) y razonando como en el caso anterior se deduce la existencia
de un subsucesién, que se sigue denotando por ¢, y 25 € LP(G x S, WHP(JY), (i,1) € Py,
tales que se tiene (3.26).

Es facil comprobar que 4% = i + 0198, 45 = M} + 25, i € {1,2}, estdn en las

condiciones de! teorema.

e Caso b: 09 = +00, 0] = +00.
Por (3.22) y (3.23), V,0f = 0, luego 0 pertenece a LP(G;WP(J?)), i € {1,2}.

Entonces, pasando al limite en la igualdad

1 1
A (', y)dy = - 92(z',y)dy’, p.ct. (2',y3) € G xY,
e Jy|< e Jly|< e

se obtiene 91 = 2.

Introducimos las sucesiones @’ : R? x Y3 — R, i € {1,2}, definidas por
wi(e,y) = E]ai(,y) —/ 04(a', 7 + yaea)dr'.
g3
De la desigualdad de Poincaré-Wirtinger y (3.22) se sigue que @’ estd acotada en LP(G x
J3 WhP(S$?)), entonces existe @' € LP(G x J3; W'?(S%)) tal que, para una subsucesién,
W converge débilmente a @} en LP(G x J3; WP(S%)), de donde

Pep, 0l — 8, en LP(R? x Y?).
3
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Ademss, para ¢ € C'(‘)’"(R2 x J3), gracias a (3.23) y (3.27), se deduce
: 1
/ / / ez’ _ez +y) — (2’ +eei, —5ei + ?J'))dyl o(2',y3) dysdz’ =
R2 S3 2

= _ps/z/ ﬁg(xl, y?:)aaci(p(xla y3) dy3d-'13, + Os = Osa
R Y

lo que prueba que W} es y;-periddica.

Finalmente, se introduce 2t por (3.25) y razonando como en los casos anteriores se
deriva la existencia de 25 € LP(G x S, WP(JY), (i,1) € Pa, tal que, al menos para una
subsucesién, se tiene (3.26).

En este caso (4!, 4?) € E definido por 4% = mt + ¢, 44 = mb+ 25, 4 = 0%, i € {1,2},
satisface el teorema. o

El siguiente resultado prueba que el Teorema 3.2.4 es 6ptimo.

Teorema 3.2.5 Sean 9y € WyP(G), (¢',9%) € E. Entonces, esiste v. € WpP(Q) tal
que, para i € {1,2}, la sucesidn 0 definida por (1.5) satisface
o — By en LP(R? x Y?),
Didt —s Di(dg,0") en LP(R? x Y?)2
Demostracion. La demostracién de este resultado es similar a la de los Teoremas 2.1.3
y 3.1.3, por lo que nos limitamos aquf a indicar como se define v, cuando 9y y (9!,9?)
son suficientemente regulares. Para cada € > 0, se toma 6, € C'(R) satisfaciendo (N.1)
(ver Notacién), y con ayuda de los cambios de variables ¢, i € {1,2}, dados por (1.4), se
define v, : 2, — R segin el tamafio de los pardmetros por
e Caso 1: 09 =0
Vel (7) = Do(2') + €01 (2", 4 ¢) + edeB(a’, (42)3) + PeV3(2", ) —
_gdsas(yi,i)axzﬁo(xl)yz-,l’ V(i 1) € Pa.
e Caso 2: g3 € (0,+00)
Vel (7) = Do(a') + eBy (2, 4L o) + edeBa(2’, y2) —
—€d€9€(y;i)amlﬁo(x')yi,l, V(i,1) € Po.
e Caso 3: 09 =400,0;, =0
Vejs () = Do(2) + €0 (2", yz,0) + ed03(2", y2) + pet3 (2, (Y2)1)—
—6d€95(yivi)amlﬁo(w’)yi,l, V(5 1) € Po.
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e Caso 4: oy € (0,+00)
vejs () = Do(z') + e0i (', (yL);) + ede 032, y2) —
_Edeee(yé,i)am%(x,)yi,l’ v(i, 1) € Po.

e Caso 5: 01 = +00
,UE|Q£-($) = @0<1",) + S’Ul( (ye) ) + Ed ’U2(l‘ ys) +pE’U3(fL‘ ye 3)
_Edeefi(yi,i)awlﬁo(x,)y::,l’ V(ia l) € (‘p2'

Ya es facil probar el siguiente resultado de homogeneizacion.

Teorema 3.2.6 Para ¢ > 0, sea u, € Wﬁf(Qe) una solucién de (1.8) y definamos 4,
i € {1,2}, por (1.5). Entonces, eriste una subsucesion de &, que se sigue denotando por
e, tal que se tienen (3.14) y (3.15), donde tio €Wy (Q), (a',42%) € E, son solucion del

problema variacional

Z// (z,y, 1, Di(g, 0%))— HY) Di (g, dydx—Z// F'dgdydz,

Y3 v3
VoW, P (G), Y(#*,7%) € E.

Ademds, si se define g. : R? x p.Y — R por

1
[P2(Ce())] Sraicaty)

entonces la correspondiente subsucesion satisface (2.22).

ge(+) = tio(p")dp’,

Si a', 1 € {1,2}, satisfacen la condicion adicional de monotonia (1.22) también se

tiene
Diit —s Di(ag, o) en LP(R* x Y3)3, Vi € {1,2},
yGi:R? x p.Y — RY i€ {1,2}, definidas por

1

&) = @ ON Jowenn

Diy(tio, a')(p', e (-))dp',

satisfacen (2.25).
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3.3 Un problema de evolucién

En esta seccién vamos a mostrar como el método propuesto en la presente memoria
permite tratar problemas parabdlicos. Para simplificar la exposicién, consideramos nue-
vamente la estructura reticulada modelo, esto es, en el marco del Capitulo 1, tomamos
Vi, i€ {1,...,N}, dados por (2.1). Entonces nos planteamos la homogeneizacién del

problema parabdlico
Oue — div (ae(t, z, e, Vue) — H:) = F. en (0,T) x Q,
ae(t, T, ue, Vue)ve = H.v, sobre (0,T) x (09 \ Te), (3.28)
ue =0 sobre (0,T) x I, u:(0) = u? en €,
donde u?, F., H, pertenecen respectivamente a L2(€,), L? ((0,T) x Q.), L” ((0, T) x Q.)V,
vy ae : (0,T) x Q. x R x RY — R es una funcién de Carathéodory que define un
operador pseudo-mondétono con crecimiento de orden p en el gradiente, con p > 1. Mas
concretamente, se supone que existen o, 3 > 0, 0 € R con op’ < max{2,p}, y ¢ €

L7 ((0,T) x £,) tales que, para todo s € R, £, 7 € RN y p.ct. (t,2) € (0,T) x £, a.

satisface

a(t,z,s,€) - € > algf,
lac(t, 2, 5,€)] < qe(t, ) + B +1s]7),
(ac(t,2,5,8) — ac(t, z,5,m)) - (€ —n) 2 0.
Bajo las condiciones precedentes se sabe que el problema (3.28) admite solucién u,. en
LP(0, T; W () N L)) (ver por ejemplo [45)). Ademds, ésta satisface

Byue = div (ac(t, 2, ue, Vue) — He) + F. € L7 (0, T; (WP (Q))'),

y por tanto u. pertenece a C°([0,T]; L%()).
De manera anéloga a como se hizo para el problema estacionario (1.8), se admite que

se satisfacen la condiciones

lim — // H. t:c P drdt = // th pd:vdt—O
e ), L, o)l 1 Jo L, 62
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e—0

1 [T :
lim ———/ |lge(t, z)|P dzdt = 0.
lQEI 0Jwe
Sobre (0,T) x (€. \ we), se supone que existen F* : (0,T) x RN x YV — R, H* :
(0, T)xR¥xYY — RN at: (0, T) xR xY¥ xRxRY — R¥, 7%, gt en L' ((0, T)xYN)
y I en C°([0,4+00)) con I!(0) = 0, i € {1,...,N}, tales que para todo z, z € R", todo
seR, todo &, neRY, £#n, ypet. (ty) €(0,T) x YV se tienen

H'(t,-,y), F'(t,-,y) son continuas en R,
H'(.,z,-), F'(-,z,-) son medibles en (0,T) x Y,
[H' (t, 2, 9)| + |F'(t,2,9)| < g'(t,p),
a‘(t,-,y,-,-) es continua en R x R x R,
a'(+,z,-,s,&) es medible en (0,T) x YV,
a'(t,z,y,s,€) - € > alél?,
(a'(t, 2y, 5,6) — a'(t,z,y,8,m) (E—n) 20, (3.29)
la'(t, 2.y, 5,6) < g'(t, ) + BUEP +s]%),
|a'(t,2,y,5,6) — a'(t,2,9,8,6)] < U(lz = 2|) (F*(t,9) + €77 + |sI7)

y se satisfacen las igualdades
ac(t,z,s,&) = a'(t,z,9(x),5,€), VseR,VEeRY,

H(t,z) = H'(t,,y:(2)), Fe(t,2) = F'(t, 2, y:(2)),

p.c.t. (t,z) € (0,T) x (O \ w,).
Respecto de los datos iniciales, suponemos que se satisface

1

=7 [ [we(@)ffdz < C, Ve>o0. (3.30)

Qe

Vamos a ver que la generalizacién de nuestro método para la resolucién de (3.28) es
inmediata. Para ello consideramos los difeomorfismos ¢! : V20 — YV 4 € {1,...,N},
dados por (2.2), y entonces se definen los correspondientes cambios de variables y los

operadores asociados mediante
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Definicién 3.3.1 Seai € {1,...,N}.
(a) Dada una sucesion de funciones medibles u. : (0,T) x V. — R se define 4.

(0, T) x RN x Y¥ — R por
AL (t, 7, y) = ue(t, sn( ) + eyie; + edey;), Ve > 0. (3.31)
(b) Dada v € LP((0,T) x RN; W2(YN)), se define Dio € LP((0,T) x RN x YM)N por

8ylu e + Z lee;, Ve > 0.

de 1<5<N
J#i

(c) Dadas tig € LP((0,T); WoP(Q)), 44 € LP((0,T) x W, P(JY), @ € LP((0,T) x
Q x J5WP(SY), se define Di(do, 0, 4%) € LP((0,T) x RN x YM)N por
Di(o, @}, 0%) = (85,08 + 8,,4%) e + 28 dibe;.
1<j<N
J#i
La sucesién de medias definida a continuacién serd utilizada para caracterizar el

término asociado a la macroestructura.

Definicién 3.3.2 Dada una sucesion u. en L®(0,T;L*(2)), se define 4. : (0,T) x
RY — R por

Ue(t, z) = ue(t, z)dz, p.c.t(t,z) € (0,T) x RY. (3.32)

| Pe()| P.(z)

El siguiente resultado de compacidad sustituye al Teorema 2.1.2 en el estudio del

problema parabdlico (3.28).

Teorema 3.3.3

a) Sea u. una sucesion en LP(0,T; ng(ﬂs)) que satisface

p
m”usHLp(O,T;Wéf(ﬂs)) S C, \/5 > O, (3.33)

y definamos 4%, i € {1,..., N}, por (3.81). Entonces, existen una subsucesion de €, ain

denotada por e, Gy € LP(0, T; WyP(Q)), 4 € LP((0,T) x Q; W, P(J9)), 45 € L7((0,T) x
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QxJ5WP(SY), i € {1,..., N}, tales que @i(t, z,0) = @l (t, z,0) p.c.t. (t,z) € (0,T)x,
i, j €{Ll,...,N}, y verifican

a4t — 4o en LP((0,T) x RN x YN), (3.34)
Dial — Di(do, 48, a%) en LP((0,T) x RN x YNV, (3.35)
b) Sea u. una sucesion en LP(0,T; WpP(Q) N L*(.)) que satisface (3.33) y tal que

Byue pertenece a L¥'(0,T; (WP () v verifica

1

0 |Hc9tu5||p/ SO, V>0 (3.36)

L (0,T5(WEP(Qe))!

Definamos tu. por (3.32). Entonces en la subsucesion del apartado a) la funcidn i

pertenece a LP(0,T; Wy () N LA(Q)), Byiio pertenece a LP(0,T; W-LP(Q)) y se tiene
al — 4y en LY(0,T) x RY x YV), vge [1, maz{2, p}), (3.37)
Ue(t,-) = do(t,-) en L*(R), Vt €[0,T). (3.38)

Demostracién. La demostracién de a) es simplemente repetir la del Teorema 2.1.2,
considerando la variable ¢ como un pardmetro.
Comenzamos la demostracién de b) justificando (3.37). Se denota p = max{2, p}. Por

las hipétesis sobre u. se sabe que u. € C([0,T]; L?(€2.)) y satisface

1 0 1 . I
2qvT /Qe luc(t, z)|*dx = Wf/ﬂs lue(0, z)|*dx + i /0 < Oyue,u.> dt < C,

para todo ¢t € [0,T] y todo € > 0, lo que gracias a (3.30), (3.33) y (3.36) ficilmente

conduce a las acotaciones

/ / |9% (¢, z,y)|*dydz < C, / |t (t, z)|*dz < C, Vt € [0,T), Ve > 0, (3.39)
RN JYN RN

ytodoie€ {1,...,N}.
Por otra parte, los mismos argumentos empleados en la demostracién del Teorema 2.1.2

para estudiar la sucesién w. definida por (2.8) y en el Lema 6.0.3 para ., llevan a

T
/ / / |G (t, 2, 9) — G (¢, @) Pdydadt < Ce?, Vi€ {1,..., N}, (3.40)
0 RN JYN
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/ /]RN/ |Te(t, z + c€;) — U (t, ) |Pdydzdt < Ce?, Vie{l,...,N} (3.41)

Por (3.33) y (3.39), 4%, i € {1,..., N}, y @, estdn acotadas en LP((0,T) x RY x Y)

y LP((0,T) x ]RN ), respectivamente. Entonces, para obtener (3.37), basta probar que
ut, i € {1,...,N}, convergen fuertemente a iy en L'((0,7) x RN x Y¥), y para ello,
gracias a (3.40), es suficiente demostrar que . es una sucesién relativamente compacta
en L*((0,T) x RY) (téngase en cuenta que al ser 2 acotado existe R > 0 tal que @.(t,z) =
ui(t,z,y) =0 p.ct. (t,z,y) € (0,T) x RY x YV, con |z| > R). Por (3.39) y (3.41), para

conseguir esto 1ltimo basta probar que para todo d > 0 se satisface
T—6
/ / 1.t + b, 7) — G (t, z)Pdadt < 9(h), VA € (0,5), (3.42)
RN

con ¥ una funcién de h que converge a cero cuando h tiende a cero.
Teniendo en cuenta que %.(t,z) es independiente de = en (0,T) x C¥, k € ZV, se

obtiene

T-6 Cr T—6
/ / (G (b4 hy ) — e, 2) Pdadt < o / (e (t+h, 2)—ua(t, 2)Pdzdt. (3.43)
0 RN ds 0 Qe

Ahora bien, integrando entre 0 y T' — § la desigualdad

1 h
— uet—i—h,a: —u(t, z)|?dx = ! < Oyuc(t + 8), uc(t+s) — ue(t) >ds <
2dY—1 a1 Jo

c [ P
< dN 1/ | Osuc( t—i—s)||(W1,,(Q d8+—dN‘1/o ||ug(t+8)||WF1;p(QE)ds,

y teniendo en cuenta (3.33) y (3.36), se llega a

75
i 1/ / |ue(t + h, 2) — uc(t, 2)|*dzdt <

T
p
< C/ (dN 1 / ”atUEH(Wl p(Q )/ )dt> ds + C/ (dN 1 /0v ”Us“ lp(Q )> ds < Ch,

lo que, por (3.43), demuestra (3.42).

Vamos a probar a continuacién que ;i pertenece a L¥ (0, T; W17 (Q)), para ello sea
w € C°((0,T) x Q). De (3.36) se obtiene la estimacién

1

T
1
N1 /0< Opue w> dt‘ < a1 l|Osute || ot (O.T;(WhP(9))) ”w”LP(O,T;WIl‘;”(QE)) <
€ (-4

(3.44)
< C”w”LP(O,T;WOl»P(Q)), Ve > 0.
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Por otra parte, gracias a la regularidad de w, también se tiene

1 T 1 T
(—ijvj/<3tus,w> dt = — N—1/ / ue(t, z)Ow(t, z)dxdt =
£ 0 ds 0 Qe

T T
_ N / / @ (t, 2)0u(t, 5)dzdt + O, = —N / / tio(t, 2)00w(t, T)dzdt + O..
0JQ 0JQ

(3.45)

Se ha probado por tanto

To(t, x)Opw(t, z)dxdt‘ < C||w||L,(07T;Wg,p(Q)), Yw € C°((0,T) x ), Ve > 0,

lo que prueba que 8,ily pertenece a L? (0, T; W1 (Q)). Ademés, de (3.45) se obtiene

1 T T
- /O<8tu5(t),w> dt=N [ <Ouo(t),w> dt +0., Yw € CF(O.T) x ). (340

Para probar (3.38), sean ahora v € CP(Q), ¢ € C®([0,T]), y para t1, t2 € [0,T],
consideramos una sucesion g, € C§°([t1, t2]) que converja a ¢ en LP(t1,t2). Usando (3.46)

con w = vy, para todo n € N, se tiene

N 1 [
W / <atu5a v> 90( )dt dN 1 / <8tu57v> ((p(t) - ()O’n(t))dt+
€ t t

1 t2 1 ta
+W/<8tue,v> o (t)dt = e <Ogue,v> (p(t) — on(t))dt+ (3.47)
£ t

1 t1

+N/<8tu0,v> on(t)dt + Ok.

Teniendo entonces en cuenta que, gracias a (3.36), se verifica

1
7 | <Ot v> (o) = )i =0
3 t

1

lim limsup
n—00  e—0

se deduce entonces de (3.47)

1 t2
lim — /<8tu5,v><p t)dt = N/<8tuo,v><p t)ydt =

e—0 dN 1

=—N/‘/wtx ﬁ+N/uw%Mﬁﬁ—w%,wmﬂ(Mm

También se tiene

1 t2 1 t2 /
N1 / <Oytte, v> p(t)dt = _'JNTl/ / ue(t, x)v(z)' (t)dzdt+
€ t1

+ / e (2, 2)p(t2) — uelty, 2)p(t1)] v(z)dz = —N /t / ot 2)o(z) () dzdi+  (3.49)

N /Q (e (b, 2)p(ta) — e (b1, 7)o (t1)] v(2)dz + O

(3.48)
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De (3.48), (3.49) y la arbitrariedad de ¢, t; y ts, se sigue entonces

lin% Ue(t, z)v(x)dr = / to(t, z)v(z)dz, Yv € CF(Q), Vt € [0,T],
hJa Q

lo que junto con (3.39) prueba (3.38). o

Tenemos el siguiente resultado de homogeneizacién.

Teorema 3.3.4 Para ¢ > 0, sea u. € LP(0, T; WP(Q) N L*()) una solucidn de (3.28)
y definamos 4%, i € {1,...,N}, por (8.31) y 4. por (3.32). Supongamos que existe
u® € L2(Q) tal que

1.(0,) = u® en L3(Q), (3.50)
. 1
lim mllue(O, Wiz, = 10l 22(0)- (3.51)

Entonces, existe una subsucesién de €, que se continua denotando por €, y existen Gy €
L?(0,T; W&’p(Q)ﬁLQ(Q)), @t € LP((0, T)x; Wﬂl’p(ﬂ)), 4% € LP((0, T)xQx J:; WhHP(8Y),
i € {1,...,N}, con @i(t,x,0) = @(t,z,0) p.ct (t,z) € (0,T)xQ, 4, j € {l,...,N},

solucién del problema variacional
( N
N<iio(t), 90> + Y / / al(t, z,y, a8, Di(to, a4, 04)) DE (Do, 9%, 94)dyda =
i=1 78 YN

N N
-y / / Figodyde + 3 / HDi (0, 8%, 88)dydz, en D'(0,T),
-1 JQJYN i=1 JJYN

| Wi EWeP(Q), 0 e LP(Q WM (7)), SheIP(Q x J5WP(SY), i € {1,..., N}, 5
con 9% (z,0) = 9(2,0) p.ct. z € Q, parai,j € {1,...,N},
| G0(0) =u® en L*(Q),
tales que se tienen (3.34), (3.35), (3.37), (3.38) y
Ue(t, ") — o(t,-) en L3*(Q), Vte (0,T]. (3.53)

Ademds, definiendo g. € L*((0,T) x RY) por

1
0lt,5) = / dolt, p)dp, p.ct. () € (0,T) x RV, (3.54)
Ce(x)
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la correspondiente subsucesidén satisface

T
!Q I / Q |u€(tv x) - gs(tax)|qudt - 07 Vq € [1’ ma:l:{2,p}) (355)
el Jo .

Observacion 3.3.5 En la homogeneizacidn de ecuaciones de evolucion, los resultados
de corrector requieren en general la convergencia fuerte de los datos iniciales (ver por
ejemplo [8]). Las relaciones (3.50) y (3.51) son en nuestra situacion el equivalente a

dicha condicidn.

Demostraciéon del Teorema 3.3.4. La sucesién u, se encuentra bajo las hipétesis del
apartado b) del Teorema 3.3.3, por tanto, existen una subsucesién de ¢, atin denotada por
e, g € LP(0,T; Wy P(Q) N L)), & € LP((0,T) x Q;Wﬁl’p(ﬂ)), as € LP((0,T) x Q x
JHEWP(SH), i € {1,..., N}, tales que d,tip € L (0, T; W—1#'(Q)), @4 (¢, 2,0) = (¢, z,0)
p.ct. (t,z) € (0,T) x Q, 4, j € {1,...,N}, y se verifican (3.34), (3.35), (3.37) y (3.38).
En particular, (3.38) para t = 0 muestra que 1y(0) = u°.

Usando el Teorema 2.1.3, un razonamiento similar al de la demostracién del Teo-

rema 2.3.1 conduce a la existencia de of € L¥ ((0,T) x Q x Y™V i€ {1,..., N}, tales

‘que para una subsucesién
a‘(t,z,y, 0, Dial) = ol en LP((0,T) x Qx YNV, (3.56)

y se satisface la relacién

N< Oylig(t), 0 > —i—Z/ / vo,vl,f)2 dydx = Z/ /F’vodx—l—
YN

+2/ H 'Di (g, 0%, 0%)dydz  en D'(0,T), (3.57)

Vio €W (Q), 0 € LP(Q Wi P(J)), e LP(Q x J5; WHP(SY), i € {1,..., N},

con ¢(z,0) = 9J(z,0) p.c.t. z € Q, parai,j € {1,...,N}.
Para cada i € {1,..., N}, por (3.29) se tiene

t
/// a‘(s, z,y, 4, Dab) (DLt — D(tio, 03, 0%)) dydzds >
QJlyi|>%

t
> / / / ai(s, @, y, i, Di(itg, i, a)) (DLl — Di(ito, @, i) dydads, ¥t € [0, ).
[y:]> %



Capitulo 3- Aplicacién a otras situaciones 73

Pasando al limite en esta expresién usando (3.35) y (3.56), se obtiene

limigf/// s, ,y, 4L, DY) Diat dydxds>/// E(tig, U, 41y) dydzds,  (3.58)
E— 1">_€

para todo t € [0,7] y todo i € {1,...,N}.

Por otra parte, (3.38) proporciona

i 2.0 ey > 100 oy Ve € 0,1 (3.59)
Para cada ¢t € (0,7], tomando v~ —~— U como funcién test en (3.28), y do, 4}, U5,
i € {1,..., N}, como funciones test en (3.57), se obtiene

N/ _ ) 1 [t
5 (||u5(t)||Lz(Q) - HuE(O)HLz(Q)) + 8T /0/ ac(s, x, ue, Vue ) Vu, drds+

/// s,z,y, 4%, D' DLl dydzds + O, <
|yl >%

< sovr (he®lna, — 0O aay) +

1t Lt (3.60)
+ZZ—N_:T //aa(s,az:,us,VuE)VuE drds = —x— //[Fgue-l-HEVUE] dzds =

€ 0JQ de 0J Qe

Nt
= Z / / / [Fidg + H'Dj(ao, 0%, 45)] dydads + O, =
YN
N i i
= 5 (10 0 — 120(0)Ex) + Z i | [Pt i, 89 dyaads + .
De aqui, por (3.51), (3.58) y (3.59), se deduce
e (t)]1Z2(0) = Nio(®)l|72() + O, (3.61)

1 t
dN—l // a's(S?x)uE)vue)VUrE dxds = 067
€ 0J we

/// (s,z,y, 4, DLit)Didl dydazds = ///O'ODO (T, 0%, 0%) dydzds + O,
|<—i YN

para todo t € (0, 7).
Con ayuda de la dltima igualdad es facil aplicar el truco de Minty para identificar o¥.

Sean 7 >0y ('€ LP(A x YM)N i€ {1,...,N}. Denotando g = Di(tig, 0, as) + 7¢°,
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gracias a la propiedad de monotonfa (3.29) se tiene

N T
Z/ // (a'(t,z,y, 4, Dial) — a'(t,z,y, 4%, g)) (DLl — ¢*) dydz > 0.
im1 Y0 JQJ|y|>%

Pasando al limite en € en esta relacién se obtiene

N .
Z/// (a*(t, z, y, o, D (o, 45, 48) + 7¢°) — o) 7¢* dydz > 0,
i JoJaJyN
V¢ e P x YNV vie {1,... N}.
Dividiendo por 7 y pasando a continuacién al limite cuando 7 tiende a cero, se llega a
O-(i)(t) Z, y) = a'i(ta LY, ﬁ'Ov Dé(’&O) ﬁll; ’&112))) Vi e {17 e N}a

lo que equivale, por (3.57), a probar que dy, 4%, 4%, i € {1,..., N}, es solucién de (3.52).
De (3.38) y (3.61) se obtiene (3.53). Finalmente, una simple aplicacién de la desigual-
dad de Hélder permite demostrar (3.55) a partir de (3.37). O

Como en las secciones precedentes, para obtener un corrector para Vu, tenemos que

suponer que los operadores a’, i € {1,..., N}, satisfacen la condicién adicional de mono-
tonia,
2
o' & €2|2_p st 1<p<?
. . (1&] + (&)
(CI, (t7 T, Y,s, gl)_a (tv r,y,s, 62)) (51 - 52) 2 (362>
alé — & st p=>2,

para todo (z,s,£1,&) € R Rx RV RY p.c.t. (¢t,y) € (0,T) x YN. Nos limitamos a

enunciar (la demostracién es inmediata) tal resultado de homogeneizacién.

Teorema 3.3.6 Bajo las condiciones del Teorema 3.3.4, si ademds los operadores at,
i € {1,..., N}, satisfacen (3.62), entonces la subsucesion y la solucién 1y, 4%, 45, i €

{1,..., N}, de (8.52) dadas por el Teorema 3.3.4 también satisfacen

4t — G en LP((0,T) x RY x Y™), (3.63)

Dl — Di(d, 4%, a%) en LP((0,T) x RN x YN, (3.64)
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Ademds para dicha subsucesidn se tiene

N T
lim / / Ue — ge|P dxdt + / Vue — GiP dzdt| = 0, (3.65)
s—>O|Q||: | | ;0 Qél |
donde g. estd definido por (3.54) y G-, i € {1,..., N}, vienen dadas por

i 1 Q(n ai i i
G.(t,z) = o o )Do(uo,ul,uz)(t,p, yi(z))dp p.ct (t,z) € (0,T) x RY.

3.4 Extension a estructuras generales

Aunque pensamos que el interés del método propuesto en la presente memoria consiste
principalmente en que permite un facil andlisis de estructuras reticuladas particulares,
mostramos en esta seccién como se pueden obtener resultados de cierta generalidad apli-
cables a un nimero suficientemente elevado de estructuras. De esta forma vamos a con-
siderar la homogeneizacién de estructuras reticuladas en dimensién dos que andlogamente
a la considerada en el Capitulo 2 estdn formadas por barras de anchura ed. dispuestas
periddicamente con periodo €, pero las cuales pueden ser curvas y cuyo nimero y dis-
posicién es arbitrario. Comenzamos con algunas notaciones.

Sea © C R? abierto tal que Y2 Cc © y ®1,...,®™ : © — R? C'-difeomorfismos (sobre
sus imdgenes) de inversas respectivas U!,... U™, tales que para todo i € {1,--- ,m} se
tiene

C' = {®"(y;,0) : y €Y} C Y2

Definimos entonces las estructuras reticuladas V. mediante

Vik = ek +e{@ (1, dys) cye V2, V= |J Vi 1nt( g V)
keZ? i=1

Imponemos las siguientes hipdtesis:

i)
card(C*NC?), card(C'NOY?) < 400, Vi,je€{l,---,m}, i#j.

ii) El conjunto UT,C* C Y2 es conexao.
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iii) Sean 4,5 € {1,---,m}, k € {-1,0,1}2, t,s € 9Y tales que (i — j,k) # (0,0),
$'(t,0) = ®7(s,0) + k. Entonces, o bien los vectores 8,®(t,0),0,®7(s,0) no son
paralelos, o si lo son existen r € (0, 3), o € {—1,1} tales que WI(DHt,y,) —k) €Y
si0 <oy, <r.

iv) Existen t,s,t,5 € Y2, 4,4,1,7 € {1,--- ,m}, tales que
Oi(t,0) = DI(s,0) + e,  (,0) = DI(5,0) + e

Observacién 3.4.1 La condicidn i) descarta que los contactos entre las barras sean
como en la Figura 3.1. En esa situacion no hay una desigualdad de tipo Poincaré que nos

permita relacionar los valores de una funcién en una barra con los valores en la otra.

Viyk Ci

Ci
vi.k
Figura 3.1

En el marco que estamos estableciendo en esta seccién no se verifica que, para € > 0,

keZ? ie{l,---,m}, VI* esté contenido en C¥, pero se tiene
VENCE
e—0 lei’k|

El caso considerado en el Capitulo 2 cuando N = 2 corresponde a tomar m = 2,

oY) =y, V=), Vye¥*
Como consecuencia de la hipétesis iii) se tiene
Lema 3.4.2 Sean i,5 € {1,---,m}, k € Z?, t,s € Y tales que (i — j, k) # (0,0),
®'(t,0) = ®I(s,0) + k. Entonces ezisten r € (0,1), o € {—1,1} tales que, o bien

W (®¥(t,y2) — k) € Y para todo y, tal que 0 < oyy <7, 0 bien Wi(Di(s,y) + k) € ¥ para
todo yo tal que 0 < oyo < 7.
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Demostracion. El resultado es trivial si ¢t o s no pertenece a Y. Cuando t, s pertenecen
a JY, gracias a la hipétesis iii), el resultado es también evidente si los vectores 9,®*(%, 0),
95®7(s,0) son paralelos. Supongamos por tanto que t,s € Y y 9;®(¢,0), 897(s,0) no

son paralelos. Como el jacobiano de ®7 es no nulo, existen A;, s € R, A\; # 0, tales que
82(I>i(t7 0) = )‘lalq)j (Sa 0) + )‘282(I)j (3: 0) . (366)

Por otra parte, usando que @, ® son difeomorfismos, sabemos que si |y;| es suficiente-

mente pequeio existen (73, J2) € © tales que
Ot y2) = P/ (G1, 52) + k- (3.67)

Teniendo en cuenta (g1, §2) = W (D (¢, y2)—k), (s,0) = WI(D'(¢,0)—k), y ¥, & Lipschitz,

se deduce que existe L > 0 tal que
|91 — sl + |7 < Llyal. (3.68)

Sea ahora ¢ > 0 a escoger, y consideremos 7 € (0, 1) tal que si [yo| < 7, |1 — 5|+ |72| <

LT, entonces
|9°(t, y2) — *(t,0) — 328" (2, 0)a| < d|ys|
|27 (1, G2) — B (5,0) — 197 (s,0)(§1 — 5) — 8@ (s, 0)2| < 8(|71 — s + [Fl)-
Gracias a (3.66), (3.67), (3.68) y ®*(¢,0) = ®7(s,0) + k, se deduce de estas dos desigual-
dades que si |yz| < 7 entonces
0197 (5,0)( M1y — T1 + 8) + 5P (5,0)(Aoy2 — )| =
= |029%(t,0)y; — 01D (s, 0) (71 — 5) — B2 ®I (s, 0)ifa| <
< 0(ly2l + g1 — s+ |Z2]) < (L +1)d[gel-
Como los vectores 8; (s, 0), 2P (s, 0) son independientes, existe C > 0 (que no depende
de ¢) tal que
|\y2 — G + s| < Cély,|
y por tanto
s+ Ay — Cdlya| < §1 < s+ Ay + Célyal.
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Definiendo entonces 0 = —signo(\ )signo(s), tomando ¢ tal que C§ < |\;| y teniendo en

cuenta L7 < 1, deducimos que §; pertenece a Y, lo que prueba el resultado. a

Las funciones ¢’ : V! — Y? vienen dadas en este caso por

. X — ¢k 1, — ¢k i
ye(z) =0 (x 88 ) e + =5 (u) ey, p.ct. z € VI Vi e 72
€

de
Dadas u. € W*(V) las funciones 4%, i € {1,--- ,m}, correspondientes vienen definidas
por
~4 T i )
Uz, y) = ’U,E(Eli(g) +&®'(y1,dey)), pct. (z,y) € VI x Y2 (3.69)

Con estas definiciones, se tiene el siguiente teorema de compacidad que como los es-
tablecidos en las secciones anteriores nos permite resolver el problema de homogeneizacién

(1.8) en la situacién actual.

Teorema 3.4.3 FEzxiste una constante K > 0 tal que

/ |ue|P dz < K/ |Vu,|P dz, (3.70)
e Qe

para toda u, € Wﬁf(Qs) y todo € > 0.

: . 1
Si ue es una sucesion en WP (Q.) tal que

1
|VuePdz < C, (3.71)
€2} Ja.
entonces existen iy € WyP(Q), 4 € LP(Q; Whe(JY)), 44 € LP(Q x JL,WIP(SY)), i €
{1,---,m}, verificando
it — 1y en LP(R? x Y?), (3.72)
1 , . .
gayla; — Viig8y, ®*(y1,0) + 8,48 en LP(R* x Y?), (3.73)
1 . .
gd—ayza; — 0,15 en LP(R* x Y?), (3.74)
Ademds, sii,j € {1,--- ,m}, t,s €Y son tales que
q)i(t7 0) - @j(sa O) € Zz) (375)
entonces

ai(z,t) = @l (x,s) p.ct z €. (3.76)
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Demostracién. Sea u. € Wy”(€) y definamos 4 por (3.69). En lo que sigue, denota-
mos por C una constante genérica que no depende ni de ¢ ni de u. que puede variar de
una linea a otra.

Paso 1. Comenzamos observando que definiendo (nétese que esta definicién de D,

no coincide exactamente con la dada en los preliminares)

~1 ~1 A
DE’LLE = anlueel + Ed—awueez,
€

se tiene
1 |Vu|pdx=i2/ |Vu|P doz =
da Qi € d;_- Vivk ¢
€ kez? ™ "¢ (3.77)
= / (lDEﬂial\I!iF + |Deﬂ282\11i|2)% J@i(yl,dgyg) dydx > C |D5ﬂ2|p dydzx.
R2xY? R2xY?2

Paso 2. Sean i,j € {l,---,m}, k € Z? t,s € Y tales que (i — j,k) # (0,0),
®i(t,0) = ®7(s,0) + k. Por el Lema 3.4.2, podemos suponer que existen r € (0,1) y
o € {—1,1} tales que si 0 < 02, < r entonces W) (®¥(t, ;) — k) € Y. Vamos a probar que
existen h. € LP(RY), C > 0 tales que se tiene

1

- / ¢ (z, tey + yaeq) dys = / W (z + ek, sey + yae2) dysz + he(z), (3.78)
0 Y

p.ct. z € R? con
E:z
|hellzrmey < Ced:? || Vue|| Lo 0)- (3.79)
Suponemos o = 1, el caso o = —1 es andlogo. Definiendo Y. € C*([0,r])? por

1

T.(N) = W (B¢, d.\) — k)ey + y

V(@ (t,deX) — k)ea, VA€ [07],
y teniendo en cuenta W9, &' Lipschitz, junto con T.(0) = se;, se tiene

!T€,2()‘)| < C|>‘|a Ve [O’T]'

Podemos por tanto suponer (tomando r suficientemente pequefio) que Y. aplica [0, r] en

Y?2. Ademss se verifica

Bi(t,d.N) = B (Ter(N), deTeo(N) + &, VYA E[0,7],
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con lo que la definicién de las funciones %, 4! da
/ 4 (T, tey + Aey) d\ = / @ (z + ek, T()\)) d. (3.80)
0 0

Vamos a estimar el segundo miembro de (3.80). Como las funciones ®*, 7 son isomorfis-
mos, alguno de los vectores VU7 (®%(t,0) — k)B,®%(t,0), | = 1,2 es no nulo. Supongamos
primero VU4(®%(t,0) — k)0,®%(t,0) # 0. En este caso, Te es un isomorfismos para e

suficientemente pequefio. Definiendo
I ={reR: |r|<d, s+T€Y},
se tiene para todo 7 € I,

/ ﬁg(x—l—ek YT (A)d\ = / uJ (x+ ek, (s +7)er + Tea(A)ea) dA+
0
Toa) (3.81)
/ / yl s l’ +¢ck y ey + Ts 2(>‘)62) d:u' d)‘:

donde gracias a que Y., es un isomorfismo, Y. 2(0) = 0, se puede escribir
Ts 1
I / 9,0z + ok, s + Toa(Nes) du dA =

Tea(r) [Yea(TIA0)) ‘
-/ / 0,0 (5 £k, e + vea) () duc,
con

1 1

d¥es 1 VUL(Di(2.0) i
d)\ﬁ (Te ;(]/)) V\I’z(q) (t, O) k)(‘?g(I) (t, O)

Je(v) =

# 0 uniformemente.

Por otra parte, ¥/, ®* Lipschitz, |7| < d., implica
Te1(Yo2(v)) = s = 7 = [Tea(T3()) = Ten(0) — 7| < de(CIT5(v)| + 1) < Cd,
con lo que gracias a (3.77) el segundo miembro de (3.81) satisface

J.

< Cdﬁ“l/ |8y1u€(x + ek, pey + ves)|Pdudv dx < CePdl™ 2||Vu€H
R2

P

Te 2(r) E 2(1/)
/ / Oy Ul (z + €k, pey + ves)J.(v) dudy| dz <
+
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donde la constante C no depende de 7. Integrando entonces en 7 € I la igualdad (3.81)

y dividiendo por |I.|, se tiene

T 1 T
/ (e + ok, T.(N) A = 1 / / W (z + ek, (s+ T)er + Toa(Vea) drdr + 77, (3.82)
0 € I. JO

—2
donde ||7f||zr(rey < Cede® ||Vue||re.). Por otra parte, sabemos que para casi todo

(1,A) € I x (0,7) se tiene

P
<

@z + ek, (s + 7)er + Teo(Nez) — / @ (x + ek, (s + T)ey + ves) dv
Y

< C’/ 0,0 (x + €k, (s + T)ey + ves)|? dv.
Y

Usando entonces

p
<

1 . '
1 / / Wz + ek, (s+7)ey + vey) dvdr — / ol (x + ek, se; + vey) dv
I, JY v

<ca | |oila+ ek )l dy

p.c.t. z € R?, se deducen (3.78) y (3.79) a partir de (3.82).
Supongamos ahora que se verifica V¥ (®(t, 0) — k)3, ®*(t,0) # 0 y que por tanto, para
¢ suficientemente pequefio, T, ; es un isomorfismo de [0, 7] en su imagen. En este caso, la

desigualdad

. . p
Wz + ek, Te(N) — / W (z + ek, Te1(N)er + peg) dp| <

< C’/ |8y2u§ z+ek,Tc1(N)er + M€2)|p du,
p.c.t. (z,A) € R? x (0,7) junto con (3.77), prueba la igualdad

/ (2 + ek, To(N)) d) = / / W (x + ek, Tor(Ner + pes) didA + (),
0 0 Y

tl
donde ||7.||p(r2y < Cede” | Ve Lo (.-

Por otra parte, se tiene
-
/ / Wz + ek, Te1(Ner + peo) dudA =
o Jy

r ) r Te,1(N) ‘
= / / Ul (z + ek, sey + pes) du dX + / / / 0y, 2 (z + ek, ver + pes) dv dp dA,
0o Jy 0o Jy Js
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donde la desigualdad |Y.1(A) — s| < Cd.|)|, junto con (3.77), implica que la norma en
LP(R?) del segundo término del miembro derecho es menor o igual que C’fsdg;2 | Vel Lo (0.,
y por tanto prueba (3.78) y (3.79).

Paso 3. Como en el paso anterior, consideremos i,5 € {1,--- ,m}, k € Z* t,s € Y
tales que (i — 7, k) # (0,0), ®*(¢,0) = $’(s,0) + k. Teniendo en cuenta (3.78), (3.79), las

desigualdades

g I 5 P ~1
/ Ug(x,y) dy — —/ ue(z,tel + y2€2) dys| < O/ |Vyug($ay)|p dy,
v2 " Jo Y2

P
/ f&g(x +ek,y) dy — / ﬂg(x + ek, se; + ygeg) dys| < C’/ |V, @l (z + ek, y)P dy,
Y? v2

Y

p.ct. z € R? y (3.77), se deduce

/ /@Z(fc,y)dy—/ @l (z + ek, y) dy
R2 Y?

Y2
Paso 4. Se define @, € LP(R?) por

p

51’
de < OVl . (3.83)

w() ==Y /Y i (a,9) dy. (3.84)

Teniendo en cuenta que el conjunto U,C; es conexo (hipétesis ii), se deduce que (3.83)
es en realidad cierto para k =0e,j € {1,--- ,m} arbitrarios, lo que ficilmente implica

la desigualdad

LIty -

que gracias a la hipdtesis iv) y (3.83) implica

4

¥4
dz < CZ—HVuellip(Qs), Vie{l,--,m},  (3.85)

3
|te(. + ger) — el Lrr2y < C— || Vel e (o) l=1,2. (3.86)
g

Gracias a esta desigualdad se puede aplicar el Lema 6.0.3, y obtener
_ C
[Tel|e(re) < =1 | Vte Lo
dg
que junto a (3.85) y la desigualdad de Poincaré Wirtinger

[ ] |it@n - [ awnao
R2 Jy2 Y2

P P
< Cd_”quHLP(QE) )
£

P
dydz < C |Vyue|? de dy <
R2xY?2

(3.87)



Capitulo 3- Aplicacién a otras situaciones 83

implica facilmente

| |pdyd$< HVUEHLP(QE)
R2 de

Usando entonces la desigualdad

/ |02 dy dx = Z |us (ek + @' (y1, dey2)) P dy =
R2xY?2 kezZ2
=—Z/ e P T (Z )d >d9 |uel? dz,

kez? &
se deduce (3.70).
Paso 5. Consideramos ahora una sucesién u, € Wllf (Q¢) que verifica (3.71) y defi-
namos . por (3.84), la cual verifica (3.86). Por el Lema 6.0.3, existen una subsucesién

de € que seguimos denotando por ¢ y una funcién g € VVO1 P(Q) tales que

e — Gy en LP(R?)

ag(- + Eel) - ﬁs
£
De (3.85) y (3.87) se obtiene entonces (3.72).
Paso 6. Para i € {1,---,m}, se define @’ € LP(R?, W1P(Y?)) por

~i

U, — Ug

— O,,Gip en LP(R?), [ =1,2.

N
w, =

€
Gracias a (3.87), (3.85) y (3.77), ¢ est4 acotada en LP(R?, W1P(Y2)) y §,,w: converge
a cero en LP(R? x Y?2). Por tanto, extrayendo una subsucesién si es necesario, podemos

suponer que existe @' € LP(R? W1P(J1)) tal que
w! — @' en LP(R?,W'P(Y?), ie{l,...,m}.

Supongamos ahora i,5 € {1,--- ,m}, t,s € Y tales que ®(¢,0) — ®/(s,0) = k € Z. Por
el Paso 2, podemos suponer que existe 7 € (0, 1) tal que p.c.t. = € R? se tiene
1

T
;/ W, (x, tey + yoes) dys — / W (z + ek, Se; + yaeq) dys =
0 Y

Te(z + ek) — ue(x)
€

+ ¢(x),

con ||g||r2y = O.. Pasando al limite en LP(R?) débil, de esta igualdad se deduce

W (z,t) — w(z, s) = Vig(z) k, i € {1,...,m}. Tomando entonces

ﬁi(x,yl) = zbi(x,yl) — Vig(z)®'(y1,0), p.ct (z,11) € QX JL,
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se obtiene (3.73) y (3.76).

Paso 7. Para finalizar basta ahora definir

A% 1 ~q ~g .
0Lz, y) = o (ue(x,y) - /Yue(:c,ylel +22€2)d22) , 1€{1,...,m},

que por la desigualdad de Poincaré-Wirtinger estd acotada el LP(R? x J1, W1P(S1)), y
por tanto, extrayendo una subsucesién, admite un limite 4% que verifica

1 i i :
g@mui — 0,05 en LA(R?* xY?), i€ {l,...,m}.
(4
O
Como en los casos anteriores, el resultado que acabamos de probar es éptimo. Esto
es justificado por el siguiente teorema, el cual aunque es cierto en general sélo damos

para funciones regulares, que es lo que hace falta para la homogeneizacién de (1.8). Su

demostracién es muy similar a la del Teorema 2.1.3.

Teorema 3.4.4 Sean 0y € CP(Q), 08 € CP(Q,C®(Y)), 95 € CL(Q,C=(Y?)), i €
{1,...,m}. Supongamos existe § > 0 verificando que para todoi,j € {1,--- ,m}, t,s €Y,
k € 72, tales que (i — j,k) # (0,0), ®i(t,0) = ®7(s,0) + k, se tiene

,Di(:c:yl) = {)j(xvgl) @;(Jl,y) = ﬁ%(d},g) = 07

para todo (z,y,§) € AXY2XY? |y —t| <4, |§; — s| < 6. En estas condiciones, eziste
una sucesion v, € Wﬁ;”(ﬂs), tal que la sucesion 9%, i € {1,--- ,m} definida por (3.69),
verifica

D — By en LP(R? x Y?),

1

anl’{)i - Vﬁoaqu)(yl, O) + 8y1f)§ en LP(R2 X Y2), (388)
1 i N
-{anzve — 9,05 en LP(R* x Y?). (3.89)
Demostracién. Sean 0y, 0%, 94,4 € {1,-+- ,m}, como en el enunciado del Teorema 3.4.4.
Para i € {1,--- ,m}, sea

I={teY:3je{l,---,m}, seY, keZ? con(i—j, k) # (0,0),
®(t,0) = ®I(s,0) + k1.
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Para € > 0, consideramos entonces 6. € C®(Y) tal que

. 3 3 _ . _ 1 1
gi=0en | J(t-dit+d)nY), Gi=1lenV\ | J(t—dZ t+d2),
telt telt
6] < C’d;% enY.

La sucesion v, definida por

N
Ve =Dp +¢ Z [ﬁi() yi,l) + de'ﬁ;(-’ y;) - Hi(yé’l)V@o(@i(y;’l, dsyi,z) - (I)Z(y;,l’ 0))] X
i=1
verifica la tesis del Teorema 3.4.4. o

Usando los resultados anteriores se prueba como en otros casos el siguiente teorema
referente a la homogeneizacién del problema (1.8).
Definicién 3.4.5 Para iy € Wy?(Q), @it € LP(Q; WHP(JY)), @b € LP(Q; LP(JH; WhP(S1))),
i € {1, ,m}, verificando que si 3,5 € {1,---,m}, t,s € Y son tales que ®(t,0) —
®I(s,0) € Z2, entonces i(z,t) = @ (x,s), p.c.t. x € Q, se define

= V(P (31,0)) [Viio(2)8,, (31, 0) + 8y, 85 (2, y)] + V(P (31, 0))dyla (2, ),
p.ct. (z,y) € QA x Y2 para todo i € {1,--- ,m}.

Teorema 3.4.6 Parac > 0, seau, € Wll;p(Qs), una solucién de (1.8) y definamos i, i €
{L,---,m}, por (8.69). Entonces existen una subsucesién de € que sequimos denotando
por g, y existen 4y € WyP(Q), 4i € LP(Q;WIWP(JY), 4 € LP(Q; LP(J5; WiP(SY))),
i € {1,---,m}, verificando que sii,j € {1,--- ,m}, t,s € Y son tales que ®'(¢t,0) —
®I(s,0) € Z2, entonces i (x,t) = @(z,s), p.c.t. © € Q, para los cuales se tiene (3.72),

(3.73), (3.74) y son solucién del problema variacional

S [ [ o, Diio, a5, ) — H) D, 88, 55) S 0n,0) dy s =
i=1 Y 7

:Z// F'iy J®(y1,0) dy dz,
i=1 /2 JY?

Vo0 Wy P(Q), e LP(Q WHP(JY)), dhe LP(Q; LP(J5; WP(SY))), tales que

sii,j € {1,---,m}, t,s € Y verifican ®'(t,0) — ®(s,0) € Z°,

entonces ¥i(z,t) = ¥(z, s), p.c.t. = € Q.
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Ademds, si se define g, por (2.21), entonces la correspondiente subsucesion satisface (2.22).
Sia', i€ {1, ---,m}, satisface la condicién adicional (1.22), también se tienen

1 . )
anlﬁi — Vio0y, ®(y1,0) + 8,, Gy en LP(R? x Y?),

1 . .
582112 — 8y2112 en LP(R2 X Yz),

y GL, i e{l,---,m}, definidas por (2.24) satisfacen (2.25).



Capitulo 4

Homogeneizaciéon de estructuras

reticuladas elasticas

Los Capitulos 4 y 5 estdn dedicados al estudio del comportamiento asintético de las
‘soluciones del sistema de la elasticidad lineal (1.23). EI sistema seré planteado sobre
sucesiones de estructuras reticuladas que ya han sido consideradas en capitulos anteriores

al estudiar el problema de difusion (1.8).

En este capitulo consideramos la homogeneizacién del sistema de la elasticidad sobre
la estructura modelo (Figuras 1.2 y 1.4). A diferencia con el problema de difusién, vere-
mos que el comportamiento asintético de las soluciones depende del tamarfio relativo de
los pardmetros que intervienen. Su estudio se organiza como sigue. En la Seccién 4.1
planteamos el problema e introducimos algunas definiciones. Las estimaciones adecuadas
para las soluciones de (1.23) son obtenidas en la Seccién 4.2. En la Seccién 4.3 se demues-
tra un resultado de compacidad, cuya aplicacién en la Seccién 4.4 permite la resolucién
del problema de homogeneizacién. Concluimos el capitulo analizando en la Seccién 4.5
el efecto que tiene reforzar la estructura modelo bidimensional mediante un sistema de

vigas oblicuas que la cruzan completamente.
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4.1 Planteamiento del problema y definiciones

Nuestro objetivo es la homogeneizacién del problema de elasticidad (1.23), que recor-

damos viene dado por

—div (Ace(u.) — H.) = F. en Q,

u. =0 sobre I, (Ace(ue))ve = Heve sobre 0Q. \ I,
(ver la Seccién 1.3 para las hipétesis sobre los datos), planteado sobre la sucesién de
estructuras reticuladas /N-dimensionales, N > 2, consideradas en el Capitulo 2 (estructura
modelo). Estas estructuras estdn formadas por finas barras ortogonales de grosor ed,
dispuestas periédicamente con periodo ¢ a lo largo de todas las direcciones del espacio
(ver la Figura 1.2 para el caso bidimensional, la Figura 1.3 destaca algunos detalles de
ésta, y la Figura 1.4 para el tridimensional). M4s exactamente, nos situamos en el marco
del Capitulo 1, con m = N, y donde para cada i € {1,..., N}, V! viene dado por

Vi= U {xERN | — ekl < 836},

kezN

€ Qé . [/ei,O — & N por
@i (1‘) = —i€' =+ ; VI € [/i,O
€ 1 ls’ e

En este caso, el dominio de la variable macroscépica es RY = RY y, para u. en

Hi_(Q.)V, la definicién (1.5) de 4%, i € {1,...,N} da
~i _ z / N N
W (z,y) = us(sn(g) +eyie; + ed.yl), pct. (z,y) €RY x Y, (4.1)

Si aplicamos al operador e el cambio de variables (1.4), definido en esta situacién por

iy Ti—eki(2)  ap—enp (%)
e(z) = € e+ ed,

, pect.zeVi Vie{l,...,N}, (4.2)

el resultado es el operador e’ dado por (1.7), que bajo las condiciones anteriores se escribe

. 1 A 1
& (0)i = “0y05,  26-(6)im = ~y0m + —0,, B, Ym £,
e e ed, (4.3)
. 1 . :
2eX (0)yn = vy (OypOm + Oy 0n), Vm,ne{l,...,N}\{i}.

Las definiciones que siguen serdn ttiles en préximas secciones.
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Definicién 4.1.1 Parai € {1,...,N}, se define el espacio funcional E* por E* = E} X
Ei x EY x EL, donde

E§ = {ag € L*(Q) : 8,,4% € L*(2), 4gw; = 0 sobre 6},

= {4} € L* (G HY(YV))N : 4 y;-periddica, W, =0en L2 x S,

ey(ﬁ’i)m = 6y(ﬂ§)mn =0, Vm,ne {1a < NP {Z}} ]
Ey = {ay € (O x YNV 14}, € L*(Q x J; HY(SY), 4%,, € L*(Q; H'(Y™)),
@b ., yi-periddica, / @ ndyi =0 en L2(Q x J%,

ey(0)mn =0, VYm,n€{l,...,N}\ {z}},

= {af e L*(Q x J5H(S))V i, =0} .

=, . ~Aq I\i I\Ii 7 -

Observacion 4.1.2 Las expresiones U ,, U5, y U}, denotan la m-ésima componente de
at, 44 y 4%, respectivamente. Como en los capitulos anteriores, el superindice i nos indica
que estos espacios funcionales se utilizardn para describir el comportamiento asintético

de las soluciones de (1.23) en Q.. Estos convenios se mantendrdn en todo lo que sigue.

Observacién 4.1.3 Una funcidn @} pertenece a E} siy solo si existen a* € L*(Q; Hy (J%)),
by, € L*(Q; H(J%)), m # i, con b, (z,0) = 0 p.c.t. z € Q, tales que

ail,i(xay) = x yz Zayzb T yz)ym
nti p.ct (z,9) € Ax YN

/a‘il,m(x?y) = bin(x7yi)7 vm 7& ia

Observacién 4.1.4 Una funcidn i pertenece a Ei si y solo si U pertenece a L*(Q x
JHHY(SY) y existen gl,, € L*(Q; H} (JY)) con ghy = —Ghm, m, n € {1,..., N} \ {1},

tales que

Uy (T,9) = D (@, 1)U, Ym A4,  pet (z,y) €Qx YN
n#i



90 4.2- Desigualdades de tipo Korn

Definicién 4.1.5 Sea i € {1,...,N}. Para (4§,4%,45,73%) € Ef, se define el tensor
e (h, b, b, 4%) € L2(RYN x YV; Sy) por
66(’&6, aila aé, ﬁ‘%)“ = azz,&% + ey(ﬁg)iia eg(ﬂéa ,&g, ﬂg? ’&%)m = ey(ag)im
66(@6, '&i’ ﬁ'g’ ag)mn = ey(ﬁg)mm vm, n€{l,...,N}\ {i}.
Los espacios que definimos ahora serdn ttiles cuando necesitemos funciones més regu-

lares que los elementos de E'. Los resultados que se obtengan para esta funciones seran

generalmente ciertos para E' razonando por densidad.
Definicién 4.1.6 Seai € {1,...,N}. Se define £ como el subespacio de E* dado por
g = {(ag,ag,ag,ag) €E : 45 eCR(Q), @ e (0NN,
%z € C(Q2 x J'; C™(8Y), ﬁé,m € C(;C™(YN)), Ym # 1,

. ) ) ) ) . )
iy € CR(Qx J5C®(SNY y36 >0 tal que s =4 = a5 =0 sily| < 5}

4.2 Desigualdades de tipo Korn

Esta seccién esta dedicada a demostrar ciertas desigualdades de tipo Korn que mejoran
las dadas en [30]. Estas nos proporcionaran estimaciones finas para las soluciones del
sistema de la elasticidad lineal (1.23), destacando la dependencia de éstas respecto de los

pardmetros € y d.. Para obtenerlas, usaremos el siguiente lema.

Lema 4.2.1 Para a € (0,1/8) y e > 0, denotamos

L.(a) = {z €YV 1|2l < -22} ,

ea

LX(a) = {z € Le(a) : |z — (_21) g < 3}, A e {1,2}.

Entonces, existe una constante C > 0, que no depende de a, tal que para toda u €

HY(L.(a))N y todo m # 1, se tiene

2
1 1
Oy Um|?dz < C —/ e(u)|*dz + — / lum|?dz | . (4.4)
/Ls<a>| <a2 Ls<a)' wl 52@; L3(a)
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Demostracion. Basta probar el resultado para € = 1, el caso general se obtiene entonces
usando el cambio de variables y = ez, el cual transforma L.(a) en Ly(a) y L}(a) en L3 (a),
Ae{1,2}.

Se denota L(a) = Li(a), LMa) = L}(a), X = 1,2. Dada u = (u1,...,un) €
H(L(a))", se define w = (wy,...,wy) € H(YV)N por

w1 (y) = ui(yre1 + ayy), W (Y) = aup(y1€1 + ayy), Ym e {2,...,N}.

Para m > 1, la desigualdad de tipo Korn dada en el Corolario 6.0.6 aplicado a w,

proporciona
1 2 2
/ Oy U — —/ O umdr| dz = aN‘3/ Oy, W —/ Oy, wmds| dy <
L{a) |L(a)] L{a) YN YV
C
<ca [ letwlay< g [ jetwpdz
YwN a® JL(a)
lo cual implica
2 c 2
|01 um|"dz < — le(u)|*dz+
L(a) a® JL(a)
) 2 (4.5)
a (g A = [ um(—g, 40
aMN /{|z11<2} 2 (#1<2

Teniendo en cuenta las estimaciones

1
/ um(i, 21)dzy — / um(—i, 24)dz}
{lz11<%} {lz11<%}

1 1
<2 [ G+ |um<—§,z1>|2dz1) ,
{l;1l<3} {l211<3

—1) 4
/ [um((—),zi)lzdzi < —/ |t |?dz + a/ |0y um?dz, X =1,2,
{121<%} 2 @ J1 () LMa)

se deduce de (4.5)

/ |0t |2dz < —/ (u)|*dz + Z ( / [t [2dz + 4a/ ]leum|2dz> ,
L{a) L a) L (a)

1
para cada u € H'(L(a))N. Puesto que a < g 5 concluye (4.4) para £ = 1. O
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Teorema 4.2.2 Eziste C > 0 tal que para cada u € Hf ()N y cada € > 0, se tiene

/ Pz < Cd. [ |e(u)Pdz, (4.6)

We Qe

/|ui|2daz§C’/ e(w)Pdz, Vie{l,... N}, (47)
: 0.

/s lu|?dz < C<1+ d2) le(u)|*dz, (4.8)

1
/ |0z, u|%dz < C 1 + = le(u)|*dz, Vi,j€{l,...,N}. (4.9)
Qi g2 d2 Qe

Demostracién. Las estimaciones (4.6) y (4.7) son consecuencias inmediatas de las si-

guientes desigualdades de tipo Poincaré

/ |u;|*dz < Csds/ |0z, ui?dz, i€ {l,...,N},
wk |2 —kf|oo< 222 }

/ ug|*dz < C/ |0z, u;?dz, i€ {l,...,N},
{|z}—k{{oo< <2} {l2]—k}|co< £ }

para todo k € Z", todo € > 0 y toda u € HE (Q)V.
Puesto que la constante que aparece en el Lema 4.2.1 es invariante bajo traslaciones y
rotaciones, se deduce que, para cada i, m € {1,...,N}, m # i, y € > 0 (suficientemente

pequeio), se tiene

1
|0 tum |*dz < C / le(u)|*dz [um|*de | |
/Vsi’k‘f—%ez " d2 V +2€i ( 82d€ wécuw§+ei

para toda u € Hf_(Q.)". Sumando estas desigualdades en k € Z" se obtiene

/z|8 umlzdx<C’( /[e 2d

de donde, por (4.6), se deduce (4.9).

2dx> Vu € Hp (Q)", Ve > 0,

Finalmente, para demostrar (4.8), se usa que para 7, m como antes y € > 0, se tiene

1
/ |t |?dz < C <52/ |0 U |2dz + —/ |um|2dx) .
ok A dE wk

Nuevamente sumando en k € Z", y usando (4.6) y (4.9) se concluye

[um |*dz < C (1 + d2> le(u)|*dz,

Qt

lo cual implica (4.8). O
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Observacion 4.2.3 En el Teorema 4.2.2 hemos considerado una condicién de Dirichlet
homogénea sobre toda la frontera exterior de .. Sin embargo, la misma demostracién

muestra que el resultado sigue siendo cierto si tan sélo suponemos que u.; = 0 sobre

NNV ie{l,...,N}.

4.3 Resultado de compacidad

En esta seccién demostraremos un resultado de compacidad para @, i € {1,..., N},

asumiendo que u, es una sucesién que satisface

1517 X le(ue)|?dz < C, Ve > 0. (4.10)

Posteriormente ser aplicado a la sucesién de soluciones del sistema de la elasticidad (1.23)

lo que nos permitiré llevar a cabo su homogeneizacién.

Teorema 4.3.1 Supongamos que existe lim._o(c/d;) = A € [0,+00] (esto siempre se

tiene para una subsucesion). Sea u. una sucesion en H{ ()N que satisface (4.10), y

definamos 4%, i € {1,..., N}, por (4.1). Entonces, ezisten una subsucesion de €, que se
contintda denotando por €, y (4, 45,45, 4%) € E*, i € {1,..., N}, tales que
@, —~ah en LP(RY x YV, (4.11)
ﬁi,m — o siA=0
@, = g+ A&, sid € (0,+00) p en LX(RY x YY), (4.12)
d. . )
fﬁé’m — 4, st A= +00
el(al) — ep(ad, b, us, %)  en LEARY x YV;Sy) (4.13)
e\ e 0O\™0y *1y Y25 43 yONJ- .

Demostracién. Fijamos i € {1,..., N} y procedemos en varios pasos.
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Paso 1. Usando el cambio de variables y¢ dado por (4.2) y teniendo en cuenta que,
para todo k € Z", 4%(z,y) no depende de la variable z en C* x YV, se obtiene

Ue m (2)2dx = / Ue i (7)|Pd2 = @Y1 EN/ it (ek,y)Pdy =
le m(z)] > v;}':kl m(z)] > YN| mlek,y)]

= [ ] it Pdyds = a7 it (o) Pyde, m € (1, V)
ckJyn 7 RNxYN "~

keZN

Entonces, de (4.7), (4.8) y (4.10) se deduce

[ Nk nPauds < C.
x

2

/RN N () Pdyde < © (1 + -2—2> . Vme{l...,N}\{i}.
X €

Razonando andlogamente con 0y, uem, m # 4, y e(ue), y teniendo en cuenta (4.9) y (4.10),

se obtiene
2
[ 10t o (m)Pdyde < © (1 +5). vm#s (4.14)
RN xYN 7 df
y
/ et (a%) [*dydx < C. (4.15)
RN xYN
De (4.14) y (4.15), sigue inmediatamente
/ 16, (z, y)|Pdyds < C(e? + &), Vm £i. (4.16)
RN xYN ’
Para probar (4.11) se define @, = (&g 1,...,%n) : RN — RY por
1
Ue(') =7~ [ u(ndn, Ve>0,

we O] ey
y se emplea el Lema 6.0.3.

Para cada i € {1,..., N}, 4.; € A., donde A, estd definido por (6.3), y se comprueba

Jo

lo cual, gracias a (4.10), da (6.5) con p = 2. Entonces, el Lema 6.0.3 asegura la existencia

facilmente que

Uei(x + €€;) — Uei(x)
€

? C
dr < / O Ue i ()2 dz,
7 | (o)

X
€

de una subsucesién de €, que se sigue denotando por ¢, y 44 € E}, i € {1,..., N}, tales
que

U.; — 5 en L*RY), (4.17)
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Tt i) =B Oy, en L*RMN). (4.18)
€
Teniendo en cuenta la igualdad
1 .
d_ ﬂl&,i(" y)dy = as,i(')7 Ve > 0, (419)
e Jyil<d

y usando (4.15), (4.16), se obtiene
g ; — Ee,i”%%RNxYN) < C“%ﬁ;,i”%%RnyN)N < C(e®+d2), Ve>0,

lo que junto a (4.17) prueba (4.11).
De (4.15) se deduce ademés la existencia de una subsucesién de €, que continuamos
denotando por ¢, tal que ei(4l) converge débilmente en L2(RY x YV;Sy). Los siguientes

pasos de la demostracién estdn dedicados a caracterizar este limite.

Paso 2. Definimos @¢ : RY x Y¥ — R¥ por

~1 1 ~7 ].
w&,i(x7y) = E (ue,i(x’y) d_ 51, 1; 77 d,r} Z/ yn E’L x n)d'r/yn) b

77:|<i n#i
d. 1 1%
w;,m(may) ; (usm(x y) - E/d esm(m ni€; +yz dm / y U am(x U)dﬂyz) y
eJ—F

para todo m # 4, € > 0, p.c.t. (z,y) € RV x YV,
Por (4.15), e,(1}); estd acotada en L2 (RN x YV) y tanto e, (W), como ey(W:)mn

convergen fuertemente a cero en L2(RY x YV), para todom, n € {1,..., N}\ {i}. Puesto

/ Y W ezxndn—/ s W emmn)dn=0, vm e {1,...,N}\ {i}, p.ct. z € RY,

el Corolario 6.0.6 implica que 9y, W% ; y 8,,8% ,,, m # i, estdn acotadas en L*(RY x YV).

Por otra parte, como

/| » Wl (z,m)dn =0, p.ct z€ RV,
il <%

wl-

/ WL (@, i€ +y))dn; =0, Vm #14, pet. (z,y;) € RN x §¢, (4.20)

_de
2
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la desigualdad de Poincaré-Wirtinger da

/ [t (2, m)?dn < C / %! (z,m)Pdn, pet. z € RY,
YN YN

/Y|1I);m(x,n¢ei+y§)|2dni < C/Y |0y, @2 (z, mes+y,) Pdmi, Vm # 4, ae. (z,y;) € RV x S%
Integrando estas desigualdades en R™ y teniendo en cuenta las estimaciones para las
derivadas de 10?, se concluye entonces que ! estd acotada en L2(RY x YM)V  y como
ey (W) estd también acotada en L2(RY x YV; Sy), la desigualdad de Korn implica que ¢
estd de hecho acotada en L*(RY; HY(Y"))V. Luego, existen una subsucesién de ¢, que

continuamos denotando por ¢, y @' € L2(RY; H}(YM))V tales que

Wt — @ in LARYN; HY YNV,
Claramente ey (10")in, = €y(0')mn = 0 para todo m, n € {1,..., N} \ {i}. Por (4.20),
también se tiene @, (z,y;) = 0 p.c.t. (z,9)) € RYN x S y todo m # i.

A continuacién estudiamos propiedades de periodicidad para @'. Partimos de la si-

guiente igualdad que 4! satisface por definicién

lei—i--) en L? (S), pet. z€RY, j € {1,...,N}. (4.21)

L 1 i
e j(z, seit-) = U ;(x+ee;, ~5

2
De (4.21) con j = ¢, se sigue que, p.c.t. (z,y]) € RY x S, se tiene

i 1 1
’LU ( 261+yz) 61’(%'{-661,—561-{-@;2)
1

= e et ) — (o)) dnt (422
+- Z/ yn €8 $+€€z, ) 8ynusz( 777)) dny’m
n#i
de donde, gracias a (4.18) y (4.19), se deduce

1
ede In:| < 9

(4l (x + ez, m) — al(z,m)) dn — 05,05 en L*(RM). (4.23)
Consideramos ahora ¢ € CP(RY) y n € {1,..., N} \ {i}. Por (4.16), se tiene

2 Onittat e — 0y, (o) dnp(e)de =
R Y

L (4.24)
/ / yn ez nw(x 861) 90(95) dx + Os = Os-
RN JYN £
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Luego, el segundo término del miembro derecho de la igualdad (4.22) tiende a cero en el

sentido de las distribuciones. Esto junto con (4.23) permite pasar al limite en (4.22)
obtener

1 , 1 . ,
wi(z, Fe Tt 1) — wi(x, —gti+ ) = Oy, té(x) en L2(SY), pct. zeRY.
Usando esta vez (4.21) para j = m € {1

(4.25)

N}\{:}, deducimos, p.c.t. (z,y) € RxS"
que

i 1
'U.)a,m( 261 + yl) (x + E:e“ 261: + y;) =
de
1 [ . y
— E / . (’l/lls’m(iﬂ + 6617 nzez + yl) s ue’m(.’b, 777:67: + y;)) d’l’h+ (4.26)
d.
— 0
+2€ ( U

Yi em(x'i_aeh ) ayzusm( ’77)) d77

Vamos a estudiar los dos términos del miembro derecho de esta igualdad. Para calcular el

limite en el sentido de las distribuciones del primero de ellos, se considera ¢ € C°(RY
S*), entonces se tiene

/N / _/ (ﬁ’é,m('r + €€4, 164 + y;) - Aim(x 1i€i + yz)) d’h (LL‘ yz)dyzd‘r -
R i

/ // (e + o) d oz -
]RN i

(4.27)
€€;, y':) B gD(.’ﬁ, y;)dy'da:
)

Un célculo simple muestra

de
2

1
. 2
d_ 4 ﬁé,m(xa nie; + yé)dm = / L '0’2? (x’Tiei + de m€m + § Yn€n dTia
< J-% -4

n#i,m

para todo m # i y p.c.t. (z,y)) € R¥ x S Las estimaciones correspondientes a (4.15)
y (4.16) para 4" dan

/ / Uem(2 / (2, mei + yi)dni*dyidz < OVl [l 2xymn < C(e* + )

lo cual junto a (4.17) con i = m, prueba que

ol Q>Nl‘$

de

T [ et a4 en 2@xS), Vme (L. N\ (428)
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Luego de (4.27) se deduce

de
1 )
- / ’ ( Em(z nie; +Y.) — em(:c + ce;, mie; + yz)) dni — 0 en D'(RN x SY).  (4.29)

€ J_de
2

Para el segundo término del segundo miembro de (4.26), se toma ¢ € C(RY), y usando

el cambio de variables (4.2), y las estimaciones (4.9) y (4.10), se obtiene

dE ~1 ~1
- / [ uit o) + 8, ) di a)de =
RN YN

_ G p(z —ee;) + () _
Z €NdN 1 / € O, Ue,m (p) /ck 5 dzdp =

keZN

(4.30)
D R G CU R
de' keZN
de
= TN A Ue,m (0)0z,p(p)dp + Ok.
Gracias a (4.8) y (4.10), se tiene
d 2
st_l/ Uem(P)Or,0(p)dp| < CdN 1/ |uem(p)Pdp < C(e* + d2),
y por consiguiente (4.30) da
d. i i ,
5 | (By it (2 + c€3,m) + By, 0E 1 (z,m)) dp — 0 en D'(RY). (4.31)

Usando (4.29) y (4.31), se puede pasar al limite en (4.26) y concluir

1 )
et ) = b (

1 .
5 T,—=e;+-) en L? (Sl) , p.ct. zeRN

(‘/'C7 2

Por la igualdad anterior y (4.25), la funcién
i (z,y) = 0'(2,9) - Os,Gp(2)ies, (z,y) ERY x YV,
pertenece a F! y satisface
e (Ul)i — Op 04 + 0,08 ; en L*RN x YN).

Con intencién de probar (4.12), distinguiremos dos casos segtin la razén entre € y d,.
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En primer lugar, supongamos que A € [0, +00). De (4.28), la definicién de @, y su

convergencia a 4} . en la topologia débil de L2 (RN x Y™), m # i, se tiene

(2,9) = 00) — [ O oy — S u(a9) = 0, en LRV x YY), (432
YN

€

Por (4.14), se tiene ademés que 8,,%% ,,, m # i, estén acotadas en LE(RY x YV). Si se

g,m)

considera ¢ en C°(RY), usando el cambio de variables (4.2), y las estimaciones (4.8)

y (4.10), se obtiene

L, | duitaaminp(oyis] -
RN JYN '

£

7T |, e (2)up(2)

€

+0. =

£
71 [, edtem(2No(2)dz

2\ 3
+OE§C’5<1+%> +0.<Ce+0, =0,

€

(4.33)

lo cual implica
/ Oy ez, m)dny; = 0 en L*(RY x YN), Vm # i
YN
Luego, de (4.32), resulta

TN A, en LARY x YN), Vm #1, si A € [0,+00). (4.34)

e,m

Supongamos ahora que A = lim._¢(¢/d.) = +00. En este caso, de (4.28) y la definicién
de @%,,, m # i, se sigue

dguem(w y —*/ By, (@, 1) dy; — 04 (7, ) —= 0 en LRV x YY), ¥m # 4. (4.35)

En virtud de (4.14), (d./€)0,,1%,, estd acotada en L*(RY x YV), y un razonamiento

andlogo a (4.33) conduce a

d. Wy
=[] dui e maneteyis| =
€ JrN JyN

2

2
< Cde (1 + '25) + Oe = Oe, VQO € CSO(RN),

%%/ Ue,m(2) O, p(2)dz| + O <

lo cual, por (4.35), implica

%ﬂ’ — a5, en LRV x YY), Vm#1i, si A= +o0.
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Esto, junto a (4.34), prueba (4.12).

Paso 3. Pasemos ahora a caracterizar el limite débil de e.(@t);,, m # i, en L2(RY x

Y"). Para comenzar, se extiende %¢ a RV x (Re; + %), definiendo
(2, y) = u.(en(= =) + eyie: + edeyy), Ve > 0.
De esta manera ¢ pertenece a L2(RY; H'(Re; + S*))V y satisface
U (z,y) = 4(x + nee;, (s —n)e; +9), Ve >0, Vn e Z.

Usando esta extensién, se construye una regularizacién @ : RN x YV — R de 4! por

de
» 1 2z .
gz, y) = —/ Ue(z, (yi +mi)es +y;)dms, € > 0.

d d
€ J—5

Asi, se tiene que 0,,al pertenece a LE2(RN; H'(Y™))V, para todo £ > 0.

A continuacién, con ayuda de esta regularizacién se define 5t : RY x Y¥ — R¥ por

8=,/ (ede), 8L, = @i, /e sim+#i. Delaigualdad
8ynym§E’L Oymy(8 )m + Oy ey(8 ) - ayiey(gi)nm’ vm,n € {1,...,N}\ {i}, e >0,

y puesto que 0, e,(5%)in, Oy,ey(5)im ¥ Oy,y(5:)mn pertenecen a L2(RN x J*; H~1(SY),
para todo m, n € {1,..., N} \ {i}, se deriva que Vj;(8,, 5. )(z,yie; +-) € H*(SHN,
p.ct. (z,3) € RV XY. Por el Teorema 6.0.4, esto prueba que 8, 5 .(z, y;e;+-) pertenece

Ym e

a L*(S?) y satisface

1005036 +) = [ 0,58 s hes + ) <
< CZ ( |0y ey (32)in (2, yoes + )15 1(siy t 18y €4 (32)im (, ies + ')”1%1—1(52’)) +
n#i

+CZ 18y;€y (32 )mn (2, yies + ')”%1-1(81’)’
n#£i
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para todo m € {1...,N}\ {i}, todo € > 0, p.ct. (z,3:) € RY xY. Integrando estas

desigualdades en (z,7;) € RY x Y se llega entonces a

Haym Seji /8ymsazdnz||L2(RNxYN <CZ(“aymey( )WHLZ(RNXJ’ l(S'))+

n#i
+|0y,. ey (3 )m’L”LZ(RNxﬂ 1(51))) +CZ||ay1,ey )mn”L2(RNxJ’H sy = (4.36)
n#i
< CZ ey (3 m||L2(RNxYN) + CZ 10y, €4(5 )mn||L2(RNxYN)
n#i n#i

Si ahora usamos (n # )

ley(s )m“L?(]RNxYN)

de 2
- i (4 )
/ d / ec(Ue)in(, (i + mi)es + yi)dmi| dydw < Clleg(al)inl| 22 @n xymy
RV xYN | e J_d

“ayzey( )mn|lL2 (RN xYN) =

o d " de
- / |e§(Ul)mn(x, (yi + _s)ei + y:) - ez(ue)mn(x7 (yi - —)ei + y;)|2dydfl? <
RN xY N 2 2
< Clled(@) 172 sy

se deduce de (4.36) y (4.15)

[ECR / Oy ) B ) =

(4.37)
”aym Seii / aym szdnzHLz(RNxYN < C vm # i
SZ
De (4.15) y (4.37) se sigue también
yz e,m / ayzus de ”LZ(RNXYN) <C, Vm 7é i (438)

Con ayuda de las dos ultimas estimaciones podemos caracterizar el comportamiento

asintético de €%(4t)im, m # i. Para ello introducimos la sucesién t¢ : RY x YV — RY
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definida por

1 i
tl ( y) Ed (u;,i(x7y)_/ ez(x ylel+7_ dT —‘Z/ yn ez CL' ylel+T)dTyn>’

n#i

1 . . .
tz (.Z’ y) g (ﬁz,m(xvy) - / ﬂ‘é,m(‘r>7—iei + y:)dTl - / ﬁ;,m(xayie'i + Tz,)del+
Y i
+/ ﬂim(x,T)ch') , sim # i.
Yy
Entonces (4.37) y (4.38) muestran
” Ym e¢l|L2(RN><YN < C ”ayiiz,m”Lz(RNxYN) < C) Ve > Oa vm 76 . (439)

Por otra parte, usando

/ t. (z, yies +n))dn, =0, p.ct. (z,4;) ERY xY
Si

/ tem (T, e+ yl)dni =0 pet. (z,5)) € RY x S, Vm # 4,
Y
la desigualdad de Poincaré-Wirtinger da
/ |t% (2, yie; + ;) [*dnj < CZ/ |0y, T2 s (z, yiei + m))Pdn;,  pct. (z,3) € RY x Y,
m#i
y

/ ]tsm(m nie; + y5)|2dn; < C/ |0y, tz (x,me; +y))|?dm, p.ct. (z,7) € RY x S

Integrando las dos tiltimas expresiones en RY x Y¥, se prueba entonces que t iy tsm,
m # i, estdn acotadas en L*(RN x J%; HY(SY)) y LA(RYN x St HY(JY)), respectivamente.
Extrayendo una subsucesién de € si fuera necesario, deducimos que existe #* = (¢, ..., #4)
tal que
t,— 1t en L*(RN x J5 HY(SY),
&, — 1, en L2(RN x S% HY(JY), Vm #i.
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Asimismo, se observa que

Jrun (2,) /_d ( z, (yi + mi)ei+ y;) /Y eL (UL ) mn(z, (i + mi)ei+ yz'-)dTi>d77i,

eL(AL)im(z, (yi + mi)ei+ Ti,)dTi,>dm’

(3

ey({i)zm(x y) = ds __di(eé(ﬂi) (z (yz"‘m)ez"‘yz) /

para todo m, n € {1,...,N}\ {i}, p.c.t. (z,9) € RYN x Y. Entonces, gracias a (4.15) se

puede pasar al limite en € y deducir

ey )mn =0,  Vmyne{l,...,N}\{i}, (4.40)

Ar

ey (t)im(z,y) = fi (z,y) — / i (x, e + dr!,  pet. (z,y) € RY x YV, Vm # 4,
donde por ji, se denota el limite débil en L2 (RN x YV) de €.(4)im, m # i.
De lo anterior se sigue que si se define 4% = (5, ..., U} y) por

(x ) _t@(x y +22/ Mr T, Y€ + 7 )dT Yy,
r#i

Uy (2, Y) = T(@,y), Ym#4,
entonces, i ; pertenece a L*(RN x J% H'(S%)), 44 ,,, pertenece a L*(RY x §% H'(J')) para
todo m # i, y
(@ )im = iy = ey (@)im en IR x YY),

Por la definicién de @5, y (4.40), 45 satisface

/ Wy (T, yie; + mj)dn =0, p.ct. (z,1) € RV x Y, (4.41)
Si

ey (@) mn =0, Vm,n e {1,...,N}\ {i}. (4.42)

Se observa que (4.41), (4.42) y @4, en L*(RY x S% H'(J%)) implican que existen g, €
LA(RY; HY(JY), m, n # i, tales que g, = —gi,, vy G5, se expresa
U (2,9) = Y G (@, %)Y,  ¥m A4, pct. (z,y) €RY x YV, (4.43)
nF#i

En particular esto prueba que 43, pertenece a L*(RY; H'(Y'Y)), para todo m # .
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Seguidamente, vamos a probar que ag,m es periddica en la variable y;, para toda m ## 4.
Para ello, basta probar esta propiedad para las funciones g’ . que satisfacen (4.43). Se

tiene

Gron (@, i) = 12 / Wy o (T, yi&i + 7)) ndn); =
Si

= lin(l) 12/ & (T, yiei + 1) adn,  débilmente en L2(RN; HY(JY).
£— gt ?

De la definicién de £, v la igualdad

; 1 . 1 X
Ug 1 (T, 5€5 + +) = Tg (2 + cey, —geit ) en L*(SY), p.ct. z € RY,

em 2

resulta

i i 1
gmn(x’ 5) - gmn(xv _5) =
12

= 1irr(1) — / (@ (z + €€5,m) — T, (%,m)) Mudn  débilmente en L*(RY).
e— VN ) )

(4.44)

Para ¢ € C°(RY), se tiene
1 = <
- / / (ue,m(ﬂc + €ei, n) = g (T, 77)) ndne(z)dz =
€ JrN JyN
N / / i (g 2T )~ 0T (4.45)
RN JYN ! &€

7t ~% / r—ee)—plx
=/ / (Tem (@) + e (@,7) i 2 ) —o@) g,
RN JYN c

donde 7%, : RY x YN — R est4 definida por

g (@, it + 7)AT] — g g (7, 0}) + /S g (2, 7)) dr].
T

Pl = (o) - [

9

Puesto que 7L, (z,n;) = 0, p.ct. (z,7) € RN x St y o, 7L = ed, i ., de (4.39) y la

N Ye,m

desigualdad

/YIFi,m(xa niei"‘??;)‘fi,m(ﬂ?, 77:)|2d77z < C/ylam,':;,m(xa 77i6¢+77§)|2d77i, p.c.t. (IE, 77;) S RNXSi’

se deduce

/ / Tem (T, ﬂ)nndnso(x —ee) - gD(ﬂv)dac =0, VYm#i. (4.46)
RN JyN 3
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Por otra parte, de la definicién de ﬁi’m, y el cambio de variables 3! dado por (4.2), se

obtiene

de
< 1 L
/YN us,m(x7nz,')77ndn == 1. /d ue,m(xa Ni€; + nz{)nndmdﬂg =
gi J=de

1 enn x/s
= 5Nd£’ /Ps(m) Ua,m( ) —_———dz = /m /_—ii l’ NmCm +7]m)77nd’l7md7”m,

p.c.t. z € Q). Entonces

[ [ ate ezt _
RN yN £

= /RN /m < /__di (X, mem +nm)dnm> ple = 66;) Pl )dmdx

Debido a que 4%, converge débilmente en L*(RY x YV) a 4g', la estimacién (4.15) con j

en lugar de i, y la desigualdad

de
~m L [= N
[ i) = [ o tmen + )y < © [ [0y i@y
o S o

se tiene

/ / (z,m; nndn ol — eei) — p(2) dr = —/ / Nndn 4y (2)0y,¢(z)dz + O, = O,
RN 9 RNJYN

lo cual, junto con (4.44), (4.45) y (4.46), prueba que g.,, es y;-periédica, para todo m,

ne{l,...,N}\{il.

Paso 4. Definimos 2 : RN x Y — R¥ por 2 (z,9) =0y

5 L[
zs,m(x’y) = ed (us,m(x’y>_/s em(x y16@+7' )dT - / yn W sm(aj)yiei—l' Ti,)dTi, yn) ’

para m # i, € > 0, p.c.t. (z,y) € QA x YV,
Paratodom,n € {1,..., N}\{¢}, el Lema 6.0.5 y (4.15) implican que 0y, 2, ,,, esta aco-
tada en L2(RN xY™). La desigualdad de Poincaré-Wirtinger proporciona que zsjmtambién

estd acotada en L*(RY x Y¥). Por tanto, 2! estd acotada en LE(RY x J*; H*(S")). En

? Yem
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estas condiciones, existe 2%, € L?(2 x J%; H1(S?)) tal que, al menos para una subsucesién,

2., converge débilmente a 2%, en L?(Q x J%; H'(S%)). Ademds, puesto que
ey()mn = €40 n — /S (@), ¥mym € {1, NY\ {i}, Ve >
se deduce
6 = ey(éi)mn-l—/Si ot (T e T))dr!, pet. (z,y) € QXYY Vm,n € {1,..., N}\{i},

donde 6%, denota el limite débil en L2(RY x Y'V) de e(dl)mn.

Definiendo i} = (4} ,,...,14 y) € E§ por a3, =0y

1 (7,9) = 2 (2, ) + Z/ Ghon (T, Yiti + 7))dT] yn, DCt. (T,y) € QX YN, Ym #£ 4,
n#i st

tenemos que 4} entonces satisface

eL(0)mn — ey(18)mn  en L2 RY x YV), Vm,n € {1,..., N}\ {i}.

El siguiente resultado es un reciproco parcial del Teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.2 Para cada i € {1,...,N}, sea (9§, 0%,0%,0%) un elemento de E°. FEn-

tonces, existe una sucesion ve € HE, Q)N tal que 0%, i € {1,...,N}, definidas por (4.1)

satisfacen
oL, — o en L*RN xY™M), (4.47)
’Dé,m -0y — diﬁim — 0 en L2(RN X YN), Vm # 1, (4.48)
(4

el (D) — eb (00, 0%, 0%, 08) en LARN x YN; Sy). (4.49)
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Demostracién. Se considera 6. € C'(R) satisfaciendo (N.1) (ver Notacién), y entonces,

con ayuda de ¢, i € {1,..., N}, dadas por (4.2), se define v, : Q. — R" por

Veiij: = ¥ + 56%,1’(') y:) + ed. <{)§z(’ Ye) — os(yi,i) Z(aﬂ?ni}g) + 0:,05) yi,n) -
n#i

2 o iy 0
—€ Z 6%'1}1,71(" yz-:) ya,n?

n#i
om € i i i e i i om i
Us,mlgé = Uy + Evl,m(W ye) + 51}2,m(" ys) + 8d€ <v3,m(" ye) - Hs(ya,i) Z 8"EnFUO ye,n) -
€ n#i
—&? Z aﬁvn@i,m(" y;) yi,n’ vm # 4.

nF#i
Se comprueba facilmente que la sucesién v, pertenece a Hlls Q)N yquedt,ie{l,...,N},
definidas por (4.1) satisfacen (4.47), (4.48) y (4.49). O

Observacion 4.3.3 Andlogamente a como se hizo en la demostracion del Teorema 2.1.3,
se prueba que el teorema anterior sigue siendo cierto cuando (9%, 0%, 04, %) pertenece a EY,
i €{1,...,N}. Por tanto, el Teorema 4.3.1 es éptimo. Sin embargo, en lo que sigue no

necesitaremos usar esta version mds general de Teorema 4.3.2.

Probamos a continuacién un resultado de corrector para una sucesién u. en H%E Q)Y

para la cual la convergencia en (4.13) es fuerte.

Teorema 4.3.4 Sea u. una sucesion en HE (Q.)N, definamos i, i € {1,...,N}, por (4.1)
y denotemos ¥, = d./(e+d.). Supongamos que, parai € {1,..., N}, eziste (U}, 4%, 4%, 4%) €

E' tal que se tiene
ex(@l) — ep(ap, 0%, @5, 43)  en LXRY x YV; Sy). (4.50)

Entonces, las sucesiones gt € L2(RM)N y Gt € L*(RY;Sy), i € {1,..., N}, definidas por

(4.51)
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i 1 i(pi ni i i

GH) = o | bl 6, 8)(0, () (4.52)
satisfacen
ll_I)I(l) |Q’ [:/ Iuﬁl 961 2d$+732/ [u€m gem( )l2dx+
mi (4.53)
+ [ Je(u:)(z) — Gi(w)[%x] =0.
Q

Demostracién. Para i € {1,..., N}, sea (g§", ©2", 5", ©4™) una sucesién en & tal que
lim " =4 en L2(Q), (4.54)
lim o =4%, en LHQx YY), Vm #1, (4.55)
nh_)ncr}o eb (08", V", oy oi™) = eb (b ad, a4k, al)  en LA x YV Sy). (4.56)

Por el Teorema 4.3.2, para cada n € N, existe wl € Hf_(Q:)", ¢ > 0, que satisface

Wt — g en L*RN xYV), (4.57)
W — g g—goi’j}n — 0 en LR xYV), Vm#i (4.58)
(W) — eb(wg" o 05" 08") en LARN x YV Sy). (4.59)

Usando el cambio de variables (4.2) y la estimacién (4.7), se obtiene

1

Am”p(RN yN) T N1 —~ e — wzi“%z(ﬂé) < W”e(ue - w?)H%Z(Qg;SN) =
£ €

lag; —
= CHel(ﬂé - w?n)”%,Z(]RnyN;SN), VneN, e>0.

Pasando al limite, primero en ¢ y luego en n, por (4.59) y (4.56) se concluye

lim hmsup ||u - ’lZ]z’?HL2(RnyN) =0, (4.60)
n—00 o_, !

lo cual, por (4.54) y (4.57) implica

4, — a4y en L*RN xYY). (4.61)

e,1
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Por otra parte, puesto que 4¢(x,y) no depende de x en C¥, k € ZY, € > 0, el cambio

de variables (4.2) proporciona
= 1/ [uei(@) = gz (@) dr = —5= Z/ |ute i (2 /ﬁé(p)dpl2dw=
d keZN C¥
=3

2
/ Ue:(p,y) — tig(p)) dp| dy < / |2 3(p,y) — o(p)]*dydp,
kezN ; RN xy N

y entonces, de (4.61) se deduce que el primer término en (4.53) tiende a cero.
Usando (4.8), y razonando de manera similar a como hicimos para deducir (4.60), se

llega a

lim lim 'yEHu — W2 || 2@y xymy = 0, Vm # i.
n—o0 € !

La desigualdad

~i " [ " i
1l = 05— sty < el — Ty
€
~d , € 3 , € 4 “ € .
el @eim — 90" — TPl @yxyn) +elles ™ + T Ovm — G5 — T 2@y sy,
d. d. de
junto a (4.58), (4.54) y (4.55), implica entonces
. ~i o € . .
lim 7, (ugm —ag - d—u§m> =0 en L*(RY x YY), Vm#i,
€

lo cual, como antes, muestra que el segundo término en (4.53) tiende a cero.
La convergencia a cero del tercer término en (4.53) se deduce facilmente usando el

cambio de variables (4.2) y la convergencia (4.50). O

Observacién 4.3.5 Si (4}, 4%, 4%, 4%) son uniformemente continuas en z € RY, entonces

(4-53) es equivalente a

g 2 2 ~m € i 2 _
lim o / (ium )= @@+ e (@) — (w)—d—aul,m(x,%(w))l)dx—o,

m#i

iy ot . 16006)(0) = e, 8, 84) 0, (2)) P = 0.
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De hecho, si (uf,d5,u5,4%), ¢ € {1,...,N}, son suficientemente regulares, entonces

definiendo 2t : QF — RY como

Zz,i = ’ELB + 8723,1‘('7 y;) + €d5 (Iag,i(" y?s) - Z(aﬂ?nﬂ% + aﬂ%ﬁg) yi,n) -

n#i
_62 Z aa:i’&,li-.,n(" yl) yi,n’
n#i
. R £ ) o . .
zz,m = U’(7)n + (_i—uzl,m(" y;) + gug,m(" y;) + ed, (ugm Z 8mnu0 ye n) -
€ n#i
—82 Z arnul m ys ys n? vm 7é i,
n#i
se tiene
iy (hes == P 97 L b = il + el = ) Yz =0.
2

Usando la notacion de las Observaciones 4.1.3 y 4.1.4, obtenemos que, sobre QL) i €
{1,...,N}, el comportamiento de u. y e(u.) para € suficientemente pequerio, puede ser

aproximado por

Uei(z) ~ 1ip(2),

([ gm lim — =0
4g'(z) si lim = =0,
. . g
Uen () ~ { Ug' () + A (2, 92 (2)) s iin(l)d_ =X € (0, +00),
€ . i c €
\ d—eulym(a:,ys(:c)) st lllrfl) 7 400,
6(U5>”(.’E) ~ aﬁiA ( )+8yza’ z ysz Z Yili n 1‘ ysz )) y;,n(m>’
n#i
26(U5)im( ) aymu2 z(m ye +Zazgmn z y&‘l( ))yé,n(x)7

n#t
2e(Ue)mn(z) ~ aynaé,m(w7 yl(:c)) + aymag,n(x’ yl.(x)),

para todo m, n € {1,...,N}\ {i}. Obsérvese, que en particular, el comportamiento

asintdtico sobre Q. de ue m, m # i, depende de la razdén entre ¢ y d..
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4.4 Resultado de homogeneizacion

En esta seccién resolvemos el problema de homogeneizacién (1.23), obteniendo un
resultado de corrector que proporciona una aproximacién de u. y e(u.) en la topologia

fuerte de LQ(Q;)N y L?(§; Sy) respectivamente.

Teorema 4.4.1 Sea u. la sucesién de soluciones de (1.23) y denotemos v, = d./(e +
dc). Suponemos que existe lim. 7. = v (esto siempre se tiene para una subsucesion).

Entonces, las sucesiones @& : RY x YV — RY definidas por
i (z,y) = %ue(am( ) +eyies +ed.y;), i€{l,...,N}, e>0,

satisfacen (4.50), donde (4,44, 0%, 4%) € E*, i € {1,..., N}, son solucidén del problema

variacional

f N

Z/Q . (A’eo(uf),zlll,%,u?,) ’YHi) eo(vo,vi,ﬁg,ﬁ:,,)dydx—
xY

N N
| - ; /QxyN (72 Fioy+(1—7) ZFf}Lﬁi,m> dyds, (4.62)

j=1 mi

(85, 05,05, 9%) € E', i€ {l,...,N}.

\
Ademds, las sucesiones gt y G, definidas por (4.51) y (4.52) respectivamente, proporcio-

nan las siguientes aprozimaciones a u. y e(u.)

2
. Y, 2
lim —= / Ue 5 - — Ez 2d-'13 + e / usm - ge m dx+
HO]QQ[@I (z) g z)l Y[ | ()]

m#i
1

+ [ le(ue)(z) — —Gi(w)lzdx] =0, Vie{l,...,N}.
QL Ve

Demostracién. Tomando y2u. como funcién test en (1.23) y usando (4.8), se deduce

1
—— | le(veue)|Pdr < C, Ve > 0.
|QE| Qe
Entonces, se puede aplicar el Teorema 4.3.1, y afirmar que para todo i € {1,..., N},

existe (ap, 4%, 4%, 4%) € E* tal que, al menos para una subsucesién, se tienen (4.11), (4.12)

y (4.13).
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Para (0§, 03, 03, 73) en £, i € {1,..., N}, se considera la sucesién v. en H_(Q.)" dada
por el Teorema 4.3.2. Tomando entonces ~.v. como funcién test en (1.23) y usando la

continuidad con respecto a x de F*, H* y A%, se obtiene

N

S L 1
> / Ael(ah) : ek(8})dydz + O = —— / Ace(yeue) : e(ve)da =
i=1 RN xYN d€ - (h

e i AR PN
= N1 / (Feve + H = e(ve)) dz = 7. Z /NXYN 0. + H* : €.(07)) dydz + O..
=4
Pasando al limite se deduce que (4}, 4%, 4, 43), i € {1,..., N}, satisfacen la identidad
(N

Z/RN " (Afed (b, 0%, ab, a8) — yH') « eb (8}, 0, 95, 0%)dydz =
1=1 X

< “Z/]RN " <7ZF’ (11—~ ZF*vlm)dydm’,

7=1 m#i

(0, 07,95, 0%) € £, ie{l,...,N}.

Por densidad, se concluye que (@}, 4%, 4%, 4%), i € {1,..., N}, son solucién de (4.62).

Para finalizar la demostracién del Teorema 4.4.1, gracias al Teorema 4.3.4, basta
probar (4.50). Para cada i € {1,..., N}, las propiedades de monotonia (1.24), (1.25) de
A. v A* implican

o 31 (e2(6d) — e (@ i, 8, 83)) gy, ot} Vo xywismy
J#i

T Nt onNtoN

o 1
+alel(af) - eo<uo,ul,uz,u3>||iz(Rw~;sN> < gt [ Avelune) : eluuddat

. (4.63)
+a / / eO(aO) azla 7}’@27 ,&'LZ’) I dyder
RN y|<_i

+Z / / A (ed(ad) — el(ad, ad, i, a3)) : (e1(a2) — ed(ad, i, @, 54)) dyde.

il> %
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Usando (4.11), (4.12), (4.13), y tomando v2u, como funcién test en (1.23) y (ah, 4%, @5, 43),
i€{1,...,N}, como funcién test en (4.62), se obtiene

N
Z/N/ Alel(ad) : el (ad)dydz + % /Ase(fysus) e(yeue)dz + O, =
j=1 /RN Jy € we

J|>“i

1 €
= N / Ace(Veue) : e(veue)dr = d;—l / (Foyeue + He : e(Veue)) dydz =
€ Qe €

N
=Y ; /RN /YN (FPal + HY : el(al)) dydz + O, = (4.64)
N . . . . . . .
(72 Flag+(1 — 7)) Fiid +vH? b (i}, &, a3, ﬂ%))dydx-i—OE:
I=1 me#j

N
- Z/ AVl (ad, 0], 4, 43) - e (G, i), 4h, 4% dydz + O.
RN xYN
Debido a (4.13), también se tiene

liminf / / Alel(42) : el (6))dydz >
RN y |>__€

e—0

DRV IR B P AN N R S A ;
2> /N A, &}, 4, ad) : el(hd, 4], 4), 4))dydx, je{l,...,N}
RN xYN

Entonces, de (4.64) se deducen

N
> [ [ A s elfad)dyds -
j=1 RN Jly;|>%¢

L o (463
:Z/RN . Al (i), 02 4, i) - el (), 4, 4, 4 dyda,
j=1 7RV
Yy
72
lim on | Aee(ue) - efue)dz = 0. (4.66)
€ We

Esta ultima igualdad, el cambio de variables (4.2) y la monotonia de A, dan en particular

2
)2 e 2
= < Ace(ue) dr = O.. )
/RN/|Z|<i Y dydz = = le(ue)|“dz dN 1/ e(ue):e(ue)dz (4.67)

We
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De (4.66) y (4.67) se obtiene facilmente que los dos primeros términos del miembro derecho
d

e (4.63) tienden a cero, mientras que usando (4.65) y (4.13), se deduce
Z / [ (et - it o, ) s (e - el i) e =
I>i

/ / Alel(a2) el (a) dydac-Z/ Al (W) &), 4, i, 0 dydz—
RN Jly RN

J[>_€ Iy:)l>_£
— Jond 0l 53\ ed(fd
E :/ / Alej(af, 8], @, 43) : el () dyda+
il>%
N
Jdnd nd 83 AIN. I A 8T ond —
+ E / / Alel (i), a1, 43, a}) : el (a, &, 4, 4))dydz = O..
; N de
= ly:l|>2
Luego, pasando al limite en (4.63), se obtiene entonces

ll_i% ”e (@ ) eg(ﬂévﬂi’agv’&g)”Lz(RNxYN;SN) =0, 1€ {L e 7N}’

lo cual prueba (4.50).

g

Observacién 4.4.2 Remitimos a la Observacidn 4.3.5 en el caso de que (4%, 4%, 4%, 1%),

i€ {l,..., N}, sean suficientemente regulares.

Observacién 4.4.3 Si v = 0 (es decir, lim._o(e/d;) = +00), las deformaciones y el

tensor de deformaciones tienden a infinito. Por tanto, en esa situacion, el modelo de la

elasticidad lineal, que asume pequenas deformaciones, es discutible para valores pequerios

de los pardmetros.

Destacar también que cuando v =0, para m # 1, es ﬂﬁ’m, y no 4y', la que proporciona

. ., i
una aprorimacion de U, sobre (2.

Observacion 4.4.4 El problema (4.62) estd desacoplado en el sentido de que, para i €

{1,..., N}, (@4, 4%, 0%, 4%) € E es solucién del problema variacional
(Az i(Ai ~1 A Ai) Hz) . (A ~1 A)d dr =
N €o\Up, U1, Uy, Ug Y Yy, Uy, Ug, U3 )AYyaxr =
Qxy

/Q N[ (ZF”) o+ (1—7) Y FLih,,| dydz, (8}, 85,93,05) € E'.
XY

m#i

(4.68)
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Una simple aplicacidn del Teorema de Lax-Milgram (en unos espacios cocientes ade-
cuados) muestra que, para i € {1,...,N}, (4.68) admite una solucion. Aunque esta
solucidn no es unica, las funciones @, 4%, conm # 4, y ef(h, 43, U5, G3) estdn definidas
univocamente. Obsérvese que estas son las funciones que aparecen en la definicion del

corrector tanto para u. como para e(u.).

El siguiente resultado proporciona la solucién de (4.62) en el caso particular de un
material homogéneo e isétropo. Su demostracién, que no incluimos, es una simple (aunque
tediosoa) comprobacién.

Proposicién 4.4.5 Supongamos que existen A > 0, u > 0, FeC*(Q)Y y HeC’(Q; Sn),
tales que I, = F, H. = H, para todo € > 0, y

AM = \r(M)T +2uM, VM€ Sy, Ve>O0.

Se denota
A= 2u(AN + 2p)
AMN -1 +2u
Si (4, 4%, 4%, 4%) € EY, i € {1,...,N}, son solucién de (4.62), entonces se satisfacen las
relaciones
i Ay
A3 _ 4l = NvyF, —~9, Hy Oy H s, Q, 4.69
$zwzu0 Y Y i +A(N_1)+2/‘L; PtV en ( )
g it = — 1= (697 — 6lysl +1) > Fyy;
Yi 14 A i 4 - iYi
J#i
~3 — ___Fm 2 1 — ; 2 .
ul,m 2A yz( iy |) ) Vm % 1,

(ayiﬁé,m + aymﬂg,i) = 'Q%Him, Vm # 1,

DN —

-~

(ayjag,m + 8yma§,j) = %Hjma Vi, m e {1, e ,N} \ {z}, Jj#m,

[N

N
i —A i 1= 2
{ aymu3,m = )\(N — 1) + 2/1, (3@“0 - T (6yz - 6|yz| + 1) Zﬂyl) +

YA = 2) +2p) My i

2N — 1) +21) ™™ 2u(A(N — 1) + 2u) Z H.., VYm#i.

r#i,m
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Observacién 4.4.6 La matriz homogeneizada resultante asociada al problema (4.69)
es degenerada, es decir, no satisface la condicién de elipticidad. De hecho, para i€

{1,..., N}, lo dnico que tenemos es que 9,15 pertenece a L*(Q), y no Vi € L2(Q)V.

Observacién 4.4.7 Como era de esperar, para H = 0, N = 3 y v = 1 (es decir,
lim._o(e/d.) = 0), la ecuacion (4.69) coincide con la obtenida en [31], donde se estu-
dia un problema estrechamente relacionado con (1.23) (en el caso isotrdpico) consistente
en fijar d. = d y pasar al limite primero en € y luego en d. Sin embargo, en nuestro
conocimiento, los resultados de ese trabajo no proporcionan ningin resultado de conver-
gencia para el problema (1.28) donde € y d. son dos sucesiones arbitrarias que tienden a

cero stmultaneamente.

z; — eri(£)
ed,

Ello provoca que, a diferencia de lo que ocurria en el problema de difusidn, el corrector

Observacion 4.4.8 Cuandoy # 1, vemos que 0,45 ;, m # i, depende de y;=

para e(u.) dependa explicitamente de d., con lo cual no son aplicables en principio los
métodos usados en [62], [7], que como en la convergencia en dos escalas usual, sélo usan

T
funciones test del tipo ¥(z, E)

4.5 Estructuras reforzadas

Como se ha destacado en la Observacién 4.4.6, el problema homogeneizado (4.69) no
satisface la condicién habitual de coercividad en H}(2). Es conocido (ver [5], [21]) que
en el caso en el que ¢ es mucho més pequenio que d. esta propiedad se puede recuperar
afladiendo a la estructura vigas adicionales. Estas estructuras con mds vigas se pueden
tratar sin mayor dificultad siguiendo las mismas ideas que hemos usado para la estructura
modelo. Destacar que el comportamiento asintético de las soluciones del sistema de la

_ €
elasticidad lineal sobre estas estructuras también depende del valor del limite de T Ello
(3

€ . .
provoca que cuando 7 no tiende a cero el reforzamiento propuesto no sea completamente
€

satisfactorio, el problema que satisface el “limite”de u, sigue siendo degenerado.
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Figura 4.1

Para ser méds concreto, vamos a considerar el ejemplo de la estructura bidimensional
definida a partir de la estructura modelo (ver Seccién 4.1) a la que se le afiaden barras
oblicuas de seccién ed. dispuestas periédicamente con periodo ¢ (ver la Figura 4.1). En
el caso de un material homogéneo e isétropo, esta estructura ha sido estudiada en [21]
pasando primero al limite en ¢ y después en d. (lo que supone € mucho més pequefio que
de). Para aplicar nuestro método a dicha estructura, nos situamos en el marco establecido
en el Capitulo 1 con N = 2y m = 3. Asociamos el indice 7 = 1 con las barras horizontales,
i = 2 con las verticales e i = 3 con las oblicuas. Para cada i € {1,2,3}, denotamos por
D¢ los conjuntos D! = D? = Y2, D% = (v2Y) x Y, y por {7%,(*} la base ortonormal de
D dada por

e; + eg —61+62}

(e =fened; {0} = {—ener} s {73,43}:{ o e

Entonces introducimos las estructuras simples V. por

Vi= | J{zeR to=ch+ N+ Xl (A, X)) €D},

kez?

y definimos los cambios de variables asociados 3 : V — D como

y:(z) = (a: — EZ(@) 7-1.61 + (a: — ZZ(%)) ¢ es, p.ct. z€ VL (4.70)
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Observar que con respecto a la Secci6n 4.1, en la definicién de y2 estamos ahora denotando
por y; lo que antes era ¥z, y por y; lo que antes era —y;. Aqui, para unificar el estudio,
estamos siempre ligando la variable y; con la direccién del eje de la barra, e y, con
la direccién transversal a ésta. Destacar que D° representa el dominio de la variable
microscépica cuando se trabaja con V7, i € {1,2,3}. A partir de (4.70) se deduce que,
para u. en Hi ()2, las sucesiones @t : R? x ®* — R?, i € {1,2,3}, vienen dadas por
i (z,y) = ue(/@'(g) + et +ed.yst), pect. (z,y) € R x D
Para presentar el resultado referente a la homogeneizacién del sistema. de la elasticidad

3
lineal (1.23) cuando se considera la estructura reticulada V. = UV; necesitamos las

i=1
siguientes definiciones (obsérvese la analogia con las Definiciones 4.1.1 y 4.1.5).

Definicién 4.5.1 Parai € {1,2,3}, se define el espacio funcional E* por E* = E} x Ei x
Ei x Ei, donde
Ef = {af € L*(Q): Vair € L3(Q), 45(vr') = 0 sobre o0}
Ei ={d} € L*(Q; HY(Y?))? : 4% y-periddica, 4iC* = 0 en {y, = 0},
8y, (65C") + 0y, (A3TY) = 0, 0,,(44¢") =0 en Q x D'},
By = {ah € L(Q x Y?)? : 9, (%) € LA(Q x V), ¢ € L(Q; HY(Y?),
a4t yy-periddica, /

Y
Ey={ai e L*(Q x Y?)? : §,(45¢") € LA(Q; HY(Y?)), 4578 = 0 en Q x D'},

@5¢" dys = 0, 8y, (15¢") =0 en Q x @Z} ,

Observacién 4.5.2 Destacar que las hipdtesis sobre %, implican 45¢* = 0. Esta condicion
hace que la demostracion de nuestros resultados en el caso de la dimension dos sea mucho

mdas stmple.

Definicién 4.5.3 Seai € {1,2,3}. Para (4,408,145, 0%) € E*, se define eb(ah, 04, 4%, 4%) €
L*(R? x D% S,) por
o i 1a e
i i Viigr" + 8y, (677°) 30y, (457")
60(u05u1>u2)u3) = 1

58312 (ﬁéTi) ay2 (%C’)
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Denotamos por P, i € {1,2, 3}, la matriz ortogonal asociada al cambio de base usado,
cuya primera fila es 7¢ y su segunda fila es (¢. Sean A?, H* definidos respectivamente por

las igualdades (1.26) y (1.21), y definamos A¢, H* por
Az, y) (M) = (P [A(z,y)(P'M(PYT)] P!, VM € S,,Vz €R? pt. y € D,

Hi(z,y) = (PYTH'(z,y)P!, VzeR? pct. yed
de

(e +de)
El siguiente resultado resuelve la homogeneizacién de (1.23) para nuestra eleccién

Como en la seccién precedente, denotamos v, = y definimos v = lil’I(l) Ye-
£—
de €2.. Su demostracién es completamente andloga a la del Teorema 4.4.1 y se basa en
la obtencién de un resultado de compacidad similar al Teorema 4.3.1. Obsérvese que los
cambios de variables ¢’ transforman e(u.) en
Y 1 1 )
. 0y, (i7" SO (B0 + B (ir) |
(P) P
(%(WC’) + By, (7)) Oy (")
Teorema 4.5.4 Sea u. la sucesion de soluciones de (1.23) y sean (4,405,145, 45%), ¢ €
{1,2,3}, solucidn del problema variacional

( A1 ~2
Y AN AN Y ) % ~3 __ %0 0

(UO’ulvu2au3) € E ) uO - \/5 )

3

Z/ (A eo(ug’all’ﬁ%u3) 7H ) (’Uo,’Ui,'ﬁé,'Ué) dydfl) =
Qx D
(4.71)

.

= ‘; | (P + =) eich) dyda,

~1 ~2
; Uy +v
it % ~3 _ Y0 0
V (05, 05,05, 0%) € B, 03 =

\ ’ V2
Entonces, denotando iy = (4},42), las sucesiones ¢¢ : Of — R? y GL : Ot — S,

i € {1,2,3}, definidas por

, y donde se denota Uy = (vo,vg)

ga 1 dp7

s()
0 I: _ul(pa ye( ))Cz dp)

gE 2 dg
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i 1 % S A S ) ) %
GH) = s [ Plebi 4, 8)(o 02 0) (P

proporcionan las siguientes aprozimaciones de u. y e(u,)

2
ling 57 [ [e@) = @ + ue@)C = geaf@)f + fewe) = Giw)]*] i = 0.

Observac10n 4.5.5 La diferencia principal entre (4.71) y (4.62) es la condicion 43 =

+ . ,
\/5 O que hace que los problemas correspondientes a cada valor de i € {1,2,3} no estén

desacoplados. Esta relacion y la definicidn de los espacios E}, i € {1,2,3}, proporcionan

que las funciones
1 i . . . 1 . . .
Vigr' = ey1(Q), Vadr? = eg (i), Viagre = \/5 [e11(to) + 2e12(to) + e22(Tp)]

pertenezcan a L*(92), de donde se deduce que e(ily) pertenece a L?(Q; Sy). Puesto que 1
estd en L*(Q)?, se concluye que iy pertenece a HL(Q)?, de aqui que el problema que va a

verificar la funcidn tg sea eliptico.

e—0

. » . . 6 ~ . 4
Observacién 4.5.6 Silim 7= 0 y Qo es suficientemente regular (de no ser ast, hay que
€
introducir las medias en los C¥ como se hace en el teorema), del Teorema 4.5.4 se deduce

la convergencia

. 4 2
lg’%lﬂl/lus )|dx—0

lo que muestra que Gy es el “limite”de u, en L?, el cual es solucién de un problema eliptico,
es decir, en este caso el problema limite (en macroestructura) no es degenerado.

La situacion es diferente si ?—I}éd% € (0,400) (o equivalentemente v € (0,1)). En este
caso para las componentes de u. en la direccién del eje de las barras se sigue verificando

(suponiendo Gy suficientemente regular) la convergencia

1 : .
lim — ! “2dz = 0.
ity o |, @)’ = oo

Sin embargo, para las deformaciones transversales lo que tenemos es (suponiendo tg, U

suficientemente regulares)

' i_ 1, i 1= iy i
lim i ) |U‘E(m)<. - _7'“0(‘%) 72 ul(maye)c |2dCII = 07
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con lo cual, si queremos un “limite fuerte” de u., hace falta considerar funciones gque
dependen no solo de x sino también de la variable microscdpica (y que no tiene derivadas
respecto a x en general). Para evitar esto y dar un limite que sdlo dependa de la variable
macroscépica nos tenemos que conformar con un limite débil. La definicidn que nos parece
mds apropiada (ver [61],[6] donde este tipo de limites también son considerados) es decir

ue u. converge déebil a ug st
&

i = Vo € C°(Q).
5—>0|Q| u€ z)dz = |Q|/“0 )dz, Vo€ G5 (Q)

Obsérvese que esta definicion no necesita reqularidad suplementaria para ug. Con ayuda

del Teorema 4.5.4 se obtiene fdcilmente que uy viene dado por

() = ) + 2+\[ Z/z (&,)C)Cidy, pot zEQ
En general, la funcidn definida por el sumatorio de la igualdad anterior no pertenece
a Hj(Q)? (ver por ejemplo la Proposicion 4.5.7), ya que no es solucidn de un problema
en derwadas parciales eliptico. Es decir, en este caso el problema limite sigue siendo
degenerado aun habiendo introducido mds barras.
Finalmente, si ll—{%d% = +00 (0 seay = 0) las deformaciones pueden ser muy grandes,
y para estudiar el comportamiento asintdtico tenemos que considerar la sucesion vy u.,

cuyo limite débil viene dado por
= lim 2y, = H¢ t. zeq.
wo(z) = limou, = 2+f2/1 (@ 9)()Cdy, poet ze

Para clarificar los puntos expuestos anteriormente consideramos ahora el caso de un
material eldstico homogéneo e isétropo, para el que podemos resolver el problema (4.71).

Su demostracién es una simple comprobacién que no incluimos.

Proposicién 4.5.7 Supongamos que existen A > 0, u > 0, FeC%(Q)? y HeC°((; Ss),
tales que F, = F, H. = H, para todo € > 0, y

AM = Xtr(M)T + 2uM, VM € Sy, Ve>0.
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Denotemos
A= A+ p)
A+2u
Si (G, 4,45, 4%) € EY, i € {1,2,3), satisfacen (4.71), entonces iy = (43,42 es la
solucion del problema variacional
/ [Ae(ao) - H] e(io) = (2 4+ V2)y / Foodz, Vi, € HL(Q), (4.72)
Q Q

donde A es el tensor de cuarto orden definido por

. . . 2
A=A (1 + ?) , Agon=A (1 + g) v Aijen = A% en los demds casos,

y H € C°(Q; S,) viene dado por, i,7 € {1,2},

N N £ A .. H3 . 3 A H3
Hii:_7<H;1+ 11>+ : <H52+_22>’Hia‘=—7 Ly o

V2 ) A+ 2u V2 V2 A+2u42

Para las funciones 44, 4%, 4% se tienen

LoV Ry - ) siie {1,2),

N 2A
hr = l1—~ iy, 2 2 .
——(FCYWi(V2 = [y))? sii=3,
2A

nq i Y i
8y2(u2< )= ;H121

~i i —A ~i i ~i i T i
Oy, (45¢") = T (VUOT + Oy, (437 )) + mHm.

Como ya habiamos comentado, vemos que efectivamente g satisface un problema no
degenerado (éste es el dado por (4.72)). Obsérvese que coincide con el obtenido en [21]
para H = 0, v = 1. Sin embargo (ver Observacién 4.5.6) esta funcién uy sélo da el
“limite”de u. en el caso v = 1.

En el caso v € (0,1) se tiene

1

Ug = lim Ue = —’&0 -+ —211)0,
e—0 v 0t

con wy = BF, siendo B la matriz

; 32v2+1 -2
_ (-9 15 15

2+ v2)A -2 32v2+1
15 15
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Vemos que wy verifica el problema degenerado
B _1’U)0 = F y

y por tanto que ug no satisface un problema eliptico. De hecho, (suponiendo H = 0 para

simplificar) observamos que la funcién que a F' le asocia ug se extiende a una funcién con-
tinua de L*(Q)? en L*(2)?, pero no de H~*(Q)? en H}(2)? como ocurriria si el problema
no fuese degenerado.

En el caso v = 1, lo que se tiene es

A2
lim vy u, = wo,
e—0

con wy la misma que anteriormente, la cual no verifica un problema eliptico.



Capitulo 5

Una estructura elastica que degenera

en una de dimensién menor

En este capitulo realizamos la homogeneizacién del sistema de la elasticidad (1.23)
planteado sobre una sucesién de estructuras reticuladas tridimensionales formadas por
finas barras ortogonales de grosor ed. dispuestas periédicamente con periodo € sobre el
plano z3 = 0 (ver la Figura 1.6). Dichas estructuras se corresponden con las consideradas
en la Seccién 3.2 en el caso particular p, = ed,, para todo € > 0. Otras elecciones de p,
pueden ser consideradas, pero esto alargaria mucho la presente memoria ya que cada caso

debe ser estudiado separadamente.

El capitulo se divide en tres secciones. En la primera de ellas se plantea el problema,
se introducen algunas definiciones y se prueban las desigualdades que permiten estimar
convenientemente las soluciones de (1.23). El teorema de compacidad correspondiente
se demuestra en la Seccién 5.2. Para finalizar el capitulo, en la Seccién 5.3 se obtiene el
problema homogeneizado, el cual es resuelto en el caso de que la estructura esté compuesta

por un material elastico homogéneo e isétropo.

124
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5.1 Planteamiento del problema. Estimaciones
a priori

Nos proponemos estudiar el comportamiento asintético de las soluciones del sistema
de la elasticidad lineal (1.23) planteado sobre la sucesién de estructuras reticuladas tridi-
mensionales de la Seccién 3.2 cuando p. = ed,, para todo € > 0. Es decir, nos situamos

en el marco del Capitulo 1 con N =3, m =2, y V, §¢ dados por
i 2 ede :
VE=(U z €R :|$l—€m|<7 )xedEY, V(i,1) € PBo,

/

giz) = Ze+ T Vo eV Vie{1,2}.
ede

Por la tltima igualdad, el cambio de variables (1.4) resulta
z; — er; (%) ) — exl (2)

i _ . €
v () € e+ ed,

, pct.zeV! Vie{l,2} (5.1)

El dominio de la variable macroscdpica es RS = R? x {0}, conjunto que identificamos
con R2. Tal y como hicimos en la Seccién 3.2, a lo largo de este capitulo denotaremos por
¢’ un punto genérico de RS (esta notacién sustituye a (3).

Para u. € H{ ()3, la definicién (1.5) de ¢ : R? x Y® — R?® junto con (5.1)
proporciona en este caso

CL',

ai‘(x,i y) = us(EK'(Z) + EYi€q + Edey;)a Vi € {17 2}7 (52)

p.c.t. (z/,y) € R? x Y3. Al aplicar al operador e el cambio de variables (5.1), obtenemos

(ver Definicién 1.2.6)

i/ 1, . i/n 1, . 1 . .
ea(v)u’ = ani’l)i, 268(’0)im = 'gayi’l)m + Ed—saymvi, Ym 7é 7,
; 1
26:—(’0)mn = 5 (8yn®m + 8ym/8n) y Vm, ne {1, 2, 3} \ {l}
€

Suponemos que 2 = G XY, con G un abierto acotado regular de R?. En esta situacién

2| es del orden de ed?.
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Definicién 5.1.1 Seai € {1,2}. Se define el espacio funcional E* = E§ X Et x E} x Ei,
donde

Ey = {t} € L*G) : 8,1} € L*(G), dpv; = 0 sobre 9G},
E} = {4} € L*(G; H{(Y?®))? : &, y;-periddica, @ ;=0 en L*(G x %,
ey (8)a = e, (@) =0, Vj,l€{1,2,3}\ {i}},
Ey={ay € I}(G x Y 1 4, € L*(G x J5 HY(SY), b, € L*(G; H'(Y?)),

8 , yi-periddica, /S iyl =0 en L3(G x JY), (@) =0, Vile{1,23}\{i}},

Ey = {a; € L¥(G x J5 HY(SH)? 4, = =0}.
Definicién 5.1.2 Sea ¢ € {1,2}. Se define &' como el subespacio de E* dado por
&' = {(ab, @, 3, 1) € B : 1 € CR(G), 1 € CF(G; C2(Y?)),
i, € C5°(G x J50%(5Y)), iy, € (G C™(Y?), 5 € {1,2,3}\ {1},

‘ . : )
Uy € C(G x JH5C®(8))P y36 >0 tal que i =0 =ai =0 i |y] < 5}

Observacién 5.1.3 Una funcidn ] pertenece a Et siy sdlo si existen a* € L*(G; Hy (J*)),

b, € L*(G; H{(J")), m # i, con b (2',0) = 0 p.c.t. 2’ € G, tales que

ﬁii({[;l,y) = 1" y’L Zayzb:’l, CE y@ Un,
£ p.ct (2',y) € Gx Y3

ai,m(x,ﬂU) = bin(xlayi); Ym 7& i,

Observacién 5.1.4 Una funcidn @y pertenece a Ej si y sélo si 4% ; pertenece a L*(G x
JH HY(SY)) y existe g* € L*(G; H} (J*)) tal que
ﬁ/i -(.’L'/, y) = gi($,7 y'i)y3a
I | je{L23\{i}, pet (2y) €GxY?
U5,5(2',y) = —g'(«', vi)y;,
La siguiente definicién es til para expresar el comportamiento limite de €.(d%) para

it definida a partir de las soluciones de (1.23).
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Definicién 5.1.5 Sean i, j € {1,2}, con i # j. Para 43 € HZ(G) y (4%, 4%, 4%, 4%) € E,
se define ey (43, ah, 4%, 4%, 4%) € L2(R? x Y3;S3) por

€0 (U5, g, Uy, Uy, U3)is = %ﬁé — 82 5,05 Y3 + ey (81,
66(’&3, UO, ul’ ﬂé, '&%)U 8a2clm2'&0 Yys + ey(a%)ij’

ep(tlg, tig, 113, 1, U3 )iz = 331@“0 Y5 + ey (113)is,

eq (), o, 43, U, U3)ir = ey (B3)sr, VI, 7 € {1,2,3}\ {i}.

A continuacién vamos a establecer algunas desigualdades que nos permitiran obtener
adecuadas estimaciones para las soluciones de (1.23). Estas estimaciones son fundamen-
tales para pasar al limite en ¢.

Tenemos la siguiente estimacién de la constante de Korn en {2..
Proposicion 5.1.6 Eziste C' > 0 tal que para todo € > 0 y toda u € Hlls(Qs)3 se tiene

[ \pupar < oo / le(u) [ 2dz. (5.3)

Demostracién. Fijamos R > 0 tal que O C RY3. Entonces, (5.3) es consecuencia

inmediata de aplicar el Lema 6.0.8 a cada barra

ed ed,
{x €R?: |z;| < R, |z; — mee;| < 75, |z3| < 5 },
conm€Z,e>0,1, 7€ {12}, j#i. O

Proposicién 5.1.7 Eziste C > 0 tal que para todo € > 0, toda u € Hp (%)%, todo
(1,7) € PBs, se verifica

|uil’dz < C | |e(w)|*dz, (5.4)
o o

ju; *d <0(1+6—2) le(u)Pdz (5.5)
o u;|*dz < Z) o, e(u , .

C
2
[, bt <

w)[2dz. (5.6)
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Demostracién. Sea u € H{_(£2.).

La demostracién de (5.4) sigue de

u/mmmsc/|%%&mgc/|m@mm
Qi Qi Qi

Para probar (5.5) basta observar que p.c.t. z3 € ed.Y la funcién (u;(-, z3), ua(-, 23))
pertenece a Hp, i y(P2(€2%))?. Aplicando entonces (4.8) con N = 2 e integrando en z3 se
deduce (5.5).

Por tltimo, la demostracién de (5.6) sigue de la desigualdad
/ lus|’dz < C | |0p,us|*dz,
’L Q’L

junto con (5.3). O

5.2 Resultado de compacidad

Teorema 5.2.1 Se supone que existe lim._,o(e/d.) = X € [0,+00] (esto siempre se tiene

para una subsucesidn). Sea u. una sucesion en H%E(Q€)3 satisfaciendo

1
|Qsi Qe

le(ue)?dz < C, Ve >0, (5.7)

y definamos 4., i € {1, 2}, por (5.2). Entonces, existen una subsucesion de €, que se sigue

denotando por e, 4y € H3(G) y (@}, 4%, 4%, 48) € EY, i € {1,2}, tales que (5 € {1,2}\ {1})

@, — a4y — 0, A3ys en L*(G x Y?3), (5.8)
~q ]
fp ; — U — O3 ys + ML, si X € [0, +00)
i o J en L*(G x Y?), (5.9)
?ﬁ;j — 4 st A = +00
edeiil g — 45 en L*(G x Y?), (5.10)
eL(al) — eh(ad, ab, ot b, a8)  en L*(G x Y3 Sy). (5.11)

Demostracion. Procedemos en varios pasos.
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Paso 1. Se considera la sucesién m, = (m.1,mc2) € Hp, ) (P2(Q))* obtenida al

tomar el valor medio de (u.1,uc2) con respecto a x3, es decir definida por

1 /
== / ue (' + me3)dns, VIe {1,2}, Ve>0, p.ct. z' € Ple).
€ Jed:Y

m57l($,)
De la estimacién (5.7) se obtiene

1 1\ (2 ! 1

—_— e(m,)|*dz’ <

Pl Jown = 0 U,

Entonces, definiendo 7, i € {1, 2}, por

le(us)]* < C, Ve >0.

g X ..
m(x', y1,y2) = mi—(«‘f“(g) + eyie; + edeyje;),  (4,7) € Po,

y j por j € {1,2}\ {i}, el Teorema 4.3.1 con N = 2 implica que existen 7} € L?(G), con
O, g € L*(G), 1 v; = 0 sobre 0G, mé € L?(G; HY(Y'?))? y;-periddica, con i ; = 0 en
LHG x J7), ey(14)i; = e, (1h});; = 0, my ;, il ; € L*(G x J*; H(J7)), tales que, al menos

para una subsucesion, se tiene

mi, = mb en L2(G xY?),

£,0

i = md+ Ml si A€ [0, +00)

en L*(G x Y?),

m N Aml’j, Sl>\=0 (512)

ettt )iy — =0,,mh; en L*(G x Y?).

Paso 2. Vamos ahora a estudiar el comportamiento asintético de la sucesién v, €

H}_(.)? definida por

Ve = Uegl — Me 1, si ! € {1a 2}7 Ve,3 = Ue,3- (513)

’

Comenzamos obteniendo algunas estimaciones para esta sucesién. Por definicién, se

tiene

/ ve (x)dzs =0, VIe€{1,2}, pct. o' € R? (5.14)
ed.Y
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/ Oz, Ve (x)dz3 =0, VI,re€{l,2}, pct. 2’ € R? (5.15)
Y
mientras que (5.7) da

1
oy,

|g| A le(ue)[Pdz < C, Ve > 0. (5.16)

Consideramos ahora V7, ¢ € {1,2}, descompuesto en una unién de cubos de lado ed,

tales que los interiores de los cubos sean disjuntos dos a dos. Si Q es uno de estos cubos,

gracias a (5.15) se tiene

/ O, Veqdz =0, Vi, r € {1,2}.
Q

Teniendo entonces en cuenta que la constante que aparece en la desigualdad (6.12) es

invariante por semejanzas, se tiene
/ 18, ve|2de < o/ le(v.)2dz, Wi,r e {1,2}, Ve> 0,
Q Q

donde C' no depende ni de @, ni de ¢, ni de V.. Sumando sobre todos los cubos se tiene
entonces

0, ve,2dx < C | le(ve)|?dz, VI,re{1,2}, Ve>0. (5.17)
i i

Las desigualdades (5.16), (5.17) implican que las sucesiones 9 satisfacen

/ 16 (61 [2dyda’ = e(w)[2dz < C, Ve >0 (5.18)
R2 JY3

€2d2/ / 19y, 0%, *dyda’ < C, / / 10,00 ,[2dydz’ < C, VYe>0, (519)

para j € {1,2}\{:}. De (5.3)-(5.5) aplicadas a v, se deduce también que para todo & > 0

|8le6 5|2 dydz’ < 02 (5.20)
R2 d

£

[ [ joutt Payar <. vire 2,3\ ), 14, (5.21)
R2 JY3

/IRZ /Y3 |0} ;|*dydz’ < C, (5.22)

se tiene
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/Rz/ IUE]|2dyd.’I) <C<1+d2) 7€ {1,2}\ {i},

; C
Nt 2 7 <
Az /Y‘3 |v6,31 dydx = 62dg'

Las igualdades (5.14) y (5.15) implican adem4s

/ 0L y(¢' y)dys =0, Vie{l,2}, pet. (@,¥)€GxY?
Y

/ Oy, 0, (', y)dys =0, Vi,r€{1,2}, pct. (2,y) e GxY2

Paso 3. Consideramos ahora h. € Hyp, 1 y(P2()), € > 0, definida por
ho(z') = / ves(@)dzs, pot. & € Pa(h).
Usando la desigualdad de Holder, (5.3) y (5.7), se obtiene

/P o |0z, he|?dz’ < ed, A |0z, 0¢ 3 2dx <
2 £

(€2
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(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

para todo € > 0 y todo [ € {1,2}. Entonces, del Teorema 2.1.2 con N = 2, se deduce la

existencia de una subsucesién de ¢, que se sigue denotando por ¢, y 93 € Hy(G) tales que

las sucesiones it : R2x Y2 — R, i € {1, 2}, definidas por

!

B, 9) = he(en(S) + eyie + edpey), Ve >0, e {L2M\ {3},

satisfacen

~ .

h. — 93 en L*(G x Y?).

[3

Teniendo entonces en cuenta la igualdad

hi(z',y') = ed, / (7, y)dys, Ve >0,
Y

junto con la desigualdad de Poincaré-Wirtinger

(5.27)

/ 11)53 z'y) /@273(35’,3/+7’63)d73|2dydx' < C’/ /|6y30;3(1:’,y)!2dydx' < Ce?d?,
R2 Y R2JY3
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se tiene entonces

ede0l, — 95 en L*(G x Y?). (5.28)

De (5.18), se sigue que, al menos para una subsucesién, e (9}) converge débilmente en
L*(R?® x Y3; S3). Los pasos que restan estdn dedicados a caracterizar su limite. Para ello

fijamos i € {1,2} y definimos j por j € {1,2}\ {i}.

Paso 4. Se define w? : R? x Y3 — R3 por
et(m y) Ve i .’17 y / ya Ve i CI? 3 7] d77?/3) (529)

(2, y) = ”,J ', y) / ys0e,5 (T, dnyg) (5.30)
. d 2

itaa' ) = 2 (i) = [ dhamin=3 [ duits@ndnu), (631
Y I=1

para todo € > 0, p.c.t. (2/,y) € R? x Y3. Por (5.18), e,(1!) estd acotado en L?(R? x
Y3;S;3). Ademds, teniendo en cuenta (5.25) y (5.26), la integral en Y3 de wi(z,-) y
Oy, WL (2',-), I, m € {1,2,3}, I # r, es cero p.c.t. 2 € R% Por lo que, gracias a las de-
sigualdades de Korn y Poincaré-Wirtinger, 1! est4 acotada en L2(R?; H'(Y?))3. De (5.18)
y (5.19), se deduce ademas que Oy,1%;, Oy, Wt ;, e,(Wi)is, ey(Wi)ir, I, r € {4,3}, tienden a
cero cuando ¢ tiende a cero. Por tanto, existe @' € L*(R* H'(Y?))? tal que, 0}, e, (1")s;,
ey(W')3, I € {1,2,3}, son cero, y al menos para una subsucesién, ¢ converge débilmente
a W' en L?(R% H1(Y?))3.

Veremos a continuacién las propiedades de periodicidad de 1. Para ello usaremos la

propiedad
~1 ! 1 ~1 / 1 2 i / 2
o2 (2" + e, —5eit ) =0, (2, geit Jen L? (SY), VI € {1,2,3}, pc.t.2’ eR?. (5.32)
En particular, escogiendo [ = i, se sigue que, p.c.t. ¥} € S*y p.c.t. 2’ € R?, se tiene
~% 1 1 AN 1 / (9 / d
ws 1( 261-{—%) ($+ €€y, _56i+yi) - g (63/3’06 z($+€€1, ) ysvs z( 777)) UNET
y3

Para calcular el limite en € de este término, se multiplica por ¢ € C$°(R?) y se integra en
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R2, deduciéndose

/RZ /Y3 y3 Ez Z‘ + eey, ) ay3vm( ’,77)) dn@(xl)dxlz

/ 8,511 4(a )y 2T £ =) g (5.33)

£

2 Jys
/ / '!/3 €0 SL’ )1 dnaz' ( l)dx/+05.
R2

Por otra parte, gracias a (5.18), para toda 1 € C$°(R?), se verifica
L dwttatmani@ras = —a. [ [ 5,5ta(e' mamptaa + 0. =
R2 JY3 rR2Jys ’
—1
= 5 [ 2@t +0.= 1 [ wes(oronutaa +0. =
= ed, / / (7, n)dnd, (2 )de’ + O, = [ 3(2")0n (2" )dz’ + O.
R2 R2

Como por (5.21) 0y,1% ; estd acotada en L*(R? x Y3), se deduce

/ Ot i (5 y)dy = —8,,05 en L*(G). (5.34)
Teniendo en cuenta (5.33), (5.34) y que 0% (¢, 2e;+y}) — Wi (2’ +ee;, —5€;+y;) converge
débilmente en L*(R* x S*) a wi(z/, 2e; + y}) — wi(2’, —1e; + ¢}), se deduce entonces que

92 .0 pertenece a L*(R?) y

| y 1 ) i
wf($',56i+y§)—wﬁ(x',—ierl-y;)— ~02 . 93(z')ys, en LA(R? x S). (5.35)

Andlogamente, usando (5.32) con [ = 3 y la definicién de @} 5, se deduce que, p.c.t.

(2, 9}) € R? x S se tiene

] 1 & [
ws3( 261+yz) 63(12-}-661,——§ei+y;)=-§/3(1)5’3(1’/-{-861-,77)—’116,3(xl,7]))d77—
Y

“2_6- (ayi@iﬁ(m/ +éee, 77) + ayi@:-ﬁ(z,a 7))) dn+ (536)
Y3
d. v

T2 ), Budis(a’ + eenm) = 0,9L5(a’,m) dny;.

Para estimar el primer sumando del miembro derecho de esta igualdad, se usa que

para cada ¢ € C3°(R?), el cambio de variables z = ek’ + ey;e; + ed.(y;je; + yses) y un
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desarrollo de ¢ en 2’ junto con las desigualdades (5.24), (5.6), dan

_/Rz /Y3 53 x +5€z,77) 53(35 77)) dUQD(CE')da?':
! T — g4 _an, ’
_dZ/ Oz 3(ek'sy dy/ & 8) (@) gyt —

k' ez? c¥
1 . , /
= 53ds kZZ /Vi’k’ 03,3(2:) l: - 8{81<P(Z )62 + 58311190( )5 - aixz ( )/Ck, (.’L‘Z - Zz)daj —
/6 2 £
-82 ! ; — _1 =92 ! _
Oria; (7)) /C Ek,(xj z;)dz ]dz +0: == ve,g(z) [az,.go( ) zamz (= )] dz
1 2 / 2 ’
" ed, Z /V,c, Ve 3(2 )[3 p(2")(eki — Zz) + 0r0,0(2") (€kj — zj)]dz + O,.

Para estimar el dltimo término de esta igualdad, usamos que gracias a que w;3 estéd

acotada en L*(R? x Y?), se tiene

1 ek
e E /““’ =3 W/i,k’v €2d2/ e, Ve 3( dﬂ

k'eZ?
— ¢k;

ed.

dz == ||w€3||Lz(szya) < C VE > O

T d . z; U Ve,3(p )dp

y por tanto, usando (5.3) se obtiene

Luego se ha probado

ds ~q A1 I A 7
—6—/ / (v€,3(33’ + e, n) — g 3(z ,n)) dno(z')dz' =
T (5.37)

0e,3(2) 0z, (')
ol

1 2 !
_ O..
€d€ Zda Qg v5,3(z)azizi90(z )dZ +

En cuanto al segundo término del miembro derecho de (5.36), un razonamiento similar



Capitulo 5- Una estructura eldstica que degenera en una de dimensién menor 135

que usa (5.20) muestra
d. i i
— / / (8,,0% 5 (2 + €ei, ) + 8, 0% 3(',m)) dn p(z')dz’ + O, =
2¢ Jr2 Jy3 v Lo
1 ! € !
=6d /iaxiveﬁ(z) QO(Z ) - -2'6131(,0(2 )] dz+ (538)

/ ax,UEB ( ,)(Ski — zl)dz
€ kez?

Gracia a que las constantes que aparecen en el Lema 6.0.8 son invariantes por rotaciones

y traslaciones, se tiene

/Vsi,k’ 8 ’053 63d2/ azz’UE,g d’)’}

y entonces, usando (5.16), se prueba que el dltimo sumando de (5.38) satisface

/ e, 02 (ehs — z)dz =

dz < C’/ e(ve)|’dz, VK € 7?2,

¢ kez?

d Z €3d2/ awzve3 dn/ O, 0(2')(ek; — 2i)dz + O, =

k'ez?

= S Oz, Ve 3(n)dn Oy, 0 (€K’ / ek; — z)dz + O..
ed, k%% g3d? /VJ”“' 3(n) (ek) Vi,k’( )

€

Por tanto, se tiene

de Ny o
= / |, Guitala'+ )+ 8Ll el -
R2JY3

/ 6%1)53 )d

Una simple integracién por partes junto con (5.37) y (5.39) prueba entonces

(5.39)

(2)8,0(2')dz + O.

2d g

—/ 63 z +€61,77) e?;(x 77)) d77—

de R )
(B2 (" + eei, ) + By B 3(', 1)) dn — 0 en D'(R?).
Y3

2%
Finalmente, para estimar el dltimo término en (5.36), se usa (5.21), que prueba para

toda ¢ € C$°(R?) se tiene
ds ~q ¥ A1 7
— /Rz/ (8y,0% 3(z' + cei,m) — 8,,0% (', m)) dn p(z')dz’ =

! _ Y /
—d//ay, it o(a!,man 2D gy o,
R2
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y por tanto el correspondiente término tiende a cero en el sentido de las distribuciones.
Pasando pues al limite en (5.36) en el sentido de las distribuciones se concluye que

W} satisface la condicién de periodicidad

; 1 , 1 .
wi(a, 6T ) = wi(7, —5e+ ) en L*(S%), pect. 2’ €R%

De todo lo anterior se sigue que la funcién ¢ : R? x Y3 — R? definida por

2
0}(a',y) = (&', 9) + 8., (2 yawies — O, 03 () Bres, (@,9) €RE XYY,

pertenece a F! y satisface

i ai 2 -3 ~i 22 3
ez (Dg)i — —0s.4,6 Us +0,,01; en L*(R*xY7).

Paso 5. La sucesi6n @! nos va también a ayudar a estudiar el comportamiento
asintético de 9} en L*(R® x Y3), para ello, puesto que @} ; est4 acotada en L3(R? x V3),

se deduce de (5.29) y (5.34) que

o, — —0,,08ys en L2(R? x Y?). (5.40)

s,z

Usando que u“)" ; converge débilmente a cero en L*(R? x Y3), se deduce gracias a (5.21)
que si A = +oo, entonces (d¢/e)d; ; converge débilmente a cero en L? (R2 X Y3), mientras

que si A pertenece a [0, +00), se tiene
/ b0t (- m)dnys = 0 en L*(R* x Y?), (5.41)
Vamos a calcular el limite de / 4202 ;(-,m)dn en L*(R?) débil. Por (5.18), se tiene

lim 8y3 e y)dy + /Y3 8yjﬁ§73(.,y)dy] =0 en L*(R?), (5.42)

E——>0

y por tanto basta calcular el limite débil de / 9y, 0% 5(+,y)dy en L*(R?).
y3
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Por otra parte, usando el Lema 6.0.5, (5.31), (5.18) y A < 400, se obtiene

/1
R2

2
d_/|| ) ByJ 63(51: y)dy — / 8J E3x,n)dn’ dr' =
€ Jly|<F
1

=z (Bij53(ac Y) / By, 0% 5(2',m dn)dyl dr' <

vil<%

211,

B / / Oy, 4(',y) — / aij;3(x',n)dn’ dydz’ <
R2JY3
1 2
Cd3/Rz/YSZ|6y lr|dydm<C’d R2/Y3 E|e | 2dydz’ < Ce,

1<1,r<3 1<l,r<3
(4r)#(,1) (Lr)#(@:9)

8va63 ', y) / 8%1)63 z',n dnl dydzr' = (5.43)

luego el problema se reduce a calcular el limite de

1 i 1 i
- By] 53( y)dy = ——/ Op,;Ve,3(2)dz = 0y, 0% 3(-, y)dy. (5.44)

2172
eyl <2 e2dZ2 Jp, () lujl< %

Un razonamiento andlogo a (5.43) con la sucesién @, la cual estd acotada en el espacio

L*(R?;, HY(Y'®))3, prueba
‘ . 2
/ / 0y, 02 5(2', y)dy — de/ 3yjﬁg,3(m’,n)dn’ dzr’ <
R? |yj1<%E vy3

il
< —
_de R2 JY3

con lo que el limite en la topologia débil de L*(R?) de / By, 0% (-, y)dy coincide con el
ys

| ) B (5.45)
8,%4(', )| dyda’ < C= < Ce, Ve >0,

de d. / 8y, 5(-,m)dn, y gracias a que ef(5);3 estd acotado en L*(R? x Y3), con el de

aysv”( y)dy. Entonces, de (5.34) con i reemplazado por j, y de (5.41), se deduce

facﬂmente

i, — =0, 05ys in LP(R? x Y?), si)e€0,+00).

€

Paso 6. Vamos a estudiar ahora el limite débil en L?(R? x Y3) de €i(¢%)y, | # i. El
razonamiento es similar al Paso 3 del Teorema 4.3.1, comenzamos tomando la extensién
de 9% a R? x (Re; + S%), atn denotada por ¢, definida por

I

(2 y) = vE(sn( ) +eyie; + edey;), pct. (2',y) € R? x (Re; + 5%), Ve >0,
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la cual pertenece a L?(R?* H'(Re; + §%))3 y satisface
(e, y) = 0L(a’ + nees, (yi — n)ei + 4l), p.ct. (2',y) ER?x (Re; + S'), Vn€Z. (5.46)

Con ayuda de esta extensién, se define entonces una regularizacién o : R? x Y3 — R3

de 9! como

de
. 1 2. .
(', y) = —/ be(@', (s + mi)es + yi)dmi, p.ct. (¢',y) € R* x (Re; + 5, Ve > 0,

d, de
la cual es tal que 0,0 pertenece a L2(R?; H'(Y®))3, para todo € > 0, y razonando como

en el Paso 3 de la demostracién del Teorema 4.3.1, verifica

| y3 sz / 83/3 ~; sz ||L2(R2><Y3) <C, Ve>0, (5'47)
1, g
||E(3yﬁl,3 - /S ayz‘v::,3d7-i,)”i2(R2xY3) <C, Ve>0. (5'48)

Definimos ahora ¢ : R? x Y3 — R3 por

o~ 1 /.. »
t;,i(x/’y)z &7 (Uz,i (xlﬁy) - /p;,i(x/’yiei + Tz,)de/ - Z 8%”5 1,( la Yici + Tz,)dely’f) )
‘ s riti (5.49)

- 1/ .
é,z(f,y):g(@;,l(x/,y) "‘/17;,1(33/,72'6@'-!- yé)dn- / (T >yzez+7—)d7_ +/ (55 T)d7>
Y s¢
para todo [ € {1,2,3} \ {i} y p.c.t. (z,y) € R?2 x Y3. Por (5.19), (5.47) y (5.48) se tiene
10y te illL2mexys) < €, |0yt |l emexyey < C, Ve >0, Vi€ {1,2,3}\ {i}. (5.50)

Ademés, se verifican las igualdades

/ &L yei+n)dn, =0, pct. (¢,y) € R xY,
si

/Yf;l(x’, mei +vy)dn; =0 pet. (2,y) € R x S, VI # 4.
Gracias a la desigualdad de Poincaré-Wirtinger, se deduce que L:i tey, I # 1, estdn
respectivamente acotadas en L*(R? x J*; H'(S?%)) y L*(R? x S%; H'(J%)). Entonces, existe
= (£, 1) tal que, para una subsucesién, se tiene
&, —~ 1t en L*(R?® x J5 H'(SY),
tt, =t en L*(R? x S H'(JY), VI#i.

gl
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Como €. (?!) estd acotada en L2(R? x Y3), de las igualdades
ey(te)ir(2)y)= /__di ( 5 (Yi + M) et yp) / f (08)ir (] (gt mi)est T{)dT{> dn,
Dz /;k (<4(a0nte! s+ mes 4 o0) = [ Dl (4 s+ ) ) i
para todo [, 7 € {1,2,3} \ {i} y p.c.t. (z/,y) € R? x Y3, se deduce

)alz,y) = iile,) — [ pileuies+r)drl, e =0, VLre {123\ {i)

donde, para cada r # 4, se estd denotando por /i el limite débil en L?(R? x Y'3) de €%(%);.
Definiendo ¢* = (41, g5, §3) por

Qz(x y)_tl(x Yy +2Z/ Nr z yzez+7—)d7- Yr,
r#i

Gz’ y)=1t(z",y), Vi#i,
entonces §¢ pertenece a L>(R? x J%; H(S%)), ¢ pertenece a L*(R? x S*; H'(J*)) para | # i,
y se satisface
eL(01)y — i = e,(§")a en L*(R? x Y3). (5.51)

Se tiene también
/i G (x' yies +ml)dn, = 0, p.ct. (z',y;) ERExY, ey(dé)lr =0, Vi,re{1,2,3}\{i},
de donde se sigue facilmente que existe g* € L%(R?; H!(J*)) tal que

(2 y) = g'(¢" vy, G(a'sy) = —d'(@,w)y;,  pet (¢y) ERPx YO

En particular, esto muestra que ¢} estd en L2(R%, H(Y?)), para todo ! € {1,2,3} \ {i}.
Mostraremos ahora que @, [ # 4, es y;-periédica. Para ello basta probar que g lo es.

Se sabe
g'(z',ys) = 12 / @@, e + nf)msdn; =

= lim 12/ (@, yie; + mj)nsdn,  débilmente en L*(R* H'(J*)).
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La propiedad (5.46) da

; 1 ; 1 .
T);’j(a:' + ce;, —5¢ + 1) = 17;j(x', S¢i +4) en L*(SY), p.ct. 2’ € R%
De esta igualdad y la definicién (5.49) de ¢ ;, se obtiene
. 1 , 1
gl(l‘,a _2-) - gz(wl, _-2_) =
1o | | 2 (5.52)
= lim —/ (0% ;(z' + ees,m) — 0% ;(«',n)) nsdn  débilmente en L*(R?).
e—=0 £ Jys3 ’ ’
Ahora tomando ¢ € C°(R?) y operando se llega a
1 ~i ~i
2 [ ] G+ e — (o' ) (e’ =
€ Jr2 Jy3
/ N /
= Uz, n)nadnw(z o) =) g1 (5.53)
R2Jy3s €
i ~ ' —ce;) — o
= / / (7"5($/,77) + ve,j(x/,ng)) 773d77§0( ) 90( )d$,,
R2 Jys3 €

donde por 7 : R?2 X Y3 — R se estd denotando

Fi(z',n) = ﬁi’j(x’,n) - 172’j(:r',n§), p.ct.(z',n) € R x V3.

Esta sucesion satisface 9,7 = e0,,tt . y 7i(z',n}) = 0, p.c.t. (z/,n;) € R? x S*. Entonces,

€,J
de (5.50) y la desigualdad
/ 17 (/) — (2!, ) [2dm; < C / 10,7 () Pdms,  pt. (@ym) € B2 x S,
Y Y

se deduce

! N /
lim / / 7 (0! mypdn 28 =) — @) s, (5.54)
R2 JY3

e—0 £

Por otra parte, de la definicion de 772,3‘ y el cambio de variables 3 dado por (5.1), se obtiene

de
< 1 2
/ ¥z ; (@', m})nadn = d—/ / b ;(x', m)madn =
Y3 e i _—_241

de
]_ Z3 ]. / /2 A7 ! /
= ee——— (2 ———dz = -— ’U] . 1‘, d y .C-t- T 6 G,
83d§ /PE(IE') ,UE’J( )Edg de Si —fs"'zd EJ( "7)773 7 P

lo que implica

; ' —ee;) — (2
/ / Ue,j("r/a 77:)773d77¢( ) ( )dx' _
R2JV3 &

de '
1 2 ~j ’ 90(33/ - Eei) B (,0(.’)3 ) r gt
= — ‘ - dn.dz’.
/]R2 /Sj (ds /:_gi’l)e,](x 777)d77]> 3 c 77] T
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Usando entonces (5.40) con ¢ reemplazado por j, se deduce facilmente

/ / v ; (@, m)ns dn e’ —eei) - /895J 1')0y, (2" )dz' + O..  (5.55)
R2JY3 €
De (5.52)-(5.55) se obtiene que 92 ., 03 pertenece a L*(G) y ademds satisface
i 1 i -1 2 53 12 G
g ('7 5) - g (.’ 2 ) a:clwz en ( )

Teniendo en cuenta que 93 es cero fuera de G (esto sigue de que 9% es cero fuera de
{z' € R? : dist(x,G) > €v/2}), OG es regular, y que &2

zlm1®07 o2 vo, 02 vo estan en
L*(R?), se deduce que 93 € HZ(G).

ToX 122
Definiendo 5 : R* x Y — R® por 9§, = ¢}, y
0y, =q +02 : 0h 3 = G4 — 02 4. 05 Y; Ui
25 = 95 zlzzvo Ys Yis Ug3 = Q3 z122 00 Y5 Yi>
se obtiene que 04 pertenece a E} y por (5.51) satisface

ex(92)i; — 351@% ys + ey (03)s5
en L?(R? x Y3).

eL(0l)is — —551332”0 Y; + ey (05)i3

Paso 7. Se define 2 : R* x Y* — R3 como £ ,(z,y) =0y
s Lo o
2 y) = - (ve’j(:c’,y) —/ Oy 0z ; (2, yies + T{)d’r{y3) ,

Edge g
v 1 v v v
Zé,s(xl,y) = (Ué,z(ivl,y) - / 02,3(37',%% + 7;)dT] ~ / 3ij;,3($',in1’ + Til)dTi,yj> )
€ 7 g
p.c.t. (z',y) € R? x Y3,

Del Lema 6.0.5 y (5.18) se deduce que 8,,2%,, I, r € {1,2,3} \ {i}, estdn acotadas
en L?(R? x Y3). Usando entonces la desigualdad de Poincaré-Wirtinger se obtiene que
2, estd acotada en x Jt ‘ or tanto, que para cada i, existe 3 €
1, estd acotada en L2(R? x Ji; HY(S%), y p q da I te 5

L*(R*x J* H'(S")) tal que, para una subsucesién, 2}, converge débilmente a # en L*(R? x

J' HY(S%)). Usando ahora la igualdad

ey(22)js = ee(0l)j3 — / ex(00)j3dm, ey(Z)u = et(0)u, VI€{1,2,3}\{i}, Ve >0,
S’L
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se deduce

()=l — [ i, eEu=0, Vi {1,230\

s

donde 67, I, r € {1,2,3} \ {4}, denota el limite débil en L?*(R? x Y3) de € (2);,.

cosE (A 5i i i N
Basta definir 9§ = (93 ;, 03 5,74 3) € Ej como 0%, =0y

34 y) = 2(a,y) + / (e s + ),
Sl

para tener

eL(0L)ir — ey (0% en LAR?x Y?), VI, r € {1,2,3}\ {i}.

Esto concluye el estudio del comportamiento asintético de 9% definida por (5.13) y (5.2).

Para finalizar la demostracién del teorema, basta definir 43 = 0§, 4f = mf, y 4}, =
M, + 9}, para todo [, 7 € {1,2,3} y todo i € {1,2}, donde i} y M, estdn dados
por (5.12) y 1hy; =, =mis=0,s€{1,2,3},ij€{1,2},j #1. O

La siguiente proposicién da un inverso parcial del Teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.2 Sean 03 € C(G) y (08,9, 9%,08) € &, i € {1,2}. Entonces, eriste

una subsucesion v, € Hf (Q.)* tal que las sucesiones 0%, i € {1,2}, definidas por (5.2)

satisfacen
o, — 0 — On03ys en L*(R?x Y3, (5.56)
0 — 0+ Oy 03 s — dic_@;,j —0 en LXRExY?), paraje{l,2}\{i}, (5.57)
ed 0ty — 83 en L(R®xY?), (5.58)
el(ﬁ;) — eé(ﬁg,@é,ﬁi,ﬁé,ﬁg) en L*R?*xY3S,). (5.59)

Demostracién. Se considera 6, € C*(R) satisfaciendo (N.1) (ver Notacién) y con ayuda
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de las funciones ¢, i € {1,2}, dadas por (5.1) se define v, : Q. — R3 por
Ve,ijs (T) = p(z') = Ou, 05 (a") i 5 + €01 (', y2) — €2 Z Bz, 0% (2, 42) Yot
170
e (8 (45.) 02,003 () Wl i + B0, ) — o0, (Be,85(2) + D2 8(2)) vis):
Ve, |0 (z) = 8)(z') — 3zj@8($,) yi,3 + iﬁi,j(fbla ve) + 553,;‘(35', yi)—
*528%'@%,7'(35’, yL) yé,j + ed. (ﬁé,j(l"’a ye) — es(yi,i)az,-ﬁ%(x/) y:-,j): paraj€{1, 2}\{i},
1

. € .. . " . " . . " .
d 3(I )+ d_vi,3(x/’ yi—) +€’U§’3 (x/’ y::) - 528903’ vi,S (‘7"’7 y::) y;,j +€d€’U§,3 (l", yé)’

'Ue,3|gg( ) c
€

p.c.t. z € %, y todo ¢ € {1,2}. Entonces, para ¢ suficientemente pequefio, v, pertenece
a HE_(Q:)?, v 0%, ¢ € {1,2}, definidas por (5.2) satisfacen (5.56), (5.57), (5.58) y (5.59).0

Observacién 5.2.3 Es fdcil comprobar que el Teorema 5.2.2 sigue siendo cierta si 43

pertenece a HE(G) y (4}, 48,45, 48), i € {1,2}, pertenecen a E*, es decir el Teorema 5.2.1
es dptimo. Sin embargo, no probamos este resultado general porque no se requerird en lo

que sigue.

Con ayuda del Teorema 5.2.2 y siguiendo la demostracién del Teorema 4.3.4, es facil

probar el siguiente resultado de corrector.

Teorema 5.2.4 Sea u. en H} (Q:)* y definamos 4%, i € {1,2}, por (5.2) yve = de/(e +

~q

d.). Se supone que existen 43 € HZ(G) y (4}, 4,5, 4%) € EY, i € {1,2}, tales que se

satisface
el(al) — eb(ad, 0, at, b, 08)  en LA(R®2x Y% S3), Vie {1,2}. (5.60)

Entonces, las sucesiones gt € L?*(R? x ed.Y)? y GL € L*(R? x €d.Y;S3), © € {1,2},
definidas por

( .
géz() / [ ye3 ]dp',
7’2 (Ce())

[ 00, (0 ko) + 0,024 G012
'Pz(CE

923() = —/ (0"Ydp',
\ e? 7’2(05())

7
N
M .
[
annS
R

(5.61)
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i 1 i (53 miomiod pi i
Gi) =% [ bl i, iy )06, () (5.62)
€ P2(Ce(+))

verifican

1 . ;
iy || foes(o) = g @ 42 [ fueso) — g o) Pt
el % (5.63)
+ [ Jedeues(z) — giy(a)Pda+ [ Je(u)@) - Gila) Pda| = 0,
2 Qi

donde j € {1,2}\ {i}.

Observacién 5.2.5 5i 43, 0,,43, 0,43 y (4b, 4,45, 4%) son uniformemente continuas

en ' € R?, entonces (5.63) es equivalente a

. ~d A~ T3 ~
i e, (150 = 8 + 00 8(a") 221+ e = (@) P+
. j N z € . i
92y (@) = (&) + 0, () 2 — S (o, g (@) )z = 0,
£ (>4

. 1 e e )
ling ooy |, 16(ue) (2) = eo(ds, @, a3, @, 83) (e, (@) Pde = 0,
€ ¢

donde j € {1,2} \ {i}, para todo i € {1,2}. De hecho, si 43 y (4}, 48,05, 4%), i € {1,2},

son suficientemente regulares, definiendo entonces 2% : QL — R3 como

i o a3 g <4 i 2 ~j iy i
Ze,ilgé = Uy — Oq,dy Yez + 5“1,1'('7 Ye) — € E :aziul,l(.’ Ye) Yt
[
2 A3 4 i ~q i ~q N AP
tede (6w1m2u0 Ye,jYe3 T u?,i(" Ye) — (azjuo + Oz, ip) st)’
i _~] ~3 i ~1 i ~q AN ~4 Lot i
Ze,jmg = Up— 896;“0 Yez t Zl:ul,j(" Ye) + 5“2,j('a Ye) — € 8zju1,j( , Ye) Ye ;t
~ i N
+ed, (u&j(-, Ye) — O, 0 ym),
) _ ~3 ~1 ) ~q ) 2 ~7 1 i ~1 Lot
Zedjor T g U0 + d_“1,3(‘, Ye) + el 5 (-, ys) — €700,47 5(-, UL) ye ; + edes 5(+, 42),
(= (4

se tiene

.1 i ' i '
}:m(l) ] / (|u€,i - 2571-]2 + 2l — Z::,j|2 + (ede)?|ue 3 — ZE,312 + le(ue — Z::)IZ) dr = 0.
- el JQL

Si para i € {1,2}, @', b, n € {1,2,3}\ {i}, g¢ se definen por las Observaciones 5.1.3

y 5.1.4, entonces sobre QL el comportamiento de u. y e(u.) para € pequefio puede ser
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aprozimado por (5 € {1,2}, i # 7,1, r € {1,2,3}\ {i})

Uei(x) ~ g(2") — B, (2) Ui 5(),
. " i € i i
uE,j(x) ~ Uf)(x/) - 81;“3(1.1) ye,B(x) + E_bj(xla ys,i(x))7

€

E(Ue)u(iﬁ) Na ( ) 82 J ( )ys3( )+8yia z’ ysz CC) Z Yili n 3’) y&z ))y;,n(x)’
n#i

26(“‘5)'&'] (CC) ~ _8511:2 I ( )ya 3( ) + ayjag,i(xl’ y;(x)) + a igi('r,a y;’l(x)) yi,3($)a
2e(uc)iz(2) ~ 02 0,05 (2") Y 5 (%) + Oy (2", Y2 (2)) — By’ (¢, 2 4(2)) ¥l 5 (),
2e(ue)ir(2) ~ Oy U5, (¢, Y2 () + By, a3, (2, Y2 ().

Destacar que el comportamiento asintdtico de u.; en Q. depende de la razdn entre € y d..

5.3 Resultado de homogeneizacion

A continuacién, con ayuda de los resultados probados en la seccién anterior, vamos a
resolver el problema de homogeneizacién (1.23), para H, € L*(2;S;), F: € L* Q)3 y
A € L*(Qe; L(S3,83)) tal que existen a y 8 > 0 que verifican (1.24).

De manera andloga a como hicimos en el Capitulo 4, en w,, se admite que se verifican

las condiciones
hm——/ |F )2 dz—hm| 1/ |H.|*dz =0, Vi € {1,2},

1
191 J.,
Sobre QL \ we, i € {1,2}, se supone que existen F* : G xY® — R} H':Gx Y3 — &;,
At € C°G; L®(Y3; L(S3,83))), ¢° € L2(Y?) tales que se tienen (1.14), (1.15) (1.16) y se

|F83|2d:c <Ced,  Ve>0.

satisfacen las igualdades

Ac(z) = A7, yi(2)), He(w) = H'(z',yx(2)),
Feg(z) = Fi(2',4:(2), 1€{L,2}, Fepla) =edeF3(2',5:()),  pet. €0\ we
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Observacién 5.3.1 Estamos suponiendo que el orden de las fuerzas ortogonales al plano
de la estructura, {z3 = 0}, F.3, es ed. el orden de las fuerzas transversales, F.., F,».

Gracias a la linealidad del problema (1.28), esto no conlleva ninguna restriccion.

El teorema de homogeneizacién correspondiente se enuncia como sigue. Su demostracién

sigue las mismas lineas que la del Teorema 4.4.1 y por ello la omitimos.

Teorema 5.3.2 Sea u. la sucesion de soluciones de (1.23) y denotemos . = d. /(e +d.).
Se supone que existe lim._,oy. = 7 (esto siempre se tiene para una subsucesion). Entonces
las sucesiones 4% : R? x Y3 — R3, i € {1,2}, definidas por

i '

(I fyeual(sn( )+ eyies + edey;), Ve {1,2,3}, Ve >0,
satisfacen (5.60), donde 43 € HZ(Q) y (ah, 48,05, 0%) € EF, i € {1,2}, son solucidén del
problema variacional

( 2
Z/ 5 (AzeO(u07uO:ullaa%aag) ’)/Hl) : (US’UOaﬁlav2)@3)dydx =
Qxy

) = ’YZ/XW( Fiol ZF O, 0 y3>dydx+ (1—y Z/Xys vljdydx (5.64)

z]l

| Vog € H3(Q), (8%, 0%, 95,01 € B, i€ {1,2}.
Ademds, para cada i € {1,2}, las sucesiones g y G*, definidas por (5.61) y (5.62) dan
respectivamente las siguientes aproximaciones a u. y e(ue)

2
. Ve L, 2 / L ; 2
lim Uei(T) — —g. ;,(x)|"dx + 7 Ue — : ()| dz+
e—0 || { [te,4() %9,( )l 7, Z| 4(T) %9,3( )|

ledetie 3(z) — —gi(@)Pdz + | e(ue)(x) — —Gi(z)|?dz| =0,
Qi Ve Qi e

donde 7 € {1,2}\ {i}.

Observacién 5.3.3 Por el Teorema de Laz-Milgram (aplicdndolo en adecuados espacios
cocientes) el problema (5.64) admite una solucion. Aunque dicha solucién no es inica, las

. /\3 /\3 A3 Aq Ag y A3 A7 A~ g Ad . . . . .
funciones @y, Oy, Gy, Op, 05, Uy, 05 ; y ef (45, uf, 0, 0%, 4%), 1, § € {1,2}, 1 # j, si quedan
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definidas univocamente y son éstas precisamente las que aparecen en la definicion de los

correctores para u. y e(uc).

Resolvemos a continuacién el sistema (5.64) en el caso de un material homogéneo
e isétropo. Como con la Proposicién 4.4.5, su demostracién es una simple y tediosa

comprobacién que omitimos.

Proposicién 5.3.4 Supongamos que existen A > 0, > 0, FEC*(G)? y HeC®(G;S3),
tales que, para todoe >0, F.=F, H.=H y

AM = Xr(M)I + 2uM, VM € Ss.

Se denota

1(3A + 2p)
Ap
Si 4y € H(G), (4§, 0, a5,48) € E, i € {1,2}, son solucion de (5.64), entonces se

satisfacen las relaciones

. A
“ABE, i = 2yF, — 40 ,[Hii+— H, ] en Q, 5.65
Tiz; 0 Y YOz, 2)\+2u 1;3 T ( )
£
A (85,1010, 08 + Oyppzez, ) = 247Fs, en Q, (5.66)
~i 11—~
Oy, U7 ; = "TF‘ (6y7 — 6yl + 1) yj,
~q L—2
Uy ; = 2A FJ yz( - Iyi|)2,
{
1 .
) (8 “22 + ayzu2,1) = _H12 + awlmzuo Ys,
S
1 'y N
\ 5 (ayzu23 + a'y.‘3u2 1,) = 2/_,[, 8.’311'211’8 yJ7
4 1 " i r}/
) (81/1“3,3 + ays“3,j) = EHJB:
~q _)\ ~d 1 - A~
¢ Oy, U5 m—) <3in0 - —A_’ij (6y7 — 6lys| + 1) y; — 92,49 y3) +
YA +2u) M 4
u ApA+ )" ap(+2u) T
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donde j € {1,2} \ {i}, m, r € {4, 3} conm #r.

Observacién 5.3.5 Mientras que el problema (5.66) para @3 es eliptico, el problema (5.65)

para Uy 0 U3 es degenerado. Por ello, Vad € L?(Q)?, y sin embargo sélo tenemos
By i, € L(Q), i € {1,2}.

z; — eki(%)
s Y por
ed,

tanto, no son aplicables aqui los métodos empleados en [62], [7] (ver Observacion 4.4.8).

Observacién 5.3.6 El corrector para e(u.) depende de la variable y, =
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Resultados auxiliares

En esta seccién presentamos varios resultados que son utilizados con frecuencia a lo
largo de la presente memoria.
El primer resultado es una desigualdad de Poincaré-Wirtinger en rectdngulos N-

dimensionales.

Lema 6.0.1 Se denota I(a) = [[IL, &Y, para todo a € (0,+00)N. Entonces, existe
C > 0 tal que

/I(a)

para todo a € (0, +00)™, a € (0,a;), u € WHP(I(a)), .

p

u(z) — dz < Clal?. /1 P )

_ u(z)dz
|I(O£6i+ a;)l /I(aeﬁ-ag) ( )

Demostracién. Sean z y z dos puntos genéricos de I(a) e I(ce;+ a;j) respectivamente.

Denotando r; = Zin=1 Tm€m + Zﬁle Zmem, L € {1,..., N}, ro = 2, se tiene

|Mz

u(r) — u(r—y)] / O ulr + (m — z)e)dm <

< IZ/Y |0z, u(ry + (11 — z)er)|dm.
=1va

A partir de esta desigualdad, integrando respecto de z € I(ae;+al), dividiendo por |I(oe+

/

a;)|, elevando a p ambos miembros aplicando la desigualdad de Holder, y finalmente

149
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integrando respecto respecto de x € I(a), se obtiene

— < )P
/I(a) u(z) Tlaei T ) |/ dz CZal/ |0z, u(z)|Pdz,

desigualdad que implica (6.1). O

Para todas las estructuras V. consideradas en esta memoria es facil demostrar la

siguiente desigualdad de Poincaré.

Lema 6.0.2 Existe C > 0 tal que
/ () Pdz < C / Vu(e)Pdz, Vue WHP(Q,), Ve o. (6.2)

Qe §2e

Demostracion. Nos limitamos a demostrar el resultado para la estructura modelo V.
definida por (1.1) y (2.1), siendo andloga la demostracién en los restantes casos.

Puesto que 2 es acotado, existe R > 0 tal que Q C RY”. Entonces, para cada
i€{l,...,N} ypct. z € Q, se tiene

p

|u€( )I Iua( ) - uc‘(x - (xz + R)ez |p = <

/ Opue (T + se;)ds

2

R
<R¥ / 160, 4e (2, + se5)|Pds.
R

Integrando estas desigualdades respecto de z en el conjunto {|eki — z}|o < %, —-R <

z; < R}, y sumando en k., se obtiene

/lus |de—2/k o R|u€( 2)Pdz <
k] —2}] oo <£58

kiezN 2
< R Z / /2 |0, ue (2 + se;)|[Pdsdz; = RP |0z, ue(2) |Pd,
kiezN / leki—ailoo<gE S 5 o
para todo ¢ € {1,..., N}, lo cual inmediatamente da (6.2). O

A continuacién probamos una desigualdad de tipo Poincaré discreta y una caracteri-

zacién del espacio W, P (Q).
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Lema 6.0.3 Para cada € > 0, sea

A = {'& :RY — R tales que U es constante en cada cubo C’f,

u=0enClsiCiNQ=0, keZ"}.

a) Eziste C > 0 tal que para todo € > 0, para todo 4 € A, y para todo i € {1,...,N},

se tiene
_ la(- + ee:) — all o
]| gy < C - "®, (6.4)
b) Sean G, € Ac para todo &€ > 0 tales que existe i € {1,..., N} verificando
“aa(‘ + Eei) - ﬂg”Lp(]RN) < 06, Ve > (. (65)

Entonces, eristen una subsucesion de €, que se sigue denotando por €, y Uy € LP(RY)

satisfaciendo O,,t9 € LP(RY), digr; = 0 sobre 85, tales que

g, =1 en LP(RY), (6.6)
(- + ‘Zei) — e 9,00 en LP(RM). 6.7)
¢) Supongamos que se satisface (6.5) para todo i € {1,...,N}. Entonces, existen una

subsucesion de e, ain denotada por €, y Gy € WyP(Q) tales que se tiene (6.7) para todo

ie{l,...,N}, y
U, — Gy en LP(RM). (6.8)

d) Sea 1y € WO1 P(Q). Entonces eriste una sucesion u. tal que u. € A., para todo

e >0, y tal que se tienen (6.8) y (6.7) para todo i € {1,...,N}.

Demostracidn.

a) Sea 4 € A,, como & = 0 en CF si C¥ N = 0, entonces existen m,, n. € Z, con

0 < g(me —n.) < C tales que para todo k € Z" con k; ¢ [n.,m,], se verifica & = 0 en
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Ck. Se verifica por tanto

[o@paa= 3 3 [ e <

k;ezZN-1 k;=n.

Mg me—1 P
= Z Z (Z ”a(""gei)_ﬂHLp(cg)) <

kgGZN—l I=n,¢ k=l

_ _ C._ _
lu(z + ee;) — a(x)|Pdx < €—p||u( +eei) = Allf,gmy,

lo que prueba (6.4).
b) Por el apartado a) @, estd acotada en LP(RY), lo que junto a (6.5) implica que existen
una subsucesién de €, atin denotada por €, y 1, 9; en LP(RY) tales que se tiene (6.6) y

Ue(- + ce;) — e
€

~ 9, en LP(RY).

Por otra parte, para ¢ € C°(RY), se verifica

| otaa = [ BEX D )40 0, -

RN £

— /}R () ple=ee) =@ ) L0, = - /R o(2)r,p(@)de + O,

£

y por tanto que O,,4p = 9 en RY. Usando ademds que  es regular y 4. = 0 en
{z € RN : dist(z, Q) > ev/N}, se concluye que @oy; = 0 en 0.
¢) Gracias al los apartados a) y b), basta probar que para todo p > 0 existe § > 0 tal

que si 7 € R, |7| < §, entonces
Ilﬂe('+T6i) _ﬂEIILP(RN) Sp) Ve > 07 Vi € {1,...,N}, (69)

lo que probari que 7., £ > 0, es relativamente compacta en LP(RY) (ver [9], [37], [58]).

De (6.5) se sigue facilmente
||ﬂs(- + €miei) - ’t_IJg“Lp(RN) < C€|mi|, Ve > 0, sz € Z, Vi € {1, Ces ,N} (610)

Dado 7 € R, sea m; € Z tal que em; < 7 < g(m; +1). Siz € C¥, k € Z", entonces

o k+(m;+1)e; . ., _
r+Te € C’f“’“el U C’g+(m‘+ Jei, Teniendo en cuenta esta relacién y que 4. es constante
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sobre cada cubo, se obtiene con ayuda de (6.10)

/RN |G- (z + 7€) — Ue(z)|Pdr = Z / |t (z + Te;) — e (z)[Pdz <

kezZN

<Z/ |t (z + emye;) — U (z)|Pdx +Z/ |t (z + e(ms + 1)e;) — 4(2)[Pdz <

kezN kezN

< CeP(ImylP + |my; + 1P) < C(|7| +¢€)?,
o bien

G (- + 7e;) — @e()||owmy < C(|7] +€), Ve>0,Vie{l,...,N}

A partir de esta desigualdad es inmediato (6.9).
d) Sea iy € W, (). Suponemos que 4y esté definida en todo RN prolongéndola por

cero fuera de {2. Entonces, para cada ¢ > 0, definimos 4. € A, por

Con ayuda del Lema 6.0.1 se obtiene

dx <

_ 1 _ ?
Ly TV~ o [ alo)ds

Cck

/ o (2 + ce:) — 7.(2) [P =
< CeP Z /

kezZN

keZN

Viio(z)[Pde < C’e”/ Vitg(z)Pdz < Ce?, Vi€ {1,..., N}.

7

k+e; UC"“

lo que prueba (6.5) para todo ¢ € {1,...,N}. Por tanto, el apartado c) asegura que
existen una subsucesion de €, que se sigue denotando por €, y Wy € W& P(Q), tales que se
tiene
i, — o en LP(RY),
Ue(- + €€;) — e
€

— Oy en ILP(RY).
Ahora bien, para toda ¢ € C§°(Q) se satisface

/RNQDO(:C)SO(x)dm:/RN «(2)p(z)do + O = Z /Ckuo dz/ck o(z)dz + O, =

keZN

Z/ Uo(z)dzp(ek) + Z/ to(2)p(2)dz + O, = / wo(2)p(2)dz + O,

lo cual prueba que Wy = 49, y concluye la demostracién del resultado. a
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La versién de la desigualdad de Korn que damos en el Lema 6.0.7 se usa frecuentemente
en la homogeneizacién del sistema de elasticidad lineal (1.23). Para su demostracién

emplearemos el siguiente teorema que se puede encontrar en [35] o [50].

Teorema 6.0.4 Sean §2 un abierto conezo, acotado, de frontera lipschitziana en RV,
entonces existe C > 0 tal que para toda uw € H=1(Q) con Vu € H 1 (Q)V, se verifica que
u€ L*(Q)y

=gy [ vl < Ol ulo (6.11)

Lema 6.0.5 Sea G un abierto conexo de frontera lipschitziana en RN, N > 2. Entonces,

existe C > 0 tal que

N
1 2 2 2
T Yr T TArD T Yr < m mr d ) 6.12
|, ome@) = 17 [ itz <0 [ 57 (il + i), (612
para todo I, 7 € {1,...,N} y toda u € H*(G)".
Demostracién. Sean u en HY(G)Y y I, r € {1,..., N}. Usando la igualdad
2 = Oy e(u)y + O, e(W)rm — O e(Wim, Yme{l,...,N},

se obtiene

N
v (Orur) “H—l(G)N < Z |0z, e(w)rt + 8wze(u)rm - 8acre(u)lw”L”H—l(G) <

m=1
N N
< O] X le@rmllize) + Y le@imllzea|.
m=1 m=1

Una simple aplicacién del Teorema 6.0.4 prueba entonces (6.12). O

Como consecuencia inmediata se tiene el siguiente corolario.

Corolario 6.0.6 Sea G un abierto conezo de frontera lipschitziana de RN, N > 2. En-

tonces, existe C' > 0 tal que

1 2 2 1 N
/G IDula) - o /G Du(z)dz|dz < C /G e(w)Pdz, Vu e HYG)N. (6.13)
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Lema 6.0.7 Eziste C > 0 tal que para todo i € {1,...,N}, para toda w € H} (YN)V,
1
Ti={yeY" . y= —2-}, para todos I, r € {1,..., N}, se tiene

/YN 1By (y) | dy < C/YN i_ [le(U)sz2 + Ie(u)m,«lﬂdy. (6.14)

Demostracion. Gracias al Lema 6.0.5, basta probar que existe C' > 0 tal que para todo

i€ {l,...,N},ue HL (YNNI, r e {1,...,N}, se tiene

[ duurtw)ay
YN

Razonamos por reduccién al absurdo, si (6.15) no es cierto, entonces existe i €

{1,...,N}, I, r € {1,...,N}, I # r, tales que para todo n € N existe u" € Hf (YN)V

<c / ) fj [lew)mil? + l€(w)rmrl?]dy. (6.15)

verificando

I/YN Oy uy (y)dy 2 > n/YN mi::l [|e(u)ml|2 " |6(U)mr|2] dy. (6.16)

Reemplazando 4™ por u” dividido entre / Oy, ur (y)dy, podemos suponer
YN

/ Oy ur (y)dy = 1, (6.17)
YN
y
al 1

/ S [lelwhml? + le(wml] dy < =, vneN. (6.18)

YN =l n
Prolongando u™ por cero a

1
Z={yeR" :yjevY" §Syi<1},

podemos ademds suponer u” € HY(YY U Z)V u"(y) =0 p.ct. y € Z.

Definimos
v"(y) = u,(y) sirél=i,

v (y) = ur (y) — / up(T)dr sirl#1,
R(y)

pct. y € YV UZ, siendo R(y) = {r e YNUZ : 1; =y;, j # r,1}. Gracias a (6.17),
(6.18) y (6.12), 8,,v™, 9,,v™ convergen respectivamente a 1 y 0 en L2(Y~ U Z). Usando
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ademads la desigualdad de Poincaré si r 6 [ = i, la desigualdad de Poincaré-Wirtinger si
7, 1 # 1, se deduce también que existe v € L?(YN U Z) tal que v" converge fuertemente a

ven L*(YY U Z), la cual debe satisfacer que existe ¢ € L?(R(0)) verificando
v(y) =u+¢(PW), pctyeY UZ, (6.19)

siendo P la proyeccién ortogonal de RY sobre {y € RY : y, = y, = 0}. Pero por otra
parte, v" es cero e.c.t. Z, y por tanto v = 0 e.c.t. Z, lo que estd en contradiccién

con (6.19). O
Lema 6.0.8 Para L, 6 €R con 0 < < L, se denota

—L L -¢ )
B(L,8) ={z e R" : & <mi<g, 5 < |27 |00 < 5}
Se verifica:
a) Erxiste C > 0 tal que para todo L, § € R con 0 < § < L, y toda u € H*(B(L,6))V

se tiene

1 L 2
Du — ——— Dudz|*dz < C <—) / e(u)|*dz. 6.20
/B(L,d)l |B(L,6)| Jars | 5 B(L,é)l (u)] (6.20)

b) Eziste C > 0 tal que para todo L, § € R con 0 < 6 < L, y toda u € H:(B(L,6))V,
I'={ze€ B(L,6) : z1 =L}, se tiene

2
/ \Dufdz < C (£> / le(u)[2de. (6.21)
B(L,5) o B(L,9)

Demostracién. Vamos a comenzar probando (6.20). Para u € H(B(L,§))", definimos
ve HY(YM)N por
v1(y) = Lui(Lyrer + 0y4)

p.ct. y e YV,
vy (y) = duy(Lyrer + 6y})

Entonces, para j € {2,..., N}, el Corolario 6.0.6 aplicado a YV da

1 2
8mu-———/ Oy us(T)d7| dz =
/(Lé) "7 |B(L,9)] L5) i(7)
N1 SN-11, ,
= 522 /Y Oy, vj — / Oy, vi(m)dn| dy < C—— 5212 /yN le(v)|°dy < (6.22)
L2
<C= le(u)|dz.

6% JB(wLs)
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Supongamos ahora j, m € {2,..., N}, entonces gracias al Lema 6.0.5 aplicado a YN

se tiene también
2

Oz ui(T)dT| do =

2
dy <

azmuj -

1
/B(L,é) |B(L, 6)| B(L,8)

oN-1L
=— /YN 8ymvj—/YN 0y, v;i(m)dn

SN1L : L .
<t Y [ ewPayscy [ jewlds
()£ Y B(L.9)

Las desigualdades (6.22) y (6.23) claramente implican (6.20).

La demostracién de (6.21) es completamente anéloga gracias al Lema 6.0.7.

(6.23)
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