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Resumen

En este trabajo se pretende proporcionar una visión sobre el Análisis de Conglomerados de series tem-
porales a través de un estudio centrado en la determinación de la similitud entre estas.

Para ello, se comienza definiendo los conceptos que se usarán a lo largo del trabajo y se muestra la
relevancia de hallar la similitud. Se continua con una extensa revisión a distintas formas de hallarla junto
a una selección de medidas de bondad de ajuste. Se concluye con una ejemplificación de la teoría expuesta
aplicando dos técnicas distintas a un caso real y comparando sus resultados.

Abstract

This work aims to provide an overview of time series Cluster Analysis through a study focused on
determining the similarity between them.

For this, it begins by defining the concepts which will be used throughout the work and showing the
relevance of finding the similarity. It continues with an extensive review of different ways to find it
together with a selection of measures of goodness of fit. It concludes with an exemplification of the
theory by applying two different techniques to a real case and comparing their results.
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1

Introducción

En diversos entornos como en el financiero, meteorológico, médico o psicológico se trata con grandes
cantidades de datos que se necesitan interpretar. Estos datos suelen tener una forma particular, la de
series temporales.

Una serie temporal se puede ver como una colección de datos tomados en intervalos regulares (o
irregulares) de tiempo. Las emisiones de CO2 anuales de España en los últimos 20 años, los resultados de
un sujeto dentro de estudio psicológico donde se evalúan a los sujetos en distintos momentos o los usos
que se ven estos artículos [1], [2], [3] son algunos ejemplos de series temporales. Existen muchos otros
ejemplos, teniéndose por tanto una gran variedad dentro de las series temporales pues se pueden medir
intervalos de tiempo regulares e irregulares, ser o no estacionarias, medir una o varias variables que pueden
ser continuas, categóricas o una combinación de ambas y un amplio etcétera. Esta gran variedad si bien
positiva en tanto que sus aplicaciones hace necesaria una delimitación sobre el tipo de series temporales
que se tratarán en el estudio. Así se tratarán sólo las series temporales medidas en variables continuas
con alguna mención a otros tipos.

La característica principal de las series temporales es que con ellas portan información sobre las carac-
terísticas temporales de los datos. Explotar, analizar y extraer información sobre este aspecto juega un
papel muy importante de la relevancia de esta forma de considerar los datos como se verá a lo largo del
trabajo.

Este documento trata el Análisis de Conglomerados que clasifican las series temporales agrupándolas
de manera no supervisada [4]. Para ello se parte de datos sin clasificar y se organizan en diferentes
agrupaciones de forma que se maximice la similitud entre los elementos de un mismo grupo y se minimice
la similitud de estos con los de otros posibles grupos. En concreto el trabajo se centra en las técnicas de
conglomerados y en proporcionar formas de medir la similitud entre series temporales.

Este documento se organiza del siguiente modo: una primera parte donde se introducirán las definiciones
y conceptos necesarios para el correcto desarrollo de los estudios. Se verá continuado por el estudio
de métricas de similitud donde se presentarán las más destacadas y se abordará la maldición de la
dimensionalidad [5]. Tras esto, se dará una clasificación de las técnicas de Análisis de Conglomerados
según el tratamiento de las series temporales considerándose las basadas en la forma, en las características
o en modelos estadísticos derivados de las series temporales. Se concluye esta primera parte exponiendo
distintas medidas de evaluación que proporcionan información sobre la bondad del análisis realizado. En
la segunda parte se ejemplificará la teoría vista mediante la aplicación de dos técnicas, DTW y MMO, a
un caso real realizando un Análisis de Conglomerados con cada una de ellas y comparando los resultados
entre sí para determinar la mejor elección.
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2

Primeras nociones

Es importante destacar que la naturaleza de las series temporales hace necesarias algunas consideraciones
que se mostrarán en esta sección.

2.1 Series temporales

En este documento se considerarán definidas como sigue.

Definición 2.1.1 (Serie temporal univariante). Una serie temporal puede entenderse como un vector

x = (x1, x2, . . . , xT )

Donde xt es un dato tomado en el momento t-ésimo y T es la cantidad total de observaciones.

De manera más general se tratan con las siguientes dos definiciones. Se tiene que:

Definición 2.1.2 (Serie temporal multivariante). Dadas m variables medidas en T momentos distintos
y en orden creciente de tiempo. Una serie temporal multivariante (STM) se define como:

X = (X1, X2, . . . , Xm)

Donde Xj es una serie temporal univariante de longitud T y Xj(t) es una observación de la variable
j-ésima en el momento t ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Definición 2.1.3 (Serie temporal matricial). Dadas n STMs de m variables medidas en T momentos
distintos. Se define una serie temporal matricial como:

X =



X11 · · · X1j · · · X1m

...
. . .

... · · ·
...

Xi1 · · · Xij · · · Xim

...
. . .

... · · ·
...

Xn1 · · · Xnj · · · Xnm


donde el elemento Xij es una serie temporal univariante de longitud T, la fila i-ésima una STM de m
variables y la columna j-ésima da los valores de la j-ésima variable en las n STMs.
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Introducción al Análisis de Conglomerados Primeras nociones

Se denotará X(t) a:
X(t) = (Xij(t))n×m ,

la serie temporal matricial en el momento t.

Observación. Se tiene que una serie temporal matricial se reduce a una multivariante cuando n = 1 y
a una univariante si n = m = 1.

Dados los objetos anteriores se plantea el problema de agrupar las STMs para intentar hallar resultados
significativos. Ver todas las posibles agrupaciones y elegir la mejor es muy costoso por la gran cantidad
de posibles combinaciones, número de conglomerados y lo elevado que puede llegar a ser el número de
objetos a clasificar. Es por esto que resulta tan importante el Análisis de Conglomerados.

2.2 Introducción al Análisis de Conglomerados

El análisis de conglomerados tiene como objetivo resolver el siguiente problema de clasificación:

Dada Ξ , una muestra de n objetos medidos en m variables, i.e., Xi = (Xi1, Xi2, . . . , Xim)
∀i ∈ {1, 2, . . . , n}. Se quieren clasificar en G grupos o conglomerados cumpliendo que:

G⋃
i=1

Ci = Ξ,

Ci ∩ Cj = ∅ ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , G}, i ̸= j.

A la par que se desea esa división maximice la similitud entre los objetos de un mismo conglomerado, Ci,
y minimice la similitud de esos para con los de los Cj restantes.

A los métodos usados para abordar esta problemática se les han otorgado diversos nombres como,
Q-análisis, Taxonomía Numérica y Análisis de Clústers o Conglomerados según su área de aplicación
(véanse Psicología, Biología y Estadística respectivamente). Si bien posee numerosas aplicaciones el uso
del Análisis de Conglomerados (como se le referirá en este documento) se limita a 3 casos:

• Partición de los datos: dado un conjunto de datos sin clasificar, el cual se sospecha heterogéneo,
se quiere dividir en grupos cumpliendo que cada individuo pertenezca a uno y solo uno y que las
agrupaciones sean internamente homogéneas. El número de grupos puede venir prefijado antes de
realizar el análisis (según el método a elegir).

• Clasificación de variables: en el mismo caso anterior, se pretende esta vez agrupar variables para
reducir la dimensión del problema.

• Construir jerarquías: se busca estructurar los casos de forma jerárquica por similitud se puede
ver como consecuencia de usar algoritmos jerárquicos para resolver los casos anteriores .

Por tanto, se pueden distinguir dos tipos de conglomerados: de datos y de variables. Así, dado el
problema se puede disponer la muestra Ξ en una matriz (matriz de datos) como sigue:

X =



X11 · · · X1j · · · X1m

...
. . .

... · · ·
...

Xi1 · · · Xij · · · Xim

...
. . .

... · · ·
...

Xn1 · · · Xnj · · · Xnm
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donde la i-ésima fila proporciona los valores del i-ésimo objeto en las m variables y la j-ésima columna los
de la j-ésima variable a lo largo de todos los objetos de la muestra. De esta forma, X permitiría estudiar
el primer caso y para el segundo solo haría falta tomar la traspuesta.

Observación. Si tomamos que Ξ sea una muestra de n series temporales m-variantes medidas en T
intervalos de tiempo, X sería una serie temporal matricial. Es más, se puede ver como

X = (Xi)i=1,...,n

con Xk la k-ésima STM de la muestra.

El objetivo del Análisis de Conglomerados es dar una división de Ξ que maximice la similitud dentro
de cada conglomerado a la par que minimice la similitud con el resto de conglomerados. Para ello, en vez
de usar los datos dispuestos como en X se puede considerar una matriz n × n de distancia o similitud
entre elementos de la muestra. Sea B dicha matriz se tendría que bij con i, j = 1, 2, . . . , n es la distancia
o similitud entre el elemento Xi y Xj de Ξ.

2.2.1 Distancia y (di)similitud

Se ha hablado de similitud entre los objetos de la muestra en tanto que es necesaria para cuantificar la
cercanía (o parecido) entre estos y así poder agruparlos. A continuación, se expondrá que se entiende por
distancia y por similitud en este contexto.

Definición 2.2.1 (Distancia). Sea Y un conjunto no vacío. Se dice que la aplicación d : Y ×Y → [0,∞)
es una distancia o métrica si cumple que ∀x, y, z ∈ Y :

• Reflexividad:
d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

• Simetría:
d(x, y) = d(y, x).

• Desigualdad triangular:
d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

La literatura falla a la hora de dar una definición precisa de similitud. Esta se usa como término
paraguas: toda función que permita afirmar que dos objetos son similares, i.e. que las propiedades que se
hayan medido se parezcan según el criterio establecido por esta, se considera similitud. Así, se entiende
que a menor similitud menor parecido. Teniendo esto presente, se usará [6] para dar la definición en la
que nos basaremos.

Definición 2.2.2 (Similitud). Sea Y un conjunto no vacío. La aplicación s : Y ×Y → R es una similitud
o medida de similitud si es una función acotada superiormente cumpliendo que para smax = máx Im(s)
y ∀x, y ∈ Y :

• Reflexividad:
s(x, y) = smax ⇔ x = y.

• Simetría:
s(x, y) = s(y, x).
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Entendiéndose que a menor disimilitud más parecido existe entre los objetos y de manera análoga a la
similitud, obtenemos:

Definición 2.2.3 (Disimilitud). Sea Y un conjunto no vacío. La aplicación dis : Y × Y → R es una
disimilitud o medida de disimilitud si es una función acotada inferiormente cumpliendo que para dismin =
mı́n Im(dis) y ∀x, y ∈ Y :

• Reflexividad:
dis(x, y) = dismin ⇔ x = y.

• Simetría:
dis(x, y) = dis(y, x).

No toda medida de (di)similitud ha de encajar en las definiciones anteriores. Estas se han tomado por
ser intuitivas y generales. Se pueden dar otras como las vistas en [6]. Será suficiente, en este caso, con las
definiciones proporcionadas.

Observación. Se tiene que toda distancia es una medida de disimilitud.

Una vez establecido el concepto de (di)similitud se puede obtener B, la matriz de (di)similitud:

B =



b11 · · · b1i · · · b1n
...

. . .
...

...
bi1 bii bin
...

...
. . .

...
bn1 · · · bni · · · bnn


Matriz n× n donde bij es la medida bien de similitud o disimilitud entre el j-ésimo y el i-ésimo elemento
de la muestra. Usando las definiciones proporcionada se tiene que B cumple:

1. bii = smax (dismin si es de disimilitud) ∀i = 1, . . . , n.

2. Es simétrica:
bij = bji ∀i, j = 1, . . . , n.

Si además cumple que es semi-definida positiva como matriz de una similitud s cumpliendo:

0 ≤ s(x, y) ≤ 1.

Se demuestra en [7] que
d(x, y) =

√
1− s(x, y)

define una distancia.

Observación. Es importante notar que se trabaja con STMs. Si bien una serie temporal univariante
puede tratarse como un vector de T componentes, una STM sería una matriz m × T y han de definirse
las medidas teniendo esto en cuenta. Esto se verá con detenimiento en 3.

Ya conocido lo que queremos maximizar (minimizar en el caso de ser disimilitud) se quiere agrupar los
objetos de la muestra siguiendo el criterio expuesto al inicio de la sección 2.2. Para ello hay diferentes
técnicas y algoritmos.
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2.2.2 Proceso de Análisis de Conglomerados y algoritmos

Realizar este análisis es un proceso que consta de varias etapas. De manera general se tienen:

1. Seleccionar las variables significativas que describan el objeto de estudio.

2. Seleccionar la medida de (di)similitud a usar para crear las agrupaciones.

3. Seleccionar el algoritmo a usar.

4. Valoración de los resultados con análisis de robustez y consistencia.

Todas las etapas se contemplan con detenimiento a lo largo de este documento. La primera etapa se
verá en 6. La segunda etapa se estudiará en profundidad en 3 y también en 4. Los algoritmos se expondrán
a continuación. Finalmente la valoración de los resultados se trata en 5.

Observación. Es importante notar que a la combinación de las etapas 2 y 3, elegir una medida y con
esta aplicar cualquiera (o uno solo) de los algoritmos que se verán, es lo que denotaremos como técnica
de Análisis de Conglomerados. Esto es lo que se expondrá en 4 donde se clasificarán según hagan uso de
la (di)similitud.

Por algoritmo se entiende la manipulación de los objetos per se para agruparlos. Así, se tienen que hay
dos tipos:

• Jerárquicos. Son los algoritmos que en cada paso o bien dividen un conglomerado en dos o bien
aúnan dos en uno en tanto que se optimice la medida usada. Hay dos tipos:

- Aglomerativos. Se considera cada elemento un conglomerado. Partiendo de esto, en cada ite-
ración se unen los dos conglomerados más similares hasta que queda uno solo que contiene a
toda la muestra.

- Divisivos. Es el proceso inverso. Partiendo de un único conglomerado con toda la muestra, en
cada iteración se subdivide hasta que cada objeto es un conglomerado.

• No jerárquicos. Estos algoritmos hacen una única división. Primero se fija el número, k, de
conglomerados ha formar y se toma una partición inicial de la muestra en k grupos. En cada
iteración se reasignan los elementos hasta que el algoritmo se estabiliza. La división resultante es
la obtenida en la última iteración del algoritmo.

Observación. En el caso de las series temporales existe también algoritmos que usan segmentos o puntos
concretos de las series temporales en vez de su totalidad [4]. En este documento solo se verán aquellos
que usan las series temporales al completo.
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3

Estudio de métricas de (di)similitud en
series temporales

En la sección anterior se ha visto que la medida de (di)similitud es vertebral en el Análisis de Conglome-
rados al necesitar una forma de determinar el parecido (o la diferencia) entre elementos y en base a esta
formar los grupos. La motivación de este estudio parte de lo anterior pues aunque se aplique el mismo
algoritmo cambiar la medida usada podría llevar a cambiar la asignación de etiquetas y por ende los
resultados. Los conglomerados resultantes podrían ser distintos tanto en número como en los elementos
que los conforman. Por esto la elección de la medida de similitud adecuada es esencial.

La respuesta a las preguntas «¿qué medida usar?,¿cuál es la mejor?» es compleja y no encuentra una
respuesta única ni completamente certera. Esta decisión depende de factores como el tipo de datos o el
objetivo con el que se hace el análisis. Se verán en esta sección las principales medidas, sus usos, ventajas
y desventajas.

3.1 Series temporales univariantes

Las medidas difieren entre las series temporales univariantes y multivariante por lo que dividir este estudio
en los dos casos es obligado.

Es importante notar que se suponen las variables medidas son continuas y en consecuencia serán las
medidas mostradas. Si bien, esto es una generalización que deja atrás muchos resultados interesantes, se
hace necesaria dada la extensión de la literatura en este ámbito. Aún así, se harán menciones a alguno
de los más relevantes para este documento.

3.1.1 Distancias métricas

Como se ha mencionado anteriormente toda distancia métrica es una medida de disimilitud. Estas medidas
se pueden aplicar a la series temporales (de una variable continua) si se consideran como vectores de RT

con T la longitud de la serie.

Una vez elegida la medida para determinar los grupos se necesita saber que series temporal están más
cerca (tiene menor disimilitud) entre sí. De aquí nace el problema de «El vecino más cercano» consistiendo
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en dado un punto fijo (una serie temporal) encontrar otra lo más cercana posible con respecto a las demás.

Es importante notar que las series temporales pueden alcanzar valores de T muy elevados como los
obtenidos en aplicaciones climatológicas por lo que se hace patente la maldición de la dimensionalidad
[5]. Este es un nombre usualmente atribuido a los problemas que se puedan originar al trabajar en altas
dimensiones. En el caso que nos concierne, el problema del vecino más cercano, se tiene que al usar las
normas Lp ∀p ∈ [1,∞] a mayor p mayor pérdida de significación de la solución al problema [8].

Con lo anterior presente, consideremos una matriz X de n series temporales medidas en T momentos
distintos. Sean x = (x1, x2, . . . , xT ) e y = (y1, y2, . . . , yT ) dos elementos de X y sean xt, yt los valores en
el momento t-ésimo de las respectivas series. Las distancias más usadas son las que siguen:

• Distancia Minkowski: dp(x, y) =
(∑T

t=1(xt − yt)
p
)1/p

∀p ∈ [1,∞).

• Distancia de Chebyshev: d∞(x, y) = máx{|xt − yt|, t = 1, . . . , T}.

• Distancia Mahalanobis: dM (x, y) =
(
(x− y)Σ−1(x− y)⊤

)1/2.
• Distancia cuerda: dcu(x, y) =

(
2− 2

∑T
t=1 xtyt

∥x∥2∥y∥2

)1/2
.

• Distancia coseno: dcos =
∑T

t=1 xtyt

∥x∥2∥y∥2
.

Donde Σ es la matriz de covarianza de los datos y ∥·∥2 la norma euclídea.

Partiendo del hecho que en las medidas anteriores es necesario que todas las series tengan la misma
longitud. Las distancia Minkowski y Chebyshev provienen de las normas Lp y por tanto heredan el
problema de la pérdida de significado en altas dimensiones anterior. Si bien las mejores opciones serían d1
y d2, la distancia Manhattan y euclídea respectivamente. Presentarían menos problemas al aumentar de
dimensión aunque siguen siendo muy ineficientes para los altos valores que puede tomar T , llegando a ser
superadas en eficiencia por un escáner secuencial [9]. Además ocurre que la variable con mayores valores
domina al resto y las correlaciones lineales entre estas pueden acortar distancias dando lugar a medidas
erróneas [10]. Estos dos últimos problemas se pueden afrontar haciendo uso de la distancia cuerda al
normalizar los vectores (define la distancia como la cuerda que les une en una hiperesfera unidad) y con
la distancia Mahalanobis que usa la matriz de covarianzas asociando diferentes pesos a las variables. Sin
embargo esto no soluciona el problema con la dimensión de T y la distancia Mahalanobis requiere de la
normalidad de los datos y de clústeres hiperelipsoidales [11].

Por otro lado la distancia coseno no presenta estos problemas pues es independiente de la longitud del
vector e invariante ante rotaciones. Sin embargo, no es invariante frente a transformaciones lineales.

En las desventajas asociadas a las medidas anteriores no se ha contemplado la más importante. Al
pretender que una serie temporal es solamente un vector se elimina una de sus características más im-
portantes: son datos temporales. Esto nos permite volver a la pregunta de «¿qué medida usar?» y ver
que las anteriores no serían la respuesta más acertada ya que no tienen en cuenta el tipo de datos con los
que se tratan.
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3.1.2 Similitudes y disimilitudes

Eliminar la obligación de cumplir la desigualdad triangular da lugar a poder definir nuevas medidas que
sí tienen en cuenta la temporalidad de los datos siendo así más robustas ante series de distintos tamaño,
transformaciones como el desplazamiento en el tiempo de una serie respecto a otra, etc.

El primer ejemplo que se verá con más detalle en la sección 4 es Dynamic Time Warping [12]:

Dynamic Time Warping

Dadas dos series temporales x = (x1, x2, . . . , xT ) e y = x = (y1, y2, . . . , yS), de longitudes T y S respec-
tivamente pudiendo ser T ̸= S se crea una matriz de distancias T × S, Dx,y:

Dx,y =


dp(xT , y1) dp(xT , y2) · · · dp(xT , yS)

...
... . .

. ...
dp(x2, y1) dp(x2, y2) · · · dp(x2, yS)
dp(x1, y1) dp(x1, y2) · · · dp(x1, yS)


donde en dp se toma comúnmente la distancia euclídea (p = 2). Una vez obtenida esta matriz se busca
un camino, W = {w1, . . . , wK}, de elementos contiguos de la matriz Dx,y cumpliendo, generalmente:

1. w1 = (1, 1) y wK = (T, S).

2. Si wk = (i, j) y wk−1 = (i′, j′) entonces:

0 ≤ i− i′ ≤ 1

0 ≤ j − j′ ≤ 1.

Es decir se busca un camino continuo y monótono que coincida en los extremos para asegurar una
alineación adecuada.

Finalmente la distancia entre la series x e y viene dada por el camino óptimo que cumple lo anterior y
minimiza la función:

DTW (x, y) = mı́n

(
K∑
i=1

wi

)
. (3.1)

Si bien esta medida de disimilitud hace uso de la distancia euclídea el resultado obtenido es muy
diferente gracias al camino W . Siendo en tanto muy útil para encontrar series temporales con formas
parecidas incluso si ha habido un desplazamiento de estas en el tiempo o un cambio de escala. Sin
embargo tiene un elevado coste computacional, O(TS) [12].

DTW al contrario que la distancias que le han precedido, entra dentro de un tipo de medidas llamadas
elásticas al permitir flexibilidad [13] como se observa en las siguiente gráficas.
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(a) Dynamic Time Warping (b) Distancia euclídea

Figura 3.1: Diferencia entre DTW y la distancia euclídea donde las líneas grises representan el mapeo
entre los puntos de las dos series temporales observándose como DTW aproxima mejor la forma.

Si bien soluciona en cierto modo el problema de las transformaciones de las series temporales (en
concreto el desplazamiento y/o el cambio de escala), sigue siendo costoso para altos valores de T y S.
Para afrontar este problema las medidas que se verán se encargan de extraer una representación de las
series temporales (disminuyendo así la dimensión) y sobre estas medir. Este procedimiento es parecido al
que se explicará en 4 pues no se miden las series per sé sino una representación (o modelo) de estas.

El primer ejemplo de este tipo de medidas lleva usándose desde 1993 [14] y se basa en concebir las series
temporales como ondas. De este modo, todos los ámbitos que traten con datos como señales de radio,
sonido o incluso datos climatológicos se pueden ver beneficiados por esta consideración. A este método
se le conoce como la Transformada Discreta de Fourier, pues hace uso de esta para aproximar las series
temporales.

Transformada Discreta de Fourier

Dada una serie temporal, x = (x1, x2, . . . , xn) su transformada de Fouirer es [15]:

Xf =
1√

n
∑n

t=1 e
−i2πft/n

f = 1, 2, . . . , n.

Donde i =
√
−1, la unidad imaginaria. Una vez transformadas las series se tiene el teorema de Parseval:

Teorema (Paserval). Sea X la Transformada Discreta de Fourier de la serie x. Entonces:
n∑

t=1

|xt|2 =

n∑
f=1

|Xf |2.

De este teorema se deduce que, definiendo x = z−y, la diferencia de dos series temporales, la distancia
euclídea entre ellas coincide con la diferencia de los valores de sus transformadas. Así se define la distancia
entre dos series temporales, como la suma de cuadrados, que aplicando lo anterior resulta en:

TDF (z, y) =

√√√√ n∑
f=1

|Xf |2.

Esta técnica reduce la dimensión pues es con f < 5 ya se considera una buena aproximación. Además es
invariante ante desplazamientos en el tiempo de las series y el cálculo de la transformada tiene complejidad
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O(nlog(n)) donde n es la longitud de las series [15]. Por lo tanto se resuelve el problema que nos planteaba
el DTW sobre la complejidad.

Existen otros métodos de reducción de dimensión de las series temporales como el SVD [16] que ya no se
pueden considerar medidas pero que también resuelven el problema de la maldición de la dimensionalidad
[13].

Si bien puede parecer que tener en cuenta la naturaleza de las series temporales desemboca en medidas
complejas, no siempre es así. Hay medidas como las que siguen que desafían esto:

Correlación temporal

La correlación temporal es un coeficiente que se inspira en el coeficiente de correlación de Pearson (que
también se puede usar como medida de series temporales) pero no presenta el problema de sobre esti-
mación que este sí al tener en cuenta la dependencia temporal entre las variables [17]. Dadas dos series
x = (x1, x2, . . . , xT ) e y = x = (y1, y2, . . . , yT ) se define su correlación temporal se como sigue [17]:

CORT (x, y) =

∑T−1
t=1 (xt+1 − xt)(yt+1 − yt)√∑T−1

t=1 (xt+1 − xt)2
√∑T−1

t=1 (yt+1 − yt)2
.

Así, CORT (x, y) ∈ [−1, 1] donde si el coeficiente es 1 entonces las series muestran un comportamiento
dinámico similar, en el caso de ser -1 este es similar pero en la dirección opuesta y si es 0, muestran
distintos comportamientos.

Una vez que se establece este coeficiente la medida de disimilitud necesita de otra medida, normalmente
la euclídea o el DTW, para asociarle un peso a los valores que estas proporcionan a través de una función
de ajuste adaptativa. Así, la distancia sería:

dCORT (x, y) = ϕ(CORT (x, y))d(x, y).

La función propuesta en [17] es:

ϕk(u) =
2

1 + ek∗u
∀k ≥ 0.

Cumpliéndose que a medida que CORT (x, y) vaya incrementando desde 0 hasta 1 la disimilitud vaya
disminuyendo y viceversa.

Coeficiente de correlación Pearson

Del mismo modo a la distancia anterior se puede definir una disimilaridad usando el coeficiente de
correlación de Pearson. Sea una serie temporal x = (x1, x2, . . . , xT ) su media se define como:

x̄ =
1

T

T∑
t=1

xt.

Teniendo esto en cuenta y tomando otra serie temporal y de igual longitud. El coeficiente de correlación
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de Pearson es

COR(x, y) =

∑T
t=1(xt − x̄)(yt − ȳ)√∑T

t=1(xt − x̄)2
√∑T

t=1(yt − ȳ)2
.

Se ve en [18] la definición de una disimilitud:

dCOR(x, y) =

√(
1− COR(x, y)

1 + COR(x, y)

)β

, con β > 0.

Importante notar que dCOR tiende a infinito cuando el coeficiente de correlación se acerca a -1 así que
esta medida sirve para aplicaciones donde no se vea la anticorrelación como aceptable [18].

Finalmente, cambiando de manera de entender las series, si las vemos como funciones discretas de una
variable se le puede aplicar la medida siguiente.

Distancia Fréchet

Introducida en primera instancia para medir la proximidad sobre curvas continuas en [19] se define para
el caso discreto. Sean dos series temporales no necesariamente de la misma longitud x = (x1, x2, . . . , xT )
e y = (y1, y2, . . . , yS). Se define M como el conjunto de todos los posibles emparejamientos de los valores
de x e y dos a dos de longitud m, donde si r ∈M , un emparejamiento, este será de la forma

r = ((xa1 , yb1), . . . , (xam , ybm))

cumpliendo que ai,∈ {1, . . . , T}, bi,∈ {1, . . . , S} tales que a1 = b1 = 1, am = T, bm = S y para todo
i = 1, . . . ,m− 1 es ai+1 = ai o ai+1 = ai + 1 y bi+1 = bi o bi+1 = bi + 1. Esto obliga a respetar el orden
de los elementos. La distancia se define por tanto como

dF (x, y) = mı́n
r∈M

(
m∑
i=1

|xai − ybi |

)
.

En [19] se demuestra que esta disimilitud es de hecho una métrica. Además de una cota superior de la
distancia de Fréchet original y una buena aproximación suya de complejidad O(TS).

3.2 Series temporales multivariantes (STM)

Por la naturaleza de las medidas anteriores, salvo DTW, no se pueden aplicar a STM pues según se han
definido son vectores de vectores a los que hacerles la media entre otras operaciones resultan en tareas
no tan sencillas. El primer ejemplo que se verá será el DTW donde se hace muy patente este cambio de
paradigma.

Dynamic Time Warping

Dadas dos STM Y = (Y1, Y2, . . . , Ys) y X = (X1, X2, . . . , Xt), se tiene que cada componente es una serie
temporal que suponemos longitud T para las de X y las de Y . Por tanto la matriz Dx,y anterior cambia
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siendo ahora:

DX,Y =


dp(Xt, Y1) dp(Xt, Y2) · · · dp(Xt, Xs)

...
... . .

. ...
dp(X2, Y1) dp(X2, Y2) · · · dp(X2, Ys)
dp(X1, Y1) dp(X1, Y2) · · · dp(X1, Ys)


donde la dp(Xi, Yj) es la distancia entre dos vectores (las dos series temporales correspondientes). El
camino W y la función a minimizar continúan la misma.

Distancia Edit en secuencias reales

Esta distancia nace de la necesidad de seguimiento de objetos ya sean en 2 o 3 dimensiones [20]. Así una
serie temporal en este ámbito tendrá la forma X =

(
(x1, t1), . . . , ((xn, tn)

)
, donde xi puede ser un vector

de dos o tres dimensiones y ti es el tiempo asociado que se considera discreto. Así la distancia entre dos
trayectorias, Y y X de longitudes m y n respectivamente se define recursivamente como [20]:

EDR(X,Y ) =


n si m = 0
m si n = 0

mı́n{EDR(X−1, Y−1) + s,
EDR(X−1, Y ) + 1, en otro caso
EDR(X,Y−1) + 1}

Donde X−1 es la trayectoria X quitándole el primer elemento y s es un coste que depende de los valores
x1, y1 de manera que s = 0 si |x1,1 − y1,1| ≤ ε y |x1,2 − y1,2| ≤ ε para un ε a elegir y s = 1 en caso
contrario.

Esta disimilitud mide la cantidad de veces que se necesita, insertar, borrar o desplazar la trayectoria
X para transformarla. Esta medida presenta una mejora en el tratamiento de los efectos del ruido y por
tanto en el de valores atípicos respecto a DTW y al igual que este no es sensible ante desplazamientos.

Esta medida sale de la distancia Edit junto con la distancia Edit con penalización real que se puede
ver en [21]. Tanto la distancia que se ha descrito como la que se ha mencionado se pueden generalizar
para tantas dimensiones como sean necesarias.

Subsecuencia común más larga

Siguiendo en el ámbito del seguimiento de objetos se encuentra esta medida que se presenta más adecuada
que DTW para este trabajo [22]. Esta disimilitud trabaja con diferentes tasas de muestreo, longitudes
y con valores atípicos, además de permitir que haya elementos sin emparejar. Dados dos trayectorias
Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) y X = (X1, X2, . . . , Xn), δ ∈ Z y ε ∈ (0, 1). Se define la distancia como:

SSCLδ,ε(X,Y ) =

 0 si X o Y son vacíos
1 + SSLCδ,ε(X−1, Y−1) si X e Y concuerdan y |n−m| ≤ δ

máx{SSLCδ,ε(X−1, Y ), SSLCδ,ε(X,Y−1)} en caso contrario

DondeX−1 vuelve a ser la STMX sin el último valor y que dos series concuerden significa que |Xn−Ym| <
ε.
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Aquí ε es elegido por el usuario para dictaminar el umbral de lo que se considera parecido y δ se elige
para decir cuanto se puede desplazar horizontalmente para acomodar los posibles desplazamientos de una
serie respecto a otra.

Con esta última disimilitud se concluye el estudio de las distintas medidas para series temporales. Solo
se han presentado las más usadas, para más ejemplos se puede consultar [23] donde se ven en particular
las que se han visto e incluso las normas Lp multivariantes. A lo largo de esta sección se ha pretendido
ir señalando sus características para hacer más fácil las respuestas a las preguntas iniciales de «¿qué
medida usar?,¿cuál es la mejor?» sin embargo, estas siguen siendo complicadas. Hay varios artículos con
el objetivo de comparar distintas medidas (tanto las vistas aquí como otras más) sobre una misma base
de datos que pueden ayudar a contestar a las cuestiones como en [24] con un caso simulado o también
[13].

Ciertas medidas o más bien técnicas que se han dejado sin mencionar por no encajar del todo en esta
sección se verán en la siguiente pues se tratarán las distintas formas de extraer información para ver
similitudes sin que haya necesariamente una similitud o disimilitud interviniendo (como era el caso de
SVD). Se le dará importancia a modelos y las distancias quedan relegadas a un segundo plano.

3.3 Más allá de las variables continuas

Como ya se había mencionado al principio de la sección, solo se han visto las medidas que necesitan para
variables continuas. Evidentemente, no todas las series temporales vienen dadas por variables continuas,
muchas pueden venir dadas por variables discretas, categóricas, cualitativas, etc. Ya es una tarea ardua
lidiar con este tipo de variables en bases de datos usuales. Si bien como hemos visto en el caso de las
series temporales univariantes, esas mismas distancias les podrían ser aplicadas (en algunos casos) pero
se olvidarían de la temporalidad de los datos y en el caso de STM las medidas les ocurre lo que al SVD,
se basan en un modelo muchas veces estadístico [25]. Es decir, son (di)similitudes complejas con muchas
consideraciones a hacer.

Tomando más conciencia aún sobre la complejidad de tratar con datos reales y diferentes tipos de
variables, es de obligada mención el hecho de que no siempre hay solo variables continuas o categóricas,
muchas veces se mezclan en la misma base de datos. Este es en gran parte el caso en estudios médicos.
Para variables mixtas (que es como se le denomina a lo anterior) se propuso ya en 1971 una muy buena
distancia, la de Gower [26]. Sin embargo, esta distancia no se puede usar en las series temporales por
como está definida y como se define este tipo de series [27]. Ante este problema una de las soluciones
más interesantes es la de usar los Modelos Markovianos Ocultos, una aproximación basada en un modelo
estadístico a partir de cadenas de Markov ocultas, que se suele usar en los casos médicos [28].

En definitiva, hay muchas opciones donde elegir a la hora de ver cómo decidir que se entiende por
parecerse. Muchos tipos de variables y para lidiar con ellos muchas soluciones distintas. La literatura es
amplia en este aspecto gracias al potencial de las series temporales.
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4

Estudio de técnicas de conglomerados

Acorde a 2.2.2 proporcionando una visión más amplía: se entiende una técnica de conglomerados como
el método y algoritmo de aglomeración elegidos para obtener la información necesaria de los datos y
separarlos en conglomerados. Siguiendo esta línea, la división que se hará en esta sección será parecida
a la propuesta en [4]. Usualmente se clasifican como en [29] pero no es un enfoque adecuado para este
documento aunque se hará una consideración sobre los distintos algoritmos que se suelen usar.

En este documento se dividirán las técnicas de conglomerados en tres categorías, las basadas en las
formas de las series temporales, en características extraídas de estas y en modelos estadísticos sobre ellas.
Esta división se hace acorde al uso de la medida de (di)similitud. En el primer caso la medida se usa
para comparar la forma de las series per se o bien una aproximación de estas. En el segundo caso se usa
para comparar un vector de características extraídas de las series y en el último para ver qué modelo
estadístico se ajusta mejor en tanto que a generar las series temporales se refiere.

Se expondrán ejemplos de las principales técnicas en cada categoría.

4.1 Técnicas basadas en la forma

Las técnicas agrupadas bajo esta categoría además incluyen y/o son las mismas que las denotadas en
la literatura como raw-data-based o similarity-based [30, 31], es decir, técnicas basadas en los datos sin
procesar o en similitud. Se ha elegido denotarlas por técnicas basadas en la forma (de las series temporales)
al considerarse un nombre mejor ajustado a los ejemplos que aquí se verán y a lo que se considera en este
trabajo a este tipo de técnica.

Definición 4.1.1 (Técnica basada en la forma). Se denotan técnicas basadas en la forma aquellas que
comparan las formas de las series. Se consideran dos tipos: aquellas que usan los datos sin procesar
comparando mediante una medida de (di)similitud y aquellas que usan modelos para aproximar las
formas de la series comparando estas aproximaciones mediante medidas o divergencias.

Una divergencia es una medida de disimilitud que no cumple la propiedad simétrica aunque siempre
se puede simetrizar.

Siguiendo la definición se verán dos ejemplos de técnicas, una para cada tipo.
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4.1.1 Dynamic Time Warping (DTW)

Ya en 3.1.2 se hizo un primer acercamiento a DTW. Por el orden de complejidad de esta disimilitud se
suele aplicar para series temporales cortas. Sin embargo, hay numerosos métodos usados para hacer de
DTW un método más eficiente en tanto que al hallar el camino W se refiere. Se verán estos métodos
junto con una definición más exhaustiva de DTW.

Dada que la diferencia entre usar DTW para series univariante o multivariantes radica en como se
interpreta la matriz distancia entre dos series, se explicarán los conceptos para series univariantes para
aligerar notación siendo estos siempre aplicables al caso multivariante.

Sean u = (u1, u2, . . . , uT ) e v = (v1, v2, . . . , vS) dos series temporales y su respectiva matriz de distancias
Du,v.

Du,v =


dp(uT , v1) dp(uT , v2) · · · dp(uT , vS)

...
... . .

. ...
dp(u2, v1) dp(u2, v2) · · · dp(u2, vS)
dp(u1, v1) dp(u1, v2) · · · dp(u1, vS)

 .

Si bien la definición de la matriz puede parecer inusual proviene de [32], donde primero se define DTW,
para clarificar las diferencias temporales entre las series. Es importante notar que el objetivo con el que
se crea esta medida no es otro que el reconocimiento de voz y por tanto busca deformar una serie en otra
eliminando así las fluctuaciones temporales propias del lenguaje hablado. Tomar la matriz de distancias
de esta manera permite verla como una cuadrícula sobre el plano donde la primera columna y la última
fila serían los ejes cartesianos, la serie u el eje de abscisas y v el de ordenadas.

Figura 4.1: Visualización de las series temporales u (en rojo) y v (en azul) junto al camino de deformación
entre ellas.
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Sería entonces W el camino de deformación de la serie u a la serie v, obteniéndose una diagonal en el
caso de no existir diferencias entre ellas.

Para obtener el camino se hace uso de programación dinámica donde se pretende encontrar el camino
que optimice:

DTW (x, y) = mı́n

(∑K
i=1 wi · pi∑k

i=1 pi

)
.

Donde pi son pesos asociados a los pasos dados en el camino. Si todos los posibles pasos tienen el mismo
coste la definición anterior se resume a la función 3.1, en caso contrario se usa para medir características
como la flexibilidad.

Hay una gran cantidad de caminos de deformación posibles, muchos de los cuales si bien pueden tener
un coste reducido representan una deformación sin coherencia con lo que se busca. Por esto, se imponen
ciertas restricciones sobre W .

Restricciones sobre el camino de deformación

Sean wk = (i, j) y wk−1 = (i′, j′) dos elementos del camino W = {w1, w2, . . . , wK}. Estos elementos han
de cumplir las siguientes restricciones:

1. Monotonía. Se busca que el camino no retroceda en el tiempo, es decir, que no se repita una
característica:

i′ ≤ i y j′ ≤ j.

2. Continuidad. Asegura que no se omitan características importantes exigiendo:

i− i′ ≤ 1 y j − j′ ≤ 1.

3. Condiciones sobre los bordes. Evita que la alineación solo considere una parte de las series:

w1 = (1, 1) y wK = (T, S).

4. Ventana de deformación. Se asume que un buen camino de deformación no se ha de alejar demasiado
de la diagonal pues en caso contrario podría saltarse características dispares y estancarse en las que
sean muy similares:

|i− j| ≤ r donde r > 0 es la longitud de la ventana.

5. Restricción sobre la pendiente. Con esta restricción se busca evitar tanto que el camino sea excesi-
vamente creciente dando lugar a que un patrón corto en u se corresponda con uno demasiado largo
en v, como que sea demasiado suave ocurriendo el caso contrario. Así se restringirá el número de
pasos consecutivos dados en la dirección de "abscisas" u "ordenadas". Es decir, para w1 = (i, j),
wk = (i′, j′), dos elementos de W diferenciados k = p + q pasos donde se han dado p pasos en la
dirección de ordenadas y q en la de abscisas, se ha de cumplir que:

j − j′ ≤ n y i− i′ ≤ m.

Suele ocurrir que se toma m = n.

Se obtiene de lo anterior un camino de deformación que alinea completamente una serie a la otra de
manera continua evitando retrocesos en el tiempo, sin saltarse patrones relevantes o estancarse en estos.
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Como se puede observar la elección de los valores de la ventana de deformación y la pendiente se deja
libre. Cuales son los valores adecuados puede variar dependiendo de los datos y tomar distintos valores y
hacer pruebas con un subconjunto de los datos puede ser de gran utilidad.

En el caso de la ventana de deformación se tiene de herencia del uso original el usar una ventana donde
r es el 10% de la longitud de las series temporales. Sin embargo, en [33] se discute que este valor no es
necesariamente adecuado y que menores valores de r pueden ser beneficiosos llegando a proponer tomar
r como el 5% de la longitud de las series.

La ventana más comúnmente usada es la ventana Sakoe-Chiba [32]. Esta puede derivar en una impo-
sibilidad de cumplir la restricción sobre los bordes en el caso de tener dos series temporales de distinto
tamaño. Ante esto se proponen dos soluciones:

• En [34] se propone usar una ventana constituida por los puntos a lo largo de la diagonal serrada
que une a (1,1) y (T, S) (tiene pendiente S

T en vez de 1) que se encuentran contenidos en

[(i, j − r), (i, j + r)]

con (i, j) en la diagonal anterior.

• En [33] se argumenta que no existe un diferencia estadísticamente significativa entre usar las series
temporales con longitudes dispares o usar interpolaciones de estas de manera que todas se ajusten a
la longitud de la mayor de todas. Así, usando esta interpolación, no sería necesaria la consideración
de una ventana que siga otra diagonal que la propia de una matriz cuadrada.

r

s

Figura 4.2: Banda de Sakoe-Chiba.

Otro tipo de ventana muy usada sobre todo en el campo de reconocimiento de voz es el paralelogramo
de Itakura [35] el cual no se ve afectado por la posible diferencia en las longitudes de las series. Tomando
dos series u y v de longitudes T y S respectivamente y dado un valor p que será el parámetro del
paralelogramo. Se tiene que, suponiendo la matriz Du,v un rectángulo en el plano delimitado por los ejes
cartesianos y las rectas x = S, y = T , el paralelogramo viene dado por los puntos contenidos en el área
que encierran las rectas

r1 : y =
x

p

r2 : y =x · S

r3 : y =
x

p
+ T − S

p

r4 : y =x · p+ T − p · S
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Con respecto a la pendiente de la recta esta restricción ya va implícita al usar una ventana que no
permita avanzar demasiado en las direcciones verticales y horizontales. Además al usar los pesos asociados
a los pasos que se mencionaban al principio de manera que se penalice dar pasos en esas direcciones
también se restringe la pendiente del camino de deformación.

r1

r3

r2

r4

Figura 4.3: Paralelogramo de Itakura con p = 2.

Elección de los pesos asociados

Hay varias elecciones de los pesos como las mostradas en [34]. Las más usada son dos tipos de patrones
simétricos:

• El primero, le asigna a todos los pasos el mismo valor, 1, lo que hace que se propicie los pasos
diagonales.

• El segundo le asigna a la diagonal un peso de 2 y a desplazarse en la vertical u horizontal un peso
de 1. Así le otorga el mismo peso a dar un paso en diagonal que ha darlo primero en vertical y luego
en horizontal o viceversa.

1
1

1

1
2

1

Figura 4.4: Diferencia entre los dos tipos de patrones simétricos más comunes.

Límites inferiores

Si bien las restricciones anteriores proporcionan una mejoría en la eficiencia de DTW principalmente
tienen de objetivo proporcionar el tipo de camino de deformación deseado. Para disminuir la complejidad
hasta llegar al punto que esta pueda llegar a ser O(T ) [33] con T la longitud de la serie más larga
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(asumiendo el uso de interpolación en caso de series de longitudes dispares). Los tipos de restricciones
más usadas se pueden ver en [36] siendo estas la propuesta por Keogh y la propuesta en [37] que hace
uso de la anterior y la mejora.

4.1.2 Modelos Markovianos Ocultos. MMO

Esta técnica si bien en base a un modelo se considera dentro de esta categoría ya que construye una
aproximación a las formas de las series temporales.

Un MMO es un tipo de modelo que se basa en las cadenas de Markov [38]. La definición que se usará
en este documento es la que sigue.

Definición 4.1.2 (Cadena de Markov). Dado un proceso estocástico discreto {Xt}t∈N que toma valores
en un conjunto finito o numerable E llamado conjunto de estados. Se tiene que esta secuencia de variables
aleatorias es una cadena de Markov si cumple la propiedad de Markov:

P (Xn+1 = i|Xn = j,Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1) = P (Xn+1 = j|Xn = i)

donde i, j, in−1, . . . , i1 ∈ E.

A lo anterior en la literatura se le conoce como cadena de Markov discreta. Este tipo de proceso
estocástico se caracteriza por su falta de memoria pues la probabilidad que se de un estado u otro al
dar un paso en el tiempo (de n a n + 1) depende únicamente del estado anterior. Aquí las variables
proporcionan la probabilidad que en el tiempo n + 1 se de el estado j dado que en el tiempo anterior
ocurriera el estado i. Estas probabilidades se pueden organizar en una matriz llamada matriz estocástica
o de transición donde pij es la probabilidad anteriormente mencionada.

P =

p11 p12 · · ·
p21 p22 · · ·
...

...
. . .


cumpliendo

∞∑
i=1

pij = 1 ∀j ∈ E.

Se ha de mencionar que se está asumiendo que las probabilidades de transición son independientes del
instante de tiempo en la que se produzcan. Este puede no ser siempre el caso pues la matriz anterior
puede depender del tiempo o covariables.

Una vez conocido el concepto de una cadena de Markov, un MMO se puede ver como un doble proceso
estocástico donde hay un primer proceso oculto, los estados, compuesto por una cadena de Markov que
solo se puede observar a través del segundo proceso, una variables cuyas distribuciones de probabilidad
(probabilidades de emisión) vienen regidas por estos estados ocultos. Es decir, dadas unas variables
aleatorias, su comportamiento viene regido por una cadena de Markov que no se puede observar.

Esto queda más claro a través de ejemplos. En [39] se dan varios distintos al que se proporcionará a
continuación:

Uno de los motivos por lo que este tipo de técnica se usa en los contextos sanitarios es porque un
individuo se puede considerar en uno de dos estados (sano o enfermo) de una cadena markoviana. Sin
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embargo, este estado no se puede observar directamente, se necesita de ciertas variables como la tem-
peratura corporal o un análisis de sangre cuyos resultados vendrían determinados por los estados de la
cadena de Markov (si el paciente está sano o enfermo). Así, la probabilidad de una analítica con resultados
preocupantes es menor si el paciente está sano que si estuviera enfermo.

Una vez se ha dado una intuición, se define un MMO como [38]:

Definición 4.1.3 (Modelo Markoviano Oculto). Se entiende por Modelo Markoviano Oculto a un proceso
estocástico consistentes de dos partes diferenciadas, una oculta y una observable, pero relacionadas entre
sí en tanto que la observable depende de la oculta.

• La parte oculta consiste de una cadena de Markov finita {Xt}Kt=1 con E = {e1, . . . , eN} estados y
una matriz de transición P . Junto de la distribución inicial asociada, denotada como

πi = P (X1 = ei) ∀ei ∈ E.

• La parte observable está formada por el conjunto de variables {Yt}Kt=1 con V = {v1, . . . , vM} el
espacio de posibles valores que toman y una matriz de emisión Q donde

qij = P (Yt = vj |Xt = ei), con 1 ≤ i ≤ N, 1 ≤ j ≤M.

Las matrices de transición y emisión pueden verse como las matrices de un grafo dirigido.

e1 e2

p12

e3 e4

v1 v2

q42

Figura 4.5: Un Modelo Markoviano Oculto con 4 estados que sólo emiten dos posibles valores.

En el diagrama anterior las flechas azules serían la matriz P donde la probabilidad de pasar del estado
e1 a e2 es p12 y la de pasar del estado e1 a e3 sería 0. La matriz de emisión vendría dada por las flechas
naranjas donde q42 es la probabilidad de que el estado e4 produzca la observación v2.

Ya entendida la base sobre la que se fundamenta la técnica, se ha de justificar porqué se entiende como
basada en la forma de las series temporales.

Esta técnica está construida de manera tal que puede trabajar con variables categóricas y continuas.
Es el primer caso el que más destaca ya que no se pueden entender como puntos en un espacio multidi-
mensional como hasta ahora se ha hecho. Suponiendo así una serie temporal multivariante de variables
categóricas el enfoque que se le da es el de una sucesión de observaciones de las variables Yt con t = 1, . . . , T
la longitud de la serie. Una vez se considera esto se le asocia el MMO más probable de generar esa su-
cesión de observaciones. Pudiendo pasar así de comparar series temporales a comparar las formas de las
funciones de probabilidad de los MMO que, con mayor probabilidad, generan esas series temporales. Por
esto, a pesar de asumir un modelo estadístico, se sigue considerando una técnica basada en la forma pues
el MMO lo que hace es aproximar la serie temporal como tal. Es decir, se hace lo siguiente:
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P (Zi|λi) P (Zj |λj)

Zi Zj

MMO MMO

Distancia
bien definida

Distancia
mal definida

Siendo Zi, Zj dos series temporales y P (Zi|λi), P (Zj |λj) sus respectivos modelos asociados.

Para el caso de variables continuas, como en el reconocimiento de voz, existen las cadenas de Markov
continuas y los Modelos Markovianos Ocultos Continuos (MMOC).

En esencia una cadena de Markov continua se basa en el mismo principio que la discreta [40].

Definición 4.1.4 (Cadena de Markov continua). Dado un proceso estocástico continuo {X(t)}t≥0 donde
t es una variable aleatoria que indica el tiempo y un conjunto finito o numerable de estados E. Se dice
que es una cadena de Markov continua si cumple la propiedad de Markov para cualquier conjunto finito
0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn < tn+1 de tiempos:

P (X(tn+1) = j|X(tn) = i,X(tn−1) = in−1, . . . , X(t1) = i1) = P (X(tn+1) = j|X(tn) = i) ,

donde j, i, in, in−1, . . . , i1 ∈ E.

Teniendo esto en cuenta un MMOC hace uso de lo anterior para lidiar con observaciones continuas. El
concepto de MMO es el mismo pero ahora las observaciones son continuas por tanto, se suele asumir que
dado un estado las observaciones son fruto de una mixtura de funciones gaussianas [41]. Así

qj(x) =

K∑
k=1

cjkN(x, µjk,Σjk) 1 ≤ j ≤ N

es el modelo que aproxima la observación x dado el estado j ∈ E, N(x, µjk,Σjk) es la función de densidad
de una normal de media µjk y matriz de varianza Σjk y los cjk son los pesos cumpliendo que

K∑
k=1

cjk = 1

para que se cumpla que qj(x) es una función de densidad.

Con esto es importante señalar que la duración de los estados puede venir modelada por una distribución
de la familia exponencial [38]. Así se ha de entender que dada una serie temporal que depende de una
variable continua, la forma de esta va a ser modelada por un mixtura de normales asociadas a cada estado
donde cada uno de ellos ocurre dada una distribución de la familia exponencial (esta sería la probabilidad
de emisión del caso discreto). Muchas veces esto hace que la estimación de parámetros se ralentice mucho
decantándose en ese caso por una distribución uniforme de los tiempos entre estados [41].

Una vez establecido el modelo que se desea usar, es necesario estimar los parámetros. Para esta labor hay
numerosas opciones de acuerdo al tipo de MMO que se elija pero lo más común es máxima verosimilitud
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de los parámetros [31, 42, 43]. Es importante notar que el número de estados tiene que ser proporcionado
para estos algoritmos por lo que se suele probar con varios y tomar la mejor opción.

Ahora se tiene un modelo para cada serie temporal que se denotará P (Zi|λi) donde Zi es una serie
temporal multivariante y λi son los parámetros asociados al modelo obtenido para esa serie (matriz de
emisión, matriz de transición y distribución inicial). Se puede leer como la probabilidad de que dado el
modelo λi este produzca la serie Zi. De P (Zi|λi) se obtiene una función de densidad o de probabilidad
(depende de si el MMO es continuo o discreto) por lo que se necesita de una medida que compare funciones
de densidad mediante su forma. La medida más usada es una divergencia, la llamada divergencia de
Kullback-Leibler [44].

dKL(P (x), Q(x)) =

∫
R
P (x)log

(
P (x)

Q(x)

)
dx.

Observación. También existe para el caso discreto [45].

En la notación de este texto, dada una serie cualquier Zi y dos modelos λi, λj donde el primero es el
inicialmente asociado a Zi y el segundo es el que se quiere comparar, que a su vez está asociado a Zj . Se
tiene que la distancia Kullback-Leibler sería

dKL(P (Z
i|λi), P (Zi|λj)) =

∫
R
P (Zi|λi)log

(
P (Zi|λi)
P (Zi|λj)

)
dZi.

Esto se puede interpretar como la diferencia entre usar el modelo asociado a la serie Zi, λi, y usar el
modelo λj para generar Zi. Es decir, diferencia las formas de las series pues a mayor diferencia entre las
series más diferente serán los modelos que las aproximan y por tanto va a ser menos probable que un
modelo genere a la otra serie y viceversa.

El uso de esta medida puede verse en [28] donde se da una aproximación pues es computacionalmente
costosa calcularla. También proporciona la forma simétrica de esta divergencia para así poder tratarla
como disimilitud.

Ya vistos un ejemplo de cada uno de los tipos de enfoques de las técnicas basadas en la forma se
concluye esta sección.

4.2 Técnicas basadas en características

En esta categoría se encuentran técnicas apropiadas para series temporales largas ya que en vez de tratar
con la totalidad de las series o un modelo, definen la disimilitud a través de características extraídas de
ellas, reduciendo así la dimensión del objeto de estudio.

Definición 4.2.1 (Técnica basada en características). Se denominan técnicas basadas en las caracte-
rísticas a aquellas técnicas que extraen características (estadísticas o no) de las series temporales para
aunarlas en un vector de tamaño menor que el de la serie sobre el cual se define la medida a usar.

Dado que se necesitan que las propiedades sean significativas para las series que se trabajan este tipo
de técnica es muy dependiente al tipo de datos a los que se vaya a aplicar, es decir, son dependientes de
la aplicación. Esto se verá en los ejemplos provistos.

En [46] se hace un análisis de conglomerados de las medidas por hora del consumo de 1035 usuarios
durante 84 días. La longitud de las series temporales es muy elevada por lo que se inclinan por hacer una
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extracción de características a través de 7 medidas calculadas semanalmente: media, desviación estándar,
asimetría, curtosis, caos, energía y periocidad.

Las 4 primeras son características estadísticas ya conocidas, las 3 últimas son medidas asociadas a
series temporales.

• La primera, caos, se cuantifica a través del máximo exponente de Lyapunov [47] que cuantifica si un
sistema es o no caótico, es decir, si es sensible a pequeñas variaciones en las condiciones iniciales. Así,
tomando una serie temporal x = (x(1), x(2), . . . , x(T )) y una variación en las condiciones iniciales
xε(0) de manera que |x(0)− xε(0)| = ε se tiene que viene dado por [48]

ĺım
t→∞

(
ĺım
ε→0

1

t
ln
(
|x(t)− xε(t)|

ε

))
.

• La energía se basa en la transformada de Fourier 3.1.2 para tener una característica que mida la
periocidad pero basada en ver la serie como una señal:∑m

f=1|Xf |2

|w|

donde w es la longitud de la duración de la semana sobre la que se estén extrayendo las medidas.
La transformada de Fourier permite pasar de un dominio temporal a un dominio frecuentista donde
estudiar esta característica resulta más sencillo.

• Finalmente, la periodicidad sigue en el análisis de frecuencia anterior. Para determinar esta carac-
terística se pasa del dominio temporal al frecuentista (a través de la transformada de Fourier [49]) y
se hace uso de un periodogram, un estimador de la densidad espectral (que mide la autocorrelación
de una serie temporal o el poder de una frecuencia), midiendo la correlación entre las serie temporal
y ondas de funciones seno y coseno dada una (o un conjunto de) frecuencia(s) [50]. Así se estima,
si existe, la frecuencia con mayor poder sobre la serie y de ella se obtiene el periodo.

Las características anteriores entran dentro de un conjunto de características globales que se usan de
manera más general para extraer propiedades de las series pues pueden ser usadas en gran variedad de
datos de manera significativa. Destacando algunas de las nombradas en [51].

• Tendencia. Se define como un cambio a largo plazo en la media de los valores, ya sea creciente o
decreciente. Una forma de estimarla suele ser usar el spline de regresión penalizado [52] para así ver
si la serie tiende a crecer o decrecer.

• Estacionalidad. Se entiende por patrones que se repiten dado un tiempo fijo. Así si la forma de la serie
se repite cada año, semana, u hora la serie está influenciada por una componente de estacionalidad.
Para estimarla se estudia las autocorrelaciones de la serie buscando un coeficiente de autocorrelación
(parcial o total) elevado dado el desfase estacional [53]. Es importante diferenciar estacionalidad y
periodo ya que la primera se refiere al patrón que es repetido y la segunda al tiempo ocurrido entre
patrones recurrentes. Así si una serie repite una forma de manera anual tendrá esa forma como
estacionalidad y un periodo de un año.

• Autocorrelación. Dado un intervalo de tiempo [t, t + k] para un k variable comprueba si existe
correlación entre los valores xt y xt+k. Esta correlación puede darse solo en ese intervalo de tiempo,
o darse distintas en diferentes intervalos consecutivos a lo largo de la serie temporal.

Muchas de las propiedades mencionadas proviene de una rama del análisis de las series temporales
llamado análisis espectral donde se pretende extraer comportamientos periódicos.
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En [46, 54] se ejemplifica el uso de las medidas ya mencionadas tanto para el caso univariante como
multivariante. J. Timmer et al [55] proporcionan una clara división entre características del dominio
temporal y frecuentista. Si bien los anteriores artículos muestran la versatilidad de las características, J.
Jeong et al [56] usa análisis de información mutua para extraer características sobre las series temporales
de electrogastogramas a pacientes con Alzheimer mostrando como el tipo de datos que se pretendan
analizar influye mucho en las técnicas usadas.

A la hora de usar una técnica basada en características la literatura es extensa y se hace de vital
importancia conocer la naturaleza de los datos. Una vez se ha superado este paso, generalmente se
introducen en un vector y se usa la distancia euclídea junto a uno de los algoritmos usuales de clasificación
para realizar el Análisis de Conglomerados.

4.3 Técnicas basadas en modelos

Es muy importante diferenciar el enfoque de estas técnicas al dado en el uso de modelos para técnicas
basadas en la forma. Este último aproxima la forma de cada serie con un modelo y usa este para definir
una nueva distancia a partir de la cual realizar el análisis mientras que las técnicas que se presentan
asumen un único modelo con varias componentes que genera a los datos y la clasificación ocurre según
que componente genere con mayor probabilidad los datos.

Definición 4.3.1 (Técnica basada en modelo). Se denotan técnicas basadas en modelos a aquellas que
asumen que los datos están generados por un modelo estadístico que se pretende recuperar a través de
estos. Los modelos constan de varias componentes asociadas cada una a un conglomerado y se pretende
encontrar los datos que mejor se ajusten a cada componente generando así la división.

Una de las técnicas mas usadas tanto a la hora de decidirse por un modelo como a la hora de como hallar
sus parámetros es el que se conoce en la literatura como EMGMM, Expectation Maximization Gaussian
Mixture Model. Un modelo que asume una mixtura de normales sobre los datos y usa el algoritmo EM
para aproximar sus parámetros.

4.3.1 Modelo de Mixturas Gausianas. MMG

Un modelo de mixtura es un modelo donde se supone los datos generados por un conjunto de distintas
funciones de densidad, {f1, . . . , fK}, de manera que dado un vector aleatorio, X = (X1, X2, . . . , Xt) de t
variables aleatorias se tiene que

f(x) =

K∑
k=1

τkfk(x)

con x = (x1, x2, · · · , xt) es su función de densidad cumpliendo que

τk ≥ 0 ∀k y
K∑

k=1

τk = 1.

Ya establecido el modelo y el número de funciones de densidad que lo componen el objetivo es dado unos
datos que se asumen independientes e idénticamente distribuidos, {x1, x2, . . . , xn}, estimar los parámetros
de manera que se maximice la verosimilitud. Así en el caso de MMG se tiene que la función de verosimilitud
viene dada por [57]:
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L(θ1, . . . , θK ; τ1, . . . , τK) =

n∏
i=1

K∑
k=1

τkϕk(xi|θk).

Donde θk = (µk,Σk) son los parámetros correspondientes a la k-ésima componente de la mixtura, τk
denota la probabilidad de que el elemento xi pertenezca a la k-ésima componente y

ϕk(xi|µk,Σk) =
e

−1
2 (xi−µk)

⊤Σ−1
k (xi−µk)√

2π|Σk|
.

Se tiene que por la naturaleza de este modelo los conglomerados estarán concentrados en las medias de
las distribuciones con mayor concentración alrededor de estos puntos. Además las formas de estos vendrán
dadas por las matrices de varianzas y covarianzas. Ante esto se propone en [57] una manera general de
enfocarlo realizando la descomposición espectral de las varianzas de manera que

Σk = DkΛkD
⊤
k .

Tras esto se toma λk como el primer autovalor de Σk y redefiniendo Λk = λkAk donde Ak es una matriz
diagonal con elementos proporcionales a los autovalores. Obteniéndose

Σk = DkλkAkD
⊤
k .

De manera que la matriz de autovectores Dk determina la orientación del k-ésimo conglomerado, Ak su
forma y λk su volumen.

Otorgándole y quitándole libertad a los distintos elementos que forman la descomposición, tratándolos
como parámetros independientes, se obtienen formas diferentes. En [58] se clasifican los distintos modelos.
Empezando por el más sencillo Σk = λI que indica que todos los conglomerados son circulares de idénticas
dimensiones. Si se permite que λk varíe en cada conglomerado entonces estos serán de dimensiones
cambiantes. Tomando Σk = λA es el primer caso pero no teniendo que ser la forma necesariamente
circular. De igual manera se puede dejar variar λ en los K conglomerados obteniéndose mismas formas
pero distintos volúmenes. O variar A dando lugar a mismo volumen diferentes formas. En el caso de
variar ambos se mantendría la orientación que estos siguen. Llegando a las formas más complejas se tiene
ya la descomposición completa Σk = D⊤λAD por lo que ahora puede cambiar la orientación, no ha
de ser necesariamente la de los ejes. Dejando Dk variar se obtiene que cada conglomerado puede tener
una orientación propia. El resto de combinaciones son las del caso anterior sumándole el hecho de la
orientación.

Una vez se hace la elección del modelo que se va a suponer cumplen los datos, se necesita estimar los
parámetros de las K funciones normales. Para ello se usa el algoritmo EM, Esperanza Maximización.
Esta es la elección usual ante los modelos de mixturas.

Algoritmo EM.

Este algoritmo [59] en el caso que ocupa a este documento se puede ver como sigue.

Dados los datos iid anteriores {x1, . . . , xn} se tiene que estos son los datos observados pero están
incompletos. Los datos completos se entiende por y

i
= (xi, zi) donde zi = (zi1, . . . , ziK) es un vector

cumpliendo que

zik =

{
1 si xi pertenece al k-ésimo conglomerado
0 en caso contrario
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Es decir, son las etiquetas que se buscan en el Análisis de Conglomerados. Por tanto la función de
verosimilitud que se quiere maximizar cambia. Se puede definir el vector Z = (Z1, . . . , Zk) como un
vector aleatorio que sigue una distribución multinomial con probabilidades τ1, . . . , τK . De esta manera,
la función que se quiere maximizar es la función de densidad conjunta de X y Z:

f(xi, zi) = f(xi|zi) · p(zi),

es decir

f(y
i
) =

K∏
k=1

(ϕk(xi;µk,Σk))
zik

K∏
k=1

τzikk .

A esta función de densidad se le aplica la log-verosimilitud sobre la que actuará el algoritmo EM:

l(θ, τ |y) =
n∑

i=1

K∑
k=1

ziklog(τkϕk(xi θk)).

Donde θ = (θ1, . . . , θK) y τ = (τ1, . . . , τK) El algoritmo consta de dos pasos.

• Esperanza. Este paso estima los datos no observados. Dada una aproximación de los parámetros θ̂
y τ̂ , estima la probabilidad condicionada de que y

i
pertenezca al k-ésimo conglomerado.

ẑik =
τ̂kϕk(yi|θ̂k)∑K
j=1 τ̂kϕj(yi|θ̂j)

= E(zik|yi, θ̂k).

• Maximización. Este paso maximiza la verosimilitud de la función

l(θ, τ |y)

tomando zik = ẑik. Así se obtiene la aproximación de los parámetros necesarios para el paso E.

Como es evidente un paso necesita del otro por lo que para iniciar el algoritmo se puede o bien empezar
por el paso M proporcionando una clasificación inicial o bien empezando por el paso E proporcionando
una estimación inicial de los parámetros.

Los pasos anteriores se repiten hasta obtener convergencia. En [60] se demuestra que repetir los pasos
E y M llevan a un máximo local de la función de log-verosimilitud de los datos observados. Su función
de verosimilitud es

LO(x|θ) =
∫

LC(y|θ)

donde

LC(yi|θ) =
n∏

i=1

f(y
i
|θ)

es la función de verosimilitud de los datos completos, con f la función de distribución de la mixtura.
Una vez alcanzado ese máximo se tendrían los parámetros que mejor hacen que el modelo y los datos se
ajusten.
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Modelo óptimo

Una vez obtenido los parámetros se tiene que a priori se había impuesto forma y número de conglomerados
en los que debían encajar. Lo usual es probar con distinto número de conglomerados, K, y distintos
modelos en cada elección de número de conglomerados. Para discernir si un modelo es mejor que otro se
usan criterios como el BIC, Bayesian Information Criterion. Atendiendo a este valor se decide el mejor
modelo. Una vez obtenido este asociamos cada elemento a su grupo correspondiente de manera que si xi
pertenece a la componente j-ésima, zij es el máximo valor de todos los zik.

4.3.2 Otros modelos de mixturas

Además de el modelo que se ha expuesto, las mixturas es una herramienta muy usada. Se puede aplicar
con un enfoque diferente mediante mixturas de ARMA y MMO.

Las mixturas que se muestran en [61] se basan en un modelo de autorregresión y media móvil, ARMA
por sus siglas en inglés. Este modelo se denota ARMA(p, q) dado por la composición de un modelo AR(p)
y otro MA(q) [62]. Así, una serie temporal x = (x1, . . . , xT ) vendría modelada por

xt = ϕ0 +

p∑
j=1

ϕjxt−j +

q∑
j=1

θjet−j + et t = 1, . . . , T.

Donde la primera parte conforma el modelo AR(p) de autorregresión,

xt = ϕ0 +

p∑
j=1

ϕjxt−j

y la segunda parte el modelo de media móvil MA(q)

xt = et +

q∑
j=1

θjet−j

donde los ei son un conjunto de valores independiente e idénticamente distribuidos conforme a una normal
de varianza σ.

Así se aproxima la forma de la serie temporal sin embargo se puede definir una mixtura a partir de
esta aproximación si se supone que cada conglomerado viene definido por un modelo ARMA distinto.
Ocurriría igual que en el caso de MMG, se extraerían los parámetros {ϕ0, . . . , ϕp, θ1, . . . , θq, σ} para el
caso de cada conglomerado y se asociaría cada serie temporal al modelo que mejor se ajustara. Para más
detalles en [61] se proporciona la descripción detallada de la mixtura como se ha mostrado en el caso
MMG.

Las mixturas de MMO (Modelos Markovianos Ocultos) se basan en la misma premisa, asociar un
modelo a cada conglomerado que estará conformado por las series temporales que vengan generadas por
este con mayor verosimilitud. En [63] se ve esto con más detalle.

En ambos caso el algoritmo para obtener los parámetros sigue siendo el EM.

Observación. Además de las mixturas hay otros muchos tipos de técnicas basadas en modelo como se
muestra en [64].
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4.3.3 Algoritmos de conglomeración

Una vez que el método de definir una distancia o asociar un modelo se ha elegido el siguiente gran paso
es la elección del algoritmo que se aplicará bajo esas condiciones. Escoger entre los múltiples tipos de
algoritmos es una tarea no trivial ya que estos determinarán qué se entiende por distancia entre los
conglomerados y cómo se separan o unen los objetos, entre otras cosas teniendo un gran impacto en el
resultado final.

Si bien una visión extensa de estos algoritmos no es de interés en el caso que nos ocupa, es esencial
tenerlos presente. Los principales algoritmos incluyendo el que se usará más adelante en la parte práctica
se pueden ver en [65].

37



5

Medidas de evaluación

Como ya se ha expuesto el Análisis de Conglomerados es un método no supervisado de clasificación
que busca encontrar una buena y significativa partición de los datos. Sin embargo, distintas técnicas y
algoritmos de clasificación se pueden aplicar a una misma base de datos pudiendo variar los resultados
obtenidos. Además, la efectividad de los anteriores va ligada al tipo de datos, los parámetros elegidos,
etcétera. Con esto se plantea el problema de poder discernir que partición es mejor.

No suficiente con lo anterior, como se ha visto en las técnicas basadas en mixturas, muchas veces se ha
de determinar a priori el número, K, de conglomerados necesitando por tanto una medida sobre como de
bien se ajustan los datos a una división en K grupos.

Por tanto, una vez realizado un análisis sobre los datos se hace necesario saber si tanto la cantidad de
conglomerados es la adecuada como la partición con dicha cantidad es buena, es decir, si la estructura es la
mejor. Para enfrentarse a este problema y seleccionar la mejor opción se usan las medidas de evaluación.

Si bien en la literatura se da una clasificación en tres tipos distintos [66, 67]: interno, externo y relativo.
En este documento se consideraran solo dos tipos externos e interno. Se entenderá por seguir un criterio
interno que las medidas usan sólo la información intrínseca a los datos (e.g. matriz de distancia). Por
otro lado si el criterio es externo la información se extrae de la verdadera clasificación de los datos que
se supone conocida. En último lugar una medida relativa se considera un criterio interno usado con
el objetivo de elegir la mejor entre distintas estructuras predeterminadas. Se omitirán las medidas de
evaluación externas ya que no se adaptan al problema.

5.1 Medidas de evaluación internas.

Muchas de estas medidas tienen como base la relación entre cercanía de los objetos dentro de cada
conglomerado y la lejanía de los conglomerados entre ellos, es decir, compacidad y separación. Un enfoque
distinto y más actual son las medidas basadas en la estabilidad de las estructuras.

• Índice de Dunn. Este índice es propuesto por J.C. Dunn en 1974 [68] para encontrar conglo-
merados bien separados y compactos. Para ello usa la relación entre la distancia mínima entre
conglomerados y el mayor diámetro de estos.

Dunn = mı́n
1≤i,j≤G

{
d(Ci, Cj)

máxl=1,...,G diam(Cl)

}
.
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Donde d(Ci, Cj) = mı́nx∈Ci,y∈Cj d(x, y) con d(x, y) una distancia o disimilitud y diam(Cl), el diá-
metro de un conglomerado, considerada una medida de dispersión, viene dada por diam(Cl) =
máxx,y∈Cl

d(x, y). Según Dunn, una estructura es buena si existe una separación notable entre
conglomerados y los diámetros de estos son pequeños, es decir, se busca aumentar la distancia
interconglomerado y reducir la intraconglomerados por lo que hallar el índice de Dunn óptimo es
equivalente a hallar el máximo.

• Índices similares al de Dunn. El índice anterior presenta dos problemas: el coste computacional
de los cálculos necesarios y la alta sensibilidad al ruido. Esta última puede contribuir a un aumento
notable del diámetro de un conglomerado. Ante esto en [69] se presentan varias soluciones usando
teoría de grafos.
Para entender los índices que proponen Pal y Biswas es necesario definir ciertos conceptos previos.

Definición 5.1.1 (Grafo). Un grafo G = (V,A) es un par donde V es un conjunto V = {v1, . . . , vm}
denotado el conjunto de vértices y A = {a1, a2, . . . , an} es el conjunto de aristas. Una arista ak =
{vi, vj} conecta a los vértices vi y vj .

Definición 5.1.2 (Grafo ponderado). Un grafo ponderado es la tupla ordenada G = (V,A,W ) de
manera que G = (V,A) es un grafo y W = {w1, . . . , wn} son los pesos asociados a cada una de las
aristas de G con wi siendo el correspondiente a ai.

Definición 5.1.3 (Grafo completo). Se dice de G = (V,A) es un grafo completo si ∀vi, vj ∈
V con vi ̸= vj ∃ak = {vi, vj} ∈ A.

Definición 5.1.4 (Subgrafo). Un grafo Gs = (S,As) es un subgrafo de G = (V,A), Gs ⊂ G, si
S ⊂ V y As ⊂ A siendo As = {ak = {vi, vj}|ak ∈ A, vi, vj ∈ S}.

Definición 5.1.5 (Camino). Un camino es una secuencia de aristas (a1, a2, . . . , aq−1) que une
(v1, v2, . . . , vq) vértices distintos de manera que ei = {vi, vi+1} y v1, vq solo son adyacentes a la
primera y última arista respectivamente.

Definición 5.1.6 (Árbol). Un árbol es un grafo T = (V,A) donde todo par de vértices está
conectado por un único camino.

Así dada una base de datos, Ξ, dividida enG grupos C1, C2, . . . , CG se puede ver cada grupo Ck como
un grafo completo ponderado Gk = (Vk, Ak,Wk) con Vk los datos de Ck y las aristas ponderadas
mediante la disimilitud entre los datos. Sobre estos grafos completos (o nubes de punto) se usan
tres tipos de estructuras dando lugar a través de cada una de ellas a un índice parecido al de Dunn
pero con menos sensibilidad al ruido. Las estructuras usadas son las que siguen.

Definición 5.1.7 (Árbol recubridor mínimo). Un árbol recubridor mínimo (ARM) sobre un grafo
ponderado G = (V,A,W ) es un árbol T = (Vt, At,Wt) tal que T ⊂ G, Vt = V y el coste asociado a
T sea mínimo. Se define este coste como

cT =
∑

wt∈Wt

wt.

Definición 5.1.8 (Grafo de vecindad relativa). Propuesto por Toussaint en 1980 [70]. Sean xki, xkj
dos elementos de Ck = {xk1, . . . , xkm}. Estarán conectados en el grafo de vecindad relativa (GVR)
si cumplen que son vecinos relativos, es decir,

d(xki, xkj) ≤ máx{d(xki, xkh), d(xkj , xkh) ∀h, h ̸= i, h ̸= j}

donde d(·, ·) es una disimilitud.

Definición 5.1.9 (Grafo de Gabriel). Debe su nombre a K. Ruben Gabriel que propone este grafo
en 1969 junto a Sokal [71]. Sean xki, xkj dos elementos de Ck = {xk1, . . . , xkm}. Estarán conectados
en el grafo de Gabriel (GG) si cumplen que

d2(xki, xkj) < d2(xki, xkh) + d2(xkj , xkh) ∀h, h ̸= i, h ̸= j

donde d2(·, ·) es la distancia euclídea.
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(a) Grafo ponderado inicial. (b) Árbol recubridor mínimo.

(c) Grafo de vecindad relativa. (d) Grafo de Gabriel.

Figura 5.1: Ejemplo de los grafos anteriores dado uno ponderado.

La modificación del índice de Dunn se hace a través de los grafos discutidos cambiando el concepto
de diámetro de un conglomerado. Así para el caso de ARM se parte del grafo completo ponderado
asociado al k-ésimo conglomerado Gk = (Vk, Ak,Wk), GVR y GG necesitan únicamente de la nube
de puntos. En cada caso se realiza el mismo procedimiento, se verá el asociado a GVR.

SeaGV R = (V GVR
k , AGVR

k ,WGVR
k ) el GVR obtenido a partir de la nube de puntos del conglomerado

Ck. Se define el diámetro de Ck como

diamGVR(Ck) = máx{wGVR ∈WGVR
k }.

Así el índice de Dunn modificado se define como

DunnGVR = mı́n
1≤i,j≤G

{
d(Ci, Cj)

máxl=1,...,G diamGVR(Ck)

}
.

Análogamente se definen DunnGG y DunnARM cuyas interpretaciones son análogas al índice de
Dunn buscando maximizar el valor con respecto al número total, G, de conglomerados.

• Índice de Davies-Bouldin. David L. Davies y Donald W. Bouldin introducen este índice, abre-
viado como índice DB, en 1979 [72] con la idea que una buena estructura debe poseer alta separación
interconglomerado, compacidad y homogeneidad intraconglomerado. Al contrario que el índice de
Dunn, el DB encuentra el valor óptimo del número de conglomerados minimizando como se verá a
continuación.
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Para comprender el índice DB es necesario primero saber lo que es una medida de dispersión y la
definición que Davies y Bouldin proporcionan de medida de similitud entre conglomerados.

Definición 5.1.10 (Medida de dispersión). Sea un conglomerado C conformado por los elementos
x1, x2, . . . , xn ∈ Rp. Se dice que la aplicación s : C → R es un medida de dispersión si cumple:

• No negatividad:
s(x1, . . . , xn) ≥ 0.

• Reflexividad:
s(x1, . . . , xn) = 0 ⇔ xi = xj ∀xi, xj ∈ C.

Definición 5.1.11 (Medida de similitud entre conglomerados). Sean unos datos Ξ ⊂ Rp divididos
en G grupos disjuntos C1, C2, . . . , CG, sea si ∀i = 1, 2, . . . , G una medida de dispersión de los
distintos conglomerados y dij la distancia entre los grupos Ci y Cj tomada como la distancia entre
dos vectores representativos de cada uno de ellos. Se dice que la aplicación R(si, sj , dij) : R3 → R
es una medida de similitud entre los conglomerados Ci y Cj , denotada de manera abreviada como
Rij , si cumple las siguientes propiedades:

1. R(si, sj , dij) ≥ 0.

2. R(si, sj , dij) = R(sj , si, dji).

3. R(si, sj , dij) = 0 ⇔ si = sj = 0.

4. Si sj = sk y dij < dik entonces R(si, sj , dij) > R(si, sk, dik).

5. Si dij = dik y si > sj entonces R(si, sj , dij) > R(si, sk, dik).

Cumpliendo las características anteriores Davies y Bouldin proporcionan una medida de similitud

Rij =
si + sj
dij

la cual cumple que al buscar alta compacidad y separación interconglomerados, es decir, valores
pequeños de la medida de dispersión y elevados de dij por lo que valores pequeños de Rij indicarán
que la división entre los conglomerado Ci y Cj es buena.

Siguiendo este razonamiento definen el índice como

DB =
1

G

G∑
i=1

máx
j ̸=i

{Rij}

la media de las similitudes de los conglomerados con el más parecido a ellos, que por lo anterior
hallará su valor óptimo en el mínimo.

En [72] se proporcionan ejemplos de medida de dispersión y de distancia intraconglomerado a usar
para calcular el índice.

• Índices similares a DB. Pal y Biswas al igual que con el índice de Dunn proponen en [69] índices
basados en el índice DB pero haciendo uso de ARM, GVR y GG para definir la medida de dispersión
de los conglomerados como el diámetro según cada grafo.

• Índice de Caliński-Harabasz. T. Caliński y J. Harabasz proporcionan este índice en 1974 [73]
basándose en la matriz de dispersión de los datos. Sea Ξ ⊂ Rp el conjunto de N datos divididos en
G grupos disjuntos C1, C2, . . . , CG el índice CH viene dado por

CH =
traza(B)

traza(W )
· N −G

G− 1
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Siendo W la matriz de dispersión intraconglomerados

W =

G∑
i=1

Nk∑
l=1

(xil − x̄i)(xil − x̄i)
⊤

con Nk el número de elementos del grupo Ck, xil el l-ésimo elemento del i-ésimo conglomerado y
x̄i el vector media muestral del conglomerado Ci.
La matriz B es la matriz de dispersión interconglomerado

B =

G∑
i=1

Ni(x̄i − x̄)(x̄i − x̄)⊤

donde x̄ es el vector media muestral de Ξ.
Así una buena estructura será aquella que maximice el índice al aumentar la distancia entre los
distintos grupos (aumentando B) y disminuya la distancia entre los objetos que los conforman
(reduciéndose W ).

• Índice de silueta. Sea Ξ ⊂ Rp el conjunto de N datos divididos en G grupos disjuntos C1, . . . , CG

se define la silueta de una estructura como [74]

Silueta =
1

N

N∑
j=1

s(j) ∈ [−1, 1]

donde
s(i) =

bk(i)− ak(i)

máx{bk(i), ak(i)}
∈ [−1, 1]

siendo ak(i) una medida de la compacidad y bk(i) de la buena separación y clasificación de un
objeto i al grupo Ck:

ak(i) =
1

Nk − 1

∑
j∈Ck/i

d(i, j),

bk(i) = mı́n
l ̸=k

∑
j∈Cl

d(i, j)

Nl

 .

Una propiedad de la función s(i) es que sirve como indicador de la buena clasificación: en caso de ser
negativa indica que el objeto se encuentra mal clasificado en un conglomerado que no le corresponde,
si s(i) = 0 no se discierne de manera clara si pertenece a otro conglomerado y valores positivos
implican buena clasificación a más cercanos a 1 mejor. El valor óptimo se obtiene maximizando
Silueta ya que esto implicaría un estructura con conglomerados muy compactos y separados entre
sí.

• Criterios de información bayesiano y de Akaike. CIB y CIA. CIB nace en 1986 como
una aproximación del factor de Bayes por su complejidad a la hora de calcularse [75]. Se usa para
determinar tanto la complejidad del modelo como el número de conglomerados en modelos de
mixturas gausianas como ya se ha visto. El criterio se define como

CIB = −2ln(L) + νln(N).

Siendo N el número de elementos en la base de datos, L la verosimilitud de los parámetros que
pretenden generar el modelo a estudiar y ν es el número de parámetros a estimar, es decir, libres.
En 1984 se propone una estimación del criterio de información de Akaike que si bien es parecida
al anterior,

CIA = −2ln(L) + 2ν,
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se trata de una estimación de la densidad de la verosimilitud del modelo.

En ambos casos un mejor modelo será aquel que tenga un valor de CIA o CIB menor.

• Medida de estabilidad. En 2001 Ben-Hur et al. proponen un método basado en estabilidad
[76] para hallar el número de conglomerados óptimo en Análisis de Conglomerados que usen un
algoritmo jerárquico. Este método, y todos los basados en estabilidad, presenta ventajas respecto
a los anteriores pues no necesitan asumir distribuciones sobre los datos o que los conglomerados
posean una forma determinada. Además, se puede usar para determinar si un conjunto de datos
realmente posee una estructura.

El método planteado se basa en la consideración de una estructura estable como aquella que si se
plantea con distintas muestras aleatorias de los datos (mayores al 50 % del total) los resultados son
similares entre sí.

Para entender el concepto dado por Ben-Hur et al. de similitud entre distintas muestras se necesitan
de dos definiciones previas. Sea Ξ ⊂ Rp el conjunto de N datos divididos en G grupos disjuntos
C1, C2, . . . , CG:

Definición 5.1.12 (Etiquetado). Un etiquetado L es una partición de Ξ en G subgrupos o conglo-
merados que se representará mediante la matriz C dada por

Cij =

{
1 si xi y xj pertenecen al mismo conglomerado y i ̸= j
0 en caso contrario

Definición 5.1.13 (Producto). Sean L1 y L2 dos etiquetados con matrices C1 y C2. Se define el
producto de ambas como

⟨L1,L2⟩ =
〈
C1, C2

〉
=
∑
i,j

C1
ijC

2
ij .

En [76] se usa que el producto anterior cumple la desigualdad de Cauchy-Schwartz para definir la
similitud

Definición 5.1.14 (Similitud). Sean L1, L2 dos etiquetados. Se define la similitud entre estos como

cor(L1,L2) =
⟨L1,L2⟩√

⟨L1,L2⟩ ⟨L1,L2⟩
.

El método seguido, para cada k = 1, . . . , G (distintos números de conglomerados) toma varias
muestras aleatorias de entorno al 80% del total de los datos y les calcula la similitud anterior dos
a dos. Se entiende que a más cercana a 1 más similares son y por tanto la estructura será más
estable. Para interpretar este método se puede hacer mediante una gráfica donde se representa
las distribuciones de acumulación de las similitudes para los distintos valores de k. El óptimo se
obtendrá como el último valor antes de pasar de distribuciones muy cercanas a 1 a otras más
dispersas como se muestra en las figuras 3 y 6 en [76].

Ben-Hur et al. proporcionan otra forma de elegir el óptimo más precisa basada en el mismo principio
anterior. Además para elegir el número óptimo de conglomerados este método se puede usar para
otros parámetros [77].
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Aplicación a un caso real

El grupo The World Bank participa en la Open Data Initiative proporcionando acceso a extensas bases
de datos sobre el desarrollo de los distintos países medidos de diversas maneras. De entre estas se hará
uso de World Development Indicators [78] aunque no al completo al ser demasiado extensa.

Se trabajará, por tanto, con una base de datos de variables continuas. Siguiendo con la intención de
este documento se compararán dos técnicas basadas en la forma, Dynamic Time Warping y Modelos
Markovianos Ocultos, donde el algoritmo de conglomeración usado en cada técnica será el mismo. Esta
comparación se hace con el único objetivo de ilustrar la toma de decisión entre dos técnicas diferentes
para realizar un Análisis de Conglomerados. MMO se puede aplicar a la base de datos como se verá más
adelante ya que las variables económicas se pueden ver como realizaciones de variables aleatorias.

Para realizar el Análisis de Conglomerados se hará uso del software R [79], un entorno y lenguaje de
programación gratuito disponible desde CRAN en https://cran.r-project.org/. Este software es uno
de lo más usados en la investigación y la minería de datos entre otras disciplinas. Además R se puede
ampliar a través del propio software con los numerosos paquetes y librerías disponibles. En el caso que
concierne se usarán diversas librería las cuales se irán nombrando a medida que se haga uso de ellas.

6.1 Implementación de software

La base de datos a usar está compuesta por una selección de 216 regiones y países medidos en 17 variables
desde 1985 hasta 2021. Para cargar este y distintos archivos xlsx a lo largo de esta sección usaremos la
librería readxl [80]. Además, dado que son bases de datos de series temporales multivariantes para su
tratamiento se usará la librería tidyverse [81], pensada para la ciencia de datos, aúna varios paquetes
compatibles entre ellos facilitando la lectura, modificación y visualización de los datos. A su vez, las
anteriores son compatibles entre sí.

6.1.1 Preprocesado

Se procede a cargar la base de datos y obtener información de esta para darle un formato adecuado.
library(readxl)
library(tidyverse)

datos = read _excel("Data_Extract_From_World_Development_Indicators.xlsx",
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col _types = c(rep("text" ,4), rep("numeric", 37)))

head(datos)
dim(datos)

# A tibble: 6 x 41
‘Country Name‘ Count~1 Serie~2 Serie~3 1985 ~4 1986 ~5 1987 ~6 1988 ~7 1989 ~8
<chr> <chr> <chr> <chr> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>

1 Afghanistan AFG Adoles~ SP.ADO~ 159. 160. 161. 162. 162.
2 Afghanistan AFG Agricu~ NV.AGR~ NA NA NA NA NA
3 Afghanistan AFG CO2 em~ EN.ATM~ NA NA NA NA NA
4 Afghanistan AFG Domest~ FS.AST~ NA NA NA NA NA
5 Afghanistan AFG Energy~ EG.USE~ NA NA NA NA NA
6 Afghanistan AFG Export~ NE.EXP~ NA NA NA NA NA
# ... with 32 more variables: ‘1990 [YR1987]‘ <dbl>, ‘1991 [YR1987]‘ <dbl>,
# ‘1992 [YR1987]‘ <dbl>, ‘1993 [YR1993]‘ <dbl>, ‘1994 [YR1994]‘ <dbl>,
# ‘1995 [YR1995]‘ <dbl>, ‘1996 [YR1996]‘ <dbl>, ‘1997 [YR1997]‘ <dbl>,
# ‘1998 [YR1998]‘ <dbl>, ‘1999 [YR1999]‘ <dbl>, ‘2000 [YR2000]‘ <dbl>,
# ‘2001 [YR2001]‘ <dbl>, ‘2002 [YR2002]‘ <dbl>, ‘2003 [YR2003]‘ <dbl>,
# ‘2004 [YR2004]‘ <dbl>, ‘2005 [YR2005]‘ <dbl>, ‘2006 [YR2006]‘ <dbl>,
# ‘2007 [YR2007]‘ <dbl>, ‘2008 [YR2008]‘ <dbl>, ‘2009 [YR2009]‘ <dbl>, ...

> dim(datos)
[1] 3677 41

Se observa que la segunda y cuarta columna contiene información repetida por lo que se eliminarán.
Comprobando las dimensiones de la base de datos podemos observar que no coincide con las esperadas
ya que al tener 216 países medidas en 17 variables debería haber 3772 filas. Ante esto se extrae más
información comprobando que las últimas filas no contienen datos, se eliminan las filas y columnas
pertinentes y se cambia el nombre de las columnas para hacerlas manejables.

tail(datos)
datos = datos[,-c(2,4)]
datos = datos[-c(3673:3677) ,]
colnames(datos) <- c("País", "Variables", as.character(c(1985:2021)))

# A tibble: 6 x 41
‘Country Name‘ Count~1 Serie~2 Serie~3 1985 ~4 1986 ~5 1987 ~6 1988 ~7 1989 ~8
<chr> <chr> <chr> <chr> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>

1 Zimbabwe ZWE Employ~ SL.AGR~ NA NA NA NA NA
2 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
3 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
4 NA NA NA NA NA NA NA NA NA
5 Data from dat~ NA NA NA NA NA NA NA NA
6 Last Updated:~ NA NA NA NA NA NA NA NA
# ... with 32 more variables: ‘1990 [YR1987]‘ <dbl>, ‘1991 [YR1987]‘ <dbl>,
# ‘1992 [YR1987]‘ <dbl>, ‘1993 [YR1993]‘ <dbl>, ‘1994 [YR1994]‘ <dbl>,
# ‘1995 [YR1995]‘ <dbl>, ‘1996 [YR1996]‘ <dbl>, ‘1997 [YR1997]‘ <dbl>,
# ‘1998 [YR1998]‘ <dbl>, ‘1999 [YR1999]‘ <dbl>, ‘2000 [YR2000]‘ <dbl>,
# ‘2001 [YR2001]‘ <dbl>, ‘2002 [YR2002]‘ <dbl>, ‘2003 [YR2003]‘ <dbl>,
# ‘2004 [YR2004]‘ <dbl>, ‘2005 [YR2005]‘ <dbl>, ‘2006 [YR2006]‘ <dbl>,
# ‘2007 [YR2007]‘ <dbl>, ‘2008 [YR2008]‘ <dbl>, ‘2009 [YR2009]‘ <dbl>, ...
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Una vez con un formato adecuado y visto que pareciera presentar una gran cantidad de valores que no
se encuentran, comprobamos si es así eligiendo algunas columnas de la base de datos.
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summary(datos[,c(1:11) ])

Pais Variables 1985 1986
Length:3672 Length:3672 Min. : -17.02 Min. : -31.905
Class :character Class :character 1st Qu.: 10.66 1st Qu.: 9.913
Mode :character Mode :character Median : 37.00 Median : 35.491

Mean : 228.11 Mean : 219.839
3rd Qu.: 71.23 3rd Qu.: 71.015
Max. :15225.34 Max. :15080.930
NA’s :2294 NA’s :2290

1987 1988 1989 1990
Min. : -17.15 Min. : -13.38 Min. : -42.45 Min. : -20.860
1st Qu.: 10.47 1st Qu.: 11.25 1st Qu.: 10.15 1st Qu.: 7.488
Median : 34.82 Median : 35.26 Median : 35.07 Median : 30.899
Mean : 218.00 Mean : 230.46 Mean : 229.33 Mean : 234.037
3rd Qu.: 71.36 3rd Qu.: 70.70 3rd Qu.: 71.29 3rd Qu.: 69.458
Max. :14654.09 Max. :14582.10 Max. :14355.97 Max. :13703.176
NA’s :2264 NA’s :2268 NA’s :2256 NA’s :1914

1991 1992 1993
Min. : -64.047 Min. : -44.900 Min. : -29.300
1st Qu.: 7.462 1st Qu.: 7.154 1st Qu.: 7.083
Median : 30.139 Median : 30.493 Median : 30.486
Mean : 200.578 Mean : 197.960 Mean : 202.080
3rd Qu.: 68.012 3rd Qu.: 67.662 3rd Qu.: 67.633
Max. :14818.456 Max. :15242.954 Max. :15624.708
NA’s :1717 NA’s :1679 NA’s :1676

Se comprueba que el número de valores que faltan es muy elevado en todas las columnas. Ante esto
se toma la decisión de ver aquellas variables y países a los que les falten demasiados valores haciendo
que estimar esos valores mediante un proceso de imputación no sea representativo. Para ello se necesita
procesar los datos como se muestra en la siguiente sección.

6.1.2 Limpieza de los datos

Al tratar con series temporales multivariantes se necesita modificar cada serie de manera individual por lo
que se trabajará con una lista donde cada elemento es una serie transformándola de las maneras necesarias
hasta obtener una lista de matrices de datos, y otra con sus traspuestas.

#### NOMBRE DE LAS VARIABLES ####

nombres_variables = rep(0, 17)
for (i in c(1:17)) {

nombres_variables[i] <- datos[i,2]
}

#### NOMBRE DE LOS PAÍSES ####

v = seq(1, 3672, by=17)

países = list()

for (i in v) {
países = append(países , datos[i,1])

}
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#### LISTA DE PAÍSES COMO TIBBLES ####

lista_países = vector("list", 216)

for (i in c(1:216) ) {
valores <- datos[datos$País== países[i],]
nombre <- as.character(países[i])
lista_países[[i]] <- assign(nombre , valores)

}

#### PAÍSES COMO TIBBLES SIN SU NOMBRE ####

elim_nombre <- function(var1) {
var1[,c(2:39)]

}

lista_países = lapply(lista_países , elim_nombre)

#### TRASPUESTAS DE LAS TIBBLES ####

trasponer <- function(var1) {
var1 %> % pivot_longer(cols= -1) %> % pivot_wider(names_from = "Variables", values_from

= "value") %> % rename( Year = name)
}

lista_países.tras = lapply(lista_países , trasponer)

#### DATOS COMO MATRICES ####

lista_países.matriz = lapply(lista_países , data.matrix)
lista_países.tras.matriz = lapply(lista_países.tras , data.matrix)

Una vez obtenidas las listas precisas se hará uso de la librería imputeTS [82] dedicada a las series
temporales y a la detección, visualización e imputación de los valores que faltan en estas. En este caso
solo se usará la función statsNA() que se aplica a series temporales univariantes obteniéndose una lista
con información sobre los valores que faltan de la cual se extraerá el número de estos valores por cada
serie temporal univariante (variable) que compone a cada serie temporal multivariante. Si el total en una
serie temporal univariante sobrepasa 29 se considerará que esa variable (en el caso de ese país) se deberá
eliminar. Con los resultados se establece el número total de países en los que se debería eliminar cada
variable en base a lo que se decidirá que si pasa de los 40 países no se usará esa variable en el Análisis de
Conglomerados.

#### LISTA DE VARIABLES A ELIMINAR EN CADA PAÍS ####

var_elim_países = vector("list", 216)

for (i in c(1:216)) {
lista = list()
for (j in c(1:17)) {

país <- lista_países.matriz [[i]]
valor <- statsNA(país[j,], print_only = FALSE)[2]
if(valor > 29) {

lista = append(lista , j)
} else {

lista = append(lista , 0)
}
var_elim_países[[i]] <- lista

}
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}

#### NUMERO DE VARIABLES A ELIMINAR EN CADA PAÍS ####

vectvar_elim <- rep(0, 17)

for (i in c(1:216)) {

lista <-var_elim_países[[i]]
names(lista) <- c(1:17)

for (j in c(1:17)) {
if(j %in % lista) {

vectvar_elim[j] <- vectvar_elim[j] +1
}

}
}

#Se guarda como tibble.

VarElim <- tibble(Variables = as.character(nombres_variables), Países = vectvar_elim)

#### GRAFICA DE BARRAS PARA VISUALIZAR LAS VARIABLES A ELIMINAR ####

hexpalette <- c("#115 f9a", "#1984 c5", "#22 a7f0", "#48 b5c4", "#76 c68f", "#a6d75b", "#
c9e52f", "#d0ee11",

"#d0f400", "#d0ee11", "#c9e52f", "#a6d75b", "#76 c68f", "#48 b5c4", "#22
a7f0", "#1984c5", "#115 f9a")

ggplot(data=VarElim , aes(x = Variables , y = Países , fill = Variables)) +
geom_bar(stat="identity") + theme(axis.text.x=element_blank (), axis.ticks.x=element_

blank())+
scale_fill_manual( values = hexpalette) + geom_hline(yintercept = 40) +
ylab("Número de países")

Figura 6.1: Gráfica de barras donde se representa el número de países en los que se ha decidido eliminar
esa variable. La atraviesa una recta marcando el límite de 40 países.
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Mediante la gráfica 6.1 se puede observar que eliminar ciertas variables es necesario ya que a pesar de
no ser muy estricta la restricción para descartar una variable hay algunas como Central government debt
o Poverty headcount ratio at national poverty lines que se eliminan en la mayoría de países. Se ha elegido
el límite en 40 países al darse una clara división a esa altura.

Una vez visto lo anterior se procede a suprimir las variables precisas de la base de datos por lo que se
hace necesario volver a obtener las listas de países como matrices (series temporales multivariantes).

#### SE DETERMINAN LAS VARIABLES A ELIMINAR ####

indices = c()

for (i in c(1:17)) {
if(vectvar_elim[i] > 39) {

indices = append(indices , i)
}

}

nombresvar_eliminar = nombres_variables[indices]

#### SE ELIMINAN LAS VARIABLES DE LA BASE DE DATOS ####

n = length(nombresvar_eliminar)
for (i in c(1:n)) {

datos = datos[!datos$Variables == nombresvar_eliminar[i],]
}

#### NOMBRE DE LAS VARIABLES QUE SE CONSERVAN ####

nombres_variables2 = c()
for (i in c(1:17-n)) {

nombres_variables2[i] <- datos[i,2]
}

#### LISTA DE PAÍSES COMO TIBBLES ####

lista_países2 = vector("list", 216)

for (i in c(1:216) ) {
valores <- datos[datos$País== países[i],]
nombre <- as.character(países[i])
lista_países2[[i]] <- assign(nombre , valores)

}

#### PAÍSES COMO TIBBLES SIN SU NOMBRE ####

lista_países2 = lapply(lista_países2 , elim_nombre)

#### TRASPUESTAS DE LAS TIBBLES ####

lista_países2.tras = lapply(lista_países2 , trasponer)

#### PAÍSES COMO MATRICES ####

lista_países2.matriz = lapply(lista_países2 , data.matrix)

lista_países2.tras.matriz = lapply(lista_países2.tras , data.matrix)

Con la nueva base de datos se pretende eliminar ahora los países a los que le falten demasiados datos
siendo esta vez más estrictos con un máximo de 19 valores.

#### SE ELIMINAN LOS PAÍSES DE LOS QUE FALTAN DEMASIADOS DATOS ####

orden_país_eliminado = c()
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for (i in c(1:216)) {

for (j in c(1:9)) {
país <- lista_países2.matriz [[i]]
valor <- statsNA(país[j,], print_only = FALSE)

if( valor [2] >19) {
orden_país_eliminado = append(orden_país_eliminado , i)
break

}
}

}

nombres_países_eliminar = países[orden_país_eliminado ]; nombres_países_eliminar

m = length(nombres_países_eliminar)
for (i in c(1:m)) {

datos = datos[!datos$País == nombres_países_eliminar[i],]
}

Una vez eliminados estos países la base de datos resultante contiene a 9 variables y 155 países. Con el
objetivo de reducir el número de valores que faltan (detonados NA), se observa la presencia de estos y se
suprimen los años con un número demasiado elevado. Teniendo en cuenta que la base de datos dispone
ahora de 1395 filas, se descartarán los años a los que le faltan más de 300 valores. Además, se procede a
hacer una comprobación sobre la base de datos para determinar que no existen filas vacías.

#### DETECCIÓN Y SUPRESIÓN DE LOS AÑOS CON GRAN PRESENCIA DE NA ####

valores_faltan = summary(datos[,c(3:39) ])[7,]; valores_faltan

datos2 = datos[, -c(c(3:9) , c(38 ,39))]

contador = 0
for (i in c(1:1395)) {

serie = data.matrix(datos2[i,])[,-c(1,2)]
valorNA = statsNA(serie , print_only = FALSE)[2]
if (valorNA == 30) {

contador = contador +1
print(i)

}
}
print(contador)

library(writexl)

write_xlsx(datos2 , path = "DatosProcesados.xlsx")

> valores_faltan = summary(datos[,c(3:39)])[7,]; valores_faltan
1985 1986 1987 1988 1989

"NA’s :523 " "NA’s :518 " "NA’s :510 " "NA’s :502 " "NA’s :487 "
1990 1991 1992 1993 1994

"NA’s :304 " "NA’s :124 " "NA’s :116 " "NA’s :104 " "NA’s :88 "
1995 1996 1997 1998 1999

"NA’s :49 " "NA’s :32 " "NA’s :27 " "NA’s :26 " "NA’s :25 "
2000 2001 2002 2003 2004

"NA’s :12 " "NA’s :5 " "NA’s :1 " "NA’s :1 " "NA’s :1 "
2005 2006 2007 2008 2009

"NA’s :4 " "NA’s :4 " "NA’s :4 " "NA’s :4 " "NA’s :4 "
2010 2011 2012 2013 2014

"NA’s :5 " "NA’s :5 " "NA’s :9 " "NA’s :9 " "NA’s :9 "

51



Implementación de software Aplicación a un caso real

2015 2016 2017 2018 2019
"NA’s :16 " "NA’s :16 " "NA’s :16 " "NA’s :16 " "NA’s :24 "

2020 2021
"NA’s :352 " "NA’s :754 "
> print(contador)
[1] 0

Ya considerada la base de datos preparada se guarda como archivo .xlsx haciendo uso del paquete
writexl [83] para usar este archivo en el siguiente apartado de imputación.

6.1.3 Imputación

El método elegido hace uso de imputación mediante Bosques Aleatorios pues al partir sólo de la base
de datos se supondrá que los mecanismos que propician los datos que faltan caen bajo la clasificación
de Missing Completely at Random, MCAR dada en [84]. Esta categoría implica que los datos que no se
encuentran son un subconjunto aleatorio del total. Es decir, el mecanismo que provoca la ausencia de
datos es independiente de los valores (tanto observados como no) de la base de datos. Por tanto, encaja
en el ejemplo que se trabaja.

Los Bosques Aleatorios entran dentro del Aprendizaje Supervisado donde se busca hacer predicciones
partiendo de datos etiquetados. Se entiende la etiqueta como la relación entre una variable respuesta y
las variables explicativas. En el caso expuesto se entienden los nombres de los países como la variable
respuesta y las variables que se miden de cada uno de ellos como las explicativas. De este modo, los datos
se pueden ver como etiquetados según los nombres de los países. En términos ya vistos, cada país sería
un conglomerado. Se entenderá un predictor como una función que tomando los datos y parámetros a
determinar produce una predicción de la variable respuesta.

Son Leo Breiman y Adele Cutler los que proponen este nuevo algoritmo de aprendizaje Ensemble. Este
tipo de algoritmos se caracterizan por usar múltiples métodos más sencillos y combinar sus predicciones
para obtener mejores resultados. En este caso se hace uso de Bootstrap Aggregating más conocido como
bagging propuesto en 1994 por el mismo Leo Breiman. Bagging consiste en tomar K muestras aleatorias
con reemplazamiento de tamaño el de la muestra (esto se conoce como bootstrap), aplicar el predictor
sobre cada una de ellas y finalmente combinar los K predictores en uno único. Los predictores usados en
los Bosques Aleatorios son los llamados árboles de decisión, árboles binarios (de cada vértice salen dos
aristas) donde cada vértice o nodo contiene información sobre las variables explicativas que se usa para
tomar una decisión. En el ejemplo que se trabaja los nodos se conocen como umbrales al ser las variables
explicativas continuas. Finalmente, el algoritmo de Bosques Aleatorios consiste en construir K árboles de
decisión mediante bagging. Cada uno de ellos usa un subconjunto aleatorio de las variables explicativas
para realizar las clasificaciones, siendo la clasificación final elegida por voto mayoritario

Este algoritmo se puede usar tanto para clasificación como para regresión y su uso para la imputación se
puede ver en [85, 86]. Los Bosques Aleatorios presentan también la gran ventaja de permitir una elevada
complejidad sin sobreajuste. Es por esto, que se ha decidido usar este algoritmo en el ejemplo que se
presenta.

La librería que se usará es randomForest [87] en concreto la función rfImpute() donde, como se ha
indicado anteriormente, la variable respuesta serán los países. Así, la función anterior procede con una
primera aproximación sustituyendo todos los valores que faltan por las medias de la columnas siendo
cada columna en este caso un vector correspondiendo a una de las variables a lo largo de todos los países.
Tras esto se procede a construir un Bosque Aleatorio y sustituir los valores imputados por las medias
ponderadas de los valores que sí estaban observados, repitiéndose este proceso de construcción del bosque
hasta 6 veces o las indicadas. La ponderación se basa en la matriz de proximidad del Bosque Aleatorio
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donde si al recorrer un árbol las observaciones terminan en el mismo nodo la proximidad se aumenta en
1, normalizando después dividiendo entre el número total de árboles.

Se procede por tanto cargando la base de datos DatosProcesados.

datos <- read _excel("DatosProcesados.xlsx",
col _types = c(rep("text" ,2), rep("numeric", 28)))

Se procede con el procesamiento ya visto anteriormente para poder manejar la base de datos de la
manera adecuada.

##### NOMBRE DE LAS VARIABLES ####

nombres_variables = rep(0, 9)
for (i in c(1:9)) {

nombres_variables[i] <- datos[i,2]
}

#### NOMBRE DE LOS PAÍSES ####

v = seq(1, 1395, by=9)

paises = list()

for (i in v) {
paises = append(países , datos[i,1])

}

#### LISTA DE PAÍSES COMO TIBBLES ####

lista_países = vector("list", 155)

for (i in c(1:155) ) {
valores <- data[data$País== países[i],]
nombre <- as.character(paises[i])
lista_países[[i]] <- assign(nombre , valores)

}

#### PAÍSES COMO TIBBLES SIN SU NOMBRE ####

elim_nombre <- function(var1) {
var1[,c(2:30)]

}

lista_países = lapply(lista_países , elim_nombre)

#### TRASPUESTAS DE LAS TIBBLES ####

trasponer <- function(var1) {
var1 %> % pivot_longer(cols= -1) %> % pivot_wider(names_from = "Variables", values_from

= "value") %> % rename( Year = name)
}

lista_países.tras = lapply(lista_países , trasponer)

#### DATOS COMO MATRICES ####

lista_países.matriz = lapply(lista_países , data.matrix)

lista_países.tras.matriz = lapply(lista_países.tras , data.matrix)
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Como se ha comentado rfImpute() necesita que la base de datos esté dispuesta de manera que las
columnas sean las variables y las filas los distintos países. Para ello se procede a eliminar los años ya que
no es una variable explicativa y usar la lista de países traspuestos junto un bucle para suprimir los años
de cada país. Tras esto se vuelve a aunar los países en una nueva base de datos la cual usaremos para
implementar los Bosques Aleatorios.

library(randomForest)

#### ELIMINAR LOS AÑOS DE LOS PAÍSES ####

lista_paÍses_noaños = vector("list", 155)

for (i in c(1:155)) {

v = rep(países[[i]], 28)
nombre = as_tibble_col(v, column_name = "Name")
lista_países_noaños[[i]] = cbind(nombre , lista_países.tras[[i]][,-1])

}

#### PREPARAR LA BASE DE DATOS ACOMODADA A RFIMPUTE ####

datos_bosques = data.table:: rbindlist(lista_países_noaños)
attach(datos_bosques)

#Para rfImpute se necesita que la variable respuesta sea un factor

datos_bosques$Name = as.factor(Name)

#### IMPUTACIÓN DE LOS DATOS ####

set.seed (17)
datos.imputados <- rfImpute(Name ~ ., datos_bosques)

write_xlsx(datos.imputados , path = "DatosImputados.xlsx")

detach(datos_bosques)

Se obtiene por tanto que la base de datos sobre la que se trabajará es DatosImputados. En las siguientes
secciones se verán tanto DTW como MMO aplicados a la base de datos anterior para realizar Análisis de
Conglomerados.

6.1.4 Dynamic Time Warping

En esta sección es importante destacar que se busca ejemplificar la teoría hasta ahora vista por lo que
no se centrará tanto en el resultado del Análisis de Conglomerados como en la técnica, el algoritmo y los
índices usados.

Una vez se ha obtenido la base de datos que se usará en este y el siguiente ejemplo de aplicación de
una técnica a un caso real es oportuno dar una descripción más detallada de esta. La base de datos está
compuesta por 155 países : Alemania, Algeria, Australia, Albania, Arabia Saudita, Angola, Argentina,
Austria, Las Bahamas, Bangladesh, Azerbaijan, Bahrain, Barbados, Bélgica, Belarús, Belice, Benin, Bhu-
tan, Bosnia y Herzegovina, Bolivia, Botswana, Brasil, Brunei Darussalam, Bulgaria, Burundi, Camboya
Canada, Chile, China, Chad, Camerún, Cabo Verde, Burkina Faso, Colombia, República Democrática del
Congo, Costa Rica, Croatia, República Checa, Dinamarca, Chipre, Cuba, Costa de Marfil, República del
Congo, Comoras, República Dominicana, República Árabe de Egipto, Estonia, Eslovaquia, Eslovenia, Es-
paña, Estados Unidos, Fiji, Finlandia, Reino de Eswatini, Eritrea, Ecuador, El Salvador, Francia, Gabón,
Georgia, Ghana, Grecia, Guatemala, Guinea, Gambia, Guinea-Bissau, Guyana, Haití, Honduras, Hun-
gría, Islandia, India, Indonesia, Irán, Iraq, Irlanda, Italia, Jamaica, Japón, Jordania, Kazajistán, Kenia,
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Korea, Kuwait, Kirguistán, Laos, Letonia, Líbano, Líbia, Lituania, Luxemburgo, Madagascar, Macedo-
nia del Norte, Malasia, Mali, Malta, Mauritania, Mauricio, México, Moldavia, Mongolia, Montenegro,
Marruecos, Mozambique, Namibia, Nepal, Nueva Zelanda, Nicaragua, Nigeria, Noruega, Omán, Países
Bajos, Pakistán, Panamá, Paraguay, Perú, Filipinas, Polonia, Portugal, Qatar, Reino Unido, Rumanía,
Rusia, Ruanda, Samoa, Senegal, Serbia, Sierra Leona, Singapur, Sudáfrica, Sri Lanka, Sudán, Suecia,
Suiza, Siria, Tanzania, Tailandia, Tayikistán, Timor Oriental, Togo, Tonga, Túnez, Turquía, Turkmenis-
tán, Uganda, Ucrania, Emiratos Árabes Unidos, Uruguay, Uzbekistán, Vanuatu, Venezuela, Zambia y
Zimbabue. Sobre estos países se miden 9 variables desde 1992 hasta 2019:

1. Tasa de fertilidad adolescente tomado como los nacimientos por cada mil mujeres de entre 15 y 19
años.

2. Agricultura, silvicultura, y pesca tomado como el valor añadido al tanto por ciento del PIB.

3. Emisiones de CO2 medida en toneladas métrica per cápita.

4. Exportación de bienes y servicios visto como el tanto por ciento del PIB.

5. Crecimiento del PIB medido como el tanto por ciento anual.

6. Importación de bienes y servicios tanto por ciento del PIB.

7. Inflación, deflactor del PIB medido como el tanto por ciento anual.

8. Esperanza de vida al nacer en años.

9. Empleo en agricultura como el tanto por ciento del empleo.

En esta sección, siguiendo el procedimiento descrito en 2.2.2, y ya habiendo seleccionado las variables
significativas se usará la librería IncDTW [88] para implementar la técnica elegida mediante la función
dtw_dismat() de la cual se obtendrá la matriz de distancia entre los países a la que se le aplicará un
algoritmo de conglomeración jerárquico. La función permite ajustar parámetros como ws para ajustar el
tamaño de la ventana de Sakoe-Chiba o step_pattern para la restricción sobre los pesos asociados a los
pasos. En este ejemplo se usará el segundo tipo de patrón simétrico que se vio en 4.1.1 que no propicia
los pasos diagonales, denotado symmetric2 como argumento de step_pattern. Además la distancia dp
se tomará con p = 2, la euclídea.

Se verá a continuación el proceso desde la lectura de los datos hasta obtener la matriz de distancia
entre los países.

datos <- read _excel("DatosImputados.xlsx", col _types = c("text", rep("numeric", 9)))
attach(datos)

#### NOMBRE DE LOS PAÍSES ####

v = seq(1, 4340, by=28)

países = list()

for (i in v) {
países = append(países , data[i,1])

}

#### LISTA DE PAÍSES COMO TIBBLES ####

lista_países = vector("list", 155)

for (i in c(1:155) ) {
valores <- data[data$Name == paises[i],]
nombre <- as.character(paises[i])
lista_paises [[i]] <- assign(nombre , valores)
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}

#### ACOMODAR LAS TIBBLES PARA SU USO EN DTW_DISMAT ####

for (i in c(1:155)) {

v = c(1992:2019)
años = as_tibble_col(v, column_name = "Year")
lista_países[[i]] = cbind(años, lista_países[[i]][,-1])

}

lista_países.matriz = lapply(lista_países , as.matrix)

elim_nombre_var <- function(var1) {
var1[,-1]

}

lista_países.matriz = lapply(lista_países.matriz , elim_nombre_var)

#### OBTENCIÓN DE LA MATRIZ DE DISTANCIA USANDO DTW ####

library(IncDTW)

DTW <-dtw_dismat(lot = lista_paises.matrix2 ,dist_method = "norm2", step_pattern = "
symmetric2", return_matrix = FALSE)

matrizDTW_dist = DTW$dismat #como matriz de dist ancia en formato dist

Ya obtenida la matriz de distancia se usará la función hclust() que le aplica un algoritmo de conglo-
meración jerárquico aglomerativo a una matriz de distancias. El tipo de algoritmo que se aplicará tanto
en este caso como para la matriz que produzca los MMOs se conoce como método de unión completa
donde se define la distancia entre conglomerados como

d(Ci, Cj) = máx{dDTW (X,Y )|X ∈ Ci, Y ∈ Cj}.

En este caso el algoritmo comienza considerando cada país un conglomerado y va sucesivamente uniendo
los objetos o conglomerados más cercanos según la distancia anterior hasta formar uno único. Para
visualizar el resultado de aplicar este algoritmo se verá su dendrograma, un árbol binario donde cada
nodo representa las uniones producidas y la altura a la que se sitúa, la distancia entre los conglomerados.

congloDTW <- hclust(matrizDTW_dist, method = "complete")

plot(congloDTW , labels = as.character(c(1:155)), hang = 0.1, axes = TRUE ,
frame.plot = FALSE , sub = ’’, main = "Dendrograma", xlab = ’Unión completa ’,
ylab = ’Distancia ’, col = ’blue’)
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Figura 6.2: Dendrograma mostrando los conglomerados al aplicar DTW y un algoritmo jerárquico aglo-
merativo de unión completa sobre la base de datos.

En la figura anterior se han sustituido los nombres de los países por su correspondiente orden en la
lista de países para permitir una visualización más clara. Aquí los elementos que hay bajo cada nodo
representan un conglomerado. De este modo se observa que los países 4, 54 y 33 (Angola, Georgia y La
República Democrática del Congo respectivamente) se unen a una mayor altura denotando una distancia
mayor con el resto ya que si, por ejemplo, se dividiera en dos conglomerados uno lo formaría 154 países
y el otro La República Democrática del Congo. Esto puede ser debido a que estos países sean valores
atípicos dentro de la base de datos o bien a una gran falta de valores que no se hayan imputado de la
manera adecuada. Al comprobar esto se observa que estos países apenas presentan falta de valores por lo
que esto puede ser debido a ser países atípicos. La detección de este tipo de valores en series temporales
multivariantes es una tarea extensa que escapa a este documento por lo que no se considerará. Por tanto,
se seguirán considerando dentro de los objetos de estudio.

Una vez obtenidos los resultados sobre los distintos conglomerados al aplicar DTW se ha de decidir el
número óptimo de grupos en los que dividir los datos. Para ello, como ya se ha visto, se usarán los índices
de validación. En este ejemplo y el siguiente se usarán los índices de Dunn, silueta y Davies-Bouldin. Se
recuerda que se busca maximizar los 2 primeros y minimizar el último. Usando las respectivas librerías
clValid, cluster y clv [89, 90, 91] se calcularán para un total de entre 2 y 10 conglomerados. Se han
elegido estos tres índices ya que sólo requieren de la matriz de distancias pues como se verá en el otro
ejemplo, se modificará la base de datos.

El procedimiento general seguido en la implementación es realizar un bucle y hacer uso de la función
cutree(tree, k) que asocia a cada país el conglomerado correspondiente de entre los k en los que divide
el dendrograma 6.2.

• Para el índice de Dunn basta eso y la matriz de distancias para usar la función dunn() ya que como
se vio solo hace uso de la distancia entre elementos para su cálculo.
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• El índice de silueta se calcula extrayendo el valor avg.width de summary(silhouette) obteniéndose
la media de las siluetas individuales de los distintos países.

• Para el índice DB, en este se hace uso de clv.Davies.Bouldin() que toma la medida de dispersión,
s, como el diámetro de los conglomerados y la distancia entre conglomerados como la del método de
unión completa a través de los argumentos intracls e intercls, tomando la medida de similitud
entre los conglomerados como

Rij =
diam(Ci) + diam(Cj)

d(Ci, Cj)
.

La función cls.scatt.diss.mx() se usa para proporcionar la información necesaria sobre los
conglomerados y las distancias intra e inter conglomerado para calcular el índice.

#### ÍNDICE DE DUNN ####
library(clValid)

#Se necesita la matriz de dist ancia en formato matrix
matrizDTW_matriz = as.matrix(matrizDTW_dist)

ind_dunn = c()
for (i in c(2:10)) {

cluster <- cutree(congloDTW , i)
ind_dunn <- append(ind_dunn , dunn(matrizDTW_matriz , cluster))

}

#### ÍNDICE DE SILUETA ####
library(cluster)

ind_sil = c()
for (i in c(2:10)) {

cluster <- cutree(congloDTW , i)
silueta <- summary(silhouette(cluster , matrizDTW_matriz))$avg.width
ind_sil <- append(ind_sil , silueta)

}

#### ÍNDICE DB ####

library(clv)

intraclust = c("complete")
interclust = c("complete")
ind_db = c()
for (i in c(2:10)) {

cluster <- cutree(congloDTW , i)
info <- cls.scatt.diss.mx(matrizDTW_matriz , cluster)
index <-clv.Davies.Bouldin(info , intracls = intraclust , intercls = interclust)
ind_db <- append(ind_db, index)

}

#Se redondean los valores a tres cifras decimales
ind_dunn = round(ind_dunn , digits = 3)
ind_sil = round(ind_sil , digits = 3)
ind_db = round(ind_db , digits = 3)

Índices <- matrix(c((c(2:10)), ind_dunn , ind_sil , ind_db), ncol = 4)
colnames(Índices) <- c(’Número de conglomerados ’, ’Índice de Dunn’, ’Índice de Silueta ’

, ’Índice DB’)
Índices <- as.table(Índices)

Se muestra a continuación la tabla anteriormente calculada con los valores obtenidos para los tres
índices.
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Índices de evaluación de DTW

Número de con-
glomerados

Dunn Silueta Davies-
Bouldin

2 1,126 0,876 0,669
3 0,889 0,812 0,640
4 0,055 0,331 0,933
5 0,061 0,325 0,879
6 0,085 0,309 0,705
7 0,115 0,338 0,832
8 0,126 0,333 0,751
9 0,136 0,262 0,871
10 0,144 0,241 0,880

Tabla 6.1: Tabla que muestra los distintos valores de los índices de Dunn, silueta y DB bajo distintos
números de conglomerados, Destacan los valores óptimos

La elección del número óptimo de conglomerados se hace por voto mayoritario siendo por tanto la
división resultante de este Análisis de conglomerados en dos grupos uno con La República Democrática
del Congo y el otro con el resto.

Se comprueba que si se hace escalamiento multidimensional sobre la matriz de datos para obtener una
representación en el espacio de los países Angola, Georgia y La República Democrática del Congo (4, 54 y
33) respectivamente se encuentran muy alejados del total de los países. Se decide entonces eliminar estos
países con el objetivo de recalcular los índices y comprobar que partición de los datos se nos presenta
más allá de la anterior.

library("scatterplot3d")

#Se calculan los puntos en el espacio relacionados a los países

emdDtw <- cmdscale(matrizDTW_dist, k=3)

#Se acomoda a un data.frame para la función scatterplot3d
x <- emdDtw [,1]
y <- emdDtw [,2]
z <- emdDtw [,3]

EMD <- cbind(c(1:155) , x, y, z)
colnames(EMD) <- c(’países’, ’x’, ’y’, ’z’)

# Representación gráfica
grafica <- scatterplot3d(EMD[,-1], angle = 35, box = FALSE , xlim = c(-150, 700), ylim =

c( -150 ,350), zlim = c(-185, 250))
text(grafica$xyz.convert(EMD[,-1]), labels = EMD[,1], cex= 0.7, col = ’steelblue ’) #se

usa xyz.convert para pasar los puntos del espacio al plano para adjuntar las
etiquetas

Se ha hecho uso del paquete scatterplot3d [92] para esta representación.
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Figura 6.3: Representación en el espacio de las posiciones relativas de los distintos países. Se observan los
países 4, 33 y 54 muy alejados del resto.

Una vez vista se procede a eliminar estos datos, volver a aplicar el algoritmo y recalcular los índices.
matrizDTW_matriz = matrizDTW_matriz[-c(4 ,54,33), -c(4,54 ,33)] #formato de matriz
matrizDTW_dist = as.dist(matrizDTW_matriz) #formato dist

#Se realiza el mismo análisis de conglomerados
congloDTW <- hclust(mat_dist, method = "complete")

#Veamos el dendrograma asociado
plot(congloDTW , labels = as.character(c(1:152)), hang = 0.1, axes = TRUE , frame.plot =

FALSE , sub = ’’, main = "Dendrograma", xlab = ’Unión completa ’, ylab = "Altura",
col = ’blue’)
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Figura 6.4: Dendrograma obtenido al eliminar Angola, Georgia y La República Democrática del Congo
y volviendo a implementar el algoritmo de conglomeración.

Índices de evaluación de DTW

Número de con-
glomerados

Dunn Silueta Davies-
Bouldin

2 0,058 0.318 1.605
3 0,085 0,315 1,000
4 0,115 0,344 1,195
5 0,126 0,340 1,024
6 0,136 0,267 1,161
7 0,144 0,246 1,145
8 0,153 0,255 1,227
9 0,158 0,253 1,230
10 0,171 0,255 1,298

Tabla 6.2: Tabla que muestra los distintos valores de los índices de Dunn, silueta y DB tras eliminar los
países 4, 33 y 54. Destacan los valores óptimos.

Es evidente la falta de consenso por parte de los índices sobre el número de conglomerados óptimos
aunque se considerará cuatro como óptimo ya que es el que indica el índice de silueta y se encuentra
cerca del número indicado por el índice DB. Así se tendría una división en cuatro conglomerados que se
podría visualizar haciendo uso de la librería factoextra [93].

library(factoextra)

fviz_dend(congloDTW , k = 4, ylab = ’’, k_colors = c(’#34 df2e’, ’#00 AFBB’, ’#1050EF’, ’
#F2B99B ’), color_labels_by_k = TRUE , ggtheme = theme_classic (), main = "División en
4 grupos",type = ’rectangle ’)
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Figura 6.5: Dendrograma mostrando la división en cuatro conglomerados.

Aunque la división es mucho más significativa se comprueba que los índices óptimos son peores que
antes de eliminar los países.

Se ha realizado por tanto la aplicación de una técnica de conglomerado, en concreto la conjunción de
DTW y algoritmo jerárquico aglomerativo según los pasos indicados. Se han determinado las variables
relevantes al estudio, aplicado DTW para obtener la matriz de distancias, sobre esta se ha aplicado un
algoritmo de conglomeración y finalmente los datos han sido divididos en 2 y 4 grupos respectivamente
de acuerdo a los valores de las medidas de validación usadas.

6.1.5 Modelos Markovianos Ocultos

En esta sección se definirán MMO sobre los distintos países. Es importante notar que ajustar un Modelo
Markoviano Oculto a una serie temporal multivariante es una tarea complicada que se ve muy beneficiada
de algún conocimiento a priori sobre los datos con los que se trata. En el caso que concierne a este proyecto
se tomará como referencia la vía de acción usual para la detección de regímenes de mercado.

Siguiendo con la intención de ejemplificar la teoría expuesta se ha elegido hacer uso de los MMO en
esta sección ya que entra dentro del mismo tipo de técnica anterior siendo ambas basadas en la forma de
las series temporales. Así, se ha decidido tomar una técnica sencilla, que solo necesita que los datos sean
variables continuas pero que no proporciona mucha capacidad de adaptación e interpretación sobre los
datos más allá de sujetarlo a ciertas restricciones que aceleran los cálculos como es el DTW y compararla
con MMO que proporciona amplias capacidades de adaptación e interpretabilidad. El objetivo de la
comparación (en tanto que sobre las medidas de evaluación) que se verá tras dar este ejemplo es el de
ejemplificar que una correcta elección de la técnica de conglomerados es esencial y para ello, como se ha
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visto, se hace necesario conocer distintas técnicas, sus limitaciones, ventajas y desventajas.

Los MMO que se usarán caen dentro de lo que se ha denotado MMOC ya que las variables son continuas.
El primer problema que presenta la implementación de MMO es la elección del número de estados. Esta
información puede ser conocida a priori o en su defecto deberá determinarse una cantidad de estados que
se suponga adecuada a la naturaleza de los datos, construir los distintos modelos con distinto número de
estados y usar o bien CIB, CIA o ambos para determinar el mejor modelo de entre estos y con ello elegir
el número óptimo de estados. En el ejemplo que se expone no se posee conocimientos previos sobre los
datos por lo que se haría necesario seguir los pasos de la segunda opción. Si bien esto sería lo ideal no se
hará en este proyecto ya que se debería hacer 155 veces (una por país) sobre unos datos que requieren de
la estimación manual de ciertos parámetros para realizarlo. Por ello se ha decidido tomar como ejemplo
la vía de acción de la detección de regímenes de mercado donde, de manera usual, se suponen dos estados
(y suelen ser los óptimos cuando se hace el proceso que aquí se omite). Esos dos estados se corresponden
con una situación favorecedora y otra más perjudicial para el mercado que se traducen en un estado
con media positiva y baja varianza y otro con media algo negativa y mayor varianza respectivamente.
Por tanto, dado que las variables de la base de datos que se trabaja se pueden ver como indicadores
de mercado donde cada año puede estar en un estado de "mejoría" o de "retroceso" se supondrá que el
número de estados es dos.

El segundo problema que se presenta es precisar de la distribución que siguen las variables observables.
Esto es necesario para calcular la matriz de emisión. De nuevo, se desconoce la naturaleza de los datos
y que distribución pudiera seguir. Determinar esto es una tarea ardua que se escapa a este proyecto por
esto se sigue la vía de la detección de regímenes que las supone normales. Ya que se están tratando datos
reales esto no tiene porqué darse. Es por esto que se le aplicarán a los datos la transformación de Yeo-
Johnson, una ampliación de la Box-Cox a datos con valores negativos, que le aplica una transformación
a los datos para que las variables se asemejen más a una Normal. La transformación que se le aplicará
a la base de datos puede tener como consecuencia una pérdida de significación sobre los resultados. Es
decir, los resultados sobre la base de datos transformada puede diferir de los obtenidos si no se aplicaran.
En el ejemplo que se trabaja la intención es mostrar la implementación de los MMO a un caso real y al
igual que en el ejemplo de DTW el resultado per se del Análisis de Conglomerados no es de interés sino
el proceso.

A continuación se verá la implementación de lo anterior junto a una explicación de la transformación
de Yeo-Johnson.

#### SE PARTE DE NUEVO DE LA BASE DE DATOS IMPUTADOS ####
datos <- read _excel("DatosImputados.xlsx", col _types = c("text", rep("numeric", 9)))
attach(datos)

#### CAMBIAR EL NOMBRE DE LAS VARIABLES ####

colnames(datos) <- c(’Name’, ’AdolFerRate ’, ’AFFinGPD ’, ’CO2’, ’Exports ’,
’GPDgrowth ’, ’Imports ’, ’Inflation ’, ’LifeExpect ’, ’

EmploymentAgriculture ’)

#Esto se hace para aligerar notación más adelante.

#### NOMBRE DE LOS PAÍSES ####

v = seq(1, 4340, by=28)
países = c()
for (i in v) {

países = append(países , data[i,1])
}

#### LISTA DE PAÍSES COMO TIBBLES ####

lista_países = vector("list", 155)
for (i in c(1:155) ) {
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valores <- data[data$Name == países[i],]
nombre <- as.character(países[i])
lista_países[[i]] <- assign(nombre , valores)

}

#### SE VUELVEN A ASOCIAR LOS AÑOS A LOS PAÍSES Y SE ELIMINAN SUS NOMBRES ####

for (i in c(1:155)) {

v = c(1992:2019)
años = as_tibble_col(v, column_name = "Year")
lista_países[[i]] = cbind(años, lista_países[[i]][,-1])

}

#### APLICACIÓN DE LA TRANSFORMACIÓN DE YEO -JOHNSON ####
library(bestNormalize)

lista_países_normales = vector("list", 155)

for (i in c(1:155) ) {
país <- lista_países[[i]]

for (j in c(2:10)) {

var <- yeojohnson(as.numeric(unlist(país[j])), eps = 0.001)
pais[j] <- var$x.t

}

valores <- país
nombre <- as.character(países[i])
lista_países_normales [[i]] <- assign(nombre , valores)

}

La transformación de Yeo-Johnson proporcionada por In-kwon Yeo y Richard A. Johnson en [94]
consiste en aplicar la siguiente función a los datos

ψ(λ, x) =


(x+1)λ−1

λ si x ≥ 0, λ ̸= 0
log(x+ 1) si x ≥ 0, λ = 0

− (−x+1)2−λ−1
2−λ si x < 0, λ ̸= 2

−log(−x+ 1) si x < 0, λ = 2

Donde el parámetro λ se calcula por máxima verosimilitud como se muestra en el mismo artículo.

En el ejemplo que se está tratando se hace uso de la librería bestNormalize [95] en concreto de la
función yeojohnson() para transformar cada variable de cada país y de la salida que proporciona se
extrae x.t, los datos transformados.

Una vez los datos se han acomodado para implementar mejor los MMO se hará uso de la librería
depmixS4 [96] y la función depmix(). En el caso de los modelos se ha asumido independencia condicional
entre las variables, un total de dos estados y que las variables respuesta son (parecidas a) normales. Tras
usar esta función, se estiman los parámetros según el algoritmo EM usando fit() Esto se muestra a
continuación.

#### CONSTRUCCIÓN Y AJUSTADO DE LOS MODELOS ####

library(’depmixS4 ’)

modelos = vector(’list’, 155)
fitmodelos = vector(’list’, 155)
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set.seed (123)
for (i in c(1:155)) {

mod <- depmix(list(AdolFerRate ~1, AFFinGPD~1, CO2~1,
Exports~1, GPDgrowth~1, Imports~1,
Inflation~1, LifeExpect ~1, EmploymentAgriculture ~1),

nstates=2, data=lista_paises_normales [[i]],
family=list(gaussian (), gaussian (), gaussian (),

gaussian (), gaussian (), gaussian (),
gaussian (), gaussian (), gaussian ()))

fmod <- fit(mod)
modelos [[i]] <- mod
fitmodelos [[i]] <- fmod

}

Se tiene que la lista fitmodelos contiene a todos los modelos con los parámetros ajustados. Una vez que
se han hecho estos modelos, para calcular la distancia entre países se usa la distancia Kullback-Leibler.
Esta distancia presenta un problema y es el hecho que para calcular la distancia entre dos series se
requiere del cálculo de P (Zi|λi), P (Zi|λj) y viceversa. Es decir, la verosimilitud de dadas la observación
Zi (con parámetros λi asociados a su MMO) que esta se produzca con los parámetros de ambos modelos
(el i-ésimo y el j-ésimo) y análogamente para la observación Zj . Se ha de hacer esto ya que para obtener
una matriz simétrica se usará la distancia Kullback-Leibler simetrizada

dKLS(P (Z
i|λi), P (Zj |λj)) =

1

2
dKL(P (Z

i|λi), P (Zi|λj)) +
1

2
dKL(P (Z

j |λj), P (Zj |λi)).

Para calcular las probabilidades necesarias se usará el algoritmo forward-backward. Este fue propuesto
por Baum en 1972 [97]. Se verá para el caso de un MMO discreto por sencillez, el caso continuo se trata
en [42]. Este algoritmo se divide en dos partes.

Algoritmos Forward y Backward

Sea un Modelo Markoviano Oculto dado por una cadena de Markov {Xs}Ks=1, con N estados, las variables
observables {Ys}Ks=1, y parámetros λ = (P,Q, π) donde π = (π1, . . . , πN ), que se ajustan a una observación
O′ = {O′

s}Ks=1 con E = {es}Ks=1 sus estados asociados y una observación O (pudiendo ser O = O′). Se
pretende calcular P (O|λ). Para ello se usan en conjunto dos algoritmos.

Algoritmo Forward

Se define la variable forward αt(j) como la probabilidad de la observación O hasta el tiempo t dado el
estado ej en el tiempo t y los parámetros λ:

αt(j) = P (Y1 = O1, Y2 = O2 . . . Yt = Ot, Xt = ej |λ).

Se considera
bj(Os) = P (Ys = Os|Xs = ej , λ)

la probabilidad de que se observe Os dado el estado ej y los parámetros λ. Si las observaciones son las
asociadas al modelo se obtendrían los valores de la matriz de emisión, Q, siendo bj(Os) = qjs si s ̸= 1 y
bj(O1) = πj . Si se asume independencia entre las observaciones

P (O|E, λ) =
K∏
s=1

P (Ys = Os|Xs = es, λ) =

K∏
s=1

bs(Os).

65



Implementación de software Aplicación a un caso real

Ahora la probabilidad conjunta de que ocurra la observación O con los estados E es

P (O,E|λ) = P (O|E, λ)P (E|λ).

Se tiene por tanto que la probabilidad P (O|λ) es la suma en todas las posibles secuencias de estados
de la probabilidad conjunta anterior. Así

P (O|λ) =
∑

todos los E

P (O|E, λ)P (E|λ).

Para obtener αt(j) en estos términos se toma la secuencia ya indicada de la observación hasta el tiempo
t. Se tiene que

αt+1(j) = P (O1, O2 . . . Ot+1;Xt+1 = ej |λ) =
N∑
i=1

P (O1, O2 . . . Ot;Xt = ei, Xt+1 = j|λ) =

N∑
i=1

P (Ot+1|Xt+1 = ej , Xt = i;O1, . . . , Ot)P (Xt+1 = ej |O1, . . . , Ot)P (Xt = i;O1, . . . , Ot) =

K∑
i=1

pijbj(Ot+1)αt(i).

Se pueden calcular los valores de αt(j) por inducción como sigue:

1. Inicio:
α1(j) = πjbj(O1) 1 ≤ j ≤ N.

2. Inducción:

αt+1(j) =

(
N∑
i=1

αt(i)pij

)
bj(Ot+1) 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ j ≤ K − 1

3. Final:

P (O|λ) =
N∑
i=1

αK(i)

Algoritmo Backward

En este algoritmo se define la variable backward como la probabilidad de la observación O desde el
tiempo t hasta el final dado el estado ej en el tiempo t y los parámetros λ

βt(i) = P (Yt+1 = Ot+1, . . . , YK = OK |Xt = ei, λ).

Su cálculo se hace por inducción de manera parecida al algoritmo forward:

1. Inicio:
βT (j) = 1 1 ≤ j ≤ N.
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2. Inducción:

βt(j) =

(
N∑
i=1

pijbj(Ot+1)

)
βt+1(j) 1 ≤ j ≤ N, 1 ≤ j ≤ K − 1.

3. Final:

P (O|λ) =
N∑
i=1

β1(i)πibi(O1).

Para calcular la distancia de Kullback-Leibler se hará uso del algoritmo Forward. Siguiendo el artículo
[42], asumiendo independencia entre las observaciones y por la definición de la variable forward se tiene
que

αt(j) = P (O1, O2 . . . , Ot, Xt = ej |λ) ⇒
N∑
j=1

αt(j) = P (O1, O2 . . . , Ot|λ).

Por ser observaciones independientes

N∑
j=1

αt(j) = P (O1, O2 . . . , Ot|λ) =
t∏

i=1

P (Oi|λ).

Se tiene por tanto que se puede calcular P (Ot|λ) ∀t = 1, . . . ,K según sigue

P (O1|λ) =
K∑
j=1

α1(j)

P (O1|λ)P (O2|λ) =
K∑
j=1

α2(j)

...

K∏
i=1

P (Oi|λ) =
K∑
j=1

αK(j).

Como los valores α1(j) son conocidos se tiene que las ecuaciones anteriores tiene solución de manera
recursiva

P (O1|λ) =
K∑
j=1

α1(j)

P (O2|λ) =
∑K

j=1 α2(j)

P (O1|λ)
...

P (OK |λ) =
∑K

j=1 αK(j)∏K−1
i=1 P (Oi|λ)

.

67



Implementación de software Aplicación a un caso real

Estas probabilidades se normalizarán con

K∑
i=1

P (Oi|λ)

para así obtener una distribución empírica. A continuación se verá la implementación de estos cálculos.
#### ALGORITMO FORWARD ####
forward <- function(pi ,P,Q) {

alpha <- matrix( 0, nrow = 28, ncol = 2)
alpha [1,] <- c(pi[1]*B[1,1], pi[2]*B[1,2])

for (t in 2:28) {
for (i in 1:2) {
alpha[t,i] <- (sum(alpha[t-1,]*P[,i]))*Q[t,i]
}

}
return(alpha)

}

Donde pi es el vector de la distribución inicial, P es la matriz de transición y Q la de emisión.

Se procede ahora al cálculo de la matriz de distancia. Para ello se hará un bucle donde para hallar la
distancia entre los países i y j se calcularán los respectivos algoritmos Forward donde para el caso del
primer país se obtendrán los parámetros del elemento i-ésimo de fitmodelos y en el caso del segundo
país se ajustará el modelo j-ésimo de modelos con los parámetros propios del primer país para obtener
así también los parámetros necesarios. Tras esto se aplicará la función calcular() para obtener las pro-
babilidades anteriores normalizadas de manera que cada una sea un vector de densidad de probabilidad.
Con estos vectores y la función KLD() de la librería [98] se calculará la divergencia Kullback-Leibler entre
los dos países. Al finalizar el bucle se simetriza la matriz obtenida para obtener la buscada. En algunos
casos puede ocurrir que la función fit() no pueda ajustar el modelo j-ésimo con los parámetros del
i-ésimo. Si lo anterior ocurre se sustituye ese valor por un M (respectivamente) grande de manera que se
entenderá como que la forma de eso dos países es demasiado diferente.

#### MATRIZ DE DISTANCIA ####

#Se define una función que calcule los P(O_i|\ lambda)

calcular = function(F) {
v = rep(0 ,28)
for (i in 2:28) {

v[1] = sum(F[1,])
v[i] = sum(F[i,])/v[i-1]
}

return(v/sum(v))
}

#Se procede a calcular la matriz

set.seed (123)
matriz_MMO = matrix(0, nrow =155, ncol =155)
M = 10

for (i in 1:155) {
pi_1 = fitmodelos [[i]]@init #dist ribución inicial
P_1 = fitmodelos [[i]] @trDens
P_1 = matrix(c(P_1[1] , P_1[3],P_1[2] ,P_1[4]) , 2, 2) #matriz de transición
Q_1 = fitmodelos [[i]] @posterior [2:3] #matriz de emisión
F_1 = forward(pi_1, P_1, Q_1)
H_1 = calcular(F_1) #vector de densidad
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for (j in c(1:155)[-i]){
posibleError <- tryCatch ({ #detección del error de ajuste

modelo2 = fit(setpars(modelos [[j]],getpars(fitmodelos [[i]])))},
error = function(e) {e})

if (! inherits(posibleError , "error")) {
pi_2 = modelo2@init
P_2 = modelo2@trDens
P_2 = matrix(c(P_2[1] , P_2[3],P_2[2] ,P_2[4]) , 2, 2)
Q_2 = modelo2@posterior [ ,2:3]
F_2 = forward(pi_2, P_2, Q_2)
H_2 = calcular(F_2)
print(c(i,j))
matriz_MMO[i,j] <-KLD(H_1, H_2)$sum.KLD.px.py #dist ancia entre H_1 y H_2

}
else {

matriz_MMO[i,j] <- M
}

}
}

#Se simetriza
matriz_MMO <- 0.5* matriz_MMO+ 0.5*t(matriz_MMO)

Ya calculada la matriz de distancia el resto de Análisis de Conglomerados es análogo al ya hecho en el
caso de DTW

matriz_MMO_dist = as.dist(matriz_MMO)
congloMMO <- hclust(matriz_MMO_dist, method = "complete")
plot(congloMMO , labels = as.character(c(1:155)), hang = 0.1, axes = TRUE ,

frame.plot = FALSE , sub = ’’, main = "Dendrograma", xlab = ’Unión completa ’,
ylab = ’Distancia ’, col = ’blue’)
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Figura 6.6: Dendrograma mostrando los conglomerados al aplicar MMO y un algoritmo jerárquico aglo-
merativo de unión completa sobre la base de datos normalizados.

Se procede al cálculo de los índices de validación para determinar el número óptimo de conglomerados
#### ÍNDICE DE DUNN ####

ind_dunn = c()
for (i in c(2:10)) {

cluster <- cutree(congloMMO , i)
ind_dunn <- append(ind_dunn , dunn(matriz_MMO , cluster))

}

#### ÍNDICE DE SILUETA ####

ind_sil = c()
for (i in c(2:10)) {

cluster <- cutree(congloMMO , i)
silueta <- summary(silhouette(cluster , matriz_MMO))$avg.width
ind_sil <- append(ind_sil , silueta)

}

#### ÍNDICE DB ####

intraclust = c("complete")
interclust = c("complete")
ind_db = c()
for (i in c(2:10)) {

cluster <- cutree(congloMMO , i)
info <- cls.scatt.diss.mx(matriz_MMO , cluster)
index <-clv.Davies.Bouldin(info , intracls = intraclust , intercls = interclust)
ind_db <- append(ind_db, index)

}
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#Se redondean los valores a tres cifras decimales
ind_sil = round(ind_sil , digits = 3)
ind_db = round(ind_db , digits = 3)

Índices <- matrix(c((c(2:10)), ind_dunn , ind_sil , ind_db), ncol = 4)
colnames(Índices) <- c(’Número de conglomerados ’, ’Índice de Dunn’, ’Índice de Silueta ’

, ’Índice DB’)
Índices <- as.table(Índices)

Índices de evaluación de MMO

Número de con-
glomerados

Dunn Silueta Davies-
Bouldin

2 7,841·10−7 0,084 1,541
3 7,841·10−7 -0,023 1,532
4 1,352·10−6 -0,022 1,115
5 1,421·10−6 -0,055 1,394
6 1,443·10−6 -0,116 1,319
7 1,45·10−6 -0,101 1,612
8 9,985·10−7 -0,103 1,580
9 1,015·10−6 -0,108 1,633
10 1,018·10−6 -0,105 1,574

Tabla 6.3: Tabla que muestra los distintos valores de los índices de Dunn, silueta y DB bajo distintos
números de conglomerados. Destacan los valores óptimos

Se comprueba en la tabla y el código que no se ha redondeado a tres cifras decimales el índice de Dunn
ya que los valores son muy pequeños. Si bien no hay consenso sobre la cantidad óptima de conglomerados
se determinará que esta es 4 ya que es la cantidad determinada por el índice DB, la segunda mejor opción
según el de silueta y la opción intuitiva si se observa el dendrograma. La división se puede representar
como sigue.

fviz_dend(congloMMO , k = 4, ylab = ’’, k_colors = c(’#34 df2e’, ’#00 AFBB’, ’#1050 EF’, ’#
F2B99B ’), color_labels_by_k = TRUE , ggtheme = theme_classic (), main = "División en
4 grupos",type = ’rectangle ’)
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Figura 6.7: Dendrograma mostrando la división en cuatro conglomerados.

Para visualizar mejor los países se puede aplicar de nuevo escalamiento multidimensional a la matriz de
distancia. En este caso no se asignarán los respectivos números a los países para permitir una visualización
más clara.

#Se calculan los puntos en el espacio relacionados a los países

emdMMO <- cmdscale(matriz_MMO_dist, k=3)

#Se acomoda a un data.frame para la función scatterplot3d
x <- emdMMO [,1]
y <- emdMMO [,2]
z <- emdMMO [,3]

EMD <- cbind(c(1:155) , x, y, z)
colnames(EMD) <- c(’países’, ’x’, ’y’, ’z’)

# Representación gráfica
grafica <- scatterplot3d(EMD[,-1], angle = 35, box = FALSE , xlim = c(-3, 3), ylim =c

(-3,3), zlim = c(-3, 3))

En la gráfica se ha hecho un zoom para mostrar los países con más claridad. Se observa que los puntos
están muy próximos entre sí salvo contadas excepciones. Esto se debe a asumir una distancia M entre
los países la cual provoca esa clara división en 4 conglomerados en el dendrograma pero al estar el resto
de puntos tan próximos hace que los valores óptimos de los índices sean peores que los obtenidos en el
análisis análogo con DTW. Esto se verá en al siguiente sección.
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Figura 6.8: Representación en el espacio de las posiciones relativas de los países. Muestra un zoom.

6.2 Conclusiones

Es fácil comprobar que los valores de los índices de evaluación son mejores en el caso de DTW. Además
para el caso de MMO se han tenido que hacer distintas consideraciones como asumir el número óptimo de
estados, la distribución de los variables observables, transformar los datos o asumir una distancia entre
modelos que no se podían ajustar.

Índices de evaluación

Tipo de técnica Dunn Silueta Davies-
Bouldin

MMO 1,352·10−6 -0,022 1,115
DTW 0,115 0,334 1,195

Tabla 6.4: Tabla mostrando los valores de los índices en los dos ejemplos expuestos correspondientes al
número considerado óptimo de conglomerados.

En esta tabla se ven reflejadas las numerosas asunciones por parte de la técnica de MMO. Así se
comprueba que permitir una gran flexibilidad, adaptabilidad y posibilidades de interpretación no es
siempre sinónimo de unos mejores resultados siendo en este caso la técnica más sencilla mucho más
eficiente y fiable. Con esto se pone en práctica toda la teoría presentada y se remarca la importancia de
conocer distintas técnicas, sus ventajas, desventajas y los datos con los que se trabaja a la hora de elegir
una para una Análisis de Conglomerados. Además se comprueba la importancia del cálculo de la matriz
de distancia que en este documento se ha tomado como el problema principal.
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Se concluye así que dependiendo de los datos y el conocimiento que se tenga sobre ellos unas técnicas
se adaptan mejor que otras no siendo siempre la más compleja la mejor opción.
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