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Resumen

La finalidad de este trabajo es introducirnos en la teoria de las funciones
elipticas, con una mirada clasica desde la teoria de la variable compleja, para
luego establecer su relacién con las curvas elipticas y formas modulares.

Aunque estén intimamente relacionados, hemos dividido el trabajo en
tres capitulos diferenciados: funciones elipticas, curvas elipticas y formas
modulares. En cada capitulo hemos expuesto las propiedades mas destacadas
de cada objeto mateméatico. Para ser més concretos, en el primer capitulo
veremos como Jacobi entiende las funciones elipticas como cociente de
funciones casi elipticas. Weierstrass, por su parte, las entiende como
funciones racionales de solo dos funciones elipticas. En el segundo capitulo
estudiaremos como es posible identificar una curva eliptica definida sobre C
con un toro y como toda curva eliptica queda determinada por una tinica
funcién: la funcién J-invariante. Ademas, veremos que es posible definir una
estructura de grupo en la curva mediante la suma de niimeros complejos. En
el tercer capitulo, estudiaremos la geometria subyacente al grupo modular y
veremos como sus elementos pueden entenderse como una generalizacion de
las funciones elipticas. También estudiaremos la importancia de la funcién J
entendida como funcién modular, obteniendo de nuevo resultados relevantes
acerca de esta funcién. Finalizaremos el trabajo enunciando el teorema de
Modularidad, teorema que simplifica la relacion entre nuestros tres objetos
protagonistas.



Abstract

The purpose of this work is to introduce us to the theory of elliptic func-
tions, with a classical look from the theory of the complex variable, to then
establish its relationship with elliptic curves and modular forms.

Although they are closely related, we have divided the work into three
differentiated chapters: elliptic functions, elliptic curves and modular forms.
In each chapter we have explained the most prominent properties of each
mathematical object. To be more concrete, in the first chapter we will see
how Jacobi understands elliptic functions as quotient of almost elliptical
functions. Weierstrass, on the other hand, understands them as rational
functions of only two elliptic functions. In the second chapter we will study
how it is possible to identify an elliptic curve defined on C with a torus and
we will also see that any elliptic curve is determined by a unique function:
the J-invariant function. In addition, we will see that it is possible to define
a group structure on the curve by adding complex numbers. In the third
chapter, we will study the geometry underlying the modular group and we
will see how its elements can be understood as a generalization of elliptic
functions. We will also study the importance of the function J understood
as a modular function, obtaining relevant results about this function. We will
finish the work formulating the Modularity Theorem, theorem that simplifies
the relationship between our three main objects.






Introduccion historica

Con el objetivo de entender de la forma mas completa el contenido de este
trabajo, comprendamos primero el marco histérico en el que se sitia la teoria
de las funciones elipticas. Para ello, nos tenemos que remontar al siglo XVII.
Su motivacién, impulsada por Wallis (1616-1703) y Newton (1643-1727), la
encontramos en algunos problemas diferenciales, como el movimiento que
describe un péndulo o en problemas geométricos, como la rectificacion de
arcos o el estudio de curvas como la elipse o la lemniscata, cuyas longitudes
de arco no se pueden expresar por funciones elementales, estas son racionales,
trigonométricas, exponenciales o logaritmicas. Por ello, uno de los objetivos
era incorporar una nueva clase de funciones, extendiendo asi el horizonte del
analisis matematico. Es aqui donde interviene Gauss, definiendo las funciones
lemniscaticas. Aunque desarrollé el campo de los nimeros complejos y la
aritmética modular, priorizo6 resultados que no eran relativamente novedosos,
quedando parte de sus descubrimientos en el campo de las funciones elipticas
eclipsado por los avances de Abel y Jacobi.

Por este motivo, historicamente, el origen de dichas funciones se atribuye a
Abel (1802-1829) y a Jacobi (1804-1851). Abel, con la ayuda de Legendre, fue
el precursor definiendo en Recherches sur les fonctions elliptiques (1827) las
funciones elipticas como inversas de integrales elipticas. De este documento
destacan los teoremas de adicion de funciones elipticas y la extension de tales
funciones a nimeros puramente imaginarios.

Tras la muerte de Abel, Jacobi tomé protagonismo en el campo de las
funciones elipticas. En 1829 publicé la obra Fundamenta nova functionum
ellipticarum, donde estudia la doble periodicidad de las funciones elipticas
a través de las funciones theta. La obra de Jacobi fue acogida con agrado,
convirtiendo a estas funciones en un objeto de gran interés. Sin embargo, el
avance del andlisis matematico ensombrecié las funciones theta de Jacobi.
En esta linea, destaca el estudio de Eisenstein (1823-1852) sobre formas mo-
dulares definidas por series explicitas, permitiendo a Weierstrass presentar
sus funciones p(z) y ¢'(z), funciones que nos permiten caracterizar todas las
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funciones elipticas.

Estas funciones de Weierstrass son el detonante que marca el rumbo del
desarrollo de las funciones elipticas hasta la actualidad. En esta linea, lo mas
reciente y notable fue el teorema de Taniyama-Shimura (2001), que establece
una relacion biunivoca entre las formas modulares y las curvas elipticas y
como consecuencia, prueba el ultimo teorema de Fermat.

Actualmente, las aplicaciones de las funciones elipticas gozan de una gran
diversidad que va desde la demostracién del tltimo teorema de Fermat hasta
sus usos en sistemas criptograficos, especialmente en aquellos sistemas en los
que se apoyan las transacciones financieras. Ademas, las funciones elipticas,
con las curvas elipticas en particular, han permitido el origen de nuevos
conceptos matematicos, como es el caso de la teoria de las formas modulares.
Es mas, el avance de las formas modulares ha permitido a su vez el desarrollo
de la teoria de Galois. En este sentido, las funciones elipticas son un punto de
mira de todas las ramas de las matematicas, pues no solo abarca la variable
compleja, sino también la geometria, el algebra o la teoria de niimeros.



Capitulo 1

Funciones elipticas

A lo largo de este trabajo nos apoyaremos en resultados dados en la asig-
natura Funciones de una Variable Compleja. Por destacar algunos de ellos,
usaremos el teorema de Liouville, el de los residuos o el principio del argu-
mento, asi como sus corolarios mas conocidos, entre otros. También vimos
una introduccién a las funciones elipticas, con algunos resultados que inclui-
mos en este trabajo.

En este capitulo daremos una serie de definiciones necesarias para enten-
der qué es una funcién eliptica. Asimismo, expondremos resultados relacio-
nados con el ntmero de ceros o de polos de tales funciones. Por seguir el
orden cronolégico, estudiaremos las funciones elipticas de Jacobi y las con-
trastaremos con las de Weierstrass, reflejando ademas el avance del estudio
de las funciones elipticas a lo largo de los anos.

Para redactar la primera seccién de este capitulo nos hemos basado
principalmente en [Mar70]. De la misma manera, nos hemos apoyado
sobre todo en [WW28] y en [SS03] para la segunda y tercera seccién
respectivamente.

1.1 Teoria de las funciones elipticas

Definicién 1.1. Decimos que una funcion f meromorfa en C es periddica
si existe w € C tal que

f(z)=fz+w)
para todo z € C. A w se le llama pertodo de f.

El siguiente lema nos clasifica los distintos y excluyentes tipos de
periodicidad que puede tener una funcién periddica.

10
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Lema 1.1.1. (Jacobi) Sea f una funcion periédica no constante y A
el conjunto formado por todos sus periodos. Entonces puede ocurrir las
siguientes posibilidades

1. Eziste w € C tal que A = {nw : n € Z}.
2. FExisten w; y we en C linealmente independientes tal que A =

{nw; + mwy : n,m € Z}. En este caso, diremos que A es el reticulo
en Z generado por wy y ws.

En el primer caso decimos que f es stimplemente periodica y en el sequndo
decimos que f es doblemente periddica o eliptica. Notemos que, al ser
dimrC = 2, dos periodos es el limite.

La prueba de este resultado se puede ver en el séptimo capitulo del libro
[Mar70].

—w, t e,

—, — g

Figura 1.1: Reticulo generado por los periodos w; y ws.

Por tanto, siguiendo la definicién de Abel, hemos definido las funciones
elipticas como funciones meromorfas doblemente periédicas. Las llamamos
elipticas porque, como veremos al final del capitulo, son las inversas de las
funciones definidas por integrales elipticas.

En lo que sigue, supondremos por convenio que para una funcion eliptica
f no constante, los periodos w; y ws son minimos, en el sentido de que el
reticulo

A = {nwy + mwy : n,m € Z}

es el conjunto formado por todos los posibles periodos.

11
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Definicién 1.2. Liamamos paralelogramo fundamental p,. asociado a
un reticulo A = Zw + Zwy al paralelogramo de vértices 0, wy, wy y wy + wo.
FEsto es

pe = {twy + swq : 0 < t, s < 1}.

A partir de este punto, a cualquier paralelogramo trasladado del fundamental
lo llamameros paralelogramo periodo, o por simplicidad, paralelogramo.
Un paralelogramo p serd especial si su frontera Op no contiene ceros ni polos

de f.

Por otro lado, a no ser que se diga lo contrario, supondremos que

W2 C .

%() > 0, pues esta condicién nos asegura que el recorrido del contorno
wh

del paralelogramo se efectiia en sentido contrario a las agujas del reloj.

Debido al caracter periédico, el comportamiento de una funcién eliptica
queda determinado por su comportamiento en cualquier paralelogramo p. No
obstante, este hecho se enfatizara en el corolario 1.1.7. Ademas, fijémonos que
a partir de la definicion de p tenemos una particion del plano complejo en el
siguiente sentido

C = Upmez(nwy + mws + p).

Definicién 1.3. Diremos que dos puntos del plano z y 2’ son congruentes
respecto de N = Zw, + Zws si z — 2’ es cierto periodo, esto es, si existen
n,m € Z tales que

2z — 2 = nw; + mwsy € A.

Es evidente que un paralelogramo no contiene ningtin par de puntos con-
gruentes entre si, mientras que un punto no vértice que esté en un lado del
paralelogramo es congruente con otro punto situado en el respectivo lado
paralelo. Respecto a los vértices, representan una cuaterna de puntos con-
gruentes. Ademds, para cada punto z’ del plano complejo, siempre hay un
unico punto congruente a z’ en el paralelogramo p. Por tanto, una funcién
doblemente periddica suele considerarse como una funcién definida sobre el
toro y reciprocamente, toda funcion definida sobre el toro puede ser conside-
rada como una funcion eliptica sobre C (véase la figura 1.2).

Obsérvese que si f y g son dos funciones elipticas con igual reticulo de
periodos A, entonces también son elipticas y con el mismo reticulo de periodos

1
las funciones 7 ', f+g, fg,f/g, esta dltima cuando g no es idénticamente

nula.
Demostremos que f’ satisface esta propiedad. En efecto, por ser f meromorfa,

12
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n], wl+n

l -
3

0=" =Wy =Wy = o,

\r

Figura 1.2: Toro bidimensional

f' es también lo es. Sea z; € C donde f sea analitica y sea 2z, un punto
congruente con z;. Entonces,

flzr+A2) = f(z1)  flza+ Az) — f(22)

Az Az

y haciendo Az — 0 obtenemos f'(z;) = f'(z2), por lo que f’ tiene los mismos
periodos que f. Ademéds, f’ no puede ser una constante pues en ese caso
tendriamos f(z) = cz + d, que no es eliptica.

Definiciéon 1.4. El orden de una funcion eliptica es el niumero de soluciones
de la ecuacion f(z) = oo, con z € p. Es decir, el orden de [ es la suma de
los ordenes de todos los polos que pertenecen a un paralelogramo. Se denota

por ord(f).

Desde el principio asumimos que las funciones elipticas son meromorfas
en C. Luego, por definicion de funcién meromorfa, las funciones elipticas
no constantes tendran sélo una cantidad finita de ceros y polos en el
paralelogramo fundamental. Veamos en esta linea algunos teoremas que
manifiestan las propiedades principales de tales funciones.

Teorema 1.1.2. Una funcién eliptica no constante no puede ser entera.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que f es una funcién
entera. Entonces, f es continua en el paralelogramo fundamental p, y por
tanto, esta acotada. Es decir,

f()| <C Vze€p,.

Si 2z’ es un punto del plano complejo, entonces existe un punto congruente
z del paralelogramo fundamental tal que f toma el mismo valor en ambos
puntos. Luego, la desigualdad obtenida ha de cumplirse en todo el plano.
Pero en ese caso, del teorema de Liouville llegamos a que f es constante,
contradiciendo la hipdtesis del teorema. O

Corolario 1.1.3. Una funcion eliptica no constante tiene al menos un polo
en el paralelogramo fundamental.

13
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Teorema 1.1.4. Sea p un paralelogramo. Entonces la suma de los residuos
en los polos de f contenidos en p es igual a cero.

Demostracion. En primer lugar, asumamos por simplicidad que no hay ceros
ni polos de f en la frontera de p. Si los hubiera, podemos conseguir la
condicién anterior desplazando p al paralelogramo a + p, siendo a € C lo
suficientemente pequetio. Notemos que al ser el niimero de ceros y polos finito,
es claro que podemos encontrar un paralelogramo especial. El resultado es
consecuencia del teorema de los residuos aplicado a f. Consideraremos como
camino de integracion los lados del paralelogramo p. Por tal teorema, tenemos
que

=
res(f;a) = — z)dz.
X wslfia =g [ 1O
aep

Denotemos I'1, ', '3 y 'y los lados del paralelogramo p de vértices zg, 29 +
wi, 20 + Wy + wo y 29 + wy, donde el sentido de integracién a lo largo de
cada I'; es consistente con la orientacién positiva de dp. Entonces la anterior
integral es

/apf(z)dz = g/nf(z)dz

Demostremos que la suma de la integral en I'; y en I's, asi como la suma de
la integral en I'y y en I'y es igual a cero.
En efecto, la ecuacion del lado I'; es

z=2z+tw, 0<t<1,

y entonces
1
/Ff(z):wl/o Flz0 + twn)dt.

La ecuacion del lado que une los vértices zg + wsg y 2o + w1 + wo €s
zo+tw1+w2, Ogtgl,
por lo que nos queda
1 1
— - f(Z) = w1/0 f(Z(] + tw1 + ZUQ)dt = wl/o f(Zo + twl)dt,
3

de donde obtenemos la relacién

/Fl f(z)dz = _/1*3 f(z)dz.

14
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Del mismo modo se demuestra que
/ f(z)dz = —/ f(z)dz.
T2 Ty

En conclusion, / f(2)dz = 0, obteniendo asi el resultado. O
Op

Corolario 1.1.5. El orden de una funcion eliptica f no constante no es
menor que 2.

Demostracion. En efecto, si el orden fuese 0, f no tendria polos y por tanto
seria entera, contradiciendo el teorema 1.1.2.
Si el orden fuera 1 entonces existiria un polo simple [ y del desarrollo de

—— + h(z), siendo B

el residuo de f en 8y h(z) funcién holomorfa. Pero por el teorema anterior,
B = 0, de donde se deduce que f no tiene polos en p y segin el teorema
1.1.2, f seria constante. [

Laurent en un entorno de 3, f(z) serfa de la forma

Teorema 1.1.6. Una funcion eliptica f en un paralelogramo p tiene igual
cantidad de polos que de ceros, contando ambos segiun sus multiplicidades.

Demostracion. Al igual que hicimos en el teorema 1.1.4, podemos suponer
que la frontera de p no contiene ceros ni polos de f. Por ser f doblemente
/

periddica con periodos en A, el cociente = es también doblemente periédico

con igual reticulo de periodos. En virtud del principio del argumento aplicado
a Jdp tenemos que

L f(2)
— dZ - Z Mg — Z my,
2mi op f(Z) a cero de f b polo de f
acp bep

siendo m, y my la multiplicidad de a o b como cero o polo de f
respectivamente. Procediendo como en la prueba del teorema 1.1.4, la integral

f'(z)
op f(2)

Corolario 1.1.7. Si una funcion eliptica f tiene orden N > 0, entonces f
toma cada valor complejo en un paralelogramo exactamente N veces.

dz es nula por la simetria propia de Jp. O]

Demostracion. Si ¢ es un complejo cualquiera, la funcién f(z) — ¢ también
es eliptica y de orden N. Por el teorema anterior, f(z) — ¢ tiene exactamente
N ceros para todo ¢ € C. O

15
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Teorema 1.1.8. La suma de los ceros y la suma de los polos en un
paralelogramo contando su multiplicidad son niumeros congruentes.

Demostracion. Por el principio del argumento se tiene que

1 f'(z)
— z dz = E Mea — E myb.
2mi 9 f(Z) a cero de f b polo de f
acp bep

Por definiciéon de congruencia, es suficiente demostrar que la integral es igual
a algtin periodo de la funcién f. Por la simetria de dp, tenemos que

1 [z, 1 f'(z) 1 f'(z)
271 apzf(z) dz = 2mi Jr, Zf(z) dz+ 2mi Jr, © f(2) dz
- — zf/(z) 2 L zf,(z)
2mi Jry  f(2) 2mi Jr, o f(2)

1

dz,

donde hemos representado los lados de dp por I';, ', '3 y T'y, de modo que
sus puntos iniciales y finales son: zg, 2o + wy para I'y, zg + wy, 20 + wy + wo
para I's, 2o + ws, 20 + w1 + wo para I's y 2g, 20 + wy para I'y.

Veamos que la suma de la primera y tercera, asi como la suma de la segun-
da y cuarta integral del segundo miembro de la igualdad son unos periodos
de f.

En efecto, ya hemos visto que el lado I'y tiene por ecuacion z = zg + wyt,
con 0 <t < 1. Luego,

1 fliz), 1
5 rlzf(z)dz_%i/o (20 + wrt)

wi f' (20 + wit)
f(ZU + wlt)

La ecuacion de I's se puede expresar como z = 2o + we + wit, con 0 <t < 1.
Por tanto,

_L Zf/(z>dzz_1/1(z 4w+ w t)wlf’<20—|—w2—|—w1t)dt
271 Jrs f(Z) 211 Jo 0 2 ! f(ZO + wy + wlt)
L w f'(zo + wit)
= T o t
i /0 (20 + wo + wnt) (20 + wnl)

Si denotamos por v(t) a la curva cerrada dada por vy(t) = f(zo + wst), con
0 <t <1, se tiene que

16
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1 f'(2) f'(2)
omi (frl e e dz)

wlf 2o + wlt)

(ZO + U)lt — 20 — Wy — wlt)dt

" 2mi f(zo + wqt)
wlf 20 -+ wlt)
N 27rz zo + wyt)
27m 0 7(15)

= —kw,y, con k € 7Z,

pues la tltima integral es el indice de la curva ~(t) respecto del origen, por
lo que ha de ser un nimero entero.

Analogamente, hallamos que

L[S, Ly

omi Jr, T f(2) T 2mi Jry T f(2)

dz = lwy, conl € Z.

Asi pues,
1 !
, zf(z)dz:lwl—kwng,
2mi Jop  f(2)
siendo 2 cierto periodo de la funcién f. O]

1.2 Funciones elipticas de Jacobi

Aunque Weierstrass fue verdaderamente quien marcé la direccién del estudio
de las funciones elipticas hasta la actualidad, no por ello debemos desesti-
mar el avance anterior de Jacobi. En esta seccién seguiremos los pasos dados
en Fundamenta nova functionum ellipticarum (1829), obra en la que Jacobi
representa las funciones elipticas como cociente de sus funciones theta.

De la Integral Eliptica de Lengendre con médulo k, 0 < k <1,

z dt
0= /o JA—2)(1— k2e2)

17
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Jacobi define la funcién sn(u,k) dada por la inversa de la anterior integral
con z = sn(u, k). Es decir,

/sn(u,k) dt
u = .
o Ja—e) - k)

A partir de la definicién de sn(u, k), Jacobi da nombre a las funciones
cn(u,k) y dn(u,k) dadas por las soluciones positivas de las ecuaciones

sn®(u, k) + en®(u, k) = 1
k2sn?(u, k) + dn®(u, k) = 1.

La notacién de estas funciones no es por mero azar, pues cuando k = 0,
las funciones sn(u) y cn(u) son los andlogos a las funciones sin(u) y cos(u)
respectivamente, mientras que dn(u) degenera a la funcién constante 1.

El objetivo de este capitulo, asi como el de Jacobi en su obra, es demos-
trar que estas tres funciones son en efecto elipticas. Para ello, los calculos se
reducen gracias a la ayuda de ciertas funciones auxiliares, conocidas como
las funciones theta de Jacobi.

Siguiendo la notacion clasica de Gauss, si 7 es un niimero complejo fijado
con parte imaginaria positiva, escribimos ¢ = €", de forma que |q| < 1.

La funcién theta se define entonces como
“+o00

@(Z,Q) _ Z (_1>nqn2€2niz.
n=—00
O(z, q) resulta ser una funcién entera ya que el rapido decaimiento de q”2
nos asegura la convergencia uniforme de la serie en cada disco D(0, R), con
R > 0. Aunque © no sea doblemente periddica, esta funcién tiene un caracter
similar al de una funcién eliptica.

Es sencillo ver que
Oz +m,q) = O(z,q)

y ademas,
+oo 5 )
@(Z+7TT, q) _ Z (_1)nqn e2mzq2n
oo | 1.1)
_ —-1_—2iz n+l_(n+1)? 2(n+1)iz (
=—q e > ()" e
n=—00

= —q'e7*70(z, ).

18



Curso 2022-2023

Funciones elipticas de Jacobi

Como consecuencia de estos resultados, decimos que © es una funcién

casi doblemente periddica. En este sentido, 1 y —qg e

le=2iz g6 denominan

multiplicadores o factores de periodicidad asociados a los periodos 7

y T respectivamente.

Las cuatro funciones theta de Jacobi se definen como

. 1,
siendo M = gie'*.

O1(z,q) = —iMO(z + ;WT, q)

1
O2(z,q) = O1(z + §7T,Q)

1
@(Z‘l‘ §7T,q)

(2,9).

@?)(Za q)
O4(z,q)

I
)

Por brevedad, el parametro g generalmente no se especificara, quedando

0;(2) = (2, 9).

De la definicién de cada funcién theta, obtenemos las siguientes relaciones

Oy(2) = MO3(z + ;m') (1.2)
O3(z) = MOs(z + ;WT) (1.3)
O4(z) = —IMOy(z + ;7?7'). (1.4)

Demostremos la ultima relacion.

Observemos que

@1(2)

- 1
= —igie®O(z + §7r7')
1. = 2 omi 1
_ —iqZGZZ Z (_l)nqn e ni(z+57T)
1 . oo 2 Iniztni
—_ _Z'qzezz Z (_1>nqn +n€ NiZENITT
T 1y2 i(2 1
=i ¥ (g
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por lo que ©4(z) se puede escribir como

+o0
Z) - Z (_1)nq(n+%)261(2n+1)z' (15)

n=—oo

Entonces,

O1(z + ~77) = —i Z )q ? pi(2n+1) (24 577)

n=—oo

= Z n+1 (n+ )2 qn—&-%e?niz—&—iziiz
n=—00
A= 1y2 1o
— iquefzz Z (_1)n+1q(n+§) qn+§e21z(n+1)

n=—oo

= iq*ie*iz@dz),

obteniendo asi el resultado.
Para las otras dos relaciones, basta tener en cuenta que podemos escribir
O5(z) como

Z q n+ 2n+1)

n=—oo

y procedemos de manera parecida como hicimos con la relacién anterior.

Como decfamos al principio de la seccién, vamos a ver que sn(u) (y por
tanto cn(u) y dn(u)) se puede escribir como cociente de las cuatro funciones
theta. La idea es que al hacer cociente, los factores extras que aparecen
en los casi-periodos se cancelan, lo que da lugar a una funcién doblemente
peridédica. Recogemos una serie de resultados que nos seran de utilidad para
nuestro objetivo.

Proposicién 1.2.1. Denotemos N = q te 2. Entonces se satisfacen las
siguientes relaciones

O1(z +7) = —04(2) O1(z +77) = —NO1(2)

Oy(z+ 1) = —O4(2) Oy(z + 77) = NOa(2)

O3(z + 1) = O3(2) O3(z + 77) = NO3(2)

Ou(z + ) = O4(2) Ou(z +77) = —NO4(2)

Demostmcio’n Las igualdades al incrementar z por 7 son directas ya que
e =1y ™™ = (—1)" para todo n € N.
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La igualdad ©4(z + 77) = —N©O,4(z) ya la tenemos demostrada en (1.1).
Demostremos la igualdad para ©1(z+77) = —N©(z), el resto no la haremos
para no alargar innecesariamente la seccion.

Usando la igualdad (1.5), se tiene que

400
O1(z477)=—i > (_1)nq(n+%)26i(2n+1)z

n=—oo

“+o00
. 716721',2 Z (_1)n+1q(n+1+%)2ei((2(n+1)+1)z

n=—oo

[l

Proposicién 1.2.2. La funcion ©,(z) tiene exactamente un cero en cada
paralelogramo pg, siendo p; el paralelogramo con vértices en los puntos
t,t+mt+n+aryt+aryteC, conje{l,23,4}.

Demostracion. Haremos la prueba para ©,4, pues para el resto se hace de
forma andloga.

Al igual que hicimos en la seccién anterior, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que la frontera de p; no contiene ceros ni polos de ©4(z). Sabemos
que O4(2) tiene periodo 7 y casi perfodo m7. Por ser ©4(z) entera, no tiene
polos y en virtud del principio del argumento, el niimero de ceros contando
multiplicidades en cada p; es

RO
27TZ apt @4(2)

dz.

Esta integral se puede escribir como

1 t+m @ZL(Z) t+m+mT @2(2) t+7T @ZL(Z) t @2(2)
— az+ | az+ [ d dz ).
271 < t @4(2) “t t+m @4(2) at t+m+mT @4(2) at t+mT @4(2) &
Por ser ©4(z + 7) = ©4(z), entonces tenemos que
v 4(z) [ €4 (2) Coe)
dz = dz = — d
/t+7r @4(2’) /t @4(2) : t+7mT @4(2) %
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y por tanto la integral en p; se reduce a

1/ SACI ( t+w@'(z)d

2mi B

l\z

t+mtmT @’
oP; @4(2’) ° = % /t+7r7 dz
1 t+m @’
_1 ( 2+de>
2mi \Jt z+47T)

O4(2)
1 prm (O4(2)  O4(z +77)
= / dz.
2mi Ji O4(2)  Ou(z+77)
Por otro lado, sabemos que O4(z + 77) = —q 'e ?*04(2). Derivando a
ambos lados de la igualdad nos queda

ISH
l\z
o\ﬁ

+
3
OJO)
PNl N
—~|—~

O4(z +77) = —q e O (2) + 2ig e O, (2).

Por tanto,

O (z +7T) _ O4(z) 0
Ou(z+77) O42) '

Asi podemos concluir que

1 ! 1 pttm
271 Jop, O4(2) 2 Ji

por lo que O4(z) tiene exactamente un cero simple en cada p;. O]

Proposiciéon 1.2.3. Las siguientes relaciones manifiestan que es posible
expresar cualquier funcion theta en términos de cualquier otro par de
funciones theta:

1. ©,(2)03(0) = ©3(2)03(0) — ©7(2)63(0)
2. ©3(2)01(0) = ©3(2)03(0) — 61(2)63(0).
3. ©3(2)01(0) = ©5(2)03(0) — ©3(2)©3(0).

Demostracion. Demostremos las dos primeras igualdades. La tercera veremos
que es consecuencia de la segunda. Cada una de las cuatro funciones
©%(2),03(2),03%(z) y ©3(z) es analitica para todos los valores de z y
tiene factores de periodicidad 1 y ¢ 2e** asociado a los perfodos 7 y
7T respectivamente. Ademads, cada una tiene un cero doble (y no més) en
cualquier paralelogramo p; definido como en la proposiciéon anterior. Por
tanto, es obvio que si a, b, a’ y b’ son elegidos de forma adecuada, las funciones

a©?(2) + bO%(2) y a'©2(z) +V03(2)
03(2) O3(2)
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son elipticas (de perfodo 7 y 77) y tienen a lo sumo sélo un polo simple en
cada p;. Luego han de ser funciones constantes, dando lugar a relaciones de
la forma

03(z) = AB7(2) + BO1(2), ©3(z) = A'©1(2) + B'Oi(2),
para ciertas constantes A, B, A’ Y B’

De la definicién y de la casi periodicidad de cada una de las funciones
theta obtenemos las relaciones

1 - 1 1 -
B9 (777') = qu@g, Oy (71'7') =0, 6 <7TT> = iqu@4
2 2 2
1 . .
y dando a z los valores —77 y 0 en las relaciones anteriores, las constantes
A, B, A" y B’ satisfacen
©3(0) = —A4087(0), ©3(0) = BOI(0); ©3(0) = —A'©3(0), ©3(0) = B'O}(0).

Despejando las constantes A, B, A’ y B’ de lo anterior y sustituyendo en las
relaciones que teniamos, obtenemos las ecuaciones 1) y 2).

1
Probemos la tercera igualdad. La segunda igualdad evaluada en z + 3T
es

1 1 1
03(z + 57?)@2(0) =02(z + 57?)@?2)(0) — 0%z + §7r)®§(0).
Ahora bien, por ser ©4(z) periddica de periodo 7, tenemos que
1
O3(z + §7r) = 03(z+7) = O3(2)
y por definicién de Oy(z) y O3(z2),

1 1
Oi(z + 57) =03(2), Oi(z+ EW) = 03(2),

obteniendo la igualdad.

]

Veamos una expresiéon de ©4(z) como producto infinito que nos serd de
ayuda mas adelante.
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Proposicién 1.2.4. ©4(z) puede ser expresada como
=G [[(1 —2¢*""cos(2z) + ¢*"?)
n=1

donde G es cierta constante que depende tinicamente de ¢'.

Demostracion. Sea f(z) =102, (1 — ¢ 1) [0, (1 — ¢*" e 2%).
Debido a la convergencia absoluta de 2 ; ¢*"~!, cada uno de los dos produc-
tos converge absoluta y uniformemente en cualquier regién? acotada. Luego,
f(2) es analitica en C y por tanto es una funcién integrable.

Los ceros de f(z) son simples en puntos tales que e** = e ™ con

n € Z, esto es, tales que 2iz = (2n + 1)miT + 2mmi. Luego, f(z) v O4(2)

f(z)

tienen los mismos ceros y por tanto, el cociente no tiene ceros ni polos

en C.

Por otro lado, es evidente que f(z+ m) = f(z) y de la siguiente igualdad

Z+7T7' H 2n+1 2zz H —3 7212)
n=1 n=1
1 — q—1€—22z
- f(Z) 1 _ qegiz

= ¢l (2),

vemos que f(z) y ©4(z) tiene los mismos factores de periodicidad asociado

O4(z

amyamnt. Luego, la funcion f4(( )) es eliptica sin ceros ni polos, por lo que
z

ha de ser constante y dicha constante ha de ser G, obteniendo el resultado.

]

Usando de nuevo la expresiéon (1.5) y la conocida igualdad sinz =
eiz . e—iz
5 Vz € C, podemos expresar ©(z) como
i

=2 Z nqrta) “sin(2n + 1)z

Luego, z = 0 es un cero de ©4(z) y en virtud de la proposicién 1.2.2, ya
tenemos estudiados todos los ceros de O4(z). De las definiciones del resto de

La expresién de la constante G puede consultarse en §21./2 de [WW28].
2Entendemos por regién a cualquier conjunto de C abierto y conexo.
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funciones theta, se sigue que los ceros de ©y(z), O3(2) y O4(2) son los puntos

1 1
congruentes a ——7, ——7 + —7T y —7T respectivamente. Por tanto, los ceros

en el paralelogramo p; de ©1(z), O2(z), O3(z) y O4(z) son congruentes a los

1
puntos 0, —m, =7 + 7T ¥y §7r7' respectivamente.

2 2 2

Veamos ahora la ecuacién que satisface sn(z).

@1(2)
@4(2)

res de periodicidad —1 y 1 asociados a los periodos 7 y 77 respectivamente.
©1(2)84(2) — 01(2)04(2)
©i(2)

tiene facto-

De la proposicién 1.2.1, es obvio que la funcién f(z) =

tiene los mismos

Por tanto, su derivada f'(z) =

factores de periodicidad.

@2(2)@3(2)
0i(2)

Por otro lado, es facil verificar que g(z) = tiene —1 y 1 como

factores de periodicidad. Por tanto, la funcién

f'(z) _ ©1(2)04(2) — 01(2)04(2)
9(2) ©2(2)03(2)

es eliptica con periodos 7 y 77 y los tinicos posibles polos de ¢(z) son simples

1 1
en puntos congruentes a STy 57 + 57T Ahora bien, de las relaciones (1.2),

(1.3) y (1.4) vemos que

1 —0)(2)01(z) + O1(2)04(2)

ozt gmr) = 6:(2)0s(2)

. = 4(2),

1
por lo que ¢(z) es eliptica con periodos m y —m7. Ahora bien, los inicos posi-
. 1 1 1
bles polos de ¢ son simples en puntos congruentes a §7r y §7T+ §7TT, pero por
1
Ser my omT los periodos, tenemos que los puntos anteriores son congruentes y

por tanto tenemos un tnico polo. La figura 1.3 resume graficamente esta idea.

Por el teorema 1.1.2, ¢ es una constante y haciendo z — 0, el valor de
©1(0)04(0)
©,(0)05(0)
dad ©/(0) = 02(0)03(0)04(0), igualdad probada en §21.41 de [WW28]. No

hemos expuesto la prueba para no cargar con demasiadas cuentas la seccion.

esta constante es = ©73(0). Notemos que hemos usado la igual-
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w™T

—T 4+ -7T
____________________ ..-__-_______-_-_-_-___
®
1
3" "
Figura 1.3

Por tanto, podemos escribir f’(z) como

F1(2) = 6(2)g(2) = @3(0)@2(%(@5(2) _ 862 (@1(2)) |

Con el cambio £(z) = glgz), lo anterior es
4\Z
d @2(2)@3(2)

y usando las relaciones de la proposicion 1.2.3, obtenemos la ecuacion
diferencial

d¢\’

(%) = (630 - ee300) (6500) - €6500),

_ 91(2)
©4(2)

Esta ecuacion diferencial puede ser llevada a la forma canoénica con el

05(0)

0,(0)

cuya solucién es £(z)

y u = 203(0). Si probamos que existe 7 (con I(7) > 0)

cambio y = &

tal que

~ 6,(0)
= 5.0 (1.6)

la ecuacién que determina y en funcién de u es

(Zz) (1A R

N

k
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y esta ecuacion tiene la solucién particular

~ 05(0) ©,(uB3°(0))
Y 0,(0)04(u;2(0))

Ahora bien, por definiciéon de sn(u, k), ha de ser y = sn(u, k), con 0 < k <1
anteriormente fijado. Es decir, sn(u) satisface

03(0) ©1(u63%(0))
0:(0) O4(u637(0))

sn(u) =

y la funcién de la derecha tiene multiplicadores —1 y 1 asociado a los periodos
m02%(0) y 7702%(0). Por tanto, sn(u,k) es eliptica con periodos 2m02(0) y
770O3(0). Si somos fieles a la notacién original de Jacobi, el casi periodo
102(0) y el perfodo 77O3(0) es denotado por 2K y 2i K, de forma que sn(u, k)
tiene periodos 4K y 21K.

Por tanto, todo se reduce a probar que existe 7 con (7) > 0 tal que
se cumpla (1.6). De forma equivalente, si escribimos k* = ¢ con 0 < ¢ < 1,
tenemos que ver que la ecuacion

_ 65(0)
~ ©3(0)

C

tiene solucién. En efecto, haciendo z = 0 en la igualdad 3) de la proposicién
1.2.3, la anterior ecuacion equivale a

©1(0)

©5(0)

l—c=
En virtud de la proposicion 1.2.4, tenemos que
01(0) =G T[(1— ) vy ©4(0)=G* [T(1+¢" )"
n=1 n=1
por lo que la ecuacion anterior puede ser escrita como
[e'S) 1— q2n—1 > 8
l—c= — .
nr:[l (1 +gt

Como ¢ varia de 0 a 1, el producto de la derecha es continuo y decrece es-
trictamente de 1 a 0, por lo que toma el valor 1 — ¢ una séla vez. Por tanto,
el problema de la inversién ha sido resuelto y la funcién sn(u, k) puede ser
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escrita como cociente de funciones theta, por lo que es eliptica.

Finalmente, otras nueve funciones elipticas se pueden definir tomando
inversas y cocientes. Jacobi las definié6 como

1 1 1
ns(u) = sn(u) neu) = cn(u) nd(u) = dn(u)
~ sn(u) cd(w) = en(uw) <() — dn(u)
se(u) = cn(u) d(w) dn(u) ds(u) sn(u)
~ cn(u) () = dn(u) <d(u) — sn(u)
es(u) = sn(u) de(u) en(u) d(w) dn(u)

1.3 La funcién p de Weierstrass

En 1899, Henri Poincaré dijo:

La forma que Jacobi habia dado a la teoria de las funciones
elipticas esta lejos de la perfeccién; encontramos solo tres
funciones fundamentales, muy especificas: sn, cn y dn... En el
sistema de Weierstrass, en lugar de tres funciones, sélo hay una,
©(z), de forma que su definicién no cambia cuando se reemplaza
un sistema de periodos por otro sistema equivalente.

La importancia del estudio de Weierstrass radica en el hecho de que todas
las funciones elipticas se pueden expresar en términos de p(z) y su deriva-
da ©/(z). Por ello, el objetivo de esta seccién serd demostrar tal resultado,
senalando ademas algunas consecuencias que nos seran de utilidad para fu-
turos capitulos.

Describamos una normalizacién de periodos que usaremos constantemen-
te en esta seccion. Esta normalizacion tendra mas sentido cuando en el tercer

capitulo introduzcamos el concepto de grupo modular. Sea 7 = —2 con wyy
w1
wy los periodos linealmente independientes sobre R de una funcion eliptica,

1
digamos f. Ya que 7 no es real (Lema 1.1.1) y 7 y — tienen partes imagina-
rias de distinto signo, asumamos sin pérdida de generalidad que (7) > 0.
Obsérvese que la funcién f tiene periodos wy y wsy siy solo si F/(2) == f(w;2)
tiene periodos 1 y 7 y ademas f es eliptica si y s6lo si F' lo es. Como las
propiedades de f se deducen de las de F', asumiremos por comodidad que f

es meromorfa en C con periodos 1y 7, siendo J(7) > 0. De estas condiciones
se tiene

f(z4+n+mr)= f(z), paratodon,méecZy z¢€C,
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por lo que resulta natural considerar el reticulo en C definido por
A={n+mr:n,meZ}
es decir, el reticulo generado por 1 y 7.

El estudio que realiz6 Weierstrass sobre las funciones elipticas esta enfo-
cado desde el estudio de sus polos. Como ya hemos visto, cualquier funciéon
eliptica debe tener al menos dos polos. Construiremos por tanto una funciéon
cuya tunica singularidad sea un polo doble en los puntos del reticulo A.

Antes de estudiar el caso de las funciones doblemente periddicas,
consideremos funciones con un sélo periodo. Si uno desea construir una
funcién con periodo 1 y polos todos enteros, una sencilla eleccion es

Fz) = i z%l—n'

n=—oo

No obstante, la serie que define F' no es absolutamente convergente. Para
solucionar este problema podemos expresar F'(z) como

1 & 1 1 1 & 1 1 1 1
F = = == S _
(2) z+nzzl<z+n+z—n> z+n2:1(z+n n)+<z—n —n)’
es decir,
1 1 1
F(z):—i-Z( —).
EA— z+n n
) 11 1\,
Como la nueva expresiéon cumple ——=0 (> , la serie es absolu-
z24+n n n?

tamente convergente en C \ Z y uniformemente convergente para cada disco
D(0,R) con R > 0. Luego, F' es meromorfa con polos precisamente en los
enteros.

Veamos ahora cémo imitar el desarrollo anterior para construir una
funcion eliptica. Para ello, utilizamos una suma analoga sobre el conjunto
A anteriormente definido. En concreto, estudiamos la suma

1 1

1 1
> o= at S e w)

weA wEN*

3Decimos que f(n) = O(g(n)) si se cumple que |f(n)| < A|g(n)| para cierta constante
A>0.
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donde A* = A —{(0,0)}.
Igual ¢ ! L _ 2220 mino del
ual que antes, por ser ———— — — = ————— el término de
suat d P (z +w)?  w? (z + w)?w?’

1
sumatorio es O (3> cuando |w| — ooy en virtud del siguiente lema, la serie
w
es absolutamente para todo z € C\ A. Es mas, la serie es uniformemente
1 1

convergente en cada disco D(0, R), con R > 0 ya que | — — —
(w—2)2  w?

z . ; Ny
C |’||3, definiendo asi una funcién meromorfa con polos en A de orden 2.
w

Lema 1.3.1. Las dos series

2

(n,m)#(0,0)

1 1
Gy VL2

n+mreN*

n+mr|"

convergen St r > 2.

Demostracion. Probemos el resultado para la primera serie.
Para cada n # 0,

1
+ 2 < +9
S G = P G St E
1 o ( 1 1

<ot 2/ =< +C -

o T2 e ST T T
Luego, si r > 2,

D R YD)
(nmz0) (PLHImD™ 12 |m| Lok (0l +1ml) Iml)

1 1 1
—+ > ( r+C|n|r—1><°o’

miZo 17

Por tanto, para probar que la segunda serie converge, es suficiente ver que
In| + |m| S In+m7|, Vn,m € Z,

donde x < y si existe una constante positiva a tal que z < ay. Si se cumple
también y < x, escribiremos x = v.

Para ello veamos antes que para cualesquiera dos ntimeros positivos A y B
se satisface la siguiente relacion

(A2+ Bz~ A+ B.
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Por un lado,

N

A< (A% + B
B < (A% + B?)

=

y sumando ambas desigualdades llegamos a que
A+ B <2(A% 4+ BY)s.
Por otro lado, al ser A y B positivos,
(A+ B)? = A+ B*+2AB > A* + B?
y tomando raiz cuadrada obtenemos que
(A4 B%)? < A+ B,
por lo que se tiene la relacion anterior.

Probemos ahora la siguiente relacion:
In| +|m|=|n+m7|, VreH={ze€C:I2)>0}.
En efecto, si 7 = s +it, con t > 0, por la observacién previa,
0+ mr| = |(n+ms)? + (mt)?|2 = |n +ms| + |mt| = |n+ms| + |m|.

En conclusion, |n|+ |m| = |n 4+ m7|, por lo que la segunda serie converge si
r > 2.
[

Con esta idea de Weierstrass, a simple vista sencilla pero no por ello
menos brillante, podemos ya si definir la funcién p(z) dada por la serie

wEN*
1 1 X
= — + B
& (n,m%é:(o,m ((Z +n+mr)2  (n+ mT)Q)

y en virtud del lema anterior, tenemos que p(z) es una funcién meromorfa.
Ademaés, por la propia definicién, p(z) tiene polos dobles en los puntos del

reticulo A. Notar que, debido a la insercion de los términos ——, ya no es tan
w

obvio que p(z) sea doblemente periddica. No obstante, vamos a demostrar
que si lo es. Para ello, observemos que @ es claramente par y por tanto, la
derivada ', impar.
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Teorema 1.3.2. p(z) es una funcion eliptica con periodos 1 y .

Demostracion. Veamos primero que la derivada de p es doblemente
periédica. Derivando término a término, la expresién de ¢’ es

)= -2

3
el z—l—n+m7)

Por el lema 1.3.1, ¢’ converge absolutamente cuando z no es un punto del
1

reticulo. Ademés, la diferenciacién elimina el término —— y por tanto la
w?

serie para ¢’ es claramente periddica con periodos 1 y 7, pues permanece sin
cambios después de reemplazar z por z 4+ 1 o por z 4+ 7. Luego existen dos
constantes a y b tales que

pz+1)=p(z)+a y p(z+7)=p(z)+b, VzeC.

1 1 T T 1
Por ser p par, p <—2> = (2) y @ (—2> =@ (2) y tomando z = 3 y

z=—gen las expresiones anteriores, llegamos a que a = b = 0. Por lo tanto,

p es eliptica con periodos 1y 7.
O

Demostremos ya si que todas las funciones elipticas se pueden expresar
en funcién de p(2) vy ¢'(2).

Teorema 1.3.3. Toda funcion eliptica f con periodos 1 y T es una funcion
racional de o y ¢

Demostracion. Haremos la prueba en dos pasos. Primero demostraremos el
resultado para una funcién F' eliptica par con los mismos periodos que f y
luego demostraremos el caso general.

En efecto, por ser F' par, si tiene un cero o polo en el origen serd de orden
par. Luego existe un entero de orden m de modo que la funcién F(z)(p(z))™
no tiene ceros o polos en los puntos del reticulo. Por ser p también par con
periodos 1 y 7, podemos asumir que F' no tiene polos o ceros en A.

Sea {ay,a_1,...,am,a_n} el conjunto de los ceros de F' contado con
multiplicidades y {b1,b_1,...,bm, b_n} el conjunto de sus polos contado con
multiplicidades. Vamos a usar g para construir una funcion eliptica G con los
mismos ceros y polos que F. Para ello, recordemos que la funcién p(z) — p(a)
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tiene un cero de orden 2 si a es medio periodo y dos ceros distintos, a y —a,
en otro caso. Entonces, la funcion

(p(2) = plar)) - ... (p(2) = p(am))

tiene exactamente los mismos ceros que F'.

Para los polos, razonando al igual que para los ceros, tenemos que la

funcién .

(p(2) = pr)) - - (p(2) = p(bm))

tiene los mismos polos que F'y entonces, la funcion G dada por

G@%:@wa—m@»-mwma—pmm>
(9(2) = p(1)) - .- (p(2) = p(bm))

tiene los mismos ceros y polos que F. Ademas, por ser g eliptica, G también

lo es. Asi pues, — es entera y doblemente periddica. Por el teorema de Liouvi-

G

F
lle, — ha de ser constante, finalizando en virtud del resultado para el caso par.

G

Demostremos el caso general.

Podemos escribir la funcion f como

f(Z) - fpar(z) + fimpar(z)a
siendo

f(2) + f(=2)

f(z) = f(=2)
5 :

fpar(z) - 9

Yy fimpaT(Z) =

f impar

Recordando que @ es par y su derivada ¢’ impar, el cociente es par.

fimpar
I

Aplicando el caso anterior a las funciones fuq ¥ concluimos que f es

una funcién racional de p y ¢’
O

Recordemos la normalizacién que hicimos al principio de la seccién. Ya
que la construccion de o depende de 7, podriamos escribir g,. Esto nos lleva
a cambiar nuestro punto de vista y pensar en @, (z) principalmente como una
funcién de 7. Este enfoque produce nuevas ideas interesantes que nos lleva
a describir el cardcter modular de las funciones elipticas y su conexiéon con
las series de Eisenstein. Ademads, esta consideracién estd motivada por las
siguientes observaciones.
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e Yaque 1y 7 generan los periodos de p,(z) y 1 y 7+1 generan los mismos
periodos, cabe esperar una relacién estrecha entre p,(z) v 9,41(2). De
hecho, es facil ver que son idénticas.

. Wa . . .
e« Si T = — con &(r) > 0 entonces intercambiando los dos periodos
w1y
1 w1 L 1
tenemos —— = —— y ademas & (——) > 0. De nuevo, podemos
T Wa T

esperar una conexién entre @, y @ 1. En particular, p-i(z) =
T T
2
T 0. (72).
Por tanto, nos vemos impulsados a considerar el grupo de transformacio-
nes del semiplano superior (1) > 0, generado por las dos transformaciones

T—T174+1
1
T — ——.
T

Tal grupo recibe el nombre de grupo modular, que estudiaremos con mas
detalle en el tercer capitulo. Para estudiar las relaciones anteriores con mas
claridad, recurrimos a las series de Eisenstein.

Definicién 1.5. Las series de Eisenstein de orden k se definen como

1
Ey(r) = —_—
(7) WX;Z (n + mr)k
(n,m)#(0,0)

donde k > 3 es un entero y T es un numero complejo con (1) > 0.

Teorema 1.3.4. Las series de Fisenstein satisfacen las siquientes propieda-

des
1. Ex(T) converge si k > 3 y es holomorfa en el semiplano superior.
2. Ex(1) =0 si k es impar.
3. Ex(T) satisface las siguientes relaciones de transformacion

Eur+1)= Ex(r) y Eu(r) =7 "B, (-i) 4

4En esta propiedad apreciamos el caracter modular de las series de Eisenstein.

34



Curso 2022-2023 La funcién p de Weierstrass

Demostracion. En virtud del lema 1.3.1, la serie Ey(7) converge absoluta-
mente en el semiplano superior &(z) > 0 siempre que k > 3. Ademas, si
k > 3, la serie converge uniformemente en el semiplano (z) > 7 para todo
7 > 0y por la arbitrariedad de 7, podemos concluir que Ej(7) es holomorfa
en todo el semiplano superior.

La segunda propiedad es consecuencia de la definiciéon de Ey(7), pues por
la simetria, al sustituir n y m por —n y —m cuando k es impar, los términos
opuestos se suprimen dos a dos y por tanto la serie de Eisenstein suma cero.

Por ultimo, veamos las dos igualdades dadas.

El hecho de que Ej(7) sea periddica de periodo 1 es evidente ya que
n+m(7+1) =n+mr 4+ my de la primera propiedad, podemos reordenar
los términos de la suma reemplanzando n + m por n.

1 k
La segunda igualdad se deduce por ser (n + m(—)) =7 " (nt —m)k
T

y tras reemplazar esta vez (—m,n) por (n,m). ]

La conexién de las series de Eisenstein con la funcién @ surge cuando
estudiamos la expansion de la serie que define p cerca de 0.

Teorema 1.3.5. Para z cerca de 0, se tiene
1 o0
o(z) = — + 3F 22 + 5Fgz* + - Z (2k + 1) Egjp02%*.
z -

Demostracion. De la definicion de g, si reemplazamos w por —w, el valor de
la suma no cambia. Esto es

1 1 1 1 1
0=+ % (rup ) =5+ 5 [y ) 07

donde w = n + mr.

Para w con |w| < 1, si derivamos la serie geométrica

.

obtenemos que

(n+ Dw".

a
|

s
M
3
s
||
M]3

n=0
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. . . . z .
Si aplicamos la igualdad anterior a — con z cercano a cero se sigue que

<1 12)2 = (2 iU2w)2 :nf%(n—i- 1) (Z)n = 1+7§:1(n+1) (;)n

Es decir,
1 (0.)

m Zn—i—l <w>n

y sustituyendo en (1.7),

’I’L

1 X 1\
LY Y n+2=22+zl<n+1>(zA w)
n= weN*

weA* n=1

1 s 1 s

=5 + Y (n+1)E 02" = =] + > (2k + 1) Eop 4227,
n=1 =1

donde hemos usado que la serie de Eisenstein suma cero para subindices

impares. [

De este teorema, para z cerca de 0 tenemos las expansiones

2
¢'(2) = == + 6E4z +20E62° + . ..
2

4 E
(¢/(2)) = 5 — 245 — 80Es +.

1 E
(pI(Z))g = ;—Fg? +15E6+,

por lo que la diferencia (¢'(2))? — 4(p(2))® + 60F,0(z) + 140FE es holomorfa
cerca de 0. De hecho, es igual a 0 en el origen. Ya que esta diferencia es
doblemente periddica, podemos concluir que es constante y por tanto, igual
a 0. Esto prueba el siguiente corolario.

Corolario 1.3.6. Si go = go(7) = 60E, y g3 = g3(7) = 140E§, entonces se
satisface

(9)? =49 — gap — g3

Luego, por ser p(z) solucién de la ecuacion diferencial (y')? = 4y — goy —
g3, g2 v g3 determinan . Reciprocamente, si conocemos g, por su propia
definicién, conoceremos el reticulo. Por ello, decimos que ¢g» y g3 son los
invariantes del reticulo. En lo que sigue del trabajo, escribiremos g2(A) o
g3(A) si queremos enfatizar la dependencia del reticulo A generado por 1y
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7. No obstante, mas adelante veremos como definir estos invariantes para un

w
reticulo A de periodos generales w; y ws tales que & <2> > 0.
wq

Demostramos ahora un resultado que nos servira para estudiar la conexion
del polinomio ctibico 423 — g — g3 con las curvas elipticas.

Teorema 1.3.7. El polinomio 4x® — gox — g3 tiene tres raices distintas. De
forma equivalente, el discriminante del anterior polinomio A\ = g3 —27g3 no
se anula.

Demostracion. Sea p un paralelogramo especial tal que en su interior el
Unico polo de p es z = 0. Notar que esto es posible desplazando si es
necesario el paralelogramo fundamental p, al paralelogramo p, de vértices
a,a + wy,a + Wy +we y @+ wa, CON @ = —€W — dwy, siendo € y 0 tales que

0<e€d<—.
©0= 3
El paralelogramo p, es entonces

po = {a+twy + swy: 0<t,s <1}

w1, Wo w1 + Wo

y por tanto los niimeros 50 5 Y no pertenecen al reticulo, pues

recordemos que dos puntos del reticulo se obtienen multiplicando por ntme-
ros enteros.

Sean los niimeros complejos

o(3). mme(2). mmn (252
1= 9 ) 2 = 9 ) 3= § 2 :
Si consideramos por ejemplo la funcién
p(Z) — €1,

c w1 ‘ .
tal funcién tiene un cero en z = —. Ademads, tiene un polo doble en z = 0.

Luego, necesariamente ha de tener otro cero en p,, digamos u. Por ser v € p,,
u es de la forma

u = a+ towy + sowy = (—€ + to)wy + (—0 + sp)ws.
Del teorema 1.1.8 se tiene que

(u+%—2-0)€/\
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y entonces

1
u=(—€e+ 5t to)wy + (=3 + so)wa € A,

por lo que —e + % +ty y —0 + s son nimeros enteros y como cumplen

0< +1+t<3 1< 0+s9<1
€ 9 0 27 2 So )

se tiene que

1
—€+§+t0:1 y —0+s5=0.

. ., . w1 w1
Volviendo a la expresion de u, se obtiene que u = —, por lo que — es un
2 2

cero doble de p(z) — €.

w w1 + w
Analogamente se prueba que 72 y %

p(z)—ea y p(2) —e3 respectivamente. Ademads, una prueba similar demuestra
que los e; son distintos entre si.

son los tinicos ceros dobles de

La funcién

9(2) = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3)

es de orden 6. También es de orden 6 la funcién (p')?, pues recordemos que
tal funcion tiene en z = 0 un polo de orden 3.

El cociente

(¢'(2)* _ 4p°(2) — gop(2) — g3
9(z)  Ap(z) —e1)(p(2) — e2)(p(2) — es)
es una funcién eliptica que no tiene polos, por lo que ha de ser constante.

De hecho, calculando su limite en 0, vemos que la constante ha de ser 1,
obteniendo la siguiente igualdad

40°(2) = g2p(2) — g3 = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3)
y como e; # e; si i # j, haciendo z = p(2), el polinomio
4® — gox — g3

tiene tres raices distintas.
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Por ultimo, veamos que esto equivale a decir que el discriminante A =
gs — 27g3 del anterior polinomio no se anula. En efecto, hemos visto que
P(x) = 423 — gow — g3 factoriza como

P(z) =4(z — e1)(x — e3)(x — e3)
y una cuenta directa muestra que
A =gy —27g5 = 16(ey — e3)*(ea — e3)*(e1 — e3)”.
[

Para finalizar este capitulo, vamos a ver que las funciones elipticas son el
resultado de la inversion de integrales elipticas.

Como vimos con las funciones de Jacobi, la inversa de la funciéon g de
Weierstrass es también una integral eliptica.

En general, una integral eliptica de primera clase se define como una del

tipo
/z dt
o \/P(t)

donde P es un polinomio de grado 3 o 4 sin raices multiples. En principio, el
valor de tal integral depende tanto de la eleccién de la raiz cuadrada como
de la curva que conecta a con z.

El siguiente teorema mnos dice que la funcién inversa de una integral
eliptica de primera clase es una funciéon eliptica. En este trabajo nos
centraremos en el caso en el que P(t) es un polinomio de grado 3.

Teorema 1.3.8. Si P(t) es un polinomio de grado 3 con raices simples,
existe una funcion eliptica f no constante tal que si Q@ C C es un abierto
donde f es invertible y si g : f(Q2) — Q es la inversa de la restriccion
f:Q— f(Q), entonces

Demostracion. Observemos que para cualquier punto a € C en el que
fla) # ooy f'(a) # 0, podemos encontrar un entorno €2 de a en las condi-
ciones del teorema.
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Si P(t) es un polinomio de grado 3, el método de reduccién de Tartaglia-
Cardano para ecuaciones cibicas permite que nos podamos restringir al
caso de un polinomio cibico sin término cuadratico, es decir, podemos
restringirnos al caso de un polinomio P de la forma P(t) = at® + bt + c.
Es méas, podemos normalizar el coeficiente lider y poner a = 4. Si llamamos
b= —goy c= —gscon g = ga(A) y g3 = g3(A) para cierto reticulo A C C,
obtenemos la llamada forma normal de Weierstrass

P(t) = 4t° — got — g3.°

Ahora bien, la funcién f definida como f(z) = p(z) satisface las condiciones
del teorema. En efecto, del corolario 1.3.6, tenemos que g satisface la ecuacion
diferencial

@,2 = 4@3 — 9260 — 3.

Luego, para una inversa local de f = @, digamos g, se tiene que

e L 1 1
T = 00?2~ 16%(9(0) — g0(g() —gs  P(O)

]

La teoria de las integrales elipticas fue al principio una teoria puramente
real. Dejemos de lado momentaneamente la variable compleja y centrémonos
en el marco real. Sea P(x) un polinomio de grado 3 (o 4) con coeficientes
reales y supongamos que P no tiene raices multiples. Supongamos también
que el coeficiente lider es positivo. Entonces, P(x) > 0 para todo x
suficientemente grande, digamos z > xy. En ese caso podemos considerar

la raiz cuadrada positiva /P(z) > 0, de forma que la siguiente integral

impropia
o dt
E(z) = — /
TP

estd bien definida para todo x > xq. La integral es convergente ya que po-
demos compararla con la integral [°¢~*dt, integral que converge para todo
s > 1 (en nuestro caso s = 3). Como la funcién E(z) es estrictamente cre-
ciente, ya que el integrando es positivo, podemos considerar la inversa de
E(z), definida sobre un intervalo real adecuado.

Por el teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

La eleccién b = —go v ¢ = —g3 siempre va a ser posible gracias al problema de la
inversién de Abel, problema que se planteara y se resolverd en el préximo capitulo.
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Teorema 1.3.9. La funcion inversa de la integral eliptica real

< dt
E(az)——/x ﬁ, x>

con P(t) = 4% — got — g3, 92 = g2(N), 95 = g3(A) con A cierto reticulo de
C, se puede extender de forma meromorfa a todo C, siendo tal inversa la
funcion eliptica o de Weierstrass asociada al reticulo A.

En concreto, el teorema anterior nos dice que

00 dt
p(w) /P(t)

= U

donde p(u) varia en un intervalo real (t9, 00) y u varia en un correspondiente
intervalo real adecuado.
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Capitulo 2

Curvas elipticas

Se puede decir sin temor a equivocarnos que las curvas elipticas son uno
de los objetos mas sorprendentes de las matematicas. Como comentamos en
la introduccién histérica, conectan muchas areas de investigacion diferentes,
como la teoria de nimeros, la geometria algebraica y el andlisis complejo. Al
mismo tiempo, sus propiedades aritméticas estan estrechamente relacionadas
con la teoria de las formas modulares y han visto aplicaciones espectaculares
en teoria de nimeros como la prueba de Andrew Wiles del ultimo teorema de
Fermat. Son objetos de conjeturas abiertas desde hace mucho tiempo, como
la de Birch y Swinnerton-Dyer, conjetura que describe el conjunto de solu-
ciones racionales a las ecuaciones que definen una curva eliptica.

En este capitulo vamos a exponer las propiedades mas destacadas de las
curvas elipticas. En concreto, vamos a ver cémo la funcién de Weierstrass
p transforma cada elemento de C en un punto de una curva eliptica. Pro-
baremos de hecho que es una biyeccion si uno se restringe al paralelogramo
fundamental p identificando los lados opuestos. Ademés, vamos a ver que a
través de @, podemos inducir una estructura de grupo en la curva eliptica
que proviene de la suma de niimeros complejos. Para desarrollar este capitulo
nos hemos basado principalmente en [Sil09] y en [Kob12].

Definamos ya si qué es una curva eliptica y veamos cémo la funcién de
Weierstrass o y su derivada @' parametriza tales curvas.

Definicién 2.1. Sea K wun cuerpo. Una curva eliptica sobre K es el
conjunto de puntos (z,y) € K x K tales que

ERK): y*+ary+by=2"+cx®+dv+e, a,bcdeck, (2.1)

unido con el punto en el infinito, que denotaremos por O.
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A la ecuacién definida por E(K) en (2.1) la llamaremos la forma normal
de Weierstrass.

Un cambio de variables sera admisible si es de la forma

r = u’z

y =u’y,

siendo © € K elemento no nulo.

Para ciertos A, B € K, es posible reducir mediante cambios de variables
admisibles cada curva eliptica dada en la forma normal de Weierstrass a una
unica forma simplificada del tipo

y? = 42® — Ar — B, (2.2)

por lo que es costumbre llamar a la ecuacién dada en (2.2) la forma
simplificada de Weierstrass. La demostracion de esta reduccion la pode-
mos encontrar en [Sil09] (capitulo III, §7). En esta linea, dadas dos curvas
elipticas, diremos que son isomorfas si se puede pasar de una a otra me-
diante cambios de variable admisibles.

La definicion de curva eliptica requiere que la curva no sea singular.
Geométricamente, esto significa que el grafo no tiene vértices, autointersec-
ciones ni puntos aislados. Analiticamente, esto se cumple si el polinomio
42® — Ax — B tiene tres raices distintas, o de forma equivalente, si el dis-
criminante del polinomio anterior no se anula, en virtud del teorema 1.3.7.
Notemos que estamos identificando implicitamente los coeficientes A y B co-
mo los invariantes g, y g3, pero mas adelante veremos que el problema de
la inversién de Abel justifica esta identificacién. No obstante, esta interpre-
tacion geométrica se vera mas clara cuando al final del capitulo tratemos el
caso en el que K = R.

En el capitulo anterior vimos que la funcién eliptica de Weierstrass p(z)
satisface la ecuaciéon diferencial

(¢'(2))* = 49°(2) — gap(2) — g3,

donde insistimos en que las funciones go = ¢2(7) y g3 = ¢3(7) son funciones
modulares definidas en términos de las series de Eisenstein en el reticulo
generado por los periodos 1 y 7. Por tanto, las funciones p(2) y ¢'(z) son
ecuaciones paramétricas para la curva

92 = 4o — ga2x — g3,
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con r = p(z) e y = @ (2). De nuevo, el teorema 1.3.7 asegura que el dis-
criminante del polinomio 423 — g»2 — g3 no se anula, lo que garantiza que
la curva definida por tal polinomio es no singular. Viendo la analogia entre
esta curva y la ecuacién que define la forma simplificada de Weierstrass, con-
cluimos que en efecto p(z) y ¢'(2) permiten parametrizar las curvas elipticas.

2.1 Curvas elipticas complejas

Tal y como hemos visto, la definicién de una curva eliptica depende del cuer-
po K que consideremos. Por tanto, la estructura de la curva eliptica E(K)
dependera de la naturaleza de K. Muchas de las preguntas mas interesantes
se plantean cuando consideramos el cuerpo Z/Z,, para p primo, pues aunque
parezca ser de los casos mas abstractos, tienen una importante aplicacién en
criptografia, especialmente en el cifrado de claves. En esta seccién nos ocu-
paremos de las curvas elipticas definidas sobre el cuerpo C de los niimeros
complejos, en cuyo estudio podemos emplear la teoria de la variable compleja.

En el capitulo anterior definimos la funciéon de Weierstrass g, los invarian-
tes go v g3 y el discriminante A para los periodos 1 y 7, siendo 7 un ntimero
complejo con parte imaginaria positiva. Podemos deshacer la normalizacion
que hicimos en la seccién 1.2 y definir @, go,93 y A\ de forma general para
unos periodos cualesquiera w; y wq linealmente independientes satisfaciendo
R (f) > 0. Si H C C es el semiplano superior abierto, podemos encon-

1

w

trar wy y wo en las condiciones anteriores de forma que 7 = -2 Luego, si
w1

AN = 7Z + Z7 es el reticulo generado por 1 y 7, multiplicando por w; pode-

mos pasar al reticulo A’ = Zw; + Zw,. Es natural esperar una relaciéon entre
las funciones p(1,7), g2(1,7), g3(1,7) vy A(1,7) y las funciones p(wy,ws),
g2(w1, w2), gs(wi, ws) y A(wi, ws) respectivamente.

Definicién 2.2. Diremos que dos reticulos A y A son equivalentes si
existe un niumero complejo X no nulo tal que AN = N'. Geométricamente,
esto significa que un reticulo puede obtenerse a partir del otro mediante una
rotacion y una homotecia.
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Proposicién 2.1.1. Para dos reticulos equivalentes N = AA, se tienen las
siguientes relaciones

p(z M) = Np(Az; AN),  ¢/(zA) = A/ (Az; AA),
Gon(A) = NG (AM),
g2(A) = )\492()\/\) y gs(A) = )\693(/\A)-

Demostracion. Las formulas anteriores se verifican facilmente a partir de sus
definiciones. Demostramos la igualdad definida por ', por ejemplo.

1 1
O (Az; AN) = =2 Z e = A3(=2) Z —_—
AweAA—{0} (Az — Aw)? weA—{0} (z —w)?
=23 (2 ).

En lo que sigue del trabajo, usaremos las funciones g, g2, g3 y A asociadas
al reticulo A = Z + Z7 o al reticulo A’ = Zw; + Zw, libremente segin nos
convenga.

Al principio del primer capitulo adelantabamos cémo una funcion eliptica
f(2) se puede considerar como una funcién definida sobre el toro. Es decir,
si A = Zwy + Zw, C C es el reticulo de f generado por los periodos w; y
wa, el conjunto A es claramente un sughrupo de C, por lo que el cociente
C/A, identificado como el toro, es un grupo, que ademds es abeliano. La
operacion de grupo que consideramos es la suma habitual y notemos que es
facil ver que en efecto se satisfacen los axiomas de grupo ya que cualquier
reticulo A C C satisface —A = A y w+ A = A para cualquier w periodo de A.

En el siguiente teorema vamos a ver que existe una biyeccion entre todo
toro complejo ' = C/A y la curva eliptica F(C) definida naturalmente a
partir de los invariantes del reticulo A.

Teorema 2.1.2. Sea A un reticulo y sea @ la funcion de Weierstrass
asociada al reticulo A. Si E(C) C Co x Cy es la curva eliptica dada por
E(C): y? = 42® — gox — g3 con A= g3 —27g2 # 0, entonces la funcidn

¢:C/A— E(C)

2 (p(2),9(2))

0 o0

es una biyeccion.
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Demostracion. Observemos primero que la imagen de ¢ estd contenida en
E(C) en virtud del corolario 1.3.6, luego ¢ toma valores en E(C).

Para ver que ¢ es sobreyectiva, sea (z,y) € E(C). Entonces, p(z) — x
es una funcién eliptica no constante y de los teoremas 1.1.2 y 1.1.6 necesa-
riamente ha de tener un cero, digamos z = a. Por tanto, (¢'(a))? = y? y
reemplazando a por —a si fuera necesario, obtenemos ¢'(a) = y, por lo que

¢(a) = (z,y).

Probemos que ¢ es inyectiva. Por reducciéon al absurdo, supongamos que
21 ¥ 23 son puntos distintos de C/A tales que ¢(z1) = ¢(z2). Entonces,

p(21) = p(22) = @
O (21) = '(22).

Supongamos primero que 2z; ¢ A. Luego, la funcién p(z) — « es una funcién
eliptica de orden 2 que se anula en z;, —2; y en 2o, por lo que necesariamente
dos de esos valores han de ser congruentes médulo A. Como 227 € A, entonces
29 = 21 (mod A) para alguna eleccién de signo. Pero entonces, la igualdad

¢'(21) = ¢'(2) = ¢'(£21) = £¢'(21)

implica que z = =2z (mod A). (Notar que el corolario 1.3.6 asegura

¢'(z1) #0).

De forma similar, si 2z; € A, entonces p(z) — a tiene un cero doble en z;
y en zs, por lo que de nuevo concluimos que zo = +2z; mod(A).

O

En la préxima seccion, el resultado de que ¢ es una biyeccién se verd con
mas claridad cuando demostremos que la suma en ntimeros complejos induce
a través de p(z) una ley de grupo en la curva eliptica.

En realidad, el anterior teorema posee un reciproco. Es decir, dada una
curva eliptica compleja F(C) vamos a ver que existe un reticulo de periodos
A de forma que es posible establecer una biyeccion entre el toro C/A y la
curva F(C) a través de una funcién ¢ definida de forma anédloga. Para ello,
planteamos primero el siguiente problema.

Fijado un reticulo A C C generado por los periodos w; y wsy, hemos visto
que los invariantes go(wy,ws) y g3(wq, wy) determinan p. Ahora bien, si A y
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B son ntimeros complejos satisfaciendo 443 — 2782 # 0, jexistird un reticulo
A C C tal que g2(A) = Ay g3(A) = B?

El anterior problema planteado es lo que se conoce como el problema de
la inversién de Abel (1827) y el siguiente teorema muestra que en efecto
tiene solucion. Antes de enunciar y demostrar tal resultado, definamos una
funciéon que es de gran importancia.

. e . . . w
Definicion 2.3. Si wy y wy son numeros complejos tales & (2) > 0, se
wy

define la funcion J-invariante como

3(wy, w
J(wl,wg) = igwi wj

La funcién anterior esta bien definida, pues el teorema 1.3.7 muestra que

A(1,7) # 0 para todo 7 del semiplano superior H, y por tanto, A(wy,wsy) # 0

w
para wy v wy € C tales que & <2> Por simplicidad, escribiremos J(7) para
wy
J(1,7). Ademés, por ser las funciones go(7), g3(7) y A(7) analiticas en H,

J(7) también lo es.

Teorema 2.1.3. (Inversion de Abel). Dados dos nimeros complejos as y
as tales que a3 — 27a§ # 0, existen numeros complejos wy y we cuyo cociente
no es real tales que

go(wi,we) = az y  gs(wi, wa) = as.
Demostracion. Consideramos tres casos excluyentes:
(1) aa=0; (2)az3=0; (3)azasz #0.

Caso 1. Si ay = 0 entonces az # 0 ya que a3 — 27a3 # 0. Sea w; cualquier
nimero complejo tal que

y tomemos wy = Tw; donde 7 = 5. Sabemos que g3(1,7) # 0 ya que

92(1,7) =0y A(L,7) = g5 — 27g3 # 0. Luego,

1
Qz(wl,wz) = 92(11}1,1017) = EQQ(LT) =0=aq
1

g3(wy, we) = g3(wy, w1 7) = EQS(LT) = as.
1
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Caso 2. Si az = 0 entonces ay # 0. Sea w; tal que

1
wil _ 92( 7Z)
a2

y consideremos ahora wy = fw;. Entonces,

. 1 .
gz(whwz) = 92(101,”01) = th(l»@) = Qg
1

. 1 .
g3(wr, wq) = gs(wy,iw,) = E‘%(l’ i) =0=as.
1

Caso 3. Asumamos ahora ay # 0 y a3 # 0. La sobreyectividad de la
funcién J en el semiplano superior complejo! nos permite tomar 7* € C con
I(7*) > 0 tal que

3
%
a3 — 27a3’
Notemos que J(7%) # 0 ya que ay # 0 y que ademas

J(r) =1 27a2

J(17) =

= . 2.3
J(7%) a3 (23)
Para este 7 elegimos w; tal que verifique
2 _ %93(177—*)
P azge(1,7)
y tomamos wy = 7*w;. Entonces,
go(wi,ws) _wi'gp(L,m7) - a0o(LT7) _ap
gs(wi,wa)  wiCgs(1,7*) Yos(L,7*) s
y por tanto
a
gs(w1, wy) = &i’gz(wl,wz)- (2.4)
2
Pero de lo anterior,
‘](7—*) —1 _ 27g§(w17w2) . 27(%)%9%(11)1,11}2) i 27&%
J(7) g3 (w1, ws) g3 (w1, wo) a3ga(wi, ws)

y comparando con (2.3) concluimos que gs(wy,wy) = ag y por (2.4) tenemos
gg(wl, wz) = as. O

'La sobreyectividad de J serd demostrada en la proposicién 3.1.3 del tercer capitulo
cuando pensemos en dicha funcién como funcién modular.
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En la prueba anterior nos hemos apoyado en la funciéon J-invariante. Es
natural preguntarse el por qué del calificativo invariante. Esto es porque
dos curvas elipticas complejas son isomorfas si y s6lo si tienen el mismo J-
invariante. Recogemos este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 2.1.4. Sean E y E' dos curvas elipticas complejas no singulares
definidas por las ecuaciones y* = 4x® — gox — g3 y y? = 42" — gha' — g}
respectivamente.

Entonces, ambas curvas son isomorfas sobre C si y solo si:

% _ g
g3 — 2795 g5 —27g%

Jp = = Jp

Demostracion. Supongamos que E y E’ son dos curvas elipticas complejas
isomorfas. Entonces, existe un cambio admisible de la forma

r = u’z
23,
y=uvy,
siendo u un elemento no nulo.

Elevando al cuadrado la segunda igualdad, obtenemos

/3 6 1 ./ 6 /
UGl —U g3

42° — gow — g3 = y* = u®y”? = du’x
y de la primera igualdad, se tiene que

42° — gow — g3 = 42® — u' ghr — ulgh,

de donde se deduce que

92 = U49§
gs = uﬁgé-
Luego,
3 12 /3 13
U
Jp = 92 _ 1P _ %) — Iy

g3 =273 ulgf —2Tu?gf  gf — 279

Para probar el reciproco, probemos primero que si los J-invariantes
coinciden, los reticulos han de ser equivalentes. En ese caso, existiria A €
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C—{0} tal que si A y A’ son los reticulos asociados a E y E’ respectivamente,
entonces A’ = AA y por la proposicion 2.1.1, tenemos que

o(z;A) = Np(Az; Ay @(z3A) = N/ (Az; N).

Ahora bien, ya que p(2) y ¢'(z) parametrizan las curvas elipticas, podemos
tomar

=p(zA), y=¢(zA)
p(Az; ),y = p' (A A)

T
/
X

y lo anterior equivale a
T = )\2:(:/ y oy= )\3 /’
por lo que ambas curvas son isomorfas.

Probemos por tanto que la igualdad de las funciones J implica la
equivalencia de los reticulos. Para ello, nos apoyamos en el siguiente lema.

Lema 2.1.5. Si A y A’ son reticulos tales que J(A) = J(A'), entonces existe
A€ C—{0} tal que

g2(A) = A""ga(N) g gs(A) = A 0gs(N).
Para demostrar el lema, distingamos tres casos.

Supongamos primero que g¢o(A’) y g3(A’) son distintos de cero. Sea
A € C — {0} tal que go(A) = A *go(A’) y veamos que cumple también
g3(A) = A8g3(A’). Como J(A) = J(A), se tiene que

ga(N')? _ g2(A)?
g2(A)3 —27g3(A)2 go(A)? — 27g3(A)?
_ )\—1292([\/)3
A12g9(A)3 — 27g5(A)?
ga(A')°

= ga(A)3 — 27A12g5(A)2

y si despejamos A2 tenemos que
2
A2 = (93(A) ) '
g3(N)
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Luego, reemplanzando en caso de ser necesario A por i\, se tiene que
g3(A) = A8g3(A’), lo que demuestra el lema en este caso.

Supongamos ahora que g>(A’) = 0. Entonces, g3(A’) # 0 y por ser
J(A) = J(A') =0, se tiene que go(A) = 0. Asi, podemos elegir A € C — {0}
tal que gz(A) = A Og3(A).

De forma parecida se razona si g3(A’) = 0. En este caso J(A') = J(A) =1,
y podemos elegir A € C — {0} tal que g3(A) = A %g3(A’), por lo que queda
probado el lema.

Consideremos entonces un A € C— {0} tal que se tiene las igualdades del
lema anterior y consideremos los reticulos A y AA’. De la proposiciéon 2.1.1,
tenemos que

G2(AN) = A ga () = ga(A)
g3(AN) = Ag3(A) = g3 ().

y como los coeficientes gs y g3 determinan g, AA’ y A tienen la misma funcién
de Weierstrass, por lo que necesariamente ha de ser AA’ = A. En otras
palabras, A y A’ son equivalentes.

]

En consecuencia, se tiene el reciproco del teorema 2.1.2 que buscabamos.

Corolario 2.1.6. Sea E(C) una curva eliptica. Entonces existe un reticulo
de periodos A C C tal que

¢:C/A— E(C)
$(2) = (p(2), ¢'(2))
¢(0) = o0

es una biyeccion.

Demostracion. La existencia es inmediata de los teoremas 2.1.2 y 2.1.3 y la
unicidad se tiene salvo homotecia y giro. O]

Hemos visto que para cada toro C/A, podemos calcular su J-invariante
J (1) siendo el reticulo A = Z + Z7. Como deciamos, se dice invariante por-
que una curva eliptica compleja F(C) se caracteriza por dicho valor Jg. En
este sentido, para cada funcion J-invariante tenemos una clase de isomorfia.
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En el siguiente capitulo vamos a pensar en la funciéon J-invariante como fun-
cion modular y de nuevo veremos su gran importancia. Luego, tiene sentido
preguntarse si existe alguna relacion entre las curvas elipticas y las formas
modulares. Esta cuestion sera el motivo del tercer capitulo.

Por ultimo y como curiosidad, el J-invariante también nos permite contar
el nimero de automorfismos sobre una curva eliptica dada, dependiendo si
la caracteristica del cuerpo donde la curva esta definida es 2 6 3. Una prueba
de este resultado se puede encontrar en el capitulo III de [Sil09].

2.2 La ley de grupo

La correspondencia entre C/A y la curva eliptica E(C) nos lleva a definir la
ley de la suma para los puntos de la curva eliptica. Si )1 y ()2 son dos puntos
de la curva, hemos visto que existen unos tnicos u; y uy € C tales que

Definimos entonces la suma de dos puntos de la curva como

Q18 Q2 = (p(ur + us), ' (w1 + u2)).

Notemos que esto es s6lo un caso del principio general: siempre que tengamos
una correspondencia biunivoca entre elementos de un grupo conmutativo y
elementos de otro conjunto, podemos usar esta correspondencia para dotar a
ese conjunto de estructura de grupo abeliano. En nuestro caso, ese conjun-
to es precisamente la curva F(C). Es més, este hecho no sélo ocurre cuando
consideramos el cuerpo C, sino para cualquier otro cuerpo finito K.

Estamos listos para deducir el procedimiento geométrico para sumar dos
puntos de una curva eliptica definida sobre cualquier cuerpo K.

Sea p un paralelogramo especial de forma que el tinico polo de g en el
interior de p sea z = 0 y consideremos los puntos ()1 y ()2 de la curva ante-
riormente parametrizados, con u; y us € K.

Supongamos en primer lugar que )1 y )2 son distintos y que ademas

no son puntos simétricos respecto al eje OX. Denotamos este caso por
Q1 # ©Q:. El caso donde se da la igualdad lo estudiaremos luego.
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Sea y = mx + b la recta que une )7 con ()2. Entonces, se cumple
O (w) = mp(ur) +b
' (w) = mp(ur) + b,
por lo que uy y us son ceros de la funcion
¢'(2) = (mp(2) + ).

Por ser ¢’ de orden 3, ha de existir uz € p cero de la funcién anterior. En
virtud del teorema 1.1.8,

(U1+U2+U3—3'0) EA,
y por tanto,
p(ur +u2) = p(ur +us — ug — ug — uz) = p(—uz) = p(us)
O (w1 +ug) = o' (ur +us —ug —ug —ug) = ¢'(—ug) = —p'(us).

Si denotamos Q3 = (p(u3), ©'(us)) al tercer punto de corte de la recta que
une ()1 con Q9 con la curva eliptica, hemos obtenido la siguiente relacién

Q1 @ Q2 = (p(u3), —¢'(us)).

Tratemos el caso que mencionamos antes: ()1 y () son simétricos respecto
al eje OX, esto es Q1 = Q.
Recordando la paridad de @ y la imparidad de @', se tienen las siguientes
relaciones

Q1 = (p(ur), ¢ (u1))
Q2 = (p(u2), ' (u2)) = (p(u1), 9'(—u1)) = (p(—u1), '(—u1)).

Por ser x = p(u;) la recta que une @1 con @9, la funcién p(z) — p(u;) tiene
ceros en u; y usg, siendo cada uno un cero simple. Luego,

Uy +us €A
y ademas se tiene que

plur + uz) = p(ur + uz — uy — uz) = p(0)
O (u1 +ug) = p(ur +ug — uy — ug) = ¢'(0).

Luego,
Q1 ® Q2 = (p(0), ¢'(0)) = oo,
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pues recordemos que la funcion de Weierstrass tiene un polo en z = 0. Por
ello, consideraremos al punto del infinito, denotado como O, elemento neutro
del grupo.

En definitiva, si P y @ son dos puntos de la curva E(K), denotando
(P * @) al punto resultante de intersectar F con la recta que une P con @,
hemos obtenido que

PeQ=90(P*Q)

y ademas

PoO=0@P=P

El elemento inverso de P es su simétrico respecto al eje OX, que como ya
hemos dicho lo denotamos por &P.

No obstante, probar la asociatividad ya no es tan sencillo. Una prueba
geométrica la muestra el libro [Ful0§].

Para visualizar la operacion de grupo, asumamos por el momento que
K = R. Los calculos anteriores muestran que para sumar los puntos Py @)
de E(R), dibujamos la linea que los une, buscamos el tercer punto de in-
terseccién de esa linea con la curva y luego tomamos el punto simétrico del
otro lado del eje OX (véase la figura 2.1). De hecho, hubiera sido posible
definir la ley de grupo de esta manera geométrica en primer lugar y probar
directamente que se satisfacen los axiomas de grupo.

Finalmente, si el discriminante se anula, tenemos raices multiples, de
acuerdo con el teorema 1.3.7. Luego, en este caso estamos ante una curva
singular. Como hay tres raices en total, pueden ocurrir dos casos: las tres
raices son iguales o dos de ellas lo son. La figura 2.2 muestra dos ejemplos
de curvas singulares.
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|

Hyt=a®— 22+ 10

5 P -8
! ®Q

Figura 2.1: Suma de dos puntos en una curva eliptica real.

Figura 2.2: Curvas singulares.
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Capitulo 3

Formas modulares

Se atribuye a Eichler (1912) la siguiente cita:

S6lo hay cinco operaciones aritméticas elementales: suma, resta,
multiplicacion, division y formas modulares.

La teoria de las formas modulares es una de las herramientas mas pode-
rosas de la teoria de numeros. Una de las aplicaciones mas sencillas la encon-
tramos en la representacion de todo niimero natural como suma de cuatro
cuadrados. Aunque la prueba clasica, dada por Lagrange en 1770, se basa en
el método del descenso infinito, no fue hasta 1834 cuando Jacobi demostré el
resultado usando formas modulares, dando ademéas una féormula exacta para
el nimero de representaciones segin la paridad del nimero natural. Por otro
lado, gracias a las formas modulares, se han desarrollado conceptos impor-
tantes en la teoria algebraica de niimeros, la geometria aritmética y la teoria
de representacion de Galois.

Durante 358 anos, el Ultimo Teorema de Fermat fue un problema abierto
muy atractivo reconocido en mateméaticas. En él se establecia que para los
naturales n > 3, la ecuacién a™ 4+ b = ¢, siendo a,b y ¢ nimeros enteros
positivos, no tiene solucion. El interés por demostrar esta conjetura propicio
el auge de la teoria de las formas modulares, que en resumen, son funciones
definidas en el semiplano superior complejo que satisfacen ciertas condiciones
de transformacion y holomorfia.

En este capitulo vamos a definir las formas modulares exponiendo algunas
de sus propiedades mas relevantes. Como complemento, expondremos cémo
se relacionan las formas modulares con las curvas elipticas definidas sobre
Q a través de las funciones L. Tal relacion se materializa con el teorema de
Modularidad, finalmente probado en 1999, que en definitiva, nos dice que las
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curvas elipticas racionales provienen de formas modulares.

Para escribir este capitulo nos hemos apoyado principalmente en [Apo89],
asi como en [Kob12].

3.1 El grupo modular

Sea C el plano complejo y denotemos por H el semiplano superior, es de-
cir, H = {z € C: (%) > 0}. Empecemos recordando las transformaciones
de Mobius, estudiadas con detalle en la asignatura Variable Compleja.

Una funcién f se dice que es una transformacién de Mobius si es de
la forma
az+b
z) = ——, dondea,b,c,d € Cyad—bc#D0.
&) ="—"4 y #
Podemos extender la ecuacién que define f(z) a Co, = CU{oc0} y obtener
un automorfismo f : C,, — C, si definimos

—d a
f() =00 y f(oo)== sic#0
c c
y
f(oo) =00 sic=0.
Las transformaciones de Mdobius son analiticas en C, excepto en el polo
—d
simple z = —. Ademas, son funciones conformes y envian circunferencias
c

generalizadas en circunferencias generalizadas, entendiendo tal circunferen-
cia como una en el plano complejo C o bien como la uniéon de una recta en
C con el punto del infinito.

Para cada transformacién de Mobius, asociamos la matriz
a b
A=
c d,

Si A y B son matrices asociadas a las transformaciones f y ¢ respecti-
vamente, es facil verificar que el producto matricial AB esta asociado a la
composicion f o g.

de forma que det(A) # 0.
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La matriz identidad I = <é ?) estd asociada a la transformacioén identidad

1240 _
f(z)=2= oj i R la matriz inversa A~! = (_d ab) estd asociada a la
dz —
inversa de f, f'(z) = P70 por tanto, las transformaciones de Md&bius

—cz+a
forman un grupo bajo composicion.

Estamos ya listos para definir el grupo modular.
Definiciéon 3.1. FEl conjunto de transformaciones de Mobius

az+b

&=y

con a,b,c y d enteros satisfaciendo ad — bc =1 se llama grupo modular y
lo denotaremos indistintamente por I' o SLy(Z).

Como deciamos, el grupo modular puede ser representado por las matrices
de coeficientes enteros
a b
A=

con det(A) = 1. En esta linea, A y —A representan la misma transformacién
en el grupo modular. Por este motivo, es frecuente denotar al grupo modular
como el cociente SLy(Z)/ + I, siendo [ la matriz identidad de orden 2.

De aqui en adelante, no haremos distincién entre una matriz y su

., . . . . a b
transformacién asociada, es decir, si la matriz A viene dada por A = <c d) ,

escribiremos
az+b

x4+ d

Az

Una propiedad importante es la invarianza del semiplano superior
complejo H mediante cualquier funcion f del grupo modular. Esto es, si
7 € H, entonces f(7) € H, en virtud del siguiente calculo

— = (7). 3.1
ct+d \CT—l—d\Q\s(Z) \CT—l—dP\S(T) (3.1)

%(f(T)):%<a7+b> ad —be 1
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Como adelantabamos en el primer capitulo cuando definimos las series de
Eisenstein, el siguiente teorema muestra que I' es generado por la traslacién
T e inversion S dadas por las ecuaciones

1
Tr=74+1y St=—.
T
Teorema 3.1.1. El grupo modular SLy(7Z) estd generado por las matrices
11 0 -1
FEsto es, cada matriz A de SLy(Z) puede ser expresada como
A=TmST™ST™. ST

con n; enteros.

Demostracion. Empecemos observando que

TF = <(1) ]1€> , para todo k entero.

Es suficiente considerar las matrices de la forma

a b
A= (ai,j>i,j:1,2 = (c d)
de I con ¢ > 0.

Sic =0, entonces ad =1y a =d = +1. En este caso, A es una potencia
de T', pues
(£l b\ (1 £b\
A_<0 il>_<0 1>_T )

Sic=1, tenemos b = ad — 1, por lo que A es

_fa ad—1\ (1 a\ (0 =1\ (1 d\ . 0cqd
a=(5 ) =690 ) 1) =
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Ahora, supongamos cierto el teorema para todas las matrices A con el
coeficiente as; < ¢ con ¢ > 1. Ya que ad — bc = 1, por la identidad de Bézout
tenemos med(c, d) = 1. Dividiendo d por ¢, obtenemos que

d=cqg+r, con0<r<ec.
—q_ [a b\ (1 —q\ [a —aq+b
AT _<c d)(O 1>_<c r
—qo_ [a —ag+0) (0 =1\ (—aqg+b —a
AT S_<c r )(1 0/) r —c]’

Por hipétesis de induccion, la ultima matriz es un producto de potencias de
Ty S, por lo que A también. n

Luego,

A continuacién, vamos a ver como es posible formar una teselacion de H
mediante el grupo modular I', para entender de alguna manera la geometria
subyacente a los elementos del grupo modular.

Definicion 3.2. Sea G un subgrupo del grupo modular I'. Diremos que dos
puntos T y 7' del semiplano superior H son G-equivalentes si 7" = At para
algin automorfismo A € G.

La relacién anterior es de equivalencia ya que G es un grupo. Ademas,
esta relacion de equivalencia divide el semiplano H en una coleccion disjunta
de clases de equivalencia llamadas orbitas, siendo la érbita G7 el conjunto de
numeros complejos de la forma A7 donde A € G.

Definiciéon 3.3. Diremos que F' es un dominio fundamental para el
sugbrupo G de I si satisface las siguientes propiedades

1. Cada z € H es G-equivalente a un punto de F.
2. No hay dos puntos en el interior de F' distintos que sean G-equivalentes.

El ejemplo méas famoso de dominio fundamental para el grupo modular
' se define como

-1 1
F::{zeH:QS%(z)<2,]z|21}

Recogemos el resultado anterior en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.1.2. La region F definida anteriormente es un dominio
fundamental para T.
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“1/2+(\3/2)i S 1/2+(V3/2)i
/‘/ ) \\

a2

-1 ~1/2 +1/2 +1

Figura 3.1: Dominio fundamental F' para el grupo modular S Lo (Z)

Demostracion. Probemos primero que cada z € H es I'-equivalente a un

a b

punto de F. Sea z un punto de H fijado. Si A = (c d) € I', entonces

S(Az) = W%(z), por lo obtenido en (3.1). Como ¢y d varfan a lo largo
cz
de los enteros, el nimero complejo cz 4+ d toma los valores en la red generada

por 1y z. Por ser ¢y d no nulos a la vez, |cz 4+ d| estd acotado inferiormente
. . b
por un valor £ > 0. Por tanto, existe cierto A = (Ccl d> € I' tal que ¥(Az) es

maximo. Sustituyendo A por TVA para algin j adecuado, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que Az esta en la banda _7 <R(Az) < 3" Ahora

bien, si Az no estuviera en F', es decir, si tuviéramos |Az| < 1, entonces de
nuevo por (3.1) tendriamos

1
J(SAz) = ’AZPS(AZ) > $(Az),

que contradice nuestra eleccion de A € T, pues F(Az) es maximo. Por tanto,
existe A € T" tal que Az € F.

Probemos ahora que no hay dos puntos distintos en el interior de F' que
sean ['-equivalentes. Por reduccién al absurdo, supongamos que z; € F'y
29 € F son I'-equivalentes. Notemos que no suponemos que 2; y 2o sean
necesariamente distintos o que ambos estén en el interior de F'. Supongamos
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b
d) e I' tal que 2z = Az1. Ya
que (z2) > (21), por (3.1) tenemos |cz; + d| < 1. Como z; estd en F'y d
es real, fijindonos en la figura 3.1, es facil ver que si |¢| > 2, la desigualdad
anterior |cz; + d| < 1 no puede darse. Esto lleva a estudiar los casos:

por ejemplo que F(z3) > F(z1). Sea A = (CCL

1. c=0,d=+1.

2. ¢c==41,d =0y z en la circunferencia unidad.

En el primer caso, A (0 —A) es una traslaciéon 77, pero tal A puede llevar
un punto de F' a otro punto de F' si y solo si es la identidad o j = +1 y los

puntos z; y 2o estan en las rectas verticales R(z) = +—.

En el segundo caso es facil ver que A = £7*S cona=00a = =+1. Sia =0,
21y 29 estan en el circulo unidad simétricamente posicionados respecto al eje

1 3
imaginario y si a = 1, 21 = 25 = 15 + \g_z
Para el tercer caso, A puede ser escrita como 71 <(1) _11>, y si tal auto-

-1 3
morﬁsmollevazlEFazzEFhadeserazOyz2:zlz—+£io

2 2
1 3
bienazlyz2:z1:f+£i.

El 1dltimo caso es tratado de forma andloga al anterior.

Concluimos de este modo que en ningin caso z; y 23 pueden pertenecer
al interior de F', a no ser que +A sea la identidad y z; = 2s.
m

De hecho, en la prueba anterior hemos demostrado un resultado mas pre-
ciso. En concreto, hemos visto que dos puntos distintos z; y z3 de la frontera
de F' son I'-equivalentes si y sélo si se da alguno de los dos casos siguientes:

R(z1) = :|:§ y 29 = 21 = £1 o bien si z; estd en la circunferencia unidad y
—1

29 = —.
<1
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La siguiente figura muestra el dominio fundamental F' y algunas de sus
iméagenes bajo transformaciones del grupo modular, que como sabemos, se
pueden escribir en términos de S y 7.

T T

'sT STS | ST ST | TST rsT’

||I

b2
row

-1 0 1
Figura 3.2: Teselacion del plano complejo por elementos de S Lo(Z)

En cierto sentido, las orbitas de los elementos del grupo modular I' son
un andlogo a los paralelogramos periodos de las funciones elipticas. En este
caso, el grupo era el reticulo A y la accién de un periodo w € A en un punto
z € C era simplemente w(z) = w + z. El dominio fundamental es el parale-
logramo p C C para el reticulo A asociado: cada z € C es A-equivalente a un
punto de p y no hay dos puntos en el interior de p que sean A-equivalentes.
Por tanto, en un sentido geométrico, las transformaciones de un subgrupo de
I' y las funciones elipticas tienen un comportamiento semejante.

La geometria hiperbdlica esta intimamente relacionada con estas tesela-
ciones. De hecho, este tipo de teselaciones se han representado en el arte del
siglo XX, gracias a la obra del artista neerlandés Escher, mostrando gran in-
terés en la métrica desarrollada por Poincaré y en las obras del geémetra H.
Coxeter. Escher, a través de su obra, pretendia simbolizar el infinito usando
esta geometria hiperbdlica. En el siguiente mosaico, identificado como el disco
unidad D, Escher relaciona las teselaciones de H y D y en términos matemati-
cos, podemos entender esta relacion como la imagen de cierta transformacion
de Mobius.
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Figura 3.3: El disco de Poincaré ilustrado por Escher.

Antes de definir las formas y funciones modulares, vamos a extender la
topologia usual en H a H,, = HU {cc}. !

Un entorno del oo € Hy, es No = {z € H: J(z) > ¢} U {oc}. Si llevamos
H al disco unidad perforado mediante la aplicacion

z— q =¥ (3.2)

y si aceptamos llevar oo € H,, al origen bajo esta aplicacién, entonces N¢o
es la imagen inversa del disco abierto de radio e 2"¢ centrado en el origen.
Hemos definido nuestra topologia en H,, para hacer la aplicacién anterior
continua.

El cambio de variable dado en (3.2) de z a ¢ juega un papel importante
en la teoria de las funciones modulares. Usaremos este cambio para definir
una estructura analitica en H,,. En otras palabras, dada una funciéon f en
H de periodo 1, diremos que es meromorfa en oo si puede ser expresada
como una serie de potencias en la variable ¢ con un niimero finito de términos
negativos no nulos. Es decir, si la funciéon definida por

A

flq) = f(2)

'Es frecuente denotar al infinito como 300, ya que se suele pensar como el punto en el
infinito del semieje positivo y.
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iz admite en un entorno de 0 un desarrollo de la forma

> ang”

neL

para z tal que ¢ = e

con a, = 0 para todo n menor que cierto entero negativo ny.

Diremos que es holomorfa en el oo si a,, = 0 para todo n < 0 y diremos
que f(z) se anula en oo si f(z) es holomorfa en co y ag = 0.

Definicion 3.4. Dado un entero k, decimos que f(z) es una funcion mo-
dular de peso k para I’ = SLy(7Z) si f(z) es una funcion meromorfa en el
semiplano superior H tal que f(z) satisface la relacion

flyz) = (cz + d)" f(2) (3.3)

b
d

es decir, la serie de Fourier

f(z)= Z anq", con q = €™,

ne”

para todo v = <CCL € SLy(Z) y ademds f(z) es meromorfa en el infinito,

tiene como mdzximo un numero finito de coeficientes a,, no nulos con n < 0.

En tales condiciones, si f(z) es holomorfa en H y en el infinito, f(z) es
una forma modular de peso k para SLy(7Z). Denotaremos al conjunto de
las formas modulares de peso k por M(T').

Finalmente, si la forma modular se anula en el infinito, entonces f(z) se
denomina forma cuspide de peso k para I'. Denotaremos al conjunto de
estas funciones por Si(T').

En particular, para los elementos v =T = <(1) 1) yy=5S5= <_01 é)?

la relacién (3.3) es

fz+1) = 1) (3.4)
£(5) = 21, (35

Exponemos ahora una serie de observaciones faciles de verificar sobre es-
tas definiciones.
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1. Las condiciones se conservan bajo la suma y la multiplicacion escalar,
es decir, el conjunto de funciones, formas modulares y formas ctispides
para algun peso k fijo es un espacio vectorial complejo. Ademas, si f;
es una funcion (o forma) de peso ky y si fy es una funcién (o forma) de
peso ko, el producto fifo es una funcién (o forma) de peso k; + ko. El
cociente de una funciéon modular de peso k; por una funcién modular
de peso ko distinta de cero es una funcién modular de peso ki — k».

2. Otra observacién importante es que si 77 y 72 son dos transformaciones
que generan el grupo SLy(7Z) tales que

fnz) =(az+d)"f(z) y
f(22) = (22 + do)" f(2)

1 Co
b
d
En efecto, dadas v; y 72 en las condiciones anteriores, tenemos que

from(2)) = (em(z) + d2)* f(11(2))
= ((c @zt b + d2> (c1z + d1)> f(z)

2C12 + d1
= ((02a1 + dQCl)Z + Cgbl + dgdl)kf(Z)

siendo 7, = <a1 Zi) Yy V2 = <a2 22), entonces se tiene f(yz) =

(cz +d)k f(2) para todo v = (ch > € SLy(Z), es decir, se tiene (3.3).

Ahora bien, la composicién v, 07y; viene dada por el siguiente producto

matricial
as b2 ay bl .
Co dg C1 d1 o CoQq + d261 Cgbl + dgdl ’

por lo que si se tiene la relacién (3.3) para v, y 72, también se tiene
para el producto y;7y,. Por ser v y 72 generadoras del grupo modular I',
ambas transformaciones se pueden escribir en funciéon de S y 7'y como
[ es generado por S y T, se tiene (3.3). En particular, las relaciones
(3.4) y (3.5) implican (3.3).

3. Si k es impar, no hay funciones modulares de peso k para I' distintas
-1
de cero. Podemos ver esta propiedad sustituyendo v = ( 0 _01> en
(3.1). Luego, en esta seccién supondremos siempre que k es par.
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Esta tltima observacién ocurria con las series de Eisenstein Fy(71) =

1
Z ———- De hecho, si k es par, vamos a probar que Ej son real-
el (n 4+ m7)
(n,m)#(0,0)

mente formas modulares de peso k para I'.

En el teorema 1.3.4 vimos que Ej es holomorfa en H si k£ > 3. Ademas,
en este teorema también vimos que Ej(7) satisface las relaciones

Exlr+1) = Ex(r) y Ep(r) =7 "B, <_i)
y por tanto, de acuerdo a la segunda observacion anterior, Ej satisface la
relacion (3.3).

Nos queda ver que Ej, es holomorfa en el infinito para concluir que es una
forma modular. Para ello, nos fijamos en el comportamiento de Fj(7) cuando
(1) — o0. Ya que la serie que define Ej(7) converge uniformemente en el
semiplano §(7) > C con C' > 0 (si k > 3), tenemos que

1
lim FEi(r)= lim —_—
S(r)—ro0 k( ) S(1)—ro0 n,mZEZ (n+m7)k
(n,m)#(0,0)
1

= Z lim

n,me”Z S(r)—00 <n + mT)k
(n,m)#(0,0)
+oo +o00 1

:Z Z lim

M= 50 N —co S(1)—ro0 (n + mT)k
m#0  n#0
400 1

=Y e

n#0

pues términos de la forma (n + m7)~% con m # 0 tienden a cero, mientras
que los otros tienden a n~*. Luego, Ej es holomorfa en el infinito y ademas
conocemos su valor. Por tanto, si k > 3, Ex(7) € Mi(T'), esto es, las series
de Eisenstein son formas modulares de peso k para I'.

A lo largo de nuestro trabajo hemos estudiado dos funciones de gran
importancia: el discriminante y el J-invariante. Vamos a ver ahora que el
discriminante es en realidad una forma cuspide y el J-invariante una funcién
modular.
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Recordemos que de nuestro estudio de la funcion o de Weirstrass asociada
a un reticulo A, se definen los coeficientes go(A) = 60E4(A) y g3 = 140E4(A)
que aparecen en la ecuacién diferencial que satisface o (corolario 1.3.6).% Si
7 € H, ya hemos visto que go(7) v ¢3(7) son formas modulares para I' de
peso 4 y 6 respectivamente. Por tanto, el discriminante

A(r) = g5(1) — 27g3(7)
es una forma modular de peso 12 para I', de acuerdo con la primera
observacion descrita anteriormente. Ahora bien, antes obtuvimos la igualdad

lim  Ex(r) = 2¢(k)

S(1)—r00

y recordemos que

m 0

4) = — 6) = —.

="y 6=

Por tanto, pensando en ico como el punto en el infinito del semieje positivo
Yy, tenemos que

g2(i00) = 60E,(ico) = 120¢(4) = 437r4

. . 8"
g3(ioc0) = 140E¢(ico) = 280¢(6) = 57

R e g

lo que muestra que A(7) es en efecto una forma cispide de peso 12 para
['. Ademas, en puntos distintos al infinito, A(7) no se anula en virtud del
teorema 1.3.7.

Luego,

Luego, la funciéon J-invariante definida como

_g5(7)
J(1) = Al

es en principio, una funcién modular de peso 0 para I'. Ahora bien, acabamos
de ver que

lim A(r) =0

S(1)—00

2Aqui nos referimos a la funcién de Weierstrass g definida para un reticulo general,
generado por unos periodos linealmente independientes, digamos wy y ws.
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y pOr ser
Art\°
m g3(r) = () +o0
Glim g5(7) <3> 70,
entonces se tiene que
lim J(7) = 0. (3.6)
S(1)—00

Luego, J tiene un polo en el infinito, por lo que no puede ser forma modular.

Notemos que el resultado de que J tenga un polo en el infinito también
se podia haber deducido si nos fijamos en su expansiéon de Fourier:

1 1
J(1) = —— | — + 744 4+ 196884 o]
(1) 1798 (q + + q+ >

y de esta expansién vemos ademas que es un polo simple. Este desarrollo de
la funcién J puede encontrarse en la observacion 7.4.1 (capitulo I) de [Sil94].

Una vez mas, el calificativo invariante queda perfectamente justificado
pues al ser de peso 0, para todo automorfismo 7 € SLy(Z) y para todo
7 € H, se satisface

J(y(7)) = J(7).
Ahora probaremos la sobreyectividad de la funcién J- invariante, lo que

nos permitira concluir la demostracion del problema de la inversiéon de Abel
(teorema 2.1.3).

Proposicién 3.1.3. La funcion J : H — C es sobreyectiva.

Demostracion. J(7) no es constante en H ya que hay valores para 7 que son
distintos bajo la acciéon de I'. Ademads, también sabemos que J(7) es holo-
morfa en H. Por el teorema de la aplicacién abierta, la imagen de J(7) es un
conjunto abierto en C. Dado que el tinico conjunto que es a la vez abierto y
cerrado en C es él mismo por ser conexo, es suficiente probar que J(H) es
cerrado.

Sea (J(7,))nen una sucesién de puntos en J(H) convergente a algin punto
b e C, esto es
J(1,) — b sin — 0.

Veamos que b € J(H).

Dado 7 € H, por ser J(7) invariante bajo I', podemos suponer que todos
los 7,, estan contenidos en el dominio fundamental F'. Distinguimos dos casos.
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1. Supongamos que existe una constante C' > 0 tal que (7,) < C
para todo n € N. Entonces el conjunto {7 € F: (1) < C} es un
compacto. Considerando una subsucesién adecuada se tiene que (7, )nen
es convergente, es decir,

. —T€E€FCH
y por la continuidad de la funcién J, se tiene

b=J(r) € J(H).

2. Supongamos que existe una subsucesién de (7,), con partes imaginarias
convergiendo a oo. Por (3.6), tenemos que los valores de J de esta
subsucesion no estarian acotados, lo que contradice la convergencia de

(J (7)) n-

En conclusion, el segundo caso no puede darse y b € J(H). ]

Para finalizar la seccién vamos a ver que cada funcién modular f puede
ser expresada como una funcién racional de J. Para ello, necesitamos el si-
guiente teorema que ademas es un resultado de gran interés pues relaciona
el peso k de una forma modular con el orden de sus polos.

Sea f una funciéon meromorfa en un abierto de H. Denotaremos por
v,(f) al orden de f en el punto p € H, es decir, el Gnico entero n tal que
(z —p) " f(2) es holomorfa y no se anula en p. De forma similar, definimos
Voo (f) como el entero més pequeno tal que a,, # 0 en el desarrollo de Fourier.
Si f es una forma modular de peso k, gracias a que cumple (3.3), el orden
tiene sentido en las dorbitas de SLy(Z). Esto quiere decir que puntos de la
misma Orbita tienen el mismo orden.

2mi

Teorema 3.1.4. Sea f # 0 una forma modular de peso k, w = e3 y F*
el dominio fundamental de SLo(Z) identificando las linea verticales de los
extremos entre ellas y medio arco inferior (|z| = 1) con el otro. Entonces

1

vl ) + 50l f) + ;vw(f) +p§* o (f) = 1’2

Demostracion. Por el comentario anterior, podemos considerar que todos los
representantes de la 6rbita se encuentran en el dominio fundamental F'. Asu-
mamos por simplicidad que no hay ceros ni polos en la frontera de F', excepto

1 3 -1 3
los posibles en 1, p == 3 + \é_z y(p+1) = > + \g_z Sea C' una constan-

te suficientemente grande de forma que f(z) no tenga ni ceros ni polos en
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$(z) > C. Los pequenios arcos alrededor de i, p y p+ 1 tienen radio r. El
segmento AFE tiene parte imaginaria R. Si tuviésemos ceros o polos de f en la
frontera de F', el contorno C que muestra la siguiente figura seria modificado
con pequenos arcos alrededor de los polos o ceros.

1 ~1/2 0 1/2

Figura 3.4

Por el principio del argumento,

'(2) = 2m v
if(z)dz_Q pesz* (). (3.7)

Podemos escribir la anterior integral dividiendo el contorno C en ocho partes,
que calcularemos de forma separada.

Primero, las integrales sobre los caminos AB y D'FE se cancelan pues

EPE) P IEED, A
L=l =) 7o

Ahora trataremos las integrales sobre los segmentos B'C'y C'D. Recordemos

1
que la inversion S(z) = —— satisface
2

z

£(=3) =16,
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Derivando lo anterior, se tiene que

Lf(=1/2) k()

z =—+

f/z) 2 flz)

d
Recordando que d—(—l /z) = z~? y haciendo el cambio de variables w =
z

—1/z, obtenemos que

D f(2) ¥ f(-1fw) Bk f(w)
. f(Z)dZ_/c < 1/w) ‘/o (w+f(w)>dw

B ()
7d _/C fz
Luego,
¢ f(z) b f'(=) T
/, f(z)dz—l— - f(z>dz—>k€, sir— 0,

pues el angulo ZC0B’ tiende a % sir — 0.

Por otro lado, si » — 0, tenemos que

[ E s — T

B f(z ) 3
c o
/C f((z)) dz — —miv;(f)
D" f(2) i i
/D f(Z) dz — _§Up+1(f) = _Evp(f)'
Finalmente, para evaluar la integral del segmento F'A, hacemos el cambio de
variable q(z) = e*™ por lo que dq = 2migdz. El camino ¢(EA) recorre una

—27R

circunferencia de radio e centrado en el origen en el sentido de las agujas

del reloj. Por tanto,

Afz), fa)d(z) dg f'(q)
/E f(2) de = /q<EA> fq) 2mq / a(E24) f(q) 14
) = —2mivee (f(2)).

La ultima igualdad se sigue del desarrollo de Fourier f = 3120 a,e
S0 ang™, considerando f en funcién de z o g respectivamente.

= —2mive(f(q

2minz  __

Sumando los ochos caminos se tiene que

PO g = kT iva(1) = 2w (1) — 2mive(),
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y por (3.7) obtenemos que

. ) . 271 )
210 Y vp(f) = k— — mivy(f) — 0w (f) — 2mivas ().
. 6 3
peEF
Dividiendo por 27¢ obtenemos el resultado. O

El teorema anterior también se conoce como férmula k/12. Este teorema
es de gran relevancia porque nos permite estudiar ademas la dimensién del
espacio vectorial My(I") sobre C. Una férmula general para la dimensiéon esté
disponible en [DS05] (teorema 3.5.1) o en [Shi71] (seccién 2.6).

Exponemos ahora una serie de consecuencias de la formula k/12 que nos
seran de ayuda para demostrar que toda funcion modular J se puede expresar
como una funcién racional de J.

Proposicién 3.1.5. M(T") = 0 si k es negativo. Ademds, cualquier forma
modular de peso 0 es constante.

Demostracion. Si k < 0 no hay forma de que la suma de los términos no

negativos en la izquierda de la férmula sea igual a —.

12
La segunda parte es una aplicacién de la férmula a la funcién f(z) —
f(@). O
Corolario 3.1.6. Una forma modular de peso k > 0 tiene al menos un cero
en H.

1
Demostracion. Si f no tuviera ningin cero, entonces — seria también una

1
forma modular, pero ? tiene peso negativo.
Si f # 0 es una forma modular de peso k y si a € H,, es un cero de f,
por la férmula obtenemos que

ﬁ Ua(f)

12 = e(a)

>

)

W

siendo e(a) = o 1, segin a sea i,w o algun p € F distinto a i y w

23
respectivamente. Notar que hemos extendido la definicién de e por e(ico) = 1.
De hecho, de esta ultima desigualdad deducimos que no existen formas

modulares no constantemente nulas de peso k£ = 2. O
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Por otro lado, podemos considerar la férmula £/12 como un andlogo del
teorema 1.1.6 que nos decia que toda funcién eliptica no constante tiene la
misma cantidad de polos que de ceros. En realidad, podemos reformular la
féormula k/12 en el caso especial en el que & = 0 como sigue.

Teorema 3.1.7. Si f es una funcion modular y no idénticamente nula,
el niumero de ceros es el mismo que el numero de polos en el dominio

fundamental F' (ponderados con los factores ﬁ)

e(a
Teorema 3.1.8. Cada funcién racional de J es una funcion modular para
I'. Reciprocamente, cada funcion modular f para I' puede ser expresada como
una funcion racional de J.

Demostracion. La primera parte es clara. Para probar el reciproco, sean
21y ey Zn 10S CETOS Y P1, ..., P lOs polos de f en el dominio fundamental F'.

Sea
o J(m) = J (=)

o= 50570,

k=1
donde introducimos 1 como factor siempre que zp o pg sea oco. Luego, g es
una funcién racional de J y por tanto modular. Por el teorema anterior, g
tiene los mismos ceros y polos que f en el dominio fundamental F'. Por tanto,
= no tiene ceros ni polos, por lo que debe ser constante. En conclusion, f es

g
una funciéon racional de J.

]

Es frecuente definir la funcién j como

95(2)
5(2) — 2743 (2)’

ya que en este caso los coeficientes de la serie de Fourier de la funcién j(z)
resultan ser enteros.® El teorema anterior nos dice que toda funcién modular
f es una funcién racional de J, y por tanto de j. Algunas veces, esta funcién
racional es un polinomio con coeficientes enteros, dandonos una identidad de
la forma

() = 17280 () = 1728

f(2) = ayj(2) + agf®(2) + ... + arj*(2).

Sin embargo, no todas las funciones son invariantes bajo las transforma-
ciones del grupo modular I' y por tanto no puede expresarse en términos de

3Una prueba de este resultado se puede encontrar en la proposicién 7.4 (Capitulo 1)
de [Sil94].

74



Curso 2022-2023 Funciones L

j(7). Ahora bien, dependiendo de la funcién en cuestién, puede que encon-
tremos que f si sea invariante bajo transformaciones de cierto subgrupo G
de I'. Por ejemplo, el conjunto de las funciones invariantes bajo el subgrupo
[o(N) del grupo modular I' definido como

To(N) = {(Z Z) € SLy(Z) : ¢ =0 (mod N) }

jugara un papel importante en la tultima seccién.

3.2 Funciones L

En lo que resta de trabajo vamos a relacionar nuestros tres objetos matemati-
cos principales: funciones elipticas, curvas elipticas y formas modulares. Esta
parte del trabajo serd a modo de complemento, por lo que omitiremos algunas
pruebas, permitiéndonos cierta relajacion. Decir también que esta omision de
demostraciones, en cierta medida, se debe a que sélo soy una entusiasta del
tema, quedando el posible desarrollo por completar en préximos anos o sim-
plemente, por satisfaccion personal.

En esta seccion definimos las funciones L asociadas a curvas elipticas de-
finidas sobre Q y a formas modulares, en concreto a formas cispides. En
el teorema de Modularidad veremos que las funciones L son en realidad un
puente que nos relaciona ambos objetos. Para escribir esta seccion, nos hemos
basado en [Lozl1].

Digamos que tenemos una secuencia de nimeros ay, as, as, ... en C que nos
gustaria estudiar. Una practica comun en teoria de ntiimeros es considerar la
funcién generadora

(05} as Qp,
L(s)=a + — 4 — 4 ..= > =
(S) aq + 9s + 3s + = ns

La variable s puede tomar cualquier valor complejo siempre y cuando la serie
sea convergente.

A la funcién L(s) definida anteriormente la llamaremos funcién L y tal
funcion permite recoger informacion algebraica que puede ser muy interesan-

te.

Las funciones L surgieron por el trabajo de Dirichlet en su intento y logro
por demostrar la infinitud de ntimeros primos en progresiones aritméticas.
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Por ejemplo, la secuencia constante 1,1,1,... da origen a quizas, la funciéon L
mas famosa, esta es la funcién zeta de Riemann,
<1

—,
n=1 n

((s) =

que aparece naturalmente al estudiar la distribucion de los niimeros primos
p a través de la formula de Euler

) =TT —

1—ps

4

Para llegar a nuestro objetivo, necesitamos conocer los tipos de singula-
ridades de una curva eliptica.

Sea K un cuerpo. En general, si xg,79 € K son las coordenadas de un
punto de una curva C definida por una ecuacién F'(z,y) = 0, diremos que C
es suave en (xg, yo) si las dos derivadas parciales dF'/dz y dF'/dy no son nulas
en el punto (g, yo). Notemos que esta definicién clasica es independiente del
cuerpo K, pues la derivada parcial de un polinomio F(x,y) se define por la
formula usual, que tiene sentido sobre cualquier cuerpo. Si K es el cuerpo R
de los niimeros reales, esto coincide con la tipica condicién de que la curva C
tenga una linea tangente en (xg, yo). En el caso en el que F(z,y) venga dada
por F(x,y) = y? — f(x), las derivadas parciales en (xg, o) son 2yo v — f'(z0).
Si suponemos que K no es un cuerpo de caracteristica 2, las derivadas se
anulan a la vez si y s6lo si yg = 0 y x¢ es una raiz multiple de f(x). Por
tanto, la curva C no es suave en un punto si y sélo si f(z) tiene una raiz
miultiple. Ahora bien, dada una curva eliptica E(K), hemos visto que puede
ser parametrizada por la ecuacion

E(K) : y2 = 4o — Jo — g3

con go(A) y g3(A) invariantes de cierto reticulo A y que E(K) no tiene puntos
singulares si y s6lo si el discriminante de f(x) := 423 — gox — g3 no se anula,
lo que equivale a que f(x) no tenga raices miltiples. Por tanto, en relacién
con lo anterior, si P € F(K) es un punto singular de una curva eliptica, sus
derivadas parciales evaluadas en P son nulas.

Consideremos ahora una curva eliptica E(K) con ecuacién normal de
Weierstrass F'(x,y) = 0, siendo F(x,y) dada por

F(I7y) - y2+a1$y+a3 _Ig — a2172 — Q4T — Gg.

4Esta relacion la vimos en la asignatura Teoria Analitica de Niimeros.
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Si P = (x9,yo) es un punto singular de F, por lo anterior, se tiene que

(), 0= (@),

Podemos escribir el desarrollo de Taylor de F(z,y) en el punto (xg, yo) como
sigue

F(x,y) — F(zo,y0) = M2 — 20)* + Aoz — 20)(y — y0) + A3(y — %0)* — (# — 20)°
= ((y — wo) — alx — 20))((y — o) — Bz — z0)) — (2 — 0)?

para ciertos \;, a, 5 € K.

Diremos que el punto singular P € E es un nodo si o # (. Si a = [3,
diremos que P es una cuspide.
Geométricamente, si P es un nodo, tenemos dos rectas tangentes a £ en P
y si P es una cuspide, s6lo tendremos una. Por ejemplo, en la figura 2.2,
tenemos una ctspide y un nodo respectivamente.

Antes de definir el concepto de funciéon L asociada a una curva eliptica
definida sobre Q, definamos el concepto de reducciéon médulo p de E siendo
p un primo.

Definicién 3.5. Sea F una curva eliptica definida sobre Q dada en la forma
simplificada de Weierstrass y*> = x>+ Ax + B. Sea p > 2 un primo y denote-
mos por E la reduccion de la curva eliptica E médulo p, es decir, E definida
sobre el cuerpo ¥, = Z/Z,.

Diremos que E tiene buena reduccion mdédulo p si E es una curva
suave sobre F,. Si E tiene un punto singular P € E(F,) diremos que E tiene
mala reduccion modulo p y distinguiremos dos casos:

e Si E tiene una cispide en P, diremos que E tiene una reduccién aditiva
(o inestable)

« Si E tiene un nodo en P, diremos que E tiene una reduccion
multiplicativa (o semiestable). Ademds, si las pendientes de las dos
rectas tangentes estan en IF,, se dice que la reduccion es split
multiplicativa.

Estamos ya preparados para definir la funcion L de una curva eliptica
racional.
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Sea F una curva eliptica sobre Q dada por la ecuacion de Weierstrass
y2 + a1xy + azy = 2+ axr® + agx + ag

con los coeficientes a; € 7Z. Para un primo p € 7Z de buena reduccién,
definimos N, como el nimero de puntos de £ con coordenadas en F,. En
otras palabras, N, es el numero de puntos de

{O}U{(:c,y) eF>: v’ + arzy + asy — 2 — axa® —agr —ag =0 (mod p)},

siendo O el punto del infinito.

Sea a, = p+1—N,. Definimos la parte local en el punto P de la serie L
como

1 —a,T 4+ pT? si FE tiene buena reducciéon en P

L(T) = 1-T si I tiene split multiplicativa en P
Py 14T si E no tiene split multiplicativa en P
1 si F tiene reduccion aditiva en P.

Definicién 3.6. Sea E(Q) una curva eliptica racional. La funcion L de E
o la funcion de Hasse-Weil de E se define como

L(E,s)=]] 7

p>2 p(p7%)’

donde el producto se efectia sobre los primos p > 2 y L,(T) es el factor
definido anteriormente.

El matematico Helmut Hasse probd en 1930 que el producto que de-
fine L(E,s) converge y proporciona una funcién analitica en el semiplano

R(s) > —. No obstante, varios mateméticos conjeturaron que L(FE, s) tiene

una extension analitica a todo el plano complejo. Hoy en dia esta extension
es un teorema debido a la conjetura de Taniyama-Shimura, actual teorema
de Modularidad, que enunciaremos en la préxima seccion.

Ahora bien, al principio de la seccién dijimos que una funciéon L se define
a partir de una secuencia de nimeros ay, as, as, ... El siguiente teorema nos
muestra que existe una sucesion {a, }, asociada a L(FE,s) y que en efecto se
trata de una funcién L de acuerdo con la definicién dada.

Teorema 3.2.1. Sea E(Q) una curva eliptica y sea L(E,s) su funcion L.
Definamos los coeficientes a,, para n > 1 como sigue. Si p > 2 es un primo,
definimos
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p+1—N, siFE tiene buena reduccion en P

o — 1 si E tiene split multiplicativa en P
L | si E no tiene split multiplicativa en P
0 st E tiene reduccion aditiva en P.

Sin =p" para algin r > 1, definimos a,r recursivamente usando la relacion

ApQpr = Apr+1 + payr—1 81 E tiene buena reduccion en P
ayr = (a,)" st E tiene mala reduccion en P.
Finalmente, si (m,n) =1, definimos a,yp = Gpmay,.

Entonces, la funcion L(E,s) puede ser escrita como la serie

L(E,s)=>

n>0

n
ns’

Una demostraciéon del teorema anterior es andloga a la demostracion de
la igualdad ((s) = Hl

p

donde se usa el teorema fundamental de la

—s5?

aritmética y el desarrollo = Z x". En este caso, nuestra funcién es la

n>0

funcién de Hasse-Weil L(E, s), por lo que la demostracién, no por ello menos
complicada, se reduce a calcular el producto de Euler asociado a L(FE,s).
Otra demostracion es posible gracias al teorema de Modularidad. En esta
demostracion necesitamos los operadores de Hecke y las llamadas autofor-
mas, que en resumen son formas modulares que son autovectores para los
operadores de Hecke. Esta parte se puede ver con més detalle en la seccion
§2 del capitulo 2 de [Sil94].

Ya tenemos definidas las funciones L asociadas a las curvas elipticas
racionales. Queda definir las funciones L de las formas modulares. No
obstante, como dijimos al principio de la seccién, nos centraremos en las
formas cuspides para el subgrupo I'g(/N) de I', donde recordemos que I'y(V)
es

To(N) = {(Z 2) € SLy(Z) : ¢ =0 (mod N) }

Definicién 3.7. La funcion L de una forma cispide f(z) = 3,5 anq" €
Sk(Co(N)) se define como
Qp

L(fv‘S):z:i

-
n>1 T
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Antes de dar paso a la conjetura de Taniyama-Shimura, necesitamos de-
finir el conductor de una curva eliptica racional.

Para cada primo p € Z, definimos la cantidad f, como sigue

0 si F tiene buena reducciéon en P
=191 si E tiene reduccion multiplicativa en P
240, si E tiene reduccién aditiva en Py p = 2, 3.

donde J, es una “pequena” (< 6) correccién que vale cero para los primos
distintos de 2 y 3. Este invariante técnico se estudia con detalle en §710 del
capitulo IV del libro [Sil94].

Definicion 3.8. Dada una curva eliptica E(Q), definimos el conductor Ng
de E(Q) como

Ng =1]p"
p
donde el producto es sobre los primos p.

En cierto sentido, el conductor es un ntimero que mide la mala reduccién
de la curva E. A través del teorema de Modularidad, vamos a ver que se
trata de una constante importante que conecta las curvas elipticas con las
formas cuspides. De hecho, los primos que dividen al conductor Ng son
exactamente los primos que dividen al discriminate de £ y los posibles primos
a mala reducciéon son aquellos que dividen al discriminante. Las pruebas de
estas observaciones se pueden encontrar en el libro de Alvaro Robledo que
comentabamos al principio de la seccion.

3.3 La conjetura de Taniyama-Shimura

Existen numerosos ejemplos que muestran las funciones L de ciertas curvas
elipticas racionales y las funciones L de ciertas formas ctspides y ambas
funciones parecen ser idénticas.” Esta sorprendente casualidad estimulé a
muchos matematicos del siglo XX a hallar un resultado que relacionara las
curvas elipticas y las formas cispides de forma general. En un principio, se
propuso la siguiente definicion.

Definicién 3.9. Diremos que una curva eliptica racional E(Q) es modular
si existe una forma cispide f(z) € So(I'o(N)) tal que

L(E,s) = L(f,s).

5Un ejemplo se puede encontrar en el libro de Alvaro Lozano.
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Por tanto, si £/ es modular, podemos escribir

L(E,s) = L(f,5) = Y%,

n>1

siendo a,, los coeficientes del desarrollo de Fourier de la cierta forma cispide
f. Ahora bien, los coeficientes a,, deben de coincidir con los valores definidos
en el teorema 3.2.1. Luego, dada una curva eliptica, tenemos una candidata
clara para una forma cuspide f. No obstante, no es nada sencillo demostrar
que esta funcién candidata es en efecto una forma modular. Es en este punto
donde intervienen Taniyama y Shimura, afirmando en la siguiente conjetura,
planteada en 1955, que todas las curvas elipticas son modulares.

Conjetura 3.3.1. (Teorema de Modularidad). Sea E(Q) una cur-
va eliptica racional de conductor Ng con funcién L dada por L(E,s) =
Z ag(n)

s

Entonces los coeficientes a,, son los coeficientes de Fourier de una forma
cuspide fr de peso 2 y nivel Ng, es decir, fg(z) € So(I'o(Ng)),

fe(2) = ap(L)q+ ap(2)¢* + ap(3)q’ + ... € S2(Do(NE)),

siendo q = ¥,

La conjetura se demostré en varias etapas.

En 1993, Andrew Wiles hizo publica una demostracién para el caso en el
que N tiene todos sus factores primos con exponente 1 (caso semi-estable),
pero la demostracién tenia un error. Richard Taylor asisti6 a Wiles para
lograr superar las dificultades técnicas y en 1995 ambos publicaron una de-
mostracion correcta para el caso semi-estable. Alrededor del ano 2000, una
serie de publicaciones por otros matematicos lograron demostrar todos los
casos restantes.

Como deciamos, la conjetura de Taniyama-Shimura es hoy en dia cono-
cida como el teorema de Modularidad, teorema que ha servido como puente
para demostrar el Ultimo Teorema de Fermat.

En el margen de una pagina del libro Arithmetica de Diofanto, Fermat
escribié en 1637 que ningtn cubo es suma de dos cubos, ninguna potencia
cuarta es suma de dos potencias cuartas,... y que él habia encontrado una
demostracion maravillosa pero que lamentablemente no cabia en el margen de
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una pagina. Esta demostraciéon nunca fue encontrada entre los documentos
de Fermat, y el enunciado pasé a la historia como el Ultimo Teorema de
Fermat, a la espera de una demostracion. En otras palabras, este teorema
puede enunciarse de la siguiente manera

Si m es un nimero entero mayor o igual que 3, no existen nimeros
enteros positivos x,y, z tales que z" + y™ = 2".

Como comentamos anteriormente, en 1995 Andrew Wiles, junto con la
ayuda de Richard Taylor, demuestran en un articulo de 98 paginas el teore-
ma de Modularidad para el caso semi-estable, caso que implica el teorema
de Fermat.

Puede ser que nunca sepamos que tenia en mente Fermat, pero al menos
la demostracién actual no cabe en el margen de una pagina.

3.4 La conjetura de Swinnerton-Dyer

Finalizamos el trabajo comentando brevemente uno de los siete problemas
del milenio: la conjetura de Swinnerton-Dyer. Para ello, recordaremos antes
qué significa un punto de un grupo de orden finito y enunciaremos también
el teorema de Mordell-Weil.

Dado P € E(Q), diremos que P tiene orden finito si sumado consigo mis-
mo finitas veces vuelve al punto P. En caso contrario, diremos que P tiene
orden infinito.

Por otro lado, el teorema de Mordell-Weil afirma que los puntos raciona-
les de las curvas elipticas sobre Q no singurales forman un grupo abeliano
finitamente generado. La prueba de este resultado se puede encontrar en el
capitulo 6 de [Hus87].

Luego, para una curva eliptica F(Q), podemos aplicar el teorema
de estructura para grupos finitamente generados (resultado visto en la
asignatura Estructuras Algebraicas), obteniendo una descomposicién de la
forma

E(Q) = Z° x Tors(E(Q)

donde g es un entero llamado el rango de E(Q) y Tors(E(Q)) es un grupo
abeliano finito formado por todos los elementos de orden finito de E(Q). En
otras palabras, el rango de E(Q) es el niimero de puntos racionales P € E(Q)
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con orden infinito.

Hay ejemplos de curvas conocidas con rango de hasta 12. Se desconoce si el
rango esta acotado o no, aunque encontrar una cota en general es considerada
como improbable. Con nuestra comprensioén actual de las curvas elipticas, el
rango g es un valor misterioso y dificil de calcular para un caso particular. No
obstante, Birch y Swinnentor-Dyer encontraron gran evidencia para formular
en 1965 la siguiente conjetura acerca del valor de g.

Conjetura 3.4.1. Conjetura de Swinnerton-Dyer. El rango g de una
curva eliptica E definida sobre Q es igual al orden del cero de Lg(s) en s =1,
siendo Lg(s) la funcion L de la curva eliptica E.

Actualmente, esta conjetura no ha podido ser probada ni refutada. En
caso de que sea cierta, al igual que ocurrié con la conjetura de Taniyama-
Shimura, jserd necesario desarrollar nuevos conceptos matematicos?
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