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Dedicado a mi madre, que pudo ver como comencé este viaje, pero no como lo he
terminado.






“Por lo demds, el problema central es irresoluble: la enumeracion, siquiera parcial, de
un conjunto infinito.”

Jorge Luis Borges, El Aleph



Resumen / Abstract

Resumen:

La Teoria de Conjuntos es un area del conocimiento comprendida entre la Logica
y las Matematicas dedicada a la fundamentaciéon de la segunda mediante herramientas
tomadas de la primera. Este Trabajo de Fin de Grado busca servir de introducciéon
ab initio a la Teoria de Conjuntos, prestando especial énfasis a las relaciones de buen
orden y a las relaciones bien fundadas. Habiendo profundizado en ambas, aplicamos
estos conocimientos a la Teoria de Conjuntos Finitos (FST) con el fin de, por un lado,
estudiar las propiedades de varias nociones de finitud y probar en qué condiciones son
equivalentes y, por otro, probar las relaciones de interdependencia entre varias teorias
con respecto a FST, asi como la independencia del Axioma de Regularidad de esta
ultima teoria.

Palabras clave: conjunto, clase, axioma, independencia, buen orden, finitud

Abstract:

Set Theory is a field of knowledge between Logic and Mathematics dedicated to
using tools from the former to fund the latter. This Degree’s End Project aims to serve
as an ab intio-introduction to Set Theory, placing a special emphasis in well order
and well founded relations. Once we have studied both in detail, we apply what we
have learnt to the Finite Set Theory (FST) aiming to, on the one hand, study some
definitions of finiteness, their properties and prove under which conditions they are
equivalent; and on the other, demonstrate the interdependence relations among some
theories and FST, as well as the independence of the Axiom of Regularity from this
last theory.

Key words: set, class, axiom, independence, well order, finiteness
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Introduccion

El presente Trabajo de Fin de Grado se presenta, simultdneamente, como una
introduccién rigurosa y mayormente autocontenida a la Teoria Axioméatica de Conjun-
tos y como un estudio técnico de un aspecto particular de ésta: la nocién de finitud y
los conjuntos finitos desde un punto de vista propio de la Teoria de Modelos. Siendo
dicho estudio el objetivo final del Trabajo, éste ha sido dividido en dos partes bien
diferenciadas que presentaremos a continuacion.

En la primera parte se introducen todos los conceptos necesarios para una co-
rrecta comprension de los conjuntos finitos. Se compone de tres capitulos de tematicas
distintas. A fin de que éstos rebasen su interés instrumental, hemos tratado de orien-
tar su desarrollo hacia algunos resultados que consideramos centrales y sin los cuales
sentimos que el trabajo de fundamentacion quedaria incompleto.

En el primer capitulo se establecen, a través de la logica de primer orden, las
bases del lenguaje mediante el cual todo el estudio sera llevado a cabo. Presenta, pues,
una seccion dedicada a la sintaxis y a la deducciéon formal, otra a la semantica, y
una tercera al lenguaje propio de la Teoria de Conjuntos. La sintaxis de primer orden
busca formalizar las reglas bajo las cuales una formula — intuitivamente hablando, una
oracion — estd bien formada — i.e., puede ser estudiada formalmente. Un conjunto de
férmulas cerradas conforma una teoria; esto es, el marco desde el cual se realiza un
determinado estudio. Desde un punto de vista de la deduccion formal, es especialmente
importante la nocion de formula independiente, pues son las férmulas independientes las
que amplian el alcance predicativo de las teorias. Mientras, la semantica de primer orden
ahonda en el sentido que puede dotarse a las formulas bien formadas sintécticamente
hablando. Asimismo, se enuncian algunos resultados que relacionan la deduccion formal
con la semantica. Con ellos buscamos explicar dos hechos. El primero de ellos es el
traslado adecuado de las pruebas formales — que suelen ser tediosas y obscuras — a
pruebas informales o dentro de un modelo, que es como se razona en Matematicas.
El segundo consiste en justificar la metodologia hallada la tltima seccién del dltimo
capitulo, esencialmente basada en encontrar distintos modelos de una misma teoria
de tal manera que en unos sea cierta una férmula y en otros su contraria. Tal y como
comprobaran, mediante esta técnica lograremos demostrar la independencia del Azioma
de Regularidad de cierta teoria compuesta exclusivamente por conjuntos finitos.

Finalmente, la ultima seccién del capitulo particulariza la discusion de las dos
secciones anteriores al objeto de estudio del Trabajo: la Teoria de Conjuntos. Se pre-
sentan los elementos que componen su lenguaje, se discurre brevemente sobre la nocién
de igualdad y, siendo lo mas destacable, se presenta una herramienta basica que agiliza
el lenguaje y facilita el estudio de los conjuntos: la nocién de clase. A grandes rasgos,
una clase representa una férmula bien formada y consigue generalizar la nocién de
conjunto. En la misma seccién terminaremos clasificandolas en dos tipos excluyentes:
conjunto y clase propia. Hemos presentado su necesidad apelando a la emulacién de las
Matemaéticas e ilustrado, mediante la célebre Paradoja de Russell, por qué se requiere
una solida fundamentacién sintactica de las clases para no derivar en contradiccio-



nes. Dicha fundamentacion es, ademas, construida sin ampliar indebidamente nuestro
lenguaje; es decir, sin anadir férmulas que no podrian expresarse sin emplear clases.
Por 1ltimo, hemos anadido algunos resultados que aclaran cémo operan las clases con
respecto a la relacién binaria de igualdad y que resuelven la mencionada aporia.

El segundo capitulo esta enfocado a la fundamentacion de la Teoria Axiomética
de Conjuntos. En virtud de ello, presenta dos secciones que compendian las nociones
bésicas de este Trabajo. La primera de ellas esta dedicada a la presentacion de los axio-
mas y esquemas de axiomas que histéricamente ha adoptado la Teoria de Conjuntos.
Hemos dedicido complementar su enumeracién definiendo tinicamente los conceptos
minimos necesarios para la correcta comprension de éstos. De este modo, las demas
ideas basicas han sido relegadas a la segunda secciéon, donde también se presentan las
funciones y varias nociones derivadas de éstas. Asi, en ambas secciones se encuentran
definidas, por un lado, las distintas herramientas con las que manipularemos los con-
juntos y, por otro, los respectivos resultados que afirman que dichas operaciones son
conservativas — no convierten conjuntos en clases propias, luego estan bien definidas.

El tercer y ultimo capitulo de la primera parte discute un cierto tipo de estruc-
tura que puede atribuirse a los conjuntos y que se mostrara fundamental en el resto
del Trabajo: el orden. En la primera seccion definimos los drdenes parciales, los orde-
nes totales y los buenos ordenes. Asimismo, presentaremos algunos conceptos que se
mostraran tutiles a lo largo del Trabajo y, en particular, enunciaremos tres resultados a
los que recurriremos frecuentemente durante el mismo: el Teorema de Minimizacion, el
Principio de Induccion y las definiciones por recursion. Unicamente presentaremos de-
mostraciones de las dos primeras puesto que las definiciones por recursiéon apareceran
exclusivamente en un determinado contexto, donde adquieren una formulacién mas
sencilla y clara. Antes de abandonar la primera seccién, son definidas las funciones que
preservan el orden, llamados isomorfismos, con el objetivo de demostrar el Teorema de
Comparacion de Buenos érdenes, que afirma la existencia de un isomorfismo entre dos
clases bien ordenadas o entre una de las clases y una seccion inicial de la otra.

La segunda seccion se centra en estudiar la relacion binaria de pertenencia € como
relacion capaz de otorgar a cierto tipo de conjuntos — los conjuntos transitivos — una
estructura de buen orden. Los conjuntos transitivos bien ordenados por € reciben el
nombre de ordinales. La importancia de éstos reside en que, gracias al Teorema de
Mirimanoff — que se basa en el Teorema de Comparacion de Buenos Ordenes -,
los érdinales establecen un “orden candnico” entre clases bien ordenadas mediante un
isomorfismo. De ello se desprende que el estudio de los ordinales es suficiente para
entender las relaciones de buen orden. Sin embargo, para llegar a estas conclusiones
es preciso un estudio previo de la clase formada por los ordinales, referida como Ord.
Destacamos la distincién entre ordinal sucesor y ordinal limite y la comprobacién de
que Ord es una clase propia bien ordenada por €. Para finalizar la seccion, estudiamos
brevemente una subclase particular de Ord: la de los ordinales finitos. Esta subclase,
denotada por w, resultard ser la clase de los numeros naturales y, ademas, el menor
ordinal limite y la menor clase inductiva. Su existencia como conjunto o como clase
propia se descubrird intimamente ligada a la postulacién del Azioma del Infinito, o
equivalentemente, a la existencia de ordinales limite.

Por tltimo, la tercera seccién del capitulo estudia las relaciones bien fundadas —
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un concepto mas general que el de buen orden — con miras a presentar la clase de los
conguntos hereditariamente finitos. El interés de estudiar esta clase es instrumental, en
tanto que aparecera al estudiar la relacién que guarda el Axioma de Regularidad con
la Teoria de Conjuntos Finitos. Su emergencia es natural si consideramos que una de
las propiedades que define una relacién bien fundada se asemeja bastante al Axioma de
Regularidad. Al tratarse de un concepto bastante fino, aqui sélo estudiaremos la clase
de los conjuntos bien fundados por € a partir de la clausura transitiva de un conjunto.
Para construir la clausura transitiva de un conjunto nos hara falta del Axioma del
Infinito, lo que acabara siendo una restriccion a salvar cuando estudiemos Regularidad
en la Teoria de Conjuntos Finitos. Al margen de estos hechos, tras enunciar y probar
algunos resultados esenciales — entre los cuales destaca la comprobacién de que la clase
formada por los conjuntos bien fundados es la mayor clase transitiva en la cual € es una
relacion bien fundada —, introducimos la definicién de la funcion rango de conjuntos
bien fundados. Mediante ella construiremos la jerarquia { R(n)},e. que define la clase
de los conjuntos hereditariamente finitos. Esto serd tratado en el cuarto capitulo del
Trabajo, de modo que en lo que resta de secciéon nos limitamos a concluir algunas
de las propiedades de la funciéon R. Nos interesa particularmente hallar su formulacién
recursiva, que a efectos practicos resulta mas clara e intuitiva que su definicién mediante
la funcién rango p.

Como anunciamos al inicio de la introduccion, la segunda parte del Trabajo plan-
tea dos objetivos fundamentales: estudiar varias nociones de finitud y la relacion exis-
tente entre ellas y comprobar el lugar que ocupan ciertos axiomas en una teoria que
niegue el Axioma del Infinito. Para el desarrollo de esta parte hemos acudido al articulo
de S. Baratella y R. Ferro [1] y hemos profundizado en aquellos detalles que ahi son
mencionados de soslayo. A continuacién detallaremos el desarrollo y los resultados més
importantes de cada una de las cuatro secciones que componen este capitulo.

La primera seccién introduce cierta notacion propia del articulo, donde destaca la
formulacién de EST (Elementary Set Theory) como la teoria “basica” sobre la cual se
realizara el estudio de tres conceptos de finitud: la w-finitud, la Dedekind-finitud y la
f-finitud. Acerca de las definiciones de finitud, acabaremos restringiéndonos al estudio
de la tercera de ellas, que se define como la equipotencia con un niimero natural. La f-
finitud resulta ser la definicién mas intuitiva y, a diferencia de las demés, permite arrojar
una serie de propiedades importantes sin asumir el Azioma de Eleccion. Mientras, en lo
que respecta a EST), la idea fundamental que se desarrollarda durante todo el capitulo
consiste en estudiar qué axiomas pueden anadirsele para obtener teorias en las que
todos los conjuntos sean finitos. En este sentido, la aplicacion més directa de este
concepto consiste en anadirle a EST un axioma de finitud; a saber, que todos los
conjuntos del universo sean f-finitos. Esta tltima teoria recibird el nombre de FST
(Finite Set Theory) y desde ella realizaremos todas las comparaciones con otras teorias
compuestas exclusivamente por conjuntos finitos.

Antes de llegar a estas conclusiones, a fin de familiarizarnos con los conceptos,
se estudian ciertas equivalencias entre definiciones de finitud en presencia del Axioma
del Infinito y como la asuncién de cualquiera de ellas como axioma de finitud niega
el Axioma del Infinito. Estos resultados permiten probar, por un lado, que las defini-
ciones de finitud son equivalentes en ZF(C' — luego estamos trabajando con un mismo
concepto dentro de la teoria matematica estandar —; y por otro, que efectivamente ta-

I1I



les definiciones de finitud niegan la existencia de conjuntos infinitos. Esto tltimo serd
probado comprobando en cada caso que w, la clase de los nimeros naturales, no cum-
ple la condicién de finitud. Téngase en cuenta que esto es suficiente puesto que, segin
senalamos anteriormente, w es la menor clase inductiva, luego si existiera un conjunto
inductivo finito, necesariamente w seria también un conjunto finito al estar contenido
en él, lo cual es un absurdo segtn los resultados que seran probados. Ademés de estos
hechos, también hemos anadido una breve discusion acerca de la equivalencia en EST
+ Pow (donde Pow denota el Azioma del Conjunto Potencia) del Axioma de Eleccién,
y el Teorema del Buen Orden, denotado por WO. Esta digresion se debe a que esta
equivalencia es gratuita en FST tras probar que Pow es un teorema de FST — donde,
de hecho, WO resulta ser un teorema. Ademads, posteriormente se comprobard cémo
estas tres formulas, junto con la negacion del Axioma del Infinito, caracterizan FST.

Previo a estas conclusiones, dedicamos la segunda seccion del capitulo al estudio
de la equivalencia entre la f-finitud y la Dedekind-finitud mediante un cuarto con-
cepto: la Russell-finitud o R-finitud. El interés de la R-finitud consiste en que, siendo
equivalente a la f-finitud, habilita una serie de herramientas con las que probar ciertas
propiedades naturales que caben esperar de una nocion intuitiva de finitud y, en parti-
cular, las susodichas equivalencias entre definiciones. Entre estas herramientas destaca
el Teorema de Induccion Finita, que habilita una nueva versién de esta 1util técnica
demostrativa y que sera extensamente empleada en la seccion. Por ejemplo, la induc-
cién finita es necesaria para probar la equivalencia entre la R y la f-finitud, o también
para comprobar que w no es R-finito — a partir de la propiedad de que todo conjunto
R-finito posee un elemento maximal y minimal.

En la seccion también se introduce la definicién de conjunto numerable tal y como
es entendido en Matematicas. Este ultimo concepto sera tutil, primero, a la hora de
probar la infinitud — no R-finitud — de un conjunto; segundo, al exponer la definicion
histérica de Dedekind-finitud (nuestra w-finitud); y tercero, a demostrar, mediante
la w-finitud, la equivalencia entre la R-finitud y la Dedekind-finitud. Tras toda esta
discusion, la seccion continta probando algunas propiedades naturales bajo un concepto
intuitivo de finitud, como por ejemplo, que la uniéon de dos conjuntos finitos es un
conjunto finito. Hemos incluido un diagrama como el siguiente a fin de reflejar mas
claramente las conexiones entre definiciones y las propiedades de la finitud.

(Vz C z)[Fin®(z)] Fin! () (Vz C z)[Finf(z2)]

Fin®(P(z))

AC M
Fin*(z) 4 > FinR(m)

Si, ademés, Fin(y) :

» Finfl(z Uy)]

#y numerable infinito

tal que y C P(P(z)) (Vy € z)[Fin®(y)] = Finf(J z)

Fin® ()
Finalmente, volvemos a ocuparnos de los conjuntos hereditariamente finitos, aho-
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ra si, dando una definicion formal de dicha clase. Se define, con este fin, las propiedades
hereditarias y se demuestra que R, es precisamente la clase formada por todos los
conjuntos hereditariamente finitos. Informalmente hablando, esto quiere decir que sus
elementos son conjuntos finitos, al igual que los elementos de sus elementos, y los ele-
mentos de éstos; asi ad infinitum. La secciéon concluye probando que R, es numerable
infinito, que era de esperar si para su formulacién necesitamos el Axioma del Infinito.

La tercera seccién del capitulo comienza definiendo formalmente F'ST tal y como
avanzamos anteriormente. Tras probar que Pow, WO y AC son teoremas en FST,
conjugamos algunas de estas sentencias junto con la negacién del Axioma del Infinito
para obtener caracterizaciones de FST.

En dltimo lugar, la cuarta seccién pretende demostrar que el Axioma de Regu-
laridad es independiente de FST. Para ello se recuperan las nociones seménticas que
tratamos al principio de la primera parte y, de acuerdo con ellas, se construyen dos
modelos basados en la clase de los conjuntos hereditariamente finitos de tal modo que
en uno sea cierto el Axioma de Regularidad y en otro su negacion. La construccion de
ambos modelos estd fundada en dos conceptos nuevos que se presentan segin resulten
necesarios: la relativizacion de formulas a una clase y las formulas absolutas en una
clase. Una férmula se dice relativizada a una determinada clase si todos los cuantifica-
dores estan restringidos para que contemplen exclusivamente elementos de la clase a la
cual relativizamos. Mientras, una férmula es absoluta en una clase si, al evaluarla en
conjuntos pertenecientes a la clase, la validez de la féormula relativizada es equivalente
a la validez de la férmula en el universo. Ambos conceptos rigen la metodologia demos-
trativa de la seccion: para cada estructura demostraremos, gracias a la transitividad
de R, que las formulas relativizadas son vélidas en el universo, empleando si cabe que
las férmulas consideradas son absolutas.

Tras haber construido dichos modelos, introducimos el Azioma de Regularidad
Fuerte a fin de comprobar que la equivalencia de ambas Regularidades en ZF~ no se
preserva en FST. Esto es logrado probando que el Axioma de Regularidad Fuerte y el
Axioma de la Clausura Transitiva son sendas férmulas independientes de FST. Este
ultimo axioma resulta necesario en tanto que la construccion de la clausura transitiva,
segun se explicita en la seccién dedicada a las clases bien fundadas, requiere del Axioma
del Infinito, que FST niega. Un nuevo esquema recoge y expone las relaciones entre
teorias probadas en las dos tltimas secciones.

EST + —Inf + UReg FST + UReg+—— FST + SReg
EST+——— EST + —Inf+ FST+ » EST + Pow + —Inf
EST + Fin® EST + WO + —Inf

A modo de conclusion, hemos incluido algunos comentarios acerca de la demostra-
cién de la independencia del axioma de f-finitud respecto de EST + —Inf. La dificultad
de su construccion muestra por qué no ha recibido aqui un tratamiento mas extenso.






Parte 1

Fundamentos



1. Logica de primer orden

1.1. Sintaxis y deduccion formal de primer orden

La Teoria de Conjuntos nace en 1873 cuando Cantor descubre que no todos los
conjuntos infinitos poseen el mismo “tamano”. En sus estudios, Cantor consideraba
cualquier coleccion de objetos bien distinguidos como un conjunto, sin reparar en las
contradicciones que una suposicién asi conlleva. Posteriormente, motivados por una
“crisis fundacional de las Mateméticas”, Zermelo (1908) y Fraenkel (1922) asentaron
una serie de verdades universales desde las cuales esperaban poder estudiar correcta-
mente las bases de las Matematicas. Provocaron, pues, la axiomatizacién de la Teoria
de Conjuntos.

La Teoria Axiomatica de Conjuntos, al tratar cuestiones fundamentales, necesita
una base sobre la que sostener todo el edificio. Esta es la légica de primer orden. Al no
tratarse de un contenido central en los estudios de Grado, dedicaremos unas paginas a
fundamentar los conceptos necesarios para construir lenguajes de primer orden y, mas
particularmente, el lenguaje propio de la Teoria de Conjuntos. Seguiremos para ello
la introduccién a la logica de primer orden encontrada en el tercer capitulo del libro
Combinatorial Set Theory [3].

Lalégica de primer orden, como todo lenguaje, se funda en un alfabeto compuesto,
en su caso, por los siguientes simbolos:

(i) Variables: representan los objetos del dominio de discurso.

(i) Operadores lgicos: usaremos “—” para la negacién, “A” para la conjuncién, “Vv”
para la disyuncion, “=" para la implicacién y “<” para la equivalencia.

(iii) Cuantificadores 16gicos: el simbolo “3” expresa la cuantificacién existencial
y “V” la cuantificacién universal. El uso de ambos operadores esta restringido
Unicamente a las variables.

(13

(iv) Simbolo de igualdad: usamos “ =" para expresar la relacién binaria de iden-
tidad entre dos objetos.

(v) Simbolos de funcién: nombran funciones fijas en el lenguaje que toman una
cantidad de objetos para devolver otros como resultado de la operacién. A las
funciones les asociamos un niimero natural positivo, llamado aridad, para indicar
el nimero de argumentos que la funcién toma.

(vi) Simbolos de constante: nombran elementos fijos del universo de discurso.

(vii) Simbolos de predicado: nombran relaciones entre objetos del dominio de dis-
curso. Como en el caso anterior, también llevan asociados una aridad.

Nota. Hemos de realizar varios apuntes. En primer lugar, los simbolos (i) — (iv) reciben
el nombre de simbolos logicos, mientras que el resto se denominan simbolos extralogicos.
Es usual que los primeros sean invariantes en los diferentes lenguajes de primer orden
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que puedan considerarse: sin ellos resulta dificilmente concebible poder formalizar el
lenguaje natural. Por tanto, seran los simbolos extraldgicos aquellos que, en funcion
de las necesidades de la materia de estudio, cambiaran para adaptarse a ella lo mejor
posible. Ello motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.1.1. Una coleccién £ de simbolos extraldgicos empleados para formalizar
una teoria matematica se denomina el lenguaje de dicha teoria. Las férmulas que se
pueden construir en el lenguaje £ se dirdan L-formulas.

En este trabajo el lenguaje empleado sera el propio de la Teoria de Conjuntos,
cuyos elementos seran especificados en la tercera seccién del presente capitulo. Antes de
llegar a él, es conveniente que formalicemos, en términos generales, cémo se construyen
las expresiones de un lenguaje. Los elementos basicos seran los términos, a partir de
los cuales se construiran formulas:

Definicién 1.1.2. Dado un lenguaje £, diremos que son términos:
(i) Las variables z,y, z, . ..
(ii) Las constantes a,b,c, ...

(iii) Si ty,tq,...t, son términos y F' es un simbolo de funcién n-ario, F(t1,ts,...t,)
es un término.

Definicién 1.1.3. Dado un lenguaje £, diremos que las siguientes expresiones son
formulas bien formadas (férmulas) si se construyen de alguno de los siguientes modos:

(i) Sit; y ty son términos, t; = ty es una férmula.

(ii) Sity,tg,...,t,son términosy R es un simbolo de predicado n-ario, R(tq, s, ..., t,)
es una férmula. Cuando la aridad de R sea 2, lo abreviaremos como t1 R t».

(iii) Si ¢ es una férmula, también lo es .

(iv) Si ¢ y ¢ son férmulas, entonces también lo son: (p A ), (p V), (¢ = ¢) vy
(o & ¥).

(v) Si ¢ es una férmula y x una variable, entonces 3x ¢ y Vz ¢ son férmulas.
Los dos primeros casos reciben el nombre de formulas atomicas.
Sentemos mas terminologia para aligerar el lenguaje:

Definicién 1.1.4. Sea v una férmula de la forma “Jdx ¢” o “Vx ¢” y x una variable. Si
x aparece en @, diremos que x es una variable ligada en . En caso contrario, diremos
que x es una variable libre en 1. Una férmula v es una formula cerrada si no contiene
variables libres.

Definicién 1.1.5. Una coleccién de L—férmulas cerradas recibe el nombre de teoria.

En una teoria encontramos una coleccién especial de férmulas, interpretadas como
universalmente validas, a partir de las cuales se deducen el resto de féormulas validas
en este lenguaje mediante unas reglas de inferencia que presentaremos a continuacion.
Dicha coleccion de férmulas reciben el nombre de axiomas. Dado que el objetivo del
trabajo esta en estudiar las relaciones existentes entre diferentes teorias de conjuntos
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finitos — que se diferencian entre si en base a los axiomas que asumen — éstos son de
suma importancia en el trabajo.

Los axiomas pueden diferenciarse en dos grupos. En primer lugar encontramos
los axiomas logicos, que tratan de capturar las reglas de todo razonamiento légico. En
funcion de los que asumamos nos encontraremos dentro del marco de distintas légicas,
como la clasica o la intuicionista. Desde un punto de vista matematico, el interés reside
en los axiomas extralogicos; a saber, aquellos especificos a la teoria que es objeto de
estudio. Los axiomas que asumiremos a lo largo del trabajo se detallaran de forma
explicita en la Seccion 2.

Independiente a esta distincién, existe ademas una clase especial de axiomas, los
esquemas. Un esquema de axiomas no es mas que una férmula en la que interviene
una funcion, relacion o féormula arbitraria, de tal manera que para cada sustitucién
adecuada de la misma se obtiene una férmula individual vélida, es decir, un axioma.
De entre los axiomas que consideraremos de la Teoria de Conjuntos, aparecerd algin
esquema.

En ultimo lugar, hemos de notar que de una sucesién de axiomas no podemos
deducir, por si mismos, nuevas féormulas verdaderas. Para ello recurrirmos a las reglas
de inferencia, que en nuestro caso seran el conocido Modus ponens y la Generalizacion.
Si ¢ v 1 son dos férmulas:

. ()0 ) 90 i w - e .
R Generalizacion:

MP
(0 Vo ¢

Aclaradas todas estas precauciones, podemos dar a continuacién la definicién de
prueba formal y de teoria consistente. Esta iltima sera de especial relevancia cuando
estudiemos los diferentes modelos axiométicos de Teoria de Conjuntos.

Definicién 1.1.6. Sea T' una coleccién de axiomas extraldgicos formulados en cierto
lenguaje L£. Una L-formula ¢ es demostrable en T, denotado T F ¢, si existe una
secuencia finita ;. .., de L-formulas tales que ¢, = ¢, y, para todo i =1...n, o
bien ¢; es un axioma en 7', o bien ; se obtiene aplicando las reglas de inferencia a una
o varias formulas anteriores.

En este caso, decimos que ¢ ..., conforman una prueba formal de ¢. Si no
existe una prueba formal de una férmula ¢, diremos que ¥ no es demostrable en T, y
lo denotaremos T' ¥ .

Observacion. Véase que T ¥ ¢ no es equivalente a T F —¢. La primera notacion
expresa la inexistencia de una prueba formal de ¢ en T', de modo que, coloquialmente
hablando, no puede decirse que ¢ sea cierto en T'. La segunda directamente indica la
imposibilidad de sostener ¢ en T'.

Definicién 1.1.7. Una teoria T' de lenguaje L se dice consistente, denotado Con(T),
si no existe una L-férmula ¢ tal que T F (o A —p).

Resulta sencillo probar que, si una coleccion de L-férmulas T' es inconsistente,
toda formula ¢ es demostrable en 7. Esto provoca que nuestro interés resida en las
teorias consistentes, a saber, aquellas que no incurren en contradicciones.
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Parte del objetivo del trabajo consiste en probar las relaciones existentes entre
diferentes teorias; es decir, entre diferentes colecciones de axiomas extralogicos. En este
sentido, resulta muy interesante la nocion de independencia, puesto que justificara la
adicién de axiomas a una teoria T para ampliar el rango de féormulas demostrables.
Formalmente:

Definicién 1.1.8. Dada T una teoria de lenguaje £, una férmula ¢ se dice indepen-
diente de T si, ni ella ni su negacion son demostrables en 7. Formalmente; si T ¥ ¢ v
TF —p.

Como adelantdbamos antes de presentar la definicién, si una férmula ¢ es inde-
pendiente de T', podemos generar una nueva teoria 7" = T U {¢} de modo que, si T es
consistente, entonces 7" también lo sera.

1.2. Semantica de primer orden

Hasta el momento la deduccién formal de primer orden ha capturado las reglas por
las cuales pueden considerarse una serie de formulas validas e inferir, a partir de ellas,
nuevas férmulas que mantienen cierta cohesién dentro de la teoria en cuestion. Esto
se ha realizado al margen del significado de las férmulas consideradas. La semantica
de primer orden se esfuerza por interpretar dichas féormulas razonablemente, de modo
que las pruebas formales definidas anteriormente puedan ser sustituidas por pruebas
“informales”; a saber, las demostraciones que en la practica matemaética se emplean.
Esto se consigue ofreciendo una definicion rigurosa de lo que signfica para una férmula
“ser verdadera” dentro de una determinada “interpretacién”. Para ilustrar este hecho,
debemos introducir nuevas definiciones:

Definicién 1.2.1. Sea £ un lenguaje. Una L-estructura U consta de una colecciéon no
vacia A, llamada dominio de U/ y una aplicacion que asocia: a cada simbolo de constante
c € L, un elemento c € A; a cada simbolo de relacién n-aria R € £, un conjunto de
n-tuplas RY de elementos de A; y a cada simbolo de funcién n-aria F' € £, una funcién
FY de las n-tuplas de A en A.

Asimismo, una asignacion en una L-estructura es una funcién j que asigna a
cada variable de £ un elemento de A. Finalmente, una interpretacion I es un par
(U, j) donde U es una L—estructura y una asignacién j en U.

Con la definicién anterior sencillamente hemos formalizado el paso de los simbolos
del lenguaje £ a otros elementos de A donde tendrd lugar la interpretacién del signi-
ficado de las férmulas que escribamos. No obstante, necesitamos todavia un concepto
antes de formalizar cémo dotar de significado a los términos y las formulas del lenguaje

L.

Definicién 1.2.2. Dada una interpretaciéon I = (U, j) un elemento a € A y una varia-
ble z, definimos la interpretacion inducida 1, , = (U, ju.»), como aquella interpretacion
en U donde j,, es una asignacién definida como sigue:
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, a siy=ux
]a,z(y) - { .

J(y) en otro caso
Definicién 1.2.3. Dada una interpretacién I = (U, j), para cada término t € L,
obtenemos un elemento I(t) € A del siguiente modo:
(i) Para cada variable x, I(z) := j(z)
u

(ii) Para cada constante ¢ € L, I(c) :== ¢

(iii) Para cada simbolo de funcién n-aria F' € £ y n términos t; .. .t,,
I(F(tr,... ) = FY(I(t), ..., I(tn))
Definicién 1.2.4. Dada una interpretacion I = (U, j) y una férmula ¢ € £, diremos

que ¢ es cierta en I, denotado por I F ¢, si:

(i) Si ¢ es de la forma t; = to:

IFEt =t & I(tl):[(tg)

(ii) Si ¢ es de la forma R(ty,...,t,):

TER(t,... t,) & (I(t),...,I(t,)) € RY

(iii) Si ¢ es de la forma —:

I F =1 < no se verifica [ F 1)

(iv) Si ¢ es de la forma Jx 1

I'F3dzyY & existe a € Atal que I,, F ¢

(v) Si ¢ es de la forma ¢ A x:

ITEYAx & IFY y IEY

Nota. En la definicion anterior se observa que no se ha especificado como interpretar una
férmula en la que aparezcan los operadores 1égicos “V”7, “ = "y “ < 7 y el cuantificador
logico “V”. Puede probarse que todos ellos pueden describirse exclusivamente mediante
los operadores “—=",“ A7 y el cuantificador 16gico “3”, luego bastaria reescribir los
primeros simbolos l6gicos como su correspondiente combinaciéon de los segundos para

determinar si una formula cualquiera es verdadera bajo I.

Definiciéon 1.2.5. Sea T una teoria de lenguaje £. Una L-estructura M es modelo de
T si para cada asignacién j en M y para cada férmula ¢ € T se verifica (M, j) F ¢. En
ese caso, lo denotaremos M E T'. Si se tiene lo opuesto; a saber, si existe una formula
¢ € T y una asignacién j tal que (M, j) ¥ ¢, lo denotaremos M ¥ T.
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Nota. Dado que, por definicién, una L—teoria T' contiene inicamente férmulas cerradas,
se deduce que una L—estructura M serd modelo de T si y sélo si (M, j) FE ¢ para todo
¢ € T y para alguna asignacion j. En efecto, como ¢ contiene inicamente variables
ligadas, por definicién de asignacion, todas ellas actuaran sobre ¢ de idéntica forma.

Los siguientes teoremas relacionan la deduccién formal en la légica de primer
orden con la semantica de primer orden. Los enunciaremos sin dar una prueba de ellos.
Como consecuencia de estos resultados se deduce que las pruebas formales pueden
ser reemplazadas por pruebas “informales”. Efectivamente, gracias a los resultados
que encontraremos a continuacién, bastara tomar un modelo arbitrario de la teoria
T considerada y probar en él que se sostiene la formula en cuestion. Formalmente
hablando, tenemos los siguientes resultados:

Teorema 1.2.6 (Teorema de correccién). Sea T' una teoria de lenguaje L y o € L. Si
T F ¢, entonces cualquier L-estructura M que cumpla M E T verifica M F .

Teorema 1.2.7 (Teorema de completitud). Sea T' una teoria de lenguaje L y p € L
una formula cerrada. Entonces T = ¢ o existe un modelo M tal que M E T U {—p}.
Es decir, si para toda L-estructura M que verifigue M =T se tiene M F ¢, entonces
Tk .

Una interesante aplicacién del teorema anterior es la siguiente proposicién, que
tampoco demostraremos:

Proposicién 1.2.8. Sea T' una teoria de lenguaje L. Entonces Con(T) si y solo si T
tiene un modelo.

Definicién 1.2.9. Sea T una coleccién de L-férmulas y ¢ una L-férmula cerrada no
contenida en 7. Decimos que ¢ es consistente con T si Con(T) implica Con(T' U {p}).

Nota. A partir del teorema de completitud y la definiciéon anterior se deduce que una
L-féormula cerrada 1) es independiente de T si ¢ y —) son ambas consistentes con 7.
Para convencerse de ello basta aplicar 1.2.7 tras darse cuenta de que, por definicion
de férmula independiente, la primera posibilidad de la disyuntiva que afirma dicho
teorema no es factible ni para ¢ ni para —¢. Gracias a este hecho, combinado con
1.2.8, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.2.10. Sea T una teoria consistente. Una formula cerrada ¢ es indepen-
diente de T' si y solo si existen modelos My y My de T tales que My E ¢ y My E —p.

1.3. Lenguaje de la Teoria de Conjuntos

Tras haber presentado los fundamentos de la logica de primer orden que empleare-
mos en este Trabajo de Fin de Grado, podemos especificar el lenguaje que utilizaremos
a lo largo del trabajo, esto es, el lenguaje de la Teoria de Conjuntos. Seguiremos el
cuarto capitulo de [6], que completaremos con algun resultado adicional para ganar
cierta generalidad.

El lenguaje de la Teoria de Conjuntos mantiene los simbolos légicos que anotamos
al principio de la primera seccion. No posee simbolos de funcion y el inico simbolo de



8 CAPITULO 1. LOGICA DE PRIMER ORDEN

predicado es la relacion binaria de pertenencia, denotada por €. Las variables repre-
sentaran conjuntos y la igualdad entre conjuntos se define como un simbolo primitivo
que verifica los siguientes axiomas logicos, donde R denota una relacién binaria:

Identidad: rT=x
Sustitucidon: 1z =y Axy = yo = R(x1,22) = R(y1,Y2)

Hemos de notar que esta definicién de igualdad todavia no la ha dotado de un
significado preciso. Esto lo lograremos mediante el Azioma de Extensionalidad, que sera
presentado més adelante. Antes de ello, resulta necesario que estudiemos como escribir
formulas adecuadas dentro del lenguaje de la Teoria de Conjuntos. Pero primero:

7

Proposicién 1.3.1. El simbolo de igualdad “ =" es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La reflexividad queda garantizada por el Axioma de Identidad. Para
probar la simetria, supongamos x = y. Dado que se tiene x = y A x = x, por Sustitucion
en el predicado =, se verifica * = x = y = x. Como el lado izquierdo de la implicacién
es siempre cierto, se obtiene y = x. Por tanto, z =y = y = .

Para probar la transitividad, supongamos z = y e y = z. Por Reflexividad,
y = x. Si aplicamos Sustitucion a y = x Ay = z, deducimos y = y = x = z. Como
el lado derecho de la implicacién es siempre cierto, se obtiene x = 2z, como queriamos
demostrar. O]

Si limitaramos el lenguaje de la Teoria de Conjuntos a considerar tnicamente
los conjuntos como elementos del discurso, nos encontrariamos con graves limitaciones
expresivas. Nos gustaria, como en Matematicas, mantener la capacidad de definir con-
juntos a la partir de la propiedad que deben verificar sus elementos. Esto, ademas, debe
poder realizarse sin que el lenguaje derive en antinomias. Tengamos como ejemplo la
célebre paradoja de Russell. Si suponemos ingenuamente que toda propiedad describe
un conjunto, podriamos definir el conjunto Ru = {x | x ¢ x}. Pero entonces:

Ru€ Ru < Ru¢ Ru (N

Claro queda, pues, que son necesarias diversas precauciones. Con el fin de emular
esta herramienta matematica, introducimos el concepto de clase, que segin veremos
mas adelante generalizara el concepto de conjunto. Una clase no es més que la repre-
sentacién de una férmula ¢.

Con las clases buscamos extender el lenguaje de la Teoria de Conjuntos a las
férmulas, de tal forma que podamos operar con ellas al igual que con los conjuntos
sin preocuparnos por la correcciéon de la expresion — en términos de si los simbolos
empleados se aplican a los objetos adecuados. Esto nos obliga, al igual que hicimos
en la seccién referida a la sintaxis, a formalizar bajo qué condiciones una férmula del
lenguaje £ ampliado a las clases es correcta. Por tanto, en primer lugar ampliamos la
nocién de férmula bien formada que describimos anteriormente:

Definicién 1.3.2. Diremos que férmula bien formada es una formula bien formada en
sentido amplio (férmula) si estd construida atendiendo a las siguientes normas:
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(i) Siay bson variables, “a € b” es una férmula.

(ii) Si a y b son variables y ¢ y 1 son férmulas, entonces “a € {z | ¢(z)}”,
o le@)}ed” y Yo | ¢(x)} € {z | ¥(x)}” son férmulas, donde x es una
variable ligada en {x | ¢(z)}.

(iii) Si ¢ y v son férmulas, entonces “—¢”, “@ Vb7, “o A7, “p = P7 y “p & Y7
son férmulas.

(iv) Si ¢ es una férmula y = es una variable ligada, entonces “Jx ¢(x)” y “Va ¢(x)”
son férmulas.

La definicién anterior inicamente ha anadido un nuevo modelo de construccion
de féormulas. La siguiente definicién busca expresar qué significa.

Definicién 1.3.3. Si ¢ y ¢ son férmulas, definimos los siguientes esquemas:

(i) [acb]*<ach

(i) [a € {z [ (x)}]" & ¢"(a) & [p(a)]

(iil) [{z | (@)} €a" < yly € anVzlz €y ¢*(y)]]

(iv) [z | e(@)} efo [ (@)} & Fyly € {z | v*(2)} AVz[z €y & ¢ (y)]]

(v) [7y]" & -

(Vi) [p A" & " Ay

(vil) [V p(x)]" < Vo ()
Nota. Si suponemos ciertos los esquemas de 1.3.3, puede probarse facilmente, por in-
duccién en el nimero de simbolos logicos, que toda féormula bien formada en sentido
amplio ¢ es expresable como una tinica férmula bien formada (en sentido estandar) ¢*.
Considerando este resultado, se colige que hemos ampliado adecuadamente el lenguaje
de la Teoria de Conjuntos para considerar una clase de objetos de discurso mas amplia.

Mas atn, la prueba de este resultado ofrece un procedimiento efectivo para reescribir
formulas bien formadas en sentido amplio a férmulas bien formadas, y viceversa.

Por tltimo, necesitamos especificar qué consideraremos como términos dentro de
la Teoria de Conjuntos y cémo se comporta la igualdad respecto a las clases. Con
ambas nociones podremos generar férmulas dentro del lenguaje y derivaremos una
serie de conclusiones basicas; principalmente, que todo conjunto es una clase y que,
por tanto, las clases extienden la categoria de los conjuntos.

Definicién 1.3.4. Por término de clase (clase) se entenderd bien una variable, que
denotaremos por x,y, z,... o bien una expresién de la forma {z | p(z)}, donde ¢ es
una férmula bien formada en sentido amplio. Estas dltimas serdn expresadas por las
mayusculas A, B,C, ...

Nota. Reservaremos la letra V' para denotar la clase universal, es decir, aquella confor-
mada por todos los conjuntos. Formalmente:

Vi={zr|z=ux}
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Las variables representan conjuntos mientras que el género de las clases debera ser
determinado segin cada caso. Una clase puede o no ser un conjunto. En este segundo
caso se dird que es una clase propia.

Definicién 1.3.5. La igualdad entre clases se define como sigue:

A=BeVrjrec A v e B]

Nota. El lector comprobara, mas adelante, que la definicion de igualdad entre clases es
idéntica a la que ofreceremos entre conjuntos mediante el Axioma de Extensionalidad.
Esta eleccién no es fortuita, pues como establecimos anteriormente las clases generalizan
el género de los conjuntos.

Los siguientes resultados son facilmente demostrables:
Proposicién 1.3.6. Ac B< Jdxjx = ANz € B

Proposicién 1.3.7. La igualdad entre clases es una relacion de equivalencia. Es decir,
verifica:

(i) A=A
(i) A=B=B=A
(iii) A=BAB=C=A=C

Proposicién 1.3.8. St A y B son clases y ¢ es una formula:

A=B=[p(A) & ¢(B)

Nota. Las proposiciones anteriores han probado que los elementos de las clases son
conjuntos y no otras clases. Esto es coherente con el significado que hemos pretendido
en las clases: una féormula no puede verificar, en tanto que férmula, otra férmula.
Ademas, se extiende el Principio de Sustitucion para términos de clases. Dicho de otro
modo, si A y B representan la misma clase y se verifica ¢(A), entonces p(B).

Proposicién 1.3.9. Los conjuntos son clases:

a={z|z€a}

Al haber enunciado que los conjuntos son clases, hemos justificado que la nocién
de clase generalice la de conjunto. Mas atn, los diferentes resultados que hemos pre-
sentado permiten resolver la paradoja de Russell presentada al principio de la seccién.
Efectivamente, el siguiente lema permite probar que Ru es una clase propia, logrando
que la objeccion que Russell hizo al Grundgesetze der Arithmetik de Frege no tenga
cabida. Ciertamente, si Ru es una clase propia, no tiene sentido predicar que pertenece
a otra clase.

Lema 1.3.10. A€ {z | p(2)} & (Fz)[zr = AN p(2)]

Teorema 1.3.11. Ru es una clase propia.
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Demostracion. Por el lema anterior, Ru es un conjunto si 'y sélo si Ru € Ru < Ru ¢ Ru.
Dado que esto ultimo no es cierto, Ru no puede ser un conjunto, de modo que es una
clase propia. O

En resumen, la introduccion de las clases y la distincion entre clase propia y
conjunto ha logrado un lenguaje de la Teoria de Conjuntos mas expresivo, que no
amplia el conjunto de férmulas bien formadas y que no deriva, aparentemente®, en
contradicciones.

!Esta apreciacién se debe a que, de acuerdo con el Segundo Teorema de Incompletitud de Godel,
ninguna teoria T puede demostrar su propia consistencia. Por tanto, el empleo de las clases como
extension del lenguaje de la Teoria de Conjuntos es un acercamiento apropiado “hasta que se demuestre
lo contario”; esto es, hasta que se descubra una nueva contradiccién similar a la de Russell.
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2. Fundamentacion de la Teoria de
Conjuntos

2.1. Axiomatica

Tras haber fundamentado el lenguaje sobre el cual se desarrolla la Teoria de
Conjuntos, podemos presentar los elementos que conforman el foco de atencién de este
Trabajo: los axiomas. Presentaremos ad hoc los conceptos minimos necesarios para
la comprension de los axiomas y posteriormente ofreceremos, en base a ellos, algunos
resultados muy generales de la Teoria de Conjuntos. El desarrollo que el lector hallara
a continuacién estd inspirado en los capitulos quinto y sexto de [6].

Los dos primeros axiomas nos aseguran que el universo del lenguaje es no vacio y
determinan el significado del simbolo de igualdad, segin adelantabamos en el capitulo
anterior.

Axioma 1 (Axioma del vacio). Eziste un conjunto que no posee elementos.

Jyva [z ¢ y]
Denotaremos por 0 a dicho conjunto.

Axioma 2 (Axioma de Extensionalidad). Dos conjuntos a y b son idénticos si poseen
los mismos elementos.
Vi[reaereb=a=0b

El siguiente axioma fue propuesto por Fraenkel en 1922 con el objetivo de gene-
ralizar el Esquema de Separacion de Zermelo, que presentaremos mas adelante. Este
axioma afirma que si para todo conjunto x existe un tnico y que verifica la férmula
©(x,y), entonces la clase formada por todos los segundos argumentos que verifican ¢
para algtin elemento x € a es un conjunto; a saber, que las funciones envian conjuntos
en conjuntos. Si la formulacién resulta un tanto enrevesada no es sino porque todavia
no hemos definido propiamente lo que es una funcion.

Axioma 3 (Esquema de Reemplazamiento). Las funciones envian conjuntos en con-
juntos. Formalmente, para todo a, se tiene la formula:

VaVyVz[e(x,y) Aoz, 2) =y =z] = FuVyly € u < (Fr € a)[p(z,y)]]

Los siguientes axiomas amplian las construcciones posibles entre conjuntos. Para
comprenderlos son necesarias las siguientes definiciones:

Definicion 2.1.1. Se definen:
(i) Interseccion de clases: ANB:={x|x € ANz € B}
(ii) Interseccion de una clase: (VA :={y | (Vz € A)ly € x|}

13
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(iii) Unidn de una clase: |JA :={y | (Fz € A)[y € z]}
(iv) Unidn de clases: AUB:={z |z € AVx € B}

Definiciéon 2.1.2. Se definen, respectivamente, el par no ordenado de a y b, el conjunto
unitario de a 'y la n-tupla no ordenada de a; . ..a, como:

(i) {a,b} ={z|xz=aVz=0}
(i) {a} = {a,a}
(iii) {ai,as,...,ap}={z|z=a1Vr=ay V...V =a,}
Axioma 4 (Axioma del Par). El par no ordenado de dos conjuntos es un conjunto.

VeVy 3zVulu €z u=xVu=y]

Corolario 2.1.3. El conjunto unitario de todo conjunto es un conjunto.

Axioma 5 (Axioma de la Unién). La clase formada por los elementos que pertenecen
a los elementos de un conjunto es un conjunto.

Ve 3z Vulu € z & (3y € z)[u € 9]

Corolario 2.1.4. La union de dos conjuntos es un conjunto.

Demostracion. Sean z e y dos conjuntos. Basta ver que:

Uley} ={ul Gz e {zyhluezl} ={u] FZ[z=aVz=y) Auec:]} =zUy

El extermo izquierdo de la cadena de identidades es un conjunto gracias al Axioma del
Par y al Axioma de la Unién. Consecuentemente, x U y es un conjunto. n

Corolario 2.1.5. La union de n conjuntos es un conjunto.

Demostracion. Basta reiterar el razonamiento anterior n — 1 veces [
Corolario 2.1.6. La n-tupla no ordenada de n conjuntos es un conjunto.
Demostracion. Basta hacer la union de los n conjuntos unitarios. O

Todos los axiomas hasta ahora mencionados conforman, siguiendo el articulo
de Baratella-Ferro [1], la denominada Teorfa Elemental de Conjuntos (EST'). Recibe
esta denominacion porque, en comparacion con los axiomas que faltan por presentar,
resultan imprescindibles en la mayoria de teorias.

El siguiente bloque de axiomas busca habilitar herramientas més sofisticadas den-
tro de la Teoria de Conjuntos. Es por ello que parte del estudio axiomatico de la Teoria
de Conjuntos consiste en no aceptar la validez de alguno de ellos y comprobar cémo,
con semejantes restricciones, se relacionan ente si los demas. Por ejemplo, la Teoria de
Conjuntos Finitos (FST) — la estudiada en este Trabajo — afirma la existencia exclu-
siva de cierto tipo de conjuntos finitos, de lo cual se deriva la inexistencia de conjuntos
inductivos o infinitos.
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Axioma 6 (Axioma del Infinito). Eziste un conjunto inductivo.

dx[0exANVyex)yU{y} €]

El siguiente axioma ofrece un método de construccion de conjuntos alternativo a
los descritos anteriormente. Ahora bien, los conjuntos que logra obtener contienen, con
mucha facilidad, una gran cantidad de elementos.

Definicién 2.1.7. Se define la contencion (estricta) entre clases como sigue:
ACB<& (Vxe A)x € B

ACB& ACBAA#B

Definiciéon 2.1.8. Sea a un conjunto. Se define la potencia de un conjunto, también
llamado como las partes de un conjunto, como sigue:

Pla)={z [z Ca}

Nota. Véase que la operacion de tomar la potencia no la hemos definido, sensu stricto,
para clases propias.

Axioma 7 (Axioma de las Partes). La clase formada por la potencia de un conjunto
es un conjunto.
Vo Jy Vulu ey < uC x

El siguiente axioma busca impedir la posibilidad de que un conjunto sea miembro
de si mismo:

Axioma 8 (Axioma de Regularidad). Todo conjunto no vacio posee un elemento €-
minimal:
Ve[ #£0= 3y € z)lynz=0]]

Proposiciéon 2.1.9. Para cualquier coleccion de n conjuntos ai,as, ..., a,, se tiene
—lay €Eag € ... € ay, € ]

Demostracion. Sea A = {aj,as,...,a,}. Se tiene que A es un conjunto gracias al
Axioma del Par. Por reducciéon al absurdo, si a; € ay € ... € a, € a;, entonces
(Vo € A)[xr N A # 0], lo que contradice Regularidad. O

Corolario 2.1.10. Para todo conjunto a, se tiene a ¢ a

En dltimo lugar presentamos el Axioma del Producto Cartesiano y el Axioma de
Eleccion. El primero nos permite tomar el producto cartesiano de dos conjuntos, mien-
tras que el segundo postula la existencia de una funcién de eleccién. Si les otorgamos
un lugar distinguido del resto de axiomas es debido a que, si bien serdn mencionados
en algunas ocasiones, apenas seran empleados. Respecto al Axioma del Producto Car-
tesiano, en el cuarto capitulo probaremos que puede deducirse de otros axiomas que
ya hemos postulado, de manera que su formulacién sélo es necesaria cuando negamos
alguno de los que se emplea en dicha demostracion. En lo que concierne al Axioma
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de Eleccién, lo formulamos aiin no habiendo introducido la nocién de funcién. Hemos
preferido este acercamiento para poder tratar las nociones basicas sobre funciones en
una seccién aparte, esperando asi obtener una mayor claridad en la exposicion.

Definicién 2.1.11. El producto cartesiano de clases viene dado por:
AxB:=A{z|(Fy e A)3Fz € B)lz = (y,2)]}

donde (y, z) denota el par ordenado de y y z — ver 2.2.1 —.

Axioma 9 (Axioma del Producto Cartesiano). La clase formada por el producto car-
tesiano de dos conjuntos es un conjunto:

Vo Vy 3z Vulu € 2 & (Fv € 2)(Fw € y)[u = (v,w)]]

Axioma 10 (Axioma de Eleccién). Para todo conjunto existe una funcion de eleccion.
Formalmente:

Vo 3f [Fun(f) N Dom(f) =z A My €xz)[y#0= f(y) €yl

Tras haber presentado los axiomas més importantes de la Teoria de Conjuntos,
podemos definir algunas de las teorias mas relevantes: la de Zermelo y sus derivadas.

Definicién 2.1.12. Definimos:
ZF := EST + Partes + Infinito + Regularidad
ZFC:= ZF + FEleccion
ZF™ = ZF — Reqgularidad

Concluimos esta seccién con el que es, histéricamente hablando, uno de los axio-
mas originales de la teoria de conjuntos que desarrollo Zermelo en 1908. Debido a estas
razones, asi como su utilidad, con frecuencia nos referiremos a él como si de un axioma
se tratara.

Proposicién 2.1.13 (Esquema de Separacién de Zermelo, 1908). Sea A wuna clase.
Entonces:
Ve JyVulu ey uexzAue A

Demostracion. Consideremos la formula ¢(x,y) definida como = € A A x = y. Dado
que trivialmente se verifica:

Vo Vy vz p(z,y) Ap(z,z) =y = 2]
podemos aplicar Reemplazamiento y deducir:
VeIyVzlz ey (Fuex)ue ANu=z|)
obteniéndose el resultado buscado. O

Mediante Separacion son facilmente demostrables los siguientes resultados:
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Corolario 2.1.14. ACa = Jz [z = A]
Demostracion. Emplear Separacién a A N a. O]
Corolario 2.1.15. ¢ # 0= 3z [z = () a

Demostracion. Como a # 0, la propiedad que define () a no se cumple trivialmente,
es decir, [a # V. De este modo, basta senalar que (a C |Ja y aplicar el corolario
anterior. O

Corolario 2.1.16. La interseccion de dos conjuntos es un conjunto.

2.2. Clases, relaciones y funciones

En esta seccion se introducen algunos conceptos y resultados fundamentales de la
Teoria de Conjuntos a fin de no darlos por supuestos durante el desarrollo del Trabajo.
El lector comprobara que se formalizaran diversos conceptos elementales en Matemati-
cas. Al margen de las definiciones, enunciaremos tnicamente aquellos resultados que,
debido a su naturaleza, se omiten en los estudios de Grado.

Los siguientes conceptos estan principalmente tomados del quinto y sexto capitulo
de [6] y del octavo capitulo de [2].

Definiciéon 2.2.1. Se definen, respectivamente, el par ordenado de a y by la n-tupla
ordenada de aq,as, ..., a, como:

(a,b) ={x|x=aVz={ab}} ={a,{a,b}}
(ay,a9,...,a,) = ({ai,as,...an,_1),an)
Proposicion 2.2.2. La n-tupla ordenada de n conjuntos es un conjunto.
Demostracion. Emplear el Axioma del Par n veces. O

Definicién 2.2.3. Se define la diferencia entre clases como:

A-—B={x|xec ANz ¢ B}

Proposicién 2.2.4. Sea A una clase. Entonces la diferencia entre cualquier conjunto
x y la clase A es un conjunto. Formalmente:

Ve JyVzlzeyeo zex Nz ¢ A

Demostracion. En efecto, la diferencia entre un conjunto a y una clase A puede des-
cribirse como a — A = {z € a | x ¢ A}, de modo que el Esquema de Separacién da el
resultado. [
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Definicién 2.2.5. Se dice que una clase R es una relacion si todos sus elementos son
pares ordenados. Formalmente:

R esunarelacion & RCV xV

Escribiremos “a Rb” si (a,b) € R.
Definiciéon 2.2.6. Sea A una clase. Se define:
(i) Al=A
(i) A" :=Ax A™!
(i) A7 = {{y,2) | (x,y) € A}

Es interesante observar que A=* C V2 ain cuando A € V2, luego A~! es una
relacion. La siguiente definicién introduce formalmente el concepto de funcion:

Definicién 2.2.7. Diremos que una clase A es una aplicacion o funcion, denotado por
Fun(A), si es una relacién que verifica:

Ve Vy Vz[(z,y) € AN (r,2) € A=y =72]

En este caso, denotaremos por A(z) a la imagen de = por A. Dicho de otro modo,

A(x) =y si (x,y) € A.
Definicién 2.2.8. Definimos:

(i) Dominio de A: Dom(A) := {z | Jy[(x,y) € A]}
(ii) Rango de A: Ran(A) = {y | Iz[(x,y) € A]}
(ili) Restriccion de A a B: A|lp=AN(B xV)

(iv) Imagen de B por A: A[B] := Ran(A|g)

Resulta importante comprobar que, cuando A sea un conjunto, todas las clases
anteriores son conjuntos y no clases propias. Para ello necesitamos un lema intimamente
ligado al Esquema de Reemplazamiento.

Lema 2.2.9. Si A verifica Vx,y,z [(x,y), (x,2) € A = y = z], entonces Ala] es un
conjunto.

Demostracion. Basta comprobar que Afa] = {y | (3x € a)[(z,y) € A]}, donde el lado
derecho de la igualdad es justamente la conclusion de aplicar Reemplazamiento a la
hipotesis. O

Corolario 2.2.10. Dado un conjunto a, también son conjuntos:
(i) a! (i1) Dom(a) (111)  Ran(a)
Demostracion. En cada caso basta aplicar el lema anterior a las siguientes funciones:

Arv={{(z,9). (y,2)) z,yeV}  Ay={{z.y),2)|z,yeV}
Az = {<<l‘,y>,y> | T,y € V}
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Se comprueba facilmente que, para i = 1,2,3; el conjunto A;[a] es, respectivamente,
a~t, Dom(a) y Ran(a). O

Corolario 2.2.11. Se tiene que A X B es un conjunto si y solo si lo es B x A.

Demostracion. Si consideramos la funcién C' := {((a, b), (b,a)) | z,y € V'}, resulta facil
convencerse de las siguientes igualdades:

ClA x B] = {(b,a) | (3(a,b) € A x B)[({a, ), (b,a)) € C]} = B x A
OB x Al = {{a,b) | (3(b,a) € B x A)[{{b,a), (a,b)) € C]} = A x B

La aplicacion del lema anterior arroja el resultado. O]

Tras haber estudiado bajo qué condiciones los conceptos formalizados anterior-
mente son o no conjuntos, a continuacién asentamos cierta notacién para aligerar el
lenguaje referido a las funciones. A partir de ahora, y siguiendo la notacién habitual en
Matemadticas, reservaremos las mintsculas f, g, h ... para expresar funciones. Insistase
en que, a pesar de la notacién, éstas siguen siendo clases y no necesariamente conjuntos.

Definicién 2.2.12. Sean f y g dos funciones. Definimos:
(i) f: A— Bsi Dom(f) = AN Ran(f) C B

(ii) Si f: A— By g: B — C, definimos la composicién de g con f como:

go f={{uw)[(u,v) € fA{v,w)€ g}
En este caso, lo denotaremos por go f: A — C.

(iii) f: A — B es inyectiva si (Vx,y € A)[f(z) = f(y) = = = y]. Lo denotamos por
Ing(f).

(iv) f: A — B es sobreyectiva si Ran(f) = B.

(v) f:A— B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

(vi) Definimos la restriccion de f a A como: f|, :={(y,2) € f |y € A}

Definimos la imagen de C' por f como: f[C]:={y | 3z € C)[f(z) =y}

(viii) Definimos la antitmagen de C por f como: fC| = {z| f(z) € C}

)
(vii)
Lema 2.2.13. Sea A una clase y x un conjunto. Se tiene:

(i) Si existe f:x — A sobreyectiva, entonces A es un conjunto.

(i1) Si existe f: A — x inyectiva, entonces A es un conjunto.

Demostracion. Probemos cada una de las afirmaciones:

(i) Si f : @ — A es sobreyectiva, entonces f[x] = A. Por Reemplazamiento se
desprende el resultado.

(ii) Sea f: A — x inyectiva. Entonces f[A] C z, luego f[A] es un conjunto. De este
modo, f: A — f[A] es biyectiva y por (i), considerando f~! se deduce que A
es un conjunto como queriamos.
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]

Definicién 2.2.14. Dos conjuntos a y b se dicen equipotentes si existe una biyeccién
entre ellos. Lo denotaremos a ~ b.

Lema 2.2.15. La relacion de equipotencia es una relacion de equivalencia.



3. Ordenacion de clases

Los diversos conceptos de finitud que manejaremos en la segunda parte del Tra-
bajo resultan estar estrechamente ligados a la nociéon de niimero natural. Esto resulta
bastante 16gico si consideramos, bajo una aproximacion intuitiva de finitud, que todo
conjunto finito posee un nimero preciso de elementos y que es posible llegar a enume-
rarlos. Como consecuencia de este hecho, resulta necesario estudiar cémo la Teoria de
Conjuntos ha formalizado esta idea. En particular, nos interesa estudiar una propiedad
que define a los nimeros naturales y que, con las herramientas adecuadas, seremos
capaces de trasladar al resto de conjuntos finitos: el orden. En este capitulo profundi-
zaremos en el concepto de clase bien ordenada, de conjunto ordinal y de conjunto bien
fundado a fin de lograr, posteriormente, una comprension mas profunda acerca de los
conjuntos finitos.

Dado que la nocién de conjunto bien fundado, aun siendo anterior a las demas,
es tratada aqui de forma puramente instrumental, relegaremos su respectiva seccion al
final del capitulo. Esperamos subrayar asi el interés tedrico del resto de conceptos.

3.1. Clases bien ordenadas

Como adelantdbamos anteriormente, estamos interesados en el estudio de cierta
estructura de orden que puede atribuirse a los conjuntos finitos. Se hace necesario, pues,
que estudiemos el concepto y las propiedades elementales de los conjuntos ordenados
por una relacién R. Comenzaremos definiendo la estructura béasica sobre la cual se
construyen las clases ordenadas, y acto seguido veremos qué condiciones debe cumplir
una relacion para ser considerada un orden. Por ultimo, tras introducir las funciones que
preservan el orden — llamados isomorfismos —, ofreceremos una serie de propiedades
con el objetivo de probar el Teorema de Comparacion de Buenos Ordenes, que asegura
la existencia de un unico isomorfismo entre dos clases cualesquiera.

Los resultados siguientes estan tomados principalmente del noveno capitulo de
[2].

Definicién 3.1.1. Una estructura relacional es un par conformado por una clase A y
una relaciéon R C A x A. Lo denotamos por (A, R).

Definicién 3.1.2. Una relaciéon R es una relacion de orden parcial si es transitiva e
irreflexiva, es decir, si verifica:

(Transitividad) Va,y, 2[{z,y),(y,2) € R= (z,2) € R]
(Irreflexividad) Va[(x,x) ¢ R

En este caso, si R C A x A, la estructura (A, R) recibird el nombre de clase par-
cialmente ordenada. Por ultimo, diremos que un orden parical R C A X A es un
orden total sobre A (u orden sobre A) si verifica la condicién de tricotomia, a saber,

21
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Va,y[zRyV x =y V yRx]. De este modo, diremos que la estructura (A, R) es una
clase ordenada.

Definicién 3.1.3. Un orden total R sobre A es un buen orden sobre A si verifica:

(Adecuacion a izquierda) (Vee A)AzVylyezoye ANy R
(Existencia de elemento minimo) (Vo C A)[x #0 = (Jy € z)(Vz € ) =[z Ry]]

En estas condiciones, la estructura (A, R) es una clase bien ordenada. El elemento
R — minimo se denota infz(A).

Nota. Con el objetivo de familiarizarse con la notaciéon usual empleada para los ordi-
nales y facilitar la lectura, emplearemos el simbolo < para representar relaciones de
orden, sean parciales, totales o de buen orden. En adicion, extenderemos esta notacion
para cubrir, en una misma férmula, varias situaciones comunes:

) z<yezr<yVr=y

(i) v £y & (1,y) €<

En 1ltimo lugar, cuando se sobreentienda la relacion de orden bajo la cual to-
mamos el elemento infimo — véase que la totalidad, la irreflexividad y la transitividad
aseguran que el infimo es inico —, omitiremos el subindice y lo denotaremos simple-
mente como inf(A).

Lema 3.1.4. Si (A, <) es una clase parcialmente ordenada, totalmente ordenada o
una clase bien ordenada y B C A, entonces (B, <) es, respectivamente, una clase
parcialmente ordenada, totalmente ordenada o una clase bien ordenada.

Demostracion. Basta darse cuenta todas las propiedades que R debe cumplir con ele-
mentos de B se verifican trivialmente en tanto que son elementos de A. O

Definicién 3.1.5. Sea (A, <) una clase ordenada y sea B una subclase de A.

(i) B sedice cofinal si todo elemento de A es mayorado o igualado por algiin elemento
de B. Formalmente:

Cof(B) & (Vz € A)[x € BV (Jy € B)[z < y]

(ii) Un elemento z € A es una cota superior de B si z es mayor o igual que todo
elemento de B. Una cota superior de B se dice estricta si es mayor que todos los
elementos de B.

(iii) Un elemento z € A es el supremo de B si es la menor de las cotas superiores de
B.

(iv) Decimos que B estd acotado en (A, <) si existe una cota superior z € A de B.
Anélogamente, diremos que B esta estrictamente acotado si la cota superior de
A es estricta.

(v) Diremos que B es una seccidn inicial de (A, <) si para algin elemento y de A, se
tiene B ={z € A |z < y}. El lado derecho de la igualdad también se denomina
seccion inicial determinada por y, que denotaremos por A,.
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(vi) B es un segmento inicial de (A, <) si verifica:

(Vz,ye A)lr e BAy < z =y € B|

Proposicién 3.1.6 (Teorema de Minimizacién). Dado < un buen orden sobre A, toda
subclase no vacia posee un infimo. Formalmente:

BCAAB#0= (3z € B)(Yy € B)[z <y]

Demostracion. Seaa € B C A. Como < es un buen orden, laclase C = {z € A|z<a}
es un conjunto, y por Separacion, también loes D ={z € C'| 2z € B} = CN B. Véase
que a € D, luego D es no vacio. Ademas, dado que < es un buen orden sobre D, existe
b € A tal que b = inf(D). Veamos que b cumple las propiedades que buscamos:

)beDCB=beB

ii) Como para todo y € D, se tiene b < y, el conjunto {y < b | y € D} es vacio. Si
{y<blye D} ={y<b|ye B}, necesariamente (Vy € B)[b < y|. Basta pues
demostrar la igualdad de conjuntos para obtener el resultado.

La contencién directa es inmediata, puesto que D C B. La reciproca se hace
evidente al resaltar que, si y < b < a = y < a, luego por definiciéon de C, b € C.
Asi, comobe B,be CNB=D.

]

Nota. Véase que la existencia de elemento minimo se tiene, por definicién, exclusiva-
mente para conjuntos. El Teorema de Minimizacién logra extender esta 1util propiedad
a cualquier subclase de la clase bien ordenada.

Proposicién 3.1.7 (Principio de Induccién). Sea < un buen orden sobre A, B C A.
Entonces:

Ve A)|[(Vy<zx)lye B=>x€B|]|=A=8

Demostracion. Supongamos (Vy < z)[y € B = x € B] y, por reduccién al absurdo,
sea x € A tal que z ¢ B. Gracias al Teorema de Minimizacién, existe a € A tal que
a=1inf(A — B). Asi, para todo y < a se tiene y € B, luego por hipdtesis a € B. Esta
conclusion contradice a € A — B. O

Antes de presentar cierto tipo de funciones que preservan el buen orden entre
clases, debemos introducir una de las construcciones mas versatiles que puede lograrse
entre buenos érdenes: las definiciones por recursién. Dado que tinicamente apareceran
en este Trabajo de Fin de Grado a la hora de estudiar el Axioma de Regularidad,
ofreceremos su enunciado sin demostracion alguna. Cuando estudiemos, en la seccion
posterior, los ordinales, volveremos a ofrecer una definicién por recursién adaptada a
estos conjuntos mucho mas practica:

Proposicién 3.1.8 (Definicién por recursion). Sea < un buen orden sobre A y consi-
deremos g : V. — V. Entonces existe una unica funcion f: A — V tal que:

(vz € A)[f(@) = 9((f],))]
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Definicién 3.1.9 (Isomorfismo entre clases bien ordenadas). Sean < y <’ sendas re-
laciones de buen orden sobre A y B:

(i) Diremos que una funcién f : A — B es creciente si preserva el orden entre
elementos de A. Formalmente:

(Vo,y € A)[z <y = f(x) < f(y)]

(ii) Una funcién f : A — B se dice un isomorfismo, denotado f : A = B, si es
biyectiva y creciente.

(iii) Dos clases A y B son isomorfas, denotado A = B, si existe un isomorfismo entre
ellas.

Proposicién 3.1.10. Sea (A, <) una clase bien ordenada. Si f : A — A es creciente,
entonces para todo elemento x € A se tiene v < f(x).

Demostracion. Sea C = {y € A | y < F(y)}. Veamos que C = A. Para ello, por
reduccién al absurdo, supongamos que A — C # 0. Por el Teorema de Minimizacién,
existe a = inf(A — C). Asi:

a¢C=asFla
[ < es un orden total | = F(a) <a
= F(F(a)) < F(a)
= Fla) e A-C

Pero F(a) < a contradice que a sea el infimo de A — C. O
Corolario 3.1.11. Los isomorfismos entre clases bien ordenadas son 1unicos.

Demostracion. Sea (A, <) una clase ordenada. Es inmediato comprobar que la apli-
caciéon identidad es un isomorfismo de A. Veamos que cualquier otro isomorfismo
f A — A es necesariamente la identidad. Como veremos mas adelante, esto serd
suficiente para afirmar el enunciado del corolario en su totalidad.

Por reduccién al absurdo, supongamos que existe a € A tal que a # f(a). En-
tonces, si denotamos por B a la clase formada por los elementos de A para los que f
no se comporta como la identidad, por el Teorema de Minimizacién existe b € B tal
que b es < —minimo. Por 3.1.10, b < f(b), luego por definicién de b, b < f(b). Més
aun, puede probarse que para todo = € A, f(x) # b, de donde se desprende que f no
es sobreyectiva, lo que contradice que f sea un isomorfismo.

Probemos dicho aserto. Sea x € A. Entonces v < bV x =0V x > b. En el primer
caso, por definicién de b, necesariamente se tiene que f(x) = z < b. El segundo ya lo
hemos cubierto. En el tercer y tltimo caso, como x > by f es creciente, necesariamente
f(z) > f(b). Pero como f(b) > b, f(z) > b. En cualquiera de los tres casos, se obtiene

fx) #b.

En dltimo lugar, para probar la unicidad, sean (A, <) y (B, <) dos clases or-
denadas y consideremos dos isomorfismos f y ¢ de A a B. Entonces g~! o f es un
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isomorfismo de A en A. Lo inferido anteriormente muestra que ¢! o f = Id, lo que
equivale a afirmar que f = g, tal y como queriamos probar. O]

Corolario 3.1.12. Se verifica:
(i) A no es isomorfa a una subclase suya estrictamente acotada.

(ii) A no es isomorfa a una seccion inicial suya.

(1it) (Vo,y € A)[A, 2 A, =z =yl

Demostracion. Por definicién, las secciones iniciales estan estrictamente acotadas por
un elemento de A, luego (i) se sigue de (i). Mas aun, de (7i) se sigue que dos secciones
iniciales isomorfas son iguales, es decir, estan determinadas por el mismo elemento. Por
tanto, inicamente hara falta probar la primera afirmacion.

Sean B C Ay a € A tales que para todo = € B se tiene z < a. Siexiste f : A= B
entonces f : A — A es creciente y f(a) € B, luego f(a) < a. Esto ultimo contradice
3.1.10. -

Teorema 3.1.13 (Teorema de Comparacién de Buenos Ordenes). Si (A, <) y (B, <')
son dos clases ordenadas, se verifica unicamente una de las tres condiciones:

(i) A~B (ii) (3 € A)[A, = B] (iii) (Jy € B)[A = B,

Demostracion. La unicidad de cualquiera de las afirmaciones se obtiene por 3.1.12, pues
una clase no puede ser isomorfa a una seccién inicial suya. Consideramos la relacién:

f={(r,y) € AXB| A = By}

Se observa que Dom(f)y Ran(f) son segmentos iniciales de A y B respectivamen-
te. Més atun, f : Dom(f) = Ran(f). En efecto, la aplicacién f : Dom(f) — Ran(f) es
inyectiva por el tercer apartado de 3.1.12 y sobreyectiva por definicién. Ademas, f es
creciente, porque x <y < A, C Ay = By, C By & f(x) < f(y).

En dltimo lugar, veamos que f agota los elementos de A o de B; es decir, que
se verifica Dom(f) = AV Ran(f) = B. Por reduccién al absurdo, si esto no ocurrie-
ra, podriamos considerar a = inf(A — Dom(f)) y b = inf(B — Ran(f)). Bajo estas
condiciones, se comprueba que A, = B;,. Probémoslo:

Primeramente, por definicion de a y de b, respectivamente, no existe ningtin
elemento de B, cuya antiimagen sea a y no existe ningin elemento de A, cuya imagen
por f sea b, pues este hecho entra en contradiccién con la definicion de a y de b. Mas
aun, todo elemento de A, encuentra su imagen por f en B,. En efecto, si existiera
x € A, tal que f(xr) = y > b, necesariamente A, = B, y b € B,, luego existe
z < x tal que A, = A,. Asi, f(z) = b € Ran(f), lo que contradice la definicién de b.
Anélogamente puede probarse que todo elemento de B, posee su antiimagen en A,.
Dado que f|, : A, — By es creciente y biyectiva, necesariamente A, = By, ergo
f(a) = b. Esto dltimo contradice, una vez mas, la definicién de a y b. Asi, se obtiene
Dom(f) = AV Ran(f) = B, de donde se desprende el resultado. O
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3.2. Ordinales

Uno de los conceptos fundamentales en torno al cual gira este Trabajo de Fin de
Grado es el de ordinal, en tanto que su construccion pretende establecer un buen orden
canonico. Gracias a su definicién, obtenemos una forma muy natural de introducir
cierto orden entre los elementos de un conjunto mediante la relaciéon de pertenencia.

En esta seccién presentaremos los resultados basicos referidos a los niimeros or-
dinales. Estableceremos sus propiedades fundamentales y lograremos demostrar que
todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un tnico ordinal. Por iltimo, estudiaremos
brevemente la clase conformada por los ordinales y la relacion que mantienen con el
Axioma del Infinito. Seguimos los resultados encontrados en el noveno capitulo de [2]
y alguno adicional tomado de [5].

Definicién 3.2.1. Una clase A es transitiva, denotado Tr(A), si verifica:

Vo e Alz C A]

El siguiente lema nos ofrece dos formas de construir clases sin perder la transiti-
vad. La utilidad de este resultado se hara flagrante llegado el momento.

Lema 3.2.2. Se verifica:
(i) Tr(z) = Tr(xU{z})
(ii)) (Vx € A)[Tr(x)] = Tr(A) A Tr(JA)

Demostracion. Probemos cada aserto.

(i) Sea y € x U {z}. Entonces y € = o y = z. En ambos casos, dado que z es
transitivo, se tiene y C x.

(ii) Comprobemos que cada clase es transitiva.

Por definicién se tiene (VA ={y | (Vz € A)[y € z]}. Si A =0, entonces (10 =V,
luego el resultado se tiene trivialmente. En otro caso, sean x € A, y € (A y
z € y. Entonces y € x = y C o = z € x. Como zx es arbitrario, z € [ A.

La prueba para [ J A es andloga, luego el resultado queda demostrado.

]

Definicién 3.2.3. Un conjunto = es un ordinal, denotado Ord(x), si es transitivo y
esta bien ordenado por €.

Usaremos las variables «, 3,7 ... para representar conjuntos ordinales. Ademas,
denotaremos por Ord la clase de los ordinales, es decir, Ord := {z | Ord(x)}. Siguiendo
la notacién de la secciéon anterior, dependiendo del contexto emplearemos tanto la
notacién x < y como x € y segun qué se quiera subrayar: la primera sera usada para
resaltar la estructura de orden entre ordinales y la segunda, para destacar la pertenencia
de unos ordinales a otros.

Lema 3.2.4. Se tiene:
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(1) 0 € Ord

(i) a € a« = a € Ord. Asi, Ord es una clase transitiva.
(i1i) o ¢ «
(iv) aU{a} € Ord

Demostracion. Probemos cada aserto:

()
(i)

Trivial pues 0 no tiene elementos.

Como « es transitivo, a € o = a C a. Pero como a = « implicaria, por Sus-
titucion, o < «, contradiciendo que las relaciones de orden sean irreflexivas,
necesariamente a C «. De este modo, por 3.1.4 < es un buen orden sobre a.
Basta pues probar Tr(a):

Sea ¢ < b < a y probemos que b C a. Como Tr(a),a,b, ¢ € . Como < es una
relacion de buen orden sobre «, en particular es transitiva, luego ¢ < a. De este
modo, b C a.

Como < es irreflexiva, o ¢ a.

Por 3.2.2, a U {a} es transitivo. Veamos que < bien ordena al conjunto. La
transitividad no depende de aU{a}, mientras que (7i) garantiza la irreflexividad,
que ya se tenia para todos los elementos salvo, quizas, para «. La totalidad
es inmediata gracias a la transitividad de < y de a y a que a € (a U {a}).
La adecuacion a izquierda también es inmediata gracias a que, por definicion,
todos los elementos de Ord son conjuntos. Comprobemos, en fin, la existencia de
elemento < — minimo:

Sea B C aU {a} no vacio. Consideremos C' := B N «. Distinguimos dos casos:
) C'=0. Entonces B = {a} tiene elemento minimo.

) C # 0. Como C C «, por el Teorema de Minimizacién existe b = inf(C).
Por tdltimo, dado que se tiene b € C' C «, necesariamente b < «, luego

inf(C') = inf(B).
[

Nota. La irreflexividad de < en tanto que buen orden sobre los conjuntos transitivos ha
ilustrado que no es necesario el Axioma de Regularidad para conseguir que un conjunto
nunca pueda ser elemento de si mismo. Esto nos permitira prescindir de dicho axioma en
la teoria de ordinales que aqui desarrollaremos y, como se vera més adelante, justificara
que en FST no aparezca como axioma. Dado que el objetivo principal del Axioma de
Regularidad es evitar esta situacién, surge una pregunta muy natural que estudiaremos
a su debido tiempo: jqué lugar ocupa Regularidad en FST?

Definicién 3.2.5. Dado un ordinal «, se define su sucesor como:

a+1l=aU{a}

Asimismo, un ordinal « se dice que es un ordinal sucesor, denotado Suc(a), si

36[a=F+1]
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Por tltimo, diremos que un ordinal « es un ordinal limite, denotado por Lim(«), si ni
es vacio ni sucesor.

Nota. La cuarta propiedad de la proposicién anterior ofrece un método para construir
ordinales sucesores. Puesto que el vacio es uno de los conjuntos de los cuales tenemos
garantizada su existencia, resulta natural que lo empleemos como elemento bésico a
partir del cual construir nuevos ordinales. El siguiente ejemplo ilustra cémo:

Ejemplo 3.2.6. Podemos construir algunos ordinales sucesores tomando reiteradamente
el sucesor del conjunto vacio. Asi, por ejemplo:

0=0 [léase: cero es igual al conjunto vacio]
1=0+1=0U{0} ={0}

2=14+1=1uU{1} ={0}u{1} ={0,1}
n+l=nU{n}={0,1,....,n—1}U{n} ={0,1,2,...,n}

De acuerdo con los extremos de la ultima identidad y considerando que € resalta la
relacion de pertenencia, mientras que < la de orden, se tiene:

men<sm<n

Por 1ltimo, en vista de la construccién de los ordinales anteriores, es inmediato definir
n + m como sumarle 1 a n un total de m veces.

Lema 3.2.7. a+1=p+1a=0

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que « # 3. Entonces:

a+l1=8+1=aU{a}=4U{3}
=acBU{BIABEaU{a}

[o # 5] = acBABEQ
> Qaca
Esta ultima ecuacion contradice 3.2.4 O

Dedicaremos el resto de la seccién a demostrar que (Ord, <) es una clase bien
ordenada y a comprobar cémo el Axioma del Infinito estd intimamente ligado a la
existencia de ordinales limite. Para ello seran necesarios varios resultados auxiliares.
También aprovecharemos su exposicién para introducir el concepto de maximo entre
ordinales, que sera 1til més adelante.

Lema 3.2.8. a € OrdNAC aANTr(A) = A€ OrdN(A=aV Aca)

Demostracion. Como A C «, < bien ordena A. Como, por hipdtesis, A es transitivo,
se tiene que A € Ord.

Para la segunda parte de la prueba, supongamos a continuacién que A # a.
Entonces o — A # 0. Tomamos = Inf(aw — A). Observamos que gracias a la definicién
de 3, para todo v € 8, v € A; es decir, 5 C A. Probemos que A C 3, de modo que
A€ .
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Sea vy € A. Como [y 7y son ordinales en o y («r, <) es un conjunto bien ordenado,
sabemos que en particular se verifica:

B<yVB=q9VB<~y

Observamos que si 8 < -, por la transitividad de A, se tiene que 8 € A, lo que contra-
dice su definicién. Una conclusién andloga se deduce si suponemos que § = . Como
consecuencia, la tinica posibilidad valida es v € 3, lo que prueba lo que buscabamos. [

El siguiente teorema sera probado a través de los lemas 3.2.10, 3.2.11 y 3.2.12.
Hemos preferido esta exposicién para hacer mas asequibles las pruebas y resaltar ade-
cuadamente cada propiedad que cumple la clase Ord respecto a <.

Teorema 3.2.9. (Ord, <) es una clase bien ordenada.

Lema 3.2.10. < es un orden total sobre Ord.

Demostracion. Sean «, 3, € Ord. Verifiquemos cada una de las propiedades que defi-
nen un orden total:

(i) Irreflexividad:
Se tiene o £ « gracias a 3.2.4.
(ii) Transitividad:
Como a < B A B <y~ es transitivo, necesariamente « € 7, esto es, a <
(iii) Tricotomia:
Sea v =aNf C a. Como v es transitivo y estd contenido en «, por 3.2.8 es un
ordinal. Mas ain el mismo resultado permite deducir que v < a A~y < 3, pues «

y [ son transitivos. Si demostramos v = a V 7 = 3, lograremos inmediatamente
el resultado.

Por reduccién al absurdo, supongamos que v < a Ay < . Entoncesy € a N = 7,
situacién que no ocurre entre ordinales segiin hemos visto en 3.2.4.

]

Lema 3.2.11. Las secciones iniciales de (Ord, <) determinadas por a son conjuntos.
Como consecuencia, < es adecuada a izquierda en Ord.

Demostracion. Sea A una seccién inicial de Ord. Por definicién, existe o € Ord tal que
A = {x | z < a}. Basta aplicar Extensionalidad para deducir que A = a, de modo que
A es un conjunto. O

Lema 3.2.12. Sea a un conjunto no vacio contenido en Ord. Entonces se tiene:

ﬂae Ord A inf(a) :ﬂaea

Asi, como a es arbitrario, todo subconjunto no vacio de Ord posee un elemento minimo.
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Demostracion. Como a # 0, por 2.1.15 []a es un conjunto. Por 3.2.2 sabemos que
(N a es transitivo y, ademds, [a C « para cualquier a € a. De este modo, por 3.2.8,

Na € Ord.

Para probar la segunda parte del resultado, consideremos 8 = () a. Veamos que
[ es < —minimo en a, esto es, B € ay (Vy € a)[f <7

(1))  (Vyeaq)B<al: yea=[)aCy
=B Cy
= [ <7 [3.2.8]
(i) Bea B¢a= (Vy€a)f#n]
S (vealf<q]  [véase ()]
= (Vy € a)[B € 1]
= [ e ﬂa =7 lo que contradice 3.2.4

Como deciamos, el Teorema 3.2.9 se sigue de los lemas anteriores.

Corolario 3.2.13. o, € Ord= aUp € Ord

Demostracion. Como Ord es una clase bien ordenada, se tiene « < fVa =V § < a.
Supongamos sin pérdida de generalidad o < 8. Entonces § C a, luego a U § = «, de
modo que o U 3 es un ordinal como queriamos probar. O

Definicién 3.2.14. Se define el mdzimo entre o y (3, denotado por mdz(«a, ), como
aUp.

Proposicién 3.2.15. Sea a C Ord. Entonces sup(a) = a.

Demostracion. Probaremos primeramente que | J a es un ordinal y luego que es la menor
cota superior de a.

Para ver que es un ordinal, sabemos por 3.2.2 que (Ja es transitivo. Se observa
que [Ja C Ord. En efecto, si z € |Ja, entonces existe y € a tal que z € y. Como
a C Ord por hipétesis, y € Ord. Como por 3.2.4, Ord es una clase transitiva, y C Ord
luego z € Ord como queriamos probar.

Habiendo demostrado que |Ja C Ord, podemos considerar § = inf(Ord - |Ja).
Claramente £ verifica | Ja C . Aplicando 3.2.8, | Ja € Ord, pues | Ja es un conjunto.

Veamos en ultimo lugar que | Ja es la menor de las cotas superiores de a. Por
definicién, si § # |J a es una cota superior de a, entonces para todo v € a, 7 < 3. Por
transitividad, v C 3, luego |Ja C S, es decir, | Ja < § — 3.2.8. De este modo, | Ja es
la menor de las cotas superiores de a. O

Teorema 3.2.16. Ord es una clase propia.
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Demostracion. Si Ord fuera un conjunto, por 3.2.4-(ii) seria transitivo; y como < bien
ordena Ord, Ord seria, de hecho, un ordinal. Pero entonces Ord € Ord, lo que no ocurre
entre ordinales segun 3.2.4-(iii). O

Conocido este hecho, los siguientes teoremas nos permiten adaptar tanto las de-
finiciones por recursion como el Principio de Induccion a la clase de los conjuntos
ordinales. No ofreceremos una demostracion de ambos:

Teorema 3.2.17 (Principio de Induccién sobre ordinales). Sea C' una subclase de Ord.
Si se verifican:

(i) 0eC

(i) ae C=a+1eC

(i) (VB < a)[feC]l=aecC sia eslimite.
Entonces C'= Ord

Teorema 3.2.18 (Definicién por recursién sobre ordinales). Sean g, h : V — V dos
funciones y a un conjunto. Fxiste una unica funcion f: Ord — V tal que:

(i) F(0) =a
(i) fla+1) =g(f(e))
(i) f(a) =h({f(B)|B <a}) sia eslimite.

El siguiente resultado justifica la eleccion del estudio de los ordinales como herra-
mienta para estudiar los conjuntos bien ordenados, en tanto que postula la existencia
de un tunico isomorfismo entre ambos tipos de conjuntos.

Teorema 3.2.19 (Teorema de Mirimanoff, 1917). Para cada conjunto bien ordenado
(a,r) existe un unico ordinal « tal que {(a,r) = (o, <). Andlogamente, para cada clase
propia bien ordenada (A, <), se tiene (A, <) = (Ord, €). En ambos casos el isomorfismo
es unico.

Demostracion. Sea (a,r) un conjunto bien ordenado. Por el Teorema de Comparacion
de Buenos Ordenes, dado que a es conjunto y las subclases de a son conjuntos, necesa-
riamente existe o € Ord tal que (a,r) = (o, €). Andlogamente, si (A, R) es una clase
propia bien ordenada, el mismo teorema nos permite afirmar que (A, R) = (Ord, <).
Ciertamente, ésta es la unica posibilidad factible de la disyuntiva de dicho teorema:
tanto A = Ord,, como Ord = A,, implicarian (respectivamente), por Reemplazamiento,
que A y Ord son conjuntos, cuando el primero es una clase propia por hipétesis y el

segundo es una clase propia por 3.2.16.
La unicidad del isomorfismo se obtiene, en ambos casos, gracias a 3.1.11. O]
Una consecuencia de este teorema, que emplearemos més adelante y que tnica-
mente enunciaremos, es la siguiente:

Corolario 3.2.20. Sea a C Ord, < un buen orden entre ordinales y (8 el unico ordinal
al que el conjunto a es isomorfo. Entonces, sia C «, < a.
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Para finalizar la seccién, veamos la relaciéon que existe entre los ordinales limite
y el Axioma del Infinito. Antes de ello, debemos introducir el ordinal que, segtin se de-
mostrara acto seguido, serd la menor clase inductiva, pues su existencia como conjunto
se identificard con la postulacion del Axioma del Infinito.

Definicién 3.2.21. Definimos por w a la clase formada por los ordinales finitos. For-
malmente:

w:={a|a=0V(Suc(a) A (VS < a)Suc(f)V B =0])}

Véase que su construccion coincide con la del ejemplo 3.2.6. Como consecuencia,
afirmamos que w representa la clase de los nimeros naturales.

Proposicién 3.2.22. Se verifica:
(i) w es una clase transitiva.
(i1) w es una clase inductiva'.

(i1i) Si A es una clase inductiva, w C A.

Demostracion.

(i) Sia € wy B < a entonces § = 0 o 3 es necesariamente un ordinal sucesor, luego
b€ w.

(ii) Sea o € w no vacio. Entonces « es sucesor y todos los ordinales  menores que o o
son sucesores o son el vacio. Dado que a+1=aU{a}lyf<a+l & f<aVip=aq,
claramente todos los ordinales menores que o + 1 0 son sucesores o son el vacio. De
este modo, a U {a} € w y, consecuentemente, w es inductivo.

(iii) Sea A una clase inductiva y o € w. Entonces @ = 0 o a es un ordinal sucesor.
Probemos por induccién que a € A:

) Si a =0, entonces a € A trivialmente.

-) Supongamos que existe o € w tal que o € A. Es claro ver que a+1 € w pues w es
inductivo. Ahora bien, como A es una clase inductiva por hipdtesis, a U{a} € A.
Dado que a U {a} = o + 1, se tiene el resultado.

Por tanto, w C A para toda clase inductiva A. Concluimos pues que w es la menor
clase inductiva. O]

Proposicién 3.2.23. Lim(a) < « es inductivo

Demostracion. Supongamos Lim(a). Como (Ord, <) es un buen orden, necesariamen-
te se verifica 0 < a V0 = a V a < 0. Se comprueba trivialmente que sélo la primera
posibilidad es factible atendiendo a la propiedad que define «. Consideremos a conti-
nuaciéon f € a y comprobemos que S+ 1 < «a. Una vez mas, se tiene la disyuntiva:
b+l<aV pf+l=aVa<pf+1. Como «a es limite, no puede darse la igualdad,
mientras que § € a niega a < f+ 1. En efecto, si a < f+1, entonces 5 C a C fU{S},
luego o« = 4 1, lo que contradice que « sea un ordinal limite. Por tanto, 5+ 1 < «,
es decir, U {B} € «, luego « es inductivo.

I'Recuérdese que en el Axioma del Infinito definimos una clase inductiva.
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Reciprocamente, si a es inductivo, entonces para todo f < «a, B+ 1 < a. Si «
fuera sucesor, existiria un ordinal 7 tal que v + 1 = «a. Pero entonces como v < v + 1,
por hipétesis, v+ 1 € 7+ 1. Contradiccion. O

Corolario 3.2.24. Ja[Lim(«)] < Inf

Nota. Los dos resultados anteriores han probado que todo axioma que asevere la exis-
tencia de un conjunto inductivo afirma, implicitamente, que w es un conjunto. En
efecto, por construccion siempre sera la menor clase inductiva, y por 2.1.14, w sera un
conjunto. Por este motivo, el Axioma del Infinito postula precisamente la existencia de
w como conjunto. Véase, si uno no se ve convencido, la formulacién de dicho axioma y
comparese con el Ejemplo 3.2.6.

3.3. Relaciones bien fundadas

En esta seccién introducimos algunos conceptos fundamentales acerca de las clases
bien fundadas con el objetivo de poder emplear, posteriormente, la clase de los con-
juntos hereditariamente finitos. Construiremos la clase de los conjuntos bien fundados
a partir de la clausura transitiva de un conjunto y luego definiremos la funcién rango
con el objetivo de describir la jerarquia acumulativa de los conjuntos bien fundados.
Estas construcciones requieren el Axioma del Infinito, luego sera supuesto
durante el desarrollo de esta seccion. Mds adelante se comprobaran las limita-
ciones de este requerimiento en las teorias posteriores. Un desarrollo mas exhaustivo
puede encontrarse en el segundo capitulo de [5].

Necesitamos un par de conceptos extra para poder definir la clase de los conjuntos
bien fundados

Definicién 3.3.1. Dada una clase A, una relacion R es una relacion bien fundada
sobre A si verifica:

Adecuacion a izquierda: (Ve e A)IzVylye z o ye ANy Rz
Existencia de elemento minimal: (Vx C A)[x #0 = (Jy € x)(Vz € x)[~(z Ry) Vy = 2]

Nota. La definicion de elemento minimal induce la elemento mazimal. Dada una clase
bien fundada (A, R), y x € A no vacio, se dice que y € = es un elemento mazimal de
x si para todo z € x, verifica [-y Rz V z = y].

Por ltimo, dado que R no es un orden total, los elementos maximal y minimales,
si existen, no tienen por qué ser Unicos.

Nota. Obsérvese que las propiedades que definen una relacion bien fundada son aquellas
que anadimos a un orden total para obtener un buen orden. Como consecuencia de este
hecho, se mantiene el siguiente resultado, que ya demostramos para un orden cualquiera
(ver 3.1.4):

Lema 3.3.2. Si R es una relacion bien fundada en A y B C A, entonces R es una
relacion bien fundada sobre B.
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Nota. Sobre relaciones bien fundadas también existe un principio de inducciéon. Dado
que su demostracion se basa, al igual que en el caso de buenos 6rdenes, en un Teorema
de Minimizacién — que no usaremos —, y puesto que sélo emplearemos este tipo de
induccién en un resultado meramente instrumental, omitiremos su demostracién en
aras de la concisién. Esperamos asf ofrecer una exposicién clara y mds general® de la
jerarquia acumulativa de los conjuntos bien fundados.

Teorema 3.3.3 (Principio de induccién sobre relaciones bien fundadas). Sea ¢ una

formula. Se verifica:

Va [Vy (y Re = p(y)) = ¢(x)] = Yz p(z)

Definicién 3.3.4. Se define la clausura transitiva de una clase A, denotado por Tc(A),
como la menor clase transitiva que contiene a A.

Lema 3.3.5. Se verifica:
(i) La clausura transitiva de un conjunto es un conjunto.

(i1) BC Te(A) = B C Te(B) C Te(A)

Demostracion. Veamos cada una de las afirmaciones:

(i) Sea x un conjunto. Definamos la relacién Ry < y € xz. Se observa que la
siguiente clase, R[z|, es un conjunto, pues:

Rlz] = {y| (Que 2)uRy]} = {y| Guez)ly e ul} = Jz

y el extremo derecho de la cadena de identidades es un conjunto gracias al Axioma
de la Unidn.

Dado que asumimos Inf, podemos definir por recursién la funcién f como:
f(0) =z
f(n+1) = R[f(n)]

Si definimos recursivamente | )’y =y, Uy = UU"y) y U'y = Une. (U™ ),
es inmediato probar por induccién que f(n) = [J" z. Esta observacién hace evi-

dente que |J Ran(f) = |J x. Dado que el lado izquierdo de la igualdad es un
conjunto por Reemplazamiento y Unién, basta probar que el lado derecho es la
clausura transitiva de x:

En primer lugar, probemos que | J* z es transitivo. Para ello sea y € | J* z. Enton-
ces existe un natural n tal que y € | J" . Si z € y, entonces z € |J(J" z) = " =,
luego z € |J z

En segundo y tltimo lugar, veamos que |J*z es el menor conjunto transitivo
que contiene a z. Para ello sea y un conjunto transitivo que contiene a = y
supongamos, por reduccién al absurdo, que |J*z € y. Sea n el menor natural
para el cual existe z € [J"x tal que 2z ¢ y. Obsérvese que n > 1 pues z C y
por hipétesis. Podemos considerar el conjunto U"_1 x, que esta contenido en y

2Véase la nota posterior a 3.3.15 para una justificacién de este hecho.
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por la eleccion de n. Pero como y es transitivo, los elementos de sus elementos
pertenecen a ¥, luego en particular z € |J"z = J(U" ' z) C y; de modo que
z € y lo cual es un absurdo.

Como consecuencia de estos razonamientos, hemos probado que gracias al Axioma
del Infinito existe la clausura transitiva de cualquier conjunto. Ademas, ésta es
de la forma | J* z.

(ii) Inmediato siguiendo la definicién de Te(B), pues T¢(A) también es transitivo y
B C Te(A).

]

Definicién 3.3.6 (Mirimanoff, 1917). Se define la clase de los conjuntos bien fundados
como sigue:

Wf:= {x | € es una relacién bien fundada sobre Te¢(x)}

Teorema 3.3.7. Wf es la mayor clase transitiva en la que € es una relacion bien

fundada.

Demostracion. Probemos en primer lugar que Wf es una clase transitiva. Si z € WY,
entonces € es una relacion bien fundada sobre Te(x). Sea y € x. Entonces y € Te(x),
luego y C Te(x) al ser transitivo. Por 3.3.5, Tc(y) C Te(z), luego por 3.3.2, € es una
relacién bien fundada sobre Tec(y), de modo que y € Wrf.

En segundo lugar, veamos que € es una relaciéon bien fundada sobre Wf. La ade-
cuaciéon a izquierda es trivial gracias al Axioma de Extensionalidad, luego bastara con
probar la existencia de elemento €-minimal para un conjunto arbitrario. Sea x C Wf
un conjunto no vacio y consideremos y € x arbitrario. Si y Nz = 0, hemos dado con
el elemento minimal buscado. En otro caso, Tc(y) Nz es un subconjunto no vacio de
Tc(y), pues contiene a y N x, que es no vacio. Dado que Wf es una clase transiti-
va, € es una relacién bien fundada sobre Tc(y), luego existe z € Tc(y) Nz tal que
zN(Te(y)Nzx)) =0.

Veamos que z es el conjunto buscado; es decir, que verifica z N x = 0. Si supone-
mos, por reduccién al absurdo, z N x # 0, seguirfamos el razonamiento anterior para
encontrar un elemento minimal 2’ € Te(z) Nz. Como Te(z) Nx C Te(y) Nz, todo
elemento € —minimal de Tc¢(y) Nz lo es de T'¢(z) Nx. De este hecho se desprende que
2N (Te(z) Nx) = 0. Ahora bien, zNx C zN (Te(z) Nx) =0, y esto ltimo contradice
zNx #0.

En tercer y ultimo lugar, sea T una clase transitiva en la que € es una relacion bien
fundada. Sea = € T'. Entonces, por transitividad, x C T, luego Te(xz) C T. Por 3.3.2,
€ es una relacién bien fundada sobre Tc(x). De este modo, z € Wf como queriamos
probar. O

Lema 3.3.8. + C Wf=z € Wf.

Demostracion. Por definicion de clausura transitiva, Tec(z) C Wf. Basta emplear 3.3.2
para obtener que € es una relacién bien fundada sobre Te(x), luego x € WY. ]
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Dedicaremos el resto de la seccién a comprobar cémo se relaciona la clase de
los conjuntos bien fundados con otra clase de conjuntos, a saber, aquellos definidos
a partir de la funcion R, que construye la jerarquia acumulativa de conjuntos bien
fundados. Como resultado, obtendremos una construccion explicita de los conjuntos
bien fundados. Para ello serda necesario introducir, primeramente, la funcién rango
respecto de €.

Definicién 3.3.9. Se define por recursion la funcion rango de x € Wf como:
p: Wf— Ord

dada por: p(z) = sup{p(y) + 1|y €z}

Nota. Véase que {p(y)+1 | y € 2} es un conjunto por Reemplazamiento, luego podemos
tomar supremo.

Proposicién 3.3.10. Para todo x € Wf, p(z) € Ord.
Demostracion. Por induccién en €. Sea x € Wfy supongamos que para todo y € x,

p(y) € Ord. Entonces sup{p(y) +1 |y € x} = U{p(y) | v € x}, que es un ordinal
gracias a la hipdtesis de induccion. O]

Lema 3.3.11. Siy € x y x € Wf, entoncesy € Wf A p(y) < p(z).

Demostracion. Es inmediato ver que y € WY, pues Wf es transitiva segiin vimos en
3.3.7. Por tanto, podemos considerar p(y).

Por otro lado, como p(z) = sup{p(y) +1 |y € z} y p(y) € {p(y) | y € 2}, al
emplear la definicién de supremo se obtiene el resultado. O

Proposicién 3.3.12. La clase {x € Wf| p(z) < a} es un conjunto.

Demostracion. Por induccién en «:
) Si a =0, la clase es el conjunto vacio.

-) Supongamos que la férmula es cierta para a y probémosla para su sucesor. Para
ello bastard demostrar que {z € Wf| p(z) < a+1} CP{z € Wf| p(x) < a}),
pues por hipétesis de inducciéon P({z € Wf| p(z) < a}) es un conjunto y 2.1.14
dara el resultado.

Siy € {x € Wf| p(x) < a+ 1}, entonces p(y) < a. Por 3.3.11 claramente
(Vz € y)lp(z) < ply) < af, luego y C {x € Wf| p(x) < a}, como queriamos
probar.

-) Supongamos que « es un ordinal limite. Entonces
{z € Wf|p(x) < a} = | J{x € Wf| p(z) < B}
B<a

Véase que el lado derecho es un conjunto gracias a 2.1.4 y Reemplazamiento.

]



3.3. RELACIONES BIEN FUNDADAS 37

Definicion 3.3.13. Definimos la funcién R sobre los ordinales como:

R(ar) = {x € Wf|p(z) < a}

Nota. Véase que R manda conjuntos en conjuntos gracias al resultado anterior.

Teorema 3.3.14. Se verifica:

(i) R(a) es un conjunto transitivo. Por tanto, |J,c,q B(a) es una clase transitiva.

(ii) Wf= UanT’d R(a)

Demostracion. (i) Sea x € R(a) e y € z. Por un lado, p(z) < «, y por otro, gracias

(i)

a 3.3.11, p(y) < p(x), luego p(y) < «, luego y € R(«).

Por definicién de R(«), todo elemento de Wf tiene asociado mediante p un or-
dinal «, luego Wf C |, o,q R(a). Por otro lado, la relacién € es bien funda-
da en {J,. o4 R(a). Efectivamente, si + € R(a), podemos considerar la clase
u:={py) | y € x} C Ord, que es un conjunto por Reemplazamiento. Tomando
el menor ordinal a € u y un elemento y € x tal que p(y) = «, es claro ver que
yNax = 0. En efecto, si la interseccién no fuera vacia, existiria z € x Ny de tal
modo que, por 3.3.11, p(2) < p(y) = «. Por otro lado, como z € x, p(2) € u.
Esto, no obstante, contradice la definicién de v como menor elemento de wu.

Dado que € es una relacién bien fundada en |J,_,q
mayor clase transitiva en la que € es una relacién bien fundada,
Por tanto, ambas clases son idénticas.

R(«a) y, por 3.3.7, Wf es la
R(a) C Wf.

a<Ord

]

Lema 3.3.15. Se verifica:

(i) t CR(a) &z e WfAp(z) <a

(ii) Six € WF, entonces p(z) es el menor ordinal a tal que = C R(«)
(iti) R(o) =g, P(R(B))

(iv) Si < B, entonces R(a) C R(6)

(v) R(a+1) =P(R(a))

(vi) Sia es un ordinal limite, entonces R(a) = Jg., R(B)

Demostracion. Probemos cada propiedad:

(i)

Siz C R(a), entonces x C WY, luego x € Wfpor 3.3.8. Finalmente, por definicién
de supremo, p(x) < a, pues el rango de todo elemento de x estd estrictamente
acotado por a.

Reciprocamente, supongamos * € WfA p(z) < oy sea y € x. Por 3.3.11,
p(y) < p(x), luego p(y) < a, de modo que y € R(«).
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(ii) Sea x € Wf. Por (i), sabemos que = C R(p(x)). Si 8 < p(z), entonces se tiene:

—(x € WA p(x) < B)
Aplicando de nuevo (i) deducimos que x € R(/3).
(iii) Lo probaremos por doble contencién:

Sea x € R(«) y denotemos por § a p(x). Sabemos que 5 < «, luego por (ii),
© C R(B), lucgo = € P(R(5)).

Si € Uz, P(R(B)), entonces existe v < « tal que z C R(y). Por tanto,
empleando (i), x € Wf. Ademds, si denotamos por [ al menor de estos
ordinales, por (ii) se tiene que p(x) = 8 < «, luego = € R(«).

(iv) Inmediato.
(v) Lo demostraremos por doble inclusién. Tengamos en cuenta que R(«) C R(a + 1):

Six € R(a+ 1), por (iii) existe f < a + 1 tal que = € 73( (B)). Véase que
p < a. Por otro lado, x C R(f), y por (iv) obtenemos z C R(«), de modo
que z € R(P(w))

Si x € P(R(«)) entonces x C R(«), luego x € R(a + 1) gracias a la obser-
vacién anterior.

(vi) Lo demostraremos por doble inclusién:

- Si x € R(«a), entonces p(z) < a. Como « es limite, existe 5 < a tal que
p(z) < B < a. De este modo, z € R(B), luego = € Js., R(B).

Siz € Ug, R(B), entonces existe 3 < a tal que z € R(S3). Empleando (iv)
se deduce = € R(«)

]

Nota. En el lema anterior hemos demostrado que, a partir de la funcién rango, existe
una féormula explicita para calcular los conjuntos que forman la clase Wf. Dicha formula
es la que queda reflejada en la siguiente definicion, que como quiza sepa el lector, puede
proponerse como definicion alternativa bajo la cual construir la clase Wf. De haber
recurrido, empero, a esta construccion, hubiéramos perdido la relaciéon que mantiene
la jerarquia acumulativa con los conjuntos bien fundados y hubiéramos tenido que
recuperarla mediante argumentos mas obscuros. Aun asi, si la hacemos explicita al
aproximarnos al término de la seccion, es porque resulta mucho més cémodo trabajar
con ella que con el rango:

Definicién 3.3.16. Se define por recursion sobre ordinales la funcién R como sigue:

(i) R(0):=0
(ii) R(a):=P(R(S)) si v es sucesory S+ 1 = a.
(iii) R(a):= U R(P) si «v es limite.

B<a
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Para finalizar, enunciamos y demostramos el siguiente lema, que seré necesario
posteriormente cuando estudiemos el Axioma de Regularidad:

Lema 3.3.17. Si x € R(«a), entonces eziste un ordinal sucesor B tal que x € R([)

Demostracion. Notamos primeramente que « # 0 pues R(0) = 0. Si « es sucesor,
el enunciado se verifica trivialmente. En otro caso, por 3.3.15, R(a) = U, R(B).
Entonces existe § < «a tal que z € R(). Como « es limite, necesariamente § + 1 < a.
De este modo, por 3.3.15-(iv), z € R(f) C R(f+1) C R(«), de modo que x € R(S+1)
donde claramente S 4 1 es un ordinal sucesor. O
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Teoria de conjuntos finitos
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4. Teoria de conjuntos finitos

4.1. Nociones basicas de finitud. Relaciones entre
axiomas.

Tras haber sentado las bases propias de la Logica de Primer Orden y de la Teoria
Axiomatica de Conjuntos, profundizaremos en diferentes alternativas de la primera.
Estamos interesados en el estudio de una teoria axiomatica de conjuntos que niegue
el Axioma del Infinito. Si bien, inicialmente, esto niega la existencia del conjunto for-
mado por todos los nimeros naturales, a continuacién comprobaremos que esto no
resulta necesario para trabajar con la nocién de ordinal natural. A grandes rasgos, esta
restriccion impide aquellos razonamientos que necesitan que w sea un conjunto para
garantizar que la clase construida sea un conjunto y no una clase propia.

Salvo que se indique lo contrario, los resultados ulteriores pueden encontrarse en
el articulo de Baratella — Ferro [1].

Definicién 4.1.1. Un conjunto x es un nidmero natural, denotado Nat(z), si verifica:

Ord(z) AVy[y <z = —Lim(y)]

Salvo que se indique lo contrario, reservaremos las letras n,m... para denotar
nimeros naturales.

Nota. Resulta sencillo comprobar que la definicion que acabamos de ofrecer de niimero
natural implica que w es exactamente la clase formada por los ntimeros naturales.
Véase, ademds, que w ¢ w pues Lim(w).

Recordemos que la Teoria Elemental de Conjuntos, denotada por EST, se define
como aquella que asume los siguientes axiomas:

Vacio:
Jy Vo [z & y]

Extensionalidad:
VeVy[Vz[z ex e zey] = x =y

Reemplazamiento:
Va Vy Vzlp(z,y) Np(e,2) = y=2] = FuVyly € ue (Ir € a)[p(z,y)]]

Par:
VeVy zVulu €z u=xVu=y|

Union:
Vo 3z Vulu € z & (Fy € z)[u € 9]

Nétese que el Axioma del Infinito — aquel que pretendemos negar — no pertenece a
EST. Ha de subrayarse que el Principio de Induccién en clases bien ordenadas puede

42
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ser probado con los axiomas de EST (véase la construccién que ha derivado en 3.1.7
y su demostracién), luego podemos emplear este argumento en las demostraciones
ulteriores. Hechas estas consideraciones, a continuacion se estudian algunos conceptos
de finitud y como éstos se relacionan entre si a partir de los axiomas que admitamos.
Se tienen las siguientes definiciones:

Definicién 4.1.2. Un conjunto = es w-finito, denotado Fin®(x), si no existe ninguna
funcién inyectiva de la clase de niimeros naturales a un subconjunto suyo. Formalmente:

Af [Fun(f) A Inj(f) A Dom(f) = w A Ran(f) € ]

Definicién 4.1.3. Un conjunto z es f-finito, denotado Fin’ (x), si existe una biyeccién
de un numero natural en él. Formalmente:

Af In[Fun(f) A Inj(f) A Nat(n) A Dom(f) =n A Ran(f) = x|

Definicién 4.1.4. Un conjunto x es Dedekind-finito, denotado FinP(z), si no existe
ninguna aplicacién inyectiva de x en algin subconjunto propio suyo. Formalmente:

Bf3yly CaAy#aAFun(f) Nnj(f) A Dom(f) =z A Ran(f) =y]

A lo largo de este capitulo entenderemos la finitud como f-finitud, dado que
las demds caracterizaciones requieren el Axioma de Eleccion para arrojar resultados
similares.

Los siguientes resultados relacionan las diferentes nociones de finitud que he-
mos presentado en este capitulo. Antes de comenzar con ellos, es oportuno verificar el
siguiente resultado.

Lema 4.1.5. EST E Azioma del Producto Cartesiano

Demostracion. Sean x e y dos conjuntos. Para cada z € y, sea f, : © — V definida
por f,(v) = (v, z). Véase que Ran(f,) ={y | (v € x)] f.(v) = y]} v que, por Reempla-
zamiento, Ran(f,) es un conjunto. A continuacién definimos la funcién g de dominio
y como ¢g(z) = Ran(f.). Se tiene que Ran(g) = { Ran(f.) | z € y}, que es un con-
junto por Reemplazamiento. Por iltimo, por el Axioma de la Unién, |J Ran(g) es un
conjunto, y ademas se tiene:

URan(g) ={z|(Fu € Ran(g))[z€ul} ={z]| (Fvey)|z € Ran(f,)]} =

={z|(FeyBuer)f(w)==2]} =z xy

Lema 4.1.6. EST + Inf+ Vo[ Fin®(z) < Fin” ()]

Demostracion. Para probar la implicacion directa, supongamos que existe un conjunto
a tal que ~Fin®(a). Entonces existe una aplicacién biyectiva g : @ — b para algtin
b C a. Si denotamos por g" a la composiciéon de la funcién g consigo misma n veces,
donde ¢° = id, se observa que Dom(g") = a para todo n > 0. Como b C a, existe
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z € a —b. Definimos f : w — b como f(n) = g"(z). Claramente Ran(f) C a. Si
probamos que f es inyectiva, habremos encontrado una aplicacién inyectiva de w en
un subconjunto de a; esto es, habremos demostrado —Fin®(a).

Supongamos que f no es inyectiva. Entonces existen dos naturales n < m tales que
f(n) = f(m). Por el Principio de Minimizacién, la clase {n | (3m > n)[f(n) = f(m)]}
posee un minimo, que denotaremos n para no extender la notacién. Claramente m > 0
y, ademés, se prueba que n # 0 pues Ran(f™) C by f(0) = ¢°(z) = 2 € a — b. Por
tanto, m > n > 0. Basta considerar que g es biyectiva en la cadena de igualdades
f(m) = g™(2) = g(g™ '(2)) = 9(g" '(2)) = ¢"(z) = f(n) para deducir la igualdad
g™ (2) = g"(2); es decir, f(m—1) = f(n—1). Esto contradice la eleccién de n como
el minimo elemento de la clase. Por tanto, f es inyectiva, como queriamos probar.

Para el reciproco, sea x tal que = F'in”(z). Entonces existe una aplicacién inyectiva
f:iw—x Seay=x— f(0). Se tiene claramente que y C z. Definimos la aplicacién
g :x — Yy como sigue:

-) Si z € Ran(f), existe un tnico n € w tal que f(n) = 2. Asi, g(z) = f(n+1).
) Si z ¢ Ran(f), entonces g(z) := z.

Gracias a la inyectividad de f y la definicién de y, g es inyectiva. Esto prueba ~Fin? (z).
[

Lema 4.1.7. EST - VxFin”(z) = —Inf

Demostracion. Por reduccién al absurdo, si suponemos el Axioma del Infinito, la clase
w es un conjunto. Claramente —Fin“(w). Contradiccion. O

Corolario 4.1.8. EST F VaFin®(z) = —Inf

Demostracion. Por reduccion al absurdo, si suponemos el Axioma del Infinito, la cla-
se w es un conjunto. Claramente —F'in*(w). Por el lema 4.1.6, esto es equivalene a
—Fin?(w). Contradiccién. O

Lema 4.1.9. EST I Vo Fin/ (v) = —Inf

Demostracion. Por reduccién al absurdo, si suponemos el Axioma del Infinito, la clase
w es un conjunto. Veamos que —Fin'(w). En efecto, si Fin/(w), existirfa un natural
n € w para el cual existe una biyeccion f : n — w. Esta biyecciéon puede convertirse
en un isomorfismo definiendo la relacién <’ sobre w como sigue. Si z,y € n:

r<ye flx) < fly)

Es sencillo y natural probar que <’ es un buen orden gracias a que f es una biyeccion.
Baste tnicamente senalar que, empleando que f es una biyeccién, cada propiedad
que <’ debe cumplir para afirmar que es un buen orden es deducida trasladandola,
mediante f, a n, donde < es un buen orden. Nétese, ademads, que es necesario emplear
Remplazamiento para lograr la adecuacién a izquierda en (w, <’).
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A continuacién buscamos una seccién inicial z de (w, <’) isomorfa a n. Esto nos
permitird obtener un isomorfismo entre (w,<’) y (z,<’), contradiciendo 3.1.12-(ii).
Para ello, aprovechando que por reduccién al absurdo estamos suponiendo el Axioma
del Infinito, definimos por recursién la aplicacién ¢ : w — w dada por:

o) — mine (w) sin=0
gl {mm</({x | 2" > g(n)}) sin>0

~Y

Sea z := g[n|. Gracias a la definicién de g, <’ bien ordena z. Ademds, n = z
mediante g. Por tanto, se tiene: z &2 n = w, y en particular, z = w. Asi, w es isomorfa
a una seccién inicial suya, lo que contradice 3.1.12-(ii). O

Antes de abandonar EST en favor de FST, resulta interesante comprobar cémo
se relacionan las siguientes formulas — algunas de las cuales el lector reconocera como
axiomas — dentro de esta teoria. Sea WO la féormula que afirma que todo conjunto
puede ser bien ordenado; AC aquella que afirma la existencia de una funcion de eleccion
para cada familia no vacia de conjuntos y Pow la que afirma la existencia del conjunto
potencia de cualquier conjunto. Formalmente:

WO: Vz3R|[R bien ordena z]
Pow: VrIyVz[zey<e zCxl
AC: Na3f [Fun(f) A Dom(f) =z A(Vy € 2)[y # 0= f(y) € y]|

La prueba usual de la equivalencia entre WO y AC' requiere usar Pow, que no es
un axioma de EST. Como veremos més adelante, Pow es un teorema de FST, luego
solo hara falta demostrar, bien AC, bien WO, para deducir la restante. En lo que resta
de seccién justificaremos la mencionada equivalencia mediante el Teorema del Buen
Orden. Para probarlo trabajaremos en EST + Pow. Ademas, nos hara falta el
siguiente lema auxiliar:

Lema 4.1.10. Sea x un conjunto. Se tiene que x es bien ordenable si y sélo si existe
una aplicacion f : x — Ord inyectiva.

Demostracion. La implicacién directa es consecuencia de 3.2.19 (Teorema de Mirima-
noff), que afirma la existencia de un isomorfismo entre x y algin ordinal « si x es bien
ordenable. Para ver el reciproco, basta definir la relacion <’ sobre x como sigue. Sean
Y,z €X:

<y flx) < fly)
Dado que f es inyectiva y Ran(f) estd bien ordenado por <, es facil ver que <’ es un
buen orden sobre x, como queriamos probar.

]

Corolario 4.1.11. Un conjunto x es bien ordenable si y solo si existe o € Ord y existe
una aplicacion f : o — x biyectiva.

Demostracion. La implicacion directa es consecuencia del Teorema de Mirimanoff, em-
pleando que x es un conjunto. La reciproca, del lema anterior. O
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Teorema 4.1.12 (Teorema del Buen Orden). Suponiendo AC, todo conjunto puede
ser bien ordenado

Demostracion. Sean x un conjunto, y € x y ¢g una funcién de eleccién sobre P(x). Por
recursion definimos f : Ord — x como sigue:

Y en otro caso

fla) = {g(m—f[a]) six # flol

Veamos, primeramente, que existe a € Ord tal que = = f[a]. Si suponemos
lo contrario, podemos considerar dos ordinales 5 < v € Ord tales que = # f[v].
Como f < 7, claramente f(8) € f[y]. Por otro lado, como = # f[v], necesariamente
f(v) =g(x — flv]) € v — f[y]. Esto nos permite deducir que f(3) # f(v). Como 8y
~ son arbitrarios, hemos deducido que f es inyectiva. Pero si f es inyectiva, por 2.2.13
Ord es un conjunto, lo cual es un absurdo.

Dado que, por lo razonado anteriormente, existe a € Ord tal que = = f[a],
podemos considerar el ordinal 6 = inf ({a | x = fla]}). Tomando h = f|; : § — =,
se tiene que h es un conjunto por su definicién, y ademés h[d] = f[d] = z, luego
h es sobreyectiva. Por tltimo, la eleccion de § nos permite probar que h es inyectiva
siguiendo un razonamiento analogo al del parrafo anterior. De este modo, h es biyectiva
y 4.1.11 prueba que x es bien ordenable, como queriamos demostrar.

]

Teorema 4.1.13. Son equivalentes:
a) El Azioma de Eleccion.

b) Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Demostracion. La implicacion directa se corresponde con el teorema anterior. Para ver
la reciproca, consideramos < un buen orden sobre |Jx y f : © — V la aplicacién
definida por casos:

inf_(b) sib# 0
f)y =14 "7
0 en otro caso
De este modo, si consideramos un conjunto b € z no vacio, entonces b C (Jx y
f(b) = inf_(b) € b. Por tanto, f es una funcién de eleccién sobre x. O

4.2. Relacion entre conceptos de finitud

En la seccién anterior habiamos presentado tres conceptos diferentes para predicar
la finitud de un conjunto. Sin embargo, de esas tres definiciones tuvimos que limitarnos
a una de ellas puesto que las deméds nos obligarian a asumir prontamente el Axioma de
Eleccion, lo cual no es deseable. Como consecuencia, habiamos soslayado el estudio de



4.2. RELACION ENTRE CONCEPTOS DE FINITUD 47

estas nociones per se en favor de un estudio somero de éstas en relaciéon con el Axioma
del Infinito.

En la presente seccién discutiremos las relaciones existentes entre los diferentes
conceptos de finitud anteriormente presentados a través de una nueva definicién de fini-
tud: la Russell-finitud o R-finitud. Mediante ésta, y asumiendo el Axioma de Eleccion,
todas las nociones de finitud presentadas hasta el momento se tornaran equivalentes.
En el proceso obtendremos algunas propiedades de los conjuntos finitos bajo la nueva
definicién y comprobaremos como se relacionan con la f-finitud. Concluiremos la sec-
cion presentando R,,, es decir, la mencionada clase de los conjuntos hereditariamente
finitos, pues cobrard protagonismo posteriormente en este mismo capitulo.

En los siguientes resultados de la seccion asumiremos Pow como axio-
ma. Mas tarde se verda que Pow es un teorema de FST, luego todo lo que deduzcamos
a continuacién sera aplicable cuando estudiemos dicha teoria. Los resultados estan
tomados de [5].

Definicién 4.2.1 (Russell y Whitehead, 1912). Dados un conjunto a y u C P(a),
diremos que u es una familia inductiva de subconjuntos de a si verifica:

(i) 0 €u
(il) (Vz € u)(Vy € a)[x U {y} € u]

En estas condiciones, un conjunto a se dice R-finito, denotado FmR(a), si pertenece a
toda familia inductiva de subconjuntos de a. En caso contrario, diremos que a es un
conjunto wnfinito.

Lema 4.2.2. 0 es R-finito.

Lema 4.2.3. Sia es R-finito, también lo es a U {z} para cualquier z.

Demostracion. Sea u una familia inductiva de subconjuntos de a U{z}. Se observa que
u N P(a) es una familia inductiva de subconjuntos de a. Efectivamente, si tomamos
r € uNP(a) Cuy consideramos un conjunto y € a C a U {z} arbitrario, como por
hipétesis u es una familia inductiva de subconjuntos de a U {z}, entonces xz U {y} € w.

Habiendo probado este hecho, como Fin®(a), a € unP(a) C u, luego a € u. Como
w es una familia de subconjuntos inductivos de a U {z} y z € aU{z}, aU{z} € u, lo
que prueba por definicién de finitud el resultado. O

Teorema 4.2.4 (de induccién finita). Sea ¢ una formula. Si se verifican:
(1) ©(0)
(i1) Para cada conjunto R-finito a y todo z ¢ a, ¢(a) = ¢(aU{z}).

Entonces ¢(a) para todo conjunto a R-finito.

Demostracion. Sea a un conjunto R-finito. Definimos u = {b | b C a A Fin®(b) A ¢(b)}.
Es inmediato comprobar que 0 € u. Mds atin, si x € uAy € a, entonces Fin(z) y p(z).
Por 4.2.3, Fin®(z U {y}). Ademés, por (i), ¢(x U {y}). Asi, u es una familia inductiva.
Como a es R-finito, a € u, luego ¢(a). O
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Los tres resultados anteriores prueban facilmente el siguiente resultado:

Corolario 4.2.5. Todo nimero natural es R-finito.

Demostracion. Por induccion sobre w:
-) Sin =0, el resultado se obtiene trivialmente.

-) Supongamos que n es R-finito. Por 4.2.3, también lo es nU{n}, que coincide con
el conjunto n + 1.

O]
Proposicién 4.2.6. Si Fin(a) y f es una funcién que verifica a € Dom(f), entonces
fla] es R-finito.
Demostracion. Por induccién finita en a.
-) Si a =0, entonces f[a] =0, que es R-finito.

-) Supongamos por hipétesis de induccién que a y f[a] son R-finitos. Dado que se
tiene la igualdad:

flau{u}] = fla] U{f(u)}
y el lado derecho es R-finito por el Lema 4.2.3, se obtiene el resultado.

O

Corolario 4.2.7. Si dos conjuntos a y b son equipotentes y a es R-finito, entonces b
es R-finito.

Todos estos resultados nos permiten probar el siguiente teorema, que afirma la
equivalencia entre la R-finitud y la f-finitud de conjuntos.

Teorema 4.2.8. Un conjunto es R-finito si y solo si es equipotente a algun nimero
natural.

Demostracion. Para probar la implicacién directa, supongamos que a es R-finito y
demostremos por induccién finita que a es f-finito:

) Sia =0, a es inmediatamente f-finito.

-) Supongamos por hipétesis de induccién que existe una biyeccién f : a — n
entre a y n. Sea z ¢ a. Entonces f U {(z,n)} es una biyeccién entre a U {z} y
nU{n} =n+1, luego a U {z} es equipotente a un nimero natural.

Para probar el reciproco, sea f : a — n una biyeccién. Por 4.2.5, n es R-finito, y por
4.2.7, a es R-finito al ser equipotente a n. O

La siguiente proposicion nos indica que, bajo esta nocién de finitud, basta un
orden parcial para asegurar la existencia de un elemento minimal y de un y maximal.

Proposicién 4.2.9. Sea b # 0 un conjunto R-finito y < un orden parcial sobre b.
Entonces b posee un elemento minimal x y un elemento maximal y, ambos respecto a
<.
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Demostracion. Probaremos que b posee un elemento minimal; una demostracién similar
logra el resultado adicional. Por induccion finita en b:

-) Si b es el conjunto vacio, el resultado se cumple inmediatamente.

-) Supongamos que el resultado es cierto para b R-finito y consideremos z ¢ by
el conjunto b U {z}. Si b es vacio, z es minimal en 0 U {z}. En otro caso, sea
u € b el elemento minimal cuya existencia se tiene garantizada por la hipétesis
de induccidén. Si z < u, z es minimal en bU {z} por transitividad. En otro caso u
es minimal en b U {z}.

[
Proposicién 4.2.10. InfF —Fin"(w).

Demostracion. Sabemos que (w, <) es un orden total. Si w fuera R-finito, por 4.2.9 se
deduce que existe un elemento maximal m € w tal que para todo n € w, n < m. En
particular, m + 1 < m. Contradiccién. O

Proposicién 4.2.11. Todo subconjunto de un conjunto R-finito es R-finito.

Demostracion. Sean a un conjunto R-finito y b C a un subconjunto no vacio. Fijamos
z € by definimos la funcién f : a — a como sigue:

f(c>:{c siceb

z en otro caso

Por 4.2.6, como a = Dom(f), fla] es R-finito. Ahora bien, gracias a la definicién
de f, se tiene f[a] = b, luego b es R-finito como queriamos demostrar. n

La proposicién anterior justifica la siguiente definicién, propuesta por Bolzano en
1851 y por Cantor en 1878:

Definicién 4.2.12. Decimos que un conjunto a es numerable si es finito o equipotente
con w. En este ultimo caso, diremos que a es numerable infinito.

La definicién de numerabilidad permite, por ejempo, caracterizar la clase w con
respecto a la R-finitud y estudiar la infinitud de conjuntos:

Proposicién 4.2.13. Todo conjunto acotado de w es finito y todo subconjunto cofinal
de w es numerable infinito.

Demostracion. Sea a C w. Sin es la cota de a, entonces a C nU{n} =n+ 1. Como
los naturales son finitos y los subconjuntos de conjuntos finitos son conjuntos finitos,
a es finito (baste emplear 4.2.5 y 4.2.11 respectivamente).

Para probar la segunda parte, observamos en primer lugar que todo subconjunto
finito b de w esta acotado. Efectivamente, por 4.2.9 poseera elemento maximal. Por
otro lado, si @ C w y 8 denota el tnico ordinal al que (a,<) es isomorfo (Teorema
de Mirimanoff), entonces 5 < w por 3.2.20. Si a es cofinal, no puede ocurrir 5 < w,



50 CAPITULO 4. TEORIA DE CONJUNTOS FINITOS

pues entonces a seria finito, lo que implicaria por la observacion anterior que a estaria
acotado. Por tanto, § = w, luego a es numerable infinito. O

Proposiciéon 4.2.14. Sea a un conjunto. Si a posee un subconjunto numerable in-
finito, entonces es infinito (es decir, no es R-finito). El reciproco es cierto si a es
bien-ordenable.

Demostracion. Supongamos que b C a y b es numerable infinito. Por reduccién al
absurdo, si a fuera finito, entonces b seria finito por 4.2.11. Como b es numerable
infinito, b ~ w, luego por 4.2.7, w seria finito, lo que contradice 4.2.10.

Supongamos a continuacién que (a, <) es una clase bien ordenada y a es infinito.
Por el Teorema de Mirimanoff sabemos que existe un tnico ordinal a y un tnico
isomorfismo f tal que (a, <) = («, €). Si @ < w entonces a es finito, pues a ~ @ < w
(Teorema 4.2.8). Esto contradice la hipdtesis de que @ sea infinito. Por tanto, @ > w.
Como f es una biyeccién, f~'[w] C a es numerable infinito. Hemos encontrado un
subconjunto numerable infinito de a, como queriamos probar. O]

Corolario 4.2.15. EST + Pow + ACF —Fin®(a) < existe b C a tal que b es nume-
rable infinito.

Demostracion. El resultado se sigue de 4.2.14 considerando que AC' y WO son equi-
valentes en EST + Pow. O

Proposicién 4.2.16. Todo conjunto finito totalmente ordenado estd bien ordenado y
el ordinal al que es isomorfo es un nimero natural.

Demostracion. Sea a un conjunto finito totalmente ordenado por <. Por 4.2.11, cada
subconjunto de b es finito, de manera que, gracias a 4.2.9 cada subconjunto no vacio
de a posee un elemento minimo. Por tanto, (a, <) estd bien ordenado. Por Mirimanoff
existe un tnico ordinal « para el cual existe un isomorfismo f entre (a,<) y (a, €).
Como a es finito, por 4.2.7 también lo es a.

Veamos que en tales condiciones o es un nimero natural. Si no lo fuera, o con-
tendria un ordinal limite. En particular, w € «, pues w es el menor ordinal limite. Pero
por 4.2.14, esto implicaria que « no es finito. Contradiccion.

Habiendo probado que « es natural, hemos deducido que a es isomorfo a un
nimero natural, como queriamos demostrar.

]

El siguiente teorema fundamenta la definicién de conjunto Dedekind-finito. Notese
que requiere el Axioma del Infinito.

Teorema 4.2.17 (Dedekind, 1888). Un conjunto a es equipotente a un subconjunto
propio suyo si y solo si a contiene un subconjunto numerable infinito.
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Demostracion. Véase que el enunciado es equivalente a 4.1.6. En efecto, el primero de
los términos de la equivalencia coincide con la negacién de la definicién de Dedekind-
finitud, mientras que el segundo, con la negacion de la w-finitud.

]

Nota. El teorema anterior nos permite probar que ningin conjunto finito es equipotente
a algin subconjunto propio suyo, pues todos los subconjuntos de un conjunto finito
son finitos y, si existiera tal biyeccién, el conjunto original contendria un subconjunto
numerable infinito, lo que negaria que fuera finito. De esta observacién se desprende que
no hay dos nuimeros naturales diferentes equipotentes entre si. Este ultimo resultado
puede probarse sin asumir Pow, tal y como veremos en la tercera seccion de este
capitulo.

Del Teorema de Dedekind también podemos deducir que, si admitimos el Axioma
de Eleccion, un conjunto es finito si y solo si no es equipotente a ningtin subconjunto
propio suyo. El lector reconocera esta caracterizaciéon como la definicion de Dedekind-
finitud que presentamos en la seccién anterior. Sin embargo, la definicién historica de
Dedekind-finitud es otra. A continuacién presentaremos dicha definicién que Dedekind
y Pierce propusieron como nocién de finitud y, tras probar algunas propiedades basicas,
comprobaremos que es equivalente a la definicion que ofrecimos en la secciéon anterior
y que usaremos en lo sucesivo.

Definicién 4.2.18 (Definicién histérica de Dedekind-finitud). Un conjunto z que no
contenga ningtin subconjunto numerable infinito se dice Dedekind-finito.

Nota. Véase que la definicién histérica de la Dedekind-finitud coincide con la definicion
de w-finitud que hemos ofrecido. Consecuentemente, a partir de ahora nos referiremos
a dicha definicién histérica como w-finitud.

Proposicion 4.2.19. Se verfican las siguientes afirmaciones:
(i) Todo conjunto R-finito es w-finito.
(i1) Ningin conjunto infinito bien ordenable es w-finito.

(11i) Un conjunto x es w-finito si y sélo si no existe ninguna aplicacion inyectiva de x
en algun subconjunto propio suyo.

(iv) Un subconjunto de un conjunto w-finito es w-finito.

Demostracion. Probemos cada una de las aseveraciones:
(i) Se obtiene negando 4.2.14.

(ii) Sea x un conjunto y < una relacién de buen orden sobre x. Si x es infinito,
por 4.2.14 contiene un subconjunto numerable infinito, luego no es w-finito por
definicién.

(iii) Se obtiene negando el Teorema de Dedekind.

(iv) Si y C z, x es w-finito e y no, entonces existe z C y tal que z es numerable
infinito. Pero z C z, luego = no seria w-finito.
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]

Tras haber discutido varias nociones de finitud, las equivalencias que hemos lo-
grado probar entre ellas dan como resultado el siguiente diagrama:

Fin! (z) := (In)[n ~ z]

Finf(z) := (Vu)[u es una familia inductivade z] = z € u
AAC’

Fin”(z) := (Ay C z)[y es numerable infinito]

Fin® (z) := (Fy C 2)[y ~ 2]

Finalizamos la seccién probando algunas propiedades que verifican los conjun-
tos R-finitos y los conjuntos infinitos, con miras de completar el diagrama anterior y
remarcar la importancia que ha tenido la R-finitud a la hora de probar las distintas
equivalencias y propiedades de nuestra nocion de finitud. Tras esto podremos presentar
la clase de los conjuntos hereditariamente finitos, que protagonizard una seccién pos-
terior. Por aligerar la notacién, dado que hemos comprobado que todas las nociones
de finitud presentadas hasta el momento son equivalentes — bajo el Axioma de Elec-
cién —, omitiremos, salvo cuando sea estrictamente necesario, la nocion de finitud que
manejamos. Se sobrentendera, por defecto, que finito se refiere a R-finito.

Comencemos profundizando en las propiedades que verifican los conjuntos finitos.
Notese que nos referimos tnicamente a las construcciones que amplian uno o varios
conjuntos finitos dados, pues por 4.2.11 se desprende inmediatamente, por ejemplo, la
finitud de la interseccion de un conjunto finito con una clase o de la diferencia de un
conjunto finito con una clase.

Proposicién 4.2.20. Si a y b son finitos, entonces aUb es finito.

Demostracion. Por induccién finita en b:
-) Si b =0, el resultado se tiene trivialmente.

-) Supongamos por hipétesis de induccién que para todo conjunto finito a, se tiene
que a U b es finito. Probemos que a UbU {z} es finito, con z ¢ b. Para ello basta
recurrir a 4.2.3, que afirma que a U {z} es finito al serlo a. Aplicando la hip6tesis
de induccion se obtiene el resultado.

]

Proposicién 4.2.21. Si a es finito y todos sus miembros son finitos, entonces | Ja es
finito.

Demostracion. Por induccién finita en a:

-) Si a =0, el resultado se tiene trivialmente.
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-) Supongamos por hipétesis de induccién que | Ja es finito. Sea z ¢ a finito. Por
4.2.3, a U {z} es finito. Basta ver que |J(aU {z}) = Ja U z y aplicar 4.2.20 para
deducir que el lado derecho de la igualdad es finito. Por tanto, | J(a U {z}), como
se queria demostrar.

[
Proposicién 4.2.22. Si a es finito, también lo es P(a)

Demostracion. Por induccion finita en a:
) Sia=0,P0)={0} =0U{0} =1. Como 1 es finito, P(0) también.

-) Supongamos que el resultado es cierto para todo a finito y sea z ¢ a. Entonces:

PlaUu{z}) =Pla)U{tu{z}|t € P(a)}

Si logramos probar que el miembro derecho de la unién es finito, por 4.2.20 obten-
dremos el resultado. Para ello comprobaremos que dicho conjunto es equipotente

a P(a).

Definimos la funcién g : {z U{z} | x € P(a)} — P(a) como sigue:

g() =z~ {2}

Consideramos las equivalencias z ¢ a < {z} ¢ a & {z} ¢ P(a), es claro ver
que (yU{z}) —{z} = y € P(a) para todo y € P(a). Asi, g es biyectiva, lo que
demuestra el resultado.

O

Proposicién 4.2.23. Sia es un conjunto infinito, todo conjunto finito b es equipotente
a algin subconjunto ¢ de a.

Demostracion. Por induccién finita en b.

) Sib=0, entonces b ~ 0 C a.

-) Supongamos que el resultado es cierto para b finito y sea z ¢ b. Por hipdtesis de
induccién, existe ¢ C a tal que ¢ ~ b. Sea f dicha biyecciéon. Como a—c # 0, existe
d € a—c. Por4.2.3, ¢ U{d} es finito, luego basta definir g : ¢ U{d} — b U{z}
de la forma:

z siz=d

g(x):{f(x) six €c

Es inmediato comprobar que g es biyectiva gracias a la biyectividad de f. Final-
mente, dado que Dom(f) es finito, Im(f) = bU {z} también por 4.2.7.

]
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Proposicién 4.2.24 (Tarski, 1924). Un conjunto es infinito si y solo si el conjunto
potencia de su conjunto potencia incluye un conjunto numerable infinito.

Demostracion. La implicacion reciproca es facilmente demostrable considerando que,
por 4.2.22, P(P(a)) es finito al serlo a. Como consecuencia, 4.2.14 nos asegura que no
puede contener un conjunto numerable infinito.

Para probar la directa, supongamos que a es infinito y definamos la funcion f en
w como sigue:

f(n)={b|bePla) Nb~n}

Por 4.2.23, para todo n < w, se tiene f(n) # 0. La propia definicién de f nos permite
deducir que es una funcién inyectiva, pues si b € f(n):

f(n)=f(m)eb~nAb~m=n~m=n=m

donde la tltima implicacién es justificada por la primera nota acerca del Teorema de
Dedekind. De este modo, Ran(f) C P(P(a)) es numerable infinito, pues Ran(f) ~ w.
m

Nota. En 4.2.14 probamos, asumiendo WO, que un conjunto es infinito si contiene un
conjunto numerable infinito. El resultado anterior permite caracterizar los conjuntos
infinitos con una propiedad similar evitando una restriccién tan fuerte en la teoria que
manejamos, a cambio de agrandar considerablemente el conjunto en el que se debe
comprobar la propiedad.

Tras esta discusion, el diagrama anterior es ampliado de la siguiente forma:

(Vz C z)[Fin“(2)] Finf (z) (Vz C z)[Fin®(2)]

FmR('P(m))

AC

- Si, ademds, Fin®(y) :
Fin”(z) < + Fin®(z)

» Finf(z Uy))

~+

FinP (z)

~

(Vy € 2)[Fin"(y)] = Fin"(U <)

#y numerable infinito

tal que y C P(P(z))

En lo que resta de seccién buscaremos introducir la clase de los conjuntos here-
ditariamente finitos y la relacionaremos con los conceptos de finitud tratados en esta
misma seccién. Posteriormente volvera a aparecer esta clase para probar la indepen-
dencia de varios axiomas respecto de FST.

Denotaremos por R, a R(w). Recordemos que para poder hablar de R, nece-
sitamos asumir el Axioma del Infinito y que 3.3.14 nos garantiza que es una clase
transitiva.
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Proposicién 4.2.25. Todo subconjunto finito de R,, pertenece a R,,.

Demostracion. Sea x un subconjunto finito de R,. Consideramos la funcién f que a
cada elemento y de x le asocia el menor ordinal 7y tal que y € R(7). f estd bien definida
puesto que x C R,,, de modo que la clase u:= {f(y) | y € x} es, de hecho, un conjunto
(Reemplazamiento) finito (4.2.6). Por tanto, 4.2.9 nos asegura que u esté acotado su-
periormente; sea « dicha cota. Entonces x C R(a+1), luego y € R(a + 2) C R,,, como
queriamos probar. O

Definicién 4.2.26. Sea ¢ una férmula. Decimos que un conjunto y posee hereditaria-
mente la propiedad ¢ si {y} U Tc(y) C {z | ¢(x)}.

Lema 4.2.27. Un conjunto y posee hereditariamente la propiedad ¢ si y solo si existe
un conjunto transitivo x verificando y € x C {z | p(z)}.

Demostracion. Para ver la implicacién directa, basta ver que {y} U Tc(y) es un sub-
conjunto transitivo de {z | ¢(x)}. Para la reciproca, si y € u donde u es un subcon-
junto transitivo de {x | p(x)}, es claro ver que, por definicién de clausura transitiva,
{y} U Te(y) C u, obteniéndose que y posee hereditariamente la propiedad ¢ por defi-
nicion. O]

Teorema 4.2.28. R, es la clase formada por todos los conjuntos hereditariamente
finitos bien fundados por €. Ademds, si suponemos el Axioma de Regularidad, R, es
la clase formada por todos los conjuntos hereditariamente finitos.

Demostracion. Primeramente, es claro ver que para todo ordinal n < w, R(n) es finito.
Efectivamente, por induccién en n, R(0) es finito y también lo es R(n + 1) = P(R(n))
gracias a 4.2.22 si suponemos que R(n) es finito.

Sea x € R,. Entonces existe un ordinal finito n € w tal que z € R(n). Como
R(n) es transitivo y finito, todo elemento de R(n) es finito al emplear la transitividad
y 4.2.11. Ademds, R(n) € WY, luego aplicando otra vez la transitividad y 3.3.2 € es
una relacion bien fundada para todo elemento de R(n). Asi, se tiene:

z € R(n) C{z| z es finito A € es una relacién bien fundada sobre z}
Luego = posee hereditariamente la propiedad deseada.

Por ltimo, supongamos que existe un conjunto hereditariamente finito y que
no pertenezca a R,. Sea z el conjunto hereditariamente finito € —minimal que no
pertenezca a R,. Todo u C z es un conjunto hereditariamente finito, y como z es el
menor conjunto hereditariamente finito que no pertenece a R,,, necesariamente u € R,,.
Pero entonces 2z es un subconjunto finito de R,,, luego por 4.2.25 z € R, lo cual es una
contradiccion.

Concluimos entonces que R, es la clase de los conjuntos hereditariamenete finitos
si asumimos el Axioma de Regularidad. O]

Finalizamos la seccién ofreciendo un resultado que relaciona la clase de los con-
juntos hereditariamente finitos bien fundados con todo el desarrollo de finitud que
hemos tratado anteriormente:
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Proposicién 4.2.29. R, es numerable infinito.

Demostracion. Probaremos este resultado mediante ciertas técnicas matematicas no
probadas en este Trabajo de Fin de Grado. Definimos la funcién f : R, — w como

sigue:
f(x) = Z 9/ ()

yex

Se observa que f estd bien definida, pues la suma es finita y, consecuentemente, un
numero natural. Veamos que f es biyectiva.

Inyectividad:

Por reduccion al absurdo, sea n el menor natural para el que existen =,z € R,
tales que f(z) = f(z) = n. Dado que todo natural posee una tnica expresion en
binario, necesariamente {f(y) | y € z} = {f(y) | y € z}. Ahora bien, dado que
f(y) < n para todo y € x U z, f es inyectiva en todos los elementos de x y z, de
modo que x = z.

Sobreyectividad:

Supongamos que Ran(f) C w, y sea n el menor natural de w — Ran(f). Conside-
ramos la expresién binaria de n; a saber,n =3, , 2% donde t es un subconjunto
de n por construccién de los nimeros naturales. Como ¢t C n, (Vk € t)[k < n].
Asi, al ser n el menor elemento de w — Ran(f), t C Ran(f), luego podemos con-
siderar s = f7U[t]. Asf, n =), 2F = > _ 2/ = f(s), lo que contradice que
n ¢ Ran(f).

xES

]

4.3. Teoria de conjuntos finitos (FST)

Tras haber probado los anteriores resultados clasicos de finitud, en lo que sigue
trabajaremos con una extensién de EST, FST; a saber, EST con el siguiente axioma
de finitud.

Fin : Va Fin' (x)
Procedamos a deducir algunos resultados basicos:

Teorema 4.3.1. FSTF Pow

Demostracion. Para probar el resultado basta comprobar que, para todo niimero na-
tural, la coleccion formada por P(n) es, de hecho, un conjunto. En efecto, si probamos:

Vn [Nat(n) = JxVy[y € x & y Cnl]

entonces, dado x f-finito, existe una aplicacion f de n en x que induce la biyeccion
f*:P(n) — P(x) dada por:

) ={y | 3m e x[f(m) =yl} = flz] donde u C n,
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y empleando el Esquema de Reemplazamiento, se deduce que la coleccién de subcon-
juntos P(z), es efectivamente un conjunto.

Demostremos por induccién que, para todo n, P(n) es un conjunto:
) Sin=0=P(0)={0} =0U{0} =1, y 1 es un conjunto f-finito.

-) Supongamos que la propiedad es cierta para n. Consideremos la clase
y={xU{n}|x € P(n)}, que es un conjunto finito equipotente con n por Reem-
plazamiento. Asi, P(n+1) = P(nU{n}) =y U P(n) es un conjunto finito equi-
potente con 2n, como queriamos probar.

]

Nota. El teorema anterior también puede ser probado mediante las propiedades de la
R-finitud y su equivalencia con la f-finitud.

Proposicién 4.3.2. FST+ WO

Demostracién. Sea z un conjunto. Por hipétesis, Fin/(x), luego existe una biyeccién
f:n — x. Como n es un ordinal, basta aplicar 4.1.11 para obtener el resultado. [J

Corolario 4.3.3. FSTF AC

Demostracion. Se tiene inmediatamente contemplando, de acuerdo con 4.1.13, la equi-
valencia entre AC'y WO que se posee en EST cuando Pow es una formula vélida.
Téngase en cuenta que, de acuerdo con lo probado anteriormente, FST+ Pow A WO.

m

A continuacion estudiamos algunas relaciones entre los axiomas presentados hasta
ahora. Para ello necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.3.4. EST = VnVm|[Nat(n) A Nat(m) A 3f [ Fun(f) A Dom(f) =m A
Ran(f)=n A Inj(f) = n=m]]

Demostracion. Como n y m son naturales, necesariamente n € mVn =mV m € n.
Supongamos sin pérdida de generalidad que se tiene n € m An # m. Por transitividad
de los naturales, n C m. De acuerdo con las hipdtesis, existe una aplicacion inyectiva
de m en un subconjunto propio suyo. Asi, =Fin”(m). Como AC' es un teorema en FST
segiin 4.3.3, necesariamente —Fin/ (m). Contradiccion. ]

Corolario 4.3.5. FST = Vz 3n3f [ Nat(n) A Fun(f) A Inj(f) A Dom(f) =nA
Ran(f) = x]

Demostracion. La existencia del natural se tiene por la f-finitud de todo conjunto,
mientras que su unicidad se consigue en virtud del lema anterior. O

Teorema 4.3.6. EST - Pow A =Inf= Vx Fin/ (z)
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Demostracién. Asumamos Pow y, por reduccién al absurdo, sea z tal que —Fin/ (x).
Empleando la equivalencia entre finitudes y que los naturales son trivialmente conjuntos
f-finitos, gracias a 4.2.23, se tiene la férmula:

VnIydflyCaANf:n—y A f biyectiva]

Seau={y e P(x)| Indf[Nat(n) A Fun(f) N Dom(f) =n A Ran(f) =y A Inj(f)]}.
Definimos la funcién h : © — n de modo que h(y) es el natural n para el que existe
una biyeccién entre n e y. Este natural n es tnico. En efecto, si existieran ny m y
sendas biyecciones h y I/, entonces existe una biyecciéon ho h/~! : m — n la cual, por
el Lema 4.3.4, provoca que n y m sean necesariamente iguales.

Consideremos a continuacién Ran(h), que es un conjunto por Reemplazamiento.
Comprobemos que es un conjunto inductivo:

) 0 € Ran(h) pues 0 pertenece a todo conjunto potencia y h(0) = 0.

-} Sea y € Ran(h). Entonces existe n tal que h(n) = y. Entonces Fin!(y) e y # .
Tomamos z € x — y. Claramente y U {z} es f-finito, de modo que y U {z} C x.
Por tdltimo, como existe una biyeccién f entre n U {n} e y U {z} (basta ampliar
f para que f(z) ={n}), n+1=nU{n} € Ran(h), como queriamos probar.

Esto prueba que Ran(h) es un conjunto inductivo, lo que contradice —Inf. O
Corolario 4.3.7. EST I VaFin/ (z) < (Pow A —Inf)

Demostracion. La implicacion reciproca se tiene por el Teorema 4.3.6. Para ver la
implicacion directa, por el Teorema 4.3.1 se tiene Pow, mientras que el Lema 4.1.9
prueba Inf. O

Teorema 4.3.8. EST + Vo Fin!(z) < (WO A —Inf)

Demostracion. La implicacion directa es probada por los Lemas 4.1.9 y 4.3.2. Para
probar la reciproca, por Mirimanoff sabemos que todo conjunto bien ordenado es iso-
morfo a un dnico ordinal. Si « es el ordinal para el cual (z, R) = (a, €), como estamos
asumiendo —Inf, por 3.2.24 se tiene que para todo 5 < «, ~Lim(3); es decir, Nat(«).

]

4.4. El Axioma de Regularidad

A continuacién pretendemos demostrar que el Axioma de Regularidad, formulado
usualmente como:

UReg:  Vz[z #0= Fy[ycxAynax=0]]

es independiente de FST. Para llegar a este resultado, construiremos dos modelos de
FST tales que en uno UReg es un teorema, mientras que en el otro lo es su negacién.
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Debido a la complejidad de estos modelos, a lo largo de la seccién presentaremos
ciertas nociones para indicar con mayor precision el modus operandi de las siguientes
demostraciones segiin vayan siendo necesarias. Dado que el interés de estos resultados
es instrumental, remitimos a [4] para encontrar su justificacién ultima. Hechas tales
precauciones, dado que en las siguientes demostraciones necesitamos verificar la veraci-
dad de diversos axiomas en distintos modelos, comenzamos definiendo en qué consiste
la relativizacion de una formula a una clase M:

Definicién 4.4.1. Sean M una clase y ¢ una férmula. Definimos la relativizacion de
¢ a M, denotado por ¢, por induccién en ¢, como sigue:

= (—¢p

V)M =V (z € M = oM)

Nota. Informalmente hablando, una férmula relativizada ™ se obtiene reemplazando
todas las apariciones de variables libres x € V' por variables libres x € M, y restringir
todos los cuantificadores “3” y “¥” de tal modo que el rango de las variables que invocan
esté restringido a M, que hace en la relativizacion el papel del universo. De este modo,
cuando relativizamos una férmula, su validez depende tnicamente de la clase M a la
que la relativizamos. Fuera de ella, empero, su validez no es siquiera planteada.

El siguiente lema formaliza el comentario anterior:
Lema 4.4.2. Sean M una clase y ¢ una formula. Son equivalentes:
(i) ¢ es vdlida en (M, €); es decir, (M,€) E ¢
(ii) Se verifica o™

Probemos que (R, €) es modelo de FST + UReg empleando el lema anterior.
Dividiremos la prueba en dos lemas por razones que se haran evidentes llegado el
momento:

Lema 4.4.3. (R, €) E EST + UReg

Demostracion. Probemos que se sostiene la relativizacién de los axiomas que componen
EST. Para ello sera fundamental la transitividad de R,,:

(i) Extensionalidad:
Sean r y s dos elementos de R,. Hemos de probar:

Ve eR,)rereres)=r=s

Como R, es una clase transitiva, r,s C R,,. Por tanto, todos los elementos de r
y s pertenecen a R, de modo que la formula anterior es equivalente a:

Virereores|=r=s
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(iii)

(iv)
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y por Extensionalidad se obtiene el resultado.

Vacio:

Verifiquemos que existe y € R, tal que para todo z € R,, v ¢ y. Como
R(1) ={0} y R, = U,,-, R(n), claramente 0 € R,. Evidentemente se satisfa-
ce Vx € R,,, x ¢ 0, como querfamos probar.

Par:
Sean r v s dos elementos de R,. Verifiquemos la férmula:
(Jye R,)(Vx € R,)[xr ey x=rVar=s]
Para ello veamos que {r, s} € R,,. Esto es suficiente para probar la relativizacién,
pues R, es una clase transitiva:

Como r € R, = | ,,.,, R(n), existe un natural n tal que r € R(n). Andloga-
mente, sea m aquel natural verificando s € R(m) y supongamos sin pérdida de
generalidad que n > m. Dado que R(m) C R(n), s € R(n), luego {r,s} C R(n).
Asi, {r,s} € P(R(n)) = R(n + 1), luego {r, s} € R, como queriamos probar.
Uniodn:

Verifiquemos la féormula:

(Jx € R,)Vyly € x < (3z € R,)|y € 2]

Sea r € R,. Si logramos probar | Jr C R(n) para algin natural n, podremos
afirmar que | Jr € R(n+1) C R,. Empleando la transitividad de R,, obtendremos
el resultado.

Dado que r € R, existe un natural m tal que r € R(m). Por tanto, r C R(m+1).
Sea pues s € r, entonces s € R(m+1). Como R(m+1) es transitiva, s C R(m+1).
Asi, deducimos que el ordinal n buscado es m + 1.

Reemplazamiento:
Sea ¢(r, s) una férmula tal que:

(Vr,s,t € R,) @™ (r,8) At (r,t) = s = 1]

Demostremos que dado r € R, existe t € R, tal que:

t={yeR,|@ser)p™(sy)}

Por Reemplazamiento, existe a = {y € R, | (3s € r)[p™(s,y)]}. Veamos
que a € R,. Para ello tomamos n como el mayor natural para el cual existe
y € R(n) C R, verificando la férmula:

(3s € r)p (s, y)

Dado que r € R, r es finito, luego dicho méximo n estd bien definido como
nimero natural. Como R(m) C R(n) para todo m < n, claramente a C R(n),
luego a € P(R(n)) = R(n+ 1), de modo que a € R,,.
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(vi) Regularidad:

Dado r € R, no vacio, hemos de probar la férmula:

(As € R)[sern@teR)ter At € sl

Sea r € R,, no vacio. Entonces existe un natural no nulo n tal que r € R(n). Por
transitividad, » C R(n). Gracias que (Ord, <) es un buen orden, por el Teorema
de Minimizacién podemos tomar m := min{{ | (Is € r)[s € R(l)]} > 0. Notamos
por [ el natural anterior a m, estoes, [ + 1 =m.

Demostremos que el conjunto s € r mediante el cual hemos obtenido m verifica
la propiedad que buscamos. Claramente s € R,. Notemos la siguiente cadena de
equivalencias:

s€e Rim)e seR(l+1)<seP(R() < sC R()

Por reduccién al absurdo, si existe t € r N s, entonces t € r C R, y, dado que
s C R(1), se tiene que t € R(l). Esto ultimo contradice la definicién de m como el
menor elemento del conjunto {1 | (3s € r)[s € R(1)]}. Por tanto, s Nr = 0 como
queriamos demostrar.

]

Para deducir que (R,, €) es modelo de Fin y concluir el resultado buscado, nos
damos cuenta que la definicién de Fin lleva, implicitamente, una serie de conceptos
que aumentan la complejidad de la férmula a verificar. Efectivamente, tendriamos que
comprobar, por ejemplo, qué es una funciéon o qué significa ser natural desde la “pers-
pectiva” de R,. Para salvar este problema, recurrimos a la nocién de formula absoluta,
de formula acotada y a un par de lemas auxiliares que nos garantizan el cardcter ab-
soluto de ciertas férmulas en modelos transitivos de EST como R,,.

Definicién 4.4.4. Sean p(z1,x9,...,2,) una férmula con n variables libres; M y N
dos clases tales que M C N. Diremos que ¢ es absoluta en M, N si:

(Vo1 29, ..., 2 € M) (21,29, ... 20) & OV (21, 29,.. ., 2)]

Ademas, diremos que ¢ es absoluta en M silo es en M, V.

Nota. De acuerdo con la definicién anterior, si logramos probar que una determinada
férmula es absoluta en R,,, y ademas dicha férmula es cierta en V', obtenemos inme-
diatamente que la férmula relativizada a R, es cierta.

Lema 4.4.5. Las siguientes formulas son absolutas en cualquier clase transitiva M
que sea modelo de EST:

(i) Dom(R) (i) Ran(R)

(11i) R es una funcion (iv) R es una biyeccion

Definicién 4.4.6. Sean = e y dos conjuntos. Una férmula ¢ se dice acotada si puede
construirse inductivamente mediante los siguientes esquemas:
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(i) Las férmulas “z € y” y “z = y” son acotadas.

(ii) Si ¢ y @ son acotadas, también lo son las férmulas: “=¢”, “© A", “p Vb7,
“('D i ¢’7 y “('D @ /éZ)’?'

(iii) Si ¢ es una férmula acotada, también lo son “Jx (z € yA )" y “Va (z € y A ).

Lema 4.4.7. Si ¢ es una formula acotada y M es una clase transitiva, entonces ¢
es una formula absoluta en M. En particular, esto se cumple para las formulas que
expresan ‘ser un ordinal’ y ‘ser un ordinal limite’.

Mediante estos dos lemas, podemos probar que Fin es valido en (R, €).

Lema 4.4.8. (R, €) F Fin

Demostracion. Para probar el resultado, debemos demostrar que se cumple la defini-
cién relativizada de la f-finitud para todo conjunto r € R,,. Dicha férmula, de acuerdo
con 4.4.1, es de la forma:

3f In[Fun® (f) A Inj® (f) A Nat® (n) A Dom(f) = n A Ran(f)" =r]

De acuerdo con 4.4.5, todas las férmulas salvo Nat™ (n) son absolutas. Ahora
bien, como Nat(n) < Ord(x) Ay [y < x = —Lim(y)], se observa que que la definicién
de ntimero natural estd compuesta por una férmula absoluta y una féormula acotada
en la que intervienen nuevas férmulas absolutas. Como consecuencia de 4.4.5 y 4.4.7,
deducimos que Fin es una férmula absoluta, luego bastara verificar que todo elemento
de R, es f-finito para obtener el resultado. Esto tltimo es inmediato pues, como vimos
en 4.2.28, todo conjunto de R, es (hereditariamente) R-finito. Como la R-finitud y
la f-finitud son equivalentes en EST + Pow (recordemos que Pow es necesario para
poder hablar de R,), deducimos el resultado. O

Como consecuencia de los anteriores lemas, se tiene:
Corolario 4.4.9. (R,,€) F FST+ UReg

A continuacién introducimos un modelo con el que probar la independencia del
Axioma de Regularidad. Para ello serd necesaria una funcién auxiliar. Sea f una bi-
yeccion en R,, que deja invariantes todos sus elementos salvo 0 y 1, que intercambia.
Definimos la estructura (R, F), donde FE es una relacién binaria que verifica:

rEy<xc fly)

Veamos que (R, E) es modelo de EST + —Inf + - UReg. Combindndolo con el coro-
lario anterior, por 1.2.10 se desprendera que UReg es independiente a EST + —Inf

Lema 4.4.10. (R, E) E EST + —Inf + = UReg
Demostracion. De manera similar a 4.4.2, bastard comprobar que se verifica la relati-

vizacién oB«E) para cada férmula ue define EST + —Inf + —~UReg: donde pF«-E)
2 p ¥ q g, 2
estéd definida de manera natural.
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(i)

(i)

(i)

(iv)

Extensionalidad:
Sean r, s € R,, Se tiene la siguiente cadena de equivalencias:

(Vte R )[tEr & tEs| < (Ve Ry)te f(r) e te f(s)]

[ Ran(f) = R, transitivo | sSVijte f(r)ete f(s)]
[ Extensionalidad < f(r) = f(s)

[ Inyectividad de f ] =>r=s

Vacio:

Veamos que (Vr € R,,) —[r E 1]. Sea, pues, r € R,:
rElere f(l)erel

Claramente el extremo derecho de la cadena de equivalencias no se satisface
nunca. Por tanto, 1 = 0%%) como querfamos probar.

Par:
Sean r y s dos elementos de R,:

dVe[zEteoc=rVe=s|< ItVejz e f(t) x=rVae=s]

[(R,€)F EST ] & f(t) = {r,s}

[ f biyectiva | st=fHrs}

Como f~'{r, s} es un conjunto en (R, €) gracias a Reemplazamiento se obtiene

el resultado.

Uniodn:

Sear € R,:

dsVz[zEs< (QyEr)[zEy|]| & 3s(Vz € R,)[z € f(s) e« 3y e f(r)z e fy)]]

[f biyectiva, u = f~1(2) € R,] S 3ds(Vu € Ry)ues< (Fye f(r)|u ey
& 3s[s = f(r)]

Dado que | f(r) es un conjunto en (R, €), se obtiene el resultado.

Reemplazamiento:
Sea r € R, tal que:

(Vs € R,)(Vt € R,) [ FE) (1, s) N BB (1 1) = 5 = 1]
Sean u,a € R,,. Se tiene:

JuVs[s Eu < 3rEa)[pBP(r s)]] <
& JuVs[s € f(u) & (3r € fa) PP (r,s)]]
[t = f(u),a= f(a)] & JuVs[s € u< (Ir € a)lp(r s)]]

Dado que (R, €) es modelo de Reemplazamiento, se verifica la dltima férmula
de la cadena de equivalencias anterior, obteniéndose el resultado buscado.
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(vi)

(vii)
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Finitud:
En primer lugar, veamos que: (z U {x})FF) = f=1( f(gz(FwB)) Y p(Re.B))
My e R)yEteyEsVy=sl<Vrire f(t)ere f(s)Vy=s]
& f(t) = f(s) U{s}
s t=F(f(s) U {s))

S

Por reduccién al absurdo, si suponemos (R, F) E Inf, existiria r € R, tal que:

1ErA(Vs € R,)[sEr= (su{s}) P Er] o
s1ef(rANseR)se f(r)= (sU{s}) BB e f(r)]
s 1ef(r)ANseR)se f(r)=fU[f(s)U{s}) € f(r)]

Es inmediato verificar que los conjuntos 1,{1},{1,{1}},... pertenecen a f(r),
pues estan construidos como los sucesores del conjunto vacio en (R, E). Efecti-
vamente:

Le fir)n{t} =10{l} = {1} € f(r)
{1t e f) AL = {1} U{{1}} = {1, {1}} € f(r)

Definimos por recursion sobre niimeros naturales la funcién g como:

9(0) =1 y gn+1)=g(n)U{g(n)}

Asi, la funcién h con dominio en f(r) y definida por:

h(s) n si s = g(n) para algin natural n,
S) =
0 en otro caso

verifica Ran(h) = w. Pero como (R, €) E Reemplazamiento, necesariamente se
desprende (R, €) F Inf, lo que contradice (R, €) E FST + UReg.

—UReg:
Comprobemos que 0 es un elemento de R,, que no verifica el Axioma de Regula-
ridad en (R, E). Dado que:

O0=A{z]zE0}={z |z e f(0)}=f(0)=1={0}

Claramente se tiene 0 E 0, luego el Axioma de Regularidad falla en 0.

Teorema 4.4.11. UReg es independiente de EST y —Inf

Demostracion. En efecto, hemos identificado dos modelos de EST + —Inf, (R,,€) y
(R, E), tales que del primero se desprende UReg, mientras que del otro se colige su
negaciéon. Por tanto, se verifica 1.2.10, obteniéndose el resultado. ]



4.4. EL AXIOMA DE REGULARIDAD 65

Lema 4.4.12. (R,, E) F Pow

Demostracion. Sea r € R,,. Buscamos un conjunto s € R, tal que:

(Vte R)[tEs e (tCr)feB] o (Vte R))[te f(s) e (VuEt) uEr]
& (Vte Ry)[t € f(s) & (Vue f(t)|ue f(r)]
& (Vt e Ry)[t e f(s) < f(t) C f(r)]

Consideramos la clase s :== f~'({t € R, | f(t) C f(r)}). Es inmediato ver que s es
un conjunto gracias al Axioma de Separacion. Gracias a su definicién, s es el conjunto
potencia de r. O

Teorema 4.4.13. El Azioma de Regularidad es independiente de FST.

Demostracion. Al haber probado, de acuerdo con la proposicién anterior, que Pow es
cierto en (R, F), y empleando que FST es equivalente a EST + Pow + —Inf (4.3.7),
hemos conseguido probar, a partir de 4.4.10, que (R, E) E FST + —UReg. Una vez
mas, al haber construido sendos modelos de FST que afirman y niegan el Axioma de
Regularidad, por 1.2.10 se obtiene el resultado. O

Para finalizar la seccion, introducimos el Axioma de Regularidad Fuerte con el
objetivo de comprobar que la equivalencia en ZF' de este axioma con UReg — a partir
de ahora Regularidad Usual — no se preserva en FST. Se enuncia del siguiente modo:

SReg : VY Ja [Ord(a) Az C R(«)]

Hemos de hacer dos consideraciones previas. En primer lugar, dado que en la
férmula interviene la funcién R, en principio cabria esperar que necesitariamos tanto
Inf como Pow para poder considerar SReg como una formula véalida dentro de FST. No
obstante, tal y como subrayamos en la seccion de relaciones bien fundadas, podemos
definir R recursivamente siempre que tengamos la posibilidad de tomar la potencia
de un conjunto. Como Pow es un teorema en FST, tiene sentido considerar SReg. En
segundo lugar, tal y como veremos mas adelante, la demostracion de la equivalencia de
regularidades en ZF se basa en la posibilidad de construir la clausura transitiva de un
conjunto x arbitrario, para lo cual necesitamos Inf segin vimos al demostrar 3.3.5-(i).
Como consecuencia de esto, resulta natural esperar que, de admitir un axioma que
asegura la existencia de dicho conjunto transitivo, pueda probarse la equivalencia de
ambos axiomas en FST. Como avanzabamos, esto no resulta ser asi, y el motivo radica
en que esta axioma de existencia es, de hecho, independiente de FST.

En vista de la disquisiciéon anterior, denotamos por Trcl a la formula que afirma
que, para todo conjunto existe un conjunto transitivo que lo contiene. Formalmente:

Trel: Va Jy [Tr(y) Az C y]

Probemos primeramente que ambas Regularidades son equivalentes en ZF'~. Re-
cordemos antes sus formulaciones para acudir a ellas mas comodamente:

URey: Ve[x #0= Jylyc x AyNz=0]
SReg: Vo da [Ord(a) ANz C R(a)]
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Comencemos probando la equivalencia en ZF~ de ambas Regularidades.

Lema 4.4.14. EST = SReg = UReg + Trcl.

Demostracion. Probemos cada una de las férmulas:

(i) UReg:
Sea © € R, no vacio. Por hipdtesis, existe un ordinal a tal que x C R(«).
Procediendo como cuando demostramos que de (R,,, €) se desprende Regularidad
se obtiene el resultado.

(ii) Trcl:
Sea x € R,,. Por hipdtesis existe un ordinal « tal que z C R(«). Por 3.3.14, R(«)
es un conjunto transitivo, luego verifica trivialmente Trcl.

O
Lema 4.4.15. ESTE UReg+ Trcl = SReg

Demostracion. Supongamos el Axioma de Regularidad Usual. Entonces la relacion € es
una relacién bien fundada sobre V. Por tanto, 3.3.7 afirma que V' = Wf. Sea x € Wf.
Como, por 3.3.14 Wf = (U,co R(@), existe un ordinal o tal que € R(a). Basta
aplicar que R(«) es transitivo para obtener el resultado. O

Teorema 4.4.16. ZF~  SReg < UReg

Demostracion. Basta considerar que ZF~ comprende, en particular, los axiomas de
EST + Inf, de donde se desprende Trel segtin vimos en la demostracion de 3.3.5-(i).
Los Lemas 4.4.14 y 4.4.15 ofrecen inmediatamente el resultado. O]

Tras haber probado la equivalencia entre ambas Regularidades en ZF~, veamos
que ésta no se mantiene en FST. Como deciamos, para ello demostraremos que SReq y
Trel son independientes de FST. Para probar la independencia de la segunda férmula,
nos hard falta el siguiente resultado, tomado de [4] y que no demostraremos al ser
puramente técnico:

Lema 4.4.17. Si ZF es consistente, entonces también lo es ZF + (x), siendo (x) la
formula:

(%) [z ={z, | n<w} AVi,j€w(x #z;)A\(Vn €w)x, ={Tm11}]

Probemos primeramente la independencia de la Regularidad Fuerte:

Teorema 4.4.18. SReg es independiente de FST.

Demostracion. Comprobemos que los modelos de F'ST construidos hasta ahora permi-
ten probar este resultado:

Por un lado, gracias a 4.4.14 sabemos que la férmula FST F+ -UReg = —SReg es
verdadera. Mas ain, gracias a 4.4.10, también es cierta la férmula (R, E') E = UReg.
De ambos hechos deducimos (R, E) E —SReg.
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Por otro lado, es inmediato ver que (R, €) E SReg. En efecto, si x € R, entonces
existe € w tal que x € R(f) Dado que (8 es un ordinal sucesor, existe 7 € w tal que
B =~ + 1. Entonces x C R(7y).

Dado que hemos construidos sendos modelos que niegan y verifican la veracidad
de SReg, deducimos que SReg es independiente de FST como queriamos probar. [

Teorema 4.4.19. Trcl es independiente de FST

Demostracion. En primer lugar, como (R, €) F SReg, empleando 4.4.14 deducimos
que (R, €) E Trcl. Para encontrar un modelo de su negacién, empleamos 4.4.17 para
considerar los conjuntos:

Yo = {x, | n € W}, donde z,, = {11} Vn€Ew
Yni1 = {z C y, | Fin!(2)}

Sea M = J,,c,, Yn- Probemos que M es un modelo transitivo de FST + —Trcl.

(i) M es transitivo:
Siz € x € M, entonces existe un natural n tal que z € x € y,. Probemos que
z € M distinguiendo los siguientes casos:

) Sin=0,z€x€x,|ncuw,luego z € z,, = {T41} para cierto natural m.
Por tanto, z = x,,,11 € Yo, luego z € M

) Si z € x € Yy41, por definicién de y,11, © C Yy, luego z € y, C M.

(ii) (M,€)E FST:
Probemos cada uno de los axiomas. Véase que la transitividad de M provoca que
la prueba que expondremos a continuacion se asemeje mucho a la de 4.4.3. En
virtud de este hecho, para no reincidir en las mismas ideas, indicaremos detalla-
damente cémo se realizaria cada prueba cuando proceda:

-) Extensionalidad:
La transitividad de M consigue que el Axioma de Extensionalidad sea una
formula absoluta en M. Como Extensionalidad es un axioma en ZF), tenemos
el resultado.

-) Vacio:
Se observa que el conjunto vacio en ZF' es también el conjunto vacio de
(M, €). En efecto, 0 € M pues 0 € y; ya que 0 es f-finito y 0 C yo. Esto
permite afirmar que el Axioma del Conjunto Vacio es una férmula absoluta
en M.

-) Par:
Si demostramos que {x,y} € M para cualquier par de conjuntos = e y de
M, deduciremos que el Axioma del Par es una formula absoluta en M.

Sean n y m tales que z € y, e y € y,,. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que n < m. Demostremos que {z,y} C y,,. Para ello es claro que
bastara ver, por induccién en n, que y, C y,.+1 para todo n € w:
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-) Sea x € yo. Entonces z es f-finito y # = z; para algin j € w. Por tanto,
r ={zj11} C yo. Consecuentemente, x € y;

-) Supongamos por hip6tesis de induccién que y, C Ypi1. Sea T € Y-
Entonces x es f-finito y x C vy, C y,11, luego necesariamente = € vy, 2.
Esto prueba yni1 C Yno.

La induccién anterior prueba que {z,y} C y,,. Como este conjunto es f-
finito, {x,y} € Ym+1 € M, como queriamos probar.

-) Unién:
Si demostramos que | Jz € M para cualquier x € M, obtendremos que el
Axioma de la Unién es una férmula absoluta en M. Observemos que, como
M es transtivo, x € M = x C M, luego todo elemento z € x es f-finito.
Por tanto, por 4.2.21, | Jx es f-finito. Basta pues encontrar algin n tal que
Uz C y, para obtener el resultado.

Sea n € w tal que x € y,,. Distinguimos dos casos:

-) Sin =0, entonces x = x; para algin j € w. Probemos y € y; C M:

yEUx@ﬂz[yez/\zex:wj:{xjﬂ}]

SyezNz=x4 ={Tj2} S Y=2Tj4

-) Sin >0, sea m tal que m+ 1 = n. Entonces x C y,,,. Si y € |z, existe
z € x C y, tal que y € z. Empleando que y; C y;41 para todo [ € w
(véase la prueba de Par inmediatamente anterior), deducimos:

2E€EYn = 2E€EYn = 28 Y = Y € Yn

Ambos casos prueban | Jx C y,, para cierto n € w, completando la prueba.

) Reemplazamiento:
Un razonamiento analogo al que recurrimos cuando probamos Reemplaza-
miento en (R, €) arroja el resultado, pues si x € M, entonces x es f-finito
(luego aquel maximo n estd bien definido) y vuelve a tenerse la contencién
Yn C Yn11 para todo n € w.

-) Fin:
Aligual que en 4.4.8, se tiene que la férmula que define Fin es absoluta, pues
lo anterior demuestra que (M, €) E EST y Nat(a) es una férmula acotada.

Basta, pues, probar que todo elemento x € M es f-finito, lo que es inmediato
por definicién de y,,.

Los razonamientos anteriores han probado que, efectivamente, (M, €) F FST.

(ili) (M, €)F —~Trel:
Sea a = x¢g = {1} € M. Supongamos por reduccién al absurdo que existe b € M
transitivo que contiene al conjunto a. Si probamos que ,,1 € b para todo n € w,
deduciremos que b es una clase propia en (M, €) pues (M, €) E FST.

Por induccién en n € w:
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-) Sin =1, entonces z; € b < {1} C b. Esto ultimo es cierto pues {z1} =a C b
por hipotesis.

-) Supongamos por hip6tesis de induccién que x, 11 € b. Andlogamente al caso
anterior, 0 € b < {z,0} Cb < x,11 C b. Esto ultimo es cierto pues b
es transitivo y x,,+1 € b por hipdtesis de induccion

La induccién anterior comprueba b es una clase propia en (M, €) al no ser f-finito,
de modo que a € M no estd contenido en ningin conjunto transitivo.

Habiendo pues encontrado un modelo de FST + Trcl y otro de FST + —Trel, deducimos
que el Axioma de la Clausura Transitiva es independiente de FST. m

Nota. Estrictamente hablando, el lema anterior ha sido probado anadiendo la hipotesis
de la consistencia de ZF. Del mismo modo, el resto de resultados de independencia
del Axioma de Regularidad asumen la consistencia de ZF~. En ambos casos se trata
de una hipotesis razonable en tanto que todo el edificio matematico esta construido
bajo esta suposicién. De lo contrario, segiin vimos, toda proposicion matematica seria
demostrable desde dentro de las Matemaéticas.

Teorema 4.4.20. El Azioma de Regularidad Usual y el Azioma de Regularidad Fuerte
no son equivalentes en FS'T.

Demostracion. Por 4.4.14 sabemos que la formula FST = SReg = UReg es cierta.
La férmula que expresa la implicacién reciproca, empero, no lo es. Por reduccion al
absurdo, si lo fuera, entonces FST = UReg = Trcl. No obstante, en el lema anterior
encontramos un modelo (N, E') de FST+ UReg+ — Trcl. Contradiccién. O

Una vez que han sido probadas las relaciones que mantienen el Axioma de Re-
gularidad y la negacién del Axioma del Infinito con FST, podemos compendiar los re-
sultados anteriores en el siguiente esquema. Una doble flecha indica que ambas teorias
son equivalentes, mientras que una flecha unidireccional T} — T5 senala que la teoria
T7 contiene a T5. Nétese que el estudio de la independencia del Axioma de Regularidad
respecto de EST y FST ha sido necesario para poder afirmar que sendas teorias son
consistentes y, por tanto, tiene sentido considerarlas como teorias dignas de estudio.

FST + SReg
EST + —Inf + UReg FST -;- UReg
| |
EST+—— EST + —Inf+ FST+ » EST + Pow + —Inf
l 4
EST + Fin”

EST + WO + —Inf
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Habiendo demostrado las relaciones recogidas en el esquema anterior, el segundo
de los objetivos de este Trabajo ha sido satisfecho. Merece la pena, antes de finalizar,
senalar cierto detalle que aqui no hemos cubierto: la independencia de Fin respecto de
EST + —Inf.

En el propio articulo de Baratella - Ferro [1] se incluye una demostracién por-
menorizada de este hecho. Para ello se emplean conceptos mucho mas finos, como los
modelos de permutaciones, que se escapan del alcance de este Trabajo. Detengamonos
unos instantes para ilustrar, de soslayo, las indicaciones que Kunen les dio a los autores
italianos para construir el modelo deseado.

Si & es un conjunto e y es un subconjunto suyo, se considera el conjunto H (y)
formado por todas las permutaciones de z que dejan fijo a y. A partir de ahi, se genera
una clase M transitiva construida de tal modo que a todo elemento y de la clausura
transitiva de x € M le corresponda un subconjunto F, con k elementos fijos bajo
cualquier permutacion de H(F,).

Puede probarse que la estructura (M, €) es modelo de EST + —Inf + —Fin.
Mediante este modelo, se obtiene que Pow, WO y Fin son todos independientes de
EST + —Inf. Efectivamente, la afirmacion de cualquiera de las dos primeras férmulas
derivaria, por 4.3.7 y 4.3.8 respectivamente, en la afirmacion de Fin, llevandonos a una
contradiccién. De aqui se deduce (M, €) E =Pow + - WO. Bastaria entonces cotejar
este modelo con cualquiera de los modelos de FST que aqui hemos construido para
obtener la independencia de las tres féormulas.

Considerando esta relacién de independencia, ahora si, el diagrama anterior queda
completamente justificado®.

'Puede argiiirse que deberiamos realizar un tratamiento similar al que acabamos de realizar con
la independencia de Fin respecto de EST + —Inf para justificar la independencia de Inf respecto de
EST. Este hecho puede probarse inmediatamente con los resultados ya incluidos en el Trabajo. Es
suficiente considerar, por un lado, la suposicion de que ZF es consistente y, por otro, que cualquier
modelo de FST que aqui hemos construido lo es, en particular, de EST + —Inf.
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